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Uvod

Postiv korespondenéni problém (PCP) patii mezi rozhodovaci problémy z oblasti
kombinatoriky na slovech. Instanci binérni verze tohoto problému tvoii dvojice
homomorfismii (g, h) nad dvouprvkovou abecedou, tedy g, h : {a,b}* — {a,b}*.
Tato instance méa feSeni, pravé kdyz existuje slovo w € {a, b} T, které ma shodné
obrazy obou homomorfismi, tedy g(w) = h(w). Podstatou PCP je tedy rozhod-
nout, zda vstupni instance ma ¢i nema teSeni.

Priklad 1. Mé&jme vstupni instanci (g, k), kde homomorfismy ¢ a h jsou zadané
hodnotami:

g(a) = aba,  g(b) = b,
h(a) =a, h(b) = babb.

Pokusme se nejprve konstruovat feseni po pismenech. Na zac¢atku vezmeme prazd-
né slovo w a budeme jej prodluzovat tak, aby stale g(w) bylo prefizem (za¢atkem)
h(w) nebo naopak. Pokrac¢ujeme, dokud w nebude fesenim dané instance a do-
kud je po prodlouzeni splnéna podminka porovnatelnosti obrazi. Slovo w budeme
nazyvat predieseni. Na zac¢atku nevime, kterym pismenem by mélo feSeni zacit,
vyzkousSejme tedy postupné obé moznosti.

Pokud za¢neme s pismenem b, je g(b) = bb, h(b) = babb. Tato slova nejsou porov-
natelna - na druhém misté se obrazy lisi, takze zadné feSeni této instance nezaciné
pismenem b. Prvni vétev tedy vedla k rychlému konci.

Zkusme zacit druhym pismenem, pismenem a. Slova

g9(a) = aba,
h(a) =a

maji shodny za¢atek (v naSem pripadé je h(a) prefixem slova g(a)), nedochazi
zde k rozporu jako v prvnim piipadé. Nyni by se mohla vyzkouset obé mozna
prodlouzeni, tedy pfedfeseni aa a ab, ale neni to nutné. Vsimnéme si, ze slovo
g(a) je delsi nez h(a), vznika previs z, tedy slovo spliujici g(a) = h(a)z. Ten
nam urcuje jediné mozné pokracovani naseho predreseni, obraz homomorfismu A
pridaného pismene totiz musi byt porovnatelny s timto previsem. Prvni pismeno
pfevisu z = ba je b, pfitom prvni pismeno slova h(a) je a, takZze pismenem a jisté
nelze na predreseni navazat. Proto méame predieseni ab, které je jiz feSenim této
instance.

Zékladni myslenka pifi hledani feSeni binarnitho PCP je tedy jasna - podle

previsu prodluzovat pfedieseni, dokud nedojdeme ke sporu nebo k reSeni. Sa-
moziejmé zde muzeme narazit na nékolik nepiijemnosti, které budeme muset na
nasledujicich strankach podrobné rozebrat. Prvni z nich je, Ze ukonc¢ovaci podmin-
ka pii prodluzovani predreseni nemusi nikdy nastat. Je tedy tieba nalézt néjaké
dalsi pravidlo, které nekoneé¢nému pridavani pismen zabrani.
Déle vidime, ze pokud bude naptiklad homomorfismus g periodicky, tedy pokud
g(a) = uF, g(b) = u' pro néjaké neprazdné slovo u a k,l > 0, nepozname podle
previsu, které slovo by mélo na predieseni navazat. Pro periodické homomorfismy
budeme tedy muset postup mirné upravit.



Navic chceme nalézt algoritmus, ktery bude hledat feSeni v polynomidlnim
Case. Jestlize pii sestrojovani predfeseni nastane situace, ve které neumime jed-
noznac¢né rozhodnout o jeho jednozna¢ném prodlouzeni, musime vyzkouset obé
moznosti pokracovani. Pokud v8ak takovych pfipadi bude vice (tj. nekonstantné
mnoho), bude pocet kroki algoritmu exponencialni. Je tedy zapotiebi detekovat
instance, u kterych by mohlo k vice vétvenim dojit a nalézt pro né vhodné&;jsi
postup. Alespon zde naznacime, jakym zpusobem toho docilime. Tato tvrzeni
uvadime zatim bez dikazl, pozdéji v praci samoziejmé dokazanéd budou.

Tvrzeni. Méjme I = (g, h) instanci PCP, w jeji feSeni. Pak lze w rozloZit na
wWw=uy...U =0V1...Vg,
kde dvojice (u;,v;) jsou pro kazdé i = 1,2, ... k takové, Ze

1. g(u;) = h(vi),

2. pro Zddnou dvojici (u}, v}
9(u;) = h(v;).

Dvojici slov (e, f) spliujici podminky 1. a 2. nazveme blok instance I. Navic
lze dokéazat, ze pro kazdou instanci existuji nejvys dva bloky. Pritom jesté plati:

) takovou, Ze ul je prefix u;, v} je prefiz v;, neplati

Lemma. Jsou-li (e, f) a (¢, f') dva bloky instance I, bude pruni pismeno slova e
rizné od pruniho pismene slova €' a také se na prunich mistech lisi pismena slov

falf.
Priklad 2. Predstavme si na vstupu instanci (g, h) zadanou takto:

gla)=a, g(b) = bb,
h(a) = abb, h(b) = b.

Zkusme nalézt bloky této instance. Za¢néme sestrojovat prvni blok (e, f) od pis-
mene a, tj. mame pocatek bloku (a, €), kde € zna¢i prazdné slovo. Podle previsu
jeho obrazu zjistime, ze druhé slovo musi za¢inat pismenem a. Potom néas previs
slov g(a), h(a) zavede k pokracovani b u prvniho slova, a blok (ab, a) je nalezen.
Zkusime-li za¢it pismenem b pii konstruovani bloku (¢, f'), podle pfevisu je prv-
nim pismenem druhého slova pismeno b. Déale nam pfevis obrazi téchto slov
napovi, ze je tfeba ke druhému slovu ptidat pismeno b a vznikne tak blok (b, bb).
Podle uvedeného Tvrzeni tedy kazdé feSeni musi byt néjakym uspotadanim blo-
kti. Nyni si mtizeme vSimnout, ze vysledné feSeni w = abb je zfetézenim prvnich,
resp. druhych, slov z obou blokt - v tomto pripadé tedy w = ee’ = ff'.

Ovsem problém jak uspotradat bloky, abychom dostali feSeni, je vlastné problé-
mem PCP. Mohli bychom tedy definovat instanci (gy, hq) s obrazy homomorfismu
danymi pravé témito bloky, v nasem piipadé vytvorime instanci (g1, hy) takto:

gi(a) =ab, ¢g1(b) =0,
hl(a) = a, hl(b) =b

Reseni této instance je slovo ab, to tedy Tiké, Ze v FeSeni ptivodni instance méame
za blok za¢inajici pismenem a umistit blok od pismene b.



Dvojici homomorfismi (g1, h1), jejiz obrazy jsou bloky piivodni instance (jako
tomu bylo v pfedchozim ptikladé), nazveme ndslednikem puvodni instance. Takto
lze sestrojit posloupnost néasledniki. Lze dokazat, Ze feseni néslednika je ve vét-
sin¢ pripadi jadnodussi nez feSeni ptvodni instance, néslednik ma totiz obrazy
vétsinou kratsi a muze vznikat mensi pocet previst.

Problémy v tomto postupu jsou dva:

e u n¢kterych instanci se feseni pro néaslednika nezjednodusi, nékteré instance
nemaji oba bloky, tedy ani naslednika,

e u instanci, které nejsou tzv. markované, tj. obrazy nékterého z homomorfis-
mu zacinaji tymz pismenem, jsou bloky slozité&jsi a prechod k néslednikovi
bude znamenat prechod k obecnéjsimu problému, GPCP.

Lemma vySe nam vlastné riké, Ze naslednici jsou markovani. Pokud tedy za¢neme
s markovanym homomorfismem, k pfechodu ke GPCP vibec nedojde. ReSeni
téchto potizi vsak jiz pfenechdme samotné praci.



1. Zakladni pojmy a myslenky

Pred samotnym reSenim problému je samoziejmé nutné ujasnit si definice nékte-
rych obecnych pojmi, na kterych budeme stavét, aby nedoslo k nedorozuméni.
Nékteré z nich se tykaji vyhradné Postova korespondencéniho problému, budeme
ovSem pouzivat i nékolik obecnéjsich definic predevsim z oblasti kombinatoriky
na slovech.

1.1 Kombinatorika na slovech

Vétsina z nasledujicich definic a tvrzeni je k nalezeni témér ve vSech knihach
o kombinatorice na slovech, napiiklad v [6] a [7]

Definice. Abeceda A je neprazdna koneéné mnozina symboli, které budeme na-
zyvat pismena. Konetnou posloupnost pismen z abecedy A nazveme slovo (nad
abecedou A).

Slova nad abecedou A s operaci zietézeni (nékdy znacenou ||, symbol je ale
zvykem vynechavat) a prazdnym slovem e jako jednotkou tvori monoid, ktery
znac¢ime A*. Jsou totiz splnéné vSechny podminky z definice monoidu:

e uzavienost: pro kazdé a,b € A* je jisté ab € A*,
e asociativita: (ab)c = a(bc) pro kazda tii slova a, b, ¢ nad abecedou A a
e prazdné slovo: ea = ae = a pro kazdé a € A*.

Pologrupu vSech neprazdnych slov nad A znacime A" a délku slova u (neboli
pocet pismen, ze kterych sestava) budeme zapisovat jako |ul.

Definice. Slovo u € A* budeme nazyvat prefiz slova v € A*, jestlize existuje
w € A* takové, ze v = uw. To znamena, ze slovo v za¢ina slovem u. Tuto relaci
pak oznacujeme u < v.

Prvni pismeno neprazdného slova v znacime pref; (v).

Rekneme, Ze slova u a v jsou prefizové porovnatelnd, u < v, je-li jedno prefixem
druhého, tedy jestlize u < v nebo v < wu. Nejdelsi spoleény prefix slov u a v
znaCime u A v.

Obdobné pojmy definujeme i pro slova, ktera jsou porovnatelné ,,odzadu”.

Definice. Slovo u € A* je sufix slova v € A*, pokud existuje w € A* takové, ze
v = wu, neboli v konci slovem u. Relaci ,,u je sufixem v znacime u <; v.

Slova u a v nazveme sufizové porovnatelnd, pokud jedno z nich je sufixem druhého.
Nejdelsi spole¢ny sufix slov u, v zna¢ime u Ay v.

Mnozinu v8ech sufixu slova u znacime suff(u), tedy

suff(u) = {z € {a,b}*|Fv € {a,b}* : u = vx}.

Nepréazdny prefix, resp. sufix, u slova v nazveme vlastni, je-li u # v.



Jak bylo napséno jiz v tvodni kapitole, budeme ve velké mife pracovat s pie-
visy. Mame-li dvé porovnatelné slova u < v, chceme se jednoduse dostat k jejich
previsu, tj. ke slovu w takovému, ze uw = v. Vidime, Ze staci od zacatku slova
v ,,odebrat“ slovo u. Tato operace je inverzni k operaci zfetézeni, oznac¢ime ji ~!.
Previs w tedy dostaneme jako w = u~'v. Touto operaci lze monoid A* rozsitit
do volné grupy generované A. Je-li napitklad v = vw, plati v = vw™, w = v~'u
a také v=! = wu~!. Zapisem w = u* pro né&jakeé slovo u a hodnotu k € Ny budeme
oznacovat skutecnost, ze slovo w sestava z k slov u zietézenych za sebou. Pritom
pro k =0 bude w = €.

Na monoidu A* x A* s operaci - definovanou (u,v) - (v/,v") = (uv/,vv") mize-
me také zavést prefixové a sufixové usporadéani. Definujeme, Ze (u,v) je prefizem
(v, "), znaéime (u,v) < (v, "), pravé kdyz u < u’ a zaroven v < v'. Druhé uspo-
radani definujeme analogicky: (u,v) je sufizem (v',v"), znac¢ime (u,v) <, (u',v’),
praveé kdyz u <; v’ a v <, v'. Také definujeme (u,v) = (u/,v"), pravé kdyz u = o’
av="10.

O dvojici (u,v) tedy fekneme, Ze je to prefivové minimdlni dvojice s vlastnosti
V', pravé kdyz pro kazdou dvojici slov (u/,v") s vlastnosti V' plati:

(u',0") < (u,v) = (W, 0") = (u,v).

Sufixové minimalni dvojici slov mizeme definovat analogicky, tedy pouze zadmeé-
nou nerovnosti za <;.

Z algebry vime, Ze lze mezi monoidy definovat linearni zobrazeni. Jejich pro-
stfednictvim definujeme problém PCP pro nase ucely, takze homomorfismy hraji
hlavni roli od této chvile az do konce posledni kapitoly. Nasledujici definici je
tfeba si dikladné osvojit.

Definice. Necht A a B jsou dvé abecedy. Zobrazeni g : A* — B* nazveme
homomorfismus, plati-li pro véechna u,v € A* vztah g(uv) = g(u)g(v).

Jestlize g(u) # € pro vSechna u € A*, fekneme, Ze g je nenulujici.
Homomorfismus g : A* — B* nazveme periodicky, existuje-li slovo w € B* takové,
ze pro v8echna u € A* je g(u) mocninou w, tedy g(u) = ww...w.

Chceme-li definovat néjaky konkrétni homomorfismus g, nejjednodussi cestou
je urceni jeho obrazti na jednotlivych pismenech abecedy A, kterd tvoii bézi
monoidu A*. Potom obraz libovolného slova u nad abecedou A ziskdme zfetézenim
obrazii jednotlivych pismen slova u, tedy g(u) = g(l1)---g(lg), kde u = 13-4
al; € Aprokazdéie {1,---,d}.

Prikladem periodického homomorfismu nad dvouprvkovou abecedou A = {a, b}
je homomorfismus g : A* — A* dany hodnotami:

g(a) = ababab, ¢g(b) = abab.

Mizeme psat g(a) = (ab)? a g(b) = (ab)?, slovo ab tvo¥i tzv. koFen tohoto perio-
dického homomorfismu, jak uvadi néasledujici definice.

Definice. Mé&me w neprazdné slovo. Nejkratsi slovo w splitujici w = u* pro
néjaké prirozené k nazveme koten w. Mame-li periodicky homomorfismus g dany
rovnostmi g(a) = u* a g(b) = v! a u je minimaln{ takové, fikame o u, Ze je koren
homomorfismu g.

Kazdé slovo, které neni mocninou zadného svého vlastniho podslova, nazveme
primitivni. Specialné plati, ze koren libovolného slova je primitivni.
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Jakékoliv slovo také miizeme ,,Cist odzadu®, tedy obréatit jeho potadi pismen.
Prestoze se to muze jevit jen jako drobné hiicka, pozdé&ji nam tento zpétny pohled
mize velmi pomoci. Zavedeme proto tuto operaci piesné:

Definice. Je-li u = 1l .. .l4slovo, kde [y, I, ..., l4 jsou pismena, pak definujeme
u zreadlovy obraz slova u jako slovo w = lglg_1 ... 1.

Pro kazdy homomorfismus g : A* — B* definujeme zrcadlovy obraz homomor-
fismu g jako homomorfismus g : A* — B* definovany vztahem g(x) = @ pro
vSechna pismena r € A.

Vsimnéme si, ze obecné pro slovo u € A* se g(u) nerovna ani g(u) ani g(u),
ale plati g(u) = g(u). Mé&me homomorfismus g a slovo g(ba). Pro zrcadlovy obraz
tohoto slova plati

g(ba) = g(b)g(a).

Takové slovo je podle definice zrcadlového obrazu pravé slovo g(a) g(b), coz pii
definici g znamena, ze

g(ba) = g(a)g(b).

Proto plati g(ba) = g(ab).

Predevsim pii dokazovani nékterych tvrzeni o periodickych instancich PCP nas
bude zajimat, zda lze kotreny periodickych homomorfismt Fetézit do nekonecna
za sebe tak, aby slova byla stale porovnatelna. Toho dosahneme pouze pokud
je jedno slovo kofenem druhého nebo pokud je kofen jednoho slova cyklickym
posunem pismen korene druhého z nich.

Definice. Slova u, v jsou konjugovand, jestlize existuji slova x, y takova, ze u = xy
a v = yx. Da se Tici, ze pismena slova u jsou ve slové v pouze cyklicky posunuta.

Lemma 1.1. Nasledugici tvrzent jsou ekvivalentni:
1. u a v jsou konjugovand,
2. existuje slovo z, pro které je uz = zv,
3. koren u a koren v jsou konjugovand slova.
Diikaz. Diikaz lze najit napt. v . ]

Lemma 1.2. Mayji-li slova u™ a v> spolecny faktor délky |uv|, jsou jejich kofeny
konjugovand slova.

Diikaz. Dikaz lze najit napt. v . O]

Tvrzeni 1.3. Meéjme dvé primitiont slova u a v a dvé slova p a q splnugici g < p.
Necht plati pu™ = qu™. Potom |u| = |v| a

q 'pu=vqg 'p. (1.1)

Navic je-li splnéna rovnice (1.1)), plati pu™ = quv*.



Diikaz. 7 Lemmatu plyne, Ze u a v maji konjugované koteny. Protoze jsou
primitivni, jsou konjugovana piimo slova u a v, specidlné maji stejnou délku.
Je-li pu™ = qu*>°, q < p, plati i ¢~ lpu™ = v>®. To znamena, Ze ¢ 'pu = vx pro
néjaké slovo z, |x| = |¢~'p|. Navic protoze ¢ 'pu? = vix, mame vru = v’z, takze
x> v. Vime ale, Ze ¢~ 'p < v, proto z = ¢~ 'p a je splnéna rovnice (1.1]).

Necht naopak plati rovnice . To znamen4, Ze pu = quq~'p, a tedy

)n—l

pu” = qug~'p(p~tqugT'p)" T = g 'p.

Pro n jdouci k nekone¢nu tedy méme pu™> = qv*°. O]

Lemma 1.4. Neprdzdné slovo x je primitivng, praveé kdyz pro kaZdé slovo y plati:

2

yr <z = (y =€) nebo (y = x).

Diikaz. Lemma i s diitkazem lze najit napt. v |1| pod nazvem Primitivity Lemma.
O

Definice. Rekneme, Ze slova wy, ws, . . . , w, maji netrividlni vztah, jestlize existuji
dvé rizné posloupnosti indexit z mnoZiny {1,2,...,n}, Ze plati rovnost

Wiy Wiy -+ - - Wy, = Wi Wy, - - - Wy

m*

Lemma 1.5. Pokud slova u, v maji netrividlni vztah, jsou to mocniny jednoho
slova.

Diikaz. Dikaz tohoto Lemmatu je celkem obtizny, podrobné je uveden naptiklad

v knize [7]. O

1.2 Definice a tvrzeni souvisejici s PCP

Emil Post zavedl problém PCP pomoci dvou usporfadanych mnozin slov. Jeho
definice je velmi snadno pochopitelna, ale pro formulovani a dokazovani mate-
matickych tvrzeni nepraktickid. Budeme tedy nadéle uzivat vyhradné nésledujici
algebraickou definici PCP. Jejich ekvivalenci nyni ukazeme.

Podle Postovy definice tvoii instanci PCP dvojice usporddanych mnozin slov
U=Au,...,u,}t, V= {v,...,u,}. Prvky u; a v; jsou slova nad abecedou B
pro vSechna i € {1,...,n}. O mnozinach U, V chceme rozhodnout, zda existuje
posloupnost indext i1, 42, .. ., i, Ze plati rovnost slov w; w;, ... u;, = v;, Vi, ... Vi, -
Tyto mnoziny si lze predstavovat také pomoci homomorfismi. Definujeme dva ho-
momorfismy g, h : A* — B* nad abecedou A = {a4,...,a,} s n pismeny, pomoci
vztahi g(a;) = u; a h(a;) = v; proi =1,2,...,n. Potom existuje feSeni PCP na
mnozinach U, V', pravé kdyz existuje slovo w € A spliwjici g(w) = h(w).

Definice. Necht g,h : A* — B* jsou homomorfismy pro dvé abecedy A, B,
A ={ay,...,a,} je abeceda s n pismeny. Dvojici (g, h) nazveme instance PCP.
Existuje-li neprazdné slovo w takové, ze g(w) = h(w), nazveme w fesenim in-
stance (g, h).

Definice. Modifikaci PCP vznikne zobecnéné PCP (GPCP, z angl. Generalized
PCP). Ctvefici ((p1,p2), 9, h, (s1,52)), kde g, h : A* — B* jsou homomorfismy

a p1, P2, S1, So € B*, nazveme instanci GPCP. Potom opét slovo w € A* splhujici
rovnost p1g(w)s; = pah(w)sy, nazyvame feSenim této instance.
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V GPCP pripoustime jako TeSeni i préazdné slovo, nebot nemusi byt vzdy
splnéno pys; = poss.

Definice. Homomorfismus g : A* — B* nazveme markovanyj, pokud je nenulujici
a obraz kazdého pismene z A za¢iné jinym pismenem, tj. plati-li pro v8echna rizné
a,be A:gla)Ag(b) =e.

Pokud je alespon jeden z homomorfismii g a h dané instance PCP nebo GPCP
periodicky, fekneme o této instanci, ze je periodickd, jinak je neperiodickd.

Od této chvile se budeme zabyvat vyhradné bindrnim PCP (resp. GPCP),
tedy s dvouprvkovou vychozi abecedou A = {a,b}, prestoze néktera uvedena
tvrzeni plati i ve vétsi obecnosti. Slova z mnoziny B* lze samoziejmé zakddovat
vyhradné pismeny a a b, bez jmy na obecnosti tedy budeme predpokladat, ze
g,h:{a,b}* — {a,b}"*.

Regeni instance I muzeme konstruovat bud od za¢atku nebo od konce. Sestrojo-
vani odzadu ale predstavuje pfimou konstrukci reSeni pro ,,zrcadlovou instanci,
neboli reversni instanci k instanci I, jak doklada Lemma [I.6]

Definice. Pro instanci GPCP I = ((p1,p2), g, h, (s1, 82)) definujeme reversni in-
stanci jako instanci I = ((51,32),9, h, (p1,P2)), kde g, resp. h, je zrcadlovy homo-
morfismus homomorfismu g, resp.h.

Lemma 1.6. Slovo w je TeSenim instance I, praveé kdyz w je Fesenim I.

Diikaz. Necht w je Teseni I. Podle definice tedy

prg(w)s1 = pah(w)s,

p1g(w)s1 = pah(w)ss.

7 definice zrcadlovych obrazii a rovnosti g(w) = g(w), h(w) = h(W) je tedy tato
rovnost ekvivalentni s rovnosti

s1 g(w)p1 = S2h(w)p2.
51 §(W)p1 = 52h(W)pa.

To znamena, ze w je feSenim I. Opac¢nou implikaci dokdZzeme zpétnym postupem.

]

Poznatky z této ¢asti byly ¢erpény z clanki o Postové korespondencénim pro-
blému, predevsim z 5



2. Posloupnost naslednikt - jadro
algoritmu

Oproti postupu, ktery byl naznacen v ivodni kapitole, vysvétlime nejprve podrob-
né funkci bloku a naslednikii, a teprve po nich rozebereme myslenku predieseni
sestrojovanych pomoci previsii. Mnoho pojmi, které se primarné vztahuji k na-
sledniktim totiz poté v kapitole o kandidatech na feSeni vyuzijeme.

Hlavni myslenkou pii dikazu polynomiality algoritmu pro feseni PCP je prevede-
ni neperiodické instance na jednodussi instance, tzv. nasledniky. Timto postupem
vytvorime orientovany strom néslednikii. Pro kazdou instanci mtze existovat vice
néslednikii, pro které plati: instance méa feSeni (dostatecné dlouhé), pravé kdyz
néktery z naslednikt ma fesenti.

Prochézeni kazdé vétve tohoto stromu naslednikt by polynomialitu algoritmu po-
ruSilo. Nésledniky ovSsem muzeme zredukovat do jediného, pokud existuje jesté
naslednik téchto nasledniki. Tento strom tedy po této redukci neobsahuje témér
zadna vétveni (mohou se vyskytnout jen v posledni trovni). V této kapitole bu-
deme uvazovat pouze neperiodické a nenulujici instance. Poznatky v této kapitole
byly Cerpany z ¢lanki [4] a [5]. V téchto élancich byla dokézana pravé polynomi-
alita algoritmu, ktery hleda feseni binarnitho PCP.

2.1 Markované homomorfismy

Rozhodovani PCP v pfipadé markovanych homomorfismu je snazsi a rozhodnuti
nemarkovaného paru na tento pripad poté prevedeme. Za to ovsem budeme muset
zaplatit pfechodem ke GPCP, jak uvidime v dalsi ¢asti.

Definice. Necht (g, h) je instance PCP a g i h jsou markované homomorfismy.
Blokem instance (g, h) nazveme dvojici slov (e, f) spliujici:

L. g(e) = h(f),

2. pokud existuji neprazdna ¢’ < e a f’ < f spliujici také g(e') = h(f’), pak
e =¢ a f = f (neboli dvojice (e, f) je prefixové minimalni par majici
vlastnost 1.).

Lemma 2.1. Pro markované homomorfismy g a h a libovolné neprazdné slovo
p € {a,b}* existuje nejuys jedna prefixove minimdlni dvojice slov (u,v), pro kterou
plati pg(u) = h(v). Obdobné pro kazdé neprazdné slovo q existuje nejuys jedna
prefizove minimdlni dvojice (u,v), Ze g(u) = qh(v).

Diikaz. Prvni pismeno slova p ndm jednozna¢né urcuje pismeno pref;(v), nebot
h je markovany homomorfismus. Takto lze opét podle prvniho pismene previsu
urcit pokracovani, dokud nedostaneme slovo v, ze h(v') > p.

Je-li h(v'") = p, jsme hotovi, jinak pfevis ur¢uje prvni pismeno slova u, nebot ¢ je
také markovany. Vidime, ze existuje vzdy nejvys jedna moznost pokracovani, aby
byla zachovana porovnatelnost slov pg(u) a h(v). Druhy pfipad je symetricky. [

Disledek 2.2. Eristuji nejuys dva rizné bloky instance (g, h). Navic pokud (e, f)
i (¢, ') jsou bloky (g, h), pak pref,(e) # prefi(€') a zdroven prefy(f) # prefy(f').
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Diikaz. Bloky ziskdme jako v Lemmatu 2.1 volbami p = g(a), resp. p = ¢(b), a pak
pii prevzeti oznaceni z tohoto Lematu plati (au, v) = (e, f), resp. (bu,v) = (¢, f').
Pokud oba bloky existuji, potom pref; (e) # pref, (¢) je zfejmé z jejich konstrukce
a pref, (f) # pref,(f’) poté plyne z markovanosti h. O

Definice. Jsou-li (e, f), (¢/, f’) dva riazné bloky instance (g, h), definujeme nd-
slednika instance (g, h) jako (g1, hy) rovnostmi

Néasledujici Lemma nam ukaze pfimou souvislost mezi feSenim dané instan-
ce a TeSenim jejiho néaslednika. Pti feSeni PCP tak muzeme mezi témito dvéma
instancemi pfechézet, aniz bychom ztratili o feSeni néjakou informaci. Ptitom
pozdéji dokazeme, ze TeSeni naslednika je jednodussi nez feSeni pivodni instance.

Lemma 2.3. Méjme homomorfismy (g, h) a ndslednika této dvojice (g1, hq).

1. Je-li wy Tesenim instance (g1, h1), je gi(w1) = hy(wy) FeSenim instance (g, h).
2. Je-li w tesenim (g, h), lze (w,w) rozlozZit na posloupnost bloki (g, h) a instance
(g1, h1) md FeSend.

Diikaz. 1.7 definice naslednika vime, Ze slovo g1 (w;) sestava ze slov e a €. Stejné
tak slovo hy(wy) je slozeno ze slov f a f’, ktera se stiidaji analogicky podle g (wy).
Ale g(e) = h(f) a gle) = h(f"), takze i g(gy (wn)) = Ak (w;)).

2. Prvni pismeno slova w nam uréi jednoznac¢né jeden z blokt, ozna¢me jej (e, f).
Protoze tento blok je dan miniméalnimi slovy, jejichz obrazy se rovnaji, musi nutné
feSeni w zacinat slovem e a slovem f. Pokud e = f, jsme hotovi, pokud ne,
previs slov e a f urc¢uje nasledujici blok, ktery musi navazovat. Slovo w je tedy
posloupnosti blokt a naslednik mé feSeni - kazdy blok je obrazem jednoho pismene
homomorfismu ¢, h;. O

Z Lemmatu 2.3 tedy vidime, Ze FeSeni naslednika udava potradi bloki v feseni
pivodni instance. Zavedeni tohoto pojmu je totiz motivovano tim, ze lze FeSeni
na bloky rozlozit. Mame-li totiz feSeni w, jisté musi platit, Ze

w=Uy...U = UV1...Vg

pro né&jaké dvojice (u;,v;) spliujici g(u;) = h(v;). Tyto dvojice bereme prefixo-
vé miniméalni. Vidime, Ze dvojice (u;,v;) odpovidaji presné definici bloku této
instance.

Definice. Sufizovd sloZitost homomorfismu g, o(g), je pocet riznych neprazdnych
slov, ktera se objevuji jako néjaky sufix obrazu g, formalné tedy

o(g) = {z # €|Fv € {a,b}" : g(a) = vz nebo g(b) = va}|.

Vime, Ze existence feseni, stejné jako jeho struktura, pro dvojici (g, h) pfimo
souvisi s existenci a strukturou feSeni pro jeho naslednika (gi, h1). Pravé sufixova
slozitost ndm pomuze nahlédnout, Ze tento retézec naslednikii mame pod kont-
rolou, dokazeme, ze sufixové slozitost naslednikt neroste. Z jeji definice vidime,
ze sufixova slozitost vlastné omezuje pocet pismen v kazdém slové bloku dané
instance.
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Definice. Symbolem O, budeme znacit mnoZinu presahi, tj. neprazdnych slov
u € suff(g(a))Usuff(g(d)), ke kterym existuji (mozna prazdna) slova ey, eq, f1 a fa,
ze g(e1) = h(f1)u a ug(es) = h(f2). Obdobnym zptusobem zavedeme mnozinu O,.

Jak jsme dokazali v Lemmatu kazdé¢ u € O, jednozna¢né urcuje slovo
fa, které je sufixem slova f nebo f’, kde (e, f), (¢/, f’) jsou bloky, a spliiuje
ug(ez) = h(f2) pro néjaké e,. Toto zobrazeni ozna¢ime m, : O, — suff( f)Usuff(f’).

Lemma 2.4. Zobrazeni m, je surjektivni.

Diikaz. Vezméme libovolné slovo v € suff(f) U suff(f’), necht je sufixem slova f.
Protoze (e, f) je blok, vime, 7e plati g(e) = h(f) = h(fv~'v) = h(fv=)h(v).
Hledame tedy takové slovo u, Ze ug(es) = h(v) pro néjaké ey. Rozlozime slovo
e na e = ejey tak, aby |h(fv™!)| < |g(e1)] a e; bylo nejkratsi takové. Posledni
rovnost vynasobime zleva inverznim slovem h(fv=')~!, takZe dostaneme

h(fv~")"gler)g(es) = h(v).

Nynfi je vidét, Ze volbou u = h(fv~1)"1g(e;) pozadavek splnime: u bude neprazd-
né, nebot nerovnost pri volbé e; je ostré, navic z divodu minimality bude sufixem
g(a) nebo g(b). Také pro f; = fv~! dostaneme

gler) = h(f1)h(f1) " g(e1) = h(fi)u,

coz je posledni podminka pro u € O,. O

Dusledek 2.5. Plati o(h1) < |Oy| < 0(g) a o(g91) < |Ox] < o(h). Navic rovnost
o(h1) = |0,| dostaneme, privé kdyz je zobrazeni m, injektivni. Druhd rovnost
|Oy| = o(g) plati, pravé kdyz vsechny sufivy g(a) ¢ g(b) patii do O4. Obdobné
1 pro rovnosti s Oy,.

Sufixova slozitost néaslednika tedy neni vyssi nez u puvodni instance. Pokud
by u kazdé generace sufixova slozitost klesla (a bude-li existovat dostatec¢ny po-
Cet generaci naslednikii), bude sufixova slozitost posledni generace rovna 2. To
znamend, ze homomorfismus g ma jediny presah, tedy |g(a)| = |g(b)| = 1 a totéz
plati i o homomorfismu h. Rozhodnuti PCP u takovych instanci jiz neni tézké.

Definice. Rekneme, ze dvojice homomorfismu (g, h) ma stabilni sufizovou sloZi-
tost, jestlize mé takového naslednika (g1, hq), ze 0(g) = o(hy) a o(h) = o(q1).

Pravé instance se stabilni sufixovou slozitosti mohou pii hledani polynomiélni-

ho algoritmu zptisobovat problémy. Jejich naslednik totiz neni jednodussi z pohle-
du sufixové slozitosti a prevedeni problému z dané instance na jejiho naslednika
by ndm pii hledani feseni pfili§ nepomohlo. Musime tedy tyto instance umét
presné poznat.
Pro dalsi potfeby ozna¢ime g, a g, vzdy jedno ze slov g(a), g(b) tak, aby bylo
pref,(g.) = a a pref;(gy) = b. Stejné tak i pro druhy homomorfismus h. Diky sy-
metrii neztratime z obecnosti, budeme-li predpokladat, ze g, = g(a) a g, = g(b).
Pro h ale uz takovy pfedpoklad udélat nelze. Také mizeme ztotoznit dvojice
homomorfismi, které se lisi pouze zdménou a a b anebo g a h.
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Definice. Necht p : {a,b}* — {a,b}* zna¢i homomorfismus, ktery pirehazuje
pismena a a b, tedy pu(a) = b, p(b) = a, identitu na mnoziné {a, b}* oznac¢ime id.
Pak dvojice homomorfismt (g, h) a (¢, ') nazveme symetrické, pokud je

{g’h} :{luloglolu%,ulohloluQ}a

kde fu1, pip € {p,id}.

Nésledujici tvrzeni budeme dokazovat vzdy jen pro jeden ze vSech symetric-
kych paru, dikaz pro ostatni pary s nim symetrické byva jiz jednoduchy. Tato
tvrzeni jsou ovSem klicova k dikazu polynomialni slozitosti celého algoritmu.

Lemma 2.6. Necht (g,h) md stabilni sufizovou sloZitost, u je sufiz g, nebo gy.
Je-li ¢ pruni pismeno slova u, pak u je prefixové porovnatelné s h.. Navic existuje
slovo v prefix g, nebo gy, pro kterg vu € {ga, gp} a v je sufizové porovnatelné s h,
nebo hy.

Diikaz. Par (g,h) méa stabilni sufixovou slozitost, proto z Dusledku mame
u € Oy, coz dokazuje prvni ¢ast lemmatu. Druhd ¢ast je ziejma. O

Lemma 2.7. Necht dvojice homomorfismi (g, h) ma stabilni sufizovou sloZitost
a posledni pismeno hy i hy je a. Pak g, = a* pro néjaké k > 1 a g, = ba, | > 0.

Diikaz. Ozna¢me n nejvétsi cislo, ze ba™ je sufix g, nebo g,. Protoze potom plati
a" € Oy, z Lemmatu nalezneme (i prazdné) slovo v, pro které va"™ € {gq, g»}
a v je sufixové porovnatelné s h, nebo h,. Kdyby v bylo neprézdné, musi byt
tedy pismeno a jeho poslednim pismenem, coz je ale spor s maximalitou n. Proto
v=c¢, a tedy g, = a”.

Predpokladejme pro spor, ze g, = bu, u # a' pro kazdé 0 <[ < n. Pak u € O,
a pritom u neni sufix g,. Proto musi existovat slova ey, fi, Ze plati

9(615) = h(fl)U,

g(e1)bu = h(f1)u.

Z toho vyplyva, ze posledni pismeno slova h(f1) je b, coz je ve sporu s predpokla-
dem. O]

Tvrzeni 2.8. Necht (g,h) je dvojice bindrnich markovangch homomorfismi. Su-
fizovd sloZitost (g, h) je stabilni, prdvé kdyZ nastane jeden z ndsledugjicich piipadi
(aZ na symetrii):

g9(a) g(b) g1(a) 91(b)

h(z) h(y) hi(a) ha(b)
(1) b au bv

au bv x Y

- u,v libovolna slova || |
(2) || &’ v al b

al bm 2’ T

(,0) = (k,m) =
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g9(a) g(b) 91(a) 91(b)
h(x) h(y) hi(a) hi(b)
(3) || at’ v ab’’ b
ab! bm zyt yk
77777 (kkm)=1,7<k | — 1<m, ]
jH+ik=1+0Im
(4) (ab)] (ba)k al+m+1 bl+m+1
(ab)'a (ba)™b (zy)’ (yx)"*

(j,l+m+1)=1
(k,l+m+1)=1
(5a) | (ab)a (ba)*b (ab)” (ba)klll)

G+k +L0+m+1)=1 || 7/G+k +D)+5j=U1I+m+1)+1,
Fh+ij+D)+k=m'(l+m+1)+m

(5b) | (ab)a (ba)*b (ab)(THm+D/2 (ba)TFm+1/2

(ab)la (ba)mb (xy)(j+k+1)/2 (yx)(j+k+1)/2

G+ k+Li+m+)=2 | ]
j — 1 liché

(6) || a (ba')*b a (ba")™b

a (ba')™b x (yzh)ky

- (k+1m+O)=1 | ]
(7) || a v alb’ b

L A A | oo

[<ma(k,m)=1 jJk=14+1m

Tabulka 2.1: Pripady se stabilni sufixovou slozitosti.
Indexy j', I, k" a m’ jsou nejmensi nezaporna ¢isla spliujici uvedeny vztah.

Diikaz. Dikaz provedeme rozborem pripadi, vynechdme ovsem piipady, které
jsou symetrické s uvedenymi. Dilezitym poznatkem je, Ze ke stalé sufixové slo-
zitosti je potfeba, aby kazdy sufix byl zaroven presahem, tj. napiiklad je-li aab
sufixem g(a) nebo g(b), musi slovo h, za¢inat pismeny aa (pokud neni délky 1).
1. Pokud jeden z homomorfismt zachovava délku. Bez ijmy na obecnosti necht
g = id, hy = au, hy = bv pro néjakd (mozné prazdna) slova u, v. Pak naslednikem
je dvojice (g1, h1), pfitom hy = g a g1 = h, pokud h(a) = h,, v druhém piipadé
jsou navic zaménéna pismena a a b. Sufixova slozitost je tedy stabilni.
Necht je déle vzdy alespon jeden z obraziu kazdého z homomorfismu g a h dél-
ky alespon 2. Ozna¢ime z a y takova rizna pismena, ze h(x) = hy, h(y) = hy.
Také pro prehlednost budeme znacit nejvétsi spoleény délitel hodnot m a n jako
(m, n). Pfedpokladejme, Ze sufixova slozitost (g, h) je stabilni, dokdZeme, Ze musi
byt jednoho z uvedenych tvari.
2. Necht vSechna slova g¢,, gy, ha, hy, maji délku alespon 2.
2.1. Necht aa < g, a bb < g. Z Lemmatu 2.6 plyne, Ze g4, he € at a gy, hy € bF.
Oznacime

gla) =d’, g(b) =1,

h(z) =a', h(y) =b™.

To znamené, Ze sufixova slozitost homomorfismu g je 0(g) = j+k, je to totiz pocet
viech sufixi ¢g(a) nebo g(b), které jsou rizné, sufixova slozitost homomorfismu h
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je o(h) = I+ m. Neni tézké nahlédnout, ze naslednik (g1, h1) tohoto paru existuje
a je tvaru

91(a> = al/(j’l)7 91(5) = bm/(k’m)7
hi(a) = xj/(j,l)7 h(b) = yk/(lc,m)7

takze sufixova slozitost je stabilni, pravé kdyz (j,1) = (k,m) =1 (pfipad (2)).
2.2. Necht ab < g,, bb < ¢gp. Z Lemmatu dostaneme, ze slova gy, h, € bt
a gq, hq € ab™. Mame tedy

gla) =ab/, g(b) =",
h(z) = abl, h(y) =b"

Néslednik tohoto prvku je tvaru

g1(a) = ij//, g1(b) =™,
hi(a) = zy", hi(b) = 4",

kde 7' a I’ jsou nejmensi nezaporna ¢isla spliujici j + j'k = [ + I'm. Slovo b
je presahem g, aby byla sufixova slozitost stabilni, musi existovat slova ey, f;
takova, ze plati bg(e;) = h(f1). Pomoci jednoduché teorie ¢isel lze dokazat, ze
takova slova existuji, pravé kdyz je (k,m) = 1. Pokud j > k, je o(g) = j + 1.
Protoze o(hy) = max(l',k) + 1 a sufixova slozitost mé byt stabilni, je I’ = j.
Z rovnice j+ j'k = [+ 1'm vidime, Ze j° > m. Potom ale uvedenou rovnici spliiuji
icisla j — m a j — k misto 7/ a ', kterda jsou mensi a nezaporné, coZ je spor
s minimalitou j’, I’. Obdobné dostaneme spor i pro [ > m.

Proto j < k al < m, tyto podminky odpovidaji pfipadu (3). Sufixova slozitost
je potom stabilni, nebot o(g) = o(h1) =k+1aco(h) =0(g)) =m+ 1.

2.3. Necht ab < g, a ba < g. Pak znovu z Lemmatu mame ¢g,, h, € (ab)™
a gy, hy € (ba)". Z Lemmatu 2.7 mame suff; (h,) # suffy(hy) asuff; (g,) # suffi(gs)-
2.3.1. Jsou-li g, h dané

gla) = (ab)’,  g(b) = (ba)*,
h(z) = (ab)!, h(y) = (ba)™,

nemohou byt v8echny sufixy liché délky zaroven presahy, takze tento par nema
stabilni sufixovou slozitost.
2.3.2. M¢éjme j, k, 1, m takova, ze

gla) = (ab)?,  g(b) = (ba)*,
h(z) = (ab)'a, h(y) = (ba)™b,
pritom j,k > 0 a [, m > 0. Potom existuje naslednik této instance a ma tvar
gi(a) = attmD/Gm+D) g () — pltmtD)/(kbtmt1)
hi(a) = (xy)j/(j7l+m+1)7 hy(b) = (yx>k/(k,l+m+1).

Takze sufixové slozitosti ptvodnich homomorfismi jsou o(g) = 2(j + k) a také
o(h) = 2(l +m + 1), zatimco néslednickych

[+m+1 N l+m+1 o(hy) = 27 n 2k
jil+m+1)  (kl+m+1) VT Gil+m+1) (ki+m+1)

U(gl) = (

To znamena, Ze sufixova slozitost paru (g, h) je stabilni, pravé kdyz je splnéna
rovnost (j,l +m+1) = (k,l + m + 1). Dostavame se tedy k piipadu (4).
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2.3.3. Posledni moznosti (az na symetrické piipady) je par (g, h) zadany

g(a) = (abJa, g(b) = (ba)*,
h(z) = (ab)'a, h(y) = (ba)™b,

I+m+1 Jt+k+1
(GFk+1,l+m+1) Gtk+1,+m+1)
nejmensi kladné ¢isla, ktera spliuji g((ab)”) = h((xy)®) a také nejmensi takova,
ze plati g((ba)") = h((yx)*®). Dvojice slov ((ab)", (zy)*) a ((ba)", (yz)®) jsou bud
bloky, nebo se na bloky rozlozi. V prvnim ptipadé tedy

g1(a) = (ab)",  g1(b) = (ba)",
hi(a) = (zy)*, M (b) = (yz)*,

pro né&jaka j, k, I, m. Polozme r = as= . To jsou jisté

ve druhém bude

0:(@) = (@)'a, gi(b) = (),
hi(a) = (@) w. hn(b) = (42)".

kde j', k', I',m' jsou nejmensi nezaporna ¢isla, spliwjici
JU+k+1)+j=U(1+m+1)+1 (2.1)

KFG+k+1)+k=m'(l+m+1)+m (2.2)

Sufixova slozitost g je 2(j + k + 1), sufixova slozitost h; je v prvnim piipadé
4s, ve druhém 2s. Protoze chceme, aby sufixova slozitost byla stabilni, musi byt
(j+k+1,1+m+1) <2 nebot s = (JJrkik—lﬂnJrl)

Jsou-li tedy hodnoty j+k+1 a l[+m+ 1 nesoud€lné, ma rovnice nezaporné
feeni j' <l+m+ 1,0 < j+k+ 1 a dostavame prvni typ néaslednika. Sufixova
slozitost je v tomto piipadé stabilni a jde o pfipad (5a).

Nyni predpokladejme, ze (j + k + 1,1 +m + 1) = 2. Stabilni sufixovou slozitost
dostaneme, pravé kdyz rovnice nemé teSeni, coz nastava, pravé kdyz j — [
je liché, tedy v pripadé (5b).

3. Necht g, = a a zbyla tfi slova maji délku alespon 2.

3.1. Predpokladejme, Ze bb < g,. Pak z Lemmatu méame

gla)=a,  g(b) ="t
h(l‘) = ajbl7 h<y) =0,

pro n¢jaké 7 > 1, k,m > 2 a j+ 1 > 2. Pokud [ = 0, dostaneme se opét k pripa-
du (2). Pro [ > 0 mtZeme argumentovat stejné jako v 2.2., sufixova slozitost je
stabilni, pravé kdyz (k,m) =1 a | < m, tedy ptipad (7).

3.2. Necht ba < g3, potom ba < hy.

3.2.1. Je-li aa < h,, pak podle Lemmatu je gy € ba™ a z Lemmatu dosta-
neme h, € a™. Tato situace je symetrickd s pripadem (3).

3.2.2. 7 predpokladu ab < h, a Lemmatu plyne, Ze g, < (ba)™. Lemma
nam dava g, € (ba)*h. Celkové tedy bab < gy, takZe ani h, ani h, neobsahuji
slova baa ani bb jako podslova. Proto gq, h, < (ab)* a gy, hy < (ba)™. O téchto
piipadech jsme jiz ukazali, Ze vedou k pripadim (4) resp. (5).

4. Mé&jme g, = h, = a, g, hy délky alespon dvé.

4.1. Pro bb < g, nebo bb < hy, se dostaneme opét k piipadu (2).
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4.2. Je-li posledni pismeno slova g, nebo h;, pismeno a, pak dostaneme piipad
symetricky s pfipadem (3).

4.3. Necht ba < g, a ba < hy a posledni pismeno obou téchto slov je b. Potom
diky Lemmatu vime, ze bb neni faktor g, ani h, a mame

gp = ba*ba®? - - ba*mb,

hy = ba"*ba’? - - - ba'm'b.

Navic z tohoto Lemmatu také vyplyva, ze k; = [ pro vSechna ¢ = 1,--- ,m
al; =ky pro kazdé j =1,--- ,m/. Proto

g(a) =a, g(b) = ((ba)))"D,
h(z) = a, h(y) = ((ba)")™b.

Obdobné jako v pripadé 2.3.3. je sufixova slozitost stabilni, pravé kdyz plati
(k+1,m+1) =1, ptipad (6).

5. Posledni ptipad, ktery zbyva, je g, = a a hy, = b.

5.1. Je-li bb < gy, je hy = a’b' podle Lemmatu [2.6]

5.1.1. Pokud navic [ = 0, bude aa < h, a g, = b'a™. Dostaneme situaci symet-
rickou s pfipadem (7), tuto jsme jiz prozkoumali v ¢asti 3.1.

5.1.2. Je-li [ > 0, pak z Lemmatu plyne, Ze g, € b, obdrzime tedy opét
piipad (7).

5.2. Mame-li ba < gy, pak tedy ab < h,. Pfitom pokud by jedno z téchto slov bylo
délky pravé dva, dostaneme spor s Lemmatem 2.7 Proto bab < g, a aba < h,,
dostéavame se tak k pripadu (5). O

Zamysleme se nyni nad tim, jak bude probihat algoritmus pro feseni PCP.
Nejprve miuzeme feSeni konstruovat podle previsi. Pokud vSak zjistime, ze da-
né instance mé oba bloky, tj. mé naslednika, mohlo by dojit k mnoha situacim,
kdy je potieba vyzkouset obé pismena. To nam ovSem navysSuje ¢asovou slozitost
algoritmu. Proto se snazime v téchto pfipadech nahradit vstupni instanci jejim
naslednikem, jehoz sufixova slozitost podle Dusledku neroste.

Pokud ovSem obdrzime jednu z instanci z Tvrzeni sufixova slozitost nasled-
nika ani neklesne. Omezime-li se pouze na tzv. balancované pary homomorfisma,
dokazeme, Ze sufixova slozitost zustava stabilni nejvys pro jednu generaci nésled-
nikt v fadé (az na par vyjimek) - Tvrzeni . U nebalancovanych homomorfismi
pozdéji nalezneme omezeni na délku feSeni a u vyjimecénych pripadi, tedy téch
se stalou sufixovou slozitosti, ukdZeme, jak jednoduSe rozhodnout o jejich TeSeni.

Definice. Rekneme, Ze instance (g, h) ma stdlou sufizovou sloZitost, jestlize exis-
tuje néslednik (gq,h1) této instance a také existuje jeho néaslednik (g, he), Ze

o(g) = o(hi) = o(g2) a a(h) = 0(g1) = o(ha).

Definice. Oznacime |w|,, resp. |w|y, pocet pismen a, resp. b, ve slové w. Rekneme,
ze par (g, h) je balancovany, pokud pro v8echna p(.) € {|.|,|.|a,|-]s} plati jedna
z moznosti:

(1) plg(a)) < p(h(a)) a p(g(b)) > p(h(b)) nebo
(2) plg(a)) > p(h(a)) a p(g(b)) < p(h(b)) nebo
(3) plg(a)) =p(h(a)) a

V opacném piipadé nazyvame par nebalancovany.
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Tvrzeni 2.9. Necht mdme balancované pdry (g;, h;) pro i = 0,1,2 takové, Ze
(g1, h1) je ndslednikem (go, ho) a (g2, ho) je ndslednikem (g1, hy). Predpoklddejme,
Ze vSechny tri maji stejnou sufizovou sloZitost. Pak bud g1 © hy zachovdvaji délku,
nebo plati

go(a) = a’, 9o(b) = bk,

ho(a) = b™, ho(b) = d,

pro cela j,k,l,m > 0 splnujici podminku
NSD(j,m) = NSD(k,l) = NSD(m, k) = NSD(l, 5) = 1.

Bez 1ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze m = min {j, k,l,m}. Pak bude platit
m <k <lam<j<l. Posloupnost nasledniki ((g;, h;))ien, je dobie definovand.

Diikaz. Pary (go, ho) se stabilni sufixovou slozitosti popisuje Tvrzeni zbyva
dokézat, ze pouze piipady (1) a (2) mohou vést ke stejné sufixové slozitosti i u dal-
sich dvou generaci balancovanych nésledniki.

Predpokladejme nejdiiv, ze ¢g; i hy zachovavaji délku, potom o(g;) = o(hy) = 2
a podle predpokladu tedy také o(gg) = o(hg) = 2 (to ovSem nemusi nutné zna-
menat, Ze (go, ho) také zachovava délku). Naslednik paru (gi, h1) je ale stejny, t;.
(92, h2) = (g1, h1), takZe ma stejnou sufixovou slozitost a posloupnost nasledniki
je nekonecnéa a korektné definovana.

Déle tedy budeme predpokladat, ze g; nezachovava délku. Protoze je par (g1, hy)
balancovany (a nenulujici), nemuZe ani h; zachovavat délku. Rozebereme vSechny
piipady se sufixovou sloZitosti popsané v Tvrzeni[2.8 Oznac¢ime pro jednoduchost
(g,h) = (90, ho) a homomorfismus p dany p(a) = b, u(b) = a. Také predpokla-
dejme, ze g(a) = ga.

Pripad (1): Necht g = id. Dvojice (g1, hy) je tvaru (h o pu, ), pokud h, = h(a),
v opa¢ném piipadé je tvaru (h,id). Obé moznosti jsou ale ve sporu s predpokla-
dem, ze g; ani h; nezachovavaji délku.

Pripad (2): ProtoZe (g, h) je balancovany, musi byt ho(a) = b™ a ho(b) = d’.
Potom je gi(a) = a!, g1(b) = b™ a hi(a) = V’, hi(b) = a*, a protoze ma (g;, h)
stabilni sufixovou slozitost, je i NSD(j,m) = NSD(k,[) = 1. Dalsi néslednik méa
tvar go(a) = a®, g2(b) = b a hyo(a) = V', ho(b) = a™ a nasledujici par je shodny
s prvai dvojici homomorfismi, tj. (g3, hs) = (go, ho). Posloupnost naslednikii ma
tedy periodu ¢ty¥i. Protoze m = min {j, k,l,m} a (g, h) je balancovany, musi byt
m < j a k <. Z balancovanosti paru (g, h1) navic plyne m < k a j <[, takze
plati i nerovnosti uvedené v zavéru tvrzeni.

Pripad (3): Je-li j = [, potom i kK = m, aby byl prvni néaslednik balancovany.
Pak ale bud j = = 0 a oba homomorfismy zachovavaji délku, nebo j =1 = 1.
V druhém pripadé zachovavaji délku ¢; i hy, coz jsme jiz také vyloudili.

Necht tedy j < I. Uvazujme nejprve p¥ipad, kdy h(a) = b™, h(b) = ab’. Naslednik
ma potom tvar gi(a) = ab’’, gi(b) = b™ a hy(a) = ba", hy(b) = a”, jeho balan-
covanost tedy zajistuje pouze volba j' = I’ = 0. Pak nutné m = k, takze oba
homomorfismy by zachovavali délku.

Méme-li druhy p¥ipad, tedy h(a) = ab’, h(b) = b™, je z balancovanosti a piedpo-
kladu j < [ splnéno m < k. Naslednik méa potom tvar g;(a) = ab’, g;(b) = b™
a hy(a) = ab’, hi(b) = V¥, piitom plati j’ < I, takZe z balancovanosti part (g1, hy)
je k < m, coz je spor.
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Piipad (4): Kdyby ! = 0, nutné z balancovanosti (go, hg) a predpokladu, ze
j,k > 0, plyne, ze m # 0. Obdobné z m = 0 plyne [ # 0, akzel+m > 0.
Naslednik ma tvar gy(a) = a'*™FL, gy(b) = b a hy(a) = (ab)’, hy(b) = (ba)k

pokud h, = h(a), ve druhém p¥ipadé hy(a) = (ba)’, hy(b) = (ab)*. Naslednik
tohoto péaru tedy nemuze existovat.

Piipad (5a): Je-li j = [, nutné £ = m a oba homomorfismy musi zachovavat
délku. Proto predpokladejme bez Gjmy na obecnosti, ze j < [ a k > m, opacny
piipad je symetricky. Kdyby j + k& = | + m, nemél by par (go, ho) stabilni sufi-
xovou slozitost. Proto predpokladejme j + k > | + m. Néslednik (g1, hy) méa tvar
gi1(a) = (ab)a, gi(b) = (ba)*'b, hi(a) = (xy)'z a ha(b) = (y2)™'y, kde z = a,
y = b, pokud h(a) = h,, jinak x = b a y = a. P¥itom je splnéno

JU+k+D)+i=U(1+m+1)+1,
KGi+k+1)+k=m'(l+m+1)+m.

Navic mtuzeme bez jmy na obecnosti predpokladat, Ze je splnéno I’ < j' a k' < m/.
Pak tedy plati
l—j=70Uk+1)=U{l+m+1).

Pak ale leva strana je zaporna a prava kladnéa, coz nelze. Pokud bychom uvazovali
j+ k <1+ m, lze ke sporu dospét obdobné.
Piipad (5b): Lze nahlédnout, Ze (g1, h1) nema stabilni sufixovou slozitost.
Piipad (6): Dvojice (go, ho) je balancované, pouze pokud k& = m. Potom bud
k = m = 0 a oba homomorfismy zachovavaji délku, nebo £ = m > 0 a sufixova
slozitost (go, ho) neni stabilni.
Piipad (7): Pro ¢ > 1 neni dvojice (go, ho) balancovana, je-li t = 1, dostaneme
se k pripadu (3).

]

2.2 Vztah markovanych a nemarkovanych homo-
morfismi

Na zacatku této ¢asti pfipomenme, ze prozatim uvazujeme pouze instance s nenu-
lujicimi a neperiodickymi homomorfismy. Pokusime se nyni vysvétlit, jak vypadaji
bloky nemarkovanych instanci, jejich néslednické instance a jak se od nemarko-
vaného homomorfismu dostat k jeho markované verzi.

Z Lemmatu vyplyva, ze pokud je uv = vu, potom u a v jsou mocniny stejného
slova. Kdyby g(ab) = g(ba), tj. g(a)g(b) = g(b)g(a), pak tedy g(a) a g(b) jsou
mocninami téhoz slova, coz odporuje predpokladu, Ze g je neperiodicky homo-
morfismus, proto g(ab) # g(ba).

Definice. Pro neperiodicky homomorfismus g zavedme jeho nutny zacdtek jako
slovo z, = g(ab) A g(ba).

Z definice vidime, Ze slovem z, zac¢ina obraz vSech slov, jejichZ prvni pismena
jsou ruzna. Dalsi Lemma nam navic ukaze, ze je to zacatek obrazu vsech
dostatecné dlouhych slov.

Lemma 2.10. Necht au a bv jsou dvé slova takovd, Ze plati |g(au)| > |z
a |g(bv)| > |z4|. Pak g(au) A g(bv) = z,.
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Diikaz. Oznacme ¢ a d ta pismena, Ze z,c je prefix g(ab) a z,d prefix g(ba).
Z definice z, vidime, Ze ¢ # d. Indukei dokazeme, Ze z,c je prefixem g(a'b) pro
kazdé ¢ > 1.

Pro ¢ =1 je to splnéno z volby pismena c.

Necht ¢ > 1 a tvrzeni plati az do i—1. Z definice tedy plati nerovnosti z,c < g(aba)
a g(a)z, < g(aba) a protoze |z4c| < |g(a)zy|, je splnéno

zgc < g(a)z,. (2.3)

Upravami indukéniho predpokladu ziskdme
zgc < g(a’'b)

g9(a)zye < g(a)g(a''b)

a pridanim (2.3) tedy mame z,c < g(a)z,c < g(a'b). Proto z,c < g(au).
Dikaz, ze z,d je prefixem g(bv), je obdobny a tvrzeni je tedy dokazano. O]

Toto lemma jinymi slovy tika, Ze pro kazdé dostatecné dlouhé slovo w plati
2, < g(w). Dokonce pro jakékoliv slovo w plati z, > g(w). Slovo z, je tedy jakysi
nutny zacatek obrazu vsech slov.

Disledek 2.11. Proni pismeno kazdého slova w je tedy dané jakymkoliv prefixem
slova g(w), ktery je ostre delsi nez |z,4|, neboli je urcené (|z4| + 1)-nim pismenem
g(w). Proto také pro jakdkoliv slova uy, uy mdme

9(ur)zg N g(uz)zg = gur A us)2g,
a tudiZ plati uy < ug, praveé kdyz g(ui)z, < g(uz2)z,.

Na piikladech ukdZeme, Ze z, miize byt kratsi néz obrazy obou pismen, delsi
nez obraz jednoho z pismen, a dokonce i delsi nez oba obrazy.

Priklad 3. Je-li g1(a) = aba, g;(b) = aa, potom
2g, = g1(ab) A g1(ba) = abaaa A aaaba = a,
je tedy vlastnim prefixem g;(a) i g1(b).
Priklad 4. Pro g2(a) = abaa, g2(b) = ab mame
2¢, = abaaab N ababaa = aba,
takze ga(a) > z,, a 24, > g2(b).
Priklad 5. Mame-li g3(a) = aaba, g3(b) = aab, bude
2g, = aabaaab N\ aabaaba = aabaa,

a zg, je tedy ostfe delsi nez obrazy obou pismen.

Na nutnych prefixech z,4, 2, je také vidét vyhoda binarni abecedy. Uz kdy-
bychom méli t¥eba t¥ipismennou abecedu, muzeme mit problém s jejich definici,
jak ukazuje nésledujici priklad.
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Piiklad 6. V piipadé abecedy {a,b,c} a homomorfismu g daného rovnostmi
g(a) = aba, ¢(b) =abb, g(c)= acc

muzeme definovat z, dvéma zptsoby. Bud jako slovo a, které je spolecné zacatku
obrazit kazdého pismene, jenze pak budou slova z; ' g(a)z, a 2, g(b)z, obé zacinat
pismenem b, coz nechceme. Druhd moznost je definovat z, = ab, tedy nejvetsi
spole¢ny prefix dvou obrazi, ale tim zase nemusi za¢inat kazdé slovo g(w). Pouze
binarni abeceda spliuje oba tyto nase pozadavky.

Definice. Pokud jsou slova z, a 2, sufixové porovnatelna, definujeme kriticky
previs homomorfismi g a h jako ¢(g,h) = zhzgl. Ze symetrie mizeme v plné
obecnosti predpokladat, ze z, je sufix 2, a tedy c(g, h) € A*.

Vsimnéme si, ze v pfipadé markovanych homomorfismii kriticky presah vzdy
existuje, je to totiz prazdné slovo. Dilezitym faktem je, ze pokud kriticky previs
neexistuje, tedy pokud z, a zj, nejsou sufixové porovnatelna, nebude existovat re-
Seni rozlozitelné na bloky, jak jej definujeme v néasledujici ¢asti. Nazev , kriticky*
odpovida situaci pii prodluzovani predieseni podle previsi, které bylo naznace-
no v uvodni kapitole. Pokud totiz zkonstruujeme predieseni (wy, ws), které tvoii
kriticky previs, je splnéno g(w;)z, = h(ws)z), a nelze rozhodnout o prodlouzeni
predfeseni podle previsu jeho obrazii.

Prirozenym a jednozna¢nym zptsobem nyni muzeme z kazdého homomorfismu
vytvorit markovany:

Definice. Markovanou verzi homomorfismu g definujeme jako homomorfismus
gm takovy, ze gm(a) = 2, g(a)zg a gm(b) = 2z, g(b)z,. Stejnym zpisobem definu-
jeme i markovanou verzi homomorfismu h.

Z Lemmatu plyne, Ze g, je korektné definovany homomorfismus a pro
kazdeé slovo w € A* plati g,(w) = z;'g(w)z,. V tomto tkvi vyhoda binarni
abecedy - sta¢i nam uvazovat pouze markované homomorfismy, nebot kazdy ho-
momorfismus mé jednozna¢né prifazenu markovanou verzi.

2.3 Naslednici nemarkovanych homomorfismi

Nasim cilem je pokusit se definovat bloky podobné jako u markovanych homomor-
fismu. Jak uz jsme naznacili, budeme muset prejit ke zobecnénému PCP, proto
vSechna tvrzeni formulujeme v obecnéjsim znéni vyuzitelném i u instanci GPCP.

Lemma 2.12. Méjme dvojici homomorfismii (g, h), pro nizZ existuje kriticky pre-
vis. Pro kaZdé ¢ € {a,b} existuje nejuys jedna prefizové minimdlni dvojice ne-
prazdnijch slov (e, f.), Ze prefi(e.) = ¢ a zdroven

c(g, h)g(ec) = h(fe)c(g, h).

Navic existuji-li obé dvojice (eq, fa) @ (ep, o), plati prefi(fa) # prefi(fy)-
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Diikaz. Vime, ze pro markované homomorfismy plati obdobné tvrzeni, konkrétné
Diisledek [2.2] Pro dané ¢ tedy existuje nejvys jeden prefixové minimalni par slov
(€c, fe) takovy, ze

gm(ec) = hm(fe)
25 glec)zg = 2 " h(fo)zn
thg’lg(ec)zgzgl = zhzglh(fc)zhzgl
c(g,h)glec) = h(fe)elg, h).
O

Definice. Necht (g, h) je dvojice homomorfismii, ktera ma kriticky previs. Potom
prefixové minimalni dvojici (e, f) spliwjici

c(g,h)g(e) = h(f)c(g, h)

nazveme blok homomorfismu (g, h). Pfedchozi lemma tedy 7ika, Ze existuji nejvys
dva bloky paru (g, h), navic pokud existuji oba, lisi se prvni pismena jejich prvnich
resp. druhych slov.

Bloky nemarkovanych homomorfismu nejsou ,,obdélnikové, jestlize je splnéno
c(g,h) # €. Ovsem zacatek ani konec FeSeni nemohou byt ,,vykousnuté“, prvni
a posledni blok musi mit jiny tvar. Regeni tedy bude slozené z jednoznac¢ného
zacatku, tzv. poc¢atecniho bloku, poté z posloupnosti stiidajicich se pismennych
blokt, které jiz zname, a ukonc¢eno bude néjakym koncovym blokem. Pocatec-
ni a koncové bloky dorovnévaji pravé ,vykousnuti“ zpisobené tvarem vnitinich

blokii.

Lemma 2.13. Necht mdame ddna dvé slovap a q a takové pary (uy,v1), (uz,vs), Ze
w1 a ug nejsou porovnatelnd ani vy a vy nejsou porovnatelnd a pg(u;)z, > gh(v;)zp
pro i =1,2. Pak pg(uy N uz)zy = qh(vy A va)zp,.

Dikaz. Oznacme w; delsi ze slov pg(u;)z, a gh(v;)z, pro i = 1,2. Protoze u; a us
nejsou porovnatelnd, neni porovnatelné ani pg(u1)z, s pg(us2)z, podle Diisledku
2.11] Z nerovnosti pg(u1)z, < wy a pg(uz)z, < wy plyne

wy A wy = pg(ur)zg A pg(us)zg,

wy A we = qh(vy)zp A gh(va)zp,

druhou rovnost obdrzime stejnym zptusobem, jen pro druhy homomorfismus. Pak
tedy
pg(ur)zg A pg(uz)zg = gh(vi)zn A gh(ve)2n,

diikaz jiz plyne z Dusledku O

Lemma 2.14. Necht mame ddna dvé slova p a q. Pak existuje nejuys jedna
prefizové minimdlni dvojice slov (u,v) spliujict

pg(u)zg = qh(v)zp.

Pokud takovd existuje, ma (g, h) kriticky pievis a pg(u) = qh(v)c(g, h).
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Diikaz. Predpokladejme, Ze rovnost pg(u;)z, = qh(v;)z, spliuji dvé rizné dvojice

slov (uy,v1) a (ug,vy). Predpokladejme nejprve, ze u; a us jsou porovnatelnd,

bez tjmy na obecnosti necht u; < wuy. Pak podle Lemmatu bude splnéno

pg(u1)zy < pg(uz)z, a tedy také gh(vi)z, < gh(ve)z, a v1 < vg. To je v8ak spor

s minimalitou paru (usg,ve). Nutné tedy u; neni porovnatelné s us, obdobné lze

dokazat, Ze nejsou porovnatelna slova vy, vs.

Podle Lemmatu mame pg(uy Aug)z, = gh(vy Ave)zy, coz je oviem opét spor

s minimalitou obou part.

Rovnost pg(u) = gh(v)c(g, h) pak plyne okamzité z definice kritického previsu.
O

Definice. Méjme I = ((po, q0) g, I, (S0,t0)) instanci GPCP. Dvojici (p1,¢1) na-
zveme pocdatecni blok instance I, pokud jsou p; a ¢ prefixové porovnatelna a je
to minimalni par spliujici pog(p1) = qoh(q1)c(g, k). Dvojici slov (u,v) nazveme
jeho koncovym blokem, jestlize jsou u a v sufixové porovnatelna a tvori sufixové
minimalni par takovy, Ze ¢(g, h)g(u)sy = h(v)to.

Z Lemmatu plyne, Zze pocatecni blok je definovany jednoznacné. Konco-
vych blokti ovSem muze byt vic, jak ukazuje néasledujici priklad.

Piiklad 7. Mé&jme instanci (g, k), kde homomorfismy g, h jsou dané vztahy

g(a) = ab,  g(b) = b,
h(a) = ba, h(b) = bba

a (s1,s2) = (aa,a). V tomto pfipadé mame z, = €, z, = b, koncovy blok (u,v)
tedy ma spliiovat rovnost bg(u)aa = h(v)a. Vidime, ze dvojice (b,b) je koncovy
blok této instance, stejné tak ale i pary (ba, ba) a (baa, baa).

Definice. Pokud existuji oba bloky paru (g, h), definujeme ndslednika jako dvo-
jici homomorfismu (g, hq) urcéenou takto:

gi(a) =es gi1(b) = e
hi(a) = fa  ha(b) = fp

Nadslednikem instance I = ((po, qo), g, I, (S0, to)) nazveme kazdou instanci I’, ktera

je ve tvaru I' = ((p1,¢1), 91, h1, (s1,t1)), kde (g1, hq) je naslednik (g, h), (p1,q1) je
pocatecni blok I a (s1,t1) je néktery z jeho koncovych blokii.

Zavedeni pojmu néslednika je motivovano rozkladem 7eseni w na bloky, tedy
posloupnosti ((us, v;))r_g, Ze w = uguy . .. up = Vovy . . . Vg, kde (ug, vo) je pocatet-
ni blok, (ug,vg) koncovy blok a ostatni pary (u;,v;) jsou bloky.

7, Diusledku vyplyva, ze g; i hy jsou markované homomorfismy. Takze i po-
kud ptuvodni homomorfismy markované nejsou, zméni se to jiz v prvni generaci
naslednikii.

Je minimalné nepiijemné, ze naslednikti muze byt vic - koncovy blok totiz neni
dany jednoznac¢né. Posloupnost naslednikii tedy tvoii orientovany strom, tzv. re-
dukcni strom, v némz uzly predstavuji instance GPCP a hrany vedou od instance
k jejim naslednikiim. Vypocet naslednika je polynomialni, aby byl polynomialni
i cely rozhodovaci problém, musime dokézat omezit velikost redukéniho stromu.
7 kapitoly o markovanych homomorfismech vime, Ze vyska stromu je, az na par

23



specialnich piipadi popsanych v Tvrzeni , omezena (sufixova slozitost kles4).
Pottebujeme vsak jesté vyrazné omezit sitku stromu, pokud bychom museli projit
u kazdé instance vice vétvi s nasledniky, feseni by bylo exponencialni. Pokusime
se tedy vSechny mozné nasledniky reprezentovat jedinym (stejné jako tomu bylo
u markovanych homomorfismii), aby nedochéazelo k vétveni.

Lemma 2.15. Necht md dvojice homomorfismi (g, h) ndslednika (g1, hy).
1. Necht w je tesent instance I = ((p,q), g, h, (s,t)), které je rozloZitelné na bloky.
Potom existuje naslednik Iy = ((p1,q1), 91, h1, (s1,t1)) a jeho Teseni wy takové, Ze

w = prg1(wy)s1 = qrhy(wy)ty.

2. Naopak je-li wy tesenim Iy = ((p1, q1), g1, h1, (81,t1)), ndslednika I, pak

w = prgi(w1)sy = qrhi (w1 )t
je resenim instance I rozloZitelné na bloky.

Diikaz. 1. Ozna¢me rozklad w na bloky jako (ug,vg), (u1,v1), . .., (ug, vg). Nasled-
nik je pak tvaru I1 = ((uo, vo), g1, h1, (ug, vx)). Oznacime bloky (g, h) jako dvojice
(€a, fa) a (s, fo) a definujeme wy = ci¢q. .. cx—1, kde

o { a, je-li (uj,v;) = (eq, fa),
’ b7 je_h (ui7vi> = (elnfb)’

Potom w = uggy (wq)ug = vohy (wy)vg.
2. Jednotliva pismena teSeni w; oznacime jako w; = lily...ly. Z definice bloku
a nésledniki vidime, ze

(g, h)g(g1(w1)) = h(h1(wi))c(g, h)

a z definice pocatecniho a koncovych blokit dostaneme

Pog(P191(w1)s1)so = qog(qihi(wi)t1)to.

Proto w = p1g1(w1)s1 = q1hi(w1)t; je feSeni I a jeho rozklad muzeme zapsat jako

(p1,@1), (91(l), ha(lh)), (91(l2), ha(l2)), - - -, (91(la), ha(la)), (51, 1)
O

Bude nutné jesté diikladnéji prozkoumat koncové bloky, poslouzi ndm k tomu
mimo jiné zrcadlové obrazy homomorfismi. V§imnéme si, zZe u koncového bloku
(u,v) je pro naslednika dilezity hlavné piesah vu™!, coZ je prvek A*, pokud
u <; v, nebo prvek (A7!)* v opatném pifpadé. Nemusime u néslednika jako
zavérecna slova brat cela slova u, v, staci uvazovat jejich presah. Potom presah
koncovych slov néslednika (sy,#;) bude roven (e, vu™!), resp. (uv=1, €). Zavedeme
znaceni o

e(u,v) = { (e,vu™t), jelivu=t e A*,
’ (wv™te), jelivu™' e (A™H)*
Plati e(uz,vz) = e(uz’,vz’"). Ackoliv koncovych bloki muze byt obecné vic, do-
mnivame se, Ze jsou maximalné dvé rizné hodnoty e(u,v).
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Definice. Existuji-li oba bloky (g, h), oznac¢ime r (resp. ¢) nejvétsi spolecny sufix
slov eqep a epe, (resp. fofy a fofa).

Tato slova jsou obdobou z, a 2, ale pro reversni instanci. Pii hledani konco-
vych bloki ndm budou velmi uzitecné, jak pozdéji uvidime. Nasledujici Lemma
nam pfesné udéava, jaky je vztah mezi bloky instance a bloky jeji reversni instance,
mimo jiné vidime, Zze bud maji naslednika homomorfismy obou téchto instanci,
nebo neexistuji oba bloky ani pro jednu z nich.

Lemma 2.16. Necht (g1, h1) je ndslednik (g,h). Pak homomorfismy (g, h) maji
ndslednika (g}, hYy), a plati

Navic g(r) = ¢(g, h)h(q)c(g, h).

Diikaz. Protoze je pref,(e,) # pref,(e;), neplati e e, = epe,, a tedy r musi byt
vlastni sufix slov eyep, epe,. Také ¢ musi byt vlastni sufix f,f, 1 fofe. Ziejmé
T = 2zgr a ¢ = z5; podle jejich definic a

40 = 5Tz, W) = =)

kde ¢ € {a,b}. To ale podle definice znamena, Ze g; je markovanou verzi homo-
morfismu E a h’1 je markovanou Verzi hl, proto jsou tyto homomorfismy dobie

PR T

Tit, ze

(g, h)g(rT e, r) = E_(Zi 7)c(g, h),

(g, h)g(r-" & 7) = h(qg~" f, 9)c(g,h)

a pary (r LT f. G) jsou miniméalni, které to splhuji pro ¢ = a,b. Protoze
(éc, fe) jsou bloky, musi platit pro kazdé ¢ € N:

9(eq &)'c(g, h) = c(g, Wh(fa [i)',

g(ey €a)'c(g: h) = c(g. Wh(fy fu)"
Podle Lemmatu a definice r a ¢ vidime, Ze kriticky pfevis ¢(g, h) existuje, je
roven zpz; L a plati:

9(7) = c(g,h) h(@)c(g, h).
Pomoci této rovnosti a faktu, ze (e, f,) je blok, obdrzime:

9 7) = g(ea)clg, Wh(@)e(g, h) = (g, h) h(fa De(g. h),

a opétovnym pouzitim stejné rovnosti tedy bude

gr e 1) =c(g.h) " hg" fa D)e(g, h).

Timto je splnéna pozadovana rovnost, druhou obdrzime obdobneé.

Dvojice (r~1 & 7,q~! f. q) jsou zietézenim blokt instance (g,h), zbyva ukazat
jejich minimalitu. Pokud tedy tyto dvojice minimélni nejsou, ma par (g, k) kratsi
bloky nez (g, h), tedy soucet délek vSech ¢tyt slov z téchto bloku je ostfe mensi
nez soucet délek slov z blokt (g, h). Ale g, h jsou zrcadlové obrazy g, h a mohli
bychom pomoci prvni ¢asti tohoto dikazu ziskat kratsi bloky instance (g, h), coz
je spor s definici blok. n
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Jak nyni dokdZeme, nemohou byt slova r i ¢ rovna nékterému ze slov blokii.
Predchozi i nasledujici Lemma vyuzijeme v dalsich ditkazech tvrzeni o koncovych
blocich. Poté budeme i védét, jak koncové bloky jednoduse zkonstruovat.

Lemma 2.17. Plati: v je vlastni sufix e, i e, nebo q je vlastni sufix f, 1 fp.

Diikaz. Pro spor predpokladejme opak, tedy Ze neplati ani jedna ¢ast tvrzeni.
Pak jsou e, a e, sufixové porovnatelna, stejné tak i f, a f;,. Necht bez Gjmy na
obecnosti e, <y e, pak |g(e.)| = |h(fa)| < |g(en)| = |R(fp)|, takze musi byt f,
sufixem f,. To je ale spor s minimalitou bloku (e, f3), nebot dvojice (epe; !, fofit)
je mensi a také splhuje pozadovanou rovnost

(g, h)gleve, ') = c(g, h)glen)gles') = h(fo)h(fi t)elg, h) = h(fofy " )elg, h).
0

Tvrzeni 2.18. Necht maji I i I ndslednika. Pak pocet koncovijch bloki instance I
je mazimdlné max{|eqep|, | fofo|} + 1. Navic pro jakjkoliv koncovy blok (u,v) plati

ru=gi(z)b1,  qu=h(2)bs,

kde (b1,by) je pocitecni blok I a slovo z je minimdlng takové, Ze

r < gi(2)by, q < h(2)ba.
Diikaz. Vezmémé koncovy blok (u,v). Pak podle Lemmatu plati:

g(ru)sy = c(g, h)h(qu)s:

proto tedy mame

ru=gi(2)bi, qu=hy(2)bs,
pro néjaké z. Uzitim Lemmatu tedy dostaneme

u=r"tg(z)bs = g1 (Z)r b, v =q A (2)by = h(Z)q bo.

Protoze je koncovy blok (u,v) sufixové minimalni, musi byt z minimalni slovo
splnujici obé nerovnosti v zavéru tvrzeni.

Je-li r sufix obou slov e, i e, a také ¢ je sufix f, i fp, je slovo z bud prazdné
nebo ma délku jedna. Predpokladejme tedy naptiklad, Ze e, a e, jsou sufixové
porovnatelna. Ozna¢me k nejmensi ¢islo takové, 7ze r je sufix ef a podobné m
nejmensi takové, ze r je sufix e;*. Navic aby z spliiovalo uvedené nerovnosti, musi
byt ¢4 (z) délky alespon |e,ep|. Proto bud m < 2 v pfipadé |e,| < |ey|, nebo k < 2
ve druhém pripadé. Je vidét, ze

ze{abi=1,2,--- k—1}U{Valj=1,2,--- ,m—1} U {a" ™}
Protoze je splnéno k, m < |r|, pocet koncovych bloku je nejvyse |r| + 2. Stejnym

zpusobem obdrzime hranici |g| + 2, jsou-li sufixové porovnatelna f, a f,. Timto
dostavame uvedenou mez max{|eq.es|, | fufo|} + 1. O
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Tvrzeni 2.19. Necht maji I i I ndslednika. Necht (uy,vy), (ug, v2) jsou dva rizné
koncové bloky I takové, Ze ru; a qu; jsou sufixové porovnatelnd pro i = 1,2. Pak
existuje slovo T splnugict

g<7—)51 = C(?, E)h<7—>527 (24)
a (1,7) je sufizem kazdého (ru,qu), kde (u,v) je koncovy blok se sufizové porov-
natelnymi ru a qu.

Diikaz. Necht jsou (u;,v;) vSechny koncové bloky pro ¢ = 1,2,---  k takové, ze
viechny dvojice (ru;, qu;) jsou sufixové porovnatelné. Oznacme (gj, b} ) naslednika
(g, h). Z Tvrzeni plynou rovnosti

ru; = g1(z)bi,  qui = hi(z)bs,
kde (by, by) je pocatecni blok instance I a z;, i = 1,2, --- , k, jsou prefixové mini-
maélni, tedy zadné neni prefixem jiného. Nejvétsi spoleény prefix vSech z; oznac¢ime
z a bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze z = 21 A 25. Protoze slova
21 a zp nejsou porovnatelnd, musi byt z; = 227 a 25 = 2z} pro 2}, z, neprazdna
a navic pref;(z]) # pref;(z}). Ze sufixové porovnatelnosti slov ru; a rug a také
slov qui, qus a diky markovanosti néslednika (g}, h}) dostavame

91 (2)by = 1ruqg As Tug = qUi Ag qua = h(2)bs.

Pokud definujeme slovo 7 jako kterékoliv slovo z uvedené rovnosti, bude pro néj
splnéna pozadované rovnice ze zavéru tvrzeni. Navic je slovo 7 sufixem vSech slov
ru; i qu;, coz plyne z volby slova z. O]

Nyni kone¢né miizeme dokazat, jak lze nasledniky redukovat do jednoho a ja-
ky vliv ma tato redukce na FeSeni zadané instance. Uvidime, Ze nékterd kratka
feSeni bychom mohli redukei ztratit, proto pii prechodu od instance k jejimu
naslednikovi budeme muset zkontrolovat, zda neexistuje néjaké kratké reseni.

Definice. Rekneme, Ze feSeni w instance [ je dlouhé, pravé kdyz existuje 7 spl-
nujici (2.4) a w = plwT = phwsT, pro neprazdna slova wy, we a (p}, ph) po¢atecni
blok I. Pokud feseni neni dlouhé, fekneme, Ze je krdtké.

Protoze 7 je sufix ru i qu pro kazdy koncovy blok (u, v), ktery spliuje ru < qu,
mé kratké feseni délku nejvys max(|pieqepu|, |phfafov]), kde maximum bereme
pres vSechny koncové bloky spliujici vyse uvedenou podminku. Reseni, ktera
maji délku nejvys max(|p|eqepu|, |phfafov]) nazveme nedlouhd Fesend. Vidime, ze
kazdé kratké teseni je zaroven nedlouhé, ovsem nékteré dlouhé teseni muize byt
zaroven nedlouhé.

Néslednici, jejichz koncové bloky (u,v) nespliuji ru <5 qu, mohou poskytnout
feSeni nejvys délky max(|p)rul|, |phqu|), protoze (r,q) je sufixové porovnatelné
s obéma bloky.

Tvrzeni 2.20. Necht magi I i I ndslednika. Necht (uy,vy), (ug, v2) jsou dva rizné
koncové bloky I takové, Ze ru; a qu; jsou sufixové porovnatelnd proi = 1,2. Oznac-
me (g1, h1) ndslednika (g, h) a predpoklddejme, Ze i (g1, h1) mad ndslednika. Potom
jsou q a r porovnatelnd. Definujme instanci J = ((p},5), g1, hi,e(e,q 1)), kde
(p},py) je pocdatecni blok I. Pak

1) Md-li I dlouhé FeSeni, md J neprdazdné FeSend.

2) Pokud ma J neprazdné feSeni, md I fesent.
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Diikaz. Podle Lemmatu maji i homomorfismy (g7, h1) naslednika, a mayji
tedy kriticky pfevis. To znamena, Ze ¢ a 7 jsou sufixové porovnatelna, takze r a q
jsou prefixové porovnatelna.
1) Mgjme w = pjwy7 = phwst dlouhé feSeni instance I. Z definice pocatecniho

bloku a Tvrzeni

2.19

vime, ze ¢(g, h)g(w1)c(g, h) = h(wy). Diky Lemmatu

2.16] ]

Je

tedy c(g,h)g(wir) = h(waq)c(g, h). Potom tedy existuje slovo w’, které spliuje
g1(w') = wyr, hy(w') = weq. To znamena, ze

/ /
P11 T = PoWaT

Phgi(w)r~'r = phhy(w')g T,

w' je tedy TeSeni instance J. Protoze g(w') = wir a wy je neprazdné, je i w’

nenulové feSeni.

2) Necht w' je neprazdné teseni J, tedy

Prgi(w') = phhy(w')g'r.

Podle Lemmatu je phgi(w)r=t = phhy(w')g™! € AT. Protoze

ng(Pig1(w')) = pah(pyhi(w))e(g, ),

davaji Lemma [2.16] a Tvrzeni [2.19]

a tedy pigi(w')r™

Plg(pllgl(w/)flT)Sl = p2h(p/2h1 (’wl)qflT)Sz,

1

7 = phhy(w')g 7 je feSenim prku I.

]

Toto tvrzeni nam tedy dava navod na to, jak zredukovat nésledniky do je-
diného. Jestlize jiz neexistuje naslednik tohoto naslednika a Tvrzeni tedy nelze
pouzit, dostali jsme se jiz na posledni troven redukéniho stromu a muzeme si

tedy dovolit vySetiit vSechny nasledniky zvlast. Dalsi vétveni tot

oy ee

a polynomialita tak nebude narusena.
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3. Kandidati na reSeni

Regenf GPCP samoziejmeé lze sestavovat postupné pridavanim pismen k jiz vznik-
lému zac¢atku feSeni (prediesent) (wgy,wy) podle previsi jeho obrazi, jak uvadi
Dusledek [2.11] Takto lze pfedfeseni prodluzovat pouze za predpokladu, ze lze
o pokracovani rozhodnout (tj. pfevis neni kriticky) a slova p1g(wy)z, a poh(wy)zp,
jsou porovnatelné. Jestlize narazime na kriticky previs, lze predieseni prodlouzit
podle delsitho z obou slov nalezeného predieseni. Jsou-li vSak tato slova stej-
na (tzv. specidlni situace), musime vyzkouSet obé mozné varianty pokracovani.
Dostaneme-li se k predieseni (w,,wy), pro které slova pig(wy)z, a poh(wp)zn
nejsou porovnatelna, stale muze toto predieseni vést k feseni. Mohou totiz exis-
tovat slova, kterd maji obraz kratsi nez nutny zacatek z,, resp. zj, (tzv. finalni
slova).

Této konstrukce bychom chtéli vyuzit pri hledani feseni neperiodické instance,
ktera neméa naslednika (tj. chybi néktery vnitini blok) nebo neexistuje jeji po¢a-
tecni blok, anebo zname-li omezeni na délku feSeni. Pri neexistenci vnitiniho nebo
pocatec¢niho bloku musime jesté odhalit, jak daleko je tfeba pii hledani reseni jit.
Predpokladejme tedy, ze méme instanci, které chybi pocatecni nebo néktery pis-
menny blok. Také muze hledani maximalnich dostate¢nych kandidata algoritmus
ukoncit rychleji nez naptiklad prechod k naslednické instanci.

3.1 Dostatec¢ni kandidati

Definujeme nékolik pojmu, které nam pomohou formulovat tuto ¢ast reseni pres-
né. Tyto pojmy jsou si vSak dost podobné. Nejprve definujeme dostatecného kan-
didata jako takové slovo, ze kterého muzeme ziskat feSeni pouze pridavanim fi-
nalnich slov k jeho prefixiim a pritom je toto FeSeni jistym zptisobem minimalni.
Nejprve ale zakladni definice:

Definice. Pro danou instanci I = ((p1,p2), 9, h, (s1, s2)) definujeme predreseni
jako kazdou dvojici slov (wg, wy,) takovou, Ze plati:

® Wy AWK &

o p1g(wy)zy > poh(wy)zp.

Navic o pfedieeni (w,, wy,) Fekneme, Ze tvoii specidlni situaci, pokud jsou v obou
podminkach rovnosti, to znamena wy, = wy, a p1g(wy)z, = p2h(wy)z.

O predieseni (wy,w;) fekneme, Ze obsahuje specidlni situaci, pokud né&jaky jeho
prefix (z,y) < (w,,wy) tvoii specialni situaci. Obdobné o slové w fekneme, ze
obsahuge specidlni situaci, pokud ji obsahuje dvojice (w,w).

Jak bylo naznac¢eno v ivodu, mohou existovat slova, jejichz pridani k predre-
Sen{ (w,, wy) neporusi podminku porovnatelnosti obrazi samotného feseni, tedy
p1g(wy) > poh(wy), prestoze jiz poté nebude splnéno pig(wy)z, > pah(wp) 2.
Takové prodlouzeni vSak stale mize vést k feseni. Tato slova nazyvame findini.

Definice. Mnozinu F' = {u € {a,b}" : |g(u)| < |2,4] nebo |h(u)| < |z,|} nazveme
mnoZinou findlnich slov instance I = ((p1,p2), g, h, (s1, 52)).
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Protoze z, = g(ab) A g(ba) a z, = h(ab) A h(ba), obsahuje mnozina F' pouze slova,
ktera jsou mocninami jediného pismene. Prazdné slovo je také findlnim slovem.
Podle Lemmatu [3.1] je finalnich slov dané instance celkem méné nez |z,| + | 2|

Lemma 3.1. Je-li g neperiodicky (tedy i nenulujici) homomorfismus, pak mno-
Zina Fy = {u € {a,b}* : |g(u)] < |z4|,u # €} obsahuje méné nez |z,4| proki.
Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze |g(a)| < |g(b)|. Vime,
7e kazdé u € F, je tvaru uw = a’ nebo u =V, i,j € N.

1. Pokud |g(a)| > 2, tedy i |g(b)| > 2, miZe mit slovo u = a* obraz kratsi nez
| 24|, pouze pokud i < |22—9‘ Obdobné mize platit |g(b’)| < |z,| pouze pro exponent

i < 25l Celkove je tedy slov v mnozing F, méné nez |z,|.
2 g g

2. Je-li |g(a)| = 1, je slov tvaru v = @' v mnoziné F, nejvys |z,| — 1. Protoze
zg < g(a)g(b), je obraz slova b dlouhy alesponi |z,|, takze mnozina F, neobsahuje
slova tvaru b/. Velikost této mnoziny je tedy nejvys |z,| — 1. O]

Definice. Méjme w TeSeni instance 1. Slovo w,, nazveme kmenem reseni w, pravé
kdyz je wy, nejdelsi prefix w spliwjici p;g(wm,)z, > pah(wn,) 2.

Méme-li tedy instanci I a kmen w,, néjakého jejiho feseni w, musi byt kazda
dvojice (w',w’) prediesenim této instance pro w' < wy,.
Kdyby néjaké reseni w obsahovalo dva prefixy, v nichZz nastavé specialni situace,
mizeme toto feseni zkratit:
Necht existuji neprazdna slova wy, we takova, ze w = wiwews a spliujici

pig(wi)e(g, h) = pah(w1) a  pig(wiws)e(g, h) = pah(wiw,).

Protoze jsou shodné pfevisy obrazii wy a wywsg, musi byt |g(ws)| = |h(ws)|, tedy

g(w2)c(97 h) = C(gv h)h<w2)

Z toho plyne, ze

prg(wiws) > pah(wiws)
a prg(wiws) a poh(wiws) tvori stejny previs jako pig(w) s pah(w), je tedy také
slovo wyws TeSenim.

Definice. Kmen w,, feSeni w nazveme dostatecnym kandiddtem na TeSeni in-
stance I, pokud

1. Neobsahuje dvé specidlni situace, tj. nelze w,, rozdélit na w,, = wywsws, wi,
wy neprazdné, aby platilo

prg(wi)c(g, h) = pah(wi) a  pig(wiws)e(g, h) = pah(wiws)

2. Pro kazdy kmen w/, néjakého feSeni w' plati

/ !
W, < Wy, = Wy, = W,,.

Dostatec¢ni kandidati jsou tedy prefixové minimalni kmeny s nejvys jednou
specialni situaci. Pokud instance neméa teSeni, neexistuje zadny dostatecny kan-
didat této instance, protoze neexistuji zadné kmeny teSeni. Pokud vSak feSeni
existuje, ani jedna z podminek v definici nezajistuje jednoznac¢nost dostatecnych
kandidati, muze jich byt tedy vic. Nasledujici tvrzeni v8ak ukaze, ze mohou byt
nejvys dva.
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Tvrzeni 3.2. Pro danou instanci I existuji nejvys dva dostatecni kandiddti na
resent této instance.

Diikaz. Méjme t1i rizné dostatecné kandidaty wy, we, ws a ozna¢me jejich spo-
le¢né prefixy
Q12 = Wy N\ Wa,

Qg3 = Wa N\ W3,
Qg1 = wy A ws.

Slova «; j, avj i, jsou kazdé prefixem slova w; pro {i, j, k} = {1, 2, 3}, takze musi byt
po dvou porovnatelna. Pifedpoklddejme bez Gjmy na obecnosti a2 < a3z < aiz1.
Kdyby w; = «;;, bude w; < w; pro (i,75) € {(1,2),(2,3),(3,1)}. Protoze jsou
vSak w; i w; dostatecni kandidati, musi byt w; = w;, coz je spor s predpokladem,
ze jsou kandidati rizni. Proto a;; < w; a a;; < w;. Takze ay o < wy, we, ws.
Navic pokud by bylo a3 2 = as3 = a3, na (g2 + 1)-nich mistech slov wy, ws,
w3z musi byt rizné pismena, coz nelze.
Vime tedy, ze a1 2 < ag ;. Navic kandidati wy, wy maji na (oy 2 + 1)-nich mistech
rizna pismena, takze

p1g(ai,2¢)zy > pah(an 2c)2,

pro ¢ = a i ¢ = b - tato porovnatelnost je splnéna pro kazdé podslovo dostatec-
ného kandidata diky Lemmatu [2.10] To ale muze nastat pouze pokud je splnéno
p1g(2)zg = p2h(aq2)2,, mame tedy specialni situaci. Obdobné obdrzime speci-
alni situaci i ve druhém slové a1, coz je ale spor s tim, Ze slovo ws je dostatecnym
kandidatem - obsahovalo by dvé specialni situace. O

3.2 Maximalni kandidati na reSeni

Zavedeme jesté pojem maximdlniho kandiddta, ktery sice mize byt delsi, nez
dostatecny kandidat, ale presto nebude dlouhy pfilis. Tento pojem navic vyu-
zijeme v implementaci algoritmu, jelikoz k jeho nalezeni nemusime védét, jestli
mé instance TeSeni. Maximalni kandidaty tedy budeme umét hledat algoritmic-
ky, v algoritmu ve skute¢nosti budeme pracovat maximalné se dvéma z nich,
s tzv. maximdlnimi dostatecnymi kandiddty. Maximalni kandidati tedy budou
prodlouzenim dostateénych kandidatti a maximélni dostate¢ni kandidati budou
ti nejkratsi z maximéalnich kandidati, ze kterych 1ze nalézt feSeni, pokud existuje.
Staci vyzkouset, jestli néjaky prefix maximalniho dostatecného kandidata spolu
s jednim z finalnich slov tvoii feSeni dané instance.

Definice. Slovo w’ nazveme maximdlnim kandiddtem na Feseni instance I, pravé
kdyz plati:

e je-li w' prefixové porovnatelny s kmenem néjakého feSeni instance I, pak
néktery jeho prefix je dostatecnym kandiddtem na feSeni instance I,

o prg(w')zy < pah(w’)zy,

e w' neobsahuje dvé specidlni situace.
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Maximalniho kandidata budeme sestrojovat postupné prodluzovanim piredre-
Seni, jak bylo popsano na zacatku této kapitoly. Pokud se dostaneme ke sporu
bud v obrazech daného pfedfeseni nebo dokonce u vzort, tj. neplati w, >x wp,
k TeSeni se muzeme dostat jiz jen finalnim slovem, maximélntho kandidata tedy
uzZ mame.

Jestlize rozpor nenastéva, musi se néktery z previsu vyskytnout podruhé, nebot
je previsu obrazu pouze konec¢né mnoho. Pokud tedy narazime podruhé na stejny
pievis «, zjistime dvojice slov, které k nému vedly, tj. (wy, w},) a (w,z, w,y), Ze
ag(z) = h(y)a. V této situaci by se mohlo stat, ze budeme prodluzovat feseni
donekonecna, musime tedy zjistit, kdy uz je pridavani dalsich pismen zbytecné.

Vyskytne-li se podruhé shodny previs a zddny previs mezi nimi nebyl kriticky, je
pokracovani vzdy jednoznacné, pridavat lze jen dvojici (z,y). Muze se také stat,
ze jeden z pfevisi mezi dvéma shodnymi previsy je kriticky. Ten se jisté objevi
i v nésledujicim ,bloku®, takZe mizeme misto puvodniho bloku (z,y) vzit ten,
ktery lezi mezi kritickymi pirevisy. V tomto bloku jiz neni kriticky previs obsa-
zen. Maximalni kandidat je urcen nasledujicimi tvrzenimi (podminky 1. a 2. Ize

poznat snadno diky Tvrzeni .

Tvrzeni 3.3. Necht pro néjakou instanci I = ((p1,p2), 9, h, (s1,82)) existuji slova
wy, wy, a neprazdnd primitioni slova x, y, Ze

1 wix™ = wyy*,

2. prg(wyz™) = poh(w,y™),

3. m,n > 0 jsou minimadlni takovd, Ze

(Prg(wy)) " p2h(w)) = (prg(wyz™)) ™ pah(wyy™),

tedy previsy jsou stejné, a
4. neplati p1g(w,x1)2ze = p2h(wyyr)zn pro Zddnou dvogici (r1,y1) < (™, y").
Potom existuje k takové, Ze maximdlnim kandiddtem je slovo maw(w;x’“m, why™m).

Diikaz. Ze tietiho predpokladu vime, ze |g(z™)| = |h(y™)|. Protoze plati 1. bod a
x, y jsou primitivni, podle Tvrzeni|l.3|je |z| = |y| a slova x a y jsou konjugované.
Navic diky 4. vime, Ze pokud existuje w kmen FeSeni, ktery ma prefix w;, i wy,
neplati pro zadné jeho podslovo takové, ze w' < w, max(wy,w,) < w’, vztah
p1g(w')zy = poh(w')z, (specialni situace). Tento kmen tedy bude tvaru

rodn,r 1 dlm ./
wpy"y = wyarr

prol > 2,y <y", o/ < 2™ Pokud why=I" > w! a wz(=Hm
feSeni i slovo

> wy, je kmenem

wzy(l—l)ny/ — w;x(l—l)mxl_
Proto staci volit k& > 1 jako nejmensi takové, ze wjy*k=Hn > wy a w;x(k_l)m > wyj,.

Pak bude slovo max(w;z*™, w}y*") maximalnim kandidatem. O

Tvrzeni 3.4. Necht pro néjakou instanci I = ((p1,p2), 9, h, (1, S2)) existuji slova
wy, wy, a neprazdnd primitioni slova x, y, Ze

1 wiz™ = wyy™,

2. prg(wyz™) = poh(w,y™),

8. m,n jsou minimdlni nenulovd takovd, Ze pg(w,x™)zy = p2h(w,y™)zn,

4. pg(wy)zg = pah(wy,)z, a piitom pro Zidnou dvojici (x1,y1) # (e, €) podslov
(™, y"), (z1,91) # (2™, y"), nend splnena rovnost pig(w,r1)zy = pah(wyy1)2n.

Pak existuje k takové, Ze maximdlnim kandiddtem je slovo max(w;ka7wgyk”).
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Diikaz. Opét z prvniho predpokladu vyplyva a primitivity, ze x a y jsou konju-
gované slova, specialné jsou tedy stejné dlouha.
1) Pokud m = n bud slova (w], wy,) tvofi specialni situaci a pak totéz plati i o dvo-
jici (wjz™, wyy™) nebo specidlni situace neobsahuje (w, "™, wj,y*") pro zadné k.
Navic je pievis piedresent (w;ka, w),y™™) stejny jako previs (w;x(k“)m, w)yFHHn),
maximalnim dostatecnym kandidatem v obou téchto situacich tedy musi byt delsi
ze slov wyz™, wyy" zkrdcenych o posledni pismeno.
2) Méjme tedy m # n. Specialni situace mize nastat pro dvojici (w;xjm, why'™),
kde 7 > 0, pokud

whr’™ = wyy’™. (3.1)

Potom tedy srovnanim délek slov v rovnici (3.1]) dostaneme:

| + jmla] = Juh| + jnly]
AR
7](n — m)

Je tedy zfejmé, Ze rovnice (3.1) mé nejvys jedno nezaporné feseni. To znamen4,
ze specialni situace nastane nejvys jedna. Navic plati

l+1)m| ln||

gt = gy O] > [Juga™| — |why
pro kazdé [ > j. Zvolime-li tedy k > j takové, ze |[w,z"™| — |wjy*"|| > |z,|, |2al,
bude maximalnim kandidétem slovo max(w/z*™, wjy*"). O

Maximalnich kandidati mize byt obecné mnoho, jsou to totiz vSechna slova
delsi nez dostatecny kandidat na feSeni, ktera maji porovnatelné obrazy a neob-
sahuji dvé specidlni situace. OvSem v algoritmu budeme pracovat pouze s témi
maximalnimi kandidaty, o kterych jiz s jistotou vime, Ze nejsou kratsi nez s nimi
porovnatelny dostatecny kandidat, o kterém vSak ale v tu chvili ani nevime, zda
existuje. Proto jesté zavedeme pojem maximdlni dostatecny kandiddt na resent
dané instance.

Funkce hledajici vSechny maximalni dostateéné kandidaty pro zadanou instanci
I = ((p1,p2),9,h, (s1,s2)) tedy bude postupné k jiz nalezenému predieseni dané
instance [ pridavat pismena podle previsu obrazii nebo podle pokracovani delsiho
z obou predieseni (v situaci kritického previsu), dokud to lze, tj. dokud nenastane
néktery z téchto pripadu:

a) Je poruseno pig(w,)z, > pag(wy)zy, - to znamend, ze nelze pridat slovo w’,
pro které |g(w’)| > |z,| a |h(w')| > |2|. Takze jsme jiz nalezli maximalniho kan-
didata - delsi ze slov wy, wy,. Toto slovo pak nazveme mazimdlnim dostatecnym
kandiddatem na TeSent instance I.

b) Pokud se dostaneme ke kritickému pfevisu a w, = wj, (specialni situace).
Zde neni dalsi pokracovani jasné. Pokud tato situace nastala poprvé, spustime
funkci rekurzivné s obéma moznymi pokracovanimi. Pokud ale jiz k takovému
pifpadu doslo predtim, tedy wy, = wj, a p1g(wy)2zy = pag(wy,)z, pro néjaky prefix
wy = wj, < wy = wy, lze z feSeni, které by obsahovalo w,, vynechat (w;)_lwg.
Pak by feSeni pokracovalo bud pismenem a nebo b, coz jsme vlastné vyfesili jiz
v prvni specialni situaci. Proto v tomto pfipadé maximalnim kandidatem bude
slovo wy = wy, bez posledniho pismene a tohoto maximélniho kandidata nazveme
maximalnim dostatecnym kandiddatem na TeSeni instance I.
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¢) Vznikly previs jiz jednou o prodlouzeni rozhodl. Maximélni kandidaty v ptipa-
dé donekone¢na porovnatelnych vzori i obrazt popisuji Tvrzeni [3.3] a maxi-
mdlni dostatecny kandiddt na Tesent I je slovo max(w;:vkm, w)y*™). Jestlize viak
nemame vzory ¢i obrazy nekone¢né porovnatelné, bude mazimdlnim dostatec-
nym kandiddtem nejdelsi slovo, které jesté nezptisobuje tento spor. Tuto situaci

naznacuje néasledujici priklad.

Priklad 8. M&jme I = ((p1,p2), 9, h, (s1,$2)) instanci GPCP, pro kterou jsou
p1 = ab, sy = baba a slova ps, s1 jsou prazdna a

g(a) = bababa, g(b) = bb,
h(a) = abba,  h(b) = bababa.

P1i sestrojovani maximélniho dostatecného kandidata tedy konstruujeme predte-
Seni: Prvnim pfedfesenim je (¢, a), podle pfevisu jeho obrazi bude dalsim predre-
Senfm (a,a), a tfeti piedfeseni ma tvar (a,ab). Predfeseni (wj,w,) = (€ a)
a (wyz, wyy) = (a,ab) vytvaii stejny previs a doslo by tedy k nekonetnému pfi-
déavani dvojice (z,y) = (a,b). Je jasné, Ze pocatecni blok neexistuje, a ze vSechna
predieent jsou tvaru (a”, ab®). Protoze vSak a™ # ab™, tzn. nejsou porovnatelné
oba vzory, bude maximélnim dostatecnym kandidatem slovo ab, tedy delsi slovo
z posledniho predieseni, kdy jesté jeden vzor byl prefixem druhého. Pti hledani
feSeni vime, Ze feSenim je slovo, které vznikne pfidanim finalnfho slova k néjakému
prefixu maximalniho dostate¢ného kandidéata. V tomto pripadé zadné neprazdné
finélni slova neexistuji a je snadné ovérit, ze feSenim je slovo a.

Timto postupem tedy dostaneme jednoho nebo dva maximalni kandidaty. Po-
kud existuje dostateény kandidat na feSeni zadané instance, je prefixem jednoho
z nich.

Protoze mize maximalni dostateény kandidat obsahovat nejvys jednu specialni
situaci a je dany pfi jakémkoliv konceni jednoznacné, mohou byt nejvys dva.

Lemma 3.5. Mé¢jme I instanci GPCP. Pak plati:

1. Instance I md néjakého maximdalniho dostatecného kandiddta na Tesent,
prave kdyz pi1zg > pazy.

2. Existugi nejuys dva mazimdini dostatecni kandiddti na Tesent instance I.
Diikaz.
1. Plyne ihned z definice maximélniho kandidata.

2. Je zfejma z predeslého odstavce.
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4. NevyreSené pripady

V nékterych pripadech ovSem neexistuji bloky, naslednici se nezjednodusuji nebo
nelze vyuzit postupu pii hledani maximalnich dostatecnych kandidati. Téchto
piipadi vSak neni mnoho, pro kazdy z nich ukazeme, jak najit feSeni takovych
instanci.

4.1 Stala sufixova slozitost

Nasledujici ¢ast textu Tesi pripady se stalou sufixovou slozitosti. Jedna se pouze
o t¥i rizné dvojice balancovanych markovanych homomorfismt (az na zaménu
pismen). Nejprve na konkrétnich piikladech ukazeme, Ze feSeni lze zjistit snadno
ze slov py, pa, S1, So.

Priklad 9. Mé&jme instanci I = ((p1,p2), 9, h, (1, S2)), kde g i h je identita. Necht
p1 7 €, p2 = €, 1 = €. Hledejme, jaky tvar musi mit slovo ss, aby existovalo feSen.
Je vidét, ze k existenci feSeni je nutnou podminkou, aby slova p; a s méla stejnou
délku. Pokud existuje slovo u takové, ze p; = uiu a sy = uus, feSenim bude primo
slovo uy, pokud plati u; = uy. To znamena, ze jsou-li slova p; a so konjugované,
ma instance feSeni.

Naopak, méame-li feseni w = pyv pro (mozna nulové) slovo v, je potom splnéno
p19(p1v) = h(p1v)sa, to znamena p;p1v = p1vssy, tedy opét py, sy jsou konjugovana
a TeSenim je také slovo u; = wuo pfi vyuziti diive zavedeného oznaceni. V tomto
pripadé tedy existuje feSeni, praveé kdyz jsou p; a s konjugovana.

Tvrzeni 4.1. Méjme instanci I = ((p1,€), g, h, (€, $2)), kde

gla) =a, g(b) =",
h(a) =b, h(b) = a.

Pak jeji nejkratsi vesent je dlouhé nejuys |p3|.

Diikaz. K existenci feSeni musi mit slova p; a s, stejnou délku a p; # €. Pro
slovo u ozna¢ime 4 = h(u) a mé&me feSeni w, které je delsi neZ uvedena mez.
Potom existuje slovo z, |z| > |p1|, takové, ze g(w) = xse = w, h(w) = p1z = 0.
Takze slovo w mé tvar w = p1& = xso a plati p; < x. Oznacéme z; slovo spliujici
p1z1 = x. Potom tedy plati

P1P121 = D12152

P11 = 2182

To znamend, ze i slovo z; je feSenim, pfitom |z;| < |z|. Pokud by i slovo z

bylo delsi nez |p;|, lze znovu feSeni zkratit. Proto je nejkratsi feSeni délky nejvys
2

Ipil- [l

Tvrzeni 4.2. Méjme instanci I = ((p1,p2), 9, h, (81, 82)), kde oba homomorfismy
zachovdavaji délku. Potom lze v polynomidlnim case rozhodnout o existenci TeSend.

Diikaz. Pro identitu je nejkratsi feseni dlouhé nejvys |p;|, pro druhy piipad ho-
momorfismi zachovavajicich délku (az na symetrii) je dle Tvrzeni délka nej-
kratstho FeSeni nejvys |p?]. O
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Zkusme hledat feSeni pro instance se stalou sufixovou slozitosti, jejichz homo-
morfismy vSak nezachovavaji délku. Uvidime, Ze délka jejich feSeni je také ome-
zena, a proto lze nalézt maximalniho dostate¢ného kandidata a nasledné i feSeni
v polynomialnim case.

Priklad 10. Mé&jme instanci I = ((p1,p2), g, h, (51, 52)), kde

gla)=d’ g(b) =0
h(a) =b™ h(b) = d',

pfitom NSD(j,m) =NSD(j,1) =NSD(k,m) =NSD(k,l) = 1. Necht p; = a*“b,
P2 = €, §1 = €.

Hledejme nyni maximalnfho kandidata na feSeni w. Slovo p; urc¢uje nutny zacatek
hledaného feSeni. Vime tedy, Ze slovo w ma prefix b*1/!al#1/™1 Srovnanim obrazi
tohoto pocatku Teseni lze feSeni postupné prodluzovat, nakonec dostaneme:

h(w)sy = a®1bP2 P2 pPaik/lm  f2gk/lm®
kde B> = 81 + a1 . Aby w mohlo byt feseni, slovo s, musf mit pro n&jaké i € Ny
jeden z tvart:
aPE YR pebo  pP(F)i=0m g
pritom 7,0 € Ny a
W< BL (L) vk < Buo(f) T a
om < Bo(fE),  6f < BalfE)' L.

Vidime, Ze i je nejvys takové, aby Bg(%)i bylo jesté celé ¢islo. Protoze spole¢ny
delitel Im a jk je 1, je tedy ¢islo i jk-valuaci ¢isla B, (tim myslime, Ze i je nejvyssi

takove, ze (jk)" déli fs).
Tvrzeni 4.3. Méjme instanci I = ((p1,p2), g, h, (51, $2)), kde

gla) =a’, g(b) ="V,
h(a) =b™, h(b) =d,

pritom NSD(j,m) =NSD(j,1) =NSD(k,m) =NSD(k,l) = 1, max(j, k,l,m) > 1
a necht je dvojice homomorfismi (g, h) balancovand. Potom lze Teseni nalézt
v polynomidlnim case.

Diikaz. Vsimnéme si, ze pokud p; = ps nebo s; = ss, instance nemiize mit
nenulové feseni. Kdyby totiz p; = p2, nebudou slova p;g(c) a peh(c) porovnatelna
pro zadné pismeno ¢, obdobné i pro s; = s,. MiiZzeme bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, ze p; # €, py = €.

Navic pokud budeme FeSeni konstruovat postupné jako pii hleddni maximalniho
kandidata, nikdy nedojdeme ke specialni situaci. Predpokladejme pro spor, zZe
specialni situace nastane, tj. existuje w takové, ze p;g(w) = h(w). Potom tedy

p1la + [P1]s + Jlwla + E|lw]y = lw]q + mlwls,

takze |p1la + jlwle = lwla & |p1]s + k|w|s = m|w|y, coz je spor s tim, Ze je par
(g, h) balancovany.
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Proto pri hledani maximalniho dostate¢ného kandidéta nenastane zadné vétveni,
pokracovani lze vzdy urcit jednoznac¢né podle pfevisu obrazi nebo pfimo slov
predrieseni. Navic, jak ukazoval predesly priklad, nelze predieseni sestrojovat ne-
kone¢né dlouho, nebot po ur¢itém poctu kroku dojdeme ke sporu.

Méjme bez Gjmy na obecnosti p; > a® pro néjaké s. Potom musi maximalni
kandidat na Feseni za¢inat slovem b%/!. Pokud oviem [ nedéli s, bude maximalni
kandidat jiz slovo b*/!l. V pifstim kroku prodlouzime maximalniho kandidata o
a**/tm K predieseni tedy vizdy pridavame stiidavé bloky pismen a a b a délky
téchto pridavanych bloki budou tedy

s(kiN ks (KT
I\ ) T\

kde ¢ > 0 znadi pocet pridanych dvojic blokt. Z predpokladi nesoudélnosti tedy
plyne, Ze pokud (Im)’ ned8li s, nelze jiz piidat cely blok. Hodnota i je nejvys
/s, nebot nemtize byt kvili balancovanosti [ = m = 1. Proto pridame nejvys /s
bloki, nez dostaneme maximélniho dostatec¢ného kandidata na reseni. O

4.2 Nebalancovany par homomorfismi

Pokud méame nebalancovany (a neperiodicky) par homomorfismii, davd nam na-
sledujici Tvrzeni omezeni na délku pfipadného FeSeni a miZzeme jej zkusit
hledat postupné.

Tvrzeni 4.4. Méjme instanci I = ((p,q), g, h, (s,1)), kde neperiodicky pdr (g, h)
nent balancovany, a w jeho nejkratsi feseni. Pak |w| < M pro néjaké M polyno-

midlné velké vzhledem k |I|.

Diikaz. Necht tedy pro néjaké p(.) € {|.|,|-|a, |-|»} jsou zéroven splnéné nerovnosti
p(9(a)) < p(h(a)) (4.1)
p(g(b)) < p(h(b)) (4.2)

Protoze w je feSeni, musi byt p(pg(w)s) = p(gh(w)t), a tedy:
p(p) + plg(w)) + p(s) = pla) + p(h(w)) + p(t)

p(ps) — p(qt) = p(h(w)) — p(g(w)). (4.3)

Snadno ovéfime, ze plati p(g(u)) = |ulap(g(a)) + |ulpp(g(b)) pro jakékoliv slovo u,
obdobny vztah plati samoziejmé i pro h(u). Pouzijeme tyto rovnosti pro u = w,
poté dosazenim do rovnice (4.3)) obdrzime:

p(ps) — p(gt) = |wlap(h(a)) + |wlyp(h(D)) — |w|ap(g(a)) — Jwlep(g(D))

p(ps) — plgt) = [wla(p(h(a)) — p(g(a))) + [wls(p(h(b)) — p(g(b)))
p(ps) — p(at) > |wla(p(h(a)) — p(g(a))),
nebot je jisté |w], > 0 a ze vztahu mame p(h(b)) — p(g(b)) > 0.
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Navic diky rovnici (4.1)) je spnéno p(h(a)) — p(g(a)) # 0, mizeme tedy timto
vyrazem posledni rovnost vydélit:

plps) = plal)
p(h(a)) = plg(a)) =
Tim tedy dostavame omezeni na pocet pismen a v FeSeni nebalancované instance,
oznac¢me tuto mez m,.

Pro omezeni na pocet pismen b staci uvazovat délky pfislusnych slov.
Pokud je |g(b)| # |h(b)|, dostaneme obdobné jako z rovnice (4.3)):

[ps| — lqt| = [wla(|h(a)| — |g(a)]) + [wle(|R(b)] — [g(D)]),
takZze omezeni my; pro pocet pismen b v minimalnim feSeni bude mit hodnotu

lpsl —lgt]  llg(a)| = |h(a)]]
@) =1g®)] " [h(®)] = |g®)]

Je-li naopak |g(b)| = |h(b)|, musime postupovat jinak. Zkusime spocitat, jaky je
maximalni pocet po sobé jdoucich pismen b v miniméalnim feSeni. Mé&jme tedy
feSeni w = wib'wy pro né&jaké i > 0. Potom kdyby bylo i > 0 a previs slov
prg(wib™1) a poh(wib™1) byl kratsi nez |g(b*1)| = |h(b"1)|, miZe byt FeSenim
i slovo w;b*~'w,y. Proto vezméme i nejmensi takové, Ze

1p1g(wib")] = [p2h(wib)[] > 1g(b")] = ilg(b)].

mp <

Pak tedy
i < ||p1g(wib*)] — [pah(wi)]
l9(D)]
i < 1P| = Ip2|l + [wila(llg(a)] — [A(a)l])
9(D)]
i < [pr| = [p2ll + ma(llg(a)| — [h(a)]]) _ m
9(D)]

a pocet pismen b v miniméalnim feSeni je omezen hodnotou my, = (m, +1)m. O

4.3 Periodické GPCP

Do této chvile jsme se zabyvali pouze neperiodickymi a nenulujicimi instancemi,
tj. ani jeden z homomorfismu nebyl periodicky a zddny obraz zadného pismene
nebyl nulovy. Nulujici homomorfismy povazujeme také za periodické, za periodu
muzeme vzit kofen delsiho z obrazt obou pismen, resp. prazdné slovo, zobrazuje-
li homomorfismus obé pismena na prazdné slovo.

Pro periodické instance plati g(ab) = g(ba) a h(ab) = h(ba) a nemuzeme apliko-
vat predchozi tvahy, které rozhodovaly podle presahii za slovy z,, 2. Na druhou
stranu periodicita ndm dava informaci o obrazu pripadného reSeni. V pfipadé
obou periodickych homomorfismii jisté musi existovat néjaké pravidlo pro délky
vSech obrazii, aby TeSeni mohlo existovat, nejkratsi pak 1ze omezit.

Situaci budeme Tesit jinak, pokud je periodicky pouze jeden z homomorfismu a
jinak, jsou-li periodické oba. Pro kazdy z pripadii uvedeme jedno tvrzeni, které
ukazuje polynomialitu pfi hledani slova, které je obdobou maximalniho dostatec-
ného kandidata.
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Tvrzeni 4.5. Méjme instanci I = ((p,q), g, h, (s,t)), kde homomorfismy g, h
jsou periodické. Pak lze GPCP(I) rozhodnout v polynomidlnim case.

Diikaz. Méjme tedy homomorfismy dané rovnostmi:
g(a) =u", g(b) =,
h(a) =™, h(b) ="
pro jejich kofeny uw a v. Ve slové w, které by mélo byt feSenim, nezalezi piimo
na poradi pismen a a b, pouze na jejich poc¢tu. Predpokladejme, Ze w je nejkratsi
feSeni a oznaéme o = |wl|,, B = |wl|y,. Diky symetrii mizeme predpokladat, ze
druhé pocatecni slovo je kratsi, tedy g < p.
1. Jestlize plati pu® = qv™°, podle Tvrzeni [I.3] a Lemmatu jsou slova u
a v konjugovana, tedy u = xy a v = yx pro néjaké rizna slova z, y. Potom, je-li
h(w) > |¢  pul, nutné ¢~'p = (yz)'y pro né&jaké i > 0 a pro néjaké j > 0
st™t = x(yx)?! = (zy)’x, v pripads, Ze t <, s,
ts™ =y(ry) = (yx)'y, jinak.
Potom tedy méa platit:
q 'pg(a®t®)st=t = h(a®b?), resp. q 'pg(a®d’®) = h(a®bP)tsL.

Porovnani délek téchto slov tedy dostaneme v prvnim ptipadé:
ilzyl + |yl + aleylk + Blayll + jley| + o] = alyz|m + Blyz|n
t+1+ak+Bl+j5=am+ pn
a ve druhém pripadé bude
i+ ak+ Bl =am+ Bn+ 7.

Méame-li & = m nebo | = n, vyfeSime rovnici pro druhou neznamou a fesenim
bude w = b°, resp. a®. Pokud jsou obé &sla k — m i | — n nenulové, vidime,
ze rovnice a(m — k) + f(n — 1) = j + i + 1 bude mit FeSeni pravé tehdy, kdyz
GCD(m—k,n—I1) déli j+i+1. Platnost této podminky lze ovétit v polynomialnim
Case, vypocitat konkrétni a a [ lze naptiklad s vyuzitim rozsifeného Euklidova
algoritmu. ReSeni w, pro které by |h(w)| < |¢~'pu|, mizeme vyzkouSet viechna.

2. Jestlize se dana slova nerovnaji neomezené dlouho, tj. ¢ lpu # vg~1p,
existuje n&jaké konecné slovo u; = pu™ A qu™. To mé podle Lemmat [I.2]
omezenou délku |uy| < max(|pl, |q|) + max(|u?|, |v?]). M4-li byt slovo w feSenim,
musi poc¢ty jeho pismen a = |w|, a f = |w|, spliiovat pro s < ¢ nerovnost

|h(w)| = alh(a)| + BIR(b)] < [ur| — |ql,
pokud je delsi druhé z koncovych slov, tak
l9(w)| = alg(a)| + Blg(b)] < [ui| — |p|.
Vzhledem k tomu, Ze koeficienty obou nerovnic jsou nezaporné, jisté
0 <o, f < max(|ui| — [p], Jua| — a]),

staci tedy ovérit, zda pro nékterou z dvojic «, [ splhujici pfisluSnou nerovnost
bude a®b? fesenim. O
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Tvrzeni 4.6. Méjme instanci I = ((p,q), g, h, (s,t)), kde homomorfismus h je
periodicky a g neperiodicky. Pak lze GPCP(I) rozhodnout v polynomidlnim case.

Diikaz. Vezméme u jako maximalni slovo spliwjici pg(u) < qu®°.

1. Je-li |u| < oo, vezmeme wu; jeho nejdelsi prefix spliujici pg(ui)z, < qu™.
Takové slovo je maximélnim kandidatem na feSeni a staci vyzkouset, zda néktery
jeho prefix prodlouzeny o slovo w € F9, nedava feseni. Pfitom je slovo g(u;)
dlouhé nejvys |v|, pokud p > ¢, a nejvys |q| + |v| v druhém piipadé, jinak by
vznikl stejny previs dvakrat a slovo u by bylo nekonecné.

2. Jestlize |u| = oo, musi pii jeho vytvareni pomoci pfevisi dojit nekone¢né-
krat za sebou ke stejnému pievisu (timto také rozlisime situace 1. a 2.). To zname-
na, ze (pg(uy)) *pg(u) = (pg(us)) tpg(u) pro dva rizneé prefixy u; < us < u dlou-
hé aspon tak, aby pg(u1) > ¢. Musi tedy byt u = u;2°°, kde x = u] 'uy. Rozdélime
minimalni feSeni w instance I na dvé slova: w = wyws tak, ze [g(ws)| < |z4|. Po-
tom vidime, Ze w; < w2 pro né&jaké k > 0.

Pokud |g(z)| # |h(x)|, 1ze z rovnice |pg(wiws)s| = |gh(wiws)t| ziskat omezeni

|qt| = |ps| + |h(urws)| — [g(u1ws)]
l9(x)| — [h(z)] '

Je-li |g(z)| = |h(x)|, pak staci volit k, aby platilo:

k<

p| < |gh(uz* )]

g < |pg(uya® )|,

kde v’ < x. Previsy slov pg(u12*~1u’) a pg(ui2*u’) jsou shodné, takze pro nejkratsi
feseni musi byt jiz w; < uia”. O
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5. Detailni popis algoritmu

Diky poznatktim z predchazejicich kapitol 1ze nyni algoritmus popsat podrobné.
Poznali jsme, Ze pribéh bude zcela odlisny v piipadé periodické a neperiodické
instance. Navic se prace prozatim vénovala pfedevsim zobecnénému problému,
posledni ¢ast této kapitoly vysvétluje, jak fesit PCP. Za¢néme nejdiive rozborem
feSeni neperiodické instance. Doporucujeme pri ¢teni této kapitoly vyuzit obrazky
blokovych schémat téchto algoritmi, které jsou v priloze.

5.1 Neperiodické GPCP

Algoritmus pro neperiodické GPCP vyadfuje také obrazek [6.2] Mé&jme na vstupu
instanci I = ((p1,p2), 9, h, (s1,52)), kde g a h jsou neperiodické homomorfismy,
p1, P2 porovnatelné a sy, 55 také porovnatelné.

Nejprve zkusime nalézt pocateéni blok této instance. Zacneme dvojici slov
(wg, wr) = (€, €). Previs slov (p1g(wy)zy, p2h(wp)z;,) uréuje jednoznaéné prodlou-
zeni jednoho ze slov w, a wy,, pokud nenastane jedna z téchto situaci:

1. po pridani pismene nastane spor mezi obrazy (tj. nebylo by porovnatelné
p1g(wy)zg a poh(wn)zn),

2. po pridani pismene by nebylo porovnatelné w, a wy,

3. narazime na kriticky previs, nelze tedy rozhodnout o pokracovani timto
zpusobem,

4. dojdeme podruhé k totoznému previsu.

Dvojici (wgy, wy,) tedy prodluzujeme, dokud nedojde k nékterému ze zminénych
pripadi. Ve tietim piipadé jsme nalezli poc¢atecni blok, ve zbylych tento blok
neexistuje. Pokud instance nema pocatecni blok, nemiize byt reSeni rozlozitelné
na bloky a staci najit maximélniho dostateéného kandidata na teSeni I, ktery je
porovnatelny s nalezenymi slovy w,, wy. Z néj potom zjistime pripadné reSeni
zkusmym pridavanim finalnich slov ke vSem jeho prefixiim. Hledani maximalnich
dostatecnych kandidati je podrobné rozebrano nize, nebot muze byt vyuzito na
vice mistech celého algoritmu.

Pokud méme jiz nalezeny pocateéni blok, nic ndm nebrani zkusit, jak by Te-
Seni mohlo pokracovat dal. Samoziejmé se nabizi i moznost vyhledat pismenné
bloky a koncové bloky a poté prejit k néaslednikovi, je-li to mozné. Jestlize vsak
mennych blokii nalezneme, navic s jistotou, zZe bude navazovat na poc¢atec¢ni blok
(viz Piiklad [11]). Timto postupem vylou¢ime moZznost, ze se budeme zbytecné
zabyvat posloupnosti nasledniki, pokud na poc¢atecni blok (w,, wy) nelze navazat
pismennym blokem (z,y), aby slova w,x, wy,y byla porovnatelna.

Stejnym postupem jako pri hledéani pocateéniho bloku tedy hleddme navazuji-
cf pismenny blok. Pokud takovy neexistuje, dohledame z nalezenych slov w,x,
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wpy maximélniho dostatecného kandidata a vyzkousime, zda néktery jeho prefix
prodlouzeny o findlni slovo nedava feseni.

Piiklad 11. Mé&jme instanci I = ((¢,€), g, h, (s1, 82)), kde s1 a sy jsou jakakoliv
sufixové porovnatelna slova a homomorfismy jsou urc¢eny hodnotami:

g(a) =ab,  g(b) = babb,
h(a) = bab, h(b) = abbab.

Snadno zjistime, ze pocatecni blok je dvojice prazdnych slov a pismenné bloky

existuji a maji tvar (aba,ba), (ba,aa). Mohli bychom tedy jesté nalézt koncové
bloky, pfipadné nasledniky redukovat do jednoho, a hledat feseni pro naslednic-
kou instanci.
Pokud vsak za¢neme hledanim maximélniho dostate¢ného kandidata, prvni kri-
ticky previs nastava hned pii predfeseni (wi,ws) = (€,€), coZ znamena, Ze jsme
nalezli pocate¢ni blok. Zaroven mame specidlni situaci. Priddme-li tedy k w; pis-
meno a, vede nés previs k pridéani pismene b k druhému slovu predieseni a ta tak
budou neporovnatelna. Ve druhé vétvi zacinajici pismenem b je stejny problém.
Maximalni kandidéati jsou tedy pouze slova a a b.

Po nalezeni pocéatecniho bloku by ale mohl vzniknout problém s rozhodnutim
jak nalezeny par (w,, wy) prodlouzit, to v pfipadé w, = wy. Vyzkousime tedy obé
moznosti - pridani pismene a k obéma sloviim a pridani pismene b k obéma slo-
vam. Bud takto muZeme navéazat na predieSeni obéma pismennymi bloky, nebo
se dostaneme do stejnych situaci, jako kdyby specialni situace nenastala, pouze si
musime pamatovat, Ze jiz nemize nastat zadné dalsi specialni situace pii hledani
maximéalniho dostatecného kandidéta.

Tento pocatek feSeni zajisti funkce PRIDAVEJ vyjadiena schématem na Ob-
razku[6.1] Nejprve je spusténa pro (wy, wy,) = (€, €). Pokud je vraceno z = ¢(g, h),
mame pocate¢ni blok (w,,wy). Pokud jsou slova pocateéniho bloku rizna, spus-
time tuto funkci s poc¢ate¢nim blokem na vstupu. V opa¢ném ptipadé ji spustime
dvakrat - jednou pro (wya,wya) a podruhé pro (wyb, wy,b). Takto popsanym zpu-
sobem 1idi funkci PRIDAVEJ funkce nazvana TESTBLOKU, jejimz vystupem je
pocatecni blok (wg, wy,), piipadny prvni navazujici blok (z,y) a vznikly pfevis a.

Méme-1i navazujici pismenny blok (z,y), zkusime najit druhy pismenny blok,
tj. slova (e, f), ze prefi(e) # pref, (x), pref;(f) # pref, (y), splhujici

zng(e)zy = zgh(f)zn.

Toto lze provést obdobné pridavanim pismen podle previst jako v predeslych
situacich. (Mozna jsme vSak tento blok jiz odhalili, pokud w, = w;, a obéma
pismennymi bloky $lo navazat na pocateéni blok, aby slova byla porovnatelna.)
Jestlize tento druhy pismenny blok neexistuje, mtizeme hledat maximélniho do-
state¢ného kandidata prodluzovanim dvojice (wyx,wpy). Dohledévani maximal-
nich dostate¢nych kandidatu je dopodrobna popsané nize, nebot jej v algoritmu
vyuzivame na vice mistech.
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Predpokladejme tedy, ze mé instance I oba pismenné bloky a také pocéatecéni
blok. Stejnym zptisobem také zjistime, zda tyto bloky existuji pro reversni instan-
ci I. Jestlize néktery z nich neexistuje, najdeme piislusné maximalni dostateéné
kandidaty této reversni instance a zkusime dohledat TeSeni. Regent pivodni in-
stance existuje, pravé kdyz existuje Teseni reversni instance, tato slova jsou totiz
pouze zrcadlové obracena.

Priklad 12. Mé&jme instanci I = ((ab, a), g, h, (¢, aba)) pro

g(a) = aba, g(b) = bb,
h(a) =b, h(b) = aba.

Jiz uvedenym zptisobem zjistime pocateéni a pismenné bloky této instance, totiz
(P1, 1) = (€,0) a

Podivejme se na tuto instanci tedy odzadu. Pro reversni instanci

I' = ((e,aba),g = g,h = h, (ba,a))

zkusime také nalézt vSechny tii bloky. Poc¢éate¢ni blok (a, €) je nasim prediesenim
(wy, wp,). Prvni slovo tohoto bloku je delsi, proto pfidame i k wj, pismeno a. Nyni
podle pfevisu jejich obrazi, tj. podle previsu slov g(a), h(a) pozname, ze mame
pfidat pismeno b k w,. Pfevis obrazi by nas nyni zavedl k pfidani pismena a ke
druhému slovu piedieSeni, ¢imz by se slova wg, wy, stala neporovnatelnymi. Proto
je slovo ab maximélnim dostateénym kandidétem na feSeni instance I’. Reversni
instance sice méa naslednika i poc¢atecni blok, jenze nelze zadnym blokem na tento
pocateéni navazat. Mnozina finalnich slov obsahuje pouze prazdné slovo, feseni
vSak existuje, je to slovo a, které je tedy zaroven i TfeSenim ptivodni instance,
nebot @ = a.

Zbyva popsat postup pro instanci I, kterd ma oba pismenné bloky i pocatec-
ni blok a to samé plati i pro jeji reversni instanci. V tomto piipadé nalezneme
vSechny koncové bloky instance 1. Jestlize zadny neexistuje, je maximalnim do-
state¢nym kandidatem delsi ze slov pocatecniho bloku, nebot nemuze existovat
feSeni rozlozitelné na bloky. Pokud néjaké koncové bloky existuji, ovéiime, zda
je instance balancovana a nemé stalou sufixovou slozitost. V opa¢ném pripadé
zname omezeni na délku maximélniho dostateéného kandidata. Jsou-li tyto pod-
minky splnény, mizeme jesté zkusit najit nedlouhé feseni. V pripadé neexistence
nedlouhého feSeni nezbyva nez zredukovat nasledniky do jednoho (pokud to lze)
a zopakovat cely postup pro néj.

Priklad 13. Ukazeme si nyni instanci, ktera ma nedlouhé feSeni. Méjme

g(a) = baba,  g(b) = bb,
h(a) =b,  h(b) = ababb

a instanci I = ((a,a), g, h, (€,€)).
Uvod algoritmu nalezne poc¢ate¢ni blok (p),ps) = (€,a) a oba pismenné bloky:
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(€a, fo) = (ab,ba) a (es, f») = (b, aa). Reversni instance také ma vSechny tii blo-
ky, vyhleddme tedy koncové bloky nasi instance. Koncovy blok existuje jediny:
(u,v) = (b,a). Nedlouha FeSeni jsou dlouhé nejvys max{|p}e.epul, |psfafov|} = 6.
Zkusime tedy dosud nalezené predieSeni prodlouzit na maximalniho dostatecné-
ho kandidata délky nejvys Sest. Snadno dojdeme k feSeni ab a nemusime viibec
prechazet k néaslednické instanci.

Pro tdplnost je jesté uveden popis funkce, ktera vyhledava maximalni dosta-
tefné kandidaty zadané instance, a jeji schéma (6.3)). Na jejim vstupu je kromé
instance I také dvojice porovnatelnych slov wy, wy, kterd chceme na maximalni
dostateéné kandidaty prodlouzit (mohou to byt i prazdna slova), ¢islo n ozna-
Cujici pocet specialnich situaci ve dvojici slov na vstupu a mez omezujici délku
maximalniho dostatecného kandidata. Tato mez bude kone¢na pouze v pripadé,
ze zname néjaké omezeni na délku feseni, tedy u nebalancovanych part a instanci
se stalou sufixovou slozitosti a také u nedlouhych reseni.

Mame-li tedy dvojici porovnatelnych slov (wg, wy,), pfidavame k ni dalsi pis-
mena podle previsu, dokud nenastane jedna z téchto situaci:
1) Nelze pridat dalsi pismeno, protoze by po prodlouzeni nebyla splnéna jedna
z podminek pyg(wy)z, > pah(wy)z, a w, > wy,. V tomto piipadé je tedy delsi ze
slov wg, wy, maximéalnim dostate¢nym kandidatem.
2) Previs je kriticky, tj. p1g(wy)z, = pah(wp)zp.
2a) Necht je navic w, = wy, (tzv. specialni situace). Nastala-li tato situace poprveé,
spustime algoritmus znovu dvakrat - pro dvojici (wya, wpa) a dvojici (w,yb, wyb).
Jestlize nastala specidlni situace jiz podruhé, méme maximélniho dostatec¢ného
kandidéta.
2b) Nenastava specialni situace, bez Gjmy na obecnosti je w, < wy. Potom w,
prodlouzime o prvni pismeno z previsu wy, wy, tedy prvni pismeno slova wg_lwh,
a spustime algoritmus znovu pro tuto dvojici.
3) Narazime podruhé na stejny previs. Poté prodlouzime slova w,, wy, tak, aby
platilo pi1g(w,) > p2 a pah(wy) > p1, a najdeme opakujici se blok (z,y), tedy
takovy, ze pfevis slov p;g(w,), poh(wy,) je shodny s previsem p;g(wyx), p2h(wpy).
Jestlize pro néjakou neprazdnou dvojici slov (2/,y') < (z,y) plati, ze

plf](ng/)zg = th(why/)Zha

prodlouzime wy 0 2’ a wy, 0 ¥’ a nalezneme opét opakujici se blok (z,y) k témto
slovim.

Jestlize 1ze tento blok pridat nekonecnékrat aniz by doslo ke sporu v porovna-
telnosti slov p1g(w,x™), poh(wsy™>) & vzort w,z™, wyy™, je v piipadé |z| = |y|
maximalnim dostate¢nym kandidatem jiz slovo max(w,z, wpy). Pokud se vsak
délky z a y lisi, budou se pridavanim bloku (z,y) délky slov predieSeni k sobé
blizit a poté oddalovat. Maximalni dostatecny kandidat je tedy nalezen ve chvili,
kdy po pridani bloku (z,y) k (wg,w;) nastane ||wyz| — |wpy|| > |Jwy| — |wp|| a
take ||w,z| — |wry|| > |24], |2n|. Tento posledni piipad ukazuje Piiklad

V opac¢ném pripadé muzeme spustit rekurzivné algoritmus hledani maximalnich
dostatecnych kandidati na wyx, wpy, nebot po koneéném poctu krokt dojde
k jeho ukonceni popsaném v bodé 1).
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Priklad 14. Méjme instanci ((e, €), g, h, (¢, €)) danou

g(a) = a, g(b) = bb,
h(a) = abbbbbb = al®, h(b) = b.

Oba homomorfismy jsou markované, mame tedy z, = 2, = €. Za¢néme konstruo-
vat FeSeni pismenem a, prvnim piediesenim bude tedy dvojice (wq,wsy) = (a,a).
Dle vznikajicich previst prodluzujeme slovo w;, dokud nedojdeme ke kritickému
previsu. V tomto bodé je prediesenim (abbb,a).

Druhé slovo z predieseni tedy musi pokracovat pismenem b. Dalsi konstrukei se
dostaneme opét ke krtickému previsu, tentokrat mé predieseni tvar (abbbb, abb).
Od prvniho kritického previsu jsme tedy pridali dvojici (b, bb), previs prediese-
ni nas opét vede k pokracovani pismenem b, tentokrat u druhého slova. Ovsem
,»blok*, ktery bychom pridali, bude stejny: (b, bb).

Tento blok ma vsak obé slova rtzné dlouha, coz zptsobi, ze se délky obou slov
predreseni k sobé blizi. Po tfetim pridani tohoto bloku budou délky shodné, do-
sahneme tedy feseni ab®.

5.2 Periodické GPCP

Predpokladejme, Ze na vstupu méame instanci I s alesponn jednim homomorfis-
mem periodickym. Pritom algoritmus bude probihat odlisné, pokud je periodicky
pouze jeden z homomorfismi nebo oba. Pro instance s jedinym periodickym ho-
momorfismem je algoritmus zobrazen na schématu [6.4]

Je-li periodicky pouze jeden z homomorfismu, predpokladejme, Ze je to h a Ze
oba jeho obrazy jsou mocninou slova u. Zacneme opét s prazdnym slovem wy,
které bude predstavovat zatim nalezeny prefix jediného mozného kandidata na
feSeni, a prazdnym slovem vy, které uchovava vzdy nejmensi mocninu slova u aby
platilo pig(wy)z, < pavs. Nejprve tedy pridavame k vy, slovo u, aby p1z, < paup,.
Poté muzeme rozhodnout o prvnim pismenu piipadného reseni podle previsu slov
P1 @ Py, toto pismeno pridame ke slovu w,. Tento postup opakujeme, dokud
se nedostaneme k rozporu, tj. nelze pridat zadné pismeno ke slovu wy, aby byla
slova p1g(wy)z, a povy, porovnatelnd, nebo dokud neni slovo w, dlouhé aspon tak,

aby p1g(w,) > p2 a pah(wy) > pr.

V prvnim piipadé jiz feSeni muze byt sloZené jediné z prefixu slova w, pro-
dlouzeného o slovo v, pro které g(v) < |z,|, coz snadno vyzkousime.

Ve druhé situaci prodluzujeme slova w, a v, nadale uvedenym zptsobem,
dokud nedostaneme dvakrat tyz previs slov pig(w,) a povs. Pokud pii tomto
prodluzovani nebude mozné pridat zadné pismeno, aby byla porovnatelna slova
p1g(wy)zg & pavy, opét jedind moznost, jak by mohlo vypadat FeSeni zadané in-
stance, je prefix slova w, spolu s néjakym findlnim slovem.

Jestlize nemiiZeme prodlouzit w, a v, uvedenym zptsobem, vime podle uvedené-
ho Tvrzeni ze TeSeni uz opét vznikne jediné z prefixu slova w, a slova u, které
je findlnim slovem homomorfismu g.
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Priklad 15. Méjme naptiklad instanci PCP I = (g, h), kde

g(a) = abab, g(b) = ababab,
h(a) = ababa, h(b) = babab.

Homomorfismus g je periodicky s kofenem u = ab. Dvojici (vy, wy) tedy nejprve
urcime jako (u,€). Previs obrazi téchto slov urcuje jejich prodlouzeni na (u,a).
Musime tedy ke slovu v, = u pridat jesté slovo u?, aby bylo slovo g(v,) delsi nez
h(wy,). Pak lze prodlouZit wy, na ab. Je nutné piidat u® k vy, ¢im# vznikne stejny
previs jako u dvojice (u,¢€). Poté musime nalézt prislusné k z Tvrzeni a tim
i maximalniho dostate¢ného kandidéta.

M¢jme nyni periodické oba homomorfismy uvedené instance, ozna¢me u koten
homomorfismu g a v kofen h. Je-li néjaké slovo w Fesenim této instance, je feSenim
i slovo, které je libovolnou permutaci pismen slova w, proto staci spocist, kolik
pismen a a kolik pismen b musi pripadné feSeni obsahovat. Hledani reSeni se
zde opét rozdéluje na dvé vétve, podle toho, zda p;u®> = pyv™. Pokud uvedené
rovnost plati, 1ze konkrétni pocet pismen a a b v feSeni nebo alespon existenci
feSeni zjistit z rovnic v Tvrzeni Pokud existuje k < oo, Ze neplati pyu* = pyv*,
vime podle Tvrzeni[d.5] Ze o poet pismen a i 8 pocet pismen b v nejkratsim feseni
instance I je nejvys max(m — |p|,m — |q|), kde m = max(|p|, |q|) + max(|u?|, [v?]).
Stadi tedy vyzkouset pro v8echny dvojice («, 3) spliujicich uvedenou mez, zda je
fesenim slovo a®b®.

5.3 Reseni PCP pomoci GPCP

Kazda instance problému PCP je zéroven instanci GPCP, proto se zda, Ze by
pro feSeni PCP mél fungovat jiz uvedeny postup. Problém ovsem je, Ze instance
GPCP muze mit jako feSeni i prazdné slovo, které vsak za feSeni u instanci PCP
nepovazujeme. Navic ¢asto v popisovaném algoritmu konstruujeme teseni, dokud
si nejsme jisti, ze nejkratsi feSeni jiz nalezneme ze sestrojeného slova. Jenze pokud
by toto nejkratsi feSeni bylo pravé prazdné slovo, nevime jisté, zda PCP feSeni
bude mit, ¢ ne. Resent pro periodickou instanci hledame zcela analogicky jako
pro instanci GPCP. Algoritmus pro hledani feSeni neperiodického PCP rozdélime
na dvé vétve podle markovanosti instance na vstupu.

Pokud neni alespon jeden z homomorfismii dané instance markovany a navic
c(g, h) > €, nalezneme naslednika této instance, coz je jiz instance GPCP, a dale
hledame teseni tak, jak bylo popsano vyse. Nalezené feSeni ptivodni instance PCP
se sklada alespon z jeho pocateéniho bloku, ktery je nenulovy. Jestlize naslednik
neexistuje a existuje pocatecni blok, muze byt feSenim bud prefix delsiho ze slov
pocatecniho bloku, nebo pocatecni blok s jednim z koncovych blokt. Neexistuje-li
pocatecni blok, bud pfi jeho sestrojovani doslo ke sporu a feSeni muze byt jediné
néjaky prefix delsiho ze sestrojenych slov poc¢atecniho bloku prodlouzeny o finalni
slovo, nebo doslo podruhé ke stejnému previsu. Potom ale jiz také neni nutné na-
lezena slova prodluzovat, jak bylo popsano pii hledani maximalnich dostatecnych
kandidat.
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Jsou-li oba homomorfismy markované nebo z, = 23, ovéiime nejdiiv, zda se
nejednd o nebalancovanou instanci nebo instanci se stalou sufixovou slozitosti.
U téchto zname omezeni na délku feSeni, mizeme tedy sestrojit maximélniho
dostatecného kandidata a dohledat prislusné feseni, jak bylo popsano vyse. Neni-li
instance ani jednoho z téchto typi, ovéiime, zda neexistuje jednopismenné feseni.
Pokud ne, sestrojime néslednika této instance a opét ovéiime, zda nemé FeSeni
délky 1. Tento postup opakujeme, dokud neziskdme jednopismenné feseni, potom
totiz vime, ze i puvodni instace mé Teseni, nebo neexistuje néaslednik, to znamena,
ze TeSeni zadané instance neexistuje. Vzhledem k tomu, ze sufixova slozitost se
snizuje, k jedné z téchto dvou situaci dojde v uvedeném piipadé po polynomialné
mnoha krocich.
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6. Dokumentace k aplikaci

Ptilozena webova aplikace Tesi binarni Postiv korespondené¢ni problém v polyno-
mialnim ¢ase. Algoritmus je podrobné popsan v paté kapitole diplomové prace.
Spusténi aplikace popisuje soubor info.txt, ktery je k praci prilozen. Aplikace za-
rovenl pobézi na webovych strankach http: //kurip7am.asp2.cz/formular.aspx, kde
zustane nezménéna do dne obhajoby préce.

6.1 Struktura programu

Jedna se o webovou aplikaci naprogramovanou ve Visual Studio 2010 Professio-
nal. Obsahuje tridu prvek a samotny formulaf.

Ve t1idé prvek najdeme zakladni funkce a vlastnosti, které se piimo tykaji dané
instance GPCP. Formular pak kromé popisu chovéani jednotlivych tlacitek obsa-
huje cely algoritmus tak, jak byl popsén.

6.2 Reprezentace vstupnich dat

Zadani se vpisuje do levé horni ¢asti stranky (Obrézek. Policko GPCP nechte
zaskrtnuté, chcete-li fesit zobecnény Postiuv korespondencni problém. Pro feSeni
PCP jej odkliknéte, aby bylo prazdné. Instanci, kterou chcete fesit, vepiste do
poli v levé horni ¢asti: do pole za ,,pl1=" napiste prvni pocatec¢ni slovo, za ,,p2="
druhé pocatecni slovo, za ,g(a)=" obraz pismene ,a“ pii homomorfismu g atd.
Je-li nékteré slovo prazdné, prislusné pole ponechte prazdné. Povolené znaky jsou
jen ’a’ a b’

Tlacitko ,spocti“ odesle vstupni data programu a zahaji vypocet. Pomoci
tlacitek ,krok“ a ,vysledek“ se zobrazi vysledek bud po jednotlivych krocich,
nebo rovnou koneény vystup. Dalsim tlacitkem je ,,vymaz vystup®, které vymaze
vystupni texty (pod oblasti se zadanim a zcela vpravo) a aplikace povoli pfepsani
a nacteni novych dat. Posledni tlac¢itko ,,vymaz vstup® vynuluje slova ze zadani
vstupni instance, coz muze byt uzitec¢né, pokud podruhé zadavame instanci, ktera
je od prvni odlisné.

6.3 Reprezentace a interpretace vystupnich dat

V levé dolni ¢éasti na Obrazku [6.5] se vypisuji vysledky jednotlivych kroki vzdy
po stlaceni ,krok“, resp. celkovy vysledek po stisku ,,vysledek®. Typicky vysle-
dek po stisknuti tlacitka ,krok* muze byt napfiklad: ,Instance neméa pocatecni
blok“, tlac¢itko vysledek pouze prida k textu fadek oznamujici, zda feSeni instance
existuje, nebo ne, ptipadné i jak néjaké nalezené feseni vypada.

Vpravo od poli pro zadani (viz. Obrazek miizeme sledovat postup algo-

ritmu po krocich - ¢ervené Sipka vzdy ukazuje, v jaké ¢asti algoritmu se vypocet
pravé nachazi. Pritom nékteré bloky algoritmu nejsou v obrazku zcela podrobné,
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napiiklad funkce PERIODICKE. U tohoto kroku tedy algoritmus nezobrazuje po-
drobné kroky pfi feSeni periodické instance, rovnou vypiSe, jak feseni vypada.

Zcela vpravo se potom vypisuje postupné posloupnost nasledniki - na prvnim
radku je zadany prvek, na druhém jeho néslednik, na tretim naslednik tohoto
naslednika atd. Tato posloupnost se vypisuje jak pri jednotlivych krocich, tak
i pri pouhém vypsani vysledki.

6.4 Program

Kazda entita t¥idy prvek ma pfifazené hodnoty jeho homomorfismii na obou pis-
menech, pocateéni a koncova slova, mnozinu néslednikt, kriticky previs a svoji
reversni instanci. Mezi jeji funkce, které jsou podrobné popsany v diplomové pra-
ci, patii TestBloku, Pridej, Pridavej, Kandidat, Reseni, Periodicke, nekonecne,
DruhyBlok, endBloky. Také zde najdeme rozhodovaci algoritmy - balancovane,
markovane, stalaSS, periodicke - odpovidaji ,true“, jsou-li piislusné vlastnosti
(balancovanost, markovanost, stala sufixova sloZitost, resp. periodicita) splnéné.
Posledni ¢ast tvori pomocné algoritmy napi. pro zjisténi konjugovanosti dvou
slov, rozsifeny Euklidiav algoritmus, vypocet hodnoty daného homomorfismu na
konkrétnim slové ¢i vypocet kritického previsu.

Formular uchovavé posloupnost néasledniki v seznamu prvki ,naslednici® a jed-
notlivé kroky v seznamu ¢isel , kroky*“. Pii stisknuti tlacitka ,spocti“ se provede
cely vypocet algoritmu pro zadanou instanci a jiz nelze zadani ménit. Jednotlivé
kroky algoritmu se pii tom ulozi pod svymi ¢iselnymi koédy do seznamu , kroky*,
pripadni néaslednici do seznamu naslednikt. Tlac¢itka ,krok® a ,vysledky“ pouze
zajistuji zobrazovani spoctenych vysledku.
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Zaver

Cilem této préace bylo podrobné popsat algoritmus, ktery by fesil binarni Po-
stuv korespondencni problém v polynomialnim ¢ase. Stavét jsem zacala na teorii
znamé z nékolika matematickych c¢lanki, ktera je popsana také v pocéatecnich
kapitolach. Za klicovy pojem z této ¢asti bych oznacila predevsim nésledniky ho-
momorfismii a také tvrzeni, kterd nam umoznuji nasledniky redukovat do jednoho
reprezentanta. Poznali jsme, jak se nahrazovanim instanci jejich naslednikem te-
Seni zjednodusuje.

Jenze jak najit feSeni posledni instance z posloupnosti naslednikii a co délat,
pokud néaslednik viibec neexistuje? Na to odpovida Kapitola [3] Ta zavadi dalsi
dilezité pojmy a pomoci novych tvrzeni napovida, jak v téchto pripadech rozho-
dovat. Navic presné popisuje, jak hledat feSeni pomoci previsi, jehoz myslenka se
casto objevuje u c¢lovéka, ktery se poprvé snazi najit reSeni néjaké konkrétni in-
stance PCP. Pfesny popis algoritmu vSak prenechava Kapitole [ jeho implemen-
taci potom webové aplikaci na adrese: http://kurip7am.asp2.cz/formular.aspx.
V préci bylo popsano teseni PCP pomoci zobecnéného PCP, jehoz feseni bylo
také detailné rozebrano. Resenf GPCP je tedy vedlejsim produktem této prace,
webova aplikace také umoznuje volbu, zda chce uzivatel fesit PCP nebo GPCP.
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Prilohy

Wy, Wh

/ _ / —
Wyt = u, w,+ =v

(u,v) = dalsi
pismeno dle
previsu slov

pg(wgw},), gh(wpwy,)

z = previs
(pg(wgw;), gh(wpwy))
S Uz

I

(u,v) #NIL &
(u,v) # (c.€) &
2& S & ano

/ /
WowW, DA WpWY,

return (wy, wy), z

Obrazek 6.1: Funkce PRIDAVEJ
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TESTBLOKU—
(wg7 Wh, T, Y, Oé)

|

ne KANDIDAT=
Wi

druhy blok?

bloky revers.
instance?

naslednici

RESENI

ne ano L
REDUKCE kratka reseni? feSeni, nebo NIL

Obrézek 6.2: Blokové schema pribéhu algoritmu pro neperiodickou instanci
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I, wy,wp, n, max

PRIDAVEJ(w,, wy,)

|

pridej pismeno k
min(wy, wy) podle
druhého z nich

z = NIL
return
Wyt = w’g,
wpt+ = wy, z # Nil, z # ¢(g,h)
= C(ga h)
NEKONECNE
ne
Wy = Wh
ano
return
n+ =1
ano
return
ne
V
wy+ = a,
W+ = a
wg+ = b,
wp+ = b

Obrazek 6.3: Funkce KANDIDAT
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I = ((p1,p2),9,h,(s1,2)), h je periodické

plg(wg)zg <

b2Up
ne ano
Prodluz w
vt = u L9
dle previsu
nelze lze

VyzkousSej fesSeni
pridavanim

plg(wg> >p2a

finalnich slov pah(wy) > py

k prefixiim w,

l

Nalezené reseni nebo NIL

plg(wg)zg <
D2Up,

Vp+ = U

Prodluz w,
dle previsu

nelze

Obréazek 6.4: Reseni instance s pravé jednim periodickym homomorfismem
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Aplikace pro reSeni binarniho Postova korespondencniho problému

Zadani: ¥ GPCP

pl=
p2 =

g(a) = g(b) =

h(a) = h(b) =

spoti krok vysledky

Vysledky:

Obrazek 6.5: Vzhled levé ¢asti aplikace - zadavani dat a vypis postupnych vysled-
ku
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(1) “{q ‘eqeam)=u ‘(geq ‘eqel=E ‘( ‘)
JoTUpafseN

TIN 0o ‘Hsad

IVAIAN VY]

LSO wjray
oue '

ouw

"SIaADT .».&a: q

oue

Aynap

a0

anr

X——Z :A—.u: .H_HLwM.u..m

ome

(0fi‘x 4m fm)
=NMOTALSHAT,

AMD1aomag
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DDTIOH

one

AONMNATY

v 2

Obrazek 6.6: Vzhled pravé ¢asti aplikace - krokovani algortimu, vypis posloupnosti

nésledniki
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