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Uvod

Maximalné symetrické prostorocasy zaujimaji vysadni postaveni nejen v ramci
obecné teorie relativity predevsim diky koncepcni jednoduchosti, kterou tyto pros-
torocasy oplyvaji. Nachazeji uplatnéni v dnes velice popularnim proudu teoreti-
ckého vyzkumu, tzv. AdS/CFEFT korespondenci, popsané v ¢lanku Juana Malda-
ceny [13], kde se davaji do souvislosti konformni teorie pole na konformni hranici
asymptoticky anti-de Sitterova prostorocasu se supergravita¢ni teorii uvnitt to-
hoto prostorocasu. Zajem o tato feseni Einsteinovych rovnic se ovSsem zdaleka
nekoncentruje jen do jednoho smeéru fyzikalniho badani [2].

S trochou nadséazky lze fici, ze nezanedbatelna cast vyzkumu v teoretické
damentalnich interakcich, kterymi se tidi svét kolem n&s, neni formulovana v
jednotném matematickém jazyce. Na jedné strané, pomérné spolehlivé vymezené
malymi méritky, se uplatnuji nederministické zakony kvantového popisu reality.
Kulminaci tohoto sméru je standardni model ¢astic, ktery popisuje tii ze ¢tyt
znamych interakci pomoci apardtu perturbativni (poruchové) kvantové teorie
pole. Tento pristup je v ramci svych mezi aplikovatelnosti velmi tspésny. Na
strané druhé, vymezené velkymi vzdalenostmi a energiemi, se uplatnuje obecnd
teorie relativity jako konzistentni teorie gravitac¢ni interakce. Na rozdil od svych
kvantovych protéjsku se jedna o teorii klasickou ve smyslu, ze neuvazuje popis
v ramci vinovych funkei a Hilbertovych prostoru a jedna se o teorii determin-
istickou (prestoze tento pojem mé své meze, dané systémy s vyvojem danym
sice deterministickymi rovnicemi, ale vzhledem k velké zavislosti na pocatecnich
podminkdch na vétsich ¢asovych skéldch nepredpovéditelnym). Teorie je vyjadie-
na pomoci deterministickych evolu¢nich rovnic pro méritelné entity a samotny
proces méreni nema na tento vyvoj zadny vliv.

Konsenzualné prijatym fesenim tohoto rozporu v predpokladech a vychodis-
cich obou sméru uvazovani je, ze obecna relativita je pouze klasické priblizeni k
fundamentalni kvantové teorii této interakce. Tremi hlavnimi oblastmi, kde by
se plna kvantova teorie méla uplatnovat a kde tedy oba dosavadni sméry popisu
selhavaji, jsou fyzika vysokych energii, rany vesmir a konecna stadia c¢ernych
dér. Prozatim, vzhledem k technickym moznostem zadné kvantové gravitacéni
efekty pfimo naméfeny nebyly, prestoze se objevuji nazory, ze i za soucasnych
podminek to je mozné [1]. Historicky se tak teoreticka fyzika nachdzi v neprilis
sobé znamé situaci, kdy teoreticky vyvoj nemuze byt veden empirickymi daty,
nebo nemuze jimi byt alespon v principu v popperovském smyslu vyvracen.
Stoji za pfipomenuti, ze takova situace je v historii fyziky vskutku ojedinéla.
Newtonovy zakony byly podepieny kazdodenni zkusenosti, stejné tak jako exper-
imenty mnoha Newtonovych pfedchudcu. Stejné tak Maxwellovy rovnice, které
poskytly sjednoceni elektrickych a magnetickych jevi byly zalozeny na experi-
mentech Faradaye a Ampéra z pocatku devatenactého stoleti. Einsteinova speci-
alni teorie relativity se opirala o zjisténi Michelsona a Morleyho, Ze svétlo se §iti ve
vSech vztaznych soustavach stejnou rychlosti a hlavné na nesouladu Maxwellovych
rovnic a Galileovy transformace. Konecné, vyvoj a formulace experimentdlné
velmi tuspésného standardniho modelu byla vedena bohatym zazemim experi-



mentédlnich dat z urychlovacit CERN a Fermilab. Soucasné situace tedy nevy-
hnutelné vede k spoléhani se na spekulaci a instinktivnich tuseni o tom, jak by
tomu mélo byt ve skutecnosti. Zde prave lezi hlavni vyznam zjednodusenych mod-
elu, jako je napt. gravitace ve 2+1 dimenzich, které jsou jedno z méla voditek
pro intuici a kvalifikované odhady, stejné tak jako htisté pro prozkoumavani kon-
cepcnich otdzek novych teoretickych celku [3] [5].

Tato prace je organizovana nasledujicim zpusobem: v prvni kapitole jsou
struénym zpusobem zopakovany a podany zakladni poznatky, které budou potieba
v dalsich kapitolach. V prvni ¢asti kapitoly jsou tak zrekapitulovany poznatky o
obecné teorii relativity v 241 dimenzich a jeji odlisnosti od gravitace v 341 di-
menzich. Déle je vénovana pozornost anti-de Sitterovu prostorocasu na trovni
zakladnich, predevsim geometrickych a kauzalnich vlastnosti. Nejsou uvazovany
symetrie a vyjadieni metrického tenzoru v ruznych souradnych systémech, témto
otazkam je vyhrazena druha kapitola. V dalsi ¢asti kapitoly jsou zopakovany
nékteré poznatky o singularitdch a ¢ernych dirach. Ani v jednom z téchto témat
neni a ani nemuze byt kladen duraz na tplnost vykladu, protoze zcela rigorézni
pristup by si vyzadal mnohonasobné vice mista a Sel by za ramec toho, co je
nezbytné nutné z hlediska dalsich kapitol.

V druhé kapitole je podan vyklad symetrii anti-de Sitterova prostorocasu ve
241 a 141 dimenzich a témto symetriim pfizpusobenych souradnic. Treti kapi-
tola se zabyva strukturou Lieovy algebry Killingovych vektoru AdS prostorocasu,
jsou zde odvozeny strukturni konstanty pro piipad 2+ 1- i 1 4 1-dimenzionalniho
anti-de Sitterova prostorocasu. Ctvrtd kapitola se zabyvé prostory vzniklymi
identifikaci podél jednotlivych symetrii. V kapitola paté je ukazana vzajemna
korespondence faktorprostori AdS prostorocasu a sféricky symetrickych feseni
Einsteinovych rovnic se zapornou kosmologickou konstantou u nichz je znama
fyzikalni interpretace. Sesta kapitola je vénuje limitnimu piechodu kénické sin-
gularity v extrémni ¢ernou diru.



1. Zakladni poznatky

Zéakladnim cilem této kapitoly je vytyceni fyzikalnich pojmu, které budou v
dalsich kapitolach pouzivany. V prvni ¢asti jsou tak shrnuty zakladni poznatky
o obecné relativité ve 2+1 dimenzich, stejné tak jako zakladni poznatky o anti-
de Sitterové prostorocasu jako jejich maximélné symetrickém feseni. Druha ¢ast
této kapitoly se definuje a vyjasnuje pojem singularity, tak, jak je s nim mozné se
setkat pri studiu partikularnich feseni Einsteinovych rovnic. Tretim pojmem, pro
néjz je vyhrazena zaverecna cast této kapitoly je ¢ernd dira. Z hlediska této prace
plyne jeho dulezitost z klasifikace faktorprostoru anti-de Sitterova prostorocasu
vzhledem k akci jednotlivych grup izometrii.

1.1 Obecna relativita v 2+1 dimenzich

Mezi jednu ze zakladnich vlastnosti oblasti reality, jejiz popis si klademe za
ukol pti diskuzi kvalitativnich a kvantitativnich aspektu struktury prostoru, jenz
nas obklopuje je konstantnost siteni svétla ve vSech inercialnich soustavach. Jiz
to samo o sobé vylucuje platnost klasickych pred-einsteinovskych predstav o us-
poradani prostoru a c¢asu jako soucast fundamentalniho popisu reality. Jsme tak
vedeni pfimym empirickym vhledem k principu lorenzovské kovariance fyzikalnich
zakont, tedy principu, ktery je matematicky vyjadren invarianci fyzikalnich za-
konu vici boostovym transformacim soutradnicové soustavy. Ke stejnému zavéru
dojdeme, uvédomime-li si charakter tranformaci, pti nichz nemeéni svij tvar Max-
wellovy rovnice. Teorii, kterda dava vyse uvedené vhledy do jednoho koherentniho
celku je Einsteinova specidlni teorie relativity. Ukazuje se [8, [10], Ze rozsitenim
tiidy transformaci, vuci nimz maji byt vysledky fyzikalnich experimetu invari-
antni, lze ziskat teorii gravitace: obecnou teorii relativity. Ta je dana akci ve
tvaru

1
= dNe/=g(R — 2A) + Ihmota- 1.1
56 [ VIR =20) + T (11)
Polni rovnice maji v tomto piipadé tvar
1
R, — §gWR + Agp = 87GT,,, (1.2)

kde pripomenme, Ze g,, je metricky tenzor, R, je Ricciho tenzor, kontrakce
Riemannova tenzoru v prvnim a tretim indexu R, = R, R je skalarn{ krivost
R = R%,, A je kosmologicka konstanta, G je gravitacni konstanta a 7T}, je tenzor

energie a hybnosti, pro néjz zakon lokalniho zachovani energie a hybnosti pozaduje

T, = 0. (1.3)

Hlavnim rozdilem, ktera odlisuje ¢tyi- a trojdimenzionalni obecnou relativitu je
fakt, ze ve trech dimenzich Riemannuv tenzor ktivosti 1ze vyjadrit pomoci Ricciho
tenzoru:

1
R;u/ap = gupRVU + gl/URup - gl/pR;,LO' - g,uURup - §(g,upgl/a - g,uagup)R~ (14)
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steinovych rovnic s nulovou kosmologickou konstantou A je nutné ploché a kazdé
reSeni s nenulovou konstantou méa konstantni kiivost. Fyzikalné tedy gravitace v
2+1 dimenzich neméa zadné lokalni stupné volnosti, o ¢emz se muzeme presvedcit
i nasledujici ivahou. Fézovy prostor obecné relativity je dan N(N — 1)/2 pros-
torovymi slozkami metrického tenzoru a jejich N(N —1)/2 ¢asovymi derivacemi.
Mezi Einsteinovymi rovnicemi je v8ak N vazeb na pocdtecni podminky (podobné
jako je tomu u Maxwellovych rovnic) a dalsich N proménnych lze eliminovat
vhodnou soufadnicovou transformaci. Celkové tedy zbyva N(N —1)/2+ N(N —
1)/2—2N = N(N —3) kanonickych proménnych, tj. Y&=2 Jokalnich stupii vol-
nosti. To pro piipad N = 3 dava pozadovany vysledek: absenci jakychkoli stupnu
volnosti. Pfipomenme pro tuplnost, ze pro N = 4 odpovidaji stupné volnosti
dvéma moznostem polarizace gravitacni viny. S absenci lokalnich stupnu volnosti
souvisi ponékud nezvykld newtonovska limita — c¢éstice v 2 + 1 dimenzionalnim
prostorocasu neciti viitbec newtonovskou silu. Pro detailni diskuzi a odvozeni viz
[4].

1.2 Anti-de Sittertv prostorocas

Obratme nyni pozornost na feSeni rovnic (1.2), kterd se vyznacuji maximdlni
mirou symetrie. Tyto prostorocasy jsou lokdlné charakterizovany podminkou

1
R;wap = ER (g,uagup - gupgmf) . (1'5>

Tato Teseni odpovidaji po fadé zaporné, nulové a kladné kosmologické konstanté
A a nazyvaji se po radé anti-de Sitteruv, Minkowského a de Sitteruv prostorocas.
Kontrakei rovnic (1.2) a polozenim T}, = 0 lze snadno nahlédnout, ze pro tato
feseni plati ve tfech, resp. ve ¢tyfech dimenzich

R=6A, R=4A, (1.6)

tedy skalarni ktivost je pfimo imérna kosmologické konstanté A a je v celém pros-
torocase konstantni. Pro podrobnou diskuzi téchto feseni viz [6]. Zde se omezime

na anti-de Sitteruv prostorocas odpovidajici piipadu A < 0. Standardnim
zpusobem, jak reprezentovat N-dimenzionalni AdS prostorocas je pomoci vnotreni
do N + 1-dimenzionédlniho plochého prostoru se signaturou (—, —, +,...). V ¢tyi-

dimenziondlnim ptipadé konkrétné je anti-de Sitteruv prostorocas déan plochou

—w -2yt =1 (1.7)

v pétidimenziondlnim plochém prostoru R® s metrikou

ds* = —du® — dv® + do* + dy* + d2°. (1.8)

Obecné plati, ze takto definovany anti-de Sitteruv prostor bude mit topologii
St x RN~! a bude obsahovat uzaviené casupodobné kiivky. Této nepiijemnosti
se zbavime, budeme-li uvazovat univerzalni nakryti anti-de Sitterova prostoru
(“rozmotani casové soufadnice”), které ma topologii R%. Je proto obvyklé ve
vyse uvedené konstrukei minit pojmem AdS préavé toto univerzalni nakryti.
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Obrazek 1.1: Konformni diagram anti-de Sitterova prostoro¢asu. Vertikélni smér odpovida
¢asu, horizontélné je vynésen prostor. Vnitiek vnéjsiho valce odpovidé celému Einsteinovu pros-
torocasu o topologii R x S2, kruh n = konst. odpovid4 sféfe S3, s jednim prostorovym smérem
nezobrazovanym. Okraj kruhu reprezentuje jeden bod — pdl antipodélni k p6lu uprostied kruhu.
Oblast x < 7 je konformné zobrazeny AdS prostorocas, plast vnitiniho vélce x = 5 odpovida
jeho konformnimu nekonec¢nu. Prevzato z [6].

Uzitecnym néastrojem ke zkoumani globédlnich kauzélnich vlastnosti feseni Ein-
steinovych rovnic jsou tzv. konformni transformace. O dvou metrikach g; a go
rekneme, ze jsou konformné ekvivalentni, pokud lze psat

g1 = Qg (1.9)

kde 92 je tzv. konformni faktor. Pfechod od jedné strany rovnosti ke druhé
se tedy nazyva konformni transformaci. Jeji zakladni vlastnosti motivujici jeji
pouziti je, ze zachovava kauzalni strukturu prostorocasu, tedy je-li ¢tytvektor v®
casupodobny, prostorupodobny nebo svételny v jedné metrice, ma stejny charak-
ter v konformné ekvivaletni metrice.

V piipadé anti-de Sitterova prostorocasu lze vhodnou zaménou souradic na-
hlédnout (viz piisti kapitola), ze cely AdS prostorocas je konformné svézan s
polovinou Einsteinova statického vesmiru, daného metrikou

gein = —dn? + dx* +sin® x (d6’2 + sin® Hdng) , (1.10)

v tom smyslu, ze konformni transformace AdS je izomorfni s oblasti danou (1.10)

pouze pro radidlni soutadnici y < Z. Metricky tenzor anti-de Sitterova pros-

5
torocasu ma pak tvar

1
gaas = —5— (—dn? + dx* 4 sin® x (d6? + sin® 6d¢?)) . (1.11)
cos? x

Grafickou reprezentaci vzajemného vztahu obou prostorocasu je konformni
diagram (viz obr. 1.1).

Dulezitym faktem, ktery je z tohoto diagramu patrny a souvisi i se zajimavosti
AdS v aplikacich, je ¢asupodobny charakter konformniho nekoneéna AdS, na



rozdil od ptipadu Minkowského a de Sitterova prostorocasu, v nichz ma konformni
nekonecno svételny, resp. prostorupodobny charakter. To mimo jiné s sebou nese
dusledek, ze anti de-Sittertuv prostorocas neni globalné hyperbolicky, tj. neexistuje
v ném Cauchyho plocha, na které by znalost rozmisténi hmoty umoznila uréit jeji
cely dalsi vyvoj. K dobte definované Cauchyho tloze je tieba specifikovat také
data na konformnim nekonecnu (v obrézku 1.1 plocha vymezend x = 7).

Prostory vzniklé identifikovanim bodu anti-de Sitterova prostoru podél ruz-
nych symetrii, ponékud vzneseji Teceno faktorprostory AdS prostoru vuci ak-
ci diskrétni grupy symetrii, si vzdy lokalné zachovéavaji vlastnosti puvodniho
prostorocasu. V ¢em se od puvodniho prostorocasu lisi jsou globalni topologické
a kauzalni vlastnosti. Jednou moznosti, kterda muze oba typy vlastnosti zmeénit je,
ze v néjakém bodé nového prostoru vznikne prostorocasova singularita. V praxi
se s takovym piipadem setkame casto, zakladni poznatky o singularitach jsou
proto uvedeny v nasledujicim odstavci.

1.3 Prostorocasové singularity

Intuitivni chédpani pojmu singularita, jak se s nim setkdavame napi. v elektro-
magnetismu, spoc¢iva v divergenci jisté veliciny v jistém pevné daném misté
prostoru. Toto vymezeni ovSem, jak se ukazuje, se neni pienositelné do ramce
obecné teorie relativity. Duvodem tohoto faktu je to, ze v jinych fyzikalnich
teoriich se problém redukuje na sadu rovnic, jejimz feSenim je, alespon v idedlnim
pripadé, funkcionalni, nebo distribuéni rozmisténi jisté intenzivni veli¢iny v pros-
toru a casu a singularita odpovidd ptripadu, ze tato veli¢cina v jistém misté roste
nade vSechny meze. V obecné teorii relativity je ovSem onou hledanou veli¢inou
samotna struktura prostorocasu — metricky tenzor — a vyse uvedena speci-
fikace je tedy problematickd. ReSenfm tohoto problému je ponékud protiintu-
itivni definice: fekneme, ze prostorocas M je singularni, pokud obsahuje geode-
tiky, které se nedaji prodlouzit podél svého afinniho parametru a zaroven M
nelze trivialné zuplnit. Pozadavek na afinni parametr je v této definici podstatny,
pokud bychom jej uvolnili, mohlo by se stat, ze by se jeho béh v urcitém misté
“nekonecné zahustoval” i bez piftomnosti singularity. Druhy pozadavek, aby pros-
torocas nesel trivialné zuplnit, se stara o ptipad, ze by neprodlouzitelnost geode-
tiky vznikla napt. v dusledku vyjmuti bodu z jinak regularniho prostorocasu. V
obou pripadech nechceme, aby se jednalo o singularitu.

V zavislosti na chovani kiivosti podél nekompletni geodetiky rozlisSujeme sin-
gularity charakterizované skalarnimi invarianty kiivosti (scalar curvature invari-
ants singularity) — v tomto pripadé diverguje podél geodetiky néjaky skalar vyt-
voreny z Riemannova tenzoru a jeho kovariantnich derivaci — a singularity charak-
terizované divergenci slozky Riemannova tenzoru v paralelné prendSené tetradé
(paralelly propagated curvature singularity). Pokud nenastéva ani jedna z téchto
moznosti, hovoii se o nekiivostni (napft. kénické) singularité (non-curvature sin-
gularity). Tento posledni typ singularity je mozné vytvorit vhodnou identifikaci v
prislusném casoprostoru, elementarnim nazornym piikladem je list papiru s vyj-
mutym polarnim thlem a prislusnym ztotoznénim, davajicim kuzelovou plochu
se singularitou ve vrcholu.

Vzhledem k slozitosti Einsteinovych rovnic neni piilis prekvapivé, ze obecna
relativita nebyla dlouho schopna néco podstatného k fyzice singularit ici. Situace
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se zmeénila s pracemi Hawkinga a Penrose, a zavedenim globélnich geometrickych
metod analyzy feseni (blize viz [§]). Jednim z velkych tspéchu tohoto piistupu
jsou i takzvané teorémy o singularitach. Jejich systematicky vyklad vyzaduje
dosti pokroéily technicky aparét a tak nenf na tomto zminén. Ctendf jej nalezne
napf. v [16]. Pro ndznak jejich elegance a hloubky jen zminime, ze jednim z jejich
dusledku je dukaz existence velkého tfesku za podminek, které se zdaji byt v
nasem vesmiru splnény.

1.4 Cerné diry

Cern4 dira jako objekt je jednim z tstfednich oblasti z&jmu obecné teorie relativ-
ity. Intuitivné jsme vedeni k tomu, aby pojem cerné diry odpovidal takové oblasti
prostorocasu, “ze které se nedd uniknout”. Naivnim pokusem o formalizaci této
predstavy je tvrzeni, ze ¢erna dira je takova takovda oblast prostorocasu A, ze
pro vSechna p € A je J¥(p) C A, kde J*(p) znac¢i kauzalni budoucnost bodu
p (mnozina vsech udélosti, které mohou byt s bodem p spojeny ¢asupodobnou,
nebo svételnou do budoucnosti orientovanou kfivkou). Takto formulovany pokus o
definici ovsem narazi na problémy: samotna kauzalni budoucnost jakékoli mnoziny
v prostorocasu by byla k nerozeznani od ¢erné diry. Resenim je lehks zména ve
formulaci: prostorocas bude obsahovat ¢ernou diru, pokud v ném existuje oblast,
ze které se nedd uniknout do budouciho svételného nekoneéna (pro asymptoticky
ploché prostorocasy), nebo do budouciho nekone¢na (pro neploché prostorocasy,
v nichz budouci nekonecno je mozné definovat). Samotna cernd dira je pak defi-
novana jako doplnék kauzalni minulosti budouciho svételného nekoneéna

B=M-—J (5%, (1.12)

hranice této mnoziny

H=0J (") (1.13)

se nazyva horizont udalosti. H tedy oddéluje vnitiek cerné diry od pozorovatelu
vné, ktefi mohou uniknout do nekonecéna a co se déje za horizontem udalosti
nevidi. Patologicky ptipad, kdy ¢ernodérova singularita neni zakryta horizontem
udélosti se v literatufe oznacuje terminem nahd singularita (naked singularity).
Vyusténim a formalizaci prirozeného pozadavku na to, aby takova varianta v
nasem vesmiru nenastavala, tedy aby kolaps hvézdy vzdy vyustil v ¢ernodérovou
singularitu neviditelnou zvenéi je princip kosmické cenzury.

Cerné diry v nasem vesmiru vznikaji kolapsem velmi slozitych objekti. Je
proto prekvapivé, ze zavéreénym stadiem takového kolapsu je objekt velmi sy-
metricky. Plati dokonce tvrzeni, ze kazda ¢erna dira vznikla v gravitacnim kolapsu
je charakterizovana pouze tfemi parametry: hmotnosti M, momentem hybnosti
J a elektrickym nabojem . To je obsahem tzv. No Hair teorému. Informace o
kolabujici hmoté se vyzaiuje do nekoneéna v podobé gravitacnich vin. Uvedme
jen na okraj a pro uplnost, ze ve ¢tyfech dimenzich jsou zakladni ¢ernodérova
reSeni, odpovidajici nulovosti, ¢i nenulovosti momentu hybnosti J a elektrického
néboje ) popsdna Schwarzschildovou (J = 0, @ = 0), Kerrovou (J # 0, @ = 0),
Reissner-Nordstromovou (J = 0, @ # 0) a Kerr-Newmannovou metrikou (J # 0,

Q #0).



Ukazuje se, ze 1ze formulovat tzv. zakony termodynamiky cernych dér. Stézej-
nim okamzikem v tomto ohledu byl Hawkinguv dukaz z roku 1972, Ze plocha
horizontu udalosti se nemuze zadnym fyzikalnim procesem zmensit, v analogii s
druhym zdkonem termodynamiky. Nema-li tedy celkova entropie systému, ktery
pada do ¢erné diry klesnout, je tieba prifadit entropii samotné c¢erné dite. To
provedl v Jacob Bekenstein jesté v témz roce a vysledek mé tvar

kA

== (1.14)
412

SBH

kde £ je Boltzmannova konstanta, A je obsah horizontu udalosti a [, je Planckova
délka. Pro podrobné odvozeni a diskuzi zdkonu viz [16].



2. Symetrie anti-de Sitterova
prostorocasu

V této kapitole je podan prehled symetrii anti-de Sitterova prostorocasu a s nimi
spjatych ptizpusobenych souradnic. Pojem symetrie je dobfe zndmy a intuitivné
snadno pochopitelny z klasické a kvantové fyziky i kazdodenni zkusenosti. Objekt,
nebo systém mé& symetrii, pokud se po provedeni ur¢ité operace (transformace)
nezmeéni. V kontextu obecné teorie relativity je onim objektem prostorocas, ope-
race ma podobu izometrie a to, ze se nezméni je obsazeno v zachovavéjici se
metrické strukture. Mnozina vSech symetrickych transformaci tvori grupu. Jed-
notlivé transformace je tak mozné mezi sebou skladat, existuje identicka transfor-
mace a ke kazdé transformaci existuje transformace inverzni. Nas bude zajimat
situace, kdy izometrii je nekoneéné mnoho. Grupa symetrii pak ma kromé své al-
gebraické struktury jesté strukturu hladké variety. Ukazuje se, ze v tomto pripadé
lze symetrie rozdélit na tfidy ekvivalence jednoparametrickych podgrup transfor-
maci, které jsou ve vzdajemné jednoznacné korespondenci se svymi generatory.

Podobna konstrukce je znama z linearni algebry, kde napi. kazdou ortogonalni
matici lze zapsat ve tvaru e??, kde A je horni trojihelnikovd matice a t je
parametr, pricemz mnozina vSech matic A je v jistém smyslu tec¢ny prostor k va-
rieté vSech ortogonalnich matic v jednotce. Tvrzeni z tohoto prikladu lze zobecnit
na vSechny Lieovy grupy a mnozina vSech infinitezimalnich transformaci v jed-
notce se nazyva Lieova algebra. Teorie Lieovych grup a algeber je Siroké odvétvi
matematiky a jakykoli pokus o jeji vyklad musi byt nutné nekompletni. Nastin
je uveden v kapitole 4, podrobny vyklad 1ze nalézt v knihach [10] a [7].

Spokojme se na tomto misté se strohym tvrzenim, ze prvkum Lieovy algebry
izometrif se v obecné teorii relativity rika Killingovy vektory. Vektor ¢ je Killinguv
vektor, pokud plati

055 gu,, = 0, (21)

coz je, diky vyjadieni Lieovy derivace pomoci metrické kovariantni derivace V

k !
LeT™ = €V, = D T G Ve + 3T e Vi
i=1 j=1
(2.2)
ekvivalentni podmince
Vugu + vu&u = 0. (23)

Rovnice (2.3) jde vyuzit pro diitkaz maximalntho po¢tu izometrii N-dimenzionalni
variety, ktery je w (podrobné viz [16]). Pro pfipad N = 2 a N = 3 tedy
maximalné symetrické prostorocasy maji 3, resp. 6 nezavislych izometrii.

V nasem piipadé nebude tieba primo ovérovat podminku (2.3). Vyuzijeme
faktu, ze je-li Killinguv vektor vyjadien v pfizpusobenych souradnicich, tedy

oM

= — (2.4)
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Lieova derivace metriky se redukuje na tvar

Eegu = T 25)
Nasi obecnou strategii tedy bude najit takové soutradnice, v nichz koeficienty
metrického tenzoru nebudou zaviset na nékteré ze souradnic a metrika tak bude
invariantni vuci difeomorfismum indukovanymi témito souradnicovymi vektory.
Zajimat nas budou symetrie dvou- a trojdimenzionalniho AdS prostorocasu.

2.1 Symetrie 2+1-dimenzionalniho AdS prosto-
rocasu

2.1.1 Symetrie spjaté se statickymi souradnicemi typu I

Jak bylo zminéno v prvni kapitole, cely anti de-Sitteruv prostorocas lze kon-
formné zobrazit na ¢ast Einsteinova statického vesmiru. Souradnice, které anti-de
Sitteruv prostorocas timto zpusobem zdédi se nazyvaji statické (nebo téz kosmo-
logické) soutadnice typu I. Vechny maji stejné orbity (integralni kiivky), pro
nase cely jsou nejvice uziteéné soutadnice ¢, 7 a . AdS prostorocas pokryvaji v
rozsahu ¢ € (—00,00), 7 € (0,2) a 6 € (—m, ) a metricky tenzor v nich nabyva
tvaru

2
(—dt* + di* + sin® 7d0?), (2.6)

JAdS = 5=
cos“Tr

kde [ je konstanta o rozméru délky, dand kosmologickou konstantou. Je zrejmé,
7e ani jeden z metrickych koeficientii ve (2.6) nezavisi na ¢ a na 6. Vektory a%
a % jsou tedy oba generatory izometrie. Orbitami (% jsou kfivky dané rovnici
7 = konst., § = konst., které maji v celém svém prubéhu ¢asupodobny charakter
(v obrazku 2.4 vertikalni piimky). Vektor % miii ”kolmo”na plochu § = konst a je
na celém AdS prostorocasu prostorupodobny. Jeho orbity jsou kruznice 77 = konst,
t = konst. Pov§imnéme si, Ze prostorova ¢dst metriky (2.6) mé bez konformnfho
faktoru tvar di? + sin®7d6?. To je stejny tvar, jako metrika povrchu dvoudi-
menzionalni sféry, kterd ma ve sférickych soufadnicich y, 6 tvar dy? + sin? yd6>.
Soufadnice 7 = x tedy méii tihel od severniho pdlu (doplnék zemépisné vysky),
kdezto souradnice # méff tihel podél kruznice 7 = konst. (zemépisna délka). Hod-
noté ¥ = 7 odpovida konformni nekonecno anti-de Sitterova vesmiru. Vzhledem k
rozsahu souradnic odpovida pokrytéa oblast jedné poloviné povrchu sféry. Tohoto
faktu lze elegantné vyuzit pti prechodu k axisymetrickym soutadnicim a poté k
statickym soutadnicim typu II, ktery je ucinén v nasledujici ¢asti.

2.1.2 Symetrie spjaté se statickymi souradnicemi typu 11

Zavedeni kosmologickych soutadnic typu II, R;;, T7;, © 11, 1ze rozlozit do dvou
krokt. V prvnim z nich soufadnice 7 a # nahrazujeme Y a 6 danymi implicitnimi
vztahy

sin 7 sin § = sin y sin 6, (2.7)
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cos 7 = sin y cos ), (2.8)
cos 7 cot ) = cos  cot 0, (2.9)
cos Y = —sin7 cos 6. (2.10)

Tyto rovnice lze geometricky interpretovat jako vztahy davajici do souvislosti dvé
sady sférickych soufadnic na povrchu koule, kde pocatek soufadnic y, 8 je viici
7, § otocen o 7. Bodu x = 0 tedy odpovida 7 = 7, § = 7. Metrika (2.6) v téchto
soufadnicich nabyva tvar

12 .
_(—dt* + dx* + sin® yd6?), (2.11)

JAdS = —5 = 5=
sin? y cos? 0

ktery nesvédcéi o zadném novém Killingové vektoru, provedeme tedy druhy krok
transformace v soufadnicich ¢ a y:

RU Sin)_(
—_— ==, 2.12
[ sint ( )
T 1 t —cosy
l 2 cost + cos Y

Spolu s preznacenim O;; =  tak ziskdvame sadu soufadnic Ty;, Ryr, ©;;. Jejich
vyjadieni v ramci kosmologickych souiadnic typu I ¢, 7 a 6 ziskdme dosazenim
vztahu (2.7)—(2.10) do transformaci (2.12) a (2.13):

sin7 cos @ + cost

2 og | -, (2.14)
l 2 sin7cosf — cost
Ryy _ \/1 — si‘an cos? 0’ (2.15)
l sint
tan ©;; = tanrsind, (2.16)

Tyto vztahy lze invertovat a vysledek se bude lisit v zavislosti na tom, je-li vyraz
v absolutm’ hodnoté V (2 14) kladny, nebo zaporny. To se da ekvivalentné vyjadrit

Jako L <1, nebo 2L > 1.V prvnim pfipadé maji inverzni vzorce tvar
. 1
sint = - : (2.17)
% Pﬁ—%,[ cosh? % — sinh? %
Rir
L cos O
CoS T = i | &l : (2.18)
\/ 1+ ( smh2
()
sin 6 = st 11 , (2.19)
\/sin2 O+ (% — 1) cosh® It
\Y% prlpade L > 1 inverzi vztahu (2.14)—(2.16) ziskavame
. 1
sint = (2.20)
%\/ cosh? TI L — Pﬁ—z sinh? T’ L

12



|@|cos@u

\/ 1+ cosh2 ’

sin Oy

\/sm O+ (1-— R “3) sinh? It

Dosazenim vztaht (2.14)—(2.22) a piislusnych diferencidlu do metriky (2.6) ziska-
vame pro tvar metriky v soutradnicich R;;, Ty, O tvar

COST = (2-21)

sinf = : (2.22)

2 R R

l2

Z rovnice (2.23) je okamzité ziejmé, ze vektor % generuje izometrii v trojdi-
menziondlnim AdS prostorocasu a konstrukce predeslych radku je tedy ospra-
vedlnéna. Podarilo se nam najit tfi Killingovy vektory: 8%, %, 3 . K nalezeni
kompletni mnoziny generdtoru izometrii 2+ 1-dimenzionalniho AdS prostorocasu
nyni uzijeme elegantm’ho triku: protoze vzorec (2.5) davé pro koeficienty metriky
(2.6) a r' =t a 2! = 6 nulu, je tato metrika invariantni viéi zdméné ty-
put - t+aaf — 6+ B. Jinym zpisobem feceni téhoz je, ze nechame-li
pusobit izometrii indukovanou vektorem %, resp. % na vektor % a v téchto
novych soufadnicich vyjddiime metriku (2.23), jeji tvar se nezméni. Aplikujeme
tedy transformace (2.16)—(2.19) na obé sady soufadnic s posunutym pocétkem
t, resp. 0 a ziskdme tak casové posunuté, resp. zrotované soutadnice R, TF,
OF, resp. RY, THE, ©F v nichz ma metrika stejnou strukturu jako v (2.23),
pouze s prislusnym pieznacenim. Protoze slozenim dvou symetrii je opét symetrie,
jsou tteti sadou soufadnic ¢asové posunuté zrotované souradnice RYE, THE ©Ff
(mizeme zaroveii posunout pocatek £, resp. 6 a struktura metriky (2.23) ztstane
stejnd). Volba «v a (8 je arbitrarni, u¢inime ji ale tak, aby jednotlivé izometrie byly
v jistém smyslu ortogonalni. Jak uvidime v dalsi kapitole, to bude platit prave
tehdy, kdyz Killingova metrika bude mit v bazi téchto vektoru diagonalizovany
tvar. Prozatim se tedy Spokojme s tvrzenim, které bude dokézémo 4 kapitole 3, Ze
to lze splnit napt. pro a = — =0,dédlea=0,=—-%aa=0=—I. Témto
tfem moznostem odpovidaji po fadé casové posunuté souradmce RE. Tﬁ, er,
uhlove otocene souradnice RY,, TR ©F a casové i tihlové posunuté souradnice
REE THE ©FE Vztahy mezi nimi a piivodnimi neposunutymi soutadnicemi typu

I ziskdme Substltu01 vztahu

~ ~ i ~ ~ T
tp=t——, 0 0—— 2.24
P 27 92 ( )
costp =sint, cosfp = sind, (2.25)
sinfg = —cost, sinflgp = —cosd (2.26)

do rovnic (2.14)-(2.16) a (2.17)-(2.22). Konkrétné tak pro ¢asové posunuté sourad-
nice RY,, T}, ©F, plati vztahy
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TH 1 sin 7 cos 6 + sint

I _ 2 a8 2.27
2 & sinr cosf — sint ( )
RZ:_\/l—sin2f00s207 (2.28)
[ cost
tan ©F, = tan7sin 6 (2.29)
a pro vztahy inverzni
cost = — , (2.30)
P
” \/W cosh? & “ — sinh? %
T cos O
COST = . , (2.31)
1 Bir ) inh? iz
+ ( ) sinh®
. @P
sin 6 = SmP : , (2.32)
\/sm oh + ( 1 — 1) cosh? L ”
pro (%’ﬁ <la
- 1
cost = — , (2.33)
R, o T 12 2 ThH
—*4/cosh” =1 — o7 sinh” —*
—+ cos OF
COST = : (2.34)
e CF e
in O
sinf = o , (2.35)
2
\/sm ol + ( > sinh? = ”

RE)? A s .
pro (l’—;) > 1. Pro zrotované souiadnice RY,, TH, O©F ziskdvdme ze vztahu

(2.24)~(2.26) a (2.14)—(2.22)

T _ 110 S'infs?n 0+ COS? | (2.36)
[ 2 sin7sin @ — cost
RE _ V1-— si.n2~f sin? (9’ (2.37)
l sint
tan ©OF = — tan 7 cos 6, (2.38)
Tnverznfmi vztahy k (2.36)—(2.38) jsou pro Y5 < 1
. 1

sint = , (2.39)

R R R

% \/ % cosh? % — sinh? %
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| cos ok
COST = , (2.40)

1+(1- R; )smh2 T

in OF
cosf) = — ket , (2.41)

: RR? TF
\/51112 ok + ( - — 1) cosh® —

(RFY)?

a pro —g— >1
- 1
sint = , (2.42)
R R
Rl \/cosh2 T ZRQ sinh? %
RE
—+ cos OF
COST = - : (2.43)
R R
\/ 1+ <Rl’2’ > cosh? %
. @R
cosf) = — o : (2.44)

2
\/sin2 or + <1 — ) sinh? ”

Koneéné pro zrotované casové posunuté souradnice RTE, THE, ©FPE uvizenim
obou rovnosti v (2.24)—(2.26) plati

THE 1 . s?nfs?ne + S%Illz | (2.45)
l 2 sin7sinf — sint
RFE _ V1-— sin2~fsin2 9, (2.46)
l cost
tan ©FF = —tan7 cosd (2.47)
a pro inverzni vztahy k (2.45)-(2.47)

. 1

cost = — , (2.48)
PR PR PR
R%\/R};Q cosh? TIT’ — sinh? T’T’
’TIR cos OFF
CoST = , (2.49)
RPR 2
1+ (1 — ~%f—)sinh ”

in ©Ff

cosf = — ket ; (2.50)
2
\/sm ort (R”R — 1) cosh? TITP’R
pro (R};# <la

- 1

cost = — , (2.51)

RTf 2 Tf/" 2T II
—= 4 [cosh” =L— — RPR2 sinh

Ir
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"TIR cos OFF
COST = : (2.52)

2
1+ (RIZP—’QR — 1) cosh? "
0 sin OFF (2.53)
cosf = — , .
2
\/ sin? OFF + (1 - —R%R > sinh? "
pro (RPR) < 1.

Podarllo se nam tedy nalézt maximalni mnozinu linearné nezavislych Killingo-

vych vektorﬁ pro trojdimenzionalni anti-de Sitteruv prostorocas ((«%a%aa%”’aTLP’
II
_ 0 _0

Eri aTPR 51, majiv obou oblastech,

kde se lisf inverzni vztahy (2.17)—(2.22) odlisny charakter, jak je patrné z obréazku

2
2.5. 'V oblasti % > 1 jsou orbity vektoru % prostorupodobné, reprezen-

). Integralni kiivky souradnicového vektoru

tuji tedy analogii prostorové translacni symetrie. V oblasti ]7—2’ < 1 jsou orbity
casupodobné a reprezentovand symetrie ma charakter ¢asového posunu. Kolem
bifurka¢niho bodu R;; = £I ma Killinguv vektor 57— aT strukturu analogickou boos-
tovému Killingou vektoru z Minkowského prostorocasu, tedy Killingova vektoru
generujictho zmény rychlosti inercidlni soustavy.

2.1.3 Poincarého symetrie

Maximalni mnozina linearné nezavislych Killingovych vektoru nalezenenych v
predchozim odstavci reprezentuje izometrie 2 + 1-dimenzionalniho AdS pros-
torocasu, které jsou na sobé nezavislé v tom smyslu, ze “malé” izometrie gen-
erované témito Killingovymi vektory nelze slozit z ostatnich. Ukazuje se ale,
ze tyto izometrie generované bazi v Lieové algebre Killingovych vektoru nejsou
jedinymi zajimavymi se kterymi se muzeme setkat. Stejné jako jsme pii hledani
maximalni linearné nezavislé mnoiiny Killingovych vektoru nechali zapusobit
izometrii indukovanou vektory 8% abychom ziskali nové linearné nezavislé

80’
Killingovy vektory m‘?P, 8:’(?R a GT?DE” nechame-li pusoblt izometrii indukovanou
% na vektor kosmologickych soufadnic typu I & vytvoiime novy Killinguv

vektor. V pripadé zrotovanych a ¢asové posunutych souradnic jsme museli volit
specialni hodnoty At a A#, aby vysledné vektory byly ortogondlni v Lieové
algebte, to zde nebude platit pro libovolnou hodnotu posunu ATj;, prestoze
vhodnou zdménou (napi. za vektor 5) lze docilit, aby i mnozina obsahujici
takovy typ vektoru byla linearné nezav1sla Pro ATH rostouci nade vSechny

meze pusobeni izometrie indukované 8TP generuje po vhodném preskélovani

tzv. Poincarého souradnice ¢, Z, T reprezentujici “poincaréovské” symetrie AdS.
Zameénou Ty; — Trr+ ATy, kde ATy — oo do vzoreu (2.17)—(2.22), prevedenim
do soutadnic ¢, 7, # a preskdlovanim pro né ziskdvame vyjadieni

_ [sint
fo__omt (2.54)
cost — sin7 cos
] .
7= ekl (2.55)

nd . ~ )
cost — sin7 cos
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. l~sinfsi£10 . (2.56)
cost — sin 7 cos 6

Inverznimi vztahy k (2.54)—(2.56) jsou

. 20t
tant = Tt (2.57)
tan7sinf = ﬁ, (2.58)

z
P+t?—1z 41%7?

tan? 7 = (F+ 41225 )+ 4 : (2.59)

2lx
fanf = ——— (2.60)

P2+t -2 — 22
7 téchto vzorct je ziejmé, uvazime-li, jakych hodnot nabyvaji ¢, 7 a 6, ze soufadnice
t a T probihaji interval (—oo, o), kdezdo souradnice Z € (0, 00) . Dosazenim difer-
encialu (2.54)—(2.56) se lze snadno presveédcit, ze metricky tenzor (2.6) prejde na

l2
gads = 5(—%2 + dz* + dz?) (2.61)

Nachazime téz nové Killingovy vektory a% a %, generujici izometrie anti-de Siter-
rova prostorocasu. Jak uvidime ve tteti kapitole, oba tyto vektory jsou linearni
kombinaci vektoru béze v Lieové algebre. Plochy konstantniho ¢, Z a T jsou vy-
neseny na obrazcich 2.1, 2.2 a 2.3.

Z rovnice (2.61) je patrné, ze metrika bez konformniho faktoru odpovidé poloviné
trojdimenzionalnitho Minkowského prostorocasu. To je v souladu s obrazkem 3.1,
kdy plochy konstantniho ¢ pro hodnoty ¢ — 400 ziskdvaji charakter budouciho,
resp. minulého svételného nekonecna.

2.2 Symetrie 1+1-dimenzionalniho AdS prosto-
rocasu

Jak lze ocekavat, symetrie 1 + 1-dimenzionalniho anti-de Sitterova prostorocasu

budou piimocaie odvoditelné ze symetrii 2 + 1-dimenzionalniho ptipadu. Staci se

totiz omezit na rovinu § = 0, 7, pficemz polorovinu # = 7 budeme parametrizovat

pomoci 7 € (=%,0). Z celkové mnoziny Sesti linedrné nezavislych Kllhngovych
o 8 _d 0

vektoru trOJdlmen210nalnlhO anti-de Sitterova prostorocasu 5z, 55, o1 oI 6TIRI’

% zahrnuji tii thlové soutadnice 6, kterou pro sestup do dvojdimenzionélniho
AdS prostorocasu pokladame rovnou konstanté. Lze tedy ocekavat, ze zbyvajici
vektory %, 8%311, B%IPI tvori maximalni mnozinu nezavislych generatoru izometrie.
Presvédéme se z rovnice (2.6), ze je tomu skuteéné tak. Polozime-li df = 0,
prechazi na tvar

2

: f(—de + di?), (2.62)

gAds =

odkud je patrné, ze vektor 2 > skutecné zustava generdtorem izometrie. Céry kon-

ot
stantniho ¢ a 7 jsou vykresleny na obrizku 2.4.
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Obrazek 2.1: Plocha konstantniho ¢ — plast védlce odpovidd konformnimu
nekone¢nu anti-de Sitterova prostorocasu, plocha ¢t = konst. je parametrizovdna
soutadnici radidlniho typu z, které na obrazku odpovidaji sousttedné uzaviené
krivky a soutadnici thlového typu Z, znazornénou svazkem polopiimek.
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Obrazek 2.2: Plocha konstantntho z — plasf vdlce odpovidd konformnimu
nekonecnu anti-de Sitterova prostorocasu, plocha z = konst. je parametrizovana
casovou soufadnici ¢, které na obrdzku odpovidaji neuzaviené kiivky probihajici
cely obvod plochy z = konst. a soutadnici uhlového typu Z, znédzornénou
uzavirajicimi se krivkami.
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Obrazek 2.3: Plochy konstantntho Z — pldst valce odpovidd konformnimu
nekonecnu anti-de Sitterova prostorocasu, plocha T = konst. je parametrizovana
casovou soufadnici ¢, které na obrazku odpovidaji protinajici se polopiimky a
soufadnici ihlového typu z, znazornénou vertikalnimi k¥ivkami, vykresleny jsou
dvé plochy z = +konst.
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Obrazek 2.4: Orbity vektoru kosmologickych souradnic typu I - prvni graf zachy-

cuje orbity vektoru a%, dané rovnici 7 = konst., druhy graf orbity vektoru %,
dané rovnici ¢ = konst., t¥eti oboje orbity zarovéii, souradnicové osy znazornuji
hodnoty obou soufadnic v rozsahu t € (—m,7),7 € (=5, 5)
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Dosazeni # = 0 do vztahu mezi statickymi soutadnicemi typu I a II ve troj-
dimenziondlnim AdS prostorocase (2.14)—(2.16) redukuje tyto rovnice ve dvou
dimenzich na

Ly _ 1y |Srtcost), (2.63)
[ 2 sin7” — cost
n .
o 22 (2.64)
) sint

pricemz inverzni vztahy k (2.63)—(2.64) jsou ddny analogicky dosazenim ©;; = 0
do (2.17)-(2.22):

. 1
sint = . : (2.65)
% Pf—%[ cosh? % — sinh? %
ki
COST = \/ —, (2.66)
1+ ( i) sinh® HL
pro ]7—21 <la
. 1
sint = (2.67)
le L \/ cosh? h — RZ—Q smh2
II
L
cosT = ) (2.68)

\/ 1+ cosh2

pro =4t R L > 1. Cary konstantniho T7; a Rj; jsou znazornény na obrazku 2.5.
Metrlcky tenzor (2.23) prechazi na

2 Rir\ oo L
gads = R_2 -1~ l_2 dTII + —R%IdRH , (269)
11

odkud je opét ziejmé, ze vektor aT je i v 1 4+ 1-dimenziondlnim AdS pros-
torocase generdtorem izometrie. Ponévadz metrika (2.62) je invariantni vuci po-
sunu t — t 4 «, zustava v platnosti argument o invarianci metriky vuci izomor-

fismum indukovanym c¢asové posunutému vektoru B?P a tedy i tento vektor

je Killingovym vektorem 1 4 1-dimenzionalniho anti- de Sitterova prostorocasu.
Potvrdil se tak intuitivni pfedpoklad z pocatku podkapitoly. Uplnd mnozina gen-
9 0
erdtoru izometrie je tak 2. o o1y @ orF
Pro Poincarého souradnice implikuje sestup o dimenzi nize dosazenim 6 = 0
do (2.54)—(2.56) vztahy

_ [sint
cost —sinr
I -
P T (2.71)

nd . ~
cost —sinr

k nimz jsou inverzni

22



Obrazek 2.5: Orbity vektortu kosmologickych soutadnic typu II - prvni graf zachy-

cuje orbity vektoru 8%”, dané rovnici Ry; = konst., druhy graf orbity vektoru
%H, dané rovnici Tj; = konst., tfeti oboje orbity zarovén, soutadnicové osy
odpovidaji kosmologickym soutadnicim typu I
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Obrézek 2.6: Orbity vektort Poincarého soufadnic ¢ — prvni graf zachycuje or-
bity vektoru a% dané rovnici z = konst., druhy graf orbity vektoru % danymi
rovnici £ = konst., tfeti oboje orbity zaroveén, souradnicové osy odpovidaji kosmo-

logickym soutradnicim typu I

. 2t
tant = m, (272)
l2 E2 _32)\2
tan2 T = % (273)

Orbity vektoru a% a % jsou vyneseny na obrazku 2.6.
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3. Struktura Lieovy algebry
Killingovych vektoru AdS

Cilem této kapitoly je odvodit strukturni konstanty Lieovy algeber Killingovych
vektoru nalezenych v predeslé kapitole a prozkoumat souvislosti binarni operace
skladani v Lieové grupé a Lieovy zavorky v Lieové algebie.

Strukturni konstanty Lieovy algebry v sobé nesou strukturu symetrii daného
prostorocasu. Jsou dany vztahem definitoricky vztahem

[§as 6] = apes (3.1)

kde indexy a,b, ¢ ¢isluji bazi Killingovych vektoru v Lieové algebie a zaroven
pouzivame redlné konvence, prevladajici v matematickych textech (lze se setkat i
s definici (3.1) s imagindrni jednotkou na pravé strané). Hranaté zdavorky na levé
strané rovnice (3.1) ozna¢uji Lieovu zévorku vektorovych poli &, a &,.Tato operace
je bilinedrni, antisymetrickd a vyhovuje Jacobiho identité, spliiuje tedy vSechny
pozavky kladené na “algebraickou” Lieovu zavorku: na mnoziné Killingovych vek-
toru tak generuje strukturu Lieovy algebry. Pro Lieovu zavorku plati vztah

(X, Y] = FIX Y]+ X[f]Y, (3.2)

ktery spolu s faktem, ze Lieovy zavorky soutadnicovych poli jsou nulové, dava
dostatecny aparat pro vypocty v dalsi ¢asti této kapitoly. Na veliciny c,,“ na pravé
strané (3.1) Ize nahlizet jako na slozky tenzoru treti fadu nad Lieovou algebrou.
Ukazuje se ovSem, Ze z nich lze sestorojit i jednodussi objekty. Nejvyznaméjsim
prikladem takového objektu je tzv. Killingova forma

Kug = %camncbnm, (3.3)
kterd je symetricka (patrné z definice) a bilinedarni (plyne z linearity c,,°). Jeji
vyznam tkvi v tom, Ze na ni lze nahlizet jako na metricky tenzor v Lieové algebfe.
Jak se ukéze, tyto metrické tenzory v pripadé, ze budeme uvazovat Killingovy
vektory AdS prostorocasu, budou mit zajimavé signatury, coz bude mit netrivialni
dusledky pro geometrickou interpretaci skladani izometrii.

3.1 2+41-dimenzionalni AdS prostorocas

Postupujme analogicky jako v predeslé kapitole, tedy spoctéme nejprve obecnéjsi
2+ 1-dimenzionalni ptipad a poté ovéime, ze takto ziskané vysledky se prenéaseji i
do dvojdimenzionalni verze. Plan vypoctu je takovy, ze nejprve vSechny Killingovy
vektory vyjadiime v jedné sadé souradnic, k ¢emuz uzijeme vzorce

0 oy’ 0

ox? ; Oxt Oy’ (34)

pak pomoci vzorce (3.2) spoc¢teme koeficienty ¢, a z nich odvodime podle (3.3)
K.
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V piipadé 2+1-dimenzionalniho AdS mame Sest nezavislych generatoru izome-
.9 9 0 b Fi) bi) . . ‘ . < . s
trie: 5, 55, 31,7 91T BTE aTIPIR.Vohme jako zakladni soutadnice typu I ¢, 7, 6.
Prvni a druhy vektor v nich maji trivialni vyjadreni

0 0

= = 35

ot ot (3:5)

0 0

9~ o0 (3.6)
Vektor 77— VyJadrlme spoctenim parcidlnich derivaci podle vzorce (2.5) ze

vztaht (2.17) (2.22) a jejich pievedenim do soufadnic £, 7, § pomoci vztaht
(2.14)-(2.16). Piislusné vyjadieni ma tvar

0 ! —sintsi cosHa+costcos cos@a —cosfsme 4 (3.7)
oTy, 1\ STty Tl o sin7 o)

0

Podobné slozky vektoru 57 spocteme parcidlnim derivovanim vztahi (2.30)-
II

(2.35) (obé oblasti (B ”) < 1i U?# > 1 jsou v tomto ohledu ekvivalentnf)
a jejich prevedenim do kosmologickych soufadnic typu I pomoci (2.27)—(2.29).
Vektor tak nabyva tvar

i— 1 costsmrcosﬂg—i—smtcosrcos@g— sin gsm@ 0 (3.8)
ory, 1 ot or sin7 06 '

Plné analogicky uzitim vzorcu (2.36)—(2.44) pro aTR a (2.45)—(2.53) pro
ziskavame jejich vyjadieni

_0
oThHFE

1 0
o 1 (—smtsmrsm@%—|—Costcos7“sm92+c sF 2 2), (3.9)

oTE 1 or sin7 06

0 1 0 0 ~cosf 0
- ha s 1
TR 7 (COStSlnTSIHQat —|—smtcosrsm98T +sint - 88) (3.10)

0
a6
prendsobime [. Z

Béazi v Lieové algebre slozime z bezrozmérnych vektoru, vektory 6% a
0 0

TH oTE’ GT%R
vyjadieni (3.5)—(3.10) ziskavdme pomoci vzorce (3.2) pro Lieovy zdvorky, zahrnujic
vektory 8% a % a primym vypoctem pro ostatni Lieovy zavorky komutacni relace,
uvedené v Tabulce 1, kde vektor v prvnim sloupci odpovid4d prvnimu argumentu
Lieovy zavorky a vektor v prvnim fadku odpovida argumentu druhému.

tedy pomechame beze zmény a vektory 67‘211, 3

J Kk al al ol ol

ot a6 Trr orh orTk orER
g 0 0 o al I al
ot orh oTy; ortE | oTk
T 0 0 _ o [ __al J al
00 oTE orEE Ty 1 orh
al ol ol 0 g Kl 0
Ty dTIPI BTIB} ot 00
ol __Jl ol g 0 0 Kl
oTh Ty | oThHE ot a0
ol ol I A 0 0 J
oTk oThHE ATy 1 o6 ot
2l o [ __al 0 A A 0
oThHE oTk orh 26 ot
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Tabulka 1: Komutac¢ni relace Killingovych vektoru 2+1-dimenziondlniho AdS, vektor v prvnim
sloupci odpovida prvnimu argumentu Lieovy zavorky, vektor v prvnim radku odpovidé druhému
argumentu Lieovy zavorky

: w0 — o — o o — o — o —
Zavedeme-li znaceni P 61, 20 = 627 BTH = 537 ﬁ = 64, 8TIRI = 55, W = 567
jediné nenulové strukturni konstanty jsou

ey =—lc=1¢=~1¢4 =1, (3.11)
Oy = =165 = =15 = 1,056" = 1, (3.12)
eyl =1y =1, (3.13)

e =1 (3.14)

a konstanty k nim antisymetrické. Jim odpovidajici nenulové slozky Killingovy
formy K jsou dle (3.3)

K1 = Kgp = —1, (3.15)
Kgg - K44 = K55 = K66 - 1 (316)
Vidime, ze metrika ma ortogonélni tvar a m4 signaturu (—, —, 4+, +, +,+). Spo-

¢téme nyni souradnice generatoru Poincarého izometrii v bazi vektoru kosmolo-
gickych souradnic typu I. Ze vztahu (2.54)—(2.60) postupem analogickym pripadum
(3.7)—(3.10) nachazime

0 _1 fsin 7 CE . -sinf@ 0

1 ((1 — costsin 7 cos6) 5 smtcosrcoseﬁ +sint sinf%) . (3.17)

9 _1 —SinfSinfsiHQQ+Cosfcosfsin0ﬁ— l—cosfcose 9

ot | ot or sin7 ) 80 )
(3.18)

Z vyjadreni (3.17) a (3.18) lze nehlédnout, ze tyto vektory nejsou linedrné
R A Y ) ol : : .
nezavislé na bazi 2, 55, 9T 917 TR orpRy Pro koeficienty rozvoje do ni

porovndnim s (3.5)-(3.11) zjistujeme

== 3.19
ot 1ot oTf (3.19)
0 10 0
- = 2
oz 100  0TR (3:20)
Tyto vektory maji vicéi metrice (3.15)—(3.16) nulovou normu.
o _al ol

Vidime, ze duvod, pro¢ preferovat bazi obsahujici vektory TP OTR’ BTFR
oproti bazi obsahujici poincaréovské vektory, je duvodem preferovani ortogonalni
baze vuci neortogonalni vzhledem ke Killingové metrice. Obé sady vektoru jsou
maximalni linearné nezavislé mnoziny generatoru a jejich linearni obalem je pros-
tor v8ech generatoru izometrie. Pro vypocty a z praktického hlediska je po vsech
strankach vyhodnéjsi uzivat bazi ortogonalni. Tabulka 1 v sobé nese jesté jeden
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dulezity poznatek: vzajemné komutovani vektoru 8~ a =5 8 5 ospravedliiuje konstruk-

ci vektoru T‘lR, v pripadé, ze by tyto dva Vektory spolu nekomutovali, vektor
II

B
M% by nebyl dobte definovany.
11
d d 0 o 9 e o . .
Jak vektory 91T BTR OTFR tak vektory 3z, 5= vznikaji pusobenim izometri

jednoho vektoru baze na druhy. V pripadé casove posunutych a zrotovanych

0 0 il )
vektoru TR BTR’ oI je to pusobeni izometrii, odpovidajicich 2 57 59 na vektor
MQH, pifpadé 2 5 85 pusobi limitné izometrie odpovidajici vektoru typu statickych

soufadnic typu II na vektor 6%. To vede prirozené k otazce, co se pfi tom déje
v algebre Killingovych vektoru a jaka je souvislost se strukturnimi koeficienty z
Tabulky 1.

Dosadime-li obecny posun At do vyjadieni vektoru o7 (3 7)

1 ~ ~ - -
85}’[ =7 (— sin(t + At) sin 7 cos 6 % + cos(t + At) cos T cos %

sinf o0
—cos(t—l—At)SmT 86)

(3.21)

—9_inedrn{ kom-

zjistime, ze diky souc¢tovym vzorcum goniometrickych funkei je oI

binaci vektoru baze:

. - 0
= cos At —sin At—=. 3.22
oT7y, o1y oThH (3:22)
Vidime tedy, ze akci izometrie indukované vektorem 2 57 Dha vektor r— odpov1da
rotace v Lieové algebte s Killingovou metrikou v roviné dané Vektory BTU a 81‘?}; :
II

Odpovidajicim strukturnim koeficientem v Tabulce 1 je ¢y, = 1, prislusejici k
o _al } _ 9

Lieové zavorce [

oTrr? 8T}; — ot
Analogicky pusobenim izometrie indukované vektorem BTL” na souradnicovy
vektor a% pro obecny posun ATy; zjistujeme, Ze hyperbolickym koeficientim

a souctovym vzorcum pro hyperbolicky sinus a kosinus je vysledek dan linearni
kombinaci

0

0 0
— = h AT — inh ATy —=. 3.23
z CcOoS II o7 -+ sin II T II; ( )

Akci izometrie indukované vektorem BT na Soui"adnicovy vektor 8t je tedy loren-

tzovskd transformace v roviné dané vektory 2 57 a Tomu odpovidajici Lieova

8T_P
o a | _ 0
o’ oTh | — 0T’

Tyto vysledky ndm dovoluji vyvodit zavéry ohledné geometrické interpre-
tace strukturnich koeficientu (3.11)—(3.14). Akci vektoru, odpovidajici kontravari-
antnimu indexu strukturniho koeficientu na vektor odpovidajici kovariantnimu
indexu je rotace, nebo Lorentzova transformace v roviné urcené obéma vekto-
ry odpovidajcim kovariantnim indexum v zavislosti na tom, ma-li tento vektor
zédpornou, nebo kladnou normu v metrice (3.15)—(3.16). Tato varianta se rea-
lizuje pravé tehdy, je-li pravé jeden z trojice indexu v strukturnim koeficientu
prislusny vektoru se zapornou normou. Je-li zavorka mezi dvéma vektory nulové,

zavorka je [
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je prislusny koeficient rovnéz roven nule a obé vektorova pole spolu komutuji
a jsou tedy invariantni vudci akci jednoho z nich na druhé. Tento pripad nastava,
maji-li dva vektory ve strukturnim koeficientu v Killingové metrice zapornou nor-
mu, nebo mezi vektory a%, a a:/?}l}R a a:?% a 8%,}. Nulovost posledné zminénych
zavorek méa dulezité dusledky pro konstrukci BTZ cernych dér, pro podrobny
rozbor viz [11].

3.2 1+41-dimenzionalni AdS prostorocas

2 + 1-dimenzionalni anti-de Sitteruv prostorocas se na 1 + 1-dimenzionalni AdS
prostorocas redukuje na kazdé plose # = konst. Jelikoz tato plocha je plocha
symetrie, lze ocekavat, ze takovy sestup o dimenzi nize bude mit v Lieové al-
gebte Killingovych vektorti podobu omezeni se na podprostor vymezeny vektory,
nezahrnujici vektory odpovidajici ithlovym izometriim a zrotovanym soutradnicim,
pii zachovani komutac¢nich relaci. Ukazme, Ze je tomu opravdu tak.

Vzorec (3.4) aplikovaného na transformacni vztahy (2.65) a (2.66), resp. (2.24)—
(2.26), spolu s vyjadrenim piislusnych koeficientu ve statickych soutadnicich ty-
pu I pomoci vzorcu (2.65) a (2.64) dava slozky Killingovych vektoru

0 0
9_9 3.24
ot ot (3.24)
3?11 = %(—sinfsinx%+cosfcosx%), (3.25)
0 1 - 0 N
— = - i — i —). 2
T l(costsmx 5 + sint cos y aX) (3.26)

Tyto slozky se shoduji s témi ziskanymi polozenim 6 = 0,7 ve vztazich (3.7)—
(3.10). Analogickym vypoc¢tem, jako v predeslém piipadé ziskdvame Tabulku 2
strukturnich konstant 1 + 1-dimenzionalniho prostorocasu.

7 oo
ot oTrr 8TIPI
7 0 — L2
ot ort, | aTr
o o &
oTrr (9TIP} ot
B i R A
8TIPI Ty ot

Tabulka 2: Komutaé¢ni relace Killingovych vektoru 1+ 1-dimenzionalniho AdS, vektor v prvnim
sloupci odpovida prvnimu argumentu Lieovy zavorky, vektor v prvnim fadku odpovidd druhému
argumentu Lieovy zavorky

Z tabulky 2 je patrné, ze struktura komutacnich relaci Killingovych vektoru 1+ 1-
dimenzionédlniho AdS prostorocasu je vskutku shodna se strukturou komutaénich
relaci tychz Killingovych vektoru v 2 4+ 1-dimenzionalnim prostorocasu. Také ko-
eficienty Killingovy metriky nabyvaji ve znaceni uzitém v (3.15)—(3.16) téhoz
tvaru

Ky = —1, (3.27)
Kgg = K44 =1. (328)
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4. Reseni ziskana identifikaci
podél symetrii AdS prostorocasu

V této kapitole prozkoumame teSeni Einsteinovych rovnic, kterd lze ziskat iden-
tifikaci bodu v anti-de Sitterové prostorocasu podél symetrii, které byly vylozeny
v druhé kapitole. Skutecnosti, kterou tato konstrukce dava vyplout na povrch
je rozliSeni mezi lokalnimi a globalnimi vlastnostmi prostorocasu. Je intuitivné
ziejmé, ze lokalni vlastnosti zustanou nezméneny, na rozdil od vlastnosti, které
zachycuji vlastnosti prostorocasu, jako celku. Vhodnym néastrojem pro popis dru-
hého typu vlastnosti je obecna a algebraicka topologie. My zde ovsem od této
problematiky odhlédneme a omezime na popis geometrickych vlastnosti takto
ziskanych feSeni. Drzime se pritom konvence druhé kapitoly. Oproti druhé a treti
kapitole budeme provadét identifikace pouze v 2 + 1-dimenziondlnim AdS pros-
torocasu.

Mluvime-li o identifikaci v prostoro¢asu, mame na mysli ztotoznovani bodu
na plochéch, které se v tomto prostorocasu nachéazeji. V souladu s terminologickou
konvenci pak fikdame, ze identifikaci provadime podél téchto ploch. Pii vhodné
zavedenych soutradnicich x* mohou byt tyto plochy dany napt. dvéma hodnotami
soufadnice x!. Alternativné fikdme, Ze ztotoziiujeme podél soufadnicovych ¢ar z#,
spojuji-li tyto souradnicové c¢ary navzajem identifikované body na prislusnych
plochach. V obecném ptipadé budou pii identifikovani existovat dvé moznosti:
ponechat v jistém smyslu “vnitiek”, anebo jeho komplement.

Podminkou toho, aby podél souradnicovych car z* Sla provést lokalni ge-
ometrickou strukturu zachovavajici identifikace je, Ze se geometrie podvariety
! = konst. a jeji vnoieni do prostorocasu nesmi zménit pii zméné hodnoty
soufadnice z!. To lze zajistit poZzadavkem, aby vektor % byl generator izome-
trie. VSechny typy izometrii jsme nasli v kapitole 3. Navic, v piipadé trojdimen-
zionalniho anti-de Sitterova prostorocasu, jako variety s lorentzovskou signatu-
rou, mame moznost mnozinu vSech moznych takovych identifikaci rozdélit na ty,
které jsou provadény skrze casupodobné plochy a ty, které jsou vyuzivaji pros-
torupodobné plochy.

Nagim cilem je prozkoumat identifikace, které v prostoru zpusobi existenci
neprodlouzitelnych geodetik, tedy v souladu s definici z prvni kapitoly ekviva-
lentni vyprodukovani singularity. Zamysleme se nad tim, jaka omezeni takovy
pozadavek dava na vlastnosti ploch, podél niz provadime identifikaci. Spolecnou
vlastnosti vsech souradnych systému, které jsme v druhé kapitole zavedli je to,
ze anti-de Sitteruv prostorocas pokryvaji pomoci trojice souradnic, z nichz jedna
lze vzdy interpretovat jako casova souradnice, jedna lze interpretovat jako ra-
didlni soutadnice (jejimi souradnicovymi ¢arami jsou svazky geodetik) a jedna
m4d intuitivni vyznam hlové soutfadnice (intuitivni proto, ze prirozené kritérium
uzavienosti souradnicovych c¢ar Poincarého souradnice ¥ nespliuje, ale presto
mé smysl tvrdit, ze mé v jistém smyslu dhlovy charakter, viz [12]). Generatory
izometrie jsou pouze souradnice casové a uhlové, konkrétné v pripadé statickych
soufadnic typu I (%, %, v piipadé statickych souradnic typu II 8%11 a v pripadé

0 . 0

Poincarého soutadnic & a 5-. Ekvivalentni formulaci pozadavku na existenci

neprodlouzitelné geodetiky je, ze soutadnicové plochy, podél nichz je provadéna
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identifikace musi v jistych bodech protinat. To spliuji ihlové souradnice, v bodech
s radialni souradnici rovnou nule, nebo casova bifurkujici soufadnice v oblasti, kde
jsou jeji souradnicové ¢ary prostorupodobné. V obou ptripadech maji plochy, podél
nichz nové tesSeni lokalné izometrické AdS prostorocasu slepime, ¢asupodobny
charakter.

Identifikaci AdS prostorocasu podél prostorupodobnych ploch o konstantni
¢asové soufadnici a ponechéni oblasti mezi obéma plochami bychom dostali pros-
torocas obsahujici uzaviené casupodobné kiivky. Vzhledem k nefyzikalnosti takového
prostorocasu se touto variantou nebudeme zabyvat.

Prozkoumejme tedy po fadé tii moznosti ztotoznéni, v Poincarého souradnicich,
v statickych soutadnicich typu I a v statickych soutadnicich typu II. Samotnd
identifikace se ve vSech piipadech redukuje na omezeni rozsahu jedné ze soutadnic.

4.1 Identifikace v Poincarého souradnicich

Metrika AdS prostorocasu v Poincarého souradnicich ma tvar

l2
gaas = 5 (—df* +d2° + dz°), (4.1)

kde vSechny souradnice maji rozmér [I], ¢ i Z nabyvaji hodnot v (—oo0,00) a 2z
v (0, 00). Provedme substituci k souradnicim T, R, ®

- (4.2)
(4.3)

(4.4)

kde ® je bezrozmérné a nabyva hodnot v intervalu (—dy, ¢o). Body s hodnotou
soutadnice ¢ = ¢y a ¢ = —¢ a shodnymi souradnicemi 7" a R povazujeme za
shodné diky provedenému ztotoznéni. Metrika (4.1) v téchto souradnicich prechazi
na tvar

l2

RZ
gads = _z_2dT2 + ﬁdRQ + R2d®>. (4.5)

4.2 Identifikace v statickych souradnicich typu I

V soufadnicich ¢, 7 a § ma metricky tenzor AdS prostorocasu tvar

l2
gads = —5=(—di* + di* + sin® 7d6?), (4.6)
cos*r

kde viechny soufadnice jsou bezrozmérné a nabyvaji hodnot ¢ € (—o0,0), 7 €
(0,Z), 0 € (—m, ). Substituct

T, = i, (4.7)
R =ltanr, (4.8)
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Or =20, (4.9)
kde ©; € (—0q, Oy), nabyva metricky tenzor (4.6) tvaru
Rj 2 1 2 2 102
gAds = — 1+ l_2 dT[ + H—}%%dRI + RId@I' (410)
2

Ztotoznéni bylo provedeno na plochéch ©; = £0,, body se soutadnici {T', R, O}
a{T,R,—0y} jsou totozné. Neptirozeny interval ihlové souradnice (-0, O) lze
napravit napiiklad linearni preskalovanim

T = aTy, (4.11)
r= B (4.12)

a
P = Oz@[, (413)

kde a = &-. Metrika (4.10) tak ziskdvd tvar

1 R? 1
gads = — (@ + Z—Q) dT? + 3z dR* + R*d®’ (4.14)
a2 T

a soufadnice probihaji hodnoty T' € (—o00,0), R € (0,00), ¢ € (—m, 7).

4.3 Identifikace v statickych souradnicich typu I1
Ztotoznénim podél souradnicového vektoru typu 8%[ a netrivialnimi algebraickymi
upravami lze ziskat metriku ve tvaru (viz [14])
R? dR?
gaags = — |1 —p+ —> dT? + ———— + R*d6>. (4.15)
( 2 L—p+ 4

Podrobna diskuze konstrukce souradnic T', R, 6 neni predmétem této prace a lze
ji nalézt v [11].
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5. Sféricky symetricka reSeni v
2+1 dimenzich

V této kapitole budeme zkoumat charakter sféricky symetrickych feseni obecné
relativity ve 2+ 1 dimenzich. Ukaze se, Ze tato feseni budou v pfirozené korespon-
denci s tfidami identifikaci, nalezenych ve ¢tvrté kapitole. Konkrétné tak znamy
charakter sféricky symetrickych feseni umozni fyzikalni interpretaci ztotoznéni
podél statickych souradnic typu I a II a podél Poincarého soutradnic.

5.1 Obecny tvar sféricky symetrickych reSeni Ein-
steinovych rovnic ve 2+1 dimenzich

Jak je uvedeno v [4], obecny tvar staciondrniho, rotaéné symetrického feseni Ein-
steinovych rovnic ve 2 4+ 1 dimenzich se zapornou kosmologickou konstantou je

r2 2 1 . ?
g=- ( M+l—2+—)dt Sy <d¢——dt> . (5.1)
2 4r

Konstanty M a J maji vyznam generatoru asymptotické invariance vici rotacim
a Ccasovym posunutim a fyzikdlné se daji interpretovat jako hmotnost a moment
hybnosti. Presnéjsi diskuze k této intepretaci je uvedena odstavci 5.2. Polozime-li
nyni moment hybnosti J = 0, metrika (5.1) pfechézi na tvar

2
1
——(-M di* + ————dr® + r*dg. 2
! ( +l2> +—M+§—§T+T¢ 2

Zavedeme navic konstantu p vztahem

w=M+1. (5.3)
Ziskavame tak metriku, kterd ma tvar

2

R 1
11—+ dT2+—dR2 R2¢? 5.4
9= < 7 ZQ) T ¢ (5.4)

a ktera pro ruzné hodnoty parametru g pokryva vsechny metriky ¢tvrté kapitoly.
Jedna se tak v podstaté o fazovy prechod mezi ruznymi typy sféricky symetrickych
feseni. Vénujme vSak nejprve urcité misto diskuzi lokédlni energie a hmotnosti v
obecné teorii relativity.

5.2 Lokalni energie a hmotnost v OTR

Problémem energie a hmotnosti gravitacniho pole v obecné relativité je, ze tyto
pojmy nelze definovat kovariantné. Tenzor energie a hybnosti neobsahuje zadnou
cast, ktera by odpovidala hustoté gravitacni energie. To odpovida faktu, ze lze
diky obecné kovarianci vzdy piejit do lokalni inercidlni soustavy, kde plati lokalné
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specidlni teorie relativity a mnohé efekty gravitacniho pusobeni tak lze v okoli
daného bodu odtransformovat (nicméné nelze odtranformovat napt. kiivost a s
tim souvisejici slapové jevy). Ukazuje se (viz podrobné napt. [9]), Ze zpusoby,
jak zavést velicinu, kterou bychom chtéli interpretovat jako hmotnost, zavisi na
konkrétnich vlastnostech prostorocasu, které uvazujeme. Napiiklad, pro N = 4,
pokud ma prostorocas casupodobny Killinguv vektor k*, lze definovat tzv. Ko-
marovu hmotnost

1
My = —— 7{ Yk dS, . (5.5)
8 S

kde S je prostorupodobnda uzaviena plocha. Navic, pokud je prostorocas axisy-
metricky, tedy disponuje prostorupodobnym Killingovym vektorem s uzavienymi
orbitami ¢*, lze definovat i tzv. Komaruv moment hybnosti

1
= - KAV
JK 1671'%; \V (b dS/W. (56)

Pro asymptoticky ploché prostorocasy lze definovat tzv. Arnowittovy-Deserovy-
Misnerovy veli¢iny (ddle ADM veliciny). Zakladni myslenkou zde je, ze veli¢iny,
charakterizujici dané feseni se na jisté uzaviené prostorupodobné plose v nekone-
¢nu blizi k hodnotam velicin, charakerizujici plochy prostorocas v pozadi. Rychlost
této konvergence je dana jistymi rovnicemi typu

lim (Vprostoroéas(r) - V];>ozad1’(7’)) : f(T) =0, (5.7)

r—-+o0o

kde V je velicina charakerizujici prostorocas, r je radialni souradnice a f(r) je ra-
didlné symetricka funkce. Generatory izomorfizmu, viéi nimz jsou tyto rovnice in-
variantni odpovidaji na zakladé teorému Noetherové zachovavajicim se veli¢inam.
Témi jsou pro casové translace ADM energie Eapys, pro prostorové translace
ADM hybost Pspys a pro prostorové rotace ADM moment hybnosti Jspa. Vse-
chny tyto veliciny lze vy¢islit pomoci plosného intergralu pres okraj prostoroc¢asu
v ¢asupodobném nekonecnu.
Podobné konstrukce lze vyuzit i pokud je prostorocas asymptoticky AdS. Na
rozdil od asymptoticky plochych prostorocasu ve ¢tyrech dimenzich je vsak v 241
dimenzich pro asymptoticky AdS prostorocasy asymptotickych symetrii méné —
pouze casovy posun a rotace. Odpovidajici generatory jsou hmotnost a moment
hybnosti. Hodnoty téchto veli¢in lze spoc¢ist pomoci asymptotickych integrala. V
pripadé hmotnosti je vSak nutno ¢elit skutecnosti, ze naivné definovany integral
obecné diverguje. Energie je definovand az na konstantu a je potteba zvolit vhodna
nulova hladina - renormalizovat integrél odectenim hodnoty pro vhodné zvolené
trivialni feseni.

Lze ukazat, ze pro obecné sféricky symetrickd feseni (5.1) se hodnoty gen-
eratoru energie a momentu hybnosti shoduji ptimo s parametry M a J.

5.3 Anti-de Sittertv prostorocas

Diky linearni zavislosti (5.3) mohou oba parametry M i p v (5.2) ¢éi (5.4) hrat
roli asymptotického generatoru izometrie. Pii vybéru spravné zobecnéné ADM
hmotnosti je potieba identifikovat nulovou hladinu, tj. vybrat feseni odpovidajici
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nulové gravita¢ni energii. Pfirozenym kandidatem je prazdny AdS prostorocas.
Ten ziskdme, polozime-li v rovnici (5.4) u = 0:

2

g= (1 + %) dT? + 1+#}.i,l_2d}22 + R%*¢*. (5.8)
12

Obdrzime stejny tvar metriky, jako polozime-li v rovnici (4.14) parametr o roven

jedné. Toto feseni popisuje AdS prostorocas, s nulovym vyjmutym thlem ¢, neboli

globalni prazdny AdS vesmir. Proto za zobecnénou ADM hmotnost pro sféricky

symetrické feseni budeme povazovat parametr p v metrice (5.4).

5.4 Bodova castice v AdS prostorocasu

Uvazujme nyni p € (0,1). Vyraz 1 — p v metrice (5.4) je kladny, 1ze tedy polozit
1—p = =5. Metrika tak lze vyjadrit ve dvou ekvivalentnich tvarech (5.4) a (4.14).

Na zakladé diskuze z predchozi kapitoly vime, ze se jednd o AdS prostorocas
identifikovany podél tthlové symetrie — prostorocas obsahujici tzv. kénickou sin-
gularitu. Vskutku, geometrie v jednom c¢ase T' = konst. ma charakter Lobacevské
roviny s vyjmutym polarnim thlem, tj. Lobacevského analogii kuzelu. Ukazuje
se, ze toto Teseni lze interpretovat jako bodovou ¢astici v anti-de Sitterové pros-
torocasu.

Prozkoumejme prostorovou geometrii této metriky podrobnéji. Protoze pros-
torovy fez je dvojdimenzionalni a naSe feSeni je sféricky symetrické, muzeme
k tomuto tcelu pouzit tzv. vnotovaciho diagramu, ve kterém sestrojime plochu
vnofenou do tifdimenziondlniho euklidovského prostoru E3, jejiz indukovand ge-
ometrie je shodnd s geometrii zkoumaného prostorového tezu.

Konstrukce vnorovaciho diagramu k sféricky symetrické metrice se zaklada na
téchto krocich:

e Zmalost indukované metriky rotaéné symetrické plochy v E3: oznaéime-li
R radiédlni soutadnici, ¢ uhlovou soutradnici, ktera je normovana na rozsah
(—m, ) a z soutadnici, kolem jejiz osy uvazujeme rotaci, je metricky tenzor
plochy, vzniklé rotaci kiivky z = z(R)

dz\*
=14+ (55 ) |dR®+ R%d¢? 5.9
( + ( dR) ) +R7dd (5.9)
e Porovnani koeficientu prostorové ¢dsti zkoumané metriky (5.8) s metrikou
(5.9)

e Reseni piislusné obycejné diferencialni rovnice udavajici zavislost z na R.

V konkrétnim piipadé metriky (5.4) mé obycejna diferencidlni rovnice, udavajici
zavislost z na R tvar

dz 1
— =y — =1 5.10
dR \/l—u+R2 ’ ( )

jejimz fesenim je funkce [15]
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Obrézek 5.1: Prostorova geometrie metriky popisujici bodovou ¢astici o hmotnosti
1 =0,999

) (5.11)
VIi—p op
kde E(-;-) je uplny elipticky integral druhého druhu s piislusnymi parametry.
Porovnani metrik (5.4) a (4.14) ndm umoznuje odvodit vztah mezi hmotnosti
castice p a parametrem o« udéavajicim deficit thlu ¢. Tento vztah ma podobu

2(R) = —iy/pE(arcsini

1

= (5.12)

1l—p=
Prostorova geometrie plochy odpovidajici p = 0,999, a = v/1000 je znazornéna
na obrazku 5.2.
5.5 Extrémni cerna dira

Z tvaru funkce (5.11) a podminky (5.12) je patrné, ze s rostouci hmotnosti bodové
castice se konicka singularita pro pozorovatele, sediciho na ekvidistanté o kon-
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stantnim polomeéru vzdaluje stale do vétsi vzdalenosti. V limitnim piipadé, kdy
p =1 je singularita nekoneéné daleko a metrika (5.4) nabyva tvar
2 2
g= —};—ZdTQ + %
Ten je shodny s rovnici (4.5) a fyzikdlné toto feSeni odpovidd tzv. extrémni
cerné dife. Extrémnost v tomto kontextu znamend, Ze cernd dira ma za danych
podminek nejmensi moznou hmotnost. Kauzalni struktura tohoto feseni téz neod-
povida bézné cerné dite. Singularita vznikla protnutim identifikovanych ploch ma
nulovych charakter v intuitivnim smyslu lze tici, Ze lezi pfimo na horizontu ex-
trémni cerné diry.

Vsimnéme si, ze dle vzorce (5.12) odpovidd limité g — 1— tj. o — oo. Ex-
trémni cerna dira je tedy dana identifikaci podél ihlu “nekonecné” mensiho, nez
7. Nedegenerovanost takto vzniklého objektu je dusledkem toho, ze pro p — 1—
diverguje z(0) do zadporného nekonecna a jiz zminéné podminky (5.12), svazujici
deficit ihlu a hmotnost p. Limitni pfechod od kénické singularity k extrémni
cerné dife je popsan v nasledujici kapitole.

dR? + R*¢?, (5.13)

5.6 BTZ cerna dira

Pro hmotnost p > 1 lze metriku (5.4) prepsat ve tvaru

2
9=—(—M+R—>dT2+

1
B deQ + R?¢?, (5.14)

12
kde M = p — 1, kterd popisuje BTZ cernou diru [2] a vzhledem ke shodé s
rovnici (4.15) ji lze ziskat identifikaci AdS prostorocasu podél souradnicovych
car statickych souradnic typu II. Vnotovaci diagram se v tomto ptipadé se vzru-
stajicim p zac¢ina otevirat do druhé asymptotické oblasti, prostorova geometrie
metriky (5.14) tak znézornuje ¢ervi diru. Narozdil od extrémni c¢erné diry je
singularita skryta pod horizontem udélosti. Pro podrobnéjsi vyklad viz [11].
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6. Limita koénické singularity k
extrémni cerné dire

Cilem této kapitoly je prozkoumat geometrické aspekty limitniho pfechodu od
kénické singularity k extrémni ¢erné dite. Jak bylo fe¢eno v predchozi kapitole,
oba piipady jsou pokryty metrikou (5.4), kénicka singularita odpovida hodnotam
parametru p € (0,1), zatimco extrémni ¢ernd dira odpovidé rovnosti p = 1, kdy
metrika prechédzi na zjednoduseny tvar (5.13). Ze vzajemné korespondence sféricky
symetrickych feseni v 241 dimenzich a identifikaci v statickych souradnicich typu
I, statickych soutadnicich typu II a Poincarého soutradnicich vime, ze koénicka
singularita odpovida identifikaci ve statickych soutadnicich typu I (vzorec (4.14)),
kdezto extrémni cerna dira identifikaci v Poincarého soufadnicich (vzorec (4.5)).

Prozkoumejme, jaké dusledky ma vztah (5.12) na geometricky tvar ploch,
podél nichz se provadi identifikace. Predné je zfejmé, ze spojité mnozstvi hodnot
parametru g v intervalu (0,1) neni pokryto jednim souradnym systémem stat-
ickych soutradnic typu I, jejichz soutradnicové cary jsou pro 1 + 1-dimenzionalni
piipad zachyceny na obrazku 2.4. Z toho, ze pro u — 1— se parametr « zvétsuje
jako

(6.1)

=

I—p

a diky tvaru funkce (5.11) prostorova geometrie kénické singularity nikde nede-

generuje, vyplyva, ze identifikace je provadéna podél souradnic prizpusobenym

k jednoparametrické grupé izometrii, ktera se pro u — 1— blizi k Poincarého
izometriim.

Takovou jednoparametrickou grupu izometrii jsme ovSem nalezli ve 3. kapi-
tole. Je ji pusobeni ¢asového vektoru statickych souradnic typu II % na vek-
tor statickych soufadnic typu I (%, dané vzorcem (3.23), které odpovidé lorent-
zovské transformaci v Lieové algebte Killingovych vektoru. Z kapitoly 2 vime,
ze s vhodnym prenormovanim jsou limitou této procedury vektory Poincarého
soutadnic 6%, %, %.

Jaka je fyzikalni interpretace tohoto faktu? Pozorovatel sedici na ekvidistanté
o konstantnim poloméru s narustajici hmotnosti kénické singularity p pozoruje
jejl postupné vzdalovani do prostorového nekonecéna a zvétSovani ofezavaciho
parametru ov. Monoténné s «v roste i ¢asovy posun ATy (viz obrazek 6.2), pricemz
hodnoté AT = 0 (soufadnice na obrazku 2.4) odpovidd a = 1, tedy nulovy
vyjmuty thel 6 a hodnoté AT;; = oo (Poincarého soufadnice, obrazky 2.1, 2.2,
2.3, 2.6) odpovida o = oo, tedy identifikace podél nulového thlu ¢'.

Vnorovaci diagram koénické singularity o hmotnosti ¢ = 0.5 a kénické singu-
larity “blizké” extrémni c¢erné dife je na obrazku 6.1. Prostorocasovy diagram
kénické singularity a extrémni ¢erné diry je na obrazku 6.2. Blizsi srovnani ploch
Oar,, = konst. a T = konst., podél nichz je provedena identifikace je na obrazku
6.3.
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Obrazek 6.1: Srovnani vnotovacich diagramu kénické singularity pro g = 0.5 a
1 =0.9999 s patrnou ekvidistantou o konstantnim poloméru
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Obréazek 6.2: Prostorocasovy diagram kénické singularity a extrémni ¢erné diry,
podél vyobrazenych ploch je provedena identifikace. Ze srovnani obou grafu je
patrné, ze konicka singularita nalevo odpovidajici nizs§imu p < 1 odpovida nizsi
hodnoté ATy;, pro extrémni ¢ernou diru p < 1 na grafu napravo plati AT = oo.
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Obrézek 6.3: Srovnani ploch Oa7,, = konst. a = konst.
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Z.aver

V této praci jsme studovali nékteré faktorprostory anti-de Sitterova prostorocasu
vudi diskrétnim grupam symetrii. Specidlné jsme se pritom soustiedili na feSeni,
majici vyznam extrémni cerné diry, vzhledem k tomu, ze prave tento ptripad nabyl
znacné popularity pii zkouméni termodynamickych vlastnosti.

Prvni kapitola shrnula nezbytny pojmovy aparat, pottebny ke zkoumani cer-
nych dér v dalsich ¢astech prace. V druhé kapitole jsme shrnuli vysledky zkoumani
ruznych souradnych systému, jimiz lze AdS prostorocas pokryt. To umoznilo
nalezeni iplné mnoziny generatoru izometrie anti-de Sitterova prostorocasu. Struk-
tura této uplné mnoziny generatoru izometrie byla shrnuta ve tieti kapitole s
pouzitim znalosti vyjadreni jednotlivych Killingovych vektoru v souradnicovém
systému. Konkrétné se ukazalo, ze generatory Poincarého izometrii nejsou na od
ostatnich vektoru liedrné nezavislé a ze Lieova algebra izometrii 1 4+ 1-dimenzi-
onalnitho AdS prostorocasu je prirozenym zpusobem vnotfena do Lieovy algebry
2 + 1-dimenzionalnitho AdS prostoru. Tyto znalosti umoznily dobfe formulovat
problém k feseni v dalsich trech kapitolach: klasifikace feseni Einsteinovych rovnic
vzniklych periodickou identifikaci v anti-de Sitterové prostorocasu a interpretaci
jejich fyzikalnich vlastnosti. Ve c¢tvrté kapitole bylo provedeno odvozeni tvaru
metrického tenzoru pro identifikace ve trech typech souradnicovych systému. Po-
zornost jsme pritom omezili na takové pripady, které povedou k netrivialnim
fyzikalnim zavérum. Byly tak opomenuty identifikace podél prostorupodobnych
ploch vedouci k prostorocasum s uzavienymi ¢asupodobnymi geodetikami. Zaro-
ven nebyla do hloubky vénovana pozornost identifikacim ve statickych souradni-
cich typu II, vedouci k fesenim typu BTZ cerné diry. Rozbor této problematiky
lze nalézt v [I1]. Pata kapitola ustanovila korespondenci mezi nalezenymi faktor-
prostory a sféricky symetrickymi fesenimi Einsteinovych rovnic ve 241 dimenzich
se zapornou kosmologickou konstantou. Sestd kapitola se podrobnéji vénovala ge-
ometrickym aspektum pfechodu od koénické singularity k extrémni c¢erné dite.
Konkrétné byla nazorné ukazana, zména geometrie prostorovych casti metrik a
ploch, podél nichz se provadi identifikace pro hodnotu hmotnostniho parametru
w1 blizici se kritické hodnoté p = 1.

V nékteré z dalsich praci bychom se radi vénovali zobecnénim vyse zminéné
konstrukce pro ptipad rotujicich ¢ernych dér, pripadné zkoumani termodynam-
ickych vlastnosti nalezenych ¢ernodérovych treseni.
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