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2.2 Defińıcia jadrových odhadov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Kapitola 1

Úvod

”
Odhad hustoty zažil za posledných 20 rokov širokú explóziu záujmu. Aplikuje

sa vo vel’a rôznych oblastiach, ktoré zahŕňajú archeológiu, bankovńıctvo, klima-
tológiu, ekonómiu, genetiku, hydrológiu a fyziológiu.“[3]. V týchto a d’aľśıch ob-
lastiach je potrebné interpretovat’ dáta źıskané pozorovaniami a exprimentami,
skúmat’ ich vnútornú štruktúru a podobne. V tejto práci sa budeme venovat’ nepa-
rametrickým metódam odhadovania hustoty. To znamená, že nebudeme o dátach
vopred predpokladat’, z akého rozdelenia pochádzajú a odhadovat’ parametre
tohto rozdelenia, no budeme sa snažit’ odhadnút’ hustotu ako funkciu samotnú.
V rámci tohto pŕıstupu k odhadu hustôt existujú viaceré metódy. My sa budeme
venovat’ hlavne jadrovým odhadom, ktorých problematika je obsiahla, no skúsime
stručne zhrnút’ a poṕısat’ základné poznatky z odporučenej literatúry.

V kapitole 2 poṕı̌seme základnú a široko použ́ıvanú metódu konštrukcie histo-
gramov. Je to obl’́ubená metóda a prináša užitočný náhl’ad do štruktúry dát. Má
však isté nedostatky a ako výrazne vylepšenie tejto metódy si zadefinujeme ja-
drový odhad hustoty. V tejto kapitole vychádzame z knihy [1], konkrétne z kapitol
1 a 2.

V tretej kapitole poṕı̌seme základné metódy, pomocou ktorých sa overuje
správnost’ jadrového odhadu. Budeme tu rozlǐsovat’ chybu odhadu v jednom bode
a tiež chybu odhadu ako odchýlku dvoch funkcíı v L2. Zist́ıme, že na jadrový
odhad má vel’ký vplyv vol’ba vyhladzovacieho parametra. Źıskané výsledky bu-
deme potrebovat’ aproximovat’, aby sme dostali transparentneǰsie vyjadrenie chýb
v závislosti na vyhladzovacom parametri a vedeli tak lepšie interpretovat’ jeho
úlohu v jadrových odhadoch. Táto kapitola je založená na literatúre [1], kapitola
2 a [2], kapitola 3.

Posledná kapitola 4 uvádza niektoré možnosti vol’by vyhladzovacieho parame-
tra, v závisloti na tom, na čo odhad hustoty budeme potrebovat’. Predstavujú sa
tam dve, v praxi často použ́ıvané skupiny metód, pomocou ktorých sa voĺı vyhlad-
zovaćı parameter. Výsledky sa aplikujú na dáta pomocou štatistického softvéru
R. Script z programu R je možné nájst’ v pŕılohe na CD. Táto čast’ práce je
založená na [2], kapitola 3, [1], kapitola 3 a [3], čast’ 3.
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Kapitola 2

Neparametrické metódy odhadu
hustoty

2.1 Histogram

NechX1, X2, ..., Xn sú rovnako rozdelené nezávislé náhodné veličiny, pochádzajúce
z rozdelenia s hustotou f(x). Túto hustotu chceme odhadnút’.

Veličiny X1, X2, ..., Xn teda tvoria náhodný výber z rozdelenia, o ktorom vo-
pred nebudeme nič predpokladat’. Na odhad hustoty v takomto pŕıpade budeme
potrebovat’ neparametrickú metódu. Najbežneǰsou neparametrickou metódou od-
hadu hustoty je konštrukcia histogramu. Najprv si teda odhad hustoty pomocou
histogramu definujeme.

Defińıcia 2.1. Nech X1, ..., Xn je náhodný výber z rozdelenia s hustotou f(x).
Nech a ∈ R, h > 0, h ∈ R a nech D je také delenie reálnej osi R na intervaly,
že D =

⋃
j∈Z
(
a + jh, a + (j + 1)h

]
. Zvol’me x ∈ R, potom ∃ k ∈ Z tak, aby

x ∈
(
a+ kh, a+ (k + 1)h

]
.

Odhad hustoty f v bode x pomocou histogramu definujeme ako

f̂HIST (x;h) =
P

nh
, (2.1)

kde P =
∑n

i=1 1{Xi ∈
(
a+ kh, a+ (k + 1)h

]
} a n je rozsah výberu.

Táto metóda má široké využitie a je často použ́ıvaná. Skúsime ju v stručnosti
poṕısat’ na nasledujúcom pŕıklade.

Pomocou štatistického softvéru R si použit́ım pŕıkazu rnorm vygenerujeme
náhodný výber z normovaného normálneho rozdelenia. Jeho rozsah bude n=50.

V tabul’ke 2.1 je reprezentovaný náhodný výber X1, ..., X50. Teraz si zvoĺıme
reálne č́ıslo h, ktoré bude predstavovat’ d́lžku intervalu a reálnu os rozdeĺıme na in-
tervaly s touto d́lžkou. Parameter h sa zvykne nazývat’ vyhladzovaćı parameter.
Nech v našom pŕıpade h = 0.5 a bod a = 0.
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Tabul’ka 2.1: Náhodný výber z N(0, 1)
-1.38507062 0.03832318 -0.76303016 0.21230614 1.42553797
0.74447982 0.70022940 -0.22935461 0.19709386 1.20715377
0.31833673 -1.42379885 -0.40509086 0.99538657 0.95881779

-0.15096960 -1.22306879 -0.86882429 -1.04248536 -1.10363778
0.44418506 -0.20495061 1.67563243 -0.13132225 -0.19988298
0.05491242 -0.68216549 -0.72770415 -0.86190429 -0.03752311

-1.63142324 0.17716660 -0.01250080 -0.39431713 0.35156293
0.87876756 0.20465408 -0.88738071 -0.47721606 -0.26774095
1.58585916 0.04690059 0.35649678 -0.12138001 0.91808790

-0.03609184 -0.98114749 -0.43425983 -0.0674843 0.98189457

Prakticky to znamená, že si zvoĺıme bod x, č́ım máme zároveň zvolený interval
d́lžky h, do ktorého toto x patŕı. Spoč́ıtame, kol’ko pozorovańı je umiestnených
v tom istom intervale ako daný bod, č́ım źıskame č́ıslo P . Vydeleńım čisla P
rozsahom výberu n a d́lžkou intervalov h dostávame výšku st́lpca histogramu
nad bodom x.

Nech napŕıklad je x = 0.6, potom x ∈ (0.5, 1]. Z vyššie uvedeného výberu
v tabul’ke 2.1 spoč́ıtame, kol’ko hodnôt patŕı do tohoto intervalu, teda P = 7.
Takže máme f̂HIST (0.6; 0.5) = 7

50·0.5 = 0.28. Týmto spôsobom skonštruujeme celý
histogram, znázornený na obrázku 2.1:

Obrázok 2.1: Histogram pre náhodný výber z N(0,1) s parametrom h=0.5
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Parameter h sme v predchádzajúcom pŕıpade zvolili l’ubovol’ne. Z defińıcie
(2.1) je však vidiet’, že pri meniacej sa d́lžke intervalu sa bude menit’ aj tvar
histogramu. Ked’ interval zmenš́ıme, t.j. máme nové h∗ < h, tak pre č́ıslo P ∗,
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označujúce nový počet pozorovańı, ktoré padnú do intervalu spolu s x bude platit’

P ∗ ≤ P . Čiže to, aký vzt’ah bude medzi f̂HIST (x, h) a f̂HIST (x, h∗), t.j. výškou
st́lpca nad bodom x, zálež́ı na rozmiestneńı pozorovańı vzhl’adom k meniacej sa
d́lžke intervalu h . Výška st́lpca nad bodom x sa nezmeńı len v tom pŕıpade, ked’

sa pri zmene parametra h zachová pomer počtu pozorovańı v danom intervale
k jeho d́lžke. Inak sa bude menit’ aj výška st́lpcov nad jednotlivými bodmi aj ich
š́ırka zmenšovańım h a výsledný histogram bude viac

”
kostrbatý“. Pri zväčšeńı h

sa intervaly rozš́ıria a histogram bude vyzerat’
”
uhladeneǰsie“.

Na nasledujúcom obrázku 2.2 je vidiet’, ako sa pôvodný histogram zmeńı
zväčšeńım h na h = 1 a jeho zmenšeńım na h = 0.25, pre ten istý náhodný
výber.

Obrázok 2.2: Vl’avo je histogram pre h = 1, vpravo h = 0.25.
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Histogram teda záviśı na tom, akú d́lžku intervalov zvoĺıme. Pri konštrukcii
histogramov sa ale navyše muśıme rozhodnút’, do ktorého bodu chceme delenie
reálnej osi umiestnit’, t.j. ako zvolit’ bod a. Aj pri zachovańı jednej d́lžky intervalu
h sa tvar histogramu v závislosti na jeho umiestneńı meńı. Na obrázku 2.3 vid́ıme,
ako sa pôvodný histogram pre h = 0.5 meńı s meniacim sa bodom umiestnenia
delenia, čo je spôsobené tým, že sa meńı počet P pozorovańı patriaiacich do in-
tervalu spolu s bodom x.

Obrázok 2.3: Na histograme vl’avo je a = 0, vpravo a = 0.2.
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Existujú však iné neparametrické metódy, ktoré problém s vol’bou umiestne-
nia intervalu nezdiel’ajú. Naviac, oproti histogramu už disponujú vlastnost’ami
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ako napŕıklad spojitost’, hladkost’ a podobne. Jednou z takých metód je metóda
jadrových odhadov hustoty.

2.2 Defińıcia jadrových odhadov

Defińıcia 2.2. Nech X1, ..., Xn je náhodný výber z jednorozmerného spojitého
rozdelenia s neznámou hustotu f . Potom jadrový odhad hustoty f definujeme ako

f̂h(x) =
1

nh

n∑
i=1

K
(x−Xi

h

)
,

kde n je rozsah výberu, K je spojitá funkcia sṕlňajúca
∫
K(x)dx = 1 nazývaná

jadro a h je parameter, ktorý sa nazýva vyhladzovacie okno.
Po zavedeńı Kh(u) = h−1K(u/h) uprav́ıme výraz pre tento odhad do tvaru

f̂h(x) =

∑n
i=1Kh(x−Xi)

n
. (2.2)

Podl’a defińıcie je teda f̂h(x) náhodnou veličinou - záviśı na náhodnom výbere
X1, ..., Xn.

Pre náhodný výber z tabul’ky 2.1 teraz pomocou pŕıkazu density v programe
R vytvoŕıme jadrový odhad, obrázok 2.5. Použitá jadrová funkcia je hustota nor-
movaného normálneho rozdelenia. Vyhladzovaćı parameter je v tomto pŕıpade
vypoč́ıtaný automaticky, metódou, ktorá je v R prednastavená pre pŕıkaz density.
Je to metóda nazývaná

”
Silverman’s rule of thumb“, ktorá bude bližšie poṕısaná

v kaptiole 4. V tomto pŕıpade vyšlo h = 0.3029.

Obrázok 2.4: Jadrový odhad hustoty pre náhodný výber z N(0,1) s h=0.3029

a K(x) = 1√
2π
e−

x2

2

−2 −1 0 1 2

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

6



Za jadrovú funkciu K(x) sa najčasteǰsie voĺı nejaká hustota, napŕıklad hustota
normálneho rozdelenia. Vol’ba jadra má určitý vplyv na výsledný tvar odhadu,
no pri zväčšujúcom sa rozsahu výberu sa tento vplyv výrazne znižuje. Ilustrovat’

to môžme na nasledujúcich obrázkoch. Opät’ si vygenerujeme náhodné výbery
z normovaného normálneho rozdelenia, jeden s malým rozsahom n = 5, druhý
s rozsahom n = 100. Pre oba výbery vytvoŕıme jadrový odhad, jeden s jadrom

K(u) = (1− |u|)1(|u| ≤ 1)

(v R pod názvom
”
triangular“) a druhý s jadrom

K(v) =
1√
2π
e−

v2

2 .

Na obrázku 2.5 vid́ıme, že pre malý rozsah výberu sa tvar odhadu ĺı̌si pre rôzne
jadrové funkcie. Avšak, na d’aľsom obrázku 2.6 už rozdiel takmer nie je vidiet’.
V [1], kapitole 2.7 je ukázané, že skutočne vol’ba jadrovej funkcie na odhad hustoty
nemá až taký významný vplyv, na rozdiel od výberu vyhladzovacieho parametra,
ktorý má v jadrových odhadoch kl’́učovú úlohu. Preto sa d’alej budeme zaoberat’

vplyvom vol’by vyhladzovacieho parametra na jadrové odhady.

Obrázok 2.5: Jadrové odhady pre náhodný výber z N(0, 1) s rozsahom n = 5.
Vl’avo použité jadro

”
gaussian“ K(v), vpravo jadro

”
triangular“ K(u).
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Obrázok 2.6: Jadrové odhady pre náhodný výber z N(0, 1) s rozsahom n = 100.
Vl’avo použité jadro

”
gaussian“ K(v), vpravo jadro

”
triangular“ K(u).
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Kapitola 3

Určovanie chyby odhadu

Podobne ako sa pri histogramoch meneńım vyhladzovacieho parametra menil jeho
tvar, aj pri jadrových odhadoch bude tvar odhadu hustoty závisiet’ od vyhlad-
zovacieho parametra h. Preto bude dôležité vediet’ si zvolit’ parameter h správne
v tom zmysle, aby odhad hustoty splnil naše kritéria na jeho presnost’. Na na-
sledujúcich obrázkoch je vidiet’, ako vel’mi na vol’be vyhladzovacieho parametra
pri jadrových odhadoch zálež́ı. Ked’ ho zmenš́ıme, vid́ıme že výsledný odhad viac

”
odráža“ skutočné rozloženie dát, v literatúre sa takýto odhad nazýva

”
under-

smoothed“ alebo
”
podhladený“, naopak zas pri väčšom vyhladzovacom okne je

odhad
”
oversmoothed“, t.j.

”
nadhladený“

Obrázok 3.1: Jadrové odhady výber uvedený v tabul’ke 2.1 pri h = 0.2 (vl’avo) a
pri h = 0.5 (vpravo)
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Majme jadrový odhad f̂h pre náhodný výber X1, ..., Xn. Na to, aby sme zistili
či tento odhad sṕlňa naše očakávania na jeho presnost’ respekt́ıve správnost’ si
muśıme špecifikovat’, ako si jeho presnost’ resp. správnost’ budeme predstavovat’.
Zálež́ı na tom, akým spôsobom budeme chciet’ tento odhad využit’, či nám pôjde
o odhad samotný alebo ho potrebujeme ako medzikrok k d’aľsej práci a podobne.

V našom pŕıpade sa budeme snažit’ o to, aby sa minimalizovala vzdiale-
nost’ odhadovanej funkcie hustoty od teoretickej. Odchýlku funkcie odhadu f̂h
od skutočnej funkcie f môžme určovat’ bud’ v danom bode x ∈ R alebo ako L2

vzdialenost’ týchto dvoch funkcíı.
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3.1 Stredná štvorcová chyba MSE

Existuje viacero spôsobov, ako určit’ odchylku dvoch funkcíı v nejakom konkrétnom
bode. Majme daný bod x ∈ R. Pre nás najvýhodneǰśı spôsob je takzvaná stredná
štvorcová chyba MSE (mean squared error). Jej výhodnost’ spoč́ıva napŕıklad
v tom, že sa dá rozložit’ na súčet rozptylu a štvorca vychýlenia.

Najprv si odvod́ıme, ako sa MSE rozkladá. Nech θ̂ je odhad nejakého parame-
tra θ, (v našom pŕıpade bude θ predstavovat’ f(x) a θ̂ bude f̂h(x) ) potom si
definujeme strednú štvorcovú chybu MSE odhadu θ̂ ako

MSE(θ̂) = E(θ̂ − θ)2.

Tento vzt’ah postupne uprav́ıme využit́ım vlastnost́ı strednej hodnoty:

E(θ̂ − θ)2 = E(θ̂2 − 2θ̂θ + θ2) = Eθ̂2 − E(2θ̂θ) + Eθ2 =
Eθ̂2 − (Eθ̂)2 + (Eθ̂)2 − 2θEθ̂ + θ2 = var(θ̂) + (Eθ̂ − θ)2 = var(θ̂) + b2(θ̂),

kde var(θ̂) je rozptyl a b(θ̂) je vychýlenie. Na určenie strednej štvorcovej chyby
pre jadrový odhad f̂h v bode x nám teda stač́ı určit’ rozptyl var(f̂h(x)) a štvorec
vychýlenia odhadu b2(f̂h(x)) = (Ef̂h(x) − f(x))2. Nato si d’alej potrebujeme
definovat’ konvolúciu dvoch funkcíı:

Defińıcia 3.1. Nech f a g sú jednorozmerné spojité funkcie reálnej premennej,
potom definujeme konvolúciu týchto funkcíı ako

(f ∗ g)(x) =

∫
f(x− y)g(y)dy (3.1)

Postupne si vyjadŕıme výrazy, ktoré sa nám źıdu na vyjadrenie rozptylu a
vychýlenia, pri čom využijeme nezávislost’ náhodných velič́ın X1, ..., Xn.

Najprv teda pre strednú hodnotu odhadu máme:

E(f̂h(x)) = E(
∑n
i=1Kh(x−Xi)

n
) = 1

n

∑n
i=1 E(Kh(x−Xi)) = E(Kh(x−X1)) =

=
∫
Kh(x− y)f(y)dy,

(3.2)
čo použit́ım vzt’ahu (3.1) uprav́ıme na E(f̂h(x)) = (Kh ∗ f)(x). Pre vychýlenie
b(f̂h(x)) teda máme

b(f̂h(x)) = E(f̂h(x))− f(x) = (Kh ∗ f)(x)− f(x). (3.3)

Ďalej si podobným spôsobom uprav́ıme vyjadrenie rozptylu:

var(f̂h(x)) = var
( 1

n

n∑
i=1

Kh(x−Xi)
)

=
1

n2

n∑
i=1

var(Kh(x−Xi)) =

=
1

n
var(Kh(x−X1)) =

1

n

[
E(Kh(x−X1))

2 − (E(Kh(x−X1)))
2
]
.

Potrebujeme teda ešte vyjadrit’ E[Kh(x−X1)]
2, kde dostávame:

E[Kh(x−X1)]
2 =

∫
(Kh(x− y))2f(y)dy = (K2

h ∗ f)(x).

9



Teda celkovo pre rozptyl odhadu máme:

var(f̂h(x)) =
1

n

[
(K2

h ∗ f)(x)− ((Kh ∗ f)(x))2
]
. (3.4)

Strednú štvorcovú chybu odhadu f̂h v bode x ∈ R máme vyjadrenú takto:

MSE(f̂h(x)) = 1
n
var(f̂h(x)) + (Ef̂h(x)− f(x))2 =

= 1
n
((K2

h ∗ f)(x)− ((Kh ∗ f)(x))2) + ((Kh ∗ f)(x)− f(x))2.
(3.5)

Poznámka: Exsituje viacero možných spôsobov, ako určit’ odchýlku funkcíı v da-
nom bode. Ďaľśım z nich je napŕıklad výpočet strednej absolútnej chyby MAE
(mean absolute error), danej

MAE(f̂h(x)) = E|f̂h(x)− f(x)|,

kde f̂h(x) je odhad pre f(x). Výpočet MAE je ale často komplikovaný a vd’aka
menšej zložitosti a svojmu rozkladu na rozptyl a vychýlenie sa teda väčšinou
uprednostňuje uvedená MSE.

3.2 Stredná integrovaná štvorcová chyba MISE

Pri jadrových odhadoch ale spravidla potrebujeme určit’ odchýlku odhadovanej
funkcie a odhadu na celom R. Jedným zo spôsobov, ako túto odchýlku určit’

je stredná hodnota štvorca L2 vzdialenost́ı medzi týmito funkciami, označovaná
MISE (mean integrated squared error)

MISE(f̂h(.)) = E[ISE(f̂h(.))] = E
∫

(f̂h(x)− f(x))2dx =

=
∫

E(f̂h(x)− f(x))2dx =
∫
MSE(f̂h(x)).

Teda podl’a (3.5) máme:

MISE(f̂h(.)) =

∫
1

n

{[
(K2

h ∗ f)(x)− ((Kh ∗ f)(x))2
]

+
[
(Kh ∗ f)(x)− f(x)

]2}
dx

(3.6)
Úpravami sa to dá o trochu zjednodušit’, no toto zjednodušenie neprinesie

významné vylepšenie v tom zmysle, že výsledný tvar bude stále pŕılǐs kompliko-
vaný na to, aby bolo vidiet’ ako jadrové odhady závisia od vol’by vyhladzovacieho
okna. V nasledujúcej časti sa pokúsime MSE a MISE aproximovat’. Tým źıskame
jednoduchšie vyjadrenia pre tieto chyby, ktoré nám ul’ahčia interpretáciu vplyvu
vyhladzovacieho okna na jadrový odhad.

3.3 Asymptotické chyby MSE a MISE

V tejto časti aproximujeme chyby MSE a MISE. Najprv si uvedieme Taylorovu
vetu v tvare, v ktorom ju budeme neskôr použ́ıvat’, takýto tvar Taylorovej vety
môžme nájst’ napŕıklad v [1] kapitola 2, strana 19.
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Veta 3.1 (Taylorova veta). Nech f je reálna funkcia definovaná na R a nech
x ∈ R. Nech f má na intervale (x− δ, x+ δ) spojité derivácie p-tého rádu, p ∈ N,
δ > 0. Potom pre postupnost’ reálnych č́ısel αn, konvergujúcu k nule plat́ı:

f(x+ αn) =

p∑
j=0

αjn
j!
f (j)(x) + o(αpn) (3.7)

Dôkaz. Dôkaz je uvedený v knihe [4], veta 153 a poznámka 3, pričom uvažujeme,

že y(x) je o(x), y = o(x) ak plat́ı |y||x| → 0 pre x→ 0.

k

Vyššie odvodené chyby jadrového odhadu MSE (3.5) a MISE (3.6) závisia
na vyhladzovacom parametri vel’mi komplikovaným spôsobom. Preto sa budeme
snažit’ tento problém odstránit’ použit́ım asymptotických chýb namiesto ich presných
vyjadreńı pomocou MSE a MISE. Na túto úlohu však budeme potrebovat’ do-
datočné predpoklady:

P.1 hustota f má spojitú druhú deriváciu, ktorá je štvorcovo integrovat’el’ná
a existuje M > 0 tak, že f je monotónna na oboch intervaloch (−∞,−M)
a (M,∞);

P.2 vyhladzovaćı parameter h bude funkciou n, potom h = hn je nenáhodná
postupnost’, hn > 0 pre ∀n ∈ N a plat́ı

lim
n→∞

hn = 0, lim
n→∞

hnn =∞;

P.3 jadro K je hustota, ktorá je obmedzená, má konečný štvrtý moment a je
symetrická okolo počiatku (párna).

Zo vzt’ahu (3.2)

E(f̂h(x)) =

∫
Kh(x− y)f(y)dy =

∫
K(z)f(x− hz)dz, (3.8)

kde sme použili substitúciu z = x−y
h

, dz = 1
h

a vzt’ah Kh(u) = 1
h
K(u

h
).

Z predpokladu P.1 máme, že funkcia f(x − hz) má spojitú druhú deriváciu.
Ďalej z P.2 predpokladu vyplýva, že pre každé z ∈ R je

lim
n→∞

zh = z lim
n→∞

h = 0.

Máme teda splnené predpoklady Taylorovej vety (3.1) a funkciu f(x−hz) môžme
rozvinút’ do Taylorovho radu:

f(x− zh) = f(x) + f ′(x)(−hz) +
1

2
f ′′(x)(hz)2 + o(h2). (3.9)

Takže po dosadeńı do výrazu pre strednú hodnotu máme:

E(f̂h(x)) =

∫
K(z)[f(x)− hzf ′(x) +

1

2
f ′′(x)(hz)2 + o(h2)]dz. (3.10)
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Ďalej teda

E(f̂h(x)) =

∫
K(z)f(x)dz −

∫
K(z)hzf ′(x)dz +

∫
K(z)

1

2
f ′′(x)(hz)2dz + o(h2)

= f(x)

∫
K(z)dz − hf ′(x)

∫
zK(z)dz +

1

2
h2f ′′(x)

∫
z2K(z)dz.

Pretože K(z) je hustota, plat́ı
∫
K(z)dz = 1. Ďalej z predpokladu P.3 vieme, že

K má konečný štvrtý moment, teda plat́ı
∫
zK(z)dz < ∞ a

∫
z2K(z)dz < ∞.

Naviac, K má byt’ párna, obmedzená, teda potom
∫
zK(z)dz = 0, pretože pre

funkciu g(z) = zK(z) plat́ı: g(−z) = (−z)K(−z) = −zK(z), lebo K(z) je párna,
t.j. g(−z) = −g(z), z čoho máme, že g je nepárna.

Celkovo, pre asymptotický odhad strednej hodnoty jadrového odhadu f̂h máme:

E(f̂h(x)) = f(x) +
1

2
h2f ′′(x)

∫
z2K(z)dz + o(h2). (3.11)

Vychýlenie teda vyzerá takto:

b(f̂h(x)) = E(f̂h(x)− f(x)) =
1

2
h2f ′′(x)

∫
z2K(z)dz + o(h2). (3.12)

Pre rozptyl máme z (3.4):

var(f̂h(x)) =
1

n
(K2

h ∗ f)(x)− ((Kh ∗ f)(x))2 =

=
1

n

[ ∫
K2
h(x− y)f(y)dy − (

∫
Kh(x− y)f(y)dy)2

]
.

Opät’ použijeme substitúciu ako v (3.8) a dostaneme:

var(f̂h(x)) =
1

nh

∫
K(z)2f(x− hz)dz − 1

n
(E(f̂h(x))2 =

=
1

nh

∫
K(z)2[f(x)− hzf ′(x) + o(h2)]dz − 1

n
[f(x) + o(h2)]2 =

=
1

nh

∫
K(z)2(f(x) + o(1))dz − 1

n
(f(x) + o(1))2

=
1

nh
f(x)

∫
K(z)2dz + o{(nh)−1}. (3.13)

Zo vzt’ahov (3.12) a (3.13) konečne dostávame nasledujúce vyjadrenia pre
rozptyl a vychýlenie:

b(f̂h(x)) = 1
2
h2f ′′(x)

∫
z2K(z)dz + o(h2)

var(f̂h(x)) = 1
nh
f(x)

∫
K(z)2dz + o((nh)−1).
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Predpokladajme, že sa snaž́ıme zvolit’ parameter h tak, aby sme minimali-
zovali strednú integrovanú chybu odhadu MISE, ktorú tvoŕı integrál zo súčtu
štvorca vychýlenia [b(f̂h)]

2 a rozptylu var(f̂h). Z ich vyjadreńı ale vid́ıme, že roz-
ptyl sa zmenšuje pri zväčšovańı parametra h, kdežto vychýlenie sa zmenšuje ak
sa zmenšuje aj h. To spôsobuje, že, ako sme videli na obrázku (3), ked’ sme h
zmenšili, zväčšil sa rozptyl oproti pôvodnému stavu no vychýlenie sa zmenšilo,
naopak na druhom obrázku sme zvýšili hodnotu h, krivku sme

”
vyhladili“ - roz-

ptyl sa zmenšil ale vychýlenie sa zvýšilo. Znamená to teda, že vol’ba parametra h
predstavuje kompromis medzi náhodnou a systematickou chybou.

Pre MSE teda máme vzt’ah:

MSE(f̂h(x)) =
1

nh
f(x)

∫
K(z)2dz+o{(nh)−1}+

[1

2
h2f ′′(x)

∫
z2K(z)dz+o(h2)

]2
Ked’že MISE(f̂h(.)) =

∫
MSE(f̂h(.)) a v predpoklade P.1 požadujeme, že f je

hustota (t.j.
∫
f(x)dx = 1), dostávame:

MISE(f̂h(.)) =
1

nh

∫
K(z)2dz+

1

4
h4
[ ∫

z2K(z)dz
]2(∫

f ′′(x)dx
)2

+o{(nh)−1+h4}

Za asymptotickú aproximáciu chyby MISE teda budeme považovat’ výraz

AMISE(f̂h(.)) =
1

nh

∫
K(z)2dz +

1

4
h4
[ ∫

z2K(z)dz
]2(∫

f ′′(x)dx
)2

(3.14)

AMISE záviśı od parametra h jednoduchš́ım spôsobom ako MISE v (3.6).
Pretože chceme zistit’ ako zvolit’ h čo najlepšie, to znamená tak, aby sme mini-
malizovali AMISE, výraz pre AMISE zderivujeme podl’a h a polož́ıme ho rovno
nule. Pre prehl’adnost’ si najprv označ́ım členy, ktoré nezávisia na h postupne

A =
1

n

∫
K(z)2dz,B =

[ ∫
z2K(z)dz

]2
, C = [

∫
f ′′(x)dx]2. (3.15)

Potom [AMISE(h)]′ = − 1
h2
A+ h3BC = 0. Odtial’ hmin = 5

√
A
BC

.

Ešte sa presvedč́ıme, že hmin je skutočne minimum. Vieme, že členy A, B,
C sú všetky kladné. Ďalej predpokladáme, že h > 0. Potom druhá derivácia
AMISE je [AMISE(h)]′′ = 2

h3
A+ 3h2BC > 0 pre ∀h > 0, teda druhá derivácia

je kladná pre všetky h, daná funkcia je vzhl’adom k h konvexná a teda v bode
hmin je skutočne minimum.

Teda pri zvoleńı h = hmin nám vyjde minimálna odchýlka AMISE. Z vyjadre-
nia hmin vid́ıme, že hmin záviśı na C, teda na neznámej hustote f(x). V nasle-
dujúcej kapitole budeme hl’adat’ spôsob, ako túto závislost’ na neznámej hustote
ob́ıst’ a zvolit’ vyhladzovaćı parameter čo najlepšie.
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Kapitola 4

Metódy výberu vyhladzovacieho
parametra

Vol’ba správneho vyhladzovacieho okna v jadrových odhadoch hustoty je ne-
smierne dôležitá. Nesprávne zvolené h môže viest’ k mylnej interpretácíı javu,
k zlému záveru a podobne. V predchádzajúcej kapitole 3 sme ale videli, že vyja-
drenie optimálnej hodnoty h vzhl’adom k minimálnej AMISE záviśı na neznámej
hustote f(x). Existujú viaceré pŕıstupy, ktoré tento problém riešia. Všeobecne by
sa dali roztriedt’ do dvoch skuṕın, v článku [3] ich nazývajú

”
rules of thumb“

a
”
cross-validation“ metódy. Obe tieto skupiny metód majú svoje uplatnenie

v praxi, ktoré zálež́ı od povahy riešeného problému.
Význam správnej vol’by vyhladzovacieho okna môžeme ilustrovat’ na nasle-

dujúcich obrázkoch. Použili dáta faithful, implementované v programe R. Sú
to d́lžky erupcíı gejźıru Old Faithful, ktorý sa nachádza v Yellowstoneskom
národnom parku v USA. Dĺžky erupcíı sú v rozpät́ı 1 až 5 minút. Bude nás
zauj́ımat’ odhad hustoty trvania erupcíı. Na obrázku 4.1 sme zvolili vyhladzovaćı
parameter

”
vel’ký“, h = 1.

Obrázok 4.1: Jadrový odhad pre dáta faithful s vyhladzovaćım parametrom
h = 1. Ako jadro bola použitá hustota N(0, 1) rozdelenia.
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Na obrázku (4.2) sme ho zmenšili na polovicu, t.j. h = 0.5. Vid́ıme, že oproti
predošlému obrázku tento naznačuje v použitých dátach bimodálne rozdelenie.

Obrázok 4.2: Jadrový odhad pre dáta faithful s vyhladzovaćım parametrom
h = 0.5. Ako jadro bola použitá hustota N(0, 1) rozdelenia.
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Ked’ budeme parameter h d’alej zmenšovat’, odhad hustoty sa bude viac
”
rozčleňovat’“.

Na tret’om obrázku 4.3 je vyhladzovaćı parameter h = 0.05.

Obrázok 4.3: Jadrový odhad pre dáta faithful s vyhladzovaćım parametrom
h = 0.05. Ako jadro bola použitá hustota N(0, 1) rozdelenia.
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Vid́ıme, že jadrové odhady pre tieto dáta sa ĺı̌sia v závislosti na vyhladzovacom
parametri. Ktorý teda predstavuje ten

”
najsprávneǰśı“ z nich?
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4.1
”
Rules of thumb“

Jedna skupina metód, ktoré sa zaoberajú výberom vyhladzovacieho parametra pre
jadrové odhady sú

”
rules of thumb“, niekedy označované ako

”
quick and simple“.

”
Táto prvá trieda obsahuje relat́ıvne jednoduché, l’ahko vypoč́ıtatel’né vzorce,

ktoré sa zameriavajú na nájdenie vyhladzovacieho parametra, ktorý je
”
rozumný“

pre široké spektrum situácíı, ale bez žiadnych matematických garancíı, že bude
bĺızko optimálnej hodnote.“[1], kapitola 3, strana 59. Tieto metódy spoč́ıvajú
v tom, že neznáma čast’ C (výraz (3.15)) vo vyjadreńı AMISE sa nahrad́ı jej
parametrickým odhad, ktorý sa urob́ı na základe dát. Sú užitočné, ak potrebujeme
nejakú počiatočnú hodnotu pre vyhladzovaćı parameter, ktorú potom budeme
prispôsobovat’ podl’a potrieb.

Potrebujeme priradit’ hodnotu výrazu C vo vyjadreńı hmin, pretože ten je
závislý od neznámej hustoty f(x) . Jedným z možných spôsobov ako to urobit’ je
predstavit’ si, že funkcia f(x) je hustotou z rozdelenia N(0, σ2), teda

f(x) =
1√

2πσ2
e−

x2

2σ2 .

Pre hustotu normálneho rozdelenia N(µ, σ2) plat́ı f(x) = 1
σ
φ(x−µ

σ
), kde φ(t) je

hustota normovaného normálneho rozdelenia N(0, 1). Potom teda

C =

∫
f ′′(x)2dx =

∫ [ 1

σ3
φ′′
(x
σ

)
dx
]2

=
1

σ5

∫
φ′′(t)2dt =

1

σ5

3

8

1√
π
,

kde

φ′′(t) =

[
1√
2π
e−

t2

2

]′′
=

1√
2π
e−

t2

2 (t2 − 1).

Pre hmin máme:

hmin =
5

√
A

BC
= 5

√√√√√ 1
n

∫
K(z)2dz[ ∫

z2K(z)dz
]2[ ∫

f ′′(x)dx
]2 .

Ako jadro zvoĺıme hustotu normovaného normálneho rozdelenia, teda

K(z) = 1√
2π
e−

z2

2 .

Pre takto zvolené jadro vypoč́ıtame A a B, teda máme:

nA =

∫
K(z)2dz =

∫ [ 1√
2π
e−

z2

2

]2
dz =

∫
1

2π
e−z

2

=
1

2
√
π

∫
1√
2π 1

2

e
− z2

2 1
2 dz

a 1√
2π 1

2

e
− z2

2 1
2 je hustota rozdelenia N(0, 1

2
), teda celkovo A = 1

n
1

2
√
π
.

Ďalej, pre B máme:

B =
[ ∫

z2K(z)dz
]2

=
[ 1√

2π

∫
z2e−

z2

2 dz
]2

=
[ 2
√

2√
2π

∫ ∞
0

√
te−tdt

]2
=
[ 2√

π
Γ
[3
2

]]2
Celkovo je teda B = 1.
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Takže máme:

A = 1
n

1
2
√
π
, B = 1 a C = 1

σ5
3
8

1√
π

a pre hmin dostávame:

hmin
.

= σn−1/51.06

Čiže pre vol’bu vyhladzovacieho parametra potrebujeme odhadnút’ parame-
ter σ z dát, použ́ıva sa výberový rozptyl S2

n. Spoč́ıtame si teda optimálnu hod-
notu vyhladzovacieho parametra pre túto metódu. Výberový rozptyl źıskame po-
mocou softvéruR a následne spoč́ıtame hodnotu hmin

.
= 0.45. Na obrázku 4.4

skonštruujeme jadrový odhad pre dáta faithful použit́ım tohto źıskaného vy-
hladzovacieho parametra.

Obrázok 4.4: Jadrový odhad s vyhladzovaćım parametrom h
.

= 0.45, za jadro
bola zvolená hustota N(0, 1).
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Existujú rôzne modifikácie, ako pomocou tejto metódy źıskat’ optimálnu hod-
notu vyhladzovacieho okna. Jednou z nich je napŕıklad namiesto odhadu roz-
ptylu vo vyjadreńı hmin použit’ medzikvartilové rozpätie (IQR). Vzorec pre hmin
potom vyzerá hmin = 0.79(IQR)n−

1
5 . Toto použitie medzikvartilového rozpätia

namiesto rozptylu je výhodneǰsie v tom, že nezohl’adňuje odl’ahlé pozorovania.
Použitie takto źıskanej hodnoty vyhladzovacieho parametra môže teda priniest’

lepšie výsledky pre zošikmené dáta a dáta s
”
dlhými chvostami“. Avšak, podl’a

knihy [2], kapitola 3.4.2 to citlivost’ na bimodalitu v pozorovaniach nezlepš́ı.
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4.2
”
Krosvalidačné“ metódy

”
Cross-validation“ niekedy prekladaná ako

”
kŕıžová validácia“, alebo

”
krosva-

lidácia“ odkazuje na metódu štatistickej analýzy, ktorá využ́ıva čast’ napozoro-
vaných dát k źıskaniu informácíı o zvyšnej časti. V našom pŕıpade to označuje
d’aľśı spôsob, ako určit’ optimálnu hodnotu vyhladzovacieho parametra. Konkrétne
sa budeme zaoberat’ metódou

”
least-squares cross-validation“ (LSCV ). LSCV je

narozdiel od
”
rules of thumb“ metód plne automatický spôsob źıskania hodnoty

paramtera h.
”
Krosvalidácia“ tu spoč́ıva v tom, že si definujeme odhad hustoty

f ako odhad f̂
i

vytvorený pomocou dát X1, ..., Xn s tým, že Xi-te pozorovanie sa
vynechá, t.j.

f̂ i(x) =
1

(n− 1)h

∑
i 6=j

K
(x−Xj

h

)
(4.1)

V druhej kapitole, v (3.2) sme videli, že stredná integrovaná štvorcová chyba
jadrového odhadu f̂h je rovná MISE(f̂h(.)) = E

∫
(f̂h(x)− f(x))2dx.

Máme teda

MISE(f̂h(.)) = E

∫
(f̂h(x)− f(x))2dx = E

( ∫
[f̂h(x)2 − 2f̂h(x)f(x) + f(x)2]dx

)
odtial’

MISE(f̂h(.)) = E

∫
[f̂h(x)2dx− 2E

∫
f̂h(x)f(x)dx+

∫
f(x)2dx. (4.2)

Posledný člen na vyhladzovacom parametri nezáviśı. Hl’adanie vhodného para-
metra h vzhl’adom k minimalizácíı MISE preto prejde k minimalizácíı výrazu
ER(f̂h) = E

( ∫
[f̂h(x)2dx− 2

∫
f̂h(x)f(x)]dx

)
.

Pretože R(f̂h) záviśı na neznámej hustote f , odvod́ıme si nestranný odhad
R(f̂h) pomocou

”
krosvalidácie“. Použijeme na to odhad hustoty skonštruovaný

pomocou (4.1).

Označme si

LSCV (h) =

∫
f̂h(x)2dx− 2

n

n∑
i=1

f̂ i(Xi). (4.3)

Najprv si vyjadŕıme čomu je rovná stredná hodnota z druhej časti vo výraze (4.3):

E
( 1

n

n∑
i=1

f̂ i(Xi)
)

= E

(
1

n

n∑
i=1

1

(n− 1)h

∑
j 6=i

K
(Xi −Xj

h

))
=

=
1

n(n− 1)h

n∑
i=1

∑
j 6=i

E

(
K
(Xi −Xj

h

))
= E

(
K
(Y −X

h

))
=

=

∫ ∫
K
(y − x

h

)
f(x)f(y)dxdy = E

∫
f̂h(x)f(x)dx

Ukážeme teda, že LSCV je nestranným odhadom preR(f̂h) = MISE−
∫
f(x)2dx,

máme

E(LSCV (h)) = E

(∫
f̂h(x)2dx− 2

n

n∑
i=1

f̂ i(Xi)

)
=

18



= E

∫
f̂h(x)2dx− 2E

( 1

n

n∑
i=1

f̂ i(Xi)
)

V (4.2) sme si vyjadrili, čomu je rovná stredná hodnota výrazu 1
n

∑n
i=1 f̂ i(Xi),

po dosadeńı do rovnice pre E(LSCV ) teda dostaneme:

E(LSCV (h)) = E

∫
f̂h(x)2dx− 2E

∫
f̂h(x)f(x)dx,

čo je podl’a (4.2) MISE −
∫
f(x)2dx. Dostali sme teda, že LSCV (h) je ne-

stranným odhadom pre R(f̂h) = MISE−
∫

(f(x))2dx. Takže hl’adanie optimálnej
hodnoty vyhladzovacieho parametra h pomocou minimalizácie E[LSCV (h)] by
malo korešpondovat’ s minimalizovańım E[R(f̂h)] a pretože

∫
f(x)2 je konštanta,

v konečnom dôsledku by to teda malo korešpondovat’ s minimalizovańım MISE.
Na obrázku 4.5 zostroj́ıme jadrový odhad pre faithful pomocou tejto metódy.

Použili sme program R a funkciu density, kde sme vzhladzovaćı parameter na-
stavili pomocou funkcie bw.ucv, čo je v R implementovaný výpočet vyhladzo-
vacieho parametra minimalizáciou LSCV . V našom pŕıpade vyšla táto hodnota
h

.
= 0.102.

Obrázok 4.5: Jadrový odhad pre dáta faithful s h
.

= 0.102
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Ked’ si porovnáme výsledné odhady źıskané metódou
”
rules of thumb“ a

”
kro-

svalidáciou“ na obrázkoch 4.4 a 4.5, je vidiet’, že na obrázku 4.5 nie sú v okoĺı bodu
3 takmer žiadne pozorovania narozdiel od výsledku, ktorý ponúka obrázok 4.4. Po
vyfiltrovańı dát faithful tak, aby sme źıskali len tie, ktoré sú v bĺızkosti bodu 3,
zvolili sme interval (2.9, 3.1) sme zistili, že počet tých pozorovańı, ktoré do tohto
intervalu spadajú je 1. Teda odhad s vyhladzovaćım parametrom vypoč́ıtaným
pomocou

”
rules of thumb“ metódy je

”
nadhladený“.

Pre porovnanie si ešte uvedieme, ako by vyzeral histogram pre tieto dáta.
Histogram na obrázku 4.6 je pre a = 0 a h = 0.5.
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Obrázok 4.6: Histogram pre dáta faithful, a = 0, h = 0.5.
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Z tohto obrázku by sme teda mohli usúdit’, že tvarom mu je
”
podobneǰśı“

jadrový odhad z vyhladzovaćım parametrom źıskaným metódou minimalizácie
LSCV .

V knihe [2], kapitola 3.4.3, strana 51 sa uvádza, že v zmysle minimalizácie inte-
grovanej štvorcovej chybyMISE metóda minimalizácie LSCV dosahuje asympto-
ticky najlepšiu možnú vol’bu vyhladzovacieho parametra. To znamená, že ak
máme teoretickú hodnotu optimálneho parametra, označime ju hopt a odhad tejto
hodnoty źıskaný pomocou minimalizovania LSCV , hlscv, potom

MISE(f̂hlscv)

MISE(f̂hopt)

n→∞−→ 1

Exsitujú d’aľsie iné metódy, ktorými sa hl’adá optimálna hodnota vyhladzova-
cieho parametra h pre jadrové odhady hustoty. My sme si ako kritérium správnosti
zadali

”
vzdialenost’“ dvoch funkcíı, odhadu a odhadovanej hustoty. Niekedy ale

potrebujeme čo najlepš́ı odhad v inom zmysle, napŕıklad aby mal odhad rovnaký
počet módov a rôzne iné.
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Kapitola 5

Záver

V práci sme sa zaoberali neparametrickými metódami odhadu hustoty, najmä ja-
drovými odhadmi. Na základe odporučenej literatúry sme zhrnuli základné po-
znatky a stručne poṕısali problematiku jadrových odhadov a vol’by vyhladzova-
cieho parametra.Vol’bu vyhladzovacieho parametra sme založili na požiadavke,
aby sa minimalizovala odchýlka vzdialenost́ı odhadu od skutočnej hustoty. Na
základe tohto kritéria správnosti odhadu sme poṕısali metódy, ako vyhladzovaćı
parameter zvolit’ v závislosti na tom, ktorá z týchto metód sa nám na riešenie
problému viac hod́ı. Doplnili sme chýbajúce kroky v niektorých odvodeniach a
daný problém sme sa pokúsili ilustrovat’ na dátach, použit́ım softwaru R.

Problematika jadrových odhadov hustoty je ale vel’mi široká. Existuje viacero
kritéríı na

”
správnost’“ odhadu a taktiež mnoho spôsobov ako volit’ parametre

odhadu, totiž vyhladzovacie okno h a jadro K. Práca by sa teda dala rozv́ıjat’

mnohými smermi, dalo by sa na ňu nadviazat’ napŕıklad poṕısańım niektorých
d’aľśıch metód vol’by parametra h alebo doplneńım teórie k jadrovým odhadom
pre viacrozmerné dáta.
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