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Uvod

V dnesni dobé maji arokové sazby obrovsky dopad na bankovni trh. Staci si vzpo-
menout na manipulaci sazby LIBOREL ktera byla odhalena v 1été 2012. LIBOR se
Casto vyuziva jako referenc¢ni tirokova sazba. Vzhledem k velkému objemu financ-
nich produktt (zhruba 350 biliont USD) mutze mit mald zména trokové sazby
velky dopad na hodnotu finanénich aktiv. Snaha mit co nejpfesnéjsi odhady tro-
kovych sazeb vedla k objevu mnoha modelt, jejichz piehled je v tabulce 1. Prvni
byl uveden v roce 1973 a je dnes znam po svém objeviteli jako Mertoniv model.
V roce 1977 byl predstaven Vasickiv model, ktery dale slouzil jako zaklad pro
ostatni modely. V soucasné dobé neexistuje univerzalni model, i kdyz, jak mno-
zi véfi (napf. Malek 2005 [10]), je jeho dosazeni otdzkou ¢asu. Osobné si vsak
nemyslim, ze by nékdo vynalezl univerzalni model. Jednéa se z mého pohledu o
velmi komplikovanou problematiku.

Tabulka 1: Prehled nékterych trokovych modeli.

Merton (1973) dry = adt + odW;
Vasicek (1977) dry = a(B — r)dt + odW,
Dothan (1978) dr; = or,dW,
Brennan-Schwartz (1980) dry = (8 + ary)dt + or, dW,
Cox-Ingersoll-Ross (CIR)(1985) dry = a(B — ry)dt + o\/r:dW;
Ho-Lee (1986) dr; = 6,dt + odW;
Exponential Vasicek (EV) dry = ri(ny — alogry)dt + or, dW,
Black-Derman-Toy (1990) d(logr) = (6, + Z—% log ry)dt + o, dW;
Hull-White Extended (1990) dry = [B; — oyry]dt + oy /redW,
Black-Karazinsky (1991) d(logr;) = ¢¢[log py — log ry]dt + o, dW,
Geometric Brownian Motion (GBM) dr; = prdt + or, dW;
Marsh-Rosenfeld (1983) dry = (Brt_(l_w + ary)dt + or) AW,

Urokové derivaty jsou finanéni instrumenty, jejichZ cena zavisi na hodnoté
urokové miry, a objem jejich obchodt zdaleka prevysuje vSechny ostatni. Patii
mezi né opce a futures na dluhopisy, trokové swapy, FRAE]atd. Pohyb trokové
miry ma nahodny charakter, ktery je mozno zapsat stochastickou diferencialni
rovnici.

Na tivod bych se jesté chtél zminit o problematice zapornych trokovych sazeb,
které se zacaly objevovat ve zpravach. Tak naptiklad v prosinci 2012 se objevila
zprava [15], ze dvé nejvétsi banky ve Svycarsku Credis Suisse (CS) a UBS ofici-
alné oznamily, Ze na frankovych depozitech zavadéji negativni arok. Neboli at se
klienti pripravi na to, Ze za jejich penize jim banka nezaplati, ale dokonce musi ji

'London Interbank Offered Rate je priimérna trokova sazba, za niz si banky jsou ochotny
ptjcovat na londynském mezibankovnim trhu penize.

2FRA obchod (Forward Rate Agreement) je smlouva mezi bankou a klientem, jejiZ pred-
métem je dohoda o budouci trokové sazbé na urcity terminovy vklad nebo avér v urcitém
sjednaném budoucim ¢asovém obdobi.



zaplatit oni ji za to, Ze penize drzi. Plati se za ,pohodli“, jinak by si lidé museli
poridit domi sejf, vybrat hotovost a pii kazdé vétsi transakci prokazovat, odkud
ze ty penize jsou. Nejedna se pritom o penize vSech klientti, ale o hotovost jinych
finané¢ni instituci ulozenou na tctech CS a UBS. Banky se tim brani obrovskému
prilivu hotovosti, pro kterou uz nemaji uplatnéni.

Modelovani trokovych sazeb je velice dilezité ve finan¢ni matematice a aktu-
arskych védach. V poslednich desetiletich bylo vyvinuto nékolik modelt, které se
snazi co nejvérohodnéji popsat chovani vynosové kiivky. Tyto modely vétsinou
vyuzivaji aparat z teorie pravdépodobnosti a ndhodnych procesi. Modely troko-
vych sazeb se v praxi pouzivaji pro predikci vynosové kiivky, na jejimz zakladé
se provadi urcitd rozhodnuti s cilem maximalizovat zisk ¢i minimalizovat riziko.

V prvni kapitole jsou zavedeny zakladni definice a pojmy, které budu pouzivat
v diplomové praci. Predpokladame vsak, ze ¢tenar je jiz seznamen se zakladnimi
pojmy finan¢ni matematiky a zné zaklady nahodnych procesi. Ve druhé kapitole
popisu nékteré jednofaktorové modely, jez poslouzily jako zaklad pro rozvoj ostat-
nich pokrocilych modelti. Ve tieti kapitole se podivame na Brennan-Schwartztv
model, ktery se lisi od ostatnich modeli pouzitim dlouhodobé trokové sazby. Na
zaver je popsan Longstaff-Schwartziv dvoufaktorovy model, za jehoz zaklad lze
povazovat jeden z modeld popsanych ve druhé kapitole.

Jednotlivé modely jsme zkoumali i prakticky s pouzitim programu Mathemati-
ca 9.0.0.0 k simulaci a ocenéni dluhopisu pomoci nékterych modeli. V ptilohach
na poslednich strankach prace je popis praktického pouziti model.

V diplomové praci jsme nedavali diiraz na mnozstvi popsanych modeli, ale
zaméfili jsme se na jejich disledny popis a pouzitelnost. Doufam, ze ¢tenafi to
oceni. Pfjemné cteni!



1. Zakladni pojmy

V této kapitole si zavedeme zakladni pojmy, se kterymi budeme déle pracovat.
Ackoliv predpokladam, Ze Ctenar je jiz seznédmen se zdkladnimi pojmy finanéni
matematiky, alespon podle rozsahu povinnych predméti oboru Finanéni matema-
tika na MFF UK. Nicméné povazuji za nutné uvést zde par pojmui pro pochopeni
latky.

1.1 Vynosova krivka

Vztah mezi vynosem do splatnostiE] a dobou do splatnosti dluhopisii se obecné
oznacuje jako vynosovd krivka (yield curve). Vynosova kiivka vypovida vérohod-
né o zavislosti vynosu na dobé splatnosti jen tehdy, je-li konstruovana na zakladé
konkrétnich dluhopisii lisicich se pouze dobou splatnosti, ale jinak ptiblizné shod-
nymi vlastnosti (typ emitenta, ratingové hodnoceni, zdanéni apod.). Z tohoto di-
vodu budeme jiz v dalsim textu uvazovat pouze bezrizikovou urokovou sazbu. Pti
vztahovani vynosovych ktivek jednotlivych dluhopisii k vybrané vynosové kiivce
statnich dluhopisii staci tuto kiivku navysit o hodnotu oznacovanou jako kreditni
spread daného dluhopisu.

1.1.1 Tvar vynosové krivky

V odlisnych ekonomickych situacich jsou riizné tvaru vynosovych kiivek. Ve vétsi-
né pripadu byvaji sice kratkodobé iirokové miry nizsi nez dlouhodobé, v nékterych
obdobich je tomu ale naopak. Naptiklad v bfeznu 1980 byly v USA vsSechny tro-
kové miry vysoké a kratkodobé vyssi nez dlouhodobé, proto kiivka klesala. V
cervenci 1987 byly naopak vSechny trokové miry nizké a kratkodobé nizsi nez
dlouhodobé, tudiz je kfivka rostouci.

Rostouci tvar vynosové kiivky se vyskytuje Castéji, proto se nazyva ,normal-
ni“. Naproti tomu, klesajici vynosova kfivka se vyskytuje méné casto, proto se
nazyva inverzni“. Nékdy mutze byt vynosova kiivka i konstantni, tj. se stejnou
trokovou mirou pro vSechny doby do splatnosti, takova se nazyva ,plocha“ (k
tomu doslo napf. v lednu 1982 v USA). ,Vybouleny“ tvar vynosové kiivky mutze
nastat predpokladame-li, Ze na trhu jsou napft. banky, které preferuji investice
do kratkodobych dluhopisii, investi¢ni fondy preferujici investice do dlouhodo-
bych dluhopisti a jen malo instituci upfednostiiujicich dluhopisy stfednédobé a
situace na strané nabidky bude ,neutralni“. Je tomu tak proto, ze obéma kon-
cum vynosové kiivky, kde je vyssi poptavka, budou odpovidat vyssi ceny a tim
nizsi vynosnosti dluhopisi, zatimco v prostiedni ¢asti se drzi nizsi ceny (a vyssi
Vynosy).

Centralni banka také mize ovlivnit hodnotu trokové miry. Chce-li centralni
banka ozivit ekonomiku, zvysi nabidku penéz, coz vede k poklesu trokovych sazeb.
Chce-li centralni banka naopak omezit rtst inflace, snizi nabidku penéz, coz vede k
ristu trokovych sazeb. To plati o obecné vysi trokovych sazeb, politika centralni
banky ma ale vliv i na tvar vynosové kiivky. Bude-li napt. cilem centralni banky

1Je pramérny roéni vnos, ktery investor ziska okamzitjym zakoupenim dluhopisu za aktualni
trzni cenu P a jeho drzbou az do data splatnosti.



snizit vysokou inflaci, snizi nabidku penéz a tim dojde ke zvysSeni trokovych
sazeb. Konkrétné ale dojde predevsim ke zvyseni kratkodobych trokovych sazeb.
Soucasné tento krok bude mit za néasledek snizeni o¢ekavané dlouhodobé inflace
a tudiz pokles dlouhodobych sazeb.

V soucasné dobé je moznost Ceské narodni banky reagovat timto zptisobem
na uvedené podnéty omezena snahou o plnéni Maastrichtskych kritérii v souvis-
losti se vstupem do Evropské unie. Jednim z nich je i udrzeni vyse trokové miry
v urc¢itém daném pomeéru vzhledem k trokové mire v Evropské unii. Tudiz pro
provadéni svoji politiky ztraci prostor (ve prospéch vlivu Evropské centralni ban-
ky).

Vynosova krivka mtize byt jesté ovlivnéna vyvojem ekonomiky. Jestlize je eko-
nomika ve fazi ristu, byva tento rist doprovazen vyssim tempem rustu cen, tj.
ristem inflace. To ma za nasledek zvyseni irokovych sazeb. Jestlize je ekonomika
ve fazi recese, klesd poptavka po penézich, coz ma za nasledek pokles trokovych
meér. Kratkodobé trokové miry pritom na vyvoj ekonomiky reaguji vyraznéjsimi
vykyvy nez dlouhodobé.

1.2 Faktory

Faktor obecné oznacuje pfitomnost ndhodné slozky (zdroj nejistoty) v modelu.
Napftiklad jednofaktorové modely jsou modely, které maji jednu slozku nahody
ovliviiujici cenu dluhopisu. V takovém modelu jsou ceny dokonale korelovany.
Jinymi slovy, jestlize zndme zménu jedné veli¢iny (napf. bezrizikové sazby r(¢)f),
pak snadno urc¢ime zménu podkladového aktiva. Uvazujme konkrétni opci, jejiz
cena je odvozena z rozdilu mezi ro¢ni a pétiletou sporovou sazbou. Jednofaktorové
modely zFejmé cenu této opce preceni, nebot predpokladaji, Zze pétileta trokova
mira je vice korelovana s jednoletou, nez jak je to ve skutecnosti.

Naproti tomu vicefaktorové modely pouzivaji vice slozek ndhodnych procesii.
V tomto pfipadé zména na vstupu neni dokonale korelovana s vyslednou cenou
na vystupu. Faktory, jez jsme zvolili na vstupu, musi mit pfimy dopad na ce-
nu podkladového aktiva, aby byly schopny co nejpiesnéji urcit jeho hodnotu.
Napriklad Longstaff a Schwartz ve svém modelu, kterému se podrobnéji bude-
me vénovat ve ¢tvrté kapitole, zahrnuli do svého modelu kratkodobou trokovou
sazbu a okamzity rozptyl zmén v této sazbé.

1.3 Heuristické odvozeni stochastické rovnice

Itouv integral je srozumitelné popsén v [16]. Zde se budeme zabyvat pouze jed-
norozmérnou (one-dimensional) verzi. Uvazujme model ristu populace

N
dd_t =a(t)N(t), N(0) = Ny konstanta, (1.1)

kde N(t) je velikost populace v ¢ase t, a a(t) je relativni rust v ¢ase ¢. Funkce
a(t) neni vétsinou zndma a je vyjadirena jako

2V priibéhu prace budu také pouzivat ekvivalentni zapis r;.



a(t) =r(t) + ”sum”,

kde r(t) je skutecny rist ¢i pokles populace bez ndhodné slozky, ktery se snazime
odhadnout. Rovnice (1.1]) se d4 obecnéji zapsat jako

dX
E = (t,Xt) + O'(t, Xt) : Bt' (12)

Na zékladé mnoha pozorovani (napf. v inZzenyrstvi) mtizeme, alespon zhruba pired-
pokladat, ze B; ma nasledujici vlastnosti

(1) t1 # ta = By, a By, jsou nezavislé,

(ii) {B:} je stacionarni proces, tj. distribuéni funkce { By, i+, ..., Bt ++} je neza-
visla na t,

(iii) E[B:] = 0 pro vSechny ¢.

Nicméné se ukazuje, ze Zadny rozumny proces spliujici podminky (i) a (i) v
klasickém smyslu neexistuje [16]. Déale se tim zabyvat jiz nebudeme a pokusime
najit misto B; vhodny stochasticky proces. Necht 0 = tp < t; < ... < t,, =t a
prepisme do diskrétni podoby

X1 — X = plty, Xp) Aty + o(ty, Xi) By Aty (1.3)
kde

Xj - X(tj), Bk - Btka Atk - tk+1 - tk

Zaménime zapis By Aty na AV, =V, . =V, , kde {V,}i>0 je vhodny stochasticky
proces. Aby V; mohl splnit pfedpoklady (i), (i) a (i7i), musi mit V; staciondrné
nezavislé prirustky a stredni hodnotu rovné 0. Jediny proces, ktery to spliuje,
je Wieneriv proces W; [20]. Je definovan jako ndhodny proces {W;,t > 0} s
nasledujicimi vlastnostmi:

1. Wy =0s.j. a {W;,t > 0} ma spojité trajektorie.

2. Pro libovolné casové okamziky 0 < ¢; < ty < ... < t, jsou priristky
Wy Wy = Wy Wiy = Wy, .. W, — W, | nezéavislé nahodné velic¢iny.

3. Pro libovolné ¢asové okamziky 0 <t < s maji ptiristky Wy — W, normalni
rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem o2(s—t), kde o2 je kladna
konstanta. Speciilné, pro kazdé t > 0 je EW, = 0 a varW, = o2t

Polozme V; = W, a dosazenim do (|1.3) dostaneme

k—1 k—1
Xk = X() + Z”(tj’Xj) A tj + ZO‘(tj,Xj) A Wj.
j=0 j=0

Ukazuje se, ze za rozumnych predpokladt limita pravé strany pro At; — 0 exis-
tuje a integral lze zavést, pokud druhy c¢len budeme chapat jako Itotv integral
vici Wienerovu procesu:



t t
X, =Xy +/ p(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dWs.
0 0

Definice 1. Necht mame ddnu stochastickou bdzi (0, F, P, (Ft)i>0, (Wi)i>0), kde
(Q, F, P) je pravdépodobnostni prostor, W je Wieneruv proces, F; je kanonickd
filtrace Wienerova procesu. Necht V = V(S,T) je mnoZina funkci

f(t,w):[0,00] x Q2 = R
takove, Ze
(i) (t,w) — f(t,w) je Bx F-méritelnd, kde B je borelovskd o-algebra na (0, 00).
(ii) f(t,w) je Fi-adaptovatelnd.
(iii) E[[q f(t,w)*dt] < co.

Itotv integral [ fdW se da zavést i pro vétsi mnozinu funkef nez V. Podminku
(77) ve vySe uvedené definice miZzeme prepsat do tvaru:

(77)" Necht existuje rostouci posloupnost o-algeber H, : ¢t > 0 takové, Ze
a) B, je martingal vici H; a

b) f; je Hi-adaptovatelna.

Vsimnéte si, Ze z a) vyplyva F; C H;. Podstata tohoto rozsifeni spoc¢iva v tom, Ze
f+ je zavisla na vétsi mnoziné nez F; dokud B; je martingal vzhledem k minulosti,
tj. fs s <t.

Nyni muzeme definovat ltotv proces a zavést pro nas velmi dulezité [toovo
lemma.

Definice 2 (Itouv proces). Necht W, je Wieneriv proces na (Q, F, P). Proces
{X:} na (Q, F, P) nazveme Itouv proces, jestlize jej lze vyjadiit ve tvaru

t t
X; :X0+/ M(S,Xs)ds+/ o(s, Xs)dWs, (1.4)
0 0
kde o € Wy, tak Ze
t
P {/ o(s, X,)*ds < 0o pro vsechny t > 0] = 1.
0

Predpoklddame ddle, Ze funkce (s, Xs) patii do skupiny H,-adaptovatelnych funk-
ct a

t
P [/ (s, Xs)|ds < oo pro vsechny t > 0] =1
0

Rovnice (1.4) byva ¢asto vyjadiena ve zkracené formé



Lemma 1 (Itoovo lemma). Necht {X;} je Itoiv proces tvaru

Necht f(t,z) € C*([0,00] x R) (dvakrdt spojité diferencovatelnd). Potom pro
stochasticky proces { f(t, X;)} platf]

10°f
2 0x?
10%f

20227

0 0

_|of of

(t, X¢)(dX,)? =

of

(t, Xy) + (t, X)? | dt + %a(t, X,)dW,,

kde (dX,)? = (dX,) - (dX,).

Dikaz I[toova lemmatu a podrobnéjsi konstrukci zavedeni Itoova integralu lze
nalézt [16].

1.4 Itouv proces

Obecné schéma finan¢nich modelt ve spojitém case je Itouv proces (difuzni pro-
ces) [3]. Jestlize malé zmény v proménné r v case ¢ znacime dr{ff pak obvykly
zépis tohoto zobecnéného Wienerova procesu {ry,t > 0} je

dry = f(ry, t)dt + p(r, t)dW; prot >0, (1.5)

kde W, je Wieneruv proces. Tento model mé driftovou slozku f(r;, t)dt modelujici
trend a difuzni slozku p(r;, t)dW; modelujici volatilitu. Jak uvidime déle, modely
vyuzivané v praxi maji vétsinou blize specifikovany tvar driftového a difuzniho
koeficientu. Jejich vystupem byva vyjadieni ceny dluhopisu P(¢, s, r) a okamzité
miry zisku r(t) a tedy nasledné vyjadieni vynosové kiivky R(t,7") pomoci téchto
koeficient.

1.5 Typy urokovych modela

Existuji dva odlisné typy trokovych modeli.

Rovnovazné a kratkodobé modely jsou zaloZené na predpokladu fungovani
ekonomie. Berou v potaz rizné preference rizika investort a snazi se dosahnout
rovnovahy mezi jejich nabidkou a poptavkou po dluhopisech. Néas bude predevsim
zajimat, jak ekonomie ovliviiuje ¢asovou strukturu trokovych sazeb. U jedno-
faktorovych modeli to obvykle znamena konstrukci stochastického modelu pro
pribéh bezrizikové sazby.

Splati df - df = dt - dW, = dW, - df = 0 a dW, - dW, = dt.
4Méné formalni zapis je Ary = ry — ri_1.



Modely zaloZzené na neexistenci arbitraze pouzivaji okamzitou trokovou
sazbu k predikci budouci sazby. Arbitraz je zptsob, jak vyuzit vyhody odlisnych
cen na ruznych trzich. Tim, Ze identické zbozi kupujeme na jednom trhu a pro-
davame na jiném trhu za odliSnou cenu, dosahujeme bezrizikového zisku. Tato
situace je zna¢né neprirozena a v modelu finan¢niho trhu nezadouci.

1.6 Afinni ¢asové strukturtury

Jestlize hodnota dluhopisu je dana vztahem P(t,s) = F(t, s, r(t)), kde F' ma tvar

F(t,s,r(t)) = A(t, s) exp|—B(t, s)r(t)] (1.6)

ptritom A(t,T) a B(t,T') jsou deterministické funkce, pak feknéme, ze model ma
afinni ¢asovou strukturu. Tyto modely jsou relativné snadno feSitelné a pomérné
obecné. Tuto strukturu vykazuji napt. Vasickiv nebo CIR model, které budou
popsany ve druhé kapitole.

1.7 Jaké problémy resi irokové modely?

Réadi bychom jesté nastinili problémy, které fesi tirokové modely.

1.7.1 Souvislost s trznim rizikem
Uvedme jednoduchy piiklad [4], ktery ukazuje zminénou souvislost mezi trznim

rizikem a urokovymi sazbami dluhopisi s riznou dobou do splatnosti.

Priiklad 1. Podnikatel chce na 18 mésici ulozit ve formé terminovaného devizo-
vého vkladu 248 500 K¢é. Je pro né€j vyhodnéjsi:

a) systém Sestimési¢nich terminovanych vkladii s nominélni drokovou mi-
rou 7,65% p.a. nebo

b) systém mési¢nich terminovanych vklad s nominalni trokovou mirou
7,59% p.a.?

ReSeni: a) ¢dstka 248 500 K¢ se za 18 mésict ziro¢i na:

: 0,0765
S = P(1+ L) = 248 500(1 + - 5
m

)3 =278 120,

e P je zaklad, 7 ro¢ni Grokova mira, m frekvence troceni za rok a
kde P klad, k , m frek kah
pocet trokovacich obdobi.

b) castka 248 500 se za 18 mésict zuro¢i na:

’ 7
Ty — 948 500(1 + 2000

S=P(1+ )8 = 278 365.

m

Pfi vyuziti systému b) dostane podnikatel na konci irokovaciho obdobi ¢astku
278 365 K¢, coz je vice nez 278 120 K¢ v pripadé systému a). Pro podnikatele je
tedy vyhodnéjsi systém b).



Jak se zméni vysledek, kdyz opustime nerealisticky predpoklad, ze trokova
mira pro nasledujici irokovaci obdobi bude stejna jako pro vychozi? Zkusme
napiiklad zménit zadani tak, ze nominalni trokova mira u Sestimésicnich vklada
pro druhy a tfeti ptlrok bude vyssi, a to 7,76% p.a. (u mési¢nich vkladi v piipadé
b) predpokladejme, ze bude odpovidat ptivodnimu zadani):

a) systém Sestimési¢nich terminovanych vklad s nominélni trokovou mirou
7,65%, 7,76% a 7,76%, pak ¢astka 248 500 K¢ se za 18 mésicti zirodi na:

0,0765 0,0776

2

0,0776

S = 248 500(1 +

)1+

)1+ ) = 278 414 K&,

misto ptivodnich 278 120 K¢.

V daném piipadé jiz je vyhodné&jsi pro podnikatele systém a). Uz pfi malé zméné
budouci irokové miry oproti ptivodné ocekavané hodnoté miize tedy byt vyhod-
chovani trokovych sazeb.

Uvedeny zjednoduseny priklad ukazuje obecnou skutecnost, ze vysledek fi-
nan¢niho rozhodovani zavisi na budoucim vyvoji tirokovych sazeh’] V tomto pii-
padé se jedna o trzni riziko pro podnikatele. Ke kvantifikaci trzniho rizika se
pouzivaji miry jako napf. Value at Risk (VaR) nebo durace, pfi jejichz stanovo-
vani miizeme vyuzit pravé scénaie vyvoje vynosovych krivek.

Vyse trokovych sazeb je dilezitd také pro bankovni sektor. Pro banku je
vyhodné umét co nejpresnéji kvantifikovat vyvoj vynosovych kiivek, nebot pak
mohou presnéji kvantifikovat i trzni riziko, a tudiz presnéji stanovit kapitalovy
pozadavek]

1.7.2 Ocenovani dluhopisu a derivatu

V praci se budeme zabyvat ocenovanim dluhopisti a derivatti. Kromé toho by se
urokové modely daly pouzit k ocenovani zavazki.

Dalsim zékladnim dilezitym vyuzitim téchto modeld je moznost na jejich za-
kladé odvodit vzorce pro ocenéni financnich aktiv. Vétsina derivati, které jsou
obchodovany, se daji ocenit pomoci Black-Scholesova vzorce nebo tirokovych mo-
deli. Jsou vSak derivaty, pro které analyticky vzorec neexistuje. K ocenovani v
daném pripadé by se dala pouzit teorie irokovych modelt. Touto problematikou
se zabyvat nebudeme. Jedna se o velmi tézkou disciplinu, pro niz neni k dispozici
dostatecné mnozstvi zdroji k nastudovani.

5V Piiloze 2 jsme se pokusili piedpovédét vivoj PRIBOR sazby.
6Kapitalovy pozadavek CAD (Capital Adequacy Directive) se uréi jako pomér kapitdlu a

s kapital
rizika kreditni riziko-+trzni riziko Z 8%

10



2. Jednofaktorové urokové
modely

Strukturou drokovych sazeb se obvykle mini vztahy mezi vynosy do splatnosti
investic reprezentovanych predevsim dluhopisy [3] (na dluhopis lze totiz pohlizet
jako na investi¢ni piijéku). Urokové sazby zavisi na celé fadé faktorti, ale zde se
budeme zabyvat vyhradné jeji zavislosti na dobé splatnosti, tj. ¢asovou strukturou
urokovych sazeb. Pritom vztah mezi vynosem do splatnosti a dobou splatnosti se
oznacuje jako vynosovd krivka. Informace k této kapitole jsme prevazné cerpali z
[2] a [4].

V této ¢asti budou predstaveny jednofaktorové modely véetné Vasickova, ktery
je povazovan za jeden ze zakladnich. Modely jsou zobecnény pomoci stochastické
diferencialni rovnice

th = Oét<ﬁt — T't)dt -+ O'tT'tth,

kde ay, B¢, 0; jsou deterministické funkce casu a W, je Wienertv proces.

2.1 Mertonuv model
V roce 1973 Merton [I] navrhl nésledujici stochastickou rovnici
dr; = adt + odW;,

kde « a o jsou kladné konstanty. Snadno se pak da odvodit feSeni této rovnice:

t t
ry = rg—i-/ ads+/ cdWs=rqg+ at + oW,
0 0
=r, = rytalt—u)+oc(W,—W,).
V tomto pripadé mé r normalni rozdéleni z ¢ehoz vyplyva, Ze miize nabyvat

zapornych hodnot.

2.2 Vasickuv model

Nejznaméjsi model, Vasicktv, byl publikovan v roce 1977 [2]. Jedna se o jedno-
faktorovy model, tzn. Zze zahrnuje jen jeden trokovy faktor r(t).

Uvazujme bezkupoénovy dluhopis, jehoz jednotkova nominalni hodnota je splast-
né v ¢ase s. Hodnotu tohoto dluhopisu v ¢ase t (t < s = t+7') ozna¢me symbolem
P(t, s), tak Ze plati P(s,s) = 1. Spojity vynos do splatnosti v ¢ase t tohoto dlu-
hopisu oznac¢ovany symbolem R(t,T) je

1
R(t,T) :—TlogP(t,t—l—T), pro T > 0, (2.1)

nebot ziejmé spliiuje rovnici spojitého diskontovani
P(t,t+T) = e BEDT,

11



Nyni definujme okamzitou spotovou miru zisku v case t

r(t) = R(t,0) = %11}1%) R(t,T).

Privlastek ,okamzitd”“ vyjadiuje skutecnost, ze pri aplikaci této trokové miry
na néjakou kapitalovou castku Z v case je kapitalovy prirtistek béhem kratkého
¢asového intervalu dt priblizné roven

dZ = Zr(t)dt (2.2)

Poznamka 1. V teorii Grokovych modelt pracujeme s okamzitou urokovou sazbou,
tedy sazbou, ktera by méla odpovidat nekonecné kratkému casovému intervalu.
Takova sazba nicméné na trhu neexistuje, potiebujeme proto stanovit vhodné-
ho kandidata. Je mozné pracovat s O/N sazbou. Jak vSak ukazal Myska 2008
[17] pomoci shlukové analyzy dat, neni vhodné vyuzivat O/N sazbu, jelikoz je
prilis ,nepodobna“ ostatnim sazbam. Okamzitou trokovou sazbu je praktictéjsi
vyuzivat pro 2W, 1M, 3M, 6M nebo dokonce i 1Y.

Z hlediska ¢asového okamziku ¢ je tedy r(t) bezrizikova, takze i na vynos ({2.2)
lze pohlizet v kratkém cCasovém intervalu dt jako na bezrizikovy. Dale budeme
predpokladat, ze r(t) je stochasticky proces za nasledujicich podminek

1. r(t) je spojita funkce ¢asu,
2. r(t) je markovsky proces.

Za vyse uvedenych predpokladi je budouci pribéh r(t) zcela nezavisly na minu-
losti. Zavedeme nasledujici predpoklad:

(P1) Spotova sazba je spojity markovsky proces.

Procesy jez jsou markovské a zaroven spojité jsou nazyvany difuznimi procesy,
které jsou popsany vztahem (L1.5). Je zcela pfirozené piedpoklddat, Ze hodnota
dluhopisu je uréena pribéhem spotové sazby béhem jeho platnosti (mysleno od
emise do splatnosti). Proto zavedeme dalsi predpoklad:

(P2) Hodnota P(t,s) diskontniho dluhopisu v ¢ase t je urCena pribéhem
{r(1), t > 7 > s } béhem doby platnosti dluhopisu.

Posledni predpoklad, na némz jsou zalozeny modely je:
(P3) Trh je efektivni, tj.:

e neexistuji transakéni naklady,

e informace jsou dostupné pro vSechny ucastniky trhu,

e kazdy investor se chova racionalne.
Pokud se trhy chovaji efektivné, pak velmi rychle absorbuji vsechny kurzo-
tvorné informace (véetné efektivniho zapracovani téchto informaci do trz-

nich cen). Na takovych trzich pak nelze najit podhodnocené ¢ nadhodno-
cené tituly.

12



Z predpokladt (P1) a (P2) plyne, Ze

P(t,s) = P(t,s,r(t)).
Cena dluhopisu je ddna vztahem P = P(t, s,7(t)), coz je funkce r(t). Pak aplikaci
Itoova lemmatu na difuzni proces (|1.5)) dostaneme vyjadieni P ve formé difuzniho
procesu
dP = Pu(t, s)dt + Po(t, s)dWy, (2.3)
kde parametry pu(t,s) = u(t, s, r(t)), a o(t,s) = o(t, s,r(t)) jsou dany

1 (o L0 1,
p(t,s,r) = Pltsr) <;+fa+ip w) P(t,s,r), (2.4)
1 0
o(t,s,r) = —WPEP(@S,T% (2.5)

kde funkce p(t, s, r) je stfedni hodnotou (trendovy koeficient) a o (¢, s,r)? je roz-
ptyl okamzitych vynosi v Case ¢ (difuzni koeficient) se splatnosti s pii okamzité
spotové sazbé r(t) = r.

Nyni si predstavme investora, ktery v case t emituje dluhopis ve vysi Z; s
dobou splatnosti s; a zaroven nakoupi dluhopis v hodnoté Z, se splatnosti ss.
Celkova hodnota portfolia pak tedy bude Z = Z, — Z; a ptipadné zmény v c¢ase
jsou z rovnice vyjadieny jako

dZ = (Zop(t, s9) — Z1u(t, s1)) dt — (Zao (t, s9) — Z10(t, s1)) dW;. (2.6)

Nyni pfedpoklddejme, Ze hodnoty Z; a Z5 jsou urceny dle nasledujictho poméru
o(t,s2) a o(t,sr)

4= Za(t, s(lf)t’—sz)(t, S9) (2.7)
= 7 051) (2.8)

o(t,s1) —o(t,s2)
Po dosazeni do rovnice (2.6) se vykrati nahodna slozka dW; a dostaneme pak

(t, s2)o(t, s1) — pu(t, s1)o(l, s2)
O'(t, Sl) — O'(t, 82)
Jak si miizete vsimnout, portfolio skladajici se z téchto dluhopist je v daném

okamziku bezrizikové (instaneosly riskless), jelikoz byla vykracena stochasticka
slozka dW;. Jedna se tedy o stejné vynosy jako (2.2)). Dame-li do rovnosti (2.2)) a

(2.9), obdrzime

az=z"

dt. (2.9)

nebo ekvivalentné

(2.10)
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Jelikoz vyse uvedeny vzorec plati pro libovolné doby splatnosti si, sy, z ¢ehoz
plyne, Ze pomér % je nezavisly na s. Necht ¢(¢,7) je roven tomuto poméru

pro dluhopis s libovolnou dobou splatnosti a okamzitou spotovou sazbou r(t) = r,
wu(t, s, r)—r
o(t,s,r) ’

hodnota ¢(t,r) se nazyva trzni cena rizika. Rovnici (2.11)) mtZzeme piepsat na
tvar

q(t,r) = pro s > t, (2.11)

wu(t,s,r)y —r=q(t,r)o(t,s,r).

Po substituci 4 a o z rovnic , a nasledné tpravé dostaneme
2p
aa]; (f—i—pq)aa—P—i— pg—Q—rP—O prot <s. (2.12)
Ptedchozi vztah je zdkladni rovnici (term structure equation) pro stanoveni cen
diskontnich dluhopisii na trhu za ptredpokladu (P1), (P2) a (P3). Jakmile je
znam prubéh spotové sazby r(t) a trzni hodnota rizika, cenu dluhopisu stanovime
vyreSenim rovnice za pocatecnich podminek

P(s,s,r)=1.
Casova struktura trokovych sazeb (podobné jako (2.1) je pak uréena

R(,T) = —%log Pt t+T,r(t). (2.13)

2.2.1 Specialni pripady

[lustraci obecného modelu casové struktury trokovych sazeb si nyni ukazeme
explicitné, a to za nasledujicich predpokladi:

1. Trzni hodnota rizika je konstantni, tj. q(¢,7) = ¢ nezavislé na Case ¢ ani
spotové sazbé r.

2. Spotovéa sazba r(t) predstavuje tak zvany Ornstein- Uhlenbeckiv proces

dr = a(y —r)dt + pdW,

kde a > 0. VysSe uvedeny vzorec jsme obdrzeli volbou f(t,7) = a(y — 1) a

p(t,r) = p v rovnici (1.5)).

Ornstein-Uhlenbecktiv proces s kladnou konstantou o > 0 je také nazyvan elas-
tickou ndhodnou prochazkou. Tento proces je na rozdil od klasické ndhodné pro-
chazky stabilni a v dlouhodobém ¢asovém horizontu nemutze nabyvat nekonec¢nych
hodnot. I kdyz se jedna o nahodny proces, jeho priibéh pohybuje kolem néjaké
stfedni irovné . Rychlost, se kterou se proces vraci zpét k této hodnoté v, urcuje
konstanta «, které se také tika ndvrat ke stiedu (mean reversion). Lze ukazat, Ze
za vySe uvedenych predpokladi (1) a (2) méa FeSeni parcidlni diferencialni rovnice

B12) tvar
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P(t, s,7(t)) = exp E (1—et0) (7 + 8- % - r(t)> -
_ (,y + % - 2%) (s—t) — 4’)7; (1- ea@t))} 2 . (214)

Stiedni hodnotu i a smérodatnou odchylku o okamzitého dluhopisového vy-
nosu ([2.3)) mtzeme zapsat jako

u(t,s,rt)) = rt)+ % (1- e’“(s’t)) ,

o(t,s,r(t) = Z(1—e D),

SRS

Vsimnéme se, ze s rostouci dobou do splatnosti 7' = s — t se zvysuje smérodatna
odchylka o okamzitého dluhopisového V)'fnosuﬂ.
Konecné, casova struktura urokovych sazeb v ¢ase t (vynosova kiivka) podle

2.3) je

202 ol a 202
2

p —aT\?2
+ 57 (1—e")". (2.15)

2 1 2
BT =+ - L o) (- L)

Co se tyce tvaru vynosové kiivky, (2.15) snadno se ukéze (viz soubor Vasi-
cek_prubeh_vynosove_krivky.nb), ze

1. R(t,0) = r(t),

2. limy oo R(t,T) =7 + 24 — il

202

3. R(t,T) ma rostouci prubéh (resp. zvrat rostouciho na klesajici pribéh; resp.
klesajici priibéh), je-li 7(t) < v+ 2 — 307 (resp. v+ 24— 307 < r(t) < y+2;

402 o  4o?
resp. r(t) > v+ 22).

Ve specialnim ptipadé, je-li trzni cena rizika ¢ nulova, pak lze (2.14)) pfepsat do
afinniho tvaru ¢asové struktury (|1.6))

P(t,s,r(t)) = A(t, s) exp(—B(t, s)r(t)), (2.16)
kde
Alt,s) = exp <(B(t’ 8) = ;2’5)(0‘27 —5) PQB& S)2> . 217)
1—e bt
B(t,s) = B — (2.18)

1lim(s—t)—)oo .U’(ta S, T(t)) = T(t) + %7 a hm(s—t)—>oo G(tv S, T(t)) = g-
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Obrézek 2.1: Znéazornéni pribéhu vynosové kiivky (2.15) pro a = 0.5, p = 0.25,
v =0.05, ¢ = 0.2 a rtzné trokové miry r = 0.001, r = 0.07 a » = 0.16.

Urokova sazba

0.15
0.10

0.05

Doba do splatnosti
2 4 6 8 10

2.2.2 QOcenovani opce

Vasicktiv model se d4 také vyuzit pro oceriovani opci. Necht cena evropské CALL
opce navazané na bezkupdénovy dluhopis s dobou splatnosti S a podkladovym
aktivem s realiza¢ni cenou K a datem realizace T' (kde T' < S) je dle [13] déna

V(t) = P(t,9)®(dy) — KP(t,T)®(ds),
kde

1 P(t,S) o,

d = —log——m—"—F—+ —
LT KRR T 2
d2 = d1 — Op,
o 1 — e 2a(T—1)
= (1= —a(S-T) - -
or a( c ) 20 ’

kde ®(2) je distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni. Podrobny dikaz vyse uve-
deného lze nalézt naptiklad v [13].

2.3 Cox-Ingersoll-Rosstiv (CIR) model

Hlavnim nedostatkem Vasickova modelu je moznost nabyvani zapornych hodnot
urokovych sazeb. Z ekonomického hlediska zaporné hodnoty tarokovych sazeb ne-
maji smys} CIR model odstratiuje tento nedostatek, tudfz feseni P(t,s,r(t))
nemtize nabyvat zapornych hodnot. Uprava spodiva v modifikaci difuzniho pro-

cesu (|1.5) do tvaru

dry = a(y — ry)dt + o/rdWs.

2Nékteré zemé jako napi. Dansko & Svycarsko mély v historii zaporné hodnoty. Praktické
zkuSenosti v8ak ukazuji, Ze to neni optimalni feSeni (viz [5]).
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Jinymi slovy, difuzni koeficient neni konstantni jako v pfipadé Vasickova modelu,
ale je tmérny hodnoté /r;. V pfipadé nulové trzni ceny rizika ¢ ma nyni dle [4]
feseni parcialni diferencialni rovnice tvar

P(t,s,r(t)) = A(t, s) exp [—B(t, s)r(t)],

kde
X 20y
I RCERICEE 7
Alt,s) = ¢ ,
20 + (o + 6)(el0l=1) — 1)
9 S(s—t) __ 1
B(t,s) = (e )

20 + (a+0)(e¥s=t) — 1)’
kde 0 je rovno

0 =Va?+ 202

V priloze 1 jsme provedli simulaci a pfedpovéd PRIBOR . sazby s vyuzitim CIR
modelu.

2.4 Hull-Whiteuv model

Necht nyni méme trokovou miru jakozto stochasticky proces r(t), jehoz vyvoj se
ridi stochastickou diferencialni rovnici
dry = a(y — ry)dt + ar,’?th, (2.19)

kde 8 = 0 pro Vagickiv model a § = % pro CIR model. a,~v,0 a § jsou kladné
konstanty. Ty ale nezohledriuji zavislost na ¢ase. Pokud pfidame a(t) a o(t) zavislé
na ¢ase, 6(t) casové zavisly drift, pak se proces kratkodobé trokové miry bude
fidit vztahem

dr, = (0(t) + a(t)(y — r(t))dt + o(t)r(t)dW;,

kde 6(t) spolu s proménnou v a a(t) tvori navrat se stredu. Vyse uvedeny vztah
milzeme totiz prepsat do tvaru

dry = a(t) (% +v - rt) dt + o(t)rldw,,

kde % + 7 je névrat ke sttedu (mean reversion).

2.4.1 Rozsifeni Vasickova modelu

Uvazujme nyni rovnici, kterou obdrzime dosazenim f(ry,t) = 0(t) +a(t)(y—r(t))

a p(ry, t) = o(t) do af=0

dry = (0(1) + a(t)(y — r()))dt + o (t)dW,. (2.20)
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Analogicky jako (2.4) a (2.5) zapiSeme stfedni hodnotu pu(t,s) = u(t,s,r(t)) a
rozptyl o(t,s)* = o(t, s, r(t))? jako

ult,5.7) = s |+ 00+ a0 = ) 5+ 3405 | Pltsin),
(2.21)
o(t,s,r) = _P(%s,r)p(t)gp(t’ S,T). (2.22)

Dosazenim ([2.21)) a (2.22)) do obecné rovnice (2.12)) po upravach dostaneme

0P oP 1 o?P
o (00) + o))y — 1) — alt, ) 5 + 52055 —rP =0, (2.23)
Oznac¢me nyni f jako cenu finan¢niho derivatu zavisejici na urokové mife. Dle
(2.23) f musi spliiovat
of | of o*f _
S 00) + o) — 1) — e ) S+ SO E —rf =0, (224)
Vyse uvedenou rovnici miizeme také prepsat do tvaru
of of *f _
o @) — ) S+ (0SS —rf =0, (2.25)

kde

®(t) = 0(t) + alt)y — q(t,r)p(t).
Cena diskontniho dluhopisu, ktery v ¢ase T' = t + s vyplaci jednotku mény, je
FeSeni rovnice ([2.25)).
Zavedme funkci tvaru
f = Alt, s) exp[—B(t, s)r], (2.26)

a zjistéme, co musi funkce A(t,s) a B(t,s) spliiovat. Pro zjednoduseni dalsiho
zépisu budeme psat misto A(t, s) a B(t, s) pouze A a B.
Dosadime nyni funkci f ve tvaru (2.26)) do (2.25) a po upravé dostaneme

%—Ij —Ae Brr%—f—(@(t)—a(t)r)ABeBT+%p2ABZeBT—AeBrr =0 (2.27)

Rovnici (2.27)) vydélime e~ 2", Porovnanim ¢lenu u r a vydélenim A dostaneme

0B
— —a(t)B+1=0 2.28
5 —ot)B+ (2.28)
a porovnanim koeficient u ostatnich ¢lentt musi platit
A 1
%—t — ®(t)AB + 5p2AB2 = 0. (2.29)

18



Aby byla splnéna okrajova podminka pro f, tedy v ¢ase s =t + T je jeji hodnota
1, musi také platit, ze

A(s,s) =1, B(s,s)=0. (2.30)

JestliZe jsou rovnice ([2.28]) a (2.29)) vyfeseny vzhledem k podminkam ([2.30)), pak
rovnice ([2.26]) vyjadfuje cenu diskontniho dluhopisu se splatnosti v case 7. Za

predpokladu, ze a(t), ®(t) a p(t) jsou konstantni, dostaneme Vasic¢ktiv vzorec pro
ocenéni dluhopisuf

_ o—as—t)
Bts) = L=< (2.31)
o
B (B(t,s) —s+1)(ay = 5)  p*B(t,s)
A(t,s) = exp = ™ (2.32)
Zderivovanim rovnic (2.28) a (2.29) podle s dostaneme
0?°B 0B
= 2.
otds o) 5 ot =0 (2:33)
D?A 0A 0B 0A 0A
— P(t B+ A B*+2AB : 2.34
Dt ()<83 83) 2(83 * as> 0 (2:34)
Vyjadienim a(t) z rovnice (2.28)) do (2.33) dostaneme rovnici
B OB ’B B
0BOB _p0°B 0B _, (2.35)

ot Os 82588 s
a analogicky vyjadfenim ®(¢) z rovnice a dosazenim do (2.34) dostavame

rovnici

92A 0A DA aAaB P 12208
atas_BEE_Aat 9s * AB s =0 (2.36)

Nyni hleddme Feseni (2.35)) a (2.36) za podmmek (2-30). Dle [6] fesenim téchto

rovnic je

AB

A(t,s) = A0, T) — A0,1) — B(t, S)aAé(z,t)

(
5 (505 0) [ (amtzar) (230

kde A\(t, s) =log A(t, s, ). Analogicky pro B(t, s) dostaneme

B(0,s) — B(0,t)
0B(0,t)/0t
Dosazenim do rovnic (2.29) a (2.28]) ziskdme vyjadieni a(t) a ®(¢)

B(t,s) =

(2.38)

3V ramci diplomové prace jsme provedli ocenéni dluhopisu v programu Mathematica (soubor
Vasicek_Bond_Valuation.nb) a Pfiloha 1.
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_9’B(0,t)/ot
o) == 3B0.0/0t

q)(t):_a(t)aﬁég,t)_azfgig,t)+(83gt),t>>/0t <%>2d7.

2.4.2 Ocenovani opci pomoci rozsireného Vasickova mo-
delu

Nyni se budeme zabyvat ocenilovanim opci s vyuzitim Vasickova modelu. Podobné
jako v predchozim textu, mame cenu dluhopisu v ¢ase t s dobou splatnosti s a
urokovou sazbou r ve tvaru

P(t,s,r) = A(t,s)e BL), (2.39)

Vyuzitim Itoova lemmatu je rozptyl P(t,s,r) roven p(t)B(t,s), nebot volatilita
o(t,s,r)? z rovnice (2.3) je v tomto pripadé dle (2.5 rovna

1
A(t, S)e—B(t,s,)r

p(OA(L, s)e P (= B(t, 5)) = p(t)B(t, ).

o(t,s,r)=—

Uvazujme evropskou CALL opci vazanou na diskontni dluhopis s realiza¢ni cenou
X dobou splatnosti v ¢ase T" a dobou splatnosti dluhopisu v ¢ase s, pficemz plati
t < T < s. Tuto opci si mizeme predstavit jako moznost vymeénit X jednotek
diskontniho dluhopisu se splatnosti 7' za jednu jednotku diskontniho dluhopisu v
¢ase s. Definujme rozptyly a;q(7) a az(7) ceny dluhopisii v ¢ase 7 se splatnostmi
v ¢asech T a s. Uvazujme déle okamzitou korelaci 3(7) téchto dluhopist v ¢ase
7. Cenu opce C' pak dle [6] uré¢ime

C = P(t,s,r)N(h) — X - P(t,s,r)N(h — pp), (2.40)
kde

0 = /t [041(7)2 —28(71)aq (1) (T) + 042(7')2} dr,

kde N(-) je distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni. Jelikoz Vasicktv model je
jednofaktorovy proto 3 = 1 Navic

ar(r) = p(r)B(
as(t) = p(r)B(

Tedy

4Ceny dvou dluhopist s riiznymi dobami splatnosti u jednofaktorovych modelt maji korelaci
rovnou jedné.
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7 = / p(r[B(r.5) - B(r.T) dr.

Uzitim rovnice (2.38) dostavame

2 = [B(0,s) — B(0,T)? /tT [%] Car
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3. Brennan-Schwartziv (BS)
model

Brennan a Schwartz ve svém ¢lanku [7] zpochybnili jeden z hlavnich pfedpokladi
mnoha modeld. Vétsina ostatnich modelti zahrnuje informaci ohledné budouci
tirokové sazby v okam#ité spotové sazbé, tj. viechny bezrizikové dluhopisy[| mohou
byt vyjadieny pomoci casové zavislé funkce okamzité spotové sazby. BS zavedli
predpoklad, Ze hodnota dluhopisu zavisi jak na krdtkodobé trokové mire r(t), tak
na dlouhodobé trokové mire l(t) (long-term interest rate), které je urCena mirou
vynosnosti perpetuity (obligace s nekone¢nou dobou splatnosti neboli konzoly) a
obsahuje v sobé veskerou informaci o budoucim vyvoji okamzité urokové sazby.
Model tedy bere v tivahu dva krajni body casové struktury trokovych sazeb a
predpoklada, ze vnitini body k¥ivky jsou uréeny hodnotami téchto krajnich bod.
Tento model je dvoufaktorovy, kde druhym faktorem je pravé dlouhodobé tirokova
sazba.
Informace pro tuto kapitolu jsme pievazné cerpali z [7], [10] a [].

3.1 Popis modelu

Zavedme nésledujici znaceni

r(t) ... je okamzita urokova sazba,
[(t) ... je dlouhodoba trokova sazba.
Necht je kratkodoba a dlouhodoba tGrokova sazba, r(t) a [(t), fizena nasledujicimi

stochastickymi procesy

dr = B1(r, 1, t)dt + my (r, 1, t)dW (3.1)

dl = ﬁz(’f’,l,t)dt—l—’l]g(’f’,l,t)de (32)

kde t je soucasny Cas a

dWy,dWs ... jsou Wienerové procesy,
B1(+), Pa(+) ... jsou oekdvané okamzité zmény r a [,
n2(-),m5(-) ... jsou okamzité rozptyly r a I,
p ... je okamzita korelace mezi dW; a dWs (tj. dW1dWy = pdt).

Necht B(r,l,7) je cena bezkupénového dluhopisu s dobou splatnosti 7' =t + 7 a
jednotkovou hodnotou v dobé splatnosti. Jelikoz cena tohoto dluhopisu je funkeci
dvou sazeb a doby do splatnosti 7, mizeme vyuzit Itoovo lemmaP|

LVétsinou se jedna o statni dluhopisy, jez ve vétsiné vyspélych zemi mizeme povazovat za
bezrizikové.
2Plati, ze 7 = T — t pak tedy a% = —%.
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0B 0B 0B 10°B 10°B 9*°B

dB = —dr + —dl + —d ——drd ——dldl + drdl =
o T T e T Ty e Y T ool
0B 0B 0B 10°B 0*B
= —(pdt d ——(Badt d — —dt + =——— dt — dt
87" (Bl +7]1 Wl) + al (/82 +7]2 WQ) 6 + 2 alg + 67"8[771772[) )
cenu dluhopisu mizeme tedy zapsat ve tvaru
dB 1 0B 1 0B
B (7", l, T)dt —|— - B or 771dW1 B ol 772dW2, (33)
kde
0B aB 10°B 10°B
/,L(T,l,T) = (ﬁl 52 2 8 2 dt + = 9 (9l2 dt+
0’B 8B
— - — . 4
T Pt m) (3.4)

Nyni uvazujme portfolio ti1 dluhopist s rtiznymi dobami splatnosti. Necht

P ... portfolio t¥i dluhopisi s riznymi dobami splatnosti
3
x; ... cena dluhopisu se splatnosti 7;, i =1,2,3 a sz =1.
i=1
Abychom odvodili parcialni diferencialni rovnici pro hodnotu dluhopisu, musime
nejdiive eliminovat ndhodné slozky. V predchozich postupech (napt. ve druhé ka-
pitole pfi odvozeni Vasickova modelu), kde byla pfitomna pouze jedna ndhodnéa
slozka, jsme k odvozeni pouzili portfolio dvou aktiv. Nyni mame dvé nahodné
slozky, a proto musime sestavit portfolio ze tii dluhopisti.

Méjme tedy tii bezkupdnové dluhopisy. Necht 1, x5 a 3 jsou relativni inves-
tice do prvniho, druhého a tfetiho dluhopisu. Zména hodnoty kazdého dluhopisu
spliiuje rovnici . Proto zména hodnoty portfolia P je rovna souctu zmén
hodnoty jednotlivych dluhopistt nasobenych prislusnymi vahami x;

- [1p(T1) + 2opu(72) + w3pe(73)] dt +

P
N 1 0B L+ 10B N 1 0B v+
IlBam @Bam $3Ba771 1

1 0B 10B 1 0B
+ 5E1 B or 772+9U2 B or 772+$3 B or —n2 | dWs.

Tento vynos se da vyjadrit jako deterministicky, polozime-li koeficienty Wienerova
procesu rovné nule

108 e+ 108 . 108 (3.5)
Ry M T TN ‘
108 108 108
xlga— o+ B Ir etz BB or —n2=0. (3-6)
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K omezeni arbitraznich vydélkt vynos portfolia musi byt roven bezrizikové tro-
kové sazbé, tj.:

(1) + 2op(T2) + w3p(T3) = 71,
pak

zy (1) — 7] + 22 [(72) — 7] + 23 [10(73) — 7] = 0. (3.7)

Rovnice (3.5)), (3.6) a (3.7) jsou tfi linedrni homogenni rovnice se tfemi nezna-
mymi. Tato soustava rovnic je konzistentni, jestlize

1 0B 1 0B
uw(r) = M (T,l,t)B 7 T +>\2<T,l,t) 5o — 1,
10B 1 0B
M(TZ) - >\ (T7l7t) 8 T]l +>\2(T7l7t) 8 7727
1 0B 1 0B

:u(7_3) = A\ (T7lvt)B or m +)‘2(T7lvt)B or 12

a tyto rovnosti plati pro libovolnou dobu splatnosti 7, tj.:

1 0B 1 0B
[L( ) Al(r,l,t)Ba 771+)\2(T,l,t)Ba

Funkce A\;(r,1,t) a Ao(r, 1, 1) jsou nezéavislé na dobé splatnosti dluhopisu. Dodatec-
ny vynos dluhopisu oproti bezrizikové sazbé je pozadovand prémie pro kompenza-
ci dodatecného rizika pro investora. Rovnice vyjadruje okamzitou rizikovou
prémii diskontniho dluhopisu jako soucet dvou faktort. Tyto dva faktory jsou
umérné (proporcionalni) parcidlni kovarianci vynost dluhopist s neocekavanymi
zménami v kazdém ze dvou faktori. Tato parcialni kovariance je vyjadiena jako

(3.8)

1 0B 1 0B
Eﬁm a EE%'
Umérné faktory Ai(r,1,t) a Ao(r,1,t) mohou byt interpretovany jako trzni cena
rizika kratkodobé a dlouhodobé trokové sazby. Tyto trzni ceny rizika jsou neza-
vislé na uzitkové funkci kazdého investora.
Dosadime-li do (B.8)), dostaneme parcialni diferencialni rovnici diskont-
niho dluhopisu

OB OB 1?B , 1B
G = ) G dam) + 3+ g e+
82 0B
—rB = .
5Pz = 5 —rB=0. (3.9)

Ocenéni dluhopisu je zavislé na dvou trznich cenéch rizika (A; a Ay). Pfedpo-
kladejme, ze [ je vynos perpetuity a pomoci ni se dokazeme zbavit dlouhodobé
trzni ceny rizika \o(r, [, t). Perpetuita predstavuje dluhopis s nekone¢nou dobou
splatnosti a vyplaci konstantni kupén ve vysi 1 na konci kazdého roku. Necht
V(1) je jeho cena, tj.:
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= 1 1—7171 prol>0
— — [ )
V() = Zl e { o prol<0 (3.10)

Aplikujeme-li Itoovo lemma na V(1) dostévame’|

ov 1 0?V

1
— —l—z(ﬁzdt+n2dw2)+l—3n§dt, (3.11)
pak
dVv ns [ M2
Vo (z_ =)= () ame, (3.12)

kde —* je parcidlni kovariance dluhopisu s okamzitym vynosem s neocekavanymi
zménami v [. Okamzity vynos perpetuity pu(oco) se sklada z kapitalového vynosu
a kupénové platby

Jelikoz se nachazime v bezrizikovém prostiedi, tak perpetuitni vynos musi vyja-
dfovat bezrizikovou trokovou sazbu, a proto musi platit dle (3.8))

10V
IU,(OO)—T = )\(rvlat)v al"]z
n B n
- l2+l—7’ - ,\Q(r,l,t)( ;)
247l
= N(rlLt) = —%JF&—H. (3.13)
T2

Vyjadrili jsme trzni cenu dlouhodobé trokové sazby jako funkci r, [ a parametri
stochastického procesu /. To nam umoznuje zredukovat pocet faktoru ve vyjadreni
ceny dluhopisu. Dosazenim ((3.13|) do vzorce pro vypocet ceny dluhopisu (i3.9))
dostaneme

10°B 0’B
CWTE m + arol M + (/31 i) +
63 9 772 8B

coz je nezavislé jak na trzni cené dlouhodobé tirokové sazby Ao, tak na ocekavané
mife vynosu perpetuity. VyuZzijeme-li okrajovou podminku B(r,[,0) = 1, pak
muzeme urcit cenu dluhopisu s jakoukoliv splatnosti. Jelikoz celd ¢asova struktura
urokovych sazeb muze byt vycislena, vzorec je funkci pouze ti parametri
r,la .

2
3Plati, ze%‘l/— l%aavz%.
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Zvolime-li [ jako vynos perpetuity, jsme schopni urcit cenu dluhopisu nezavisle
na A\, a (5. Protoze perpetuita je obchodovatelna, tak riziko spojené s [ muze byt
zajisténo (hedging) a musi platit

oV oV 12V, 1%V
E(/Bl - )\177]_) + 8[ (52 - >\2n2) + 5 37“2 T +3 ) alg 772 +
92V oV
ov V0 1
torgme = 5~V =0 (8.15)

Vynasobenim 22 aV a odecCtenim ( . ) dostaneme

ol
o (28 (QBOVY VY L (OB (9B VY
! 87" ol or )/ ol or? ol or2 )/ ol

#B  [OBOV\ 0V
+ —7]2 ( 6[2 — (WW) W) + (316)
. 9B (0B OV \ OV OBOV OB OV
P Bra1 — ol orol ) ! ol or " ar ) o

0B oBoV\ oV 0B
‘M”l(ar (Wﬁ) W)‘E‘TB 0

Vime, ze plati

v _ev
or  or2
A
a2
2
oV _ L1
012 3
o*V
orol 0
ov._ v _
or ot

Tento model ma odhadovanou slozitost stejnou jako jednofaktorovy, a pfitom
jeho komplexnost odpovida dvoufaktorovému.

3.1.1 Ocenovani opce

Rovnice plati pro libovolny derivat, ktery zavisi pouze na okamzité trokové
mire, dlouhodobé trokové mire a case do splatnosti. Ukazeme si nyni kratce, jak
bychom takovou opci ohodnotili. Budeme uvazovat evropskou CALL opci s kratsi
zivotnosti nez je zivotnost podkladového dluhopisu. Okrajova podminka pro opci
je urcena stejné jako v Black-Scholesové modelu hodnotou opce v dobé splatnosti

c(r,1,0) = max [B(r,l,7.) — K, 0], (3.17)

kde 7, je cas zbyvajici do splatnosti dluhopisu v okamziku splatnosti opce a K je
realiza¢ni cena opce.

26



Abychom mohli takovou opci ocenit, musime nejdfive urcit cenu dluhopisu.
Resime tedy rovnici s okrajovou podminkou B(r,l,0) = 1 pro dluhopis.
Tim dostaneme hodnotu dluhopisu v okamziku splatnosti opce v zavislosti na
moznych hodnotach r a [. Potom znovu fesime rovnici s novymi okrajovymi

podminkami (3.17) pro opci.

3.2 Specialni pripad

Brennan a Schwartz provedli dva empirické vyzkumy. Parametry jsou odhadnuté
na zakladé statistickych metod a pro zjednoduseni je A\; konstantni.

Prvni empiricky vyzkum se tykal kanadskych dluhopisti, kde ocekavany nadvy-
nos perpetuity oproti okamzité irokové mite je tmérny dlouhodobé tirokové mite
(jak uvedeno ve vzorci (3.14))) pro vyjadieni ocekdvané tirokové miry

2
Bo(r, 1, t) = 12—l + % + Aot (3.18)

kde As je konstantni.
Dalsi predpoklady jsou zavedené pro zachovani kladné hodnoty sazby. Smeé-
rodatna odchylka okamzité zmény trokové sazby je timérna soucasné hodnoté

m(r, L, t) roy,
ne(r,l,t) = loo,
a £1(0,1,t) > 0, (3.19)
coz zajistuje fqo(r,0,t) > 0,

kde o1 a 09 jsou konstantni. K uréeni funkce (51(r, [, t) BS predpoklada, ze dlou-
hodoba turokova sazba [ zahrnuje veskerou informaci pro budouci vyvoj okamzité
urokové sazby jelikoz r konverguje k [. Pak

dlnr = a(lnl —lnp — Inr)dt + o1dWj. (3.20)
Z rovnice (3.1]) dostavame

2
dlnr = (%—%) dt+01dW1

2
=0 = r(aln(i>+ﬁ),
pr 2

kde « je ndvrat ke stredu (speed of reversion) In(r) k In f), kde p je faktor zmény
méritka (scaling factor).

Rovnice ({3.1)) 1ze ptepsat do tvaru

pr
Vyuzitim pfedpokladu (3.19) na rovnici (3.18)) dostaneme

l 2
dr =17 (a In (—> + %) dt + roydWW,. (3.21)

ﬁg = l(l —r—+ O'% + 0'2)\2),
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pak (3.2)) je rovna

dl =I(l — r 4 03 + 02X9) + loadWs. (3.22)

Chovani trokovych sazeb je nyni vyjadieno jako systém nelinearnich stochastic-
kych diferencialnich rovnic a ([3.22)). Pro empiricky odhad p, o, 01,02 a A
BS linearizuje a diskretizuje systém v proménnych r a [ jako funkce Inr a In!.

Dalsi empiricky vyzkum byl proveden na americkych dluhopisech od roku
1958-1979. Tento vyzkum jiz nebudu popisovat, zajemci se vS8ak mohou podivat
do [§].

Model mé zasadni problém se stabilitou, jelikoZ proces [(¢) mize nabyvat neko-
neénych hodnot v koneéném ¢ase. Upravu tohoto modelu navrhl Hogan v roce
1993 [14], ktery zaroven také dokéazal, ze proces je nestabilni.

Véta 1. (Hogan 1993) Necht mame

dB(t) = (r()B(t) — 1)dt — B(t)%0(r, ))dWi(t)

a obecnou stochastickou diferencidlni rovnici pro r(t)

dr(t) = p,(r,0)dt + o, (r, 1)dW,(t),

kde corr[W,,W,] = p, —1 < p < 1. Ddle predpokladejme, Ze o.(r,l) = m(r) a
or(r, 1) = na(l) a mu(r), n2(l) spliiugi Lipschitzovu podminkl] Pokud je alespori
jeden z vyrazu roven

1L ope(rl)y=a+ p(l—r),
2. pp(r,l) =a+ pr{l—r),
3. p(r,l) = ar+ Brln%,

pak proces je nestabilni, tj. r(t) nebo I(t) nabudou nekoneénych hodnot v konec-
ném case skoro jiste.

Diikaz. viz Hogarf| [14]. O

Povsimnéte si, ze v pripadé 3 se jedna o Brennan-Schwartziv model.

Hogan (1993) dokézal, zZe existuje urcita skupina vicefaktorovych modeli, kte-
ré jsou nestabilni. T kdyz BS je model (1979) zaloZzen na rozumnych pfedpo-
kladech, které maji ekonomicky smysl, musime byt presto opatrni se stabilitou.
Rebonato v roce 1998 navrhl Gpraveny BS model (viz [13]).

BS mtize byt ispésné vyuzit pii opatrném zachazeni a kalibraci, v opa¢ném
pripadé dava nestabilni vysledky.

4Podminka kladouci omezeni na pfirfistek funkce vzhledem k néjaké proménné. Jestlize
funkce f je definovéna na intervalu D C (—o0,00) a existuje konstanta L takovd, Ze plati
f@)-f(y) < L(z — y) pro vSechna z,y € D, pak se fik4, Ze f spliiuje na D Lipschitzovu
podminku a L je jeji Lipschitzova konstanta.

5Ctenaie bych chtél upozornit, ze v ¢lanku je nékolik chyb véetné uvedené véty.
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4. Longstaff-Schwartzav (LS)
dvoufaktorovy model

Longstaff a Schwartz navrhli dvoufaktorovy rovnovazny model zalozeny na casové
strukture CIR popsaného v prvni kapitole. Dva faktory, které LS zahrnuly do
svého modelu, jsou kratkodoba tdrokova mira a okamzity rozptyl zmén v této
mife. Rozptyl, druhy faktor v tomto modelu, byl vybran z divodu jeho silné
provazovanosti s ocenénim potenciélniho naroku (contingent claim).

Informace pro tuto kapitolu jsme prevazné cerpali z [§] a [9].

4.1 Obecny popis modelu

Casova struktura je modelovana pomoci spojitého ¢asu, kde je fyzicka investice
provedena v ekonomice spojitého éa,suE] (continuous time economy) a konstant-
niho vynosuﬂ Vsechny fyzické investice jsou prevedeny na zbozi, které je bud
spotfebovano nebo reinvestovano do vyroby. Vynosy realizované z investic jsou
vyjadreny stochastickym procesem

49 _ (x4 oyt + ovTam, (4.1)

Q

kde p, 0, a o jsou kladné konstanty, X a Y jsou stavové proménné (state variable),
a Wi je Wienertv proces. X predstavuje ekonomicky faktor vyjadiujici ocekavané
vynosy, ale nemé zadny vliv na neurcitost vyroby (production uncertainty), Y
ovliviiuje oc¢ekavané vynosy a rozptyl. Z toho vyplyva, Ze ocekdvané vynosy a
rozptyl vyroby nejsou silné korelovany. Pro zajisténi nezapornosti tirokové miry
je 8 > o. Proménné jsou modelované jako

dX = (a — bX)dt + eV X AWy, (4.2)
dY = (d — eY)dt + fVYdWs, (4.3)

kde a, b, c,d, e a f jsou kladné konstanty a Ws, W3 jsou Wienerovy procesy. Jelikoz
X je nekorelovana s neurcitosti vyroby, pozadujeme, aby W5 byl také nekorelovan
S Wl.

Trhy jsou povazované za spojité a konkurencni s fixnim poctem investort,
které maji ¢asovou zavislost (time-additive preferences) ve tvaru

B, l /t " exp(—ps) In(C(s))ds | . (4.4)

kde C(s) je troven spotfeby v Case s a uzitkova funkce je logaritmického tva-
ru. Diskontni faktor exponencidlniho tvaru zahrnuje preddefinovanou konstantu
p. Kazdy investor si pfeje maximalizovat uzitek za podminky omezeného
rozpoctu vyjadieného jako

INekdy také oznacovanou jako keynesovské ekonomie.
2 Anglické oznaceni constant-returns-to-scale znamena, ze procentualni navyseni na vystupu
se rovna stejnému procentualnimu navyseni ve vSech vstupech.
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aw = w3 _car, (4.5)

Q

kde W je bohatstvi investora v case t. Investor mtze v Case t veskeré bohatstvi
bud celé spotfebovat, nebo jeho ¢ast danou vztahem (4.1 investovat za tcelem
navyseni budouci spotfeby. Obdrzena uzitkova funkce je pak ve tvaru

exp(—pt)

P
Optimalni spotfeba a investi¢ni vyse také tvorii ¢ast maximalizacni tlohy. V roce
1985 navrhli Cox, Ingersoll, Rossol uzitkovou funkci ve tvaru

JW, X,Y,t) = InW + G(X,Y,T). (4.6)

oW
= exp(—p(T — 1))’
spocitame-li limitu pro 7" — oo dostaneme pWW. Dosadime-li vzorec (4.1]) do (4.5)),
pak bude rovnovazné bohatstvi (equilibrium wealth) vyjadieno jako

C*(W, X, Y t) =

AW = (uX 4+ 0Y — p)Wdt + cWVYdW;. (4.7)
Rovnice (4.2)), (4.3) a (4.7) tvori sdruzeny markovsky proces, jejichz proménné

vysvétluji stav ekonomické situace.
Nyni predefinujme proménné

Y
ng a y:F,

a definujme H(z,y,7) jako cenu potencidlniho naroku se splatnosti 7. Hodnota
H je uréena dle [8] pomoci parcidlni diferencidlni rovnice tvaru

—J
me—i—yHyy%—(y—ch)Hx—I— (n — &y — ( JWW) cov(dW, dY)) H,—rH = H,,

2 2 %

(4.8)
kde 7 je okamzita bezrizikova trokova mira, cov(dW, dY) je okamzita kovariance
zmén bohatstvi W a Y a

a d

’yzgﬂ TIZF; (5:b7£:€.

Po této substituci prejdou rovnice (4.2) a (4.3) do tvaru

dz = (v — dz)dt + /xd Wy,
dy = (n — &§y)dt + \/ydWs.

Rovnice (4.8)) obsahuje u koeficientu H, ¢asové zavisly vyraz, jez vyjadiuje rizi-
kovou prémii souvisejici s mnozstvim vyroby a neurcitosti Y. Na rovnice (4.3)),

(4.6) a (4.7) mizeme ukazat, Ze

—Jww

cov(dW,dY") = My, (4.9)
w

kde A je konstanta. VySe uvedeny vzorec odvodime z (4.6))
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Jw = ,O_We_pt
J = — L —t

wwo= T
Jww 1
Cw W

Za predpokladu, ze o, f a E[dW;dWs;] jsou konstantni, pak z (4.3]) a (4.7) dosta-
neme

cov(dW,dY) = WY o f EdW,dWs,

za predpokladu, ze A\ je konstantni vyplyva (4.9)).

Jak vidime ve vzorci (4.9)), trzni cena rizika A je pfimo tmérnéd y. V daném
pripadé je trzni cena rizika konstantni. Uréenim okamzité bezrizikové tirokové mi-
ry 7, jako vyjadfeni x, y nAm umozni vytesit (4.8)) jako cenu potencidlniho naroku.

Rovnovazna bezrizikova trokova mira je vyjadfena jakoﬂ

r=ax+ Py, (4.10)

kde o = pc® a B = (0 — 0?) f?. Vyuzitim Itoova lemmatu na (4.10) dostaneme
stochasticky proces popisujici r

dr = adx+ fdy =
= a(y —dz)dt + B(n — y)dt + ar/xdW, + B/ydWs. (4.11)

Spocitame-li ocekavané hodnoty vyse uvedeného dostaneme vyjadieni okamzité
zmény V. Nejprve urcime stiedni hodnoty

Eldr] = a(y—dz)dt+ B(n — Ey)dt
= (E[dr])* = 0
a jelikoz W, a Wj jsou nekorelovand tak

E[(dr)?] = o?xdt + BPydt.
Pak se tedy V rovna

V= Vagtdr) — E[(dr - E[dr])?] =
— E[(dr)?] — (E[dr])? =
= o’r + By (4.12)

37 rovnice (4.1)) od oc¢ekdvané vynosnosti odecteme rozptyl vyroby. Dostaneme pak po sub-
stituci proménnych

r o= plr+0fiy—ofiy=
= ucr+(0-0%)f%y.
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Pozndmka 2. Snadno se da ukézat, je-li o < [ pak okamzity rozptyl je ome-
zen v kazdém Case v rozmezi |[ar(t), fr(t)]. Z toho vyplyva, Ze je vhodné pro
plné vyuziti tohoto modelu volit a a f ,daleko od sebe“ (viz soubor Longsta-
ff-Schwartz_Simulation.nb).

Obrazek 4.1: Znéazornéni, ze okamzitd volatilita V; je omezena v intervalu
[ar(t), Br(t)].

V(1)
0.005 —
0.004 f
0.003 —
0.002 f

r L]
0.001 [ L . . s
: F L] Ll L]

Nyni fesime soustavy rovnic (4.10) a (4.12)), kde = a y mohou byt vyjadieny jako
funkce r a V. Je-li a # 5, mame

Br—V
c = 2L 413
a(f— ) 19
V—ar
y = — 414
56— a) 1
Dosadime tyto hodnoty do (4.11]) a dostavame
dr = ,Urdt + 0'17rdW2 + O—Q,wag, (415)
kde
B B — a& E—06
i ay + fn o 5= v,
” _ . Br—V
1r — Oé(ﬁ — Oé)’
V—ar
Osr = By|]———.
) (6~ )

Stejné tak z (4.12) dostaneme pro stochasticky proces V

dV = /Lvdt + O’LVdWQ -+ 0-2’VdW3, (416)
kde
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af(6—&)  fE—as

py = oMy B - g = =V
oLy = o pr-v
’ a(f —a)’
2 V —ar
v = PNy

Za predpokladu, ze r a V' jsou kladné, vyplyva, ze parametry «, 3,7, 9,17 a £ jsou
také kladndl

Jelikoz r je zavisla na V' a naopak, pak tyto dva procesy tvoii sdruzeny mar-
kovsky proces.

4.2 (Odhad ceny dluhopisu

Necht P(r,V, T) je cena diskontniho bezrizikového dluhopisu s dobou splatnosti .
Hodnota tohoto dluhopisu musi spliovat parcidlni diferencialni rovnici hodnoty
potencialniho naroku (4.8)) v ramci diive popsané rovnovazné ekonomie.

Rovnovazna cena P(x,y,7) se da nalézt feSenim (4.8) za okrajové podminky
P(z,y,0) = 1. Rovnovazné cena mé pak tvar

P(z,y,m) = A*(7)B*(7) exp [57 + (8 — ¢)(1 — A(7))z + (v — ¥)(1 = B(7))y].

(4.17)
kde
_ 2¢
A(r) = G 110 (4.18)
_ 2
Br) = (v+)(e¥m —1) + 20 (4.19)

= §+ A

_ ViR

\/ 208 + V2,

= (0 +¢) +n(v+v).

Vyjadiime nyni cenu dluhopisu pomoci r a V. Nejprve z (4.13)) a (4.14)) dosadime
do exponentu rovnice (4.17)), pak ziskdme

s € o
Il

4Je zapotiebi pouze Sest parametrii k popisu celého modelu. Ostatni parametry u, 0, 02, a, ¢, d
a f jsou zavislé na parametrech «, 5,7 a 7.

33



(k7 + (0 = @) (1 = A(7))z + (v = ¢)(1 = B(7))y =

- mr+w—wu—A@»ﬁ%}%yuu—wu—Bv»V‘“T—

55— a)
g (PO A _ale-ii- B,

a(f —a) BB —a)
(v—v)A=B(1)) (6—9¢)1—A(1))
(i e it
Z a mame
(0 + ) (e’ = DA(r)
1—A(r) = 2%
_ () = 1)B(7)
1-B(r) = o ,
stejné tak
% —¢* = —2a,
V- = —28.

Pak tedy plati

(6(5 —o)(1—A(r)) alv—19)(1— B(T))) -

a3 —a) B3 — )
(v 0)1-B([) (6-a)1-AD)Y,,
*( 36 — ) a(B —a) )V‘

B _6(6¢T —1DA(T)  a(e¥™ —1)B(1) .
- ( oF—a) | (F-a) > !

("~ DB() (¢ — DAD) .,

+<_ G- T o) )V‘
_ ad(e" —)B(r) ~ AU~ DA() g ~ DA() — ole ~ )BT
o0(F—a) o0 (F—a) '

Cena dluhopisu miize byt vyjadfena jako

P(r,V,7) = A*(1)B*'(7) exp|[s7 + C(7)r + D(1)V], (4.20)
kde
_ag(e’” — 1)B(r) — py(e’” — 1)A(r)
‘0= 508 —a) ’
_ (e = DA(T) — (¥ —1)B(7)
i = o0 (7~ a) |

V programu Mathematica jsme provedli odhad ceny dluhopisu pomoci vyse po-
psaného modelu (viz soubor Longstaff_Schwartz_Bond_Valuation.nb a P¥filoha 3).
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4.2.1 Vynos do splatnosti
Necht Y (7) je vynos do splatnosti diskontniho dluhopisu. Pak

P(rV.r) = e¥0"
= e YOT = AY(7)B¥(7) explir + C(7)r + D()V]
29I A(7) + 29I B(7) + w7 + C(r)r + D(r)V

= Y(T) = - )

coz nam ukazuje, ze vynos do splatnosti je lineadrni funkce proménnych r a V.
Ukézeme nyni, ze lim,_,o Y (7) = r. Pouzitim L’Hospitalova pravidla dostéwémeﬂ

29A'(1)  29B'(7) / / _
A(7) B(r) +rk+C (1)r+ D (T)V) =
= —(0+0) —nlv+¢)+r—r)=

r,

ImY(r) = lim—(

T—0 T—0

coz je zcela konzistentni s predpokladem, Ze r je okamzita irokova mira. Vyuzitim
L’Hospitalova pravidla opét dostavame

2vA (1) N 2 (7)
A(T) B(7)

= —(=2v¢ -2+ k)=

= (¢ —0) +nY —v),

coZ je nezavislé na r a V. Jinymi slovy s rostouci dobou splatnosti 7 je hodnota
dluhopisu Y (7) méné ovlivnéna r a V.

lim Y(r) = lim — (

T—00 T—00

+ k4 C(T)r + D,(T)V) =

Tento rovnovazny model méa fadu vyhod pii zachyceni pritbéhu vynosové kiiv-
ky a ceny dluhopisu. Napiiklad derivace 2PV-0) mize byt zaporna i kladna.
Zejména pro malé hodnoty 7 je derivace zaporna, ale se zvysujici se dobou splat-
nosti mize nabyvat i kladnych hodnot. Tuto vlastnost nemtizeme pozorovat na-
priklad u Vasickova nebo CIR modelu, jelikoz se jedna o jednofaktorové modely

zavisejici pouze na okamzité tirokové mire 7.

Pomoci LS modelu se daji ocenovat i opce. Tim se vSak v této praci zabyvat
nebudeme a ¢tenére odkazu na ¢lanek [9.

SPosledni rovnost plyne z definice k = v(§ + @) + n(v + ).
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Z.avér

V diplomové praci byly popsany nejpouzivané€jsi modely chovani trokovych sa-
zeb. Diiraz nebyl kladen na mnozstvi modelu, ale na disledné zpracovani. Pro
zvidavého c¢tenére jsme se snazili vzdy uvadét pouzité zdroje, z nichz bylo cerpano
a ze kterych by bylo mozno ziskat dalsi informace.

Jak jsme se jiz zminili v ivodu, doposud nebyl a dle mého nazoru nikdy ne-
bude objeven univerzalni model. Mnozi autoii tomu viak véti a doufaji! Urokové
derivaty predstavuji velmi komplikované aktivum, které neni mozno popsat ani
pomoci multifaktorovych modelti. Prikladem miize poslouzit cerny patek v fij-
nu 1987, kdy se vétsina obchodnikti na Wall Streetu domnivala, Ze modely jsou
nastaveny tak, aby zabranily vyraznému poklesu trhu. Opak byl vSak pravdou.
Ctenafi bych velmi doporudil piecist si na toto téma knihu od Nicholase Taleba
Cerna labut.

Na zavér bych chtél uvést velmi vystizny citat od Alberta Einsteina, byva-
1ého profesora na Karlové Univerzité: ”FEverything should be made as simple as
possible, but no simpler”.

36



Priloha 1: Stanoveni ceny
10-letého statniho dluhopisu
Vasickovym modelem.

Vypocitali jsme cenu diskontniho dluhopisu pomoci Vasickova modelu popsaného
ve druhé kapitole. Nize uvadim postup, ktery je prakticky demonstrovan v progra-
mu Mathematica (zdrojovy kéd lze nalézt v souboru Vasicek_Bond_Valuation.nb).

Krok 1. Nastavime vychozi adresdf a nacteme data ze vstupniho souboru
vynos_10leteho_statniho_dluhopisu.txt, které ulozime do proménné datadatumy.
Data jsou stazena ze systému ¢asovych fad ARAD CNB [I8].

Krok 2. Nactena data je nutné upravit do formatu List, aby se s nimi dalo
pohodlné pracovat (napf. vykreslovat grafy atd.).

Obrézek 4.2: Vynosy 10-letého statniho dluhopisu od roku 01/2000 do 02/2013.

0.07F B

0.06 - B

0.04 B

0.03F B

0.01 | B

0.00 £

| | | | | |
2002 2004 2006 2008 2010 2012
Upravime nasledné vstupni udaje:

e pro spravnost vypoctu prevedeme procenta uvedena ve vstupnim sou-
boru .txt na desetinna cisla

e data z prvniho sloupce vstupniho .txt souboru pfevedeme na dny (a
ulozime do proménné datadny), kde nejstarsi den budeme povazovat za
den 0. Pfevedeni dat z kalendarniho formatu do fadového je nezbytné
nutné, nebot funkce programu Mathematica, které budeme v dalich
vypoctech pouzivat, vyzaduji pravé tento zapis.

Krok 3. Zvolime rok T, ve kterém chceme zjistit cenu 10-letého dluhopisu. V
tomto pripade jsme zvolili rok 7" = 2004. Z proménné datadatumy, kde ma-
me nac¢tend cela data od roku 01/2000 do 02/2013, je nutné vybrat data do
roku 2004, které nam nasledné poslouzi k simulaci pfedpovédi. Naprogra-
movali jsme funkci NechRok[T'1,T2,data], kde je T1 a T2 jsou roky, které
chceme ponechat spolu se Grokovymi sazbami v proménné data. Rozhodli
jsme se, ze pro budouci simulaci ponechame pouze sazby z predchozich dvou
let, tj. T1 =T —2=2002a 72 =T — 1 = 2003.
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Krok 4. Nyniodhadneme parametry CIR modelu pomoci preddefinované funkce
FindProcessParameters|| a nasimulujeme pribéh trokové miry na néasle-
dujicich 10 let. Definujeme vzorce (2.16)), (2.17) a (2.18)) pro vypocet ceny
dluhopisu. Vysledné cena jednotkového 10-letého (7" = 10) dluhopisu nam
vysla 0.642.

Obrazek 4.3: Vyvoj ceny 10-letého dluhopisu v zavislosti na case.

Cena P[t,10]
1.0 °
°
09} o
[ ] °
08l o
r °
F °
0.7
L ° °
°
0.6 -
| | | | | t
2 4 6 8 10
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Priloha 2: Modelovani

predpovédi PRIBOR sazby
pomoci CIR modelu

PRIBOR (Prague InterBank Offered Rate), jak jsme se jiz zminili v Gvodu, je
prumérna sazba, za kterou jsou si banky ochotny ptujcovat likviditu na ceském
mezibankovnim trhu. Casto se vyuziva jako referen¢ni sazba u nékterych Gvé-
rif} PRIBOR pocité (fixuje) kalkulaéni agent pro Czech Forex Club z kotact
referenc¢nich bank pro prodej depozit (offer). Algoritmus je podrobné popsan na
webovych strankdch CNB [19]. V zasadé se jedna o aritmeticky priimér sazeb
podanych referenénimi bankami daného dne.

Prvni kroky jsou podobné s Ptilohou 1, proto to jiz nebudeme podrobné po-
pisovat. K predpovédi jsme pouzili CIR model popsany ve druhé kapitole. Ni-
ze uvadime okomentovany kéd v programu Mathematica (viz soubor CIRMo-

del PRIBOR_FORECAST.nb).

Krok 1. Zkusime nejprve nasimulovat pribéh 6M PRIBOR sazby. Nastavime
vychozi adresar a nacteme knihovnu HypothesisT esting pro vypocet inter-
vali spolehlivosti, které vyuzijeme dale.

Krok 2. Nacteme data ze souboru vyvoj_pribor.txt, ktera jsou stazena z ARAD
CNB [18]. Chceme-li vyvoj sazbe znazornit graficky, je nutné si uvédomit,
ze se jednd o priumeérné mési¢ni idaje a proto bude pribéh schodovity (po
cely mésic sazba zlstava neménnd).

Obrézek 4.4: Graf vyvoje sazby PRIBOR od roku 2000 do 2013.

[T 4
= -

I
2000 2005 2010

Krok 3. Pro predpovéd si zvolime rok 7' = 2008 a pomoci ndmi naprogramované
funkce NechRok[T'1,T2,data] ponechdme tdaje ve formatu List mezi roky
T'1 a T2. Tentokrat jsme zvolili 71 =T — 2 =2006 a T2 =T — 1 = 2007.

6Napiiklad na ¢eském trhu to vyuzivd mBanka.
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Obrazek 4.5: Prubéh sazby PRIBOR 2006-2007.

2007 2008

Krok 4. Nejprve odhadneme parametry v, o a a CIR modelu. Nyni jiz miizeme
nasimulovat mozné vyvoje PRIBOR sazby. Z téchto dat nasledné spocitame
stfedni hodnotu a uréime 99% intervaly spolehlivosti.

Obrazek 4.6: Znazornéni predpovédi 6M PRIBOR sazby s 99% intervalem spo-
lehlivosti.

—— Minuly prubeh
Stredni hodnota simulaci

— Skutecny prubeh

Stejny postup jsme aplikovali i na 1M a 1Y PRIBOR sazby. Ukazalo se, ze ¢im
je del$i fixace, tim je pfedpovéd méné spolehliva. Je nutné také podotknout, Ze
v roce 2008 a 2009 vypukla finanéni krize, kterd zvysila rozptyl PRIBOR sazby
(napf. vyrazny pokles sazeb kolem roku 2009). 1Y nezaznamenala tak velky pokles
jako napriklad 1M sazba.

Je vilbec otazkou, zda je vhodné modelovat sazbu PRIBOR. Jak jsme se
jiz zminili, ¢asto se pouziva jako referen¢ni sazba pro uvéry, a pro banky jeji
predpovéd hraje zasadni roli pro budouci vyvoj cash-flow. JelikoZ se sazba pocitéa
jako aritmeticky primeér referen¢nich bank muize dojit k jejimu ovliviiovani. Staci
si vzpomenout na léto 2012, kdy byly britské banky (Barclays atd.) obvinény
z manipulace sazby LIBOR (London InterBank Offered Rate), kterd se urcuje
podobnym principem jako PRIBOR.

Obecné se da fict, ze pokud financ¢ni trhy nezazivaji velké fluktuace a ekono-
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micka situace je stabilni (véetné V}’fhledum), pak se mizeme spolehnout na vyse
uvedeny model. Zatim zadny finan¢ni model nedokazal zachytit se blizici financ¢ni
krizi.

Obrazek 4.7: Znazornéni predpovédi 1Y PRIBOR sazby s 99% intervalem spo-
lehlivosti.

—— Minuly prubeh

4l 1 ] Stredni hodnota simulaci

— Skutecny prubeh

2008 2009

Obrazek 4.8: Znézornéni predpovédi 1M PRIBOR sazby s 99% intervalem spo-
lehlivosti.

—— Minuly prubeh

) iRl

I ‘ ] Stredni hodnota simulaci
3L ]

I W { == Skutecny prubeh
L ]

2008 2009

"Dal by se napfiklad uréit z reportu ratingovych agentur, které to uvadéji ve svém hodnoceni.
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Priloha 3: Odhad ceny dluhopisu
LS modelem

Pokusili jsme se odhadnout hodnotu dluhopisu uzitim LS modelu. Nize uvedeny
postup lze povazovat za dokumentaci souboru Longstaff Schwartz_Bond_Valuation.nb
programu Mathematica.

Krok 1. Definujme nejprve cenu dluhopisu podle vzorce (4.20) a néasledné po-
mocné funkce C(7) a D(7). Jelikoz jsou funkce C' a D v programu Mathe-
matica jiz pfeddefinované, oznacme si je jako Ce(T) resp. De(T).

Krok 2. Nyni jiz mizeme spocitat cenu jednotkového dluhopisu pro vstupni
parametry 7 = 4, a = 0.4, 5 =05, v =1, =033, n = 0.25, v = 14,
r = 0.05 a V = 0.11. Parametry jsou pievzaty z ¢lanku [9], které byly
aplikovany na U.S. Treasury Bill. Vysledna cena je 0.582.

Vysledny vzorec LS modelu je velmi komplikovany. Pokouseli jsme se odhadnout
vstupni parametry, ale zadny pristup neprinesl pozadovany vysledek. Longstaff
Schwartz ve svém ¢lanku [9] odhaduji parametry uzitim GMM (Generalized Me-
thod of Moments). Nasledné jsme zkouseli odhadnout vstupni parametry numeric-
ky v programu Mathematica, ale zadny algoritmus nedobéhl v pro nas prijatelném
case.

Domnivame se, ze LS model je jeden z komplikovanéjsich modeld v této praci.
Bohuzel se nam nepodatilo ovérit jeho presnost z divodu jeho slozitosti.
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