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Uvod

Pokryvaci véty jsou velice uzitec¢né, pouzivaji se v riznych odvétvich matematiky,
napiiklad v teorii miry a v teorii integralu, pti zkoumani vlastnosti Hardyova-
Littlewoodova maximaéalniho operatoru nebo pii zkoumani nerovnosti mezi riznymi
maximalnimi operatory jako je Hardyiv-Littlewooduv maximalni operator, max-
imélni singularni integralni operator a ostry maximalni operétor.

V prvni kapitole nejprve uvadime znaceni, které budeme v néasledujicim textu
pouzivat, a definice zédkladnich pojmi, kterymi se budeme zabyvat. Druha kapi-
tola je rozdélena na Ctyfi casti - véty Vitaliova typu, véty Besicovitchova typu,
véty Whitneyova typu a dalsi pokryvaci véty. Tato kapitola tedy obsahuje klasické
pokryvaci véty a néktera jejich zobecnéni. Cerpame piedeviim z [6], [9] a [10].
V dalsich tfech kapitolach jsou uvedeny typické aplikace pokryvacich vét jed-
notlivych typt, zde opét vychazime predevsim z vyse uvedenych zdroji. Déle po-
moci [6] a [3] studujeme maximalni operator piislu$ny riznym systémiam mnozin.
V posledni kapitole uzivame pokryvaci véty v diikazech nerovnosti mezi maximal-
nimi operatory, zde ¢erpame z [1, [2], [4] a [5].



Kapitola 1

Zakladni definice a znaceni

1.1 Znaceni

V tomto textu zna¢i N prirozend, Z cela a R realné ¢isla, R™ znac¢i n-rozmérny
realny prostor s euklidovskou metrikou znacenou |z|, maximovou normu z € R"
znac¢ime ||x||max @ (P, p) je metricky prostor. Dale |z| zna¢i absolutni hodnotu
realného ¢isla x, |[A] je Lebesgueova mira mnoziny A. Vnéjsi Lebesgueovu miru
znacime |A|., vnéjsi miru k mife p znacime p*.

Vzdalenost dvou mnozin A, B v metrickém prostoru znacime dist(A, B), dale
int(A) je vnitiek mnoziny, A je hranice a 6(A) je diametr mnoziny.

Zna¢ime x4 charakteristickou funkci mnoziny A, L(R"™) mnoZinu vsech inte-
grovatelnych funkcina R™, L;,.(R™) mnozinu v8ech lokalné integrovatelnych funkei
na R™ a C(R™) spojité funkce.

V metrickém prostoru (P, p) je B(x,r) oteviena koule se stiedem v bodé x € P
a polomérem r > 0.

V celém textu je a@), pro néjaké a > 0 a krychli Q C R” se stfedem v bodé
x € R™ a s délkou hrany r > 0, krychle se stejnym stfedem jako @) s a-nasobnou
délkou hrany oproti @), tedy krychle se stfedem v x s délkou hrany ar. Podobné
pro kouli B(xz,r) C P aa > 0 je aB(z,r) koule v (P, p) soustiedna s B(x,r),
kterd ma a-krat vétsi polomér nez B(z,r), tedy B(z,ar).

V diikazech bude ¢ konstanta, ktera se vsak v pribéhu daného dikazu miize ménit.

1.2 Definice zakladnich pojmiu

Definice 1. Uzaviend (resp. oteviend) krychle v R™ se stfedem v bodé = € R”
a hranou délky a > 0 je mnozina téch bodi y € R™, které spliuji (z; — §) <y; <
(z; + %) (pro otevienou krychli ostré nerovnosti, tedy (z; — %) <y < (z; + %)),
Vie{l,...,n}.

Pozndmka 1. Krychle v R" m4 tedy hrany rovnobézné se soufadnicovymi osami.

Definice 2. f{ekneme, z7e posloupnost mnozin {Vj }x se smrstuje k bodu x v R",
jestlize pro kazdé k € N je z € Vj a limy_,o (V) = 0.

Definice 3. f{ekneme, ze mira p na R” je zdvojovaci, jestlize existuje konstanta
C' > 0 tak, 7e pro kazdou krychli ) C R™ plati

1(2Q) < Cu(Q).



Definice 4. Pro funkei f € Lj,(R) definujeme v bodé x € R funkei M f takto

1 x+h
Vi) =sp s [5G
h>0
Operator M : f € L, (R) — M f € M(R) se pak nazyva centrovany Hardyiiv-
Littlewoodiv mazimdlni operdtor. Kde M(R) zna¢i prostor vSech méfitelnych
redlnych funkeci definovanych na R.

Takto definovand funkce M f je méfitelna, nebot mnozina {Mf > A} je
oteviena pro kazdé \ > 0. Skutec¢né:

Bud z € {Mf > A}, pak existuji n € N a hy > 0 tak, 7ze ﬁ ;fh]? |f(s)|ds >
(141X Pak pro 0 < § < 2 a y € B(z,6) je

1 y+h 1 y+ho+9
M = sup — s)|ds > ——— s)| ds
s =g [ @z g [ )
2hg 1 [Ttho 1 1 1 1
> —_— ds > 14+ —)A 1+ )=
> Gt m o ., O 2 T (4 DA o (A=A

tedy B(z,0) C {Mf > A}.

Zobecnéni:
Definice 5. Pro f € Lj;,.(R") a z € R" definujeme

Mf(x) :=su dy,
f() 7‘>13|QIT|/:CT |y

kde Q(x,r) zna&i krychli v R™ se stfedem v bodé x a délkou hrany r > 0. Op-
erator M : f € Lip(R") — Mf € M(R™) se nazyva Hardyiv-Littlewoodiv
mazimdlni operdtor. Kde M(R™) zna¢i prostor vSech métitelnych realnych funkei
definovanych na R".

Definice 6. Pro f € Lj,.(R") a x € R" definujeme maximalni operator M :
Lige(R™) — M(R") takto

M f(z) = supﬁ /Q F)ldy,

kde bereme supremum pfes vSechny krychle ) v R™ obsahujici bod x.

Pozndmka 2. Opét jsou mnoziny {Mf > A} a {Mf > A} oteviené. Prvni
pripad se d4 ukazat podobné jako vySe, pro druhy si stac¢i uvédomit, ze je-
li z € {Mf > A}, pak existuje oteviena krychle Q obsahujici bod z tak, ze
ﬁf@‘f( )| ds > X, pak ale pro kazdy bod y € Q je M f(y fQ]f s)|ds > A.
Podobné jako vyse se da definovat maximalni operator Vzhle em k jinym sys-
témim mnozin nez jsou centrované (resp. necentrované) krychle. Vice detailu
uvedeme v kapitole [6]

Definice 7. Funkci w : R® — R, ktera je kladnéa skoro v§ude a méfitelnd, budeme
nazyvat vdha.



Definice 8. Rekneme, 7e véha w : R — R patii do tFidy Ao, znacime w € A,
jestlize existuji konstanty A,p € (1,00) takové, ze pro kazdou méfitelnou funkei
f a pro kazdé A > 0 plati

/{Mf»}w(x) do < A)\_p/|f(x)|pw(x) e

Pozndmka 3. e Je-li mira p absolutné spojita vici Lebesgueové mitfe a dana
integraci funkce w, pak znacime w(E) := [, w(zx)dz.

e Je-li w € A, pak podle [4] str. 248 plati:

1. existuji konstanty C,p € (1,00) takové, ze pro kazdou krychli @ a pro
p
kazdou jeji méritelnou podmnozinu F C () plati % <cC (I%) , kde
ztotozitujeme w(F) = [, w(z)dz a w,

2. existuji konstanty C, 0 € (1,00) takové, Ze pro kazdou krychli Q a pro
1Q

3. pro kazdé ¢ > 0 existuje 0 > 0, ze pro kazdou krychli Q v R™ a pro
kazdou jeji métitelnou podmnozinu E plati

B] < 8Q] = w(B) < cw(Q).

~ 5
kazdou jeji méfitelnou podmnozinu E C @) plati % <C <@> ,

e Je-li w e A, pak w definuje zdvojovaci miru.
Skutec¢né: pro libovolnou krychli ) C R™ méame:

w(2Q) 12Q] 8 _ n\p w cw
< C( o ) C2my = w(2Q) < cw(Q),

kde konstanta ¢ := C(2")? nezavisi na zvolené krychli.

Definice 9. Necht p je mira na R a g je funkce métitelna vzhledem k p. Defin-
ujeme nerostouci prerovndni funkce g vzhledem k mite u predpisem

gn(t) == inf{A > 0: p({z: [g(x)| > A}) <t}, t€(0,00).
Definice 10. Déle definujeme g;* predpisem

g (t) = 1/Ot gn(s)ds, t€(0,00).

t

Definice 11. Operator T : Lj,.(R") — M(R™), ktery je subaditivni (tj. Vf1, fo €
Lige(R") a s.v. @ € R" plati [T(f1 + f2)(x)| < |T fi(x)| + [T f2(x)]), se nazyva

e slabého typu (p,p), kde 1 < p < oo, pokud existuje konstanta ¢ > 0
(nezavisla na f a \) tak, ze VA > 0, Vf € Ljo(R™):

e R s[r7(o)] > 3y < (ALY

e silného typu (p,p), kde 1 < p < oo, pokud existuje konstanta ¢ > 0
(nezavisla na f) tak, ze Vf € Lj(R™):

1Ty < el flp-



Pozndmka 4. Operator T : Lj.(R™) — M(R"), ktery je silného typu (p,p), kde
1 < p < o0, je islabého typu (p,p).
Skutecné: pro f € Lj(R") a A > 0 ozna¢me A, := {z : |Tf(x)| > A}, potom

s @)= M = [ @ars [0 < (@)

Definice 12. Necht K(x), x € R™, spliiuje néasledujici podminky
(i) IK(@)] < S, @0,

zn?
(ii) f{a<‘x|<6} K(z)de =0,0<a < p,
(ifi) |K(z —y) — K(x)| < o4, pokud 0 < 2|y| < ||,

pak K nazyvame Calderénovo-Zygmundovo jddro.

Pro f € Lj(R™) polozme T.f(z) := f{y:\x*ylx} K(z —y)f(y)dy. Definujeme
singularni integral vzhledem k jadru K jako K x f = lim.\o7.f a definujeme
mazimdlni singuldrn? integrdlni operdtor jako T f := sup.¢ |T:f]-

Pozndmka 5. Lokalni integrovatelnost funkce f v predchozi definici nezarucuje
absolutni konvergenci integralu z definice 7. f(z), proto 7. f(x) chapeme jako

T.f(z) = lim K(x—y)f(y) dy.

R—yo0 e<|z—y|<R

pokud limita existuje, jinak uvazujeme |T.f(x)| = oo

Definice 13. Necht f € L, (R") a x € R", pak definujeme ostrou mazimdlni
funkci k funkci f predpisem

1
#(z) := sup — —

kde bereme supremum pres vSechny krychle ) v R" obsahujici bod z a fo =
ﬁ fQ f(y)dy. Operator f — f# nazyvame ostry mazimdlni operdtor.



Kapitola 2

Pokryvaci véty

2.1 Pokryvaci véty Vitaliova typu

Vitaliova véta vybira z daného kone¢ného pokryti néjaké mnoziny G v metrickém
prostoru (P, p) koulemi takovou posloupnost {By}x, jejiz prvky jsou po dvou
disjunktni a kterd pokryva velkou ¢ast G, presnéji G C Ui cBy. Nebo vybird
z daného pokryti mnoziny G v R"™ krychlemi takovou posloupnost {Qx}x, jejiz
prvky jsou po dvou disjunktni a kterda pokryva velkou ¢ast G, zde ve smyslu

|G\ (UrQs)| = 0.

Véta 1 (Vitaliova véta pro kone¢né mnoho kouli v metrickém prostoru). Necht
(P, p) je metricky prostor, { B; }é\le je konecéng systém kouli v (P, p), potom existuje
podsystém {B;}| systému {B;}_, po dvou disjunktnich kouli tak, Ze plati

N K

Diikaz. Koule ze systému {Bj};-\[:1 sefadime podle velikosti poloméri sestupné.
Vybér kouli B; :

Za By vybereme kouli ze systému {B;},, kterA ma nejvétsi polomér. Pokud
plati By N B; # () pro kazdé j =1,..., N, pak vybér kouli kon¢i. Za By vezmeme
kouli z {Bj}j-vzl, kterd neprotind vybranou kouli B; a ma z takovych kouli ne-
jvétsi polomér. Pokud By N B; # ) pro kazdou dosud nevybranou kouli z {B;};,
pak vybér kouli kon¢i. Obecné: mame-li vybrané koule By, ..., B;_ 1, tak za B;
vybereme kouli z {B;}}_, takovou, ktera neprotina zadnou z dosud vybranych
kouli a mé z takovych kouli nejvétsi polomér. Pokud B; N B; # 0 pro vSechny
zbylé Bj, pak vybér konci.

7 konstrukce plyne, ze koule z vybraného systému jsou po dvou disjunktni.

Uvazme libovolnou kouli Bj ze systému {B;}L,, pak mame dvé moznosti:

e B; byla vybrana do systému {B;}X,, tedy plati B; C B, pro n&jaké i €
{1,..., K}. Zfejmé pak plati i B; C 3B;.

e B; nebyla vybran4, tedy protind néjakou kouli B; ze systému {B;}X, o
vétsim poloméru.

Mame tedy, ze pro kazdou kouli B; ze systému {B; }évzl existuje né&jaka koule B;
ze systému {B;} K| tak, 7e BN B; 0 ar; <r,.



Oznacime rj, polomér By a xj, stfed By. Méme x € B; a z € B; N B, libovolné,
pak

,O(l’,l'l) < p('r?mj) + p(l'j,Z) + p(Z,l’l) < e il & < 3r;.
Protoze x € Bj; bylo libovolné, tak plati B; C 3B; a B; jsme uvazovali také

libovolnou, takze plati i U \B; € UK, 3B,.
m

Pozndmka 6. Pokud P = R", pak Véta (1| plati i pro ptipad, kdy misto kouli
uvazujeme krychle

Necht {Q] Y, je koneény systém krychli v R, potom existuje podsystém {Q;} X,
systému {Q] }]:1 po dvou disjunktnich krychli tak, ze plati

U, Q; C UL,3Q;,
kde 3Q); znad¢i krychli se stfedem jako @);, kterd méa trikrat vétsi délku hrany nez
Qi-

Diikaz. Ze systému {QJ ", vybereme systém {Q;}%£, po dvou disjunktnich krychli
podobné jako v dikazu predchom véty, jen vybirdme podle délek hran. Uvazme li-
bovolnou krychli Q; ze systému {Q;}% 421, pak mame opét dvé moznosti: Bud byla
Q; vybrana do systému {Q;}X,, tedy plati Q; C Q;, pro n&jaké ¢ € {1,...,K}.
Nebo @; nebyla vybrana, tedy protina néjakou krychli Q); ze systému {Qi1E | s
delsi hranou. Potom pro kazdou krychli @); ze systému {QJ ', existuje néjaki
krychle Q; ze systému {Q;} X, tak, ze Q;NQ; # 0 a a; < a;, tedy 10(Q;) <0(Qy).
Oznacime a;, délku hrany krychle Q) a zy, jeji stfed. Méjme z € Q); a z € Q; N Q;,
pak

v — i < |v— 2|+ 2 — | <6(Q5) + 5 6(@) < 5 0(Q0).
Tedy kazdy bod krychle Q); je od stiedu z; krychle Q; vzdalen nejvyse %5(@,},

tedy lezi v krychli se stfedem jako @); s trojnasobnym diametrem nez méa Q);, tedy
s trojnasobnou délkou hrany nez ma @);, odtud @, C 3Q;. n

DN o

Véta 2. Nechl Q) je méfitelnd podmnozina R"™ takovd, Ze |Q)] < oco. Necht F je
systém krychli pokryvagici Q). Pak existuje konecné mnoho disjunktnich krychli
Q1,...,Qk € F tak, Ze

K
€2 < 4nz Q|-
k=1

Diikaz. 7 vnitini regularity Lebesgueovy miry lze () aproximovat zevniti kom-
paktnimi mnozinami, tedy bez (jmy na obecnosti lze predpokladat, ze €2 je kom-
paktni. Pokud nemame oteviené krychle, tak ke kazdé krychli () € F s délkou
hrany a > 0 lze vzit otevienou krychli Q se stfedem jako @ a s délkou hrany
%a. Z otevieného pokryti kompaktu lze vybrat kone¢né podpokryti {Qk}{c\f:l Z
né&j Ize podle pfedchozi Poznamky [6] vybrat podposloupnost po dvou disjunktnich
krychlf {Qx}K | tak, ze piislugné krychle {Qy}< | splituji 3a, = 32 ay = 4ay, jsou
po dvou disjunktni a plati

K K K
Q < [UL, Qul <) 1BQ:] <) 14Qu] = 4" Q4
k=1 k=1 k=1



Pozndmka 7. V piedchozich tvrzenich 1ze uvazovat krychle (resp. koule) oteviené,
nebo uzaviené.

Véta 3 (Vitali). Necht A C R"™ a pro kazdé x € A je ddana posloupnost {Qr(x)}32 4
uzaviengch krychli se stiedem v x, které se smrstuji k x. Potom lze ze systému
T = {Qk(z),z € Ak € N} wybrat posloupnost {Si}32, po dvou disjunktnich
krychli takovou, Ze plali

|A\ Uy, Sk| = 0.

Diikaz. Dikaz provedeme ve dvou krocich:

1. Nejprve predpokladejme, ze A C int(Q), kde @ je jednotkova krychle v
R™, kterdA ma vrchol v bodé (0,...,0) a v (1,...,1). Bez Gjmy na obec-
nosti lze predpokladat, ze vSechny krychle ze systému 7T jsou obsazeny v
int(Q), jinak je ze systému vylou¢ime. 7 definice suprema lze nalézt S; € T
tak, ze |Si| > 1 sup{|I|,] € T}. Dale nalezneme S, z T' takovou, ze plati
S1NSy =0 a|Sy] > 1 sup{|I],I € T,INS; = 0}. Mame-li vybrané mnoziny
Si,...,Sk 1, vybereme mnozinu S, € T tak, aby S, N (UF-HS; = 0 a
1Skl > 3 sup{|1|,I € T,IN(UiZ'S;) = 0}. Timto postupem ziskdme koneé-
nou nebo spocetnou posloupnost {Sx} po dvou disjunktnich krychli.

Nyni ukdzeme, ze |A\ U Si| = 0:

Je-li posloupnost kone¢né, pak A C UgSk, tedy tvrzeni plati. Pokud je
nekone¢né, budeme déle pottebovat, ze pro kazdou I € T plati IN(U2,Sk) #
(). Pro spor predpokladejme, Ze existuje S € T takova, ze SN (U2, Sk) =0
a |S| > ssup{|I|,I € T,IN(U,Sk) = 0}. Mnoziny Sy lezi v Q a
jsou po dvou disjunktni, a proto limy_, |[Sk| =0, tedy existuje jo € N,
ze |S;,| < 315|. Potom mame:

1 1 - 1
5 181> 185] > 5 sup{|I].1 € T, 1N (GLSK) =0} > 5 15],

COZ je Spor.

Chceme ukazat, ze |A\ U, Sk| = 0. K tomu staci, Ze pro kazdé ¢ > 0
existuje h € N tak, 7e |A\ Ur_, Sil. < e.

K danému n > 0 nalezneme h € N, ze > -, |Si| < n. Takové h existuje,
nebot krychle S) tvori po dvou disjunktni spocetnou posloupnost mnozin,
jejichz sjednoceni lezi v omezené mnoziné @), tedy

D ISk =102, Skl <1Q| < o0
k=1

a zbytek konvergentni fady jde udélat libovolné maly.
Nyni mame

A\(UP_,Sp) c U{S € T, SN (Up_,Sk) = 0}
=U{S €T, SN (U_Sk) =0,5N (U2, 1Sk # 0}

= U2, {U{S € T, 5N (Uj_,S%) = 0,5 N S0 # 03}
C U2, {U{S € T,[S] < 2|Sj41], 5N Sj41 # 0}}.



Prvni inkluze plati, protoZe pro kazdé x z oteviené mnoziny A\(UM_,Sy) je
dist(z, Ur_,Sy) > 0 a krychle Q,,(z) se smrituji k x, tedy existuje krychle
Qi(xr) € T tak, ze Q;(z) N (UF_,S;) = 0. Déale uz vime, 7e pro kazdé
IeTjeln(U2,Sk) # 0, odkud ziskivame prvni rovnost. V nésledujici
rovnosti je inkluze D ziejmé. Naopak bud I € U{S € T, S N (Ur_,S;) =
0,5 N (U 15k) # 0}. Vezméme jo, € N ze SN S, # 0 a jo je nejmensi
takové, pak jo > h+1, IN(UP'S,) = B a SNS;, # 0. Posledni inkluze plyne
z konstrukce takto: necht SN (UL_,Sk) = 0, pak [S;yi] > L sup{|],1 €
T, 10 (U_S,) =0} > 118 a stadi nerovnost prendsobit dvojkou.

Odtud plyne

[A\N(Ukz1Si)le < [ U520 {U{S € T IS < 21851, 8N S; # 0} e

< > U{SeT,I8<2S;],5NS; # 0}

j=h+1

< ) 5" <5,
j=h+1

kde prvni nerovnost plati z dokdzané inkluze a monotonie vnéjsi miry a
druhé ze subaditivity vnéjsi miry. T¥et{ nerovnost: z podminky |S| < 2|5}
dostaneme, 7e a < \’75&]-, kde a, a; znac¢i délku hrany krychle S, S;. Déle
z SN S; # 0 dostavame, ze mnozina U{S € T,|S| < 2|5;|,S N S; # 0}
je obsaZena v krychli se stfedem jako S; a s délkou hrany a + a; + a =
2a+a; <2 C/ﬁaj%—aj = (2 U2+ 1) aj, odkud vidime, ze vnéjsi mira mnoziny
U{S € T,|S] < 2|5;],SNS; # 0} je mensi nebo rovna mife krychle s hranou
délky (2%/2+ 1)a;, tedy mensi nebo rovna (23/2+1)"|S;] a (2¢/2+1) < 5.
Staci tedy k danému ¢ > 0 volit n > 0 tak, aby 5"n < ¢.

2. Pro mnozinu A, ktera nelezi ve vnitiku mnoziny () pouzijeme jiz dokézané
na mnozinu AN int(@) pro kazdou krychli Q € R” o hrané délky 1, ktera ma
vrcholy s celo¢iselnymi soufadnicemi. Takovych krychli je spoc¢etné mnoho
(oznacime je Q; pro i € N), tedy ziskame posloupnosti {Si}, i € N, které
podle kroku (1) tohoto dikazu spliuji

(AN int(G)\(UkSH)| =0, Vie N,

Systém {S} }r.i je spocetny, lze usporadat do posloupnosti a spliiuje

[ A\(UkiSp)le = Ui((ANint (Qi))\(UrSp))le < Z |(ANint(Qi)\(UkSp)| = 0,

tedy |A\(Ug:Sh)| = 0, coz jsme chtéli dokazat.
[

Definice 14. Rekneme, ze systém S méfitelnych mnozin v R™ je requldrni, jestlize
existuje ¢ < oo (koeficient regularity) tak, ze

V.S €S 3 krychle Q takova, ze S C Q a |Q| < ¢|S|.
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Véta 4. Necht A C R" a pro kazdé x € A je dand posloupnost {Ky(x)}32,
kompaktnich mnoZin obsahujicich x, které se smrstuji k x. Necht kaZdd z téchto
posloupnosti je reqularni s koeficientem c(x) € R. Pak lze ze systému V =
{Ki(z),z € A, k € N} vybrat disjunkini posloupnost {Sy}x tak, Ze

| A\ (UrSk)| = 0.

Diikaz. (a) pro sup{c(z),z € A} < H < oo provedeme dikaz stejné jako u
Véty B pouze mira mnoziny V := U{S € V : |S| < 2[5;|,5NS; # 0} je
omezena jinym nasobkem miry S;. Pro S; pevnou existuje podle predpok-
ladu krychle Q;, ze S; C Q; a |Q;] < H|S;| a ke kazdé S € V existuje
krychle Qs: S C Qs a |Qgs| < H|S| < 2H|S||. Pokud ozna¢ime a;, ag délky
hran krychli Q;, Qs, pak je af = |Q;] < H|Sj| a a5 = |Qs| < 2H|Sj],
odkud mame a; < {/H|S;| a ag < {/2H|S;|. Mnozina V' je obsaZena v
krychli o hrané délky 2ag + a;, mira této krychle je

(2a5 + a;)" _(\/2H|S|+\/H|S|) (2¥V2H + VH)"|Sy,

stadi tedy k e > 0 volit n > 0 tak, aby (23/2H + VVH)"n < e.

(b) pro sup{c(z),z € A} = oo oznacme nejprve A; = {x € A c(x) < 1}
Pouzijeme jiz dokazanou ¢ast (a) na mnozinu A;, dostaneme tak disjunktni
posloupnost {S}}x prvki z V takovou, ze plati |A;\ Ug Sp| = 0. V ¢asti (a)
jsme k danému € > 0 nagli h € N, 7e platilo |A\U}_, S| < ¢, tedy k &1 = 3
najdeme h; € N, zZe

1
‘Al\ UZI:1 Sk|e < 5
Uvazme tedy konecnou ¢ast {Si}y a oznacme ji {S;}/,. Déle obecné pro
k € Noznatme Ay, == {z € (A\U"{'S,), c(z) < k}. Z mnozin z V, které jsou
disjunktni s UzkllSZ, vybereme konec¢nou posloupnost spliujici nésledujici

nerovnost, posloupnost oznacime {S;}" By

1
AN U, 1Sle < 5 (2.1)

Takto nakonec ziskame posloupnost {S;} takovou, ze plati
[ANURZ1 Skle = (U2 AR)\(URZ Skl
= (U2 A\ (URY150)) U (U2 w1 AR v S1)) e
< JURS A\ (WY Si)le + (U2 N+1Ak)\(UiihN+15k))le
= |An\(UY Sk)l Uy (AN (U, 150

R Zgw

k= N+1
kde vyuzivame rovnosti mnozin, subaditivitu vnéjsi miry, konstrukci posloup-
nosti {Si}, ze které plyne (UN_ | A)\(UMY,Sp) = An\(U'Y,Sh), a (2.1).
Pak k danému e > 0 stadl nalézt N € N tak, aby > oo v 5 < &, pak
|A\ U2, Skle < &, z ¢ehoz plyne |A\ U2, Sk| = 0.
m
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Véta 5 (Vitaliova véta v R). Necht p je mira definovand na intervalech v R a
w* je jeji vnéjsi mira. Necht A C R, u*(A) < oo, a pro kazdé v € A je ddna
posloupnost {I,(x)}32, nedegenerovanych uzaviengch intervald, které se smrstuji
k x. Pak lze ze systému V = {Ix(z),x € A,k € N} vybrat disjunktni posloupnost
intervali, { Sk }r, Ze

P (A\(UgSk)) = 0.

Diikaz. Dikaz lze provést stejné jako u Véty |3 (v prvni ¢asti dikazu se uvazuje
vnitfek jednotkové krychle a to je v R interval (0, 1), v druhé ¢asti dikazu se zde
uvazuji intervaly (k,k + 1), k € Z) , pouze na konci pouzijeme

|U{S eV, [S| <2[8;], 8N S; # 0} < 218 + [5;] + 2[5;| = 5151,
tedy k € > 0 volime n > 0 tak, aby 5n < e. O]

Dikaz nasledujici véty Vitaliova typu vyuziva Besicovitchovu vétu, uveden je
proto az v aplikacich Besicovitchovy véty v kapitole

Véta 6. Necht p je mira na R™ definovand na lebesqueovsky méritelnyjch mnozZindch
v R™. Necht p* je vnéjsi mira prislusnd mite u, tedy

VP CR": p*(P):=inf{u(H): P C H,H je p-méfitelnd}.

Necht pro kazdé x € A C R" je ddna posloupnost {Qr(x)}52, uzavienych krychli
se stiedem v x, které se smrstuji k x. Pak lze ze systému T = {Q(x),x € Ak €
N} vybrat posloupnost {Sy}i tak, Ze plati

p(A\ Uy Sg) = 0.

2.2 Pokryvaci véty Besicovitchova typu

Pokud méame pro kazdy bod x € A danou néjakou mnozinu K(z), pak lze
za urcitych predpokladii pouzit Besicovitchovu vétu, kterd ndm umozni vybrat
posloupnost ze systému {K(z),z € A}, jenz stale pokryva A, pfi¢emz mnoziny
z vybrané posloupnosti se piilis neprekryvaji a lze je rozdélit do skupin tak, ze
kazda skupina obsahuje po dvou disjunktni mnoziny.

Véta 7 (Besicovitchova véta pro krychle). Necht A je omezend podmnozina R™
a pro kazdé x € A je ddna uzaviend krychle Q(x) se stiedem v x. Pak lze z
{Q(x),x € A} vybrat posloupnost {Qx}r (spocetnou nebo konecnou) tak, Ze plati:

(i) A CUQs,

(ii) kazdy bod R™ je nejvyse v 0,, krychlich posloupnosti {Qy},
tedyVz e R" 1 Y, x0,(2) < 0y,

(iii) posloupnost {Q}y lze rozdeélit do &, skupin disjunktnich krychli.

Konstanty 0,, a &, zdvisi pouze na n.
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Diikaz. Polozme ag := sup{0(Q(x)),z € A}. Pokud ay = oo, pak jedina (vhodné
zvolend) krychle Q(z), x € A, pokryje A, nebot A je omezena. Jestlize ag < oo,
zvolme Q1 € {Q(x),z € A} se stiedem v bodé z € A takovou, ze §(Q1) > 1 ag a
polozme a; := sup{0(Q(z)),z € A\@Q1}. Déle zvolme Q3 € {Q(z),z € A\Q1} se
stfedem v bodé xs € A\Q1, Ze 6(Q2) > %al. Obecné volime @, pokud uz mame
vybrany krychle Qy,...,Q_1, z mnoziny {Q(z),z € A\(UF}Q,)} se stiedem v
bodé

o € A\(UQ)), 2.2

5(Q1) > 5 sw{3(Q(). # € A\(UQ)). (2.3

Pro takto ziskanou posloupnost {Qy} plati:

(a) pro 7> j plati T; ¢ Qj a 6(QJ) > %(5(@1),
(z (2.2)) vidime, Ze pozdé&ji vybrana krychle nemuze mit stied v zadné z
predchozich krychli, z (2.3)) mame, Ze diametr diive vybrané krychle je vétsi
nez polovina diametru jakékoliv pozdéji vybrané krychle)

(b) $QiN3Q; =0 Vi+# j. Skutecné:
Necht a;, a; znac¢i délky hran krychli @;, @; a x;, x; jejich stfedy. Necht
i # j a bez Gjmy na obecnosti necht ¢ > j, pak z (a) mame z; ¢ @), a
5(QJ) > %5(@1), tedy i a; > %CLZ Plati

1
i & Q5 = ||z — )] |max > B

a;

1
VvmeN: z€Q,, = Hx—xm|\maX§§am.

Odtud

1 1
Vm € N : ngQm = ||$_$m||max<6am

Necht pro spor existuje y € %Qi N % Q);, pak plati

1
= a5 < |7 — 2] lmax < |76 = Yllmax + |[¥ — 7] max

2
R DS U SRS DU O
-6 67 37 67 27
odkud dostavame %aj < %aj, co7 je pozadovany spor.

(c) posloupnost {6(Qx)} diametri krychli je bud koneéna (pro kone¢nou posloup-
nost) nebo ma limitu nula. Mame-li spo¢etnou posloupnost, tak pro spor
predpokladejme, ze existuje 0 > 0 tak, Ze pro kazdé k € N plati §(Qy) > 0.
Z (b) plyne, ze %Qi N %Qj = ) pro kazdé i # j. Z omezenosti A existuje
K €N, ze K§ > |A+ B(0,a0)|, tedy by se proces vybirani krychli musel
po kone¢né mnoha krocich zastavit, my ale mame spocetnou posloupnost a
to je spor.
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Nyni dokdZeme, Ze zkonstruovana posloupnost splituje body (i)-(iii) z tvrzeni
véty.

(1) Mame-li kone¢nou posloupnost, tak je podminka (i) splnéna, jinak by totiz
proces vybirani krychli nezkon¢il. Kdyz mame spocetnou posloupnost a x €
A\, Qy, tak kdyby % 3(Q(x)) < §(Qr), Yk, pak by vybér nezkoncil. Tedy
existuje jo € N, Ze $0(Q(z)) > 6(Qj,), tedy 0(Q(x)) > 26(Q;,), a protoze je
limita diametrt krychli rovna 0, tak existuje j; € N, ze 6(Q(x)) > 26(Q},),
tedy Q(z) musela byt vybrana (nejpozdéji) v j;-nim kroku - skute¢né:
méjme krychle @1, ..., @, -1, a necht supremum diametra zbylych krychli
je K € R. V dalsim kroku byla vybrana krychle Q;, s §(Q;,) > %K. Pro
krychli Q(x) plati:

Q) > 20(@y) > 25 K = K,

to je ale spor, diametr Q(z) totiz nemuze byt vétsi nez K, protoze K je
supremum diametra krychli, mezi které patiii Q(z). Tedy Q(z) musela byt
vybrana (nejpozdéji) v ji-nim kroku, coz je ale spor s predpokladem, 7e
T e A\ Uz, Q.

(ii) Bodem z € R"™ vedeme nadroviny rovnobézné se soufadnicovymi osami a
rozdélime tak R™ na 2" hyperkvadranti. Necht krychle Q;, Q;, se stiedy
x;, x; ve stejném hyperkvadrantu, obsahuji bod z. Pak vétsi z nich, bez
ujmy na obecnosti predpokladejme, Ze je to ();, obsahuje stfed té mensi,
tedy z; € Q; a 6(Q;) > 0(Q;). Z vyse dokdzanych vlastnosti posloupnosti
vidime, Ze (); musela byt vybrdna pozdéji nez @)}, tedy 7 > j, a odtud mame
0(Q;) < 26(Qj). Celkem tedy §(Q;) < §(Q;) < 26(Q;).

Nyni necht @; znaci prvni krychli z vybrané posloupnosti, kterd ma stied
x; v daném hyperkvadrantu a kterd obsahuje bod 2. Pak kazd4 dalsi krychle
Q;, kterd obsahuje bod z a mé stied x; v daném hyperkvadrantu, spliuje
xi ¢ Q. w5 € Qi a 0(Q;) < 0(Q;) < 26(Q;).

Potiebujeme zjistit, kolik je krychli v posloupnosti {Q}, které obsahuji
bod z a jejich stfedy lezi v daném hyperkvadrantu. Zndme horni a dolni
odhad na jejich diametry (0(Q;) < 0(Q;) < 20(Q;)) (tedy i pro délky hran
plati a; < a; < 2a;) a krychli @; bude nejvic, kdyz budou mit co nejmensi
diametry, také proto ze kazdy dalsi stied lezi mimo jiz vybrané krychle.
Vzdalenost stfedt takovych krychli je pak vétsi nez %J Tedy krychli Q;
bude nejvyse tolik kolik existuje krychli s délkou hrany %, které maji s
Q; neprazdny prunik, maji stfed v daném hyperkvadrantu a maji po dvou
disjunktni vnittky. Jejich pocet oznatme M (n) € R", je to ¢islo zavislé
pouze na dimenzi prostoru.

Pak kazdy bod z € R™ lezi v nejvyse M(n) + 1 krychlich posloupnosti
{Qr} se stiedy ve stejném hyperkvadrantu a téch je 2". Polozme 0, :=
(M(n) +1)2".

Jeden z odhadi na M(n):

Ke kazdé krychli @ existuje 3" krychli (mezi nimi je i @), které maji stejnou
délku hrany jako @, které maji s () neprazdny prunik, ale maji disjunktni
vnitiky. Dale kazda krychle s hranou délky a obsahuje 2" krychli s hranou
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délky 3, které¢ maji disjunktni vnitiky. Tedy

3" —1
M(n) <

2",

protoze nejvyse polovina z 3" — 1 stejné velkych krychli kolem @), (ve vyse
uvedeném smyslu) lezi v daném hyperkvadrantu a kazda z nich obsahuje 2"
polovi¢nich krychli.

(iii) Necht @}, je libovolné krychle z vybrané posloupnosti, pak pro kazdé m < h
plati

5(Qn) > %5(@@, neboli 26(Qp) > 6(Qn),

nebot kazda vybrana krychle ma diametr vétsi nez % diametru libovolné z
dosud nevybranych krychli. Uvazme mnozinu vSech vrcholi v8ech krychli
obsazenych v ), kde krychle ziskdme rozdélenim ()}, nadrovinami rovnobéz-
nymi se soufadnicovymi osami, které vedeme stiedem @),. Tuto mnozinu
oznac¢me V,, pak V), obsahuje nejvyse 2"2" bodi a plati:

QmNQy#0D, m < h= Q,, obsahuje alespoii jeden z bodii V,

a kazdy bod z V), je dle (ii) nejvyse v 6,, krychlich vybrané posloupnosti.
Oznacme &, := 4"0,, + 1 a rozdélme krychle {Q;} do disjunktnich systémi
takto: pro k = 1,...,&, piifadime Q); do systému I;. Krychle Q¢, 11 ma
neprazdny prinik s nejvyse &, — 1 predchozimi krychlemi, tedy existuje
ko € {1,...,&.} tak, Ze Q¢,+1 NQk, = 0. Krychli Q¢,+1 pfidame do systému
Ii,. Dalsi krychle Q(zg+) ma neprazdny prinik s nejvyse &, — 1 piedeslymi
krychlemi, tedy je disjunktni se vSemi krychlemi néjakého systému [, kam
tedy krychli pridame.

]

Pozndmka 8. (Besicovitchova véta pro neomezenou mnozinu)
Besicovitchova véta, Véta[7] plati i pro neomezenou mnozinu, pokud k predpok-
ladam véty piidame pozadavek sup{d(Q(z)),x € A} = M < 0.

Diikaz. Rozdélime R™ na disjunktni krychle I; s hranou délky M a pouzijeme
Vétu 7| na mnoziny AN [;, i = 1,2,.... Dostaneme tak posloupnosti {Q% }r>1
prislugné riznym AN I, i = 1,2,..., které spliuji:

(i) ANIL CU1Q:,

(ii) kazdy bod R™ je nejvyse v 6, krychlich posloupnosti {Q%}i>1, Tedy Vz €
R™ : Zk21 XQ}'C(Z) < On,

(iii) posloupnost {Q} }x>1 1ze rozdélit do &, skupin disjunktnich krychli.

Nyni ukézeme, Ze body (i) - (iii) z Véty [7| spliuje i systém {Q% }r>1i-12, ., ktery
lze uspotradat do posloupnosti.

- =1,2,... =1,4... el - Z1,1=1,2,... .
(i) A=Uiz12. (ANL) CUizra, (Uk>1Q%) = Ugs1i=12..Q%
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(ii) Kazdy bod z € R™ miiZe byt v néjaké krychli z nejvyse 3" systémit {Q} }x>1
prislusnych AN I; a kazdy bod z AN I; muZze byt nejvyse v 6,, krychlich z
{Q! }r>1, tedy kazdy bod 2z € R"™ mize byt nejvyse v 3"0,, krychlich systému
{Q} e1,i=12,..

(iii) Kazda krychle ze systému, ktery pokryva A N I;, ma prazdny prunik s kaz-
dou krychli ze systému, ktery pokryva A N I;, kdykoliv lze A N I; dostat
posunutim AN I; o vhodné celoc¢iselné nasobky 3M ve v8ech n souradnicov-
ych smérech. A kazdy systém {Q} }r>1 1ze rozdélit do &, skupin disjunktnich
krychli. Tedy cely systém {Q%}i>1i=12,.. lze rozdélit do 3"&, systémii dis-
junktnich krychli.

]

Pozndmka 9. Véta[(| plati i pro oteviené krychle nebo krychle, které uvazujeme
jen s ¢asti hranice. Déle véta plati i v pripadé, Ze mame A C R™ omezenou a pro
kazdé x € A je pfedem dany uzavieny interval R(x) se stfedem v x, pokud plati,
ze kdyz posuneme dva intervaly R(z;) a R(x2) do stejného stiedu, tak jeden z
nich obsahuje ten druhy. Konstanty 6,,, &, mohou byt jiné nez ve Vét&[7] ale stale
jsou zavislé jen na dimenzi prostoru.

Na zavér tohoto oddilu uvadime ptuvodni znéni Besicovitchovy véty, jeji diikaz
Ize nalézt v [7] na str. 87.

Véta 8 (Besicovitch). Necht A C R™ je omezend a pro kazdé x € A je dina
uzaviend koule B(xz,7(z)) se stfedem v x a polomérem r(z) > 0. Pak lze ze
systému {B(x,r(x)),z € A} vybrat posloupnost kouli { By }y. spliiugici

(1) AC UkBk,

(i) kazdy bod R™ je nejvyse v 6,, koulich posloupnosti { By},
tedy V= e R": Y, xp,(2) < 0,,

(iii) posloupnost { By }x lze rozdélit do &, skupin disjunktnich kouli.

Konstanty 0,, a &, zdvisi pouze na n.

2.3 Pokryvaci véty Whitneyova typu

Whitneyova véta nevybird pokryvajici posloupnost dané mnoziny G' v R" z libo-
volného predem daného pokryti (G, ale pracuje se systémem takzvanych dyadic-
kych krychli. Umoznuje zkonstruovat takovou posloupnost nepiekryvajicich se
krychli, jejichZ sjednocenim je pravé zadana mnozina G a délka hrany vybranych
krychli souvisi se vzdalenosti krychle od hranice.

Definice 15. Zavedeme pojem dyadickych krychli v R™: oznacme D, systém
vSech uzavienych krychli se stranou délky 1 a vrcholy s celo¢iselnymi soutad-
nicemi. Ozna¢me D; systém vSech uzavienych krychli se stranou délky 2 a vr-
choly s celoc¢iselnymi nasobky 2. Ozna¢me D, systém vSech uzavienych krychli se
stranou délky 4 a vrcholy s celo¢iselnymi nédsobky 4. Obecné pro k € Z ozna¢me
Dy, systém viech uzavienych krychli se stranou délky 2% a vrcholy s celo¢iselnymi
nasobky 2%. Systém D := Uz D, nazyvame systém viech dyadickyjch krychli v
R"™.
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Pozndmka 10 (Vlastnosti dyadickych krychli). Pro dyadické krychle plati:

e pro kazdé j € Z plati, Zze kazdy bod z R™ je bud ve vnitiku pravé jedné
krychle z D;, nebo je z hranice nejvyse 2" krychli z D;,

e kazda krychle z D; je sjednocenim 2" krychli z D;_;,
e D; ma hranu délky 27, j € Z,

e pro Q1 € Dj, Q)2 € Dy, j < k plati bud int(Qq) N int(Q2) = 0, nebo
Ql C Q27

o kazdy systém D); obsahuje spocetné mnoho krychli, j € Z,
e systém D := Uz Dy vSech dyadickych krychli v R™ je spocetny.

Véta 9 (Whitney). Necht F' C R™ je neprdzdnd uzaviend a G := R"\F. Pak
existuje posloupnost uzaviengch krychli {Qy}x, kterd spliiuje:

(i) G =UQy,
(ii) int(Qx) Nint(Q;) = 0, pro kazdé k # j,
(iii) 0(Qx) < dist(Q, F') < 40(Qr), pro kazdé k.

Diikaz. Ozna¢me pro ¢ > 0 pevné Gy, := {z € G : ¢2F < dist(z, F) < c¢2F1} a
G := Upez{@ € Dy : QNGy # 0}, kde Dy, jsou systémy z Definice [15] Pak krychle
7z G splhuji bod (iii) z tvrzeni véty. Skute¢né, vezméme si Q € G, pak Q € Dy,
pro néjaké k € Z, a tedy existuje z € Q N Gy. Navic §(Q) = /n2F, odkud méame

dist(Q, F) < dist(x, F) < ¢2F!

dist(Q, F) > dist(z, F) — 6(Q) > 2* — /n2F = (¢ — v/n)2".
Volme tedy ¢ := 24/n. Potom

0(Q) = vn2" < dist(Q, F) < 2v/n2"*" = 46(Q).

Specialné () C G, pro kazdé Q € G , déle z definice G mame G C Ugeg@. Tedy
systém G spliuje (i) a (iii). Nyni z G vybereme systém krychli s disjunktnimi
vnittky. Pokud int(Q;) N int(Q2) # 0, tak vétsi z nich obsahuje tu mensi. Pro
kazdou krychli Q € G nalezneme Q maximalni krychli v G takovou, ze Q C Q.
Pak z vlastnosti dyadickych krychli, Poznamka [?], a vlastnosti systému G plyne:
Systém vSech maximalnich krychli lze uspotadat do posloupnosti {Q}, ktera
spliiuje:

(i) G = UQy, nebot Q C G a G C UgegQ = UQy, protoze ke kazdé krychli z
G mame v posloupnosti {Qy} piislusnou maximalni krychli,

(ii) int(Qx) Nint(Q;) = 0, pro kazdé k # j, jinak bychom dostali spor s maxi-
malitou,

(iii) 6(Qx) < dist(Qx, F) < 45(Qy), pro kazdé k € N.
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Véta 10. Necht G je oteviend podmnoZina R™ s neprdazdnou hranici OG. Pak
existuje posloupnost {Qy}x oteviengch krychli takovd, Ze plati G = UrQy a

(i) dist(Qr, 0G) = 30(Qx),

(i) >, xou(2) < an, pro kazdé z € R", kde konstanta o, zdvisi pouze na di-
menzi.

Dikaz vyuziva Vétu |7, uveden je proto az v aplikacich Besicovitchovy véty v
kapitole

2.4 Neékteré dalsi pokryvaci véty

V tomto oddilu se zabyvame nékterymi dalsimi pokryvacimi vétami, kterym nelze
jednoznacné prifadit jeden z predchozich typt. Nejprve uvedeme vétu, kterd mé
znaky vsech tii predchozich typi pokryvacich vét, véta hovori o mnoziné v met-
rickém prostoru, coz je typické pro Vitaliovu vétu, ve vété se vybira posloupnost,
jejiz mnoziny se nemohou piili§ prekryvat (typicky pozadavek u Besicovitchovy
véty) a jejiz mnoziny maji diametr porovnatelny se vzdalenosti mnoziny od hran-
ice (typicka vlastnost pokryti z Whitneyovy véty). Déle zde uvadime Feffermaniv
pokryvaci problém a jeho teSeni pro krychle. Nakonec dokazujeme dvé pokryvaci
véty, které vyuzijeme v kapitole [7| v dikazech nerovnosti mezi maximalnim op-
eratorem M, ostrym maximalnim operatorem a funkei f

Véta 11. Necht (P, p) je metricky prostor spliiujici ndsledujici podminku homo-
geneity: Existuje N € N (nezdvislé na x, r) tak, Ze pro kazdé x € P a kaZdé
r > 0 eristuje nejugse N bodi {x;} v B(x,r) ={z € P: p(z,z) < r} takovych,
Ze p(xi, x;) > § pokud i # j.
Potom kazZdou G otevienou podmnozinu P s neprdzdnou hranici OG lze zapsat ve
tvary

G = UkB(LEk, 7“1.3)

tak, Ze kazdy bod z € G je v nejugSe 12N mnoZindch B(xg, 1) a pro kaZdé k plati
(B(zy, i) < dist(B(zg, 1), 0G) < 40(B(xg, 18))-
Diikaz. Ozna¢me pro k € Z
My, = {B(z,2""),x € G},

G = {r € G : 2F < dist(z,0G) < 2"},
g .= UkeZ{B e M, : BNGy 7£ @}
Potom pro kazdou kouli B(z,r) € G plati §(B(z,r)) < dist(B(z,7),0G) <
40(B(z,r)). Skutené, existuje totiz k € Z tak, ze B(z,r) € M} a existuje bod
y € B(z,r) N Gy, pak ale
dist(B(x,r),0G) < dist(y, 0G) < 28+

dist(B(x,r),0G) > dist(y, 0G) — §(B(z,7)) > 2F — 2F = 2F(c — 1),
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nebot 6(B(z,r)) = 2r = 2*. Pro ¢ := 2 v definici G}, mame
§(B(x,r)) =28 = 2(c — 1) < dist(B(z,7),0G) < 282 = 45(B(z,7)).

Odtud plyne, ze kazda koule B € G spliuje B C G, na druhou stranu ziejmé
G C UpegB, tedy G = UpegB.
Pro z € G ozna¢me d := dist(z, 0G), pak existuje ko € Z tak, ze 2k < d < 2ko+1,
Pro kazdou kouli B € G s polomérem r obsahujici bod z plati 2r < dist(B,0G) <
da

8r > dist(B,0G) > d — 2,

odkud mame

i2k0<id<r<1d<12k0+1:2k0
10 10 — —2 72

ko3 < < ko

Tedy kazda koule z G obsahujici bod z méa takto omezeny polomér. Uvazme kouli
B(z,2%73), pak z predpokladu homogeneity existuje nejvyse N kouli o poloméru
2F0=3 které bod z obsahuji. Podobné pro daldi poloméry 2Fo—2 2ko—1 9k Tedy
kazdé koule z G obsahujici dany bod z ma jeden ze ¢tyf moznych poloméru, déle
existuje nejvyse N kouli s danym polomérem, které z obsahuji, celkem tedy muze
byt bod z v nejvyse 4N koulich systému G.

(i) Pro G omezenou je ag := sup{r > 0: 3B(z,r) € G} < K < o0, tedy vezméme
n&jakou kouli z G s polomérem vétSim nez % a oznacme ji B(xq,r;). Indukei
vybirame koule B(zy, 1) € G tak, ze x; € G\ (Ui B(z;,1;)), re > % sup{r >0
3B(z,r) € G,x € G\(U*Z!'B(z;,7;))}. Pokud je vybrana posloupnost koneéna,
tak ziejmé G = UB(xy, ). Pokud vybrana posloupnost neni konecna a existuje
z € G\(UB(zy,71)), tak kdyZ oznacime d := dist(z, 0G) a uvazime kouli B(z, ¢),
tak z konstrukce vidime, Ze bud byla tato koule vybrana (coZ je spor s volbou
x), nebo v8echny vybrané koule maji polomér vétsi nez g, pak by se ale proces
vybirani krychli nemohl zastavit, protoze by zbyl nepokryty "pas" u hranice G
"siky" 4.

(ii) Pro G neomezenou uvazme x, € 0G, pak lze mnoziny

ol

N

Pp1 =GN (B(xg, 2™ Y\B(20,2™ %)), m =2,3,..., Py := G N Bz, 1),
zapsat podle predchozi ¢asti dukazu ve tvaru
Pm_1 = Uzolem_l([Ek, T’k)

tak, ze kazdy bod z € P,,_; je nejvyse ve 4N mnozinach B™ ! (zy, ;) a pro kazdé
k € N plati

§(B™ Nag,ry)) < dist(B™ N(zy, r1), 0G) < 40(B™ (k1))

Potom ziejmé G = U, P, 1 = U, U, B™ ! (xy, ;). Necht 2 € G}, je stied
néjaké koule B(z,r) z vybraného pokryti a ozna¢me R := dist(z,0G). Z definice
Gy je R € (2811 2872] a 7 vlastnosti pokryti je £ <r < £. Odtud

R 2 1

1
—r > _ - _ = - _2k+l:2k
R—r>R 3 3R>2R>2

19



R+r< 3R<22’“+2 k3,

Tedy koule se stiedem v G, maji vzdalenost od OG alespoit 2% a nejvzdalendjsi
bod mohou mit ve vzdalenosti 2¥*3, tedy koule mohou protinat jen Gj_; a G1.
Vidime, 7e mnoziné P,_; vidy odpovida néjaki G, tak, ze P,_1 NG # 0 a
P,_1 N Gy = 0, konkrétné je to G,,_3, nejvétsi mozné koule v pokryti B,_;
maji tedy stied v G,,_3. Déale plati dist(P,,_1, Ppy1) = dist(Gp,—3, Gp_1). Koule
se stfedem v G,,_3 protinaji jen sousedni G,,_4 a G,,_o $itky dist(G,,—5, Gr_3)
a dist(G,—3,Gn1), tedy koule se stfedem v P,,_; mohou protinat jen okoli
P, sitky dist(Gp—5, Gm—3) = dist(Py,—3, Pr_1) (m > 3) a dist(G_3, Gie1) =
dist(Pp,—1, Pny1), tedy jen mnoziny P,,_o (m > 2) a P,,. Celkem mame, 7e kazdy
bod z € G muze lezet v koulich z pokryti nejvyse t¥{ mnozin P,,_; a dle pied-
choziho je kazdy bod z P, 1 nejvyse ve 4N mnozinach {B™ (xy, 1) s, odtud
12N. L]

Véta 12 (Homogenni metricky prostor). Necht (P, p) je metricky prostor a na
P ezistuje netrividlni Borelovskd mira jv splniugici podminku:

Jee RVx € P,YR >0 : u(B(z,2R)) < cu(B(z, R)).

Potom prostor P splnuje podminku homogeneity z Vety . Ve € P aVr >0
existuje nejySe N bodi x; v B(x,r) = {z € P : p(z,x) < r} takovych, Ze
p(xi,xj) > 5, Vi # j.

Diikaz. DokéZeme, ze N = c*:

Predpokladejme, ze B(y,r) C P obsahuje body v, ...,y tak, ze plati p(y;, y;) >
5. Vi#j, 4,7 €{l,...,m}. Pak plati

r . ..
B(yza2) - B(y,QT) aB(yh ﬂB<yj7Z) :®7 Vl#],@,j - 17'-‘»m

Z)
Odkud dostaneme

u(By,2r)) = p(UL, By 1) = D (1B 7))- (2.4)

=1

A na druhou stranu z pfedpokladu na miru a z inkluze B(y;,2r) D B(y,r)
dostaneme

r r
p(B(y,m)) < n(B(ys, 2r)) < en(Blys,r) < p(Blyi 5)) < Cp(Blys, 7)) (25)
7Z predpokladu na miru a z (2.4) a (2.5) plyne:
1 m
CN<B(y7r)) y,2T Z,u ylv Zg:u = c_gﬂ(B(y>r>)

=1

Tedy pokud je u(B(y,r)) # 0, pak je m < ¢, tj. plati N = ¢*, coz jsme chtéli
dokazat. Zbyva ukazat, ze u(B(y,r)) # 0, to ale plyne z predpokladu véty, kde
mame, 7e p je netrividlni mira. Skuteéné, kdyby v P existovala koule B(z, \)
takova, ze u(B(z,\)) = 0, pak pro kazdou kouli B(u, R) C P existuje jo € N tak,
ze B(u, R) C B(z 270)\). Pak plati

0 < u(B(u, R)) < p(B(2,27))) < °u(B(z, X)) = ¢°0 =0,

odkud vidime, 7e pu(B(u, R)) = 0 pro kazdou kouli v P, coZ je spor. O
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Pozndmka 11 (Feffermaniiv pokryvaci problém). Plati nasledujici tvrzeni?

Pro kazdou G C R? otevienou omezenou existuje posloupnost { Ry}, otevienych
intervalii (otevienym intervalem v R? rozumime kartézsky soucin otevienych in-
tervaltl (a,b), (¢,d) C R, kde a, b, c,d € R) tak, ze plati:

1. G C Ur Ry,
2. > . | Rkl < |G|, kde ¢ € R nezéavisi na G,
3. pro kazdy interval R C G existuje h € N tak, ze R C Ry,.

Véta 13 (f{eéeni Feffermanova pokryvaciho problému pro krychle). Pro kaZdou
G C R? otevrenou omezenou existuje posloupnost {Qr}x oteviengjch krychli tak,
Ze plati:

1. G C UpQy,
2. > 1 Qx| < |G|, kde ¢ € R nezdvisi na G,
3. pro kaZdou krychli Q C G existuje h € N tak, Ze () C Qy.

Dikaz. Necht (Qa)aca jsou viechny oteviené krychle obsazené v GG, oznac¢me
ag = sup{|Qa|,a € A} =: @*.

Vybereme z (Qa)aca krychli QF tak, aby |Q;| > % = (%)% Necht @Q; je krychle
se stejnym stiedem jako )7, pro kterou plati

Q1] = 64]{Q7]. (2.6)

Necht ay, af znaéi délku hrany krychle Q1, Q7 (podobné v celém dukazu napf. ay
znaci délku hrany krychle Q). Potom

a; > 4a, (27)

protoze

af = |Q1| = 64]Q;| = 8*(a})* > 82(%)2 = (43)2.

Ze systému (Qq)aca vyloucime ty krychle, které maji s QF neprazdny pranik a

zbyly systém oznacime (Qq)aca,. Z tohoto systému podobné vybereme krychli

()2, ze zbylého systému (Q,)aca, vybereme krychli Qs, ..., ziskdime posloupnost

{Qr}k, o které nyni dokazeme, Ze spliuje (i) - (iii):

(i) Pro spor predpokladejme, ze © € G\ (UpQk), tedy = ¢ Qk, = ¢ Q, Vk € N.
Pokud by v G existovala krychle Q(x) se stfedem v z takova, ze Q(x)NQ; =
(), Vk, pak by proces vybirani krychli nezkoné¢il. Tedy pro kazdou krychli
Q(z) C G se sttedem v z existuje k € N, ze Q(z) N Q5 # 0. Tedy pro
kazdou krychli Q(z) C G se stiedem v z existuje k € N, ze Q(z) N QF # 0
a Q(r)NQ; =0 Vj < k. Protoze v k-tém kroku byla vybrana krychle Qy
(nejdiiv @) a ne Q(x), tak aj > @ Dale z Q(z) N Q% # 0 plyne diky
predpokladu = ¢ Qy, 7e “2 > T ar. Celkem

L, alx) 7

a > 5 ay,

a to je spor.
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(ii) Plati
D 1Rk =8 |Qr =8 U Qi < 8(G,
k

k

tedy ¢ = 8 nezavisi na G. Prvni rovnost mame z (2.6), ddle pouzivame
vlastnosti krychli z {Q} }« (disjunktnost, Q; C G) a vlastnosti Lebesgueovy
miry (aditivita, monotonie).

(iii) Pro spor necht krychle ) C G neni podmnozinou zadné krychle z vybrané
posloupnosti {Qx}x. Pak z Q@ C G plyne existence j € N, pro které je Q N
Q; # (. Uvazme nejmensi j, které to splituje, pak plati jedna z nasledujicich
moznosti:

® () C Q; CQj, coz je ve sporu s predpokladem,
e QNQ;#0,aq < E coz by ale dalo ) C ); a to je spor,

e QNQ;#0, ag > 14 , uvazme krychli Q* C G se stfedem jako Q a s
delkou hrany 2a} pak by z konstrukce posloupnosti {Qy }, musela byt

vybrana Q*, tedy do posloupnosti {Q} by byla vybrand piislugna Q
splitujici @ = 8a*, pak by ale platilo Q C Q a to je spor.

]

Véta 14. FEuxistuje konstanta B € R takovd, Ze pro kaZdou otevienou €2 C R™ s
w() < 0o, kde w € A, existuje posloupnost uzaviengch krychli {Qy }r spliugici:

(i) Q C UQy,

(i) int(Qr) Nint(Q;) =0, Vk # 7,
(iii) w(Qr) < Bw(QrN ), Vk € N,
(iv) Qx| <2|Qk N (RM\Q)|, Yk € N.

Diikaz. Nejprve uvazme dvé krychle ), @) se stejnou délkou hrany, které jsou
obsazeny v krychli 3Q), pak existuje konstanta ¢ > 1 tak, ze w(Q) < cw(Q’),
skutec¢né:

3C)

w(Q) <w(3Q) < C ( o )pw(Q/) = C'3"w(Q'),

staci tedy volit ¢ := C' 3", Tedy existuje € > 0 tak, ze w(3Q) > (1 + e)w(Q):

w(3Q) :/3Qw<x>dxz /Qw + [ o=@+ w(@)

> w(Q) +-w(@) = (1+2)u(Q),

kde @’ mé stejnou délku hrany jako Q, Q' C 3Q, Q' NQ =0 a ¢ := % Indukei
dostaneme w(3*Q) > (1 + ¢)kw(Q), tedy lze vzit krychli s libovolné velkou w-
mirou.

Vezméme krychli ¢, se stiedem v pocatku ze w(

()1) > cBw(Q), pficemz volime
B > A?2", kde konstanta A spliiuje = — (%) (vlastnost w € Ay z
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Poznamky . Pro kazdé m € N rozdélime mnozinu 3™Q;\3™'Q; na 3" — 1
podkrychli s délkou hrany jako 3™ 1Q,, pak kazd4 z nich ma w-miru vétsi nebo
roviu %w(Sm_lQl) (plyne z avahy na za¢atku dikazu). Tedy mame R™ pokryto
krychlemi s délkami hran 3™, m € N, které¢ maji disjunktni vnitiky a kazda z
nich splituje w(Q) > cBw(f?), nebot

w(Q) = w3 Q1) > (1+¢e)" 'w(Q1) > (1 +¢)" teBw(Q) > cBw(f).

Z tohoto systému vyloucime ty krychle, které jsou s €2 disjunktni. Kazdou zbylou
krychli Q rozdélime na 2" podkrychli Q, které maji disjunktni vnitiky a maji
polovi¢ni délku hrany nez Q. Pak z w € A, dostavame
p
Bu(QNQ) < Bu(Q) < cBu(Q) < w(Q) < A (%) w(@) = A2 (Q).

Krychli Q zahrneme do vybiraného pokryti, pokud w(Q) < Bw(Q N ), jinak
opakujeme proces induktivné, rozdélime krychli Q na 2" podkrychli atd.

Pokud B > A2™ tak kazdy bod z Q je prvkem néjaké vybrané krychle. Skute¢né:
necht z € Q nelezi v zadné vybrané krychli. Uz vime, Ze pro kazdou z uvazovanych
krychli Q je Bw(Q N Q) < A2"w(Q), co? spolu v podminkou B > A2" dava
w(QNQ) < w(Q). Protoze  je prvkem oteviené mnoziny, tak existuje mezi uvazo-
vanymi krychlemi takova krychle @, ktera lezi cela v €2, pak ale dle predchoziho
w(Q) = w(@Q N Q) < w(@), coz je spor. A tedy Q C UrpQy. Dale pro kazdou

vybranou krychli Q plati w(Q) < A (%)pw(@ N Q), odkud dostavame:

M ’ < Aw(ONQ L < AéQnP . — Az 9-P
(1857) s awi@nm o < agemeior s - £ <o

nebot plati B > AZ;W. Tedy |Q N Q| < 27'|Q|, odkud dostavame

Q1= 16N ®\Q)|+10n 0] < QN ®\Q)|+ 514

tedy |Q| < 2|Q N (R™\Q)|, coz nam zbyvalo dokazat. O

Véta 15. FEuxistuje konstanta C € R takovd, Ze pro kaZdou otevienou 2 C R" s
w(Q) < 00, kde w € A, existuje posloupnost uzaviengch krychli { Qg }y spliugici:

(1) Q C ULQy,

(ii) int(Qx) Nint(Q;) = 0, Vk # 4,

(iii) >, w(Qr) < Cw(9),

(iv) pokud QN Qr # 0 a |Qx| <|Q], pak |Q] < 2|Q N (R™\Q)].

Diikaz. Oznacme Q = {r e R : Mxq(x) > 2*"*1}, pak podle Poznamky
je Q oteviend, ziejmé Q C Q a z definice Ay je w(2) < A2DPyw(Q). Na Q

pouzijeme Vétu ziskame tak posloupnost krychli {Qy,}, spliujici Q C UpQy,
int(Qk) N iIlt(Qj) = @, w(Qk) < Bw(Qk N Q), |Qk| < Q‘Qk N (Rn\Q)| Tato
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posloupnost pokryva i 2, nebot Q@ C Q a ma po dvou disjunktni vnitiky, zbyva
tedy dokézat bod (iii) a (iv). Z vlastnosti posloupnosti {Qx}» mame

;w(Qk) < B;W(Qk nQ)=0- ; /QWQ w="5 /Uk(kaQ) v

< B[ w = Bw(Q) < BA2" Py (Q),
9

tedy pokud zvolime C' := BA2" P, tak 3 w(Qx) < Cw (). Dale pokud pro
libovolnou krychli @ € R™ mame QN Qk # 0 a Qx| <|Ql, pak uvazme Q krychli
obsahujici @ i Qy takovou, ze ]Q\ = 2"@Q|. Z bodu (iv) pfedchozi véty plyne, ze
Qr N (R™\Q) # 0, tedy plati i Q N (R™\Q) # 0, tedy pro z € Q N (R™\Q) je

2771 > Myq(z) > ‘?g?'.Potom

B A @
Qnai<igna <21g =19,
odkud opét dostavame pomoci |Q] = |Q N Q|+ [Q@ N (R™\Q)| < QN Q|+ %, ze

Q < 2|Q N (RM\Q)].

Tato posloupnost tedy spliuje vSechny pozadavky véty. O]

24



Kapitola 3

Aplikace vét Vitaliova typu

3.1 Zakladni vlastnosti Hardyova-Littlewoodova
maximalniho operatoru

Pro f € Li,(R") a x € R™ jsme definovali

Mf(x):=su dy,
f() T>I(:))|QIT|/IT |y

kde Q(x,r) znadi krychli v R™ se stfedem v bodé x a délkou hrany r > 0. Op-
erator M : f € Ljpe(R") — M f € M(R™) jsme nazvali Hardyuav-Littlewoodiv
maximalni operator.

Operator M ziejmé splhuje:
o Vf € Li(R") a Ve € R" plati M f(x) >0
o Vfi, fo € Lipe(R™) a Va € R™ plati M(f1 + fo)(x) < M fi(z) + M fo(x),
o Vf € Li(R"), A€ RaVeeR"”plati M(\f)(x) = |A\|M f(z).
o || Mflloo <||f]loo, tedy je to operator silného typu (oo, 00).
Véta 16. Hardyiv-Littlewoodiv operdtor M je slabého typu (1,1).

Diikaz. Chceme ukézat, Ze existuje konstanta ¢ > 0 tak, Ze pro kazdou funkci
f € Lie(R™) a kazdé A > 0 plati |{z : |M f(z)] > A}| < 4,

Bud tedy f € Lj(R") a A > 0, ozna¢me A := {x € R" : |M f(z)| > A}. Necht
K C A je kompakt. Pro kazdé x € K nalezneme otevienou krychli Q(x) se
stifedem v x tak, ze |Q1 I fQ |f(y)|dy > A. Protoze K je kompakt, tak z pokryti
{Q(2)}rex 1ze vybrat konecne podpokryti {Q]} ", a z tohoto systému lze podle
Poznamky |§] vybrat po dvou disjunktni systém {Q;}%_, tak, ze K C UF_,30Q;.
Tedy mame

Klslu sl < S pal=3 Ykl < T [ 1wl

3” _ 3"/l
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e ) e el o
piicemz tento odhad plati pro kazdy kompakt K C A. Tedy [A| < =% a staci
polozit ¢ := 3™.

]

Tento odhad lze jests vylepsit na [{M f > A} < % Jiis1>2y 1f]- Skuteené, staci
2
0 kdyz | f(z)|
|

zadefinovat
filz) = { fx)  kdyz |f(z) }

a fo(z) definujeme tak, aby f = fo+ fi. Potom M f(z) < M fo(x)+ M fi(z), tedy
{Mf>XC{Mfy>3YU{Mf >3}, pticemz {M f; > 3} = 0. Dostévame

>
<

N[>0 >~

A 2¢ 2c
{Mf >N <{{Mf> T} < X/Iﬁl = 7/{|f|>;} | f]-

Nésledujici interpolaéni vétu a jeji ditkaz lze nalézt v [9] na str. 21, je to
specialni pfipad Marcinkiewiczovy interpola¢ni véty.

Véta 17. Necht pro vdechny f,g € L(R") + L*(R™) == {f = fi+ fo: f1 €
L(R™), fo € L>*°(R™)} a pro kazdé X\ > 0 operdtor T' spliiuje

Q) [T(f +9)(0)] < |Tf(x)] + |Tg(x)], z €R",
(i) [z : [Tf(x)] > A <K flh, fe LR,
(iii) [[Tfllec < collflloos [ € L=(R™),

pak
Tl < Collfllp, Vf € LP(R™),

kde 1 < p < oo a C, zdvisi jen na ci, ca a p.

Véta 18. Hardyiiv-Littlewoodiv mazimdlni operdtor M je silného typu (p,p) pro
kazdé 1 < p < o0.

Diikaz. Operator M je subaditivni, silného typu (oo, 00) a podle Véty [16] je i
slabého typu (1,1), odtud pouzitim Véty [17| dostavame tvrzeni. ]

Priklad (Hardyuv-Littlewoodiv maximalni operator neni silného typu (1,1)).
Stadi uvazit jednotkovou krychli @ := [0, 1]" v R™ a jeji charakteristickou funkci
Xo € L(R™), pak pro = s ||2||max > 1 méame

Mxq(z) = sup Ixo(y)| dy

. d
1] Jown, XV = 57

T, 2‘ ‘JJ’ ’max)‘ Q(z,2]|z]|max)

1 / 1 c
(2[|2[max)™ Jo (2[|2|[max)™ ~ [=]"
Tedy Myo ¢ L(R").
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3.2 Derivovani mnozinové funkce v R"

Véta 19 (Derivovani mnozinové funkce v R"™). Necht o je mnoZinovd funkce defi-
novand na konecnijch sjednocenich uzaviengjch krychli v R™, kterd je nezdpornd,
monotonni, konecné aditivni a konecnd na krychlich. Pak ve skoro vsech bodech
x € R"™ plati:

Pro kazdou posloupnost {Qr(x)}32, uzaviengch krychli se stiedem v x, které se
smrstugi k x, existuje limila

lim M =: D(o,x),

i
k—ro00 )\’Qk(l')

je koneénd a nezavisi na volbé posloupnosti {Qr(x)}52.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, Ze mira mnoziny

={x " x im M =0

kde {Qy(x)}r znadi posloupnost uzavienych krychli se stiedem v x, které se sm-
r§tuji k z, je rovna nule. Bud @ libovolné uzaviena krychle v R™ a M > 0, pak pro
kazdé r € A()Nint(Q) existuje posloupnost {Qx(x)}r uzavienych krychli se stie-
dem v z, které se smrstuji k = a plati limy_,o U\(g:(%)\) = 00. Z definice limity exis-
tuje ko € N, ze 0(Qr(x)) > M|Qr(x)|, Vk > ky. Déle existuje k; € N, bez Gjmy na
obecnosti je k1 > ko, Ze Qr(z) C int(Q), Vk > ky, protoze x € int(Q) a posloup-
nost {Qk(z)}, se smrituje k x. Z piuvodni posloupnosti {Q(x)}52; vynechdme
prvnich k; —1 ¢lent a vzniklou posloupnost prezna¢ime opét na {Qg(z)}2 ,, ktera
pak spliuje

o(Qr(r)) > M|Qk(2)], Qk(r) Cint(Q).

Na mnozinu AN int(Q) a posloupnosti {Qr ()}, které ziskdme pravé vysvétle-
nym zpusobem, aplikujeme Vétu |3| a dostaneme tak posloupnost {Si}, po dvou
disjunktnich uzavienych krychli, které spliuji

|(A(oo) N int(Q))\(UrSk)| = 0,

1
54 < (S5,
Sk C int(Q).

Celkem dostavame

Aoy i@ < SISkl < 37 D o(S0) < 70(@)
k k

kde prvni nerovnost plyne z
[ Aoy Nint(Q)]e = |((Ase) N int(Q)) N (UrSk)) U ((Aroey N int(Q))\(UrSk))le
< |(Afo) Nint(Q)) N (UnSk)le + |(A(oo) N int(Q))\(UeSk)l e

= |(A(oo) Nint(Q)) N (USk)|e < | Uk Skl
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druha nerovnost plyne z vybéru {Si}; a posledni nerovnost mame z Sy C int(Q)
a z monotonie a konec¢né aditivity o: pro kazdé N € N plati

> o(Sk) = (Uil 5) < 0(Q),

tedy plati i

> a(Sk) < o(Q).

k=1
Pro kazdou uzavienou krychli () v R™ lze k libovolnému ¢ > 0 nalézt M > 0,
7e % < g, tedy [A) NiInt(Q)|e < ¢, tedy |A) Nint(Q)| = 0 pro kazdou
uzavienou krychli v R™, pak ale z regularity miry je i [A(«)| = 0. Tedy pro skoro
vSechna z € R" je limita kone¢nd, pokud existuje.

Dale bud opét @@ C R™ uzaviena krychle a r > s > 0, definujme

Ay = {x € int(Q), HQx(x) }r, { Qs (x) }#, \<Q <( >)|) >r >85> %,Vk € N},

kde {Qr(z)}x a {Q;(z)}x jsou posloupnosti uzavienych krychli se stfedem v z,
které se smrstuji k x. Chceme ukézat, ze mira A, je 0. Bud ¢ > 0, pak existuje
G C R™ oteviena, 7e |G| < |Aysle + € a A, C G. Aplikujeme Vétu [3na A, a
posloupnosti {Q5(x)}, takové, které jsou obsazené v G (z posloupnosti {Q5(x) }«
vynechame kone¢né mnoho prvnich ¢lent, které nelezi v G, a posloupnosti piez-
nacime opét na {Q(z)}x), ziskdme tak posloupnost {S;} po dvou disjunktnich
uzavienych krychli, ktera spliuje:

| Ars\ (US| =

* * 1 *
G = [Ue Si1 =D 1Sk = = > o(Sp),
k

k

kde prvni fadek plyne z pouziti Véty |[3|a druhy fadek mame z vlastnosti posloup-

nosti {Q;(z)}x, konkrétnéji Q5 (z) C G a s > |(QQJ“ , Vk. Ozna¢me nyni C :=

As N (Ug int(S5)), pak |Cle = |Aps|e, nebot z definice C ihned mame |Cl. < |Asle
a druhd nerovnost plyne takto |Aysle = [(Ars N (UpSE)) U (Ars\(UrSE))]e <
| A s N (UkSE) e+ Ars\ (UkSE) e = [ArsN (Ug int(S5))]e = |Cle. Pro kazdé x € C' ex-
istuje uzaviena krychle S, ze x € int(S}) a déle existuje posloupnost {Qx(z)}#

z definice A,,, Ze ‘(g’“((x))‘) > r a navic jde zaiidit, ze Qp(x) C 57,

C' a posloupnosti {Qy(x)}x aplikujeme Vétu [3a dostaneme posloupnost { Sy} po
dvou disjunktnich uzavienych krychli, ktera spliuje

VEk. Na mnozinu

|C\ Ug Sk| =0,

1Skl < (5,
kazdé Sy je v néjakém Sj;.
Celkem
|Arsle = |C)e <O N (UpSk)le < Z\Sk| <z Z (Sk)
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<

S | =

> o(Si) < 2161 < 2(|Arle +2),

k
odkud snadno dostaneme |A,,|. < e —*-. ProtoZe ¢ > 0 bylo libovolné, tak |A,,| =
0 pro kazdé r > s > 0. Tedy pro skoro vSechna z € int(Q) limita nezéavisi na volbé
posloupnosti. To plati pro libovolnou uzavienou krychli () C R", tedy pro skoro
vSechna z € R" limita nezavisi na volbé posloupnosti.
Necht pro z € R" a posloupnost uzavienych krychli {Qx(x)}, se stiedem v z,
které se smrstuji k x, neexistuje limita,

0 (Qr(7))

lim ————==.

koo |Qr ()]

Pak existuji dvé podposloupnosti {Q}}x, {Q%}r posloupnosti {Qx(x)}x a realna
¢isla rg > sqg tak, 7ze

1 2
o o
lim (le) =71y, lim (Qf) = 5g.
Potom pro r > s redlna takova, 7ze rq > r > s > sq, existuje kg € N, ze
1 2
o o
(Ql’“) >r>s> (QQ’“), Vk > k.
Q5| Q7]
Uvazme dané posloupnosti az od indexu kg, pak bod = patii do mnoziny A,,,
ktera ma ale miru 0, takze pro skoro vSechny body x € R" limita existuje. O

Pozndmka 12. 7 ptedchozi véty plyne:

e Necht P C R” je libovoln4, definujme o1(Q) := |QNP|. pro kazdou @) C R”
uzavienou krychli. Potom ve skoro vSech bodech x € R" existuje kone¢na
limita

|Qu@)n Pl _

A Qu()

{Qk(x) }r znadi posloupnost uzavienych krychli se stfedem z, které se sm-
rstuji k x.

s de(T).

e Necht P C R™, definujme 09(Q) := |Q N P|; pro kazdou uzavienou krychli
@ C R", kde |.|; zna¢i vnitini Lebesgueovu miru. Potom ve skoro vsech
bodech x € R" existuje konec¢nd limita

. Qu(=z) NPl
dm = @)

{Qk ()} znadi posloupnost uzavienych krychli se stfedem z, které se sm-
rstuji k x.
e Definujme 03(Q) = fQ f pro kazdou uzavienou krychli @ C R", kde f €
Lioc(R™) je nezaporna. Potom ve skoro vSech bodech z € R™ existuje limita
1
lim ——— fy)dy = dy(x),
k—oo ‘Qk’(x” Qr(x)

je konefné a nezavisi na volbé posloupnosti {Qx(z)}x, kde {Qr(x)}r opét
znadi posloupnost uzavienych krychli se stfedem x, které se smrstuji k x.
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3.3 Lebesgueova véta o derivovani

Véta 20 (Lebesgueova). Necht f € L(R™), pak pro skoro vSechna x € R™ plati:
Je-li {Qr () }32, posloupnost uzaviengch krychli se stiedem v x, které se smrstugi
k x, pak

1
lim ———~— dy = .

Diikaz. Staci dokézat, ze pro kazdé o > 0 je mira mnoziny A rovna nule, kde

A:={x e R", H{Qr(x)} : liin_)soljp | |Q:( )| Qula

kde {Qx(z)}k je posloupnost uzavienych krychli se stfedem v z, které se smrstuji
k z. Volme € > 0. Z hustoty spojitych funkci v L(R"™) nalezneme g € C(R") tak,
aby ||f — gl|rmn) < € a definujeme h := f — g. Pro g spojitou plati

(f(y) — f(x)) dy| > a},

1
i dy = Vz € R™. .

Pak

A= {2 e R",IH{Qr(x)}x : limsup | ——

e |Qk< ). () =A@l > o}, 32)

kde {Qx(x)}r znadéi posloupnost uzavienych krychli se stiedem v z, které se sm-
r$tuji k x. Dale

e Ly, (0 HN W < e [ ) = piwla
,Q:( M o \h(y)| + |h(x)| dy
IQ:( M o ! (y)| dy + |Qk( )l\h( z)| Qk(:c)ldy
,le( ) Qm)\ (y)| dy + |h(z)]. (3.3)

Pro t > 0 a funkce F', G : R" — R plati

t t
{z e R" F(z)+G(z) >t} C ({xr € R", F(z) > 5}U{x eR", G(z) > 5}), (3.4)
skutecné je-li totiz x na levé strané inkluze a F(z) < & (resp. G(z) < L), pak
t< F(z)+ Gz ) < £+ G(z) (resp. t < F(z) + G(z) < F(z) + §), odkud plyne
< G(x ) (resp L < F(x)), tedy « je i na pravé strané.

B2, @3 a B3 plyne

lew

AC AU A,, (3.5)
pro

. . 1 a
Ari= {r € R HQu(a) e Tmowp /Q Il > )
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Ay = {z € R", |h(z)| > %}.

Dale plati

n -1 1
tr € RE3HQule)hi: imswp ipr |

odkud pouzitim Véty [LI6] dostaneme

h(y)ldy > T} € {o € R", Mh(z) > T},

(0] C ce
Ale < R"™ : Mh —H<—]h ny < —.
Ao < o € (2) > SHE Slhllen < =

Pro druhou mnoZzinu méame

h(x 2 2e
el = [ e [ Bar =2 [ nyjan = 2 e < £

a
5 «

Celkem |A[. < £ a epsilon bylo volené libovolng, tedy dostavime, Ze [A| = 0. [

Poznamka 13. Uvedena véta plati i pro necentrované krychle. Staci, kdyz v
dikazu pouzijeme posloupnost krychli obsahujicich x, které se smrstuji k x, a
maximalni operator M pifslusny krychlim obsahujicim bod z, a tedy pouZijeme
slaby typ (1,1) tohoto operatoru - viz. Poznamku [16] z kapitoly [6]

Pozndmka 14. 7 Véty [20| plyne Lebesgueova véta o hustoté:
Necht M je méfitelnd podmnozina R™, pak pro skoro vsechna z € R" plati:
Pro kazdou posloupnost {Q ()}, krychli se stiedem v z, které se smrstuji k z
je
N M
lim |Qr () |
koo |Qk(2)]

Dikaz. Kdyz M je méritelnd podmnozina R", pak xns € Ljoe(R™), coz ndm staci,
protoze limita je lokdlni pojem. Mame krychle Q(z), o kterych nepredpokladame,
7e jsou uzaviené, ale to neni pro aplikaci Véty potieba, protoze mira dané
krychle a integral ptes danou krychli vyjdou nezavisle na tom, jak velkou cast
hranice uvazujeme. Ve Vété uvazme f = x7, pak z ni plyne, Ze pro skoro
vSechna z € R" plati

= xm(z).

f)dy = tim [ ) dy

1
xu(z) = f(z) = lim k=00 |Qr(2)| Jopw)

k=00 |Qr(2)| Jop ()

o 1Qi(@) 0 x|
= lim ——|Qx(z) N M| = ,
koo |Qp ( )| i |Qr(),
coz jsme chtéli dokazat. O
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Kapitola 4

Aplikace vét Besicovitchova typu

4.1 Zobecnéna Sardova véta

Definice 16. Necht G C R" je oteviend, X je libovolnd mnozZina a na podm-
nozindch X je definovana vnéjsi mira v. Necht f : G — X je libovolna funkce.
Bod z € G nazyvame kritickym bodem funkce f, pokud existuje posloupnost
{Qr(x)}32, otevienych krychli se stfedem v x smrstujici se k  takova, 7ze

v(f(Qr()))
|Qk(2)]

Véta 21. Necht G C R" je otevrend, X je libovolnd mnoZina a na podmnozindch
X je definovand vnéjsi mira v. Necht f : G — X je libovolnd funkce. Necht C
znaci mnozZinu viech kritickych bodi f, pak v(f(C)) = 0.

— 0, k — oo.

Dikaz. Ukazeme, ze pro kazdou S C C omezenou plati v(f(S)) = 0. Existuji
totiz Sk, k = 1,2, ... omezené podmnoziny C' C G C R" tak, ze C' = US,. Pak
plati

0 < v(f(C)) = v(f(USK) = v(Uk(f(Sk) < D v(f(Sk) = 0.

Zvolme nyni € > 0 a O C R" otevienou omezenou tak, ze S C O. Ke kazdému
bodu x € S C C najdeme otevienou krychli Q(x) se stiedem v z tak, Ze

v(f(Qx))) < elQx)] a Qx) C O.

Existence takové krychle plyne z definice kritického bodu a otevienosti O.
Na systém {Q(z),z € S} lze aplikovat Véta [7] spolu s Poznamkou [9| (Besico-
vitchova véta pro oteviené krychle), tedy ziskime posloupnost {Qy}x spliiujici

S C Uka c O (4.1)

> xo.(y) < b, Yy ER" (4.2)
k

V((Q0) < £lQi (43)
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Pak mame

§5;‘Qk‘ :Sg/RnXQk(y)dyzg/

s»s/ 0, dy < 6,] U Qi| < £0,/0],
UrQk

kde prvni nerovnost plyne z , rovnost plyne z rovnosti méfenych mnozin, dale
vyuzivame subaditivitu vnéj$i miry, nerovnost , zaménu fady a integralu
(Lebesgueova véta pro fady s integrovatelnou majorantou pro ¢asteéné soucty:
X(UrQy))s Dak nerovnost a nakonec a monotonii miry. Dostavame tak
tvrzeni véty, protoze £ bylo zvoleno libovolné a 6,,|0| < co. O

Pozndmka 15 (Sardova véta). Necht f : R® — R” je tridy C'. Necht C znadi
mnozinu kritickych boda funkce f, tedy mnozinu bodu xg € R", ve kterych je
det(8L],_, ) = 0. Pak [f(C)| = 0.

Sardovu vétu lze podle [6] dokézat pomoci Véty 21] Klasicky dikaz je uveden v

[8]-

4.2 Aplikace na vétu Vitaliova typu

Véta 6. Necht p je mira na R™ definovand na lebesqueovsky meéritelnyjch mnozZindch
v R™. Necht p* je vnéjsi mira prislusnd mite u, tedy

VP CR": p*(P):=inf{u(H): P C H,H je p-méfitelnd}.

Necht pro kazdé x € A C R" je ddna posloupnost {Qr(x)}52, uzavienych krychli
se stiedem v x, které se smrstuji k x. Pak lze ze systému T = {Q(x),x € Ak €
N} vybrat posloupnost {Sy}i tak, Ze plati

p(A\ Uy Sg) = 0.

Diikaz. Pro kazdé © € A vezmeme néjakou krychli z {Qr(z)}32, s diametrem
mensim nebo rovnym 1 a oznacime ji Q(z). Na A omezenou a systém {Q(z),z €
A} aplikujeme Vétu |7, a dostaneme tak posloupnost {Qy }x krychli z T spliwjici:

(i) A CUQy,

(iii) {Qg}x lze rozdélit do ¢ disjunktnich posloupnosti,

kde konstanty 6, £ zévisi jen na dimenzi.
7 (iii) plyne, ze alespon pro jednu posloupnost z {Q}},. .., {Qi}, bez Gjmy na
obecnosti necht je to {Q4}, plati

1

(AN (UQy)) = gu*(A) :
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jinak by totiz pro kazdé j € {1,...,&} platilo p* (AN (UkQ})) < § 17 (A), a kdyZ
to seCteme, tak dostaneme Z§:1 (AN (U@Q))) < p*(A). Potom mame

pH(A) = @t (AN A) < pf (AN (U Q1))

= pF(US_y (AN (UkQ))))
3

<3 AN (UQ))

j=1
< p*(A),

kde prvni fadek plyne 7z (i) a z monotonie vnéjsi miry, déle jen rovnost mnozin,

subaditivita vnéjsi miry a pfedpokladana nerovnost. Odtud mame p*(A) < p*(A),

coz dava spor.

Z {Q:i} pak lze vybrat kone¢nou posloupnost, ozna¢me ji {Sk}lel, takovou, Ze

PAN(ULSE) > oz 1 (A). (4.4)

1
26"
Je-li {@Q+} konetna, tak ji miZeme vzit celou, jinak méame

(A N (Uk 1Sk)

~—

P (AN (UL Sk)) — (AN (Ui, 415%)

> 2 (A) = 1 (AN (U, 1150),

|

a to chceme > 2—2/1*(/1). Tedy staci ukazat, Ze existuje hy € N, ze pu*(A N

(U 158) < 0" (A). Méme

pHAN(U5) = 17 (U2, (AN SK) <) p* (AN Sy)
k=1

< 37 (M 180 = (U (M 01 8)) < (M) < oo,
k=1
kde M je p-méfitelnd mnozina spliujici A C M a u(M) < oco. Odtud méame
Y ope i (ANSE) < 0o a zbytek konvergentni fady lze udélat libovolné maly, tedy
k danému ¢ := % > 0 existuje hy € N, ze Y27, . p*(ANSy) < g, coz nam
davéa pozadovanou nerovnost (|4.4)).
K libovolnému pevné zvolenému ¢ > 0 uvazme p—métitelnou mnozinu M, 7e

ACM ap*(A)+e > u(M). Pak mame:

(M O (UL Sk) 2 15 (AN (UL Se)) > o2 i (A),

1
2€
to plyne z volby M, z monotonie miry a z vybéru {Sy}1L,, dale

pr(A) + & — p(M\(UJL, k) > p(M) — p(M\ (UL, S))

= (M O (UL, k) > oz i (A),

1
2¢ "
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coz mame z volby M, z vlastnosti miry a z pfedchozi nerovnosti. Snadnou tpravou
mame

UM\ (UL Se)) < (1*(A) +e) =

Celkem dostavame

it (AU, 55)) < (MU, 53)) < (1 — %) “(4) + <,

coz plati pro kazdé € > 0. Odtud mame

W (A\(URL,S,) < (1— 2—2) “(4).

Tedy jsme ziskali koneény systém {S;}rL, spliwjici pro a := 1 — —5 nerovnost

u(AN(URLS)) < au(A). (4.5)

Je-li Ay := A\(U',Sy) = 0, tak vybér posloupnosti {S;} konéi. Jinak pro kazdé
x € A, vezmeme krychli Q(z) € T s6(Q(z)) < 1 takovou, 7e Q(x)N(U,Sy) = 0.
S mnozinou A; postupujeme podobné jako s A, dostaneme tak {Sk}Zihlﬂ, kterd
spolu s {S,}" | splituje

AU S0)) = 1" (AN (U2, 4050)) < ap™(Ar) < o (A),

kde prvni rovnost plyne z rovnosti mnozin (r € A\(U}2,S,) < (v € A,z ¢
Uiz Sk) & (z € A\(UpLSy) = Ay, o ¢ UZih1+1Sk) =T € A1\<U22:h1+157€))7
nasledujici nerovnost se ziskd stejnym postupem jako pro mnozinu A a posledni
nerovnost je z (4.5)).

Takto postupné dostaneme posloupnost {Si} vybranou ze systému 7T spliujici
p(A\(USk)) = 0.

Skutec¢né: pro kazdé € > 0 existuje N € N tak, Ze

W ANUR,50) < oY e (A) = oV C <,

kde k danému & > 0 volime N € N tak, aby o¥ C < ¢, kde C := p*(A) < oo. To
jde, protoze C' < oo az &> 1 plyne 0 < a < 1, coz dava limpy_,oc oY = 0.

Pro A neomezenou aplikujeme predchozi ¢ast dikazu na A N Q; pro kazdou uza-
vienou krychli Q); C R™ s hranou délky 1 a s vrcholy s celo¢iselnymi soufadnicemi.
Ziskame tak posloupnosti {Si}x, i = 1,2,.... Systém {S;}x; jde usporddat do
posloupnosti a spliuje

(AVUS) = 1 (U(ANQN LS < 32 ((ANQO\(LS) = 320 =0

]

4.3 Aplikace na vétu Whitneyova typu

Véta 10. Necht G je oteviend podmnoZina R™ s neprdzdnou hranici OG. Pak
existuje posloupnost {Qy}x oteviengch krychli takovd, Ze plati G = UpQy a
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(i) dist(Qx, 0G) = 30(Qx),

(i) > . xou(2) < an, pro kazdé z € R", kde konstanta o, zdvisi pouze na di-
menzi.

Diikaz. (i) Pokud je G omezend, tak ze systému vSech otevienych krychli se stie-
dem v z, které spliji dist(Q(x),0G) = 30(Q(x)), vybereme pozadované
krychle Qr pomoci Véty [7], Poznamky [9] a polozime «,, := 6,.

(ii) Pokud je G' neomezend, tak pro pevné k € Z polozme Hj, = {x € G,2" <
dist(z, 0G) < 2¥1} a pro kazdé x € Hy vezmeme Q(z) otevienou krychli
se stiedem v z, Ze dist(Q(z), 0G) = 36(Q(x)). Tedy méame

5(Q(z)) = dist(Q(gx),aG) < dist(;g 0G) _ 23+ |

Pro kazdé k € Z lze na systém {Q(z),z € Hy}, kde krychle Q(x) jsou
vybrany vyse popsanym zptsobem, diky Poznamce [§|aplikovat Véta[7] ¢imz
obdrzime {Q}};>1 splitujici

Hi CUj1QF a ZXQ;?(Z) < by, Vz € Hy,
i>1
kde 6, zavisi jen na n € N.
Nyni ukdZeme, Ze mnoZziny z {Q;‘? }j>1 pokryvajici Hj, a mnoziny z {Q§+4}j21
pokryvajici Hy,4 jsou disjunktni. Pro spor predpokladejme, ze z € Qf N
Q5. Oznatme a stied krychle QF a b stied QF*. Protoze z € QF, tak
plati

2k:+1
dist(z, 0G) < dist(z, a) + dist(a, 0G) < 5(Q) + 2"+ < — 2k +L,
Dile z € Q§+4, tedy mame
ok+4-+1

3

Oba Tetézce nerovnosti vyse plynou z trojuhelnikové nerovnosti, z definice
. k41

Hy a z nerovnosti 6(Q(z)) < %, ktera plati pro Q(x) ptislusnou prvku

r € Hy. Tedy

dist(z, 0G) > dist(b, 0G) — dist(b, z) > 28+ —

2k+4+1 k+1
2k+4 — T < dlSt(Z, 6G) S T + 2k+1,

z C¢ehoz snadnou tpravou dostaneme nerovnost 16 < 8, coz je spor. Tedy
{Q%, keZ,j=1,2,...} spliuje:

o G = UgezHy C UkEZ(UjZlQ?) a Qf CG,VkeZ,Vj=1,2,..., tedy
mame G = U;;, Q;‘?,
o dist(Qg, 0G) = 36(Qx) ptfimo z konstrukee,

e > xq.(2) <76, protoze kazdy bod z € Hy, mize byt nejvyse v 0,

kI'y'ChliCh kazdého ze Systémﬁ {Qig—?)}]zl? {Qio_2}j21, . {Qio—ﬁ-S}th
tedy stac¢i polozit a,, := 76, a dikaz je hotov.

]
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Kapitola 5

Aplikace vét Whitneyova typu

5.1 Calder6énovo-Zygmundovo lemma

Véta 22 (Calderonovo-Zygmundovo lemma). Necht f € L(R™), f > 0, ¢ > 0.
Pak ezistuje spocetny systém uzaviengch krychli {Qx }ren, jejichZ vnittky jsou po
dvou disjunktni a plati

(i) c< @ ka f < 2%, pro kazdé k € N,
(i) f(x) <c skoro viude v R™\(UpQk)-

Diikaz. Uvazme systém dyadickych krychli z Definice[I5] potom podle Poznamky [13]
pro libovolnou posloupnost dyadickych krychli {Qx(z)}72, obsahujicich x, které
se smrstuji k x, a pro skoro vSechna xr € R"™ plati

lim ——— dy = .
@) Qk(x)f(y) y = f(r)

Polozme A := {z € R" : f(x) > ¢}, pak pro skoro vSechna x € A C R" a pro
libovolnou posloupnost {Qx ()}, dyadickych krychli obsahujicich z, smrstujici
se k z, plati
1
im 2 [ fdy= @) > e
k=oo |Qr(2)| Jop )
tedy z definice limity je

1
S — d c .

pro dostatec¢né velka k£ € N.
Bud A* C A takova, 7Ze (5.1)) nastava pro kazdé x € A*. Déle plati:

| 11l
)] Jory? = TQu)

pro dost velké |Qx(z)|. Tedy kdyz uvazime vsechny dyadické krychle obsahujici
bod x, tak mezi nimi existuje Q*(x) takova, ze plati

<,

1
|Q* ()] Jor ()
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a ze dyadicka krychle Q(x) obsahujici z, kterda ma polovi¢ni délku hrany nez Q*(x)
spliiuje

/ fly)dy > ¢, (5.3)
)| Jow)

odkud snadno dostaneme |Q(z)| < %fQ(z)f(y) dy < ‘fc“l. Pro kazdé =z € A*
najdeme takto krychli Q(z). V8echny krychle Q(z), x € A*, maji délku hany
omezenou stejnou konstantou, nebot |Q(z)] < 1 || f|]x.

Ze systému {Q(x),x € A*} vybereme néjakou z nejvétsich krychli, oznac¢ime ji @y
a ze systému odebereme v8echny krychle, které jsou v (); obsazeny. Ze zbylého
systému vybereme opét jednu z nejvétsich krychli, oznacime ji ()5 a ze systému
odebereme ty krychle, které jsou v ni obsazeny. Takto postupujeme dale. Ziskdme
posloupnost {Qy}x, ktera spliiuje nasledujici: je-li @ mnozina Q*(x) piislusici
podle ptedchoziho ke @y, pak

on on
d
|Qk| Qu (@l Qkf() V=G Q;

Prvni a posledni nerovnost plyne z a (p.3)), rovnost mame z poméru délek
hran krychli Q*(x) a Q(x), protoze kdyz Q(z) ma poloviéni délku hrany nez
Q*(z), tak |Q(z)| = 2n|Q (x)]. A zbyvajici nerovnost plyne z vlastnosti dyadick-
ych krychli (Q(z) C @Q*(x)) a z nezapornosti f.

Protoze {Q(z),z € A*} pokryva A*, tak i {Qx} pokryva A*, tj. A* C UQy. Uz
vime, ze A* C A. Dale A je mnozZina pravé téch bodu v R", pro které je f(z) > c.
Kdyz z € R"\(UrQg), tak x € R\ A* = (R™"\A) U (A\A*), pfitemz v prvni
mnoziné plati f(z) > ¢ a druhd mnozina ma miru nula. Celkem dostavame, 7Ze
pro skoro v8echna xz € R™\ (U,Qy) plati f(x) > c. ]

fly)dy = fly)dy < 2"c.
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Kapitola 6

Aplikace pokryvacich vét na obecny
maximalni operator

6.1 Definice a zakladni vlastnosti maximalniho
operatoru

Definice 17. Pro kazdé € R" ozna¢me B(x) systém vSech omezenych méftitel-
nych mnozin kladné miry obsahujicich x takovych, Ze existuje posloupnost { Ry }72 ,
v B(z), ze limg_o 0(Ry) = 0. Systém B := UgernB(z) budeme nazyvat diferen-
cialnt bdze.

Priklad. Pokud je B(x) systém vSech otevienych krychli obsahujicich x, pak B
je diferencialni béze.

Pokud je B(z) systém vSech otevienych euklidovskych kouli obsahujicich z, pak
B je diferencialni baze.

Pokud je B(x) systém v8ech otevienych omezenych intervalti obsahujicich z, pak
B je diferencialni baze.

Definice 18. Pro f € Lj,,.(R"), diferencialni bazi B a x € R™ definujeme

1

MEf(r) = sup{ /R ()] dy, R € B(x)}.

Operator M8 nazveme mazimdini operdtor prislusny bdzi B.

Operdtor M5 ziejmé splituje:

o Vf € Li(R") a Vo € R plati MBf(x) >0,

o Vfi, fo € Lipe(R") a Vo € R™ plati M(Bf, + fo)(x) < MBfi(x) + MBfy(x),
o Vf € Li(R"), A € R aVx e R" plati MB(\f)(z) = |\|MBf(z).

o [[MPf|lec <[ fl|cos tedy je silného typu (oo, 00).
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6.2 Slaby typ (1,1) maximalniho operatoru

Definice 19. f{ekneme, ze diferencialni baze B spliwje Besicovitchovu podminku,
jestlize plati:

Kdy7 je dand omezend mnozina A v R™ a pro kazdy bod = € A je dand mnozina
R(x) € B(z), pak lze z {R(x),x € A} vybrat posloupnost { Ry} (spocetnou nebo
kone¢nou) tak, Ze plati:

(l) AC UkRk,

(ii) Kazdy bod R™ je nejvyse v # mnozinach posloupnosti { Ry},
tedy V2 e R": Y xr.(2) < 0.

(iii) Posloupnost { Ry} 1ze rozdélit do & skupin disjunktnich mnozin.

Konstanty 6 a £ zavisi pouze na B.

Priklad. Besicovitchovu podminku splituje napiiklad diferenciilni baze U,cgn Q(),
kde Q(z) znadi systém viech uzavienych krychli se stfedem v = (podle Véty [7)).
Podle Poznamky [9] lze uvazovat i krychle oteviené.

Priklad. Besicovitchovu podminku vSak nespliuje napiiklad diferencialni béaze
Uzern Q(), kde Q(z) znadi systém vSech uzavienych krychli obsahujicich z. Stac¢i
uvazit A := (0,1] C R, kde pro kazdé x € A je dano Q(z) := [z, z + 1], pak nelze
splnit zaroven (i) a (iii) z definice Besicovitchovy podminky.

Véta 23. Necht B je diferencidlni bdze splnujici Besicovitchovu podminku, pak
pro kazdou f € Ly, o(R™) a pro kazdé X\ > 0 plati

0
{z e R": MPf(z) > A}le < T[]

Diikaz. Bud f € Lip.(R™) a A > 0, oznatme A := {x € R" : MBf(x) > A\}. Necht
K C R” je omezena méftitelna mnoiina Pro kazdé © € AN K vezméme néjakou

mnozinu Q(z) z B(z) tak, Ze 50 ‘fQ(w) |f(y)]dy > A. Na systéem {Q(2)}reank
pouzijeme vySe uvedenou Besmowtchovu podminku baze B. Dostaneme tedy

posloupnost {Qx}x, ¢ (AN K) CUQL a Y xo, < 0. Tedy mame

AN K| < | U, Q| < E ‘Qk‘<)\§ / y)| dy

1 0 0
— < = -

3 [ O S =g [ ol i,

piicem? tento odhad nezavisi na K. Tedy |Al. < 2||f]|1. O

Pozndmka 16. Pokud je B(z) systém vSech uzavienych krychli obsahujicich z,
pak B je diferenciidlni béaze, ale nesplhuje Besicovitchovu podminku. Pfesto je
maximalni operator ptislugny této bazi slabého typu (1,1).
Skutec¢né: plati totiz

Mf(x) < Mf(x) < 2"M f(z),
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kde M znaci Hardyuv-Littlewoodiv maximalni operator (piislusny centrovanym
krychlim) a M je maximalni operator pfislusny necentrovanym krychlim. Prvni
nerovnost je ziejma, nebot vlevo je supremum pies mensi mnozinu krychli. Pro
druhou nerovnost staci k libovolné krychli ) obsahujici bod x vzit krychli Q* se
stftedem x a dvojnasobnou délkou hrany nez méa @), pak plati

1 27L 2n
@/Q|f|——2n|Q|/Q|f|s@ [ 171

Celkem dostavame, s pouzitim slabého typu pro M (Véta [16)), ze
n n A c
[{z € R": Mf(z) > A} < [{z € R": Mf(2) > 2} < If]l-

Pozndmka 17. Odhad z pfedchozi véty a poznamky lze opét vylepsit na

C
B e L

If1>%
pokud je B diferenciélni baze spliujici Besicovitchovu podminku nebo pokud je to

systém necentrovanych krychli. Konstanta C' zavisi pouze na dimenzi. Skute¢né,
staci zadefinovat

a fo(x) definujeme tak, aby f(x fo(z) + fi(z). Potom MBf(z) < MBfy(x) +
MEJy(x), tedy (MS] > N} € {MSf, > 33U (MO, > 3}, pricemz (M, >
3} =

(). Dostavame

N[>0 >~

(o0 kdyz |f(x)| >
fi(z) = { F(z) kdyz |f(z)] <
) =

A C C
8 > e < [0 > < 5 [161=5 [ 1

A
IfI>5

6.3 Opacna nerovnost pro maximalni operator

Véta 24. Necht B je diferencidlni bdze takovd, Ze B(x) je systém vsech krychli
obsahugicich x a M je maximdlni operdtor prislusny této bazi. Pak pro kaZdou
funkei f € L(R™) a pro kazdé X\ > 0 plati

Cn
T Wl e R i@ <G [ irmlay
]\/[f>)\} {171>3}

kde konstanty c, a c; zdvisi pouze na n.

Diikaz Pro dikaz prvni nerovnosti oznaéme A := {z € R” : M f(z) > A}, pak
mnozina A je podle Poznamky [2| oteviend. Pro A = () nerovnost ziejmé plati,
déle A # R", protoze f € L(R"). Tedy muzeme na A aplikovat Vétu [0 ¢imz
dostaneme posloupnost uzavienych krychli {Qy}x, které maji po dvou disjunktni
vnitiky, A = UpQr a 1 < dist@QuRNA) < 4 Oznaéme Q. krychli se stfedem jako

3(Qx
Qi a s délkou hrany a,-krat vétsi. Pak vhodnou volbou a,, které zavisi jen na

dl]frlenZ].7 dOStaneme
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Diky vlastnosti dist(Q, 0A) < 46(Q%) posloupnosti {Qy } staci volit a, = 10,/n,

pak existuje z € Qi N (R™\A), specialné x ¢ A, odkud mame M f(z) < A, tedy

pro kazdou krychli Q; prislusnou ke @y plati ﬁ fQ* |f(y)|dy < A, protoze @
k k

patif do B. Oznatme ¢}, := (;-)", pak

1 > 2| = 41 = el = Sl = (o) Tlei =y 3 [ 1
k n k kY@
n _ G _ G
2SO0 =5 =S

Druhou nerovnost jsme jiz dokézali v Poznédmce O
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Kapitola 7

Pokryvaci véty a nerovnosti mezi
operatory

7.1 Operatory M a T

Zde se budeme zabyvat nerovnostmi mezi maximalnim operatorem M, v jehoz
definici uvazujeme necentrované krychle, a maximalnim singularnim integralnim
operatorem T, ktery je definovany pomoci Calderénova-Zygmundova jadra, viz.
Definice [] a Dokazeme, 7e pro f € Li.(R™) a t > 0 plati

(TH0 < COLLG) +C [ L)

(T)ir(t) < (TF)(t) + C(MF) (@),

kde C' > 0 nezavisi na f ani na t.

ds

)
S

Lemma 1. Necht i je requldrni Borelovskd mira na R™, f, f,,n =1,2,... jsou u-
meritelné funkce a f, konverquji stejnomérné k f na kompaktnich podmnoZindch
R™. Jestlize (f,)5(t) < G(t) prot € (0,00), pak f; < G(t) prot € (0,00).
Diikaz. Bud t > 0 pevné, A > G(t) (bez ujmy na obecnosti je G(t) < oo, jinak
neni co dokazovat) a K C R™ kompaktni, pak pro ¢ := A — G(t) nalezneme ze
stejnomérné konvergence ng, ze pro kazdé n > ng a kazdé x € K plati |f(z) —
(@) < A= G(t). Odtud pouzitim |f(x)| — |fu(z)| < |f(x) — fu(z)| dostavame
|f(@)] < |falz)| + A — G(t). Tedy mame
p{z € Ko [f(z)| > A}) < p({z € K - |fu(z)| > G(1)})
< p({z e K |fulx)] > (f)(0)}) <1,

kde prvni nerovnost dostavame z |f(x)| < |fu()| + A — G(t) < |fu(z)|+ |f(z)] —
G(t), druhou nerovnost dostdvame z predpokladu (f,);(t) < G(t) a posledni
nerovnost plyne z definice pferovnani. Z regularity miry dostavame p({z € R" :
|f(z)| > A}) <t pro kazdé A > G(t), odkud z definice pFerovnani plyne f;(t) <
G(t), pro kazdé t > 0. O

Lemma 2. Necht p je zdvojovaci mira. Necht existuje a > 0 tak, Ze pro f €
Lo (R™) plati faoo (Mf);(s)% ds < oo, pak

[ 1#@I+ fa) e < .
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Diikaz. Lze sestrojit posloupnost po dvou disjunktnich krychli {Qy}x, Ze pro
kazdé k € N je Q1 C 2Qy, odkud z definice zdvojovaci miry plyne p(Qy) > C >0
(0 < pu(@Q1) < p(2Qk) < cu(Qyr)). Tedy lze vzit dostateéné velkou krychli @@ C R™
se stfedem v pocatku tak, aby u(Q) > 2a, staéi aby ) obsahovala dost krychli z
nasi posloupnosti {Qy }x. Pak

/ [f(@)[(1 +[z)™" dz < / [f (@) de < |Q|int{Mf(z),x € Q} < |Q|(M [);(2a),
Q Q

kde prvni nerovnost je ziejma, druhou mame z ﬁ fQ |f(x)|de < M f(z), Vz € Q
a posledni nerovnost plyne z definice pferovnani a z (@) > 2a. Dale

[ a7z e [ 5= (10 ne)

celkem tedy
[ 1@l jehde <ciql [ @ a (7.)
Q a

Nynf ozna¢me t;, := p(2%Q), E(k) := 28Q\2F1Q, pak t, < Co u(E(k)) = Co(ty —
tr_1), skutecné: krychle 2F() je pokryta trojnasobky maximalnich disjunktnich
krychli @ C E(k), odkud mame

t = u(2°Q) < p(U3Q) = n(U3.2"2Q)

<> p(a2 Q) < > p(2MPQ) = Au(E(k)),

tedy staci vzit Cp := ¢?. Potom

/ @I+ a]) " de < 2t / (@) de < G inf (M f(2) : = € 2°Q}
E(k) 2kQ
< CalMT P (10)

tr by — tg—1
k

< CoCo(M [ (1) —

coz spolu s odhadem

N | S L T |
e aez G [ ar= (et
dava " .
[ uwiasihrasod [ @pozae @)
E(k) lg—1

Nyni pouzitim nerovnosti (7.1)) a (7.2)) a z volby E(k) dostavame

[ @l i de= [0 [ )

<ol [Curppotas e,y [1 ot
a k=1

th—1
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2a [ee)
<clQl [ G+ e [ 07 d

<aQl+ 1) [ w7 d.

odkud diky ptedpokladu [ (M [)i(s)+ds < oo dostavame konecnost integralu
Jen 1F (@) (1 4 J2]) ™" da. O

Pozndmka 18 (Slaby typ (1,1) operatoru T'). Podle [5] str. 289—307 plati nasle-
dujici tvrzeni:

(a) Cotlarova nerovnost: Necht Ay, Ay, A3 € (0,00) a K definované na R™\{0}
splnuje

o |K(2)| < o, « #0,
o |K(x—y) - K(x)| < Aty 0 < 2ly| < Ja],
® SUD),<R<o | f{r<|x\<R} K (x)dz| < As,

pak existuji konstanty ¢; = ¢1(n) a o = ca(n, Ay, Ag, A3) tak, ze plati

Tf<cM(Kxf)+cMf,
pro f € LP(R™), 1 < p < 0.
(b) Necht pro jadro K existuji konstanty Ay, Ao, A3 € (0,00) tak, ze

® SUPp- f{RS\xIQR} |K (z)| dz = Ay,
® SUPg<r<R<oo ‘ f{r<\x\<R} K(x)dz| = A,
0 5D, 0 [y V(0 — ) — K (@) do = A

pak operétor f — Kxf je silného typu (2,2) s konstantou 15(A;+As+A3).

(c) Pokud jadro K splije |K(x)| < If_\ln’ pak
Tf<Tf<2Tf, VfeLl,1<p< oo,

kde T'f := SUPyc.cn<oo |f * (K X{e<lzj<ny)| @ jadro K pro tento operator
spliiuje SuProg [poiai<on 1K ()| dz < Ay

(d) Necht pro jadro K existuji konstanty A, Ao, B € (0, 00) tak, ze
® SUPpr>o fRSMSQR |K(=T)| dz = Al;
¢ SUPyo f{|x\22\y|} |K(z —y) — K(z)|dz = A,
o [ITfl2 < Bl[fll2, Vf € L*(R"),

pak existuje A = A(n, A, Ay, B) tak, ze

o e B Tf(a) > A} < S IIflh, ¥F € LR,
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Z Definice Calderonova-Zygmundova jadra vidime, Ze jsou splnény piedpok-
lady Cotlarovy nerovnosti. Z téze definice plynou predpoklady (b), odkud spolu
s Cotlarovou nerovnosti a s Vétou (18| pro p = 2 dostavame: ||Tf|l2 < C||f]]2-
Odtud a z (c) plyne ||Tf||z < C||f||2. Pak jsou splnény piedpoklady (d), odkud
dostavame slaby typ (1,1) operatoru T, coZ spolu s (¢) dava slaby typ operatoru
T.

Lemma 3. Necht T je mazimdlni singuldrni integrdlni operdtor s jadrem K 2z
Definice a necht w € Ax. Pak pro kazdé v € (0,1) existuje konstanta C =
C(vy) > 0 tak, Ze pro f € Lio.(R™) plati

(TF),(t) < COLFY,(v8) + (TF)(20),  pro kazdé t > 0.

Diikaz. Bud t > 0 pevné a polozme E := {x € R" : T'f(x) > (Tf)5(2t)}. Pak
w(FE) < 2t, a tedy existuje oteviena mnozina 2 C R” tak, ze £ C Q a w(Q2) < 3t.
Podle Whitneyovy Véty |§] existuje posloupnost uzavienych krychli {Qy}y tak, ze
vnitiky krychli z této posloupnosti jsou po dvou disjunktni, Q = UQ a 6(Q) <
dist(Qr, R"\Q) < 46(Q%). Potom ziejmé > w(Qx) = w(2) < 3t.

Dale podle Poznamky [18] existuje konstanta A > 0 nezavisla na f a A tak, ze

o e R :Tf() > M < 5 [ @)l a. (7.3)

Nyni budeme dokazovat, ze pro k € N pevné a libovolné § > 0 existuje konstanta
C>0,C=C(An,0) tak, ze

{z € Qu:Tf(z) > CMf(z) + (Tf);(2t)} < 4]Ql, (7.4)

odtud pak totiz volbou § > 0 dost malého, aby z E C Q, |E| < 4|Q| plynulo

w(E) < 52 w(Q) (viz. Poznamka |3) plyne

w({zr € R : Tf(x) > OM [f(x) + (Tf);,(2t)})
<w({z € Q:Tf(x) > OM[(x) + (T]);,(2t)})
<Y w({z € Qy: Tf(x) > OMf(z) + (Tf),(2t)})

<Z—ka 1_72 (Qr) <TBt (1—~)t.

Potom ale mame
w({z € R* : Tf(x) > C(Mf);,(vt) + (Tf)5(2)})
<w(fe € R": Tf(z) > CNf() + (Tf);(20)})
+w({z e R": Mf(z) > (M[);,(1t)})
<@ =t+at=t,

odkud pouzitim definice pferovnani dostdvame tvrzeni.
Zbyva tedy dokazat (7.4). Volme k € N pevné a 6 > 0. Necht z;, € R"\Q je
takové, ze dist(xy, Q) < 40(Qy). Necht @ znaci krychli se stiedem zy, s diametrem
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rovaym 204/n8(Qy). Ozna¢me F:=R"\Q a f =g+ h = fxg + fxr. UkdZeme,
ze plati 3
Thiz) < CiMf(x)+ (Tf):(2t), =€ Qy, (7.5)

{z € Qy: Tg(x) > CoM f(x)}| < 6|Qul. (7.6)

Potom pouzitim sublinearity operatoru 7', volbou C' := C; 4+ (5 a pouzitim téchto
nerovnosti dostavame

{z € Qu:Tf(x) > CMf(x)+ (Tf);(20)}]
< Wz €eQr:Tg(x)+ Th(x) > Cle(x) + 6’2]\7[]”(3:) + (Tf)5 (2t)}]
< o € Qu:Ty(x) > CoM f(x)}| + {x € Qx : Th(z) > C1M f(x) + (Tf);(2)}|

coz je prave (7.4)). )
Dokéazeme nejprve (7.6), volme \ := CQ| [ lg(x)| dz, pak CoM f(x) > A, pro z €
Qr, jinak totiz dostavame M f(x ‘Q| fQ |f(y)| dy, coz dava spor s definici M f.

Z volby A a nerovnosti ([7.3) mame

{z € Qu:Ty(x) > CuM f(x)}] < {x € Qx : Tg(z) > A}

A A
g—/mmmsiﬂ,

tedy staci volit Cy dost velké, aby AQl < 8|Qx|, a nerovnost (7.6)) je dokazana.
Abychom dokézali -, tak staci ukazat ze pro kazdé ¢ > 0 a kazdé x € @y
plati 3

|Teh(z)| < Tf(x) + C1M f(z). (7.7)
Nerovnost pak odtud plyne diky definici operatoru 7' a diky nerovnosti
Tf(xg) < (Tf)i(2t) (x, € R"\Q, tedy = ¢ E). Bud nyni € Qr a e > 0
pevné. Polozme r := max{e,dist(xy, F)}. Necht A znadi symetrickou diferenci
kouli B(z,¢) a B(xg, ). Potom

[ T:h(z)| = | K(z —y)h(y) dy|
{y:lz—y|>c}
<| K- @+/Kx— y) dyl
{y:|lzx—y|>e}
< Kz — dy[+/|K:c— Wdy = I + I,
{y:|lzr—y|>e}

Pro I, diky vlastnosti (i) jadra K z Definice [12] plati

= [ =l < [ pholay = [ E Rl

Déle uvazme, ze r = dist(zy, F'), pak pro dané z € @y a pro libovolné y € AN F
plati

ly — x| > |y — xx| — |z — x| > dist(zg, F) — (dist(zg, Qr) + (Qx))
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> 106(Qr) — 50(Qr) = 56(Qr)-

Tedy mame

c c L]
' < GG o 191 < GG 11,01

kde L znac¢i krychli se stftedem x a délkou hrany 6r. Nerovnost plati, protoze
A C B(z,3r). Tedy dostavame

6"
(50(@w)"

kde lze volit C5 = ¢12™. Zbyva situace pro r = £ > 106(Q%), pak pro dané x € Q)
a pro libovolné y € AN F' plati

M f(x) = CsM f (),

ly — x| > |y — op| — |2 — 2| >

2" 62" L
ne [ w5 1o

kde L opét znaci krychli se stfedem = a délkou hrany 6r. Dale dostavame

l\DI(‘f)

Tedy mame

I, <c Mf(x):C’ng(:r),

kde lze opét volit C3 = ¢12™. Celkem tedy I, < 03]\7[]”(:15).
Pro I; mame

= | K(z —y)h(y) dy| = | K(z —y)f(y)dyl

{y:lzi—yl>e} {y:lzg—y|>e}NF

I\/ K(z —y)h(y) dyl,
{y:lwr—y|>r}

nebot pro r = dist (xy, F') je ¢ < dist (zg, F), a tedy {y : |zx —y| > e} NF =
{y : |z — y| > r} N F. Pro r = ¢ je rovnost ziejma. Dale k integralu pfi¢teme a
odec¢teme f{y:\xk—y|>r} K(zr —y)f(y)dy a pouzijeme trojuhelnikovou nerovnost,
potom

L<| /| Kl )yl Kz — y)hly) — K(zx — ) (y) dy]

{lzk—yl>r}

S sup |Trf(xk‘)|

r>0

+| Kz —y)h(y) + K(z —y)g(y) — K(zr, —y) f(y) — K(z — y)g(y) dy|

{lzk—y[>r}

< T+ /

{lzr—yl>r}

[K(z —y) = Kz — )l f(y )I+/ Kz —y)g(y)| dy

{lzr—yl>r}
clxy,

< Tf(m) + /{ E Wi+ [ K (@ — Il ()]dy,

ja—y|>r} [Tk — (lzr—y|>r}nQ
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coZ plyne z Definice[I2]maximélniho singularniho integralniho operatoru, z definice
[ = g+hazvlastnosti (iii) jadra K (z) (viz. Definice[I2)). Tuto vlastnost mizeme
pouzit, protoze 2|z, — x| < 100(Qx) < |ax — yl. Dale |z, — x| < 56(Qr) < %, tedy
posledni dva séitance v odvozené nerovnosti mizeme odhadnout takto

e |f(y)] 2\"
SC—Z/ Ty tel - |f(y)ldy
2 £ Jir o<y —yl<rarry [Tk — Y 7} Je—y>1nQ

Ly d —@ d
22 Tzk)n—l-l /{r2k<wk—y§r2k+1}’ ( )‘ y+c ‘Q’ /Q|f(y>’

. 0l 1
STH@) o3> oy = wldy e [ 1rwlay

—0 {|lz—y|<r2k+2}

ro— 1 |L4| (205 Qk )1
< —
T ey 3 g, 1 o el

=0

S O e LLLL +ci/rf< )d
= k 2k:0Tn+12k(n+1)|Lk| e ynay "ol Jo ydy

1

S M () + e Mf () < Tf(2x) + CiM f(x),

<Tf(xg)+cp Z
k=0

kde L; znaci krychli se stiedem z a délkou hrany r 283, tedy {y : |z —y| <
r2F2Y C Ly a vyuzivame vztahu r > 106(Qy) a © € Q. Celkem dostévéme
I, < Tf(x)+CyM f(z). Polozme Cy := C3+Cy, pak z odhadii na Iy, I, dostéavame
dokazovanou nerovnost .

]

Lemma 4. Necht T je maximdlni singuldrni integrdlni operdtor s jadrem K z
Definice a necht w € As. Pak existuje konstanta C > 0 tak, Ze pro kaZdé
t >0 a pro kaZdou f € Lyjoc(R™) splitujici limy_,o (T'f)%5(t) = 0 plati

ds
S

(Tf)5(t) < CILY, <t>+0/t°°<Mf> ()2

Diikaz. Pro kazdé K € N plati

K
<O (Mf),25) + (T )25 ).
k=0

Skutecnd: aplikaci Lemmatu [3 na (Tf);(t) s v = 3 mame

(TF)u(e) < COTI (5 1) + (TF),(20),

déle predpokladame-li platnost nerovnosti pro K — 1, tak opét pouzitim Lem-
matu [3| na (Tf)% (25¢) dostavame

K-

Z w2 + (T, (25

k=0

49



ZMf (271 + OV (5 250) + (T (25 )

—CZ MPYE(2F71) + (T F)% (2541,

Limitnim pitechodem, kde uvazujeme K — oo, dostavame diky piedpokladu
limy o0 (T'f)%,(t) = 0 nésledujici

(T (t) < C iMf (251) + 0

= C(Mf)E27%) + C(Mf):(t) + cz M f): (2F71e).
k=2
Protoze pferovnéni je nerostouci, tak mizeme pouzit nasledujici nerovnosti

(M) (t) < (Mf),27')

/2 t(Mf)w( )%>(Mf) (2’“t)/2 s =In2 (Mf)5 25 1t).

k—2¢ k—2¢ S

Potom
SN ds

T <2000y [ e S
cuitfp+C [ @S

S

coz jsme chtéli dokazat. O]

Véta 25. Necht T je mazimdlni singuldrni integrdlni operdtor s jddrem K 2z
Definice n w € Ay. Pak ezistuje konstanta C > 0 tak, Ze pro f € Lioc(R") a
kazdé t > 0 plati

ds
S

(Tf)5(t) < CLY, <t>+c/t°°<Mf> ()2

Diikaz. Bud t > 0 pevné. Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpoklddat, ze
[ (M f)i(s) & < oo, jinak neni co dokazovat. Pro k = 1,2,... piSme

f(@) = fri(@) + fra(®) = f(2)X(@ei<hy + F(2) X {arfa)>h) -

Podle Lemmatu |2 s dp = w(x)dx plati, ze T fi o konverguje stejnomérné k 0
na vSech kompaktnich mnozinach, tedy 7'f;, konverguje na vSech kompaktnich
mnozinach stejnomérné k T'f (bud R kompakt, z € R, pak |Tf(2) — T fr1(2)] <
T fe1(2) + Tfea(z) — Tfe1(2)] = |Tfra(2)]). Kazda funkce fr; méa kompak-
tni nosi¢, a proto pro kazdé k € N plati, ze T'f;1(z) — 0, pro |z| — oo
(T fr1(z) = sup.~y | f{y:\x—y|>e}m{\y|§k} K(z —y)f(y)dy|). Pak ale pro kazdé k € N
plati i im0 (T fi 1) (t) = 0. Aplikaci Lemmatu {4 dostaneme

(Thoult) < COTALG) +C [ (T T

50



~ ot o ds
<COIG+C [ 0t
t
PouZitim Lemmatu sG(t) == C(Mf)x( (D)+C [ (Mf)i(s) L aTfy; dostavame
tvrzeni véty. O

Véta 26. Necht T je mazimdlni singuldrni integrdlni operdtor s jddrem K 2z
Definice n w € Ay. Pak ezistuje konstanta C' > 0 tak, Ze pro f € Lioc(R") a
kazdé t > 0 plati

(TF)(8) < (Tf) () + C(MF)3 ().
Diikaz. Volme t > 0 pevné, pak pro kazdé m = 1,2,... plati

()27 < O Y (M), 27" 1) + (Tf), ().

NE

B
Il

1

Skutecné: Lemma pro y = 3 a £ dava

i (5) <cann (§) + @ (25).

Necht nerovnost plati pro m — 1, pak pouZitim Lemmatu [3[na (Tf)% (27"*11)
dostavame

(Tf)(277) = (Tf),(2 m“ Z W@ 12) (T 5)

k=1

< O () + COTY () + (T

=C Y (M[),27" 1)+ (T1)().

Nyni mame

Topw =g [ Eeas=1 Y [ @i as

t -
m=1v2""t

protoze prerovnani je nerostouci, tak

o0 2 mt) /27rl+1t ) m )2 mt
=) (TfeEm2™
m=1

nyni pouzijeme vySe dokdzanou nerovnost, a pak zaménime potradi scitani

<D 27O Y (MA)LET) + (Th)(0)]

m=1 k=1
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HY 2" HCY (M) )Y 27

= (T),(t) +4C ) _[(Mf),27 )27+ ].

k=1

Nyni pouzijeme

[ ez 2are o [ as

t —k—2¢ 2—k—2¢

= (M), (27" )2,

coz po secteni dava

oo k—1
(M f)x (27 )27+ 1] < g tN ds
2| Z 5(s)
2-

k-2
-1 t

<2 [ Gpeas

1

PouZitim téchto nerovnosti dostavame dokazovanou nerovnost

IO < TP+ T [ L) ds = (L0 + OO )

7.2 Vztah f, f*a Mf

Véta 27. Nechl w € A, pak existuje konstanta C > 0 tak, Ze pro f € Li.(R™)
at e (0,00) plati
Fa®) <O (20) + fa(21),

Diikaz. Bud t € (0,00) pevné a f € Li(R"). Ozna¢me

G:={zeR": fF(z)> (f7), )} U{z e R" : |f(z)| > fu(2t)},

pak w(G) < 4t, nebot pro g € Li(R™) je w({z : |g(x)] > ¢/(2t)}) < 2t. Necht
Q2 C R"™ oteviena spliuje G C Q a w(f2) < 5t. Pak tvrdime, Ze pro dost velké
C > 0 plati

w({z € Q:[f(2)] > C(f7),20) + fi(20)}) <t,

coz spolu z definici piferovnani f*(t) = inf{\ > 0 : w{|f(z)| > A} < ¢} dava
tvrzeni véty.

Nejprve na 2 aplikujeme Vétu [14] Pro vybranou posloupnost plati Q@ C UpQy,
int(Qr) Nint(Q;) = 0, w(Qr) < Bw(Qr N NQ), |Qx| < 2|Qk N (R™\Q)|. Uvazme
libovolnou krychli @) z tohoto pokryti. Pokud |fg| > fi(2t), pak

1Q

/Q £(@) ~ foldr > CEN( fol ~ fal20)). (7.8)
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Skutecné

/wm—mme/‘ mm<mmz/ 1fol - 1f ()] da
Q QN(R™\Q) QN(R™\Q)

2/ Ifol = fu20)]dz = [Q@ N (R | fol — fu,(2t)]
QN(R™M\Q)

> B 01— a0l = A 01 - poony),

kde prvni fadek je ziejmy a dale jsme pouzili nerovnost |f(z)| < f(2t) na R™\Q,
podminku |Q| < 2|Q N (R"\Q)| z Véty [14] a pfedpokladanou nerovnost |fg| >
f#(2t). Na druhou stranu z nerovnosti f#(x) < (f#) (2t) na R™\Q mame

o7 150~ fal e < £#(0) < (5320,

odkud fQ |f(z) — foldz <|Q|(f7)5(2t) pro z € R"\Q. Coz spolu s (7.8) dava

[fol < 20£7)5,(2t) + f1.(20), (7.9)

tato nerovnost viak zfejmé plati i pro |fo| < fi(2t). Polozme X := ¢(f#)(2t) +
|fol, kde 6 > 0 bude upfesnéno pozdéji, a £ := {z € Q : |f(x)| > A}. Potom
ziejmé

(= lfabIEl = [

{zeQ:|f(z)|>A}

(- lfahde < [ (e 1ol do

{ze:|f(z)|>A}

SAW@%MﬂMSAW@<MMSMﬁ®,

kde posledni nerovnost plyne z definice f#. Pak diky nerovnosti f#(z) < (f#)% (2t)
na R™\ mame

(A = el Bl <1QI(F7);(21),
odkud spolu s definici A = 3(f#)% (2t) + | fo| plyne

|E] <4]QI.
Zvolme C := 2+ 3, pak z (7.9) plyne

{z € Q:1f(2) > C(fF)(2t) + fu(2)}]
=z € Q:|f(2)] > 2(f#),,(2t) + fu(2t) + %(f#)iz(%)ﬂ

< It € Q: 1f@)] > lfal + 5(FHu 0} = 5] < 810

Uvazme konstantu B z Véty pak dle Poznamky |3| existuje k danému ¢ := %
¢islo 6 > 0 tak, aby pro kazdou méritelnou podmnozinu E* krychle () z nerovnosti
|E*| < 6]Q] plynulo w(E*) < zzw(Q). ProtoZe stejné § lze uvazovat pro kazdou

krychli z vybraného pokryti, tak dostdvdme pozadovanou nerovnost:
w({z : |f(2)] > C(fF),(2t) + fo(26)})
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<> w({zeQ:|f(z)] > C(fF);, (2t)+f( )}
325—Bw( _5BZBwQﬂQ) sw(@Q) <t,

kde sc¢itame pies vSechny krychle posloupnosti, kterou jsme vybrali podle Véty
Kromé vlastnosti této posloupnosti vyuzivame déle w(E*) < Zsw(Q) a w(Q) <
5t.

O

Véta 28. Nechl w € A, pak ezistuje konstanta C > 0 tak, Ze pro f € Liy.(R™)
at e (0,00) plati

(M), (t) < OUF),(20) + (M), (20).

Diikaz. Podobné jako v ditkazu piedchozi véty oznacme pro t € (0,00) a f €
Lioe(R™) mnozinu G takto

G:={zeR": [F(z) > (fF), 20} U{z € R": M[(x) > (M[);,(2t)},

pak opét w(G) < 4t. Necht Q C R™ oteviena spliuje G C Q a w(§2) < 5t. Pak
tvrdime, ze pro dost velké C' > 0 plati

w({z € Q: Mf(z) > C(fF),(20) + f(20)}) <,

coz spolu z definici prerovnani opét dava tvrzeni véty.
Nejprve na 2 aplikujeme Vétu [15] pak ziskana posloupnost spliiuje Q C UpQy,
int(Qx)Nint(Q;) = 0, =, w(Qx) < C*w(Q) a pokud QNQy, # 0 a [Q] < |Q], pak
Q| < 2|QN(R™\Q)]. Vezméme néjakou krychli Q z vybraného pokryti a oznaéme
Q* := 3Q, necht dale A > (M [f)%(2t) je pevné a E := {z € Q : Mf(x) > \}.
Pak pro kazdé = € E existuje podle definice maximalniho operatoru krychle Q(x)
obsahujici z tak, ze X
Q)] Jg

Pak je ale Mf > X\ > (M f)w(2t) na Q(m)7 coz z definice G C () znamena,
ze Q(z) C Q. Kdyby platilo |Q| < |Q(z)], pak by z vlastnosti pokryti plynulo
|Q(z)] < 2|Q(x)N(R™\Q)| = 0, nebot Q(z) C 2. Tedy nutné |Q| > |Q(z)], odkud

mame

y)|dy > A

Qz) C Q. (7.10)
Dale
|for| <

Q] o 1< ) < (e,

nebot podle pokryvaci véty existuje xg € Q* N (R™"\Q). Z pravé dokazaného a z
toho, ze x € E, mame

/}JﬂwMy>A@@N

- / | for
Q)

dy > —(M[),,(2t)|Q(x)|,
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odkud sectenim dostaneme

A= (), 20)] |Qa)] < /Q 1wl Ife

>@séuww—mdywm

Pro kazdy bod z z omezené mnoziny E C @) méme krychli Q(z) spliwjici (7.11]).
Podle Véty [2| existuji po dvou disjunktni krychle {Q(x)}x, zx € E, ze |E| <
cn Y |Q(xy)|. Pak plati

A= (Mf)L,@O]IE| < eu ) [N — (M]);,(26)]1Q(xw)]

= CHZ/(Z’I«)

< calQ7] f#(20) = a3"|Q1f* (20) < ea3"|QI(F7)5,(20),
kde druhy Fadek plyne z (7.11), dale UyQ(zx) C Q* z (7.10) a Qx jsou po dvou

disjunktni. T¥eti fadek mame z definice f#, z definice Q* = 3(Q) a z existence
zo € Q* N (R"\Q). Tedy

fQ|dy<cn/ @) — forl dy

Sl )
— (M f);(2t)
Zvolme nyni A := C(f#)%(2t) + (Mf)%,(2t) (to lze, nebot takové X spliwje poza-

davek z avodu ditkazu, a to nerovnost A\ > (Mf)%(2t)), kde volime C := @t
kde 9 > 0 ur¢ime pozdéji. Nyni mame

o € QM) > C#)20) + (V1,20 = |z € Q: Mf(2) > A}
QI 21
— |E =4|Q)],

= aen

kde druhy fadek mame z (7.12), z definice A\ a z definice C. Nyni lze opét k
danému ¢ := 50 , kde C* znaci konstantu z Véty (15} nalézt 6 > 0 z Poznamky I
Tim dostavame

|E| < (7.12)

w({z s Mf(x) > O(fF),,(2t) + (Mf);,(20)})
<Y wreq: Mf(fc) > C(fF)(2t) + (M[),,(20)})

Z < v t,

5C’* - 5

kde s¢itame pfes krychle ziskané pomoci Véty [I5] vyuzivame jejich vlastnosti a
w(2) < 5t. O

%)



Zaver

V této praci jsme ukazali tfi typy pokryvacich vét, uvedli jsme klasickou Vitaliovu
vétu pro koule v metrickém prostoru i pro krychle v R™. Jeji typickou aplikaci
je slaby odhad pro Hardyuv-Littlewoodiiv maximalni operator a Lebesgueova
véta o derivovani. Vitaliovu vétu jsme téz pouzili v posledni kapitole pii dikazu
nerovnosti mezi maximalnim operatorem M a ostrym maximalnim operatorem.
Besicovitchova véta vybirajici posloupnost krychli se specialnimi vlastnostmi se
vyuzije v dukazu zobecnéné Sardovy véty, ale i v ditkazu obecnéjsich vét Vitaliova
nebo Whitneyova typu, také jsme ji pouzili pfi zkouméni obecného maximéalniho
operatoru piislusného diferencidlni bazi. Whitneyova véta zabyvajici se dyadick-
ymi krychlemi v R™ a vybérem takovych dyadickych krychli, které maji diametr
porovnatelny s jejich vzdalenosti od hranice zadané mnoziny, se pouzila dikazu
opaCné nerovnosti pro maximalni operator a v posledni kapitole pii odhadech
pro operatory M a T, technika z ditkazu Whitneyovy véty, dyadické krychle, se
pouzila v diikazu Calderénova-Zygmundova lemmatu.
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