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Seznam použitých zkratek
R - těleso reálných čísel
|x| - Eukleidovská norma na Rn

λ - Lebesgueova míra na R
λn - Lebesgueova míra na Rn

C(Ω) - prostor spojitých funkcí na Ω
Ω0 - vnitřek množiny Ω
AC(Ω) - prostor absolutně spojitých funkcí na Ω ⊂ R
ACn

α(Ω) - prostor n, α-absolutně spojitých funkcí na Ω ⊂ Rn

BV (Ω) - prostor funkcí s omezenou variací na Ω ⊂ R
BV n

α (Ω) - prostor funkcí s n, α-omezenou variací na Ω ⊂ Rn

diam(A) - sup{|x− y| : x, y ∈ A}
argminΩ f - bod, ve kterém funkce f nabýva svého maxima na Ω, pokud je ma-
xima nabyto.
argmaxΩ f - bod, ve kterém funkce f nabýva svého minima na Ω, pokud je mi-
nima nabyto.
P (x, δ) - {y ∈ R : |y − x| < δ} \ {x}
U(x, δ) - {y ∈ R : |y − x| < δ}
B(x, r) - {y ∈ Rn : |y − x| < r}
P+(x, δ) - P (x, δ) ∩ [x,∞)
P−(x, δ) - P (x, δ) ∩ (−∞, x]
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Úvod
V této práci se budeme zabývat vztahem mezi absolutně spojitými funkcemi a
funkcemi s konečnou variací.

Definice. Řekneme, že f : [a, b] → R je absolutně spojitá, právě když pro každé
ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro libovolný konečný, systém po dvou disjunktních
podintervalů {(ai, bi)}, (ai, bi) ⊂ [a, b] splňující∑

i

bi − ai < δ,

platí ∑
i

|f(bi)− f(ai)| < ε.

Definice. Nechť [a, b] ⊂ R je interval. Nechť f : [a, b] → R je reálná funkce.
Definujeme var(f, [a, b]) jako

var(f, [a, b]) = sup
D

{ n∑
i=0

|f(ai+1)− f(ai)|},

kde D={a = a0 < a1 < · · · < an = b} je dělení intervalu [a, b]. Řekneme, že f má
omezenou variaci na [a, b], pokud var(f, [a, b]) <∞.

Budeme studovat základní vlastnosti AC a BV funkci v R a dokážeme násle-
dující větu:

Věta. Nechť I ⊂ R je interval a f : I → R. Pak f ∈ ACloc(I) právě tehdy, když
jsou splněny následující podmínky:
(i) f je spojitá,
(ii) f ∈ BVloc(I),
(iii) f zobrazuje množiny míry nula na množiny míry nula.

V prvních třech kapitolách postupujeme podle [3, kap 2. a 3.], kde se nachází
mnoho cvičení, z kterých několik bylo detailně vyřešeno.

Dále se budeme zabývat analogickým tvrzením pro absolutně spojité funkce
a funkce s omezenou variací v Rn, které byly zadefinovány podle [5] a [2].
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1. Funkce s omezenou variací v R
V této kapitole uvedeme a dokážeme základní vlastnosti funkcí s konečnou variací
na R.

Definice 1.1. Nechť [a, b] ⊂ R je interval. Nechť f : [a, b]→ R je reálná funkce.
Definujeme var(f, [a, b]) jako

var(f, [a, b]) = sup
D

{ n∑
i=0

|f(ai+1)− f(ai)|},

kde D={a = a0 < a1 < · · · < an = b} je dělení intervalu [a, b]. Řekneme, že f má
omezenou variaci na [a, b], pokud var(f, [a, b]) <∞ a píšeme f ∈ BV ([a, b]).

Definice 1.2. Nechť [a, b] ⊂ R je interval a nechť f : [a, b]→ R je reálná funkce.
Definujeme V (f ; a, x) jako

V (f ; a, x) = var(f, [a, x]), x ∈ [a, b].

Poznámka 1.3. a) Nechť [a, b] ⊂ R a f : [a, b] → R je monotónní. Potom
f ∈ BV ([a, b]).
b) Pro libovolnou funkci f : [a, b]→ R platí: |f(a)− f(b)| ≤ var(f, [a, b]).
c) Funkce V (f ; a, x) je neklesající v x a platí

a ≤ x ≤ y ≤ b⇒ var(f ; [a, y])− var(f ; [a, x]) = var(f ; [x, y]).

d) f ∈ BV ([a, b])⇒ f je omezená.

Důkaz. a) Zřejmě platí var(f ; [a, b]) = |f(b)− f(a)|.
b) Vezměme dělení P intervalu [a, b] jako P = {a, b}. Potom máme

|f(b)− f(a)| ≤ sup
D
{

n∑
k=1

|f(xk+1)− f(xk)|} = var(f, [a, b]).

c) Nechť x, y ∈ [a, b] a nechť x ≤ y potom máme var(f ; [a, x]) ≤ var(f ; [a, y])
neboť suprémum přes větší množinu je větší, a tedy V (f ; a, x) ≤ V (f ; a, y).
Dále stačí dokázat, že var(f, [a, y]) = var(f, [a, x]) + var(f, [x, y]). Nechť ε > 0 je
libovolné. Nechť D1 je dělení intervalu [a, x] takové, že platí

var(f, [a, x]) ≤
n1∑
i=1

|f(xi+1)− f(xi)|+ ε.

Nechť D2 = {x = xn1+1 < xn1+1 < · · · < xn1+n2 = y} je dělení intervalu [x, y]
takové, že platí

var(f, [x, y]) ≤
n2∑
i=1

|f(xn1+i+1)− f(xn1+i)|+ ε.
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Položme D = D1 ∪D2 dělení intervalu [a, y]. Potom máme

var(f, [a, x]) + var(f, [x, y]) ≤
n1∑
i=1

|f(xi+1)− f(xi)|

+

n2∑
i=1

|f(xn1+i+1)− f(xn1+i)|+ 2ε

=

n1+n2∑
i=1

|f(xi+1)− f(x1)|+ 2ε ≤ var(f, [a, y]) + 2ε.

Limitní přechodem ε→ 0+ dostaneme

var(f, [a, y]) ≥ var(f, [a, x]) + var(f, [x, y]).

Nyní stačí dokázat

var(f, [a, y]) ≤ var(f, [a, x]) + var(f, [x, y]).

Mějme pevné D dělení intervalu [a, b] a nalezněme j takové, že platí xj < x ≤
xj+1. Potom

n∑
i=1

|f(xi+1)− f(xi)| ≤
∑

i:xi+1<x

|f(xi+1)− f(xi)|+
∑

i:xi+1>x

|f(xi+1)− f(xi)|

+ |f(xn)− f(x)|+ |f(x)− f(xn+1)|

=
∑

i:xi+1<x

|f(xi+1)− f(xi)|+ |f(xn)− f(x)|

+
∑

i:xi+1>x

|f(xi+1)− f(xi)|+ |f(x)− f(xn+1)|

≤ var(f, [a, x]) + var(f, [x, b]).

Přechodem k suprému dostaneme požadovanou nerovnost.
d) Toto tvrzení je zřejmé.

Lemma 1.4. Nechť [a, b] ⊂ R, pak pro f1, f2 ∈ BV ([a, b]) a c1, c2 ∈ R platí
c1f1 +c2f2 ∈ BV ([a, b]) a f1f2 ∈ BV ([a, b]). Navíc, je-li f ∈ BV ([a, b]) a existuje-
li c > 0, že pro všechna x ∈ [a, b] platí f(x) > c, pak 1

f
∈ BV ([a, b]).

Důkaz. Potřebujeme dokázat, že pro všechna f1, f2 ∈ BV ([a, b]) a c1, c2 ∈ R platí
c1f1 + c2f2 ∈ BV ([a, b]) a f1f2 ∈ BV ([a, b]). Nechť

D = {a = x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn−1 ≤ xn = b}.
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Potom
n∑
k=1

|(c1f1 + c2f2)(xk+1)− (c1f1 + c2f2)(xk)|

=
n∑
k=1

|c1f1(xk+1)− c1f1(xk) + c2f2(xk+1)− c2f2(xk)|

≤
n∑
k=1

|c1f1(xk+1)− c1f1(xk)|+
n∑
k=1

|c2f2(xk+1)− c2f2(xk)|

=|c1|
n∑
k=1

|f1(xk+1)− f1(xk)|+ |c2|
n∑
k=1

|f2(xk+1)− f2(xk)|

≤|c1| var(f1, [a, b]) + |c2| var(f2, [a, b]) <∞.

Tedy i suprémum přes všechna D dělení intervalu je konečné, a tedy c1f1 +c2f2 ∈
BV ([a, b]). Dále

n∑
k=1

|f1(xk+1)f2(xk+1)−f1(xk)f2(xk)|

≤
n∑
k=1

|f1(xk+1)(f2(xk+1)− f2(xk)|

+
n∑
k=1

|f2(xk)(f1(xk+1)− f1(xk)|

≤ sup{|f1(x)| : x ∈ [a, b]}
n∑
k=1

|f2(xk+1)− f2(xk)|

+ sup{|f2(x)| : x ∈ [a, b]}
n∑
k=1

|f1(xk+1)− f1(xk)|

≤ sup{|f2(x)|x ∈ [a, b]} var(f1, [a, b])

+ sup{|f1(x)|x ∈ [a, b]} var(f2, [a, b]) <∞,

neboť f1 a f2 jsou dle Poznámky 1.3 d) omezené funkce, tedy i suprémum přes
všechna D dělení intervalu je konečné, a tedy f1f2 ∈ BV ([a, b]).

Předpokládejme, že f ∈ BV ([a, b]) a existuje c > 0 takové, že pro všechna
x ∈ [a, b] platí f(x) > c. Máme

n∑
k=1

∣∣∣ 1

f(xn+1)
− 1

f(xn)

∣∣∣ =
n∑
k=1

∣∣∣f(xn)− f(xn+1)

f(xn)f(xn+1)

∣∣∣
≤ 1

c2

n∑
k=1

|f(xn)− f(xn+1)| ≤ 1

c2
var(f, [a, b]) <∞.

Tedy i suprémum přes všechnaD dělení intervalu je konečné, a tedy 1
f
∈ BV ([a, b])

Věta 1.5 (Jordanova věta). Nechť [a, b] ⊂ R je interval a f : [a, b] → R. Pak
f ∈ BV [a, b] ⇐⇒ ∃f1, f2 : [a, b]→ R neklesající tak, že f = f1 − f2.
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Důkaz. ”⇐ ”
Protože f je rozdílem dvou monotóních funkcí, potom dle Poznámky 1.3 a) a
Lemmatu 1.4, f ∈ BV ([a, b]).
”⇒ ”
Položme f1 = V (f ; a, x) a f2 = V (f ; a, x) − f(x). Funkce f1 je podle Poznámky
1.3 neklesající funkce. Stačí dokázat, že f2 je neklesající.
Nechť a ≤ x ≤ y ≤ b, potom podle Poznámky 1.3 b) a c)

f2(y)− f2(x) = V (f ; a, y)− f(y)− V (f ; a, x) + f(x)

= V (f ;x, y)− (f(y)− f(x)) ≥ 0.

Věta 1.6 (Lebesgue). Nechť I ⊂ R a f : I → R je monotónní. Potom existuje
N ⊂ I tak, že λ(N) = 0 a f ′(x) existuje pro všechna x ∈ I \N .

Důkaz. Viz [4, str. 70]

Důsledek 1.7. Nechť [a, b] ⊂ R a nechť f ∈ BV ([a, b]). Pak f má derivaci s.v.

Důkaz. Podle Věty 1.5 platí f = f1− f2, kde f1, f2 jsou neklesající a tedy mono-
tónní. Podle Věty 1.6 existují N1, N2 ⊂ [a, b] tak, že λ(N1) = λ(N2) = 0 a existuje
f ′1 na [a, b] \N1 a f ′2 na [a, b] \N2. Pro x ∈ [a, b] \ (N1 ∪N2) platí

f ′(x) = (f1(x)− f2(x))′ = f ′1(x)− f ′2(x).

Lemma 1.8. Nechť [a, b] ⊂ R je interval, f ∈ BV ([a, b]) a f má Darbouxovou
vlastnost. Pak f je spojitá na (a, b).

Důkaz. 1. f lze zprava spojitě dodefinovat.
Sporem. Předpokladejme, že existuje x ∈ [a, b) tak, že f není zprava spojitě
dodefinovatelná v x tedy

lim inf
y→x+

f(y) 6= lim sup
y→x+

f(y).

Připomeňme, že lim inf i lim sup jsou konečné, protože f je podle Poznámky 1.3
d) omezená. Tedy existují {xn}, x < xn, n ∈ N, xn → x a {zn}, x < zn, n ∈ N,
zn → x tak, že f(xn)→ lim supy→x+ f(y) a f(zn)→ lim infy→x+(y). Bez újmy na
obecnosti lze předpokládat, že

xn < zn ≤ xn+1 < zn+1.

Nalezneme n0 ∈ N tak, že pro všechna n > n0 platí

f(xn)− f(zn) >
1

2

(
lim sup
y→x+

f(y)− lim inf
y→x+

f(y)
)
> 0.

Uvažujme D dělení intervalu

Dk ={a = t0 < xn0+k = t1 < zn0+k = t2 ≤ xn0+k−1 = t3

<zn0+k−1 = t4 ≤ · · · < xn0 = t2k < zn0 = t2k+1 ≤ b = t2k+2}.
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Pak platí

2k+2∑
m=0

∣∣f(tm+1)− f(tm)
∣∣ ≥ 2k+1∑

m=1

|f(tm+1)− f(tm)
∣∣

>
k

2

(
lim sup
y→x+

f(x)− lim inf
y→x+

f(x)
)
k→∞→ ∞.

To je spor s f ∈ BV ([a, b])
2. f je zleva spojitě dodefinovatelná.

Analogicky jako pro spojitost zprava.
3. f je spojitá.
Pro spor předpokládejme, že existuje x ∈ (a, b) tak, že f je zprava i zleva

spojitě dodefinovat v x, ale f není spojítá v x. Zvolme ε > 0 tak, že

U(f(x−), ε) ∩ U(f(x+), ε) = ∅.

Potom existuje δ > 0 tak, že pro všechny y ∈ P (x, δ) platí, že

f(y) ∈ U(f(x−), ε), pro všechna y < x

a
f(y) ∈ U(f(x+), ε), pro všechna y > x.

Pak pro z ∈ (f(x−) + ε, f(x+)− ε) neexistuje y ∈ P (x, δ) tak, že f(y) = z a to je
spor s tím, že f je Darbouxovská. Tedy f je spojitá. Analogicky bychom dokázali
spojitost v krajních bodech.

Věta 1.9. Nechť I ⊂ R a f : I → R je všude diferencovatelná. Pak f ′ má
Darbouxovu vlastnost.

Důkaz. Viz [6].

Lemma 1.10. Nechť [a, b] ⊂ R a f ∈ BV ([a, b]) a f je všude diferencovatelná.
Nechť f ′ ∈ BV ([a, b]) ⇒ f ′ je spojitá na (a, b).

Důkaz. Funkce f má všude derivaci, tedy podle předchozí věty je f ′ Darbouxov-
ská a z předpokladu Lemmatu máme, že f ′ ∈ BV ([a, b]). Pak ale podle Lemmatu
1.8 je f ′ spojitá.
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2. Absolutně spojité funkce v R
Definice 2.1. Nechť I ⊂ R je interval. Řekneme, že f : I → R je absolutně
spojitá, pokud pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro všechny konečné
systémy intervalů

{(ai, bi)}ni=1, (ai, bi) ⊂ [a, b], i = 1, . . . , n; (ai, bi) ∩ (aj, bj) = ∅ pro i 6= j

a
n∑
i=1

bi − ai < δ, platí
n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε.

Prostor všech absolutně spojitých funkcí na I značíme AC(I). Řekneme, že f
je lokálně absolutně spojitá (píšeme f ∈ ACloc(I)), pokud f ∈ AC(K), pro každy
kompaktní interval K ⊂ I.

Poznámka 2.2. 1. Nechť f ∈ AC(I), pak f je stejnoměrně spojitá a tedy spojitá.
2. Pokud f je stejnoměrně spojitá na I, pak f nemusí být absolutně spojitá. Pro-
tipřiklad je například Cantorova funkce.

Příklad 2.3 (Cantorova funkce). Necht C je Cantorovo diskontinuum (viz [3,
str.30 - 31]). Pro x ∈ C platí

x =
∞∑
n=1

cn
3n
,

kde cn ∈ {0, 2}. Potom definujme

C(x) =
∞∑
n=1

ĉn
2n
, x ∈ C,

kde

ĉn =

{
1 cn = 2
0 cn = 0.

Pro x ∈ [0, 1] \ C definujeme C(x) jako

C(x) = sup{C(y) : y ∈ C, y ≤ x}.

Z konstrukce Cantorova diskontinua je zřejmé, že C(x) je lokálně konstantní na
[0, 1] \ C.

Funkce C(x) je monotónní, spojitá a C ′(x) = 0 s.v., ale později dokážeme, že
C(x) není absolutně spojitá.

Důkaz. Funkce C(x) je monotónní:
Nechť x ≤ y, x, y ∈ C, potom víme z definice Cantorova diskontinua, že

x =
∞∑
n=0

cn
3n
≤

∞∑
n=0

dn
3n

= y,
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kde cn, dn ∈ {0, 2}. Potom ovšem nutně

C(x) =
∞∑
n=0

ĉn
2n
≤

∞∑
n=0

d̂n
2n

= C(y).

Pro x ≤ y, x, y ∈ [0, 1] \ C platí

C(x) = sup{C(z) : z ∈ C, z < x} ≤ sup{C(z) : z ∈ C, z < y} = C(y),

neboť suprémum přes větší množinu je větší.
Pro x ∈ C a y ∈ [0, 1] \ C, x ≤ y a pro x ∈ [0, 1] \ C a y ∈ C, x ≤ y tvrzení plyne
z definice. Tedy C(x) je monotónní.

Funkce C(x) je spojitá:
Nejdříve dokážeme spojitost na C. Nechť ε > 0 je libovolné. Mějme k0 ∈ N tak,
že platí 1

2k0−1 < ε a mějme x, y ∈ C, |x− y| < 1
3k0

. Pak pro

x =
∞∑
n=1

cn
3n

a y =
∞∑
n=1

dn
3n

platí
k0∑
n=1

cn
3n

=

k0∑
n=1

dn
3n
.

Zřejmě
∑∞

n=k0
ĉn
2n
< ε a

∑∞
n=k0

d̂n
2n
< ε. Pak dostaneme

|C(x)− C(y)| =
∣∣∣ ∞∑
n=1

ĉn
2n
−
∞∑
n=1

d̂n
2n

∣∣∣=
=
∣∣∣ k0∑
n=k

ĉn
2n
−

k0∑
n=k

d̂n
2n

+
∞∑

n=k0

ĉn
2n
−

∞∑
n=k0

d̂n
2n

∣∣∣< 2ε.

Na množině [0, 1] \ C je C(x) lokálně konstantní a tedy spojitá.
Nechť z ∈ C libovolné. Dokážeme spojitost zprava. Spojitost zleva se dokáže
analogicky. Rozdělíme na dva připady:
1. Existuje δ > 0 takové, že P+(z, δ) ∩ C = ∅.
Z kontrukce Cantorova diskontinua existuje x1 ∈ C takové, že na intervalu [z, x1]
je C(x) konstatní a navíc z definice C(x) víme, že C(x1) = C(z). Tedy C(x) je v
z zprava spojitá.
2. Volme {zn} ∈ [0, 1], zn > z a zn → z libovolně. Potom existuje n0 ∈ N a
{xn} ∈ C takové, že pro všechny n > n0 platí xn > zn a xn → z. Potom ze
spojitosti C(x) na Cantorově diskontinuu plyne C(xn) → C(z). Pak ovšem z
monotonie máme C(z) ≤ C(zn) ≤ C(xn) a z Věty o dvou policajtech dostáváme
tvrzení. Tedy C(x) je spojitá na [0, 1].

Platí C ′(x) = 0 s.v:
Stačí dokázat, že λ(C) = 0, protože na [0, 1) \ C je C(x) lokálně konstatní, a tedy
má nulovou derivaci. Uvědomme si, že (0, 1) \ C je neprázdná otevřená množina
v R (C je kompaktní, a tedy uzavřená) a platí (viz. [3, str. 31])

[0, 1] \ C =
∞⋃
n=1

2n−1⋃
k=1

Ik,n,
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kde

λ(Ik,n) =
1

3n
.

Pak ovšem

λ(C) = 1−
∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

λ(Ik,n) = 1−
∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

1

3n
= 0.

Lemma 2.4. Nechť I ⊂ R je interval. Pak f ∈ AC(I) právě tehdy, když pro
každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro všechny konečné systémy intervalů

{(ai, bi)}ni=1, (ai, bi) ⊂ [a, b], i = 1, . . . , n; (ai, bi) ∩ (aj, bj) = ∅ pro i 6= j

pro které
n∑
i=1

bi − ai < δ, platí
∣∣ n∑
i=1

f(bi)− f(ai)
∣∣< ε.

Důkaz. ”⇒”
Nechť f ∈ AC(I). Pak pro každé ε > 0 najdeme δ > 0 tak, že pro každý ko-
nečný po dvou disjunktní systém {(ai, bi)} ⊂ I takový, že

∑n
i=1 bi − ai < δ platí∑n

i=1 |f(bi)− f(ai)| < ε. Pak máme:

∣∣ n∑
i=1

f(bi)− f(ai)
∣∣≤ n∑

i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε.

”⇐” Nechť ε > 0, pak najdeme δ > 0 tak, že pro každý konečný po dvou
disjunktní systém {(ai, bi)} ⊂ I takový, že

∑n
i=1 bi − ai < δ platí

∣∣ n∑
i=1

f(bi)− f(ai)
∣∣< ε

2
. (2.1)

Nechť I je množina indexů i ∈ {1, . . . , n}, pro ktere platí f(bi) − f(ai) ≥ 0.
Nechť J je množina indexů i ∈ {1, . . . , n}, pro které platí f(bi)−f(ai) < 0. Zjevně
platí I ∪ J = {1, . . . , n}. Potom z (2.1) máme∑

i∈I

|f(bi)− f(ai)| =
∑
i∈I

f(bi)− f(ai) <
ε

2

a ∑
i∈J

|f(bi)− f(ai)| = −
n∑
i∈J

f(bi)− f(ai) <
ε

2
.

Pak dostáváme

n∑
i=1

∣∣f(bi)− f(ai)
∣∣ ≤∑

i∈I

|f(bi)− f(ai)|+
∑
i∈J

|f(bi)− f(ai)|

<
ε

2
+
ε

2
= ε,

a tedy f ∈ AC(I).

11



Lemma 2.5. Nechť I ⊂ R je interval a f :I → R. Pak platí:
1. f je lipschitzovská na I ⇒ f ∈ AC(I).
2. f je diferencovatelná na I a existuje K > 0 tak, že platí |f ′| < K na I ⇒
f ∈ AC(I).

Důkaz. 1. Nechť ε > 0 a položme δ = ε
K

, kde K je lipschitzovská konstanta funkce
f . Nechť {(ai, bi)}ni=1 ∈ I je systém disjunktních intervalů takový, že

∑n
i=1 bi−ai <

δ. Potom máme
n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| ≤ K
n∑
i=1

|bi − ai| ≤ Kδ =
Kε

K
= ε.

2. Uvědomme si, že f je lipschitzovská, neboť podle Lagrangeovy věty platí

|f(x)− f(y)| ≤ sup
ξ∈I
{|f ′(ξ)|}|x− y|, x, y ∈ I.

Z 1. potom dostávame tvrzení lemmatu.

Lemma 2.6. Nechť I ⊂ R je uzavřený, omezený interval a f ∈ AC(I). Pak platí
f ∈ BV (I).

Důkaz. Položme ε = 1. Pak existuje δ > 0 tak, že pro každý konečný systém
podintervalů, pro který platí

{(ai, bi)}ni=1, (ai, bi) ⊂ I, i = 1, . . . , n; (ai, bi) ∩ (aj, bj) = ∅ pro i 6= j

a
n∑
i=1

bi − ai < δ,

platí
n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < 1.

Položme n =
[

2(b−a)
δ

]
. Zvolme D dělení intervalu I jako

D = {a+ i
b− a
n

, i = 1, . . . , n}.

Protože b−a
n

< δ, platí var(f, [xi, xi+1]) < 1, kde xi jsou dělící body příslušné
dělení D. Potom podle Poznámky 1.3 c) platí

var(f, [a, b]) =
n∑
i=1

var(f, [xi−1, xi]) < n <
2(b− a)

δ
<∞.

Důsledek 2.7. Nechť I ⊂ R a f ∈ ACloc(I). Pak existuje f ′ s.v. .

Poznámka 2.8. Z lemmatu plyne AC(I) ⊂ C(I) ∩ BV(I), pro I omezený interval,
ale neplatí rovnost. Protipříkladem je opět Cantorova funkce.

Pokud I ⊂ R je neomezený interval, pak tvrzení lemmatu neplatí. Protipříkla-
dem je napřiklad fce f(x) = x na I = (0,∞). Funkce f je na I 1-lipschitzovská
funkce (a tedy f ∈ AC(I)), ale f nemá omezenou variaci, neboť var(f,I) = ∞.
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Lemma 2.9. Nechť I ⊂ R je omezený, uzavřený interval. Pak pro f1, f2 ∈ AC(I)
a c1, c2 ∈ R platí c1f1 + c2f2 ∈ AC(I) a f1f2 ∈ AC(I). Navíc, je-li f ∈ AC(I) a
platí-li pro všechna x ∈ [a, b], f(x) > 0, pak 1

f
∈ AC(I).

Důkaz. Nechť ε > 0. Najdeme δ > 0 tak, že pro libovolný konečný disjunktní
systém

{(ai, bi)}ni=1, (ai, bi) ⊂ [a, b], i = 1, . . . , n

takový, že
∑n

i=1 bi−ai < δ platí
∑n

i=1 |fj(bi)−fj(ai)| < ε, j = 1, 2. Potom máme:

n∑
i=1

|(c1f1 + c2f2)(bi)− (c1f1 + c2f2)(ai)| =

=
n∑
i=1

|c1f1(bi)− c1f1(ai) + c2f2(bi)− c2f2(ai)|

≤ |c1|
n∑
i=1

|f1(bi)− f1(ai)|+ |c2|
n∑
i=1

|f2(bi)− f2(ai)|

≤ |c1|ε+ |c2|ε.

A tedy i c1f1 + c2f2 ∈ AC(I).
Dále

n∑
i=1

|f1(bi)f2(bi)− f1(ai)f2(ai)| ≤
n∑
i=1

|f1(bi)(f2(bi)− f2(ai))|

+
n∑
i=1

|f2(ai)(f1(bi) + f1(ai))|

≤ sup
x∈I
{|f1(x)|}ε+ sup

x∈I
{|f2(x)|}ε < 4cε,

kde c = maxi=1,2 supx∈I{|fi(x)|}. Suprém v maximu je nabyto, protože fi, i = 1, 2
jsou spojité funkce na kompaktu. A tedy f1f2 ∈ AC(I).

Dále nechť m = infx∈I{|f(x)|}. Infíma je nabyto, neboť f je spojitá na kom-
paktním I ⊂ R. Máme tedy

n∑
i=1

∣∣∣ 1

f(bi)
− 1

f(ai)

∣∣∣= n∑
i=1

∣∣∣f(ai)− f(bi)

f(ai)f(bi)

∣∣∣≤ 1

m2

n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| ≤
1

m2
ε,

a tedy 1
f
∈ AC(I).

Poznámka 2.10. Pokud I ⊂ R je pouze omezený interval a nikoliv uzavřený,
pak pro f > 0 nemusí platit, že 1

f
∈ AC(I). Položme I = (0, 1) a f(x) = x.

Pak f ∈ AC(I), neboť f je 1-lipschitzovská funkce, ale 1
f
/∈ AC(I), neboť 1

f
není

stejnoměrně spojitá.

Lemma 2.11. Nechť I = [a, b] ⊂ R a f ∈ AC(I). Pak V (f ; a, x) ∈ AC(I).

Důkaz. Důkaz je převzat z [4, str. 68] a doplněn detaily.
Nechť ε > 0 je libovolné, k němu najdeme δ > 0 z definice absolutní spojitosti f .
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Nechť {(ai, bi)}ni=1, (ai, bi) ⊂ [a, b], (aibi) ∩ (aj, bj) = ∅, i 6= j a
∑n

i=1 bi − ai < δ.
Pro všechna i = 1, . . . , n najdeme Di dělení intervalu (ai, bi)

Di = {ai = x1
i ≤ x1

i ≤ · · · ≤ xkii = bi}

takové, že

V (f ; ai, bi) <

ki∑
j=1

|f(bji )− f(aji )|+
ε

n
.

Potom
n∑
i=1

ki∑
j=1

xj+1
i − xji =

n∑
i=1

bi − ai < δ,

a tedy
n∑
i=1

ki∑
j=1

|f(bji )− f(aji )| < ε.

Pak podle Poznámky 1.3 c) máme

n∑
i=1

|V (f ; a, ai)− V (f ; a, bi)| =

=
n∑
i=1

|V (f ; ai, bi)| ≤
n∑
i=1

( ki∑
j=1

|f(aji )− f(bji )|
)

+
ε

n
=

=
( n∑
i=1

ki∑
j=1

|f(aji )− f(bji )|
)

+ ε < 2ε.

Důsledek 2.12. Nechť I ⊂ R a f ∈ AC(I). Pak existují f1, f2 ∈ AC(I) nekle-
sající tak, že f(x) = f1(x)− f2(x), x ∈ I.

Důkaz. Z Jordanovy věty víme, že f je rozdílem dvou neklesajících funkcí a z
jejího důkazu víme, že můžeme volit f1(x) = V (f ; a, x) a f2 = (V (f ; a, x)−f(x)).
Podle Lemmatu 1.22 platí V (f ; a, x) ∈ AC(I) a podle Lemmatu 1.20 je rozdíl
dvou absolutně spojitých funkcí absolutně spojitá funkce
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3. Vztah AC a BV funkcí na R
Důkazy tvrzení 3.3, 3.4, 3.6 a 3.10 jsou převzaty z [3, str. 77 - 81] a doplněny
detaily. Důkaz tvrzení 3.8 je z [4, str. 70 - 71].

Definice 3.1. Nechť E ⊂ R je měřitelná a u : E → R je měřitelná funkce. Pak
řekneme, že u je ekviintegrovatelná, pokud pro každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že
pro všechny F ⊂ E, λ(F ) < δ, platí∫

F

|u|dλ < ε.

Poznámka 3.2. Nechť E ⊂ R je měřitelná a u ∈ Lp(E), kde p ∈ [1,∞). Pak u
je ekviintegrovatelná, neboť Lebesgueův integrál je absolutně spojitý. Viz [4, str.
72].

Pokud u ∈ L1
loc(E), pak u nemusí být ekviintegrovatelná. Položme E = (0, 1)

a u(x) = 1
x
. Funkce u je zjevně měritelná (protože je spojitá) a lokálně integro-

vatelná, ale pokud za množinu F budeme volit F = (0, δ), 0 < δ < 1, pak platí
λ(F ) ≤ δ a ∫

F

|u|dλ =

δ∫
0

|u(x)|dx =∞,

a tedy u není ekviintegrovatelná.

Lemma 3.3. Nechť I ⊂ R je interval a f : I → R. Nechť existuje E ⊂ I a
M ≥ 0 tak, že f je diferencovatelná pro všechna x ∈ E a |f ′(x)| ≤M . Potom

λ(f(E)) ≤Mλ(E)

Důkaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že E ⊂ I0. Nechť ε > 0 a pro
každé n ∈ N položme

En = {x ∈ E : pro všechnyJ ⊂ I, J interval, 0 < λ(J) <
1

n
, a x ∈ J,

platí, že λ(f(J)) < (M + ε)λ(J)}.

Je zřejmé, že En ⊂ E a En ⊂ En+1. Chceme dokázat, že E =
∞⋃
n=1

En.

Protože En ⊂ E, stačí ukázat, že pro x ∈ E existuje n ∈ N tak, že x ∈ En.
Zvolme x ∈ E libovolné pevné. Protože |f ′(x)| < M a

f ′(x) = lim
y→x

f(y)− f(x)

y − x
,

existuje δ > 0 takové, že |f(y)−f(x)| < (M+ε)|y−x|, pro všechna y ∈ I takové,
že |y − x| < δ. Nechť y, y′ ∈ I a |y − y′| < δ a y < x < y′. Potom

|f(y)− f(y′)| ≤ |f(y)− f(x)|+ |f(x)− f(y′)| ≤
≤ (M + ε)(y − x) + (M + ε)(x− y′) = (M + ε)(y − y′).

Tedy x ∈ En pro n > 1
δ
.
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Nyní zvolme n ∈ N pevné a chceme dokázat, že

λ(f(En)) < (M + ε)(λ(En) + ε).

Protože λ je Radonova míra, najdeme otevřenou množinu Un, En ⊂ Un, tak, že
platí

λ(Un) ≤ λ(En) + ε.

Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že Un ⊂ I. Z věty o charakterizaci ote-
vřené množiny v R a pokrytím jednotlivých otevřených intervalů disjunktními
otevřenými intervaly délky nejvýše 1

n
dostáváme, že

Un =
∞⋃
k=1

Jkn ∪N,

kde Jkn jsou otevřené disjuktní intervaly pro které platí

0 < λ(Jkn) <
1

n
,

a N je nejvýše spočetná množina, a tedy λ(f(N)) = 0. Položme

I = {k : Jkn ∩ En 6= ∅}.

Všiměme si, že z definice En platí pro k ∈ I

λ(f(Jkn)) ≤ (M + ε)λ(Jkn),

a tedy

λ(f(En)) ≤ λ(
⋃
k∈I

f(Jkn)) ≤
∑
k∈I

λ(f(Jkn)) ≤

≤ (M + ε)
∑
k∈I

λ(Jkn) ≤ (M + ε)λ(
⋃
k∈N

Jkn) = (M + ε)λ(Un) ≤

≤ (M + ε)(λ(En) + ε).

(3.1)

Protože λ je Radonova míra a En ⊂ En+1 platí, že

λ(E) = lim
n→∞

λ(En),

a protože f(En) jdou zdola monotonně k f(E) platí

λ(f(E)) = lim
n→∞

λ(f(En)).

Limitním přechodem v (3.1) dostaneme

λ(f(E)) ≤ (M + ε)(λ(E) + ε).

Nyní nechť ε→ 0+ a dostáváme tvrzení Lemmatu.
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Důsledek 3.4. Nechť I ⊂ R je interval a f : I → R. Nechť existuje E ⊂ R tak, že
f je diferencovatelná pro všechna x ∈ E. Nechť platí alespoň jedna z následujícich
podmínek
(i) λ(E) = 0,
(ii)f ′(x) = 0 pro x ∈ E.
Pak λ(f(E)) = 0.

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že λ(E) = 0. Pak po každé n ∈ N položme
En = {x ∈ E : |f ′(x)| < n}. Z diferencovatelnosti f je zřejmé, že platí

E =
⋃
n∈N

En.

Pak ovšem máme z předchozího Lemmatu

λ(f(E)) = λ(f(
⋃
n∈N

En)) ≤
∑
n∈N

λ(f(En)) ≤
∑
n∈N

nλ(En) = 0.

Nechť f ′(x) = 0, pro všechna x ∈ E. Pak můžeme volit M = 0 a položme pro
k ∈ N, Ek = E ∩ [−k, k]. Triviálně E =

⋃
Ek a použitím předchozího Lemmatu

dostáváme

λ(f(E)) = λ(f(
⋃
k∈N

Ek)) ≤
∑
k∈N

λ(f(Ek)) ≤
∑
k∈N

0λ(Ek) = 0.

Poznámka 3.5. Povšiměme si, že Cantorova funkce C(x) zobrazuje množinu
míry 1 na množinu míry nula, neboť λ([0, 1] \ C) = 1 a C(x) je lokálně konstatní
na [0, 1] \ C a C([0, 1] \ C) je spočetná a má nulovou míru. Tedy λ(C(C)) = 1,
protože C(x) je Darbouxovská funkce a zobrazuje interval [0, 1] na interval [0, 1].

Lemma 3.6. Nechť I ⊂ R je interval a f : I → R je měřitelná. Nechť f je
diferencovatelná na měřitelné množině E ⊂ I. Potom

λ(f(E)) ≤
∫
E

|f ′(x)|dx.

Důkaz. Lemma dokážeme v několika krocích.
1. Měřitelnost f(E).

Z vlastností měřitelných množin lze psát E jako

E =
⋃
n

Kn ∪ E0,

kde Kn jsou kompaktní a λ(E0) = 0 (viz [4, str. 48]). Podle Důsledku 3.4 platí,
že λ(f(E0)) = 0. Dále f(Kn) jsou kompaktní, neboť f je spojitá (z diferencova-
telnosti) a spojitý obraz kompaktu je kompaktní, a tedy f(Kn) jsou měřitelné.
Tedy f(E) =

⋃
n f(Kn) ∪ f(E0) je měřitelná.

2. Předpokládejme, že λ(E) <∞.
Zvolme libovolné pevné n ∈ N. Pro každé k ∈ N položme

Ek
n =

{
x ∈ E :

k − 1

2n
≤ |f ′(x)| < k

2n

}
.
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Pozorujeme, že Ek
n jsou po dvou disjunktní množiny. Pak platí

E =
∞⋃
k=1

Ek
n

a použitím Lemmatu 1.25 máme

λ(f(E)) = λ
( ∞⋃
k=1

f
(
Ek
n

))
≤

∞∑
k=1

λ
(
f(Ek

n)
)

≤
∞∑
k=1

k

2n
λ(Ek

n) =
n∑
k=1

k − 1

2n
λ(Ek

n) +
1

2n

∞∑
k=1

λ(Ek
n)

≤
∞∑
k=1

∫
Ek

n

|f ′(x)|dx+
1

2n
λ(E) ≤

∫
E

|f ′(x)|dx+
1

2n
λ(E).

Limitním přechodem pro n→∞ dostáváme tvrzení.
3. Nyní předpokládejme, že λ(E) =∞.

Položme
Ek = E ∩ (k, k + 1].

Pak použitím předchozího bodu máme

λ(f(E)) = λ

(
f
( ∞⋃
k=−∞

Ek

))
≤

∞∑
k=−∞

λ(f(Ek))

≤
∞∑

k=−∞

∫
Ek

|f ′(x)|dx =

∫
E

|f ′(x)|dx.

Důsledek 3.7. Nechť [a, b] ⊂ R. Nechť f : [a, b] → R je spojitá a má všude
derivaci na [a, b]. Pak platí

|f(b)− f(a)| ≤ λ(f([a, b])) ≤
b∫

a

|f ′(x)|dx.

Lemma 3.8. Nechť [a, b] ⊂ R a f : [a, b]→ R je neklesající. Potom platí

b∫
a

f ′(x)dx ≤ f(b)− f(a).

Důkaz. Dodefinujeme f pro x > b jako f(b) = f(x) a pro x < a jako f(x) = f(a).
Potom pro k ∈ N definujeme funkce fk jako

fk(x) = k
(
f(x+

1

k
)− f(x)

)
=
f(x+ 1

k
)− f(x)
1
k

, x ∈ [a, b].
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Funkce fk jsou měřitelné, neboť f je měřitelná, a nezáporné na [a, b] a podle Věty
1.6 platí pro skoro všechna x ∈ [a, b]

lim
k→∞

fk(x) = f ′(x).

Potom dle Fatouova lemmatu a lineární substituce máme

b∫
a

f ′(x)dx =

b∫
a

lim
k→∞

fk(x)dx ≤ lim inf
k→∞

b∫
a

fk(x)dx

= lim inf
k→∞

k

b∫
a

(
f(x+

1

k
)− f(x)

)
dx

= lim inf
k→∞

k
( b+ 1

k∫
a+ 1

k

f(x)−
b∫

a

f(x)
)
dx.

Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že a+ 1
k
< b, a máme

lim inf
k→∞

k
( b+ 1

k∫
a+ 1

k

f(x)−
b∫

a

f(x)
)
dx = lim inf

k→∞
k
( b+ 1

k∫
b

f(x)−

a+ 1
k∫

a

f(x)
)
dx.

Protože f je konstantní na [b, b+ 1
k
] máme

lim inf
k→∞

k
( b+ 1

k∫
b

f(x)−

a+ 1
k∫

a

f(x)
)
dx = lim inf

k→∞
k
f(b)

k
− k

a+ 1
k∫

a

f(x)dx

Nakonec, protože f je neklesající platí

lim inf
k→∞

k
f(b)

k
−

a+ 1
k∫

a

f(x)dx ≤ lim inf
k→∞

(
f(b)− kf(a)

k

)
= f(b)− f(a).

Důsledek 3.9. Nechť [a, b] ⊂ R a f ∈ BV ([a, b]). Potom f ′ ∈ L1([a, b]).

Důkaz. Podle Jordanovy věty platí f = f1 − f2, kde f1, f2 jsou neklesající. Tedy

b∫
a

|f ′(x)|dx =

b∫
a

|f ′1(x)− f ′2(x)|dx ≤
b∫

a

|f ′1(x)|dx+

b∫
a

|f ′2(x)|dx

≤ |f1(b)− f1(a)|+ |f2(b)− f2(a)| <∞.

Tedy f ′ ∈ L1([a, b]).

19



Věta 3.10 (Luzinova N-podmínka). Nechť I ⊂ R je interval. Funkce f : I → R
je lokálně absolutně spojitá právě tehdy, když jsou splněny všechny následující
podmínky
(i) f je spojitá na I,
(ii) f má derivaci s.v na I a f ′ ∈ L1

loc(I),
(iii) f zobrazuje množinu míry nula na množinu míry nula neboli, pro každou
N ⊂ I takovou, že λ(N) = 0 platí λ(f(N)) = 0.
Podmínka (iii) se nazýva Luzinova N-podmínka.

Důkaz. ”⇐”
Nechť [a, b] ⊂ I. Nechť {(ak, bk)}nk=1 je systém intevalů, pro který platí (ak, bk) ⊂
I, k = 1, . . . n, (ak, bk) ∩ (ai, bi) = ∅, k 6= i. Položme

Ek = {x ∈ (ak, bk) : f ′(x) existuje}.

Protože f je s.v. diferencovatelná, platí

λ((ak, bk) \ Ek) = 0,

a protože f zobrazuje množiny míry 0 na množiny míry 0 platí

λ(f((ak, bk) \ Ek)) = 0.

Protože f je spojitá a tedy Darbouxovská, f nabývá všechny hodnoty mezi f(ak)
a f(bk). Tedy otevřený interval s krajními hodnotami f(ak) a f(bk) je podmnožina
f((ak, bk)). Tedy podle Lemmatu 3.6 platí

n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| ≤
n∑
k=1

λ(f((ak, bk))) ≤
n∑
k=1

λ(f(Ek))

≤
n∑
k=1

∫
Ek

|f ′(x)|dx =
n∑
k=1

bk∫
ak

|f ′(x)|dx.
(3.2)

Protože f ′(x) je integrovatelná na [ak, bk], je i ekviintegrovatelná. Tedy zvolíme-li
ε > 0, existuje δ > 0 takové, že pro

∑n
k=1(bk − ak) < δ platí

n∑
k=1

bk∫
ak

|f ′(x)|dx < ε.

Dohromady s (3.2) dostaneme f ∈ AC([a, b]).
”⇒”
Nechť f ∈ ACloc(I). Zvolme [a, b] ⊂ I libovolně. Funkce f je zřejmě spojitá.
Funkce f má podle Důsledku 2.7 derivaci skoro všude a podle Důsledku 3.9 a
Lemmatu 2.6 platí f ′ ∈ L1([a, b]). Stačí dokázat, že f zobrazuje množiny míry
nula na množinu míry nula.

Zvolme F ⊂ [a, b], λ(F ) = 0 a ε > 0 libovolně. K ε najdeme z definice
absolutní spojitosti δ > 0. Protože λ je regulární míra, existuje A ⊂ [a, b] otevřená
taková, že F ⊂ A a λ(A) < δ. Množinu A můžeme podle věty o charakterizaci
otevřené množiny psát jako

A =
∞⋃
k=1

Ik,
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kde Ik jsou otevřené, po dvou disjunktní intervaly. Položme Jk = Ik ∩ [a, b].
Protože f je spojitá, můžeme najít ak, bk ∈ Jk takové, že platí

f(ak) = inf
x∈Jk
{f(x)} a f(bk) = sup

x∈Jk
{f(x)}.

Tedy f(Jk) = [f(ak), f(bk)]. Protože λ(A) < δ platí, že
∑

k(bk − ak) < δ, a tedy
z absolutní spojistosti f máme∑

k

|f(bk)− f(ak)| < ε.

Tedy máme

λ(f(F )) ≤ λ(f(A ∩ [a, b])) ≤
∑
k

λ(f(Jk)) ≤
∑
k

λ(f(Jk))

≤
∑
k

λ([f(ak), f(bk)]) =
∑
k

|f(bk)− f(ak)| < ε.

Protože ε > 0 bylo voleno libovolně, platí λ(f(F )) = 0.

Poznámka 3.11. Množiny Ek v první části důkazu Luzinovy N-podmínky jsou
Borelovské a věta platí, i pokud f zobrazuje Borelovské množiny míry nula na
množiny míry nula.

Věta 3.12 (Vztah AC a BV funkcí na R). Nechť I ⊂ R je interval. Funkce
f : I → R je lokálně absolutně spojitá právě tehdy, když jsou splněny všechny
následující podmínky:
(i) f je spojitá na I,
(ii) f ∈ BVloc(I),
(iii) f zobrazuje množinu míry nula na množinu míry nula neboli, pro každou
N ⊂ I takovou, že λ(N) = 0, platí λ(f(N)) = 0.

Důkaz. ”⇒ ”
Nechť f ∈ ACloc(I). Potom f je zřejmě spojitá a podle Lemmatu 2.6 f ∈

BVloc(I). Nakonec podle Věty 3.10 f zobrazuje množinu míry nula na množinu
míry nula.
”⇐ ”

Nechť f splňuje podmínky (i) − (iii). Potom podle Věty 3.10 stačí dokázat,
že f má derivaci skoro všude a f ′ ∈ L1

loc(I). Podle Lemmatu 1.7 má f derivaci
s.v a podle Důsledku 3.9 f ′ ∈ L1

loc(I) .

Důsledek 3.13. Cantorova funkce není absolutně spojitá.

Důkaz. Podle Poznámky 3.5 víme, že C(x) zobrazuje Cantorovo diskontinuum,
což je množina míry 0, na množinu míry 1. Tedy podle předchozí věty C(x) není
absolutně spojitá.

Věta 3.14 (Základní věta kalkulu pro Lebesgueův integrál). Nechť [a, b] ⊂ R.
Nechť f : [a, b]→ R a f ∈ AC([a, b]). Potom platí

f(x)− f(a) =

x∫
a

f ′(t)dt.
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Důkaz. Z Důsledku 2.12 víme, že f = f1 − f2, kde f1, f2 ∈ AC([a, b]) a f1, f2

jsou neklesající. Speciálně platí f ′ = f ′1 − f ′2 s.v. a platí f ′1, f
′
2 ≥ 0. Označme

E = {x ∈ [a, b] : f ′(x) existuje. Potom λ([a, b] \ E) = 0, a tedy podle Věty 3.10
platí

λ(f([a, b] \ E)) = 0.

Podobně platí λ(f1([a, b] \ E)) = 0. Je tedy možno použit Lemma 3.6, neboť

λ(f1([a, x])) = f1(x)− f1(a) ≥ 0

a f ′1 ≥ 0, a tedy platí

f1(x)− f1(a) ≤
x∫
a

f ′1(t)dt.

Potom pro f1 platí s použitím Lemmatu 3.8

f1(x)− f1(a) =

b∫
a

f ′1(t)dt. (3.3)

Analogicky platí (3.3) pro f2. Tedy pro f platí

f(x)− f(a) = f1(x)− f1(a)− (f2(x)− f2(a))

=

x∫
a

f ′1(t)dt−
x∫
a

f ′2(t)dt =

x∫
a

f ′(t)dt.
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4. Vztah AC a BV funkcí v Rn

Definice 4.1. Nechť Ω ⊂ Rn, f : Ω→ Rm a A ⊂ Ω. Definujeme oscAf jako

oscAf = diam(f(A)).

Definice 4.2. Nechť Ω ⊂ Rn je otevřená množina a 0 < α ≤ 1. Nechť A ⊂ Ω je
otevřená a f : Ω→ Rm. Definujeme V α

n jako

V n
α (f, A) = sup{

∑
i

(oscB(xi,αri)f)n :

{B(xi, ri)} je systém po dvou disjuktních koulí v A}.

Řekneme, že f má omezenou n, α-variaci na Ω (značíme f ∈ BV n
α (Ω)) právě

tehdy, když V n
α (f,Ω) <∞.

Definice 4.3. Nechť Ω ⊂ Rn je otevřená množina a 0 < α ≤ 1. Nechť f : Ω →
Rn. Řekneme, že f je n, α-absolutně spojítá právě tehdy, když pro každé ε > 0
existuje δ > 0 takové, že pro libovolný konečný disjunktní systém koulí v Ω, pro
který ∑

i

λn(B(xi, ri)) < δ

platí ∑
i

(oscB(xi,αri)f)n < ε.

Prostor všech n, α-absolutně spojitých funkcí v BV n
α (Ω) značíme ACn

α(Ω).

Definice 4.4. Nechť Ω ⊂ Rn a f : Ω→ Rm. Řekneme, že funkce f splňuje RRα-
podmínku (Rado-Reichelderfer), pokud existuje funkce g ∈ L1(Ω) (g nazýváme
váha) taková, že platí

(oscB(x,αr)f)n ≤
∫
B(x,r)

gdλn,

pro každou kouli B(x, r) ⊂ Ω.

Definice 4.5. Nechť Ω ⊂ Rn a f : Ω → Rm. Řekneme, že funkce f splňuje
RR?

α-podmínku (Rado-Reichelderfer), pokud existuje konečná Borelovská míra µ
taková, že platí

(oscB(x,αr)f)n ≤ µ(B(x, r)),

pro každou kouli B(x, r) ⊂ Ω.

Věta 4.6. Nechť Ω ⊂ Rn a 0 < α1 < α2 < 1 a f : Ω→ Rm.
(i) f je n, α1-absolutně spojitá, právě když f je n, α2-absolutně spojitá.
(ii) BV n

α1
(Ω) = BV n

α2
(Ω).

(iii) ACn
α1

(Ω) = ACn
α2

(Ω).

Věta 4.7. Nechť Ω ⊂ Rn je otevřená a 0 < α ≤ 1. Potom platí RRα(Ω) =
ACn

α(Ω).
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Věta 4.8. Nechť Ω ⊂ Rn je otevřená a 0 < α ≤ 1. Potom platí RR?
α(Ω) =

BV n
α (Ω).

Důkazy Vět 4.6 až 4.8 lze najít v [2] a pro α = 1 v [1]
Následující věta ukazuje, že přímá analogie Věty 3.12 neplatí ve vyšší dimenzi.

Věta 4.9. Existuje funkce f : [0, 1]2 → R2, pro kterou plati:
(i) f je spojitá.
(ii) f ∈ BV 2

1 ([0, 1]2,R2).
(iii) f zobrazuje množiny míry nula na množiny míry nula.
(iv) f /∈ AC2

1([0, 1]2,R2).

Důkaz. Podle [1, str.10, Theorem 5 ] existuje spojitá funkce g : [0, 1]2 → R taková,
že g ∈ BV 2

1 ([0, 1]2), ale g /∈ AC2
1([0, 1]2). Položme f(x, y) = (g(x, y), 0). Potom f

zobrazuje [0, 1]2 na úšečku, a tedy platí (iii). Zbylé vlastnosti se snadno ověří.

Mohla by však platit následující hypotéza.

Hypotéza 4.10. Nechť Ω ⊂ Rn a f : Ω → Rm. Nechť 0 < α ≤ 1. Pak f ∈
ACn

α(Ω) právě tehdy, když platí následující podmínky:
(i) f ∈ BV n

α (Ω).
(ii) Existuje k ∈ N tak, že pro každou E ⊂ Ω, λn(E) = 0, platí: Pro každé
ε > 0 existují systémy po dvou disjunktních koulí {Bj(xi, ri)}i, pro j = 1, . . . , k
a Bj

i = Bj(xi, ri) ⊂ Ω takové, že E ⊂
⋃
i,j B

j
i , a platí

∑
i,j(oscBj(xi,αri)f)n < ε.

Ukážeme, že hypotéza plati v jedné dimenzi.

Věta 4.11 (Besicovitch). Existuje M ∈ N závisející pouze na dimenzi n s ná-
sledující vlastností: Je-li r omezená, kladná funkce na E ⊂ Rn, potom existují
množiny A1, . . . , AM ⊂ E takové, že

E ⊂
M⋃
i=1

⋃
x∈Ai

B(x, r(x))

a pro každé i = 1, . . . ,M je systém koulí {B(x, r(x)) : x ∈ Ai} po dvou disjunktní.

Věta 4.12. Nechť I ⊂ R je interval a f : I → R. Pak f ∈ ACn
loc(I) právě tehdy,

když platí následující podmínky:
(i) f ∈ BV n

loc(I).
(ii) Existuje k ∈ N tak, že pro každou E ⊂ I, λ(E) = 0, platí: Pro každé ε > 0
existují systémy po dvou disjunktních koulí {Bj(xi, ri)}i, pro j = 1, . . . , k a Bj

i =
Bj(xi, ri) ⊂ I takové, že E ⊂

⋃
i,j B

j
i , a platí

∑
i,j(oscBj(xi,ri))

nf < ε.

Důkaz. ” ⇒ ” Z Lemmatu 2.6 víme, že f ∈ BVloc(I). Stačí dokázat, že pro
každou N ⊂ I, λ(N) = 0 platí (ii). Nechť {Bj(xi, ri)}∞i=1 je systém koulí z
Besicovitchovy věty tak, že N ⊂

⋃
i,j B

j(xi, ri). Označme ai = argminB(xi,ri)
f a

bi = argmaxB(xi,ri)
f . Potom podle Věty 3.14 platí

oscB(xi,ri)f = |f(bi)− f(ai)| ≤
∫
B(xi,ri)

|f ′|dλ.
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Tedy máme ∑
i,j

oscBj(xi,ri)f ≤
∑
i,j

∫
Bj(xi,ri)

|f ′|dλ. (4.1)

Nechť ε > 0. Z ekviintegrovatelnosti |f ′| najdeme δ > 0. Pro všechna j = 1, . . . ,M∑
i λ(Bj(xi, ri)) < δ a tedy platí∑

i

∫
Bj(xi,ri)

|f ′|dλ =

∫
⋃

iB
j
i

|f ′| < ε.

Z (4.1) dostáváme ∑
i,j

oscBj(xi,ri)f < Mε.

”⇐ ” Podle Věty 3.12 stačí dokázat, že f je spojitá a splňuje N-podmínku.
1. f je spojitá.

Nechť ε > 0. Nechť x ∈ I je libovolné. Položme E = {x}. Zjevně λ(E) = 0. Pak
z (ii) existuje pokrytí E koulemi {Bj(xi, ri)}i tak, že

∑
i,j oscBj(xi,ri)f < ε. Pak

existuje i takové, že x ∈ Bj(xi, ri). Tedy platí

oscBj(xi,ri)f < ε.

Toto implikuje spojitost f .
2. f zobrazuje množiny míry nula na množiny míry nula.

Nechť N ⊂ I a λ(N) = 0. Nechť ε > 0. Potom existuje pokrytí mnoźiny N
koulemi {Bj(xi, ri)}i,j tak, že ∑

i,j

oscB(xi,ri)f < ε.

Množina f(N) je měřitelná (plyne ze spojitosti) a platí

λ(f(N)) ≤
∑
i,j

oscBj(xi,ri)f.

Tedy λ(f(N)) < ε. Limitním přechodem ε→ 0+ dostaneme λ(f(N)) = 0.

Nyní ukážeme, proč by hypotéza mohla platit ve vyšší dimenzi.
Implikace ”⇒” platí a její důkaz naznačíme.
Z definice ACn

α(Ω) víme, že ACn
α(Ω) ⊂ BV n

α (Ω). Tedy stačí dokázat druhou část
tvrzení. Nechť ε > 0 je libovolné. Nechť E ⊂ Ω a λn(E) = 0. Z věty 4.7 víme, že
existuje funkce g ∈ L1(Ω) taková, že pro libovolnou kouli Bi = B(xi, ri) ⊂ Ω platí

(oscB(xi,αri)f)n ≤
∫
B(xi,ri)

gdλn.

Potom pro libovolný systém koulí platí∑
i

(oscB(xi,αri)f)n ≤
∑
i

∫
B(xi,ri)

gdλn. (4.2)

Z ekviintegrovatelnosti |g| najdeme δ > 0 takové, že pro F ⊂ Ω, λn(F ) < δ platí∫
F

|g|dλn < ε.
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Z Besicovitchovy věty najdeme pokrytí E koulemi {Bj(xi, ri)} takové, že platí
E ⊂

⋃
i,j B

j
i a pro všechna j = 1, . . . ,M platí λn(

⋃
iB

j
i ) < δ. Potom z předpokladu

disjuktnosti pro všechna j = 1, . . . ,M platí∑
i

∫
Bj(xi,ri)

|g|dλn =

∫
⋃

iB
j(xi,ri)

|g|dλn < ε.

Tedy z (4.2) máme ∑
i,j

(oscBj(xi,αri)f)n < Mε.

Implikace ”⇐” je obtížnejší a její platnost nevíme. Naznačíme však některé
myšlenky, které naznačují její platnost.
Protože f ∈ BV n

α (Ω), víme podle Věty 4.8, že existuje borelovská míra µ taková,
že pro libovolnou kouli B(x, r) ⊂ Ω platí

(oscB(x,αr)f)n ≤ µ(B(x, r)).

Pro dokončení důkazu by stačilo dokázat, že µ je absolutně spojitá vůči Lebesgueo-
vě míře na Rn. Pak totiž podle Radon-Nikodýmovy věty existuje funkce g ∈ L1(Ω)
taková, že pro A ⊂ Ω platí

µ(A) =

∫
A

gdλn,

a tedy platí

(oscB(x,αr)f) n ≤
∫
B(x,r)

gdλn.

Toto by ukázalo f ∈ RRα(Ω) a podle Věty 4.7 f ∈ ACn
α(Ω). Pro důkaz absolutní

spojitosti µ by se mohl hodit právě předpoklad (ii).
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