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Uvod

Pojistovny v Ceské republice pouzivaji ke stanoveni vyse pojistného v automo-
bilovém pojisténi segmentaci na zakladé apriorni informace o klientech, a nasledné
systém slev (bonust) a prirdzek (malust) na apriornim (zakladnim) pojistném,
zohlednujici skodnf historii kazdého tidice. Bonus-malus systém (BMS) se pouziva
zejména v pojisténi odpovédnosti za Skodu zpusobenou provozem vozidla, bézné
nazyvaném jako povinné ruceni. Kazdy vlastnik motorového vozidla, ktery jej
chce provozovat na pozemnich komunikacich v Ceské republice, musi mit toto
pojisténi sjedndno ze zakona, ale mize si vybrat, u jaké pojistovny z téch, které
ho nabizi, povinné ruéeni uzavie. Naopak pojistovna je ze zdkona povinna zo-
hlednit predchazejici bezeskodni prubéh klienta.

Cesky trh v oblasti povinného ruéeni v soucasnosti zaznamenavé pomérné
silny konkurencni boj o zakazniky, apriorni klasifikace i bonus-malus systémy
se lisi pojistovna od pojistovny. Ucelem pouziti aposteriorni rizikové klasifikace
v podobé bonus-malus systému spoleéné s apriornim segmentovanim klientu je
vytvoreni co nejhomogenéjsitho pojistného kmene a stanoveni pojistného, které
bude adekvatné odpovidat skutecnému rizikovému profilu kazdého tidice, tj. jeho
aktualni ocekavané roc¢ni Skodni frekvenci. Kromé lepsiho ohodnoceni individudl-
niho rizika mé bonus-malus systém slouzit i k nabadani k bezpecnéjsi jizdé a také
k odrazeni fidi¢u od hlaseni skod malého rozsahu.

Bonus-malus systém se skladd z urcitého poctu tiid (stupnu, trovni) rela-
tivnich sazeb pojistného (bonus-malus sazeb), kdy se klient kazdy rok zafadi
do jedné z nich na zakladé poctu skodnich néaroku uplatnénych v predchozim
roce a stanovenych pravidel. Klient pak plati pojistné ve vysi souc¢inu sjednané
(zdkladni) pojistné sazby a bonus-malus sazby piislusejici aktudlnimu zafazeni
do systému.

Cilem této diplomové prace je popsat tradiéni pristup s vyuzitim Marko-
vova Fetézce pro modelovani pruchodu klienta systémem bonus-malus ttid, a déle
mozny zpusob stanoveni optimalnich bonus-malus sazeb pro jednotlivé tiidy systé-
mu, zalozeny na chovéani systému v dlouhodobém casovém horizontu. Do vypoctu
optimélnich sazeb zahrneme apriorni cenovou segmentaci povinného ruc¢eni. Duraz
bude kladen na praktickou c¢ast prace, ve které aplikujeme teoreticky model
na realny cesky systém.

Diplomova préce je rozdélena do ¢tyt kapitol. V kapitole [Il se budeme zabyvat
pouzitim vhodného pravdépodobnostniho rozdéleni pro pocet pojistnych udalosti
v pojistném kmeni povinného ruceni a vhodného regresnitho modelu pro odhad
ocekavanych skodnich frekvenci.

V kapitole 2l se budeme vénovat klasickému modelu pro pohyb klienta v systé-
mu v podobé homogenniho Markovova fetézce. Pro popis chovani systému v dlou-
hodobém (teoreticky nekoneéném) ¢asovém horizontu pouzijeme staciondrni roz-



déleni bonus-malus tiid a uvedeme moznou metodu jeho vypoctu.

Teoretickych vysledku predchozich kapitol bude vyuzito v kapitole 3] k urceni
optimélnich relativnich sazeb pojistného (s ohledem na apriorné stanovené po-
jistné), které dostaneme minimalizovanim zvolené ztratové funkce. Zminime se
také o nutnosti v nékterych pripadech zaradit do stdvajictho systému dalsi (smys-
lené) tiidy.

Teoreticky model pak implementujeme na vybrany systém bonus-malus v Ces-
ké republice, ¢emuz je vénovana kapitola 4l Budeme tento systém zkoumat,
modifikovat a z poskytnutych dat odhadneme neznamé parametry. Na stejnd
data pouzijeme také jeden pomérné piisny, hypoteticky bonus-malus systém.
V zavéru aplika¢ni casti budeme interpretovat a porovnavat vysledky v podobé
zvolenych numerickych charakteristik obou systému a provedeme srovnani op-
timalnich bonus-malus sazeb realného systému se sazbami skuteé¢né pouzivanymi.
Cilem aplika¢ni ¢asti této diplomové prace je odpovédét na otazku, zda-li je zvo-
leny teoreticky model vhodny pro ¢esky bonus-malus systém.

Hlavnim teoretickym zdrojem k problematice modelovani bonus-malus systé-
mu bude odbornéd publikace z roku 2007, Actuarial Modelling of Claim Counts
([B]), z niz bude vychazet i vétsina vzorcu a znaceni pouzitych v této praci.



Kapitola 1

Modelovani (ocekavaného) poctu
skod

Cilem této kapitoly je popsat nejbéznéji pouzivané pravdépodobnostni rozdéle-
ni poc¢tu skod v povinném ruceni a konstrukci odhadu nezndmych parametru
z udaju o apriorni segmentaci a poc¢tech skod fidicu. Budeme vychézet zejména
z [5l, Kapitola 1 a Kapitola 2].

Méjme n pojisténci v portfoliu povinného ruceni uréité pojistovny. INV; necht je
nahodna veli¢ina popisujici pocet skod a d; je prislusna rizikova expozice (smlouva
nemusi byt platnd po celé sledované obdobi) na i-té pojistné smlouvé za jeden
rok. Pojistovny segmentuji fidice do rizikovych tifd na zakladé tzv. apriornich
proménnyjch (napt. vék, bydlisté, nékteré technické udaje o vozidle). U kazdého
pojistnika zndme jeho (apriorni) zafazeni do urcité tarifni tiidy, reprezentované
nahodnym vektorem ;. I po roztiidéni klientu do skupin s podobnou rizikovosti
ale existuji rozdily v chovani jednotlivych fidicu. Tento reziduélni efekt (predem
neznamé a tézko meéritelné charakteristiky jako jsou napt. fidicské zkuSenosti,
rychlost reflexi apod.) modelujeme pomoci ndhodnych veli¢in Oy, ...,0,, které
jsou nezavislé a stejné rozdélené s kladnym nosicem rozdéleni a jednotkovou
sttedni hodnotou.

1.1 Negativné binomické rozdéleni

Predpokladame, ze nahodna veli¢ina N; mé pti ©; = 6 Poissonovo rozdéleni se
stiedni hodnotou A}0, pficemz A} > 0 je ocekdvana skodni frekvence a 6 relativni
rizikova droven (vétsi rizikovost pro # > 1 v porovnani s ostatnimi fidici ve
stejné rizikové skupiné a mensi rizikovost pro 6 € (0,1)). Rozdéleni poctu skod je
v tomto piipadé definovano pravdépodobnostmi

w ok
PIN; =k,| x;,0; =0] = e_’\fe%, kE=01,...

Parametr A} jsme oznacili hornim indexem #, abychom ho odlisili od ro¢ni oceka-
vané frekvence skod ;. Pocet skod na i-té smlouvé pozorujeme za obdobi délky
d;, d; € (0,1), métené v letech (rizikové expozice je minimélné jeden den, ma-
ximélné jeden rok), takze stredni hodnota poctu skod (odhadnutd a priori) tohoto
pojistnika je

A= dz/\“

)



skuteénd sttedni hodnota (tj. véetné aposteriorniho rizikového parametru 0) je

Vyskyty pojistnych udalosti na i-té pojistné smlouveé tedy tvoii Poissonuv proces
s intenzitou A0, tj. pocet pojistnych udélosti za casovy interval délky d; ma
Poissonovo rozdéleni se stiedni hodnotou (\;0) d;.

Pro pocty skod v portfoliu povinného ruceni je typickd tzv. overdisperze,
kterda vznikne v dusledku pouziti ndhodného parametru © respektive ©; pro i-
tého klienta. Overdisperze znamena, ze rozdéleni poctu skod bude mit vétsi roz-
ptyl nez stiedni hodnotu. Nejcastéji pouzivanym pravdépodobnostnim rozdélenim
nahodné veliciny N; je negativné binomické rozdéleni, které také v této praci
uvazujeme. i-t4 nezavisla kopie ©; ndhodného parametru © ma v tomto pripadé
gama rozdéleni s kladnymi parametry a = a a 8 = a, tj. pro vSechna i od 1 do n
plati

0; ~T'(a,a),
E[0] =1, (1.1)
1
i|=—. 1.2
var[©;] - (1.2)
Hustota veliciny ©; ma pak tvar
1 ~1,—ab
) — ana a 1'
fo,(8) F(a)aﬁ e 60>0 (1.3)

V praxi hodnotu parametru ©; nezname, takze rozdéleni poctu skodnich
naroku i-tého klienta se znamou rizikovou t¥idou lze na zékladée (L3]) vyjadrit
pomoci parametri a a A} jako

o0

—A16 ()\;*(9)’“ 1

—_aaga—le—aﬁde —

Il
0\8 =}
Q)

k! T'(a)
— ()\;k)k a® 76—(a+)\;‘)09a+k—1d9 _
I'(a)k!

0

i (o) () - =

a+k—1 AF K a “
= ! k=01, .... 1.
(L) () () rmore 09

K odvozeni tvaru (4] jsme pouzili substituci

(a+A)) 0=y,
1

df =
a—+ N

dy



a funkci gama vyjadrenou integralem

[e.o]

L(p) = / e Yy dy,

0

kde p muze byt jakékoliv komplexni ¢islo s kladnou redlnou ¢asti. K (ILH) jsme
pouzili vyjadieni gama funkce I'(p) pomoci faktoridlu (p — 1)!.
Veli¢ina NN; mé tedy negativné binomické rozdéleni s parametry A a a. Dle

(LI) a ([C2) pro ni plati

EN: | ] = E [E[Ni| 2.0 —EN6] = X E[O] =X, (1)

var[N; | @] = E [var[N; | 2,,0,]| +var [E[Ni | 2:,0,]| =
= E[\O;] + var[\;©;] = AT E[O,] + (\))* var[©,] =
1
=E[N; [z + (\)*= > E[N; | i), (L.7)
a
tedy heterogenita mezi ridi¢i nema vliv na ocekavanou skodni frekvenci a pridani
nahodného efektu ©; do pravdépodobnostniho modelu pro pocet vyskytu po-
jistnych udalosti dobfe postihuje vlastnost overdisperze.
Existuji i dalsi mozna pravdépodobnostni rozdéleni parametru ©, napt. in-
verzni Gaussovo (pak méame Poisonovo-inverzni Gaussovo rozdéleni jako smiSeny

pravdépodobnostni model poc¢tu skod) nebo logaritmicko-normalni rozdéleni, kte-
ra jsou také (okrajové) predstavena v [5l, Kapitola 1].

1.2 Regresni model poctu skod

K modelovani ocekdvanych skodnich frekvenci Aj,..., A\ pouzijeme regresi
s negativné binomickym rozdélenim pro odezvy Ny, ... ,N,. Pfedpoklddame neza-
visla pozorovani NN; a znamé hodnoty kategoridlnich vysvétlujicich proménnych
;' = (1,24,...,Tim) vyjadiené jako 0-1 ,dummy® proménné. Pro ocekdvané

pocty pojistnych udalosti pak mame

A = d; exp (miTﬁ) = exp <log(di) + Bo + Z xijﬁj) ; (1.8)
=1

kde log(d;) je tzv. offset slouzici k dpravé modelu kvuli ruznym délkdm platnosti
smluv a 8" = (8o, B1, - - -, Bm) je vektor nezndmych regresnich koeficientt (3, je
koeficient pro referenc¢ni rizikovou skupinu). Vektory x; a 3 tedy uvazujeme jako
sloupcové.

1.2.1 Odhady parametru
1. Homogenni portfolio

Nejdiive na chvili predpokladejme homogenni portfolio, v kterém i-ty fidic
(1 =1,...,n) nahlésil béhem obdobi délky d; celkem k; skod. Posloupnost uplatné-
nych skodnich naroku tvori Poissonuv proces s intenzitou A > 0, takze pocet skod

6



i-tého fidice béhem sledovaného obdobi méa rozdéleni

Sttedni hodnotu poctu skod za jeden rok muzeme odhadnout metodou maximélni
vérohodnosti. Méjme vérohodnostni funkci

Logaritmicka vérohodnostni funkce ma pak vyjadieni

((\) =log £ (A Zlog( —Ads Ad) ) _
= —/\Zd +Z( <log +10gdi> - log(k;ﬂ)) =

=-A Z d; + log(\) Z k; + konstanta,
i=1 i=1

kde konstanta oznacuje ¢leny nezavislé na A. Polozime-li prvni derivaci podle A

rovnu nule, tj.
n 1 n

dostaneme maximalné vérohodny odhad]

S i ki
A\ = S 1d‘, (1.9)
i=1 Y1

tedy ocekavany rocni pocet skod v homogennim portfoliu s Poissonovym rozdéle-
nim muzeme odhadnout metodou maximélni vérohodnosti jako podil celkového
poctu skod v portfoliu ku celkové rizikové expozici.

2. Poissonovska regrese, tj. bez zahrnuti parametru ©

V pripadé, ze klienty zatazujeme do rizikovych t¥id dle apriornich proménnych,
ale neuvazujeme zbytkovou heterogenitu v chovani ridi¢u, plati

Pro Poissonovskou regresi plati vztahy ([L6) a (L8). Ze zaznamu o klientech
potiebujeme odhadnout neznamé regresni koeficienty [y, 51, ..., B, vektoru 3,
k ¢emuz pouzijeme metodu maximalni vérohodnosti. Opét mame ke kazdému
klientovi ¢ pozorovani k; nehod béhem obdobi délky d;. Vérohodnosti funkce ma

tvar " . )
C(AD)M
LB =][PNi=ki|a]=]]e™ ( k>' ,

i=1 i=1 v

'Druhd derivace podle A je zdpornd (—A"23Y." | k; < 0), takze se skutené jednd o ma-
ximalné vérohodny odhad.



kde vektor koeficientu B3 je schovan ve vyjadieni \! (viz (LS)). Logaritmicka
vérohodnosti funkce pak bude tvaru

((B)=logL(B Zlog< )\*> ) _
- Z <_/\: + kilog (A)) — log(kﬂ)) =

= Z < d; exp azzTﬂ) + k;zazTB> + konstanta,

kde konstanta oznacuje cleny nezavislé na 3, pricemz jsme vyuzili vztahu

log(A}) = log (di exp (a:fﬁ)) = log(d;) +z;' B.

Polozime-li prvni derivace logaritmické vérohodnostni funkce podle ; pro
7 =20,1,...,m rovny nule, tj.

Z( dx,]exp(a:zTﬁ —I—kxw> ZIU —A)=0,j=0,1,...,m, (1.10)

i=1
ziskame fesenim téchto m+1 rovnic max1malne vérohodné odhady pro koeficienty
Bo, b1, - - -, Bm. Odhady regresnich koeficientu jsou softwarovou zalezitosti (rovnice

(LIQ) se fesi numericky).

3. Regrese s negativné binomickym rozdélenim, tj. se zahrnutim para-
metru ©

Nyni konecné sestavime vérohodnostni funkci pro parametry 3 a a v uvazova-
ném pravdépodobnostnim modelu pro pocty skod s pravdépodobnostmi tvaru

(CH). Mame

I
=

L(B,a) PIN; =k | @] =
i=1
- (/\:()kl a x\—ki—a F((l + kl)
:H il a* (a+ ;)" W,

1

<.
I

logaritmickou vérohodnostni funkci pak lze zapsat jako

UB,a) = log £(B,a) =

_ anlog <(/\k—)‘ka (a+ A7) F(;(—Z)k)) _

= Z (k log(A5) — log(k;!) + alog(a) — (k; + a)log(a + \) +

+ log (r(a + ki)) —log (r(@)) _

= Z ( ;B — (ki + a)log (a + d;exp (wfﬁ))) (1.11)

+ funk:ce( ) + konstanta,



kde funkce(a) oznacuje cleny, které nejsou zavislé na regresnich koeficientech,

ale jsou zavislé na parametru a, a konstanta oznacuje ¢leny nezavislé jak na
vektorovém parametru 3, tak na parametru a. Polozenim prvnich (parcidlnich)
derivaci (LII) podle 5; pro j = 0,1,...,m rovnych nule dostaneme soustavu
m + 1 rovnic

n

1
0=>_ <kz% = (ki +a)- /\*/\fl’zj> =
i=1
- *a+k’z .
:;I” (kz_)\la—l—)\;k)j ij,l,,m

Resenim téchto rovnic jsou maximélné vérohodné odhady Bo, Bl, e ,Bm, vekto-
rové tedy 8. Jak je feceno v [5], odhadnuty parametr §; predstavuje efekt j-té
nezavislé proménné véetné vlivu s ni korelujicich nepozorovatelnych proménnych
(skrytych charakteristik fidi¢t). Maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce
vzhledem k a pak dostaneme odhad @ parametru a. Maximdlné vérohodné odhady
B a a se ziskaji opét numericky (nelze je explicitné vyjadfit), pomoci zvoleného
iteracniho algoritmu. V kapitole [ si povime, jakou metodu pouziva program R.

Pro itera¢ni proceduru se musi vhodné zvolit poc¢ateéni hodnoty parametru.
Jako rozumna startovaci hodnota parametru 3 se jevi maximalné vérohodny od-
had z Poissonovské regrese, tj. numerické reseni rovnice (LI0). Oznacime ho jako

Bpoc. Vstupni hodnotu parametru a oznacéime a,,. a dostaneme ji momentovou
metodou z rovnice pro podminény rozptyl (ILT), s pouzitim vstupni hodnoty ,@poc.
Tedy za pouziti empirickych odhadu rozptylu a stiedni hodnoty jakozto jejich
momentovych odhadu postupné dostaneme

var[N; | &, = E[N; | ] + (\)* =

n

P2 (e @B - D3k (e (w78)) ] =0

=1

i ((/ﬁ — d; exp (mlTﬁ))z —k; — (di exp (szﬁ)>2l> =0,

i=1
tj. dostaneme startovni hodnotu parametru a vyjadienou jako

~ 2
i (diexp (@ B )
Z?:l ((kz —d; exp (w’iTBpoc)>2 - kz)

Apoc =

1.2.2 Roc¢ni ocekavané pocty skod

Jako vstupni hodnoty do vzorcu optimalnich bonus-malus sazeb, které si
predstavime v kapitole [l potiebujeme odhadnout roéni o¢ekavané skodni frek-
vence a urcit vahy jednotlivych tarifnich tid, tedy

Xk:exp(gg—l—Zxkjgj):exp Bo—i- Z xijj k=1, K, (1.12)



kde K je pocet v portfoliu zastoupenych rizikovych tiid, exp(B\O) je odhadnuté
rocni ocekavand skodni frekvence pro zvolenou referencni rizikovou skupinui,
a exp(f;) pro j = 1,...,m predstavuje efekt j-té tarifni proménné.

Vahu wy k-té rizikové tiidy spocteme jako soucet rizikovych expozic po-
jistnych smluv v této t¥idé vydéleny celkovou rizikovou expozici portfolia. Necht
k-t tarifni tiida zahrnuje t; smluv. Pak plati

b .
—ijl y (1.13)
Zi:1 di

W =

2Napt. program R za referenéni tiidu voli kombinaci kategorii, které jsou u jednotlivych
segmentacénich kritérif uvedeny na prvnich mistech ve vyétu pouzivanych kategorii (konkrétni
piiklad bude popsén v kapitole @l
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Kapitola 2

Pouziti Markovova retézce
v BMS

Systém bonus-malus je tvoren urc¢itym (koneénym) poctem tiid s relativni
vysi pojistného (bonus-malus sazbou). Kazdy pojistny rok je motorista zarazen
do jedné z bonus-malus trid na zakladé poctu skod hlasenych béhem predeslého
pojistného roku, prechodovych pravidel a znalosti tfidy, do které byl prifazen
v predchozim pojistném roce. Pruchod pojistnika systémem budeme modelovat
pomoci homogenniho Markovova fetézce {L,,n € Ny}, jehoz stavy predstavuji
bonus-malus tiidy. Kromé konecnosti a homogenity budeme také predpokladat
neperiodi¢nost stavu a nerozlozitelnost Markovova tetézced.

Budeme vychéazet z vseobecného porozuméni témto pojmum, jejichz definice
a vlastnosti lze nalézt napt. v univerzitnich skriptech [8]. V této kapitole vylozime
Markovovy fetézce s ohledem na zaméry této prace. Opét se budeme drzet struk-
tury a znaceni hlavniho zdroje [5, Kapitola 4].

2.1 Trajektorie ridice v BMS

Meéjme mnozinu stavi S = {1, ..., s}, kde stav 1 urcuje nejlepsi tiidu (klient
zarazeny do této tiidy dostane nejvyssi bonus neboli slevu na pojistném) a s
nejhorsi (v této tiidé bude klientovi vyméren nejvyssi malus neboli maximalni
prirazka k pojistnému). Trajektorii pojisténce v systému modelujeme pomoci po-
sloupnosti ndhodnych veli¢in Ly, Ly, Lo, . . ., kde L, pro ¢asy n = 0,1,... muze
nabyvat hodnot z S a predstavuje bonus-malus tiidu, ve které je klient v casovém
intervalu [n,n + 1). Lo predstavuje tzv. vstupni tiidu pro nového tidi¢e (do ni
je tidi¢ zafazen v ¢ase 0, tj. kdyz pfijde do systému). Vstupni tiida je urcena
spolu s prechodovymi pravidly systému. Pro pocet uplatnénych skodnich naroku
pojisténce béhem n-tého pojistného roku méjme nahodnou velicinu N,,. Hodnota
L,, zavisi na hodnotach L,,_, a N,, a na danych prechodovych pravidlech systému.
Napft. dle [5] muze L,, splnovat nésledujici stochastickou rekurzivni rovnici

Ln:max{min{Ln_l—l—(Nn xpen—l),s},l}, (2.1)

IBlize o relativnich sazbach pojednéava teoretickd kapitola Bl a prakticks kapitola El

2Nerozlozitelnost fetézce znamend, ze se lze z kazdého stavu dostat do ostatnich stavii
v konetném case.

3V Ceské republice je to trochu jinak, viz kapitola Fl
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kde symbol pen znamena penalizaci v podobé sestupu o dany pocet tid za kazdou
zpusobenou skodu, napt. pen = 2 (viz kapitola Hl). V tomto piipadé za kazdy
bezeskodny rok klient postoupi do sousedni lepsi tiidy, (do stavu L, 1 — 1),
za jednu skodu sestoupi do sousedni horsi tiidy (do stavu L,,_; + 1), pfi dvou
nastalych pojistnych udalostech se klient v systému posune o tii bonus-malus
tiidy nize smérem k nejhorsi tiidé s (prejde do stavu L,_; + 3) atd., s ohledem
na to, ze pojistnik se muze dostat nejlépe do stavu 1 a nejhtfe do stavu s.
Vidime zde vlastnost ,bez paméti“ (markovskd vlastnost), charakteristickou pro
Markovuv fetézec, kdy se budouci trajektorie odviji jen od pfitomného stavu.

2.2 Pravdépodobnosti prechodu mezi tridami

Zarazovani ridicu do jednotlivych t¥id probihé na zdkladé stanovenych ptrecho-
dovych pravidel v (konkrétnim) systému bonus-malus. Pravidla muzeme zapsat
pomoci ¢tvercovych matic T'(k) = {t;;(k),i,j € S}, kde

1 pro ptrechod z i-té do j-té ttidy pro nasledujici rok,

tij(k) = 0 i
jinak

pri uplatnéni £ skod béhem souc¢asného roku.

Necht pocty pojistnych udalosti Ni,Ns, ... pojistnika v jednotlivych letech
jsou nezavislé a poissonovsky rozdélené nahodné veliciny s roc¢ni ocekavanou
skodni frekvenci A, tj.

N,, ~ Poiss (\),n € N.
Rozdéleni velicin Lq,Lo, ... zavisi na parametru A pfedstavujicim individudlni

riziko klienta. Nyni muzeme vyjadrit pravdépodobnost pfechodu mezi bonus-
malus tiidami ¢ a 7 tohoto klienta za jeden pojistny rok jako

pij:P[Ln—&—l :jILn:i,Ln_l:in_l,...,LQZiQ]:P[L,H_l :j|Ln:Z]:
= PlLnyt=j | Ln=1,Nop1 =K|P[Nops =k | L, =i] =

- th](k)e Ha 1,7 € S

(2.2)
pro vSechny casy n € Ny (uvazujeme homogenni Markovuv fetézec) a vSechny
stavy 1, ...,1o takové, ze pravdépodobnost prvni podminky je kladna. Dale jsme
v ([22) vyuzili markovské vlastnosti a nezavislosti N,;; na L,, nebot (napi.)
dle (21)) z&visi veli¢ina L, na hlasenych skodach Ny,..., N, a skodni néaroky
v jednotlivych letech jsou dle predpokladu nezavislé.

Vsechny pravdépodobnosti z ([2.2]) uspordadame do (¢tvercové) matice

Matice pravdépodobnosti prechodu P je stochastickd matice, nebot p;; jsou
nezaporné pro vsechny stavy i,j € S a plati Zjespz‘j = 1 pro vsechny ¢ € S.
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Pravdépodobnosti p;; tedy muzeme piepsat maticové jako

= A
P=> T(ke >~
k=0

Ovsem matice P obsahuje pravdépodobnosti prechodu mezi jednotlivymi stavy
(respektive bonus-malus tiidami) Markovova fetézce béhem jednoho pojistného
roku (obecné jednoho obdobi). K dalsimu vykladu budeme potiebovat prechodové
pravdépodobnosti za vice let.

2.3 Chovani BMS v dlouhém obdobi

Pottebujeme mit k dispozici pravdépodobnosti prechodu mezi t¥idami za vice
pojistnych let, tj. pro kazdé n,m € Ny a 7,7 € S pravdépodobnost ptrechodu
ze tTidy ¢ do tiidy j za n let

pz] =P [Lm+n :j | Lm = Z}
¢i v maticovém vyjadieni

P = {pf.ijes}).

Matice pravdépodobnosti prechodu P™ po n krocich, pifslusng matici P, je také
stochasticka (tj. vSechny prvky z intervalu (0,1) a jednotkové Fadkové soucty).

Déle zavedeme oznaceni pro pocateéni rozdéleni pravdépodobnosti (tj. v ¢ase 0)
zatazeni pojistnika do jednotlivych bonus-malus tiid

p(0) ={pi (0) :=P[Lo=1],i € S}

a pro rozdéleni tiid v case n

p(n) ={p;(n) :=P[L,=jl,j €5},

Uvazujeme p(0) a p(n) jako sloupcové vektory. Nepodminéné pravdépodobnosti
p;(n), nazyvané absolutni pravdépodobnosti v case n ([§]), muzeme vyjadrit jako

=Y "m0y,
1€S

maticové pak
p'(n)=p (0)P™.

Podobné také vyjadiime prechodové pravdépodobnosti po n + 1 krocich jako
n 1)
=3 0y, (2:3)
les

maticové pak
Pt — P(”)P,
z ¢ehoz plyne
P = pr.

Od bonus-malus systému ocekavame, ze se stabilizuje v dlouhodobém ¢asovém
horizontu. O tom, jak bude systém vypadat po ustédleni, se dozvime prostiednic-
tvim stacionarniho rozdéleni tiid ([]]):
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Definice 1 (Staciondrni rozdéleni). Necht {L,,n € No} je homogenni Markoviv
retézec s mnozinou stavii S a matici pravdépodobnosti prechodu P. Ddle necht
w = {m;,j € S} je pravdépodobnostni rozdéleni na S, tj. m; > 0 pro j € S
a Zjes m; = 1. Potom 7 je staciondrni rozdéleni, pokud plati m; = 3 . o 7ipi

T

pro kazdé j € S, nebo v maticovém vyjddreni ' = ' P, kdyZ uvaujeme m jako

sloupcovy vektor.

Diky predpokladum, které jsme stanovili na zacatku pro Markovuv fetézec,
vime, ze staciondrni rozdéleni existuje préavé jedno a plati ([§])
m = lim pgf) = lim p;(n) > 0 pro v8echna i, € S. (2.4)
n—oo n—oo
m je tedy pravdépodobnost, ze motorista s rizikovym parametrem A skon¢i v ne-
kone¢ném horizontu (po ustaleni systému) ve tiidé [. Staciondrni rozdéleni tiid
nezavisi na tom, jaké je poc¢atecni rozdéleni, tj. pomoci matic muzeme (2.4]) zapsat
jako

71'T
m=| : | = lim P™, (2.5)
n—oo
7.‘.T
7w = lim p(n).
n—oo

Z definice [ vidime, ze 7; = >, o mpy; je vlastné ([23) po aplikovani limity
pro n — oo na obhé strany rovnosti.

Piima metoda pro vypocet

Stacionarni rozdéleni 7w muzeme spocitat napt. primou metodou uvedenou v
[10]. Méjme matici E slozenou z s X s jednicek, jednotkovou matici I tadu s
a vektor jednicek e délky s.

Definice 2 (Regularni stochastickd matice). Stochastickou matici nazveme re-
gularni, pokud existuje konecné prirozené cislo ny takové, Ze vsechny prvky matice
P jsou kladné.

Dle nasich vstupnich predpokladi jsou vsechny stavy Markovova fetézce dosa-
zitelné ze vSech stavii po koneéném poctu kroku (tj. Fetézec je nerozlozitelny),
tedy matice P splnuje regularitu z definice Bl

Veéta 1. Méjme matici pravdépodobnosti prechodu P, o niZ predpokladame, Ze je
reqularni. Potom je matice I — P + E invertibilni a plati

n'l=e' (I-P+E)". (2.6)

Diikaz nalezneme v [10].

14



2.3.1 Konvergence ke stacionarnimu rozdéleni

Bonus-malus systém se dostane do rovnovazného stavu bez ohledu na vychozi
rozdéleni tiid, kazdopadné zvolené pocatecni rozdéleni ma vliv na to, jak rychle
se bude systém stabilizovat. Rozdéleni tiid se bude blizit stacionarnimu rozdéleni
tim rychleji (systém se ustdli za kratsi dobu), éim blize bude po¢ateéni rozdéleni
stacionarnimu rozdéleni. Dle [5] ¢i [I1] muzeme systém povazovat za ustdleny
za ng let, jestlize

Ky = Z‘pz(no) - m‘ =

les

= Z’Zpi(o)pz(f“) - m’ < =0.05, (2.7)

leS ies

pokud ovSsem zname ocekavany roc¢ni pocet Skod A. Pro ndhodné vybraného
fidice z pojistného kmene, tj. s neznamou oc¢ekavanou rocni skodni frekvenci Ay
prislusejici rizikové tiideé k, do které je tidi¢ zafazen na zakladé apriornich infor-
maci, a s neznamou relativni rizikovou urovni 6, rychlost konvergence zavedeme
v nasledujici kapitole.
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Kapitola 3

Optimalni bonus-malus sazby

Na tvod této kapitoly objasnime pojem relativitall. Relativitu neboli rela-
tivni sazbu pojistného v [-té tfidé systému bonus-malus znac¢ime r; a interpretu-
jeme ji nasledovné: motorista, nachazejici se v [-té bonus-malus ttidé, plati po-
jistné rovné soucinu zakladniho (apriorniho) pojistného piislusejictho segmentaéni
ttide, do které je zafazen pri ptrichodu do systému na zakladé apriornich promeé-
nnych, a této relativni vyse pojistného, ¢ili plati r; x 100% z apriorniho pojistného.

Cilem této kapitoly je predstavit jeden z moznych zpusobu, jak lze optimalné
nastavit relativni sazby r; se zahrnutim apriorni segmentace do modelu. K proble-
matice optimdlnich relativnich (bonus-malus) sazeb budeme pfistupovat hlavné
na zaklade [5, Kapitola 4]. Chceme, aby klienti z dlouhodobého hlediska platili
pojistné co nejvice odpovidajici jejich aktudlni (ale nezndmé) skodni frekvenci,
tedy jejich skuteénému rizikovému profilu.

3.1 Bayesovské relativity s kvadratickou ztrato-
vou funkci

Méjme nahodné vybraného fidice z pojistného kmene, u kterého nezname
ocekavany pocet Skod na zdkladé apriorni segmentace ani relativni rizikovou
uroven. Zavedeme pro néj tedy dvé ndhodné veliciny dle [5]:

e A - predstavuje (apriorné) ocekavanou ro¢ni skodni frekvenci
e O - predstavuje relativni vysi pojistného.

Ridi¢ pak bude mit aktualni (nezndmou) roéni ocekdvanou skodni frekvenci A©.
O velicinach A a © predpokldddme, Ze jsou vzdjemné nezavislé. V prvni kapitole
jsme odhadli roéni ocekdvané pocty uddlosti A, dle (LIZ2) a spocetli vahy wy
dle (LI3)) pro tarifni tiidy & = 1,..., K. Veli¢ina A tedy muze nabyvat hodnot
Xl, e ,/)\\K s pravdépodobnostmi

Dale zavedeme ndhodnou veli¢inu

e [, - predstavuje bonus-malus tiidu, v které se ustali nahodné vybrany
motorista v nekonecném casovém horizontu.

1Relativity - pieklad z anglického vyrazu relativities.
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Vzorce pro optimélni relativity, které zde za chvili predstavime, jsou zalozeny
na stacionarnim rozdéleni. Pro tcely dalsiho vykladu misto 7 budeme psét 7w (Ax0)
pro zduraznéni, Ze se jednd o staciondrni rozdéleni bonus-malus tiid klienta
se znamou hodnotou aktualniho roéniho poctu skod A6 (to samé pro pravdépodob-
nosti prechodu ¢i absolutni pravdépodobnosti). Pravdépodobnost, ze klient s timto
rizikovym profilem bude po (nekonecné) dlouhém obdobi zatrazen do I-té bonus-
malus tridy, je

Plloo =1 | A=2,,0 =0 = m(\8), 1 €8S,

nepodminéné pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych hodnot veli¢iny L., uréime
dle vzorce

PlLo=0= PlLoo=1]|A=MN]P[A=N\]=

Wi [ PlLos =1 A=A, © = 6] fo(0)do =

\8

Il
M 10 10>

i
I

wk/m d9 l e S, (32)
0

kde fo(6) je hustota neznamé relativni sazby ©, o niz v této praci predpokladame,
ze pochézi z gama rozdéleni s jednotkovou stfedni hodnotou, tedy s hustotou
ve tvaru ([L3]). Pravdépodobnosti P[Le, = 1] az P[L = s] lze také interpretovat
jako podily pojistniku v jednotlivych bonus-malus tiidach po uvedeni systému
do rovnovazného stavu.

Optimalni relativity dostaneme minimalizovanim ztratové funkce. Zvolili jsme
kvadratickou ztratovou funkci, tedy chceme takové hodnoty, pro které je prumérna
¢tvercova odchylka skutecnég (neznéamé) relativni sazby pojistného © od odhad-
nuté relativni sazby r;_ minimalni. Kvadraticka ztratova funkce ma tedy tvar

MSE(TLOO) = E [(@ — TL00)2:| =

—ZE — 7. )% | Lo =|P[Lee = 1] =

K
0 —1)?> PlLo =16 =0,A=N]P[A = X\]fo(f)dd =

k=1

- Zwk/z —1)%m QAk)f@( )dé (3.3)

=1

Ztratovou funkci jsme oznacili MSE podle anglického vyrazu mean squared error.

2V publikaci [5] se pise o veli¢iné O jako o ,true” relative premium, mizeme ji tedy chépat
jako spravedlivou ¢i spravnou relativni pojistnou sazbu.
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Pomocné vysledky:

Bayesuv vzorec: aposteriorni rozdéleni © (za podminky, ze velic¢iny L., a A
nabyvaji konkrétnich hodnot) pomoci apriorniho rozdéleni © spoletné s na ni
nezavislou velicinou A (tj. pomoci apriorni informace o © vyjadfené hustotou
(C3) a marginalniho rozdéleni A v podobé ([B.1])) vyjadiime prostiednictvim apo-
steriorni hustoty g(0 | Loo = [, A = /):k) veliciny © jako

G0 Lo = LA = ) = Tl =LA =M [© = 6J6(0) _
P[Loc = 1, A =\

PlLo =1]© =0,A = X\JP[A = X fo(0)

™ (ka)wkfe(G)

PlLoo = LA =X\

Podminéna stfedni hodnota parametru © pak bude

o0

E[@|LOO:Z,A:X;€]:/99(0|Lm:l,A:Xk)d0:

0

7 iy (6/)\\]6)
= 0 — 6)dé. 3.4
ka/ T il (3.4
Optimalni relativity

Minimalizovanim kvadratické ztratové funkece (B:3)) dostaneme pro kazdou bo-
nus-malus tiidu [ optimalni relativni sazbu r; rovnou stredni hodnoté relativniho
rizikového parametru © za podminky, ze ndhodny tidi¢ bude v nekonecném ho-
rizontu zarazen do této tiidy, tj. bayesovsky odhad neznamého parametru ©O.
S pomoci [B2) a (34) tak ziskdme optimalni relativity

r = E[ ’ Loo = l] =

o
—E [E[@\Loo:l,A]]Loo:l]:

E[O|Loo =0 A=XN]PA=X | Lo =1] =

we | 0 — fo(0)df _
’“/ P[LOO:Z,A:)\k]fe( ) P[Loc = 1]

[
[~

k=1

I
[M] >

Ed

Zf:l W TGT"Z (9/)\\k) fe(0)dé
0

- SN , lesS. (3.5)
S wy [ m(0A) fo(8)d6
0
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Finané¢éni rovnovaha

Pro stfedni hodnotu veli¢iny r;__ odvodime

Efro] =) nPle=1=

Stredni hodnota relativity r;_ je 1 neboli 100%@, coz znamena, ze ,bourajici®
ridic¢i zaplati na pojistném vice v porovnani s témi, kteti jezdi bez nehod v ramci
téze segmentacni skupiny, ale v souctu pojistovna od klientit vybere stejnou
castku jako kdyby optimalni bonus-malus systém nepouzivala.

Konvergence ke stacionarnimu rozdéleni nahodné vybrané-
ho ridice
V sekei 23] jsme se zminovali o rychlosti konvergence ke stacionarnimu

rozdéleni pojisténce s konkrétni rizikovosti. Pro ndhodné vybraného jedince z port-
folia budeme systém bonus-malus povazovat za stabilizovany za ng let, pokud

Kug =S |PlLyy = 1] = P[Lo = l]‘ _

s

SIS w

=1 k=1

(pz(m)(ﬁk) - m(%)) f@(e)de‘ =

s

)"

=1 k=1

(Zpi(O)(exk)pgl”O’(eXk)—m(eXk)) f@(e)de( <e, (3.6)

€S

kde opét uvazujeme € = 0.05.

3Uvedeny vysledek plyne rovnéz z E[ry_] = E [E O | Loo]} =E[®]=1.
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Apriorni a aposteriorni sazbovani

Dle [5] muzeme vzdjemné ovliviiovani apriorniho a aposteriorniho sazbovani
popsat pomoci stfedni hodnoty aposteriorniho rozdéleni A, kdyz vime, v které
bonus-malus tiidé v dlouhodobém horizontu nahodné vybrany tidi¢ skonéi. Se zna-
losti apriorniho rozdéleni A (B]) a s pomoci (B:2]) dostaneme

K
EA[Lo=0=Y MPA=X|Lo=1]=
k=1

~ P[Lo = 1] A=N]P[A =2
Ak

[M] =

b
Il

S Ak j?m (/)\\k‘g) fo(0)do
= S, les. (3.7)
S wi [ m(Mh) fo()d0
0

Intuitivné ocekdavame, ze tato podminénd stiedni hodnota, podobné jako op-
timalni bonus-malus sazba, bude rostouci funkci [, coz ale nemusi vzhledem
k riznym specialnim prechodovym pravidlum obecné platit.

Predpokladejme nyni rostouci prubéh stredni hodnoty aposteriorniho rozdélent
A a stfedni hodnoty aposteriorniho rozdéleni © v zavislosti na [. Mé&jme klienta
s pozorovatelnymi charakteristikami beznehodového tidice. Pii uzavieni pojistné
smlouvy je tento klient zarazen do tarifni skupiny s nizkym zakladnim pojistnym,
tj. pojistovna jesté pred zapocetim skodniho pribéhu ocekava, Ze tento klient ne-
bude zpusobovat mnoho skod a adekvétné ho timto (apriorné) oceni. Pak méjme
klienta s apriornim profilem nehodového fidice. Ten bude na pocatku zatazen
do skupiny s vysokym zékladnim pojistnym, nebot pojistitel ocekavé vysokou
skodni frekvenci.

Bude-li se klient po ustaleni systému vyskytovat v nejlepsi bonusové ttideé,
bude stfedni hodnota A nizkd a klient bude aposteriorné ocenén, protoze této
ttidé odpovida nizka optimdlni relativni pojistné sazba. Bude-li se klient v dlou-
hodobém horizontu pohybovat v malusovych ttidach, bude stfedni hodnota A
vysoké a klient bude pojistovnou aposteriorné penalizovdn v podobé vysokych
relativnich sazeb pojistného, prislusejicich témto tiidam.

V této praci se zabyvame stanovenim optimalnich relativnich pojistnych sa-
zeb, které do vypoctu zahrnuji apriorni segmentaci ridi¢u. Oproti relativitam,
které pri vypoctu neberou v uvahu tuto segmentaci, zaznamenavaji vzdy nizsi
hodnoty v ptipadé malusovych tiid (tj. nizsi prirdzky k zdkladnimu pojistnému)
a vyssi hodnoty v tFiddch bonusovych (tj. nizsi slevy na zakladnim pojistném),
nebot klienti jsou pojistitelem jiz ¢dsteéné ocenéni & penalizovani apriorné, tj. nez
u néj zapocnou svuj Skodni prubéh. Tuto skutecnost dokladaji i ruzné piiklady
uvedené v [5].

3.2 Potreba pridani fiktivnich bonus-malus trid

Nékteré systémy bonus-malus jsou zkonstruovany tak, ze ve stavajici podobé
nelze pruchod klienta takto definovanym systémem modelovat pomoci Markovova
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fetézce (nespliuji markovskou vlastnost). Je potieba pridat do systému fiktivni
ttidy tak, aby byly splnény ptredpoklady, které jsme zminili v tvodu kapitoly
2V publikaci 5, Podkapitola 4 7], je tato problematika popséna v souvislosti
malus systému. V kapitole dl se budeme zabyvat konkrétnim systémem jedné
ceské pojistovny, kde bude také potieba systém bonus-malus tifd mirné upravit,
takze na tomto misté popiSeme problematiku pouze teoreticky.

Mame néjaky systém bonus-malus s mnozinou tiid S = {1,...,s}. Tridy,
které je potieba upravit, rozdélime do podtiid, takze ke kazdé tridé [ z S méame
urcity pocet podtiid oznaceny pismenem f;. Pokud jsme k nékteré tiidé ¢ neprida-
vali zadné fiktivni t¥idy, bude f; = 1. Misto upravované tiidy [ pak do vypoctu
stacionarniho rozdéleni budou vstupovat fiktivni t¥idy, které znacime [_j (j od 1
do f;), u ostatnich ti{d ponechdvame puvodni znaceni [. Matice pravdépodobnosti
pfechodu pak bude mit rozmery (3°;_, fi) x (3_;_, fi) namisto s X s, vektor sta-
ciondrnich pravdépodobnosti pak délku Y 7 | f; oproti puvodni délce s.

Optimalni relativity

Optimélni relativni sazby pojistného r; prol € S = {1,..., s} dostaneme opét
jako argument minima kvadratické ztratové funkce, definované v (B.3)), ovsem
s omezujici podminkou

7"127"571:"':7“17]0“ lzl,...,S, (38)

protoze relativity stale pocitame pro puvodni pocet bonus-malus tiid a tedy
vSechny podtiidy prislusné jedné, takto modifikované, tiidé maji stejnou rela-
tivni sazbu. Dle [3] pak v upraveném systému urcime optiméalni relativni sazby
pojistného podle vzorce

Sy W 709 S0 5 (60) fo(6)d6
T = 2 — , les. (3.9)
Ele Wk of Z;lzl T (“k)f@(ﬁ)de

Pro stfedni hodnotu r;,_ opét odvodime

s

Efrr.] =Y nPLe=1=
=1
o [ SF wy Te S 7 (0A) o (6)dO A

K o0
ZZ Zwk/ 7Tl]9)\kf6 0)do | =
=1 Zk 1wku 17TZJ(9)‘k)f®( )do k=15 g=1

iwk/9<izm (62) ) o(0)do =

1 =1 j=1

e 9]

K K K
Zwk/ef@(e)de =Y wE[O] =) wp=1,
k=1 k=1 k=1

0
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k ¢emuz jsme vyuzili nového vyjadieni rozdéleni pravdépodobnosti puvodnich s
hodnot veli¢iny L., ve tvaru

K < h
Plloc=1]=> up / > (0N fe(0)d0, 1€ S. (3.10)
k=1 o J=1

Tedy staci zameénit pravdépodobnosti (ka) za soucet slozek vektoru staciondr-
nich pravdépodobnosti pres vsechny podtridy prislusejici modifikované tride [, tj.
za Zfl: 1T (9)%)- To samé plati pro podminénou stiedni hodnotu veli¢iny A,
kterou v situaci s pridanymi podtiidami vyjadiime jako

i(:l Xk.wk f Z;lzl 7Tl,j (ka)f@(é)dG
E[A| Lo =1 = 0

3 , 1es. (3.11)
S we [ 0 T (0N fe(6)de
0

3.3 Dalsi moznosti pro stanoveni optimalnich
relativit

Existuji také jiné zpusoby, jak stanovit optimalni relativni sazby pojistného,
jiné ztratové funkce nebo jiné predpoklady, napi.

e Linedrni relativity jako rostouci funkce proménné [, tj. ve tvaru
rlin — a4 61, B>0,1€8,

které dostaneme minimalizovanim ztratové funkce. V pripadé kvadratické
ztratové funkce minimalizujeme

E|(©-rn)’ | =E[(©-a-pL.)]

Odvozeni tvaru optiméalnich linedrnich relativit najdeme napt. v [7]. Vyho-
dou linearizace relativit je pravidelnost ristu 7/ vzhledem ke t¥idé [.

o Geometrické relativity r)® = af' s kladnymi parametry « a 3, predstavené

napf. v [I] jako alternativa k linedrnim relativitdm, hledand proto, ze linedrn{
relativni sazby pro nejlepsi bonusové tiidy mohou (v pfipadé znacné hete-
rogenity mezi klienty i po apriornim roztfideni) teoreticky vyjit zaporné.

e Relativity s exponencidlni ztrdatovou funkci, ktera je tvaru
E|lexp(—c(©—7r1)) ]|,

kde parametr ¢ > 0 urcuje ptisnost bonus-malus systému. Optimalni rela-
tivity s exponencidlni ztratovou funkei se blizi relativitam s kvadratickou
ztratovou funkef pro parametr ¢ blizici se zprava k nule. Cim vyss{ je hod-
nota ¢, tim je systém méné prisny, tj. snizuji se prirazky na pojistném. Pti
vysoké hodnoté parametru ¢ jsou ale i bonusy nizsi. Volbou tohoto para-
metru muZze pojisfovna zpifsnit nebo naopak zjemnit aposteriorni tpravy
pojistného. Tato ztratova funkce dava vétsi dulezitost chybam z nadhodno-
ceni odhadnuté relativity (r;. > ©) nez na chyby vzniklé z podhodnocen{
([5]). Popis systému s exponencidlni ztratovou funkef lze nalézt napi. v [4].

22



e V této praci predpokladame, ze nahodna velic¢ina A, reprezentujici nezndmou
apriorné ocekavanou ro¢ni skodni frekvenci, se nemeéni v case a tedy muzeme
pouzit tradi¢ni ptistup s pouzitim homogenniho Markovova fetézce a sta-
cionarniho rozdéleni. Systémum se stochastickou migraci mezi segmenty je

vénovan stejnojmenny ¢lanek v [2].
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Kapitola 4

Prakticka cast

Teoretické poznatky predchozich kapitol nyni aplikujeme na realny bonus-
malus systém vybrané pojistovny v Ceské republice a redlnd data, kterd ndm po-
skytla tato pojistovna. Hlavnim cilem této kapitoly je na zdkladé tidaji o poctech
pojistnych udalosti a pouzité segmentaci fidicu stanovit optimalni bonus-malus
sazby pro analyzovany systém a porovnat je se sazbami, které pojistovna aktudlné
pouziva.

Modelovani a vypocty budeme realizovat pomoci statistického softwaru R
(verze 3.0.1). Program R a vSechny knihovny (balicky) jsou dostupné z centralniho
repozitaie (CRAN. Budeme cerpat z dokumentace k jednotlivych knihovnam,
zejména [9] a [6], a také pro nds bude uzite¢ny materidl [14] o implementaci
regresnich modelu v R.

4.1 Bonus-malus systémy v Ceské republice

Teoreticka cast této prace je, jak jiz bylo vyse uvedeno, zalozena na publikaci
[5], kde autoti ilustrovali teoretické poznatky na belgickych datech (z roku 1997),
tykajici se smluv povinného ruéenf jednotného systému bonus-malus. V Ceské re-
publice neni predepsan jednotny systém priznavani bonusu a uplatnovani malusu
v povinném ruceni, kazda pojistovna muze na ¢esky trh povinného ruceni piijit s
vlastnim systémem. Pojistovny mezi sebou soutézi ve vytvaieni modelt pro apri-
orni sazbovani a na rozdil od [5] si také konkuruji v nabidce bonusu a malusu. V
Ceské republice je pouzivén zcela jiny princip, zalozeny na tzv. rozhodné dobé.

Pro popis takového systému jsme vybrali systém bonus-malus povinného ruce-
ni, ktery pouziva pojistovna Wiistenrot. Na tomto misté vychdzime pfimo z po-
jistnych podminek pojistovny [12], vefejné dostupnych na internetu.

e Rozhodna doba je doba nepteruseného trvani pojisténi odpovédnosti po-
jistnika, ktera se pocita v celych ukoncenych meésicich, snizena za kazdou
pojistnou udélost o 24 mésicu.

e Bonus je sleva na pojistném za kladnou rozhodnou dobu.
e Malus je prirdazka k pojistnému za zdpornou rozhodnou dobu.
e Pii uzavirani pojistné smlouvy se zapocitava rozhodna doba a pfiznava

bonus resp. uplatiiuje malus podle idaju v databézi skod Ceské kanceldre
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pojistitelu. Priznani bonusu, resp. uplatnéni malusu v prubéhu pojisténi
odpovédnosti se uskutecnuje na zédkladé vyhodnoceni rozhodné doby a zo-
hledni se v pfedpisu pojistného nejpozdéji na nasledujici pojistné obdobi.

e Pojistovna Wiistenrot pouzivd systém bonus-malus, zndzornény v tabulce

1l

Stupenn bonusu Rozhodnd doba  Bonus (sleva)
v meésicich

B10 120 a vice 60%
B9 108 az 119 55%
B8 96 az 107 50%
B7 84 az 95 45%
B6 72 az 83 40%
B5 60 az 71 30%
B4 48 az 59 20%
B3 36 az 47 15%
B2 24 az 35 10%
B1 12 az 23 5%

Zikladni stupen Rozhodna doba  Bonus (sleva)
v meésicich
Z 0az 11 0%
Stupen malusu Rozhodna doba Malus (pfirazka)
v meésicich

M1 —12 az —1 30%
M2 —36 az —13 90%
M3 —37 a vice 150%

Tabulka 4.1: Systém bonus-malus pouZivany pojistovnou Wiistenrot pro povinné
ruceni.

Systém z tabulky A.Ilm4 celkem 14 stupnu (t¥1d); z toho 10 bonusovych (klient
dostane slevu na pojistném), jeden zakladni a t¥i malusové (klientovi je vyméfena
prirdzka k zakladnimu pojistnému). Pfi stanovovani pojistného pro dalsi pojistny
rok se hodnoti individualni skodni prubéh tidice v predchozich dvanacti mésicich.
Za kazdy beznehodovy rok fidi¢ dostane bonus v procentualni vysi odpovidajici
jeho aktudlnimu zarazeni v systému. Pii dlouholetém bezeskodnim prubéhu muze
klient dostat slevu az 60%. Pojistovna Wiistenrot nehodnoti jednu pojistnou
udélost prilis prisné, kdyz se klientovi jen snizi jeho rozhodna doba a na zacatku
dalsiho obdobi sestoupi v systému maximalné o jeden stupen. Pii ¢astém hlaseni
skod pojistovné ale muze platit az o 150% vice nez je jeho zdkladni pojistné,
stanovené pti uzavieni pojistné smlouvy.

Kdyz klient zméni pojistovnu, daji se pfesunout jeho bonusy ziskané u difvej-
stho pojistitele. Bohuzel, pokud je jeho aktualni rozhodna doba zédpornd, zménou
pojistovny se nevyhne presunu jeho malusu. V Ceské republice totiz od 1.10.2007
funguje centralni Databéze skod povinného ruceni, spravovand Ceskou kanceldii
pojistitelu, jak jsme jiz zminili vySe. Databéze obsahuje historicka data poé¢inaje
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dnem 1.1.2000, kdy skonéil monopol Ceské pojistovny na poskytovéni tohoto
pojisténi. Novy klient se tedy do systému zaradi podle jeho aktualni rozhodné
doby. Pokud osoba uzavird svou prvni smlouvu o povinném rucent, je jeji rozhodna
doba 0 mésicu a tedy se zaradi do zdkladni bonus-malus tiidy (Zakladni stupen).

Vznika tu jeden zasadni problém: rozhodna doba muze byt v nekonec¢ném hori-
zontu nekonecnd a to kladnd i zaporna, tedy cesky systém bude treba modifikovat,
aby se dal pruchod klienta systémem modelovat pomoci homogenniho Markovova
retézce. Celkové bude nutné systém, definovany pomoci rozhodné doby, upravit
tak, aby se dal prevést do Teci stavu Markovovych fetézcu a aby byly splnény
vSechny predpoklady na néj kladené.

4.2 Vstupni data

Data jsme ziskali s laskavym svolenim pojistovny Wiistenrot. Mame k dispo-
zici idaje k celkem n = 112224 pojistnym smlouvam povinného ruceni za rok
2012, tj. ke smlouvam, které byly béhem kalendainiho roku 2012 platné alespon
jeden den. Ke kazdé smlouvé i, ¢+ = 1,...,n zndme

e jeji expozici v riziku, tj. po jakou ¢ast roku 2012 byla v platnosti...v teo-
retické casti prace jsme znacili d;

e pocet pojistnych udalosti v roce 2012. . . znacili jsme k; jako realizaci velic¢iny
N;

e pouzivanou ttidu bonusu tj. do jaké bonus-malus tiidy je klient zafazen pro
pristi obdobi, po zohlednéni poctu skod v roce 2012.

Ke smlouvam povinného ruceni pouzivame (apriorni) cenovou segmentaci podle
frekvence placeni pojistného, rozlisovani mezi fyzickou a pravnickou osobou, véku
a mista bydlisté majitele auta. Méli jsme puvodné k dispozici vice apriornich
proménnych, ale nékteré jsme vyftadili z duvodu velké vypocetni naroc¢nosti.
Vyrtadili jsme takové proménné, které se zdaly byt nejméné statisticky vyznamné
pro pocty skod (napt. analyzou rozptylu v R). Vysledky optimalnich sazeb byly
hodné podobné, at jsme tyto proménné pouzili ¢i nikoliv. V této praci neni nasim
ukolem urcit optimalni apriorni segmentaci, nybrz optimalni aposteriorni bonus-
malus sazby, takze budeme brat upravenou a zjednodusenou segmentaci podle
¢tyt kritérii jako dany predpoklad. V programu R si pro lepsi ndzornost oznac¢ime
apriorni proménné (segmentacni kritéria) a piislusné kategorie jako

e frekvence placeni: proménna FREKV s kategoriemi obecné zapsanymi jako
frl az fr3

e fyzickd/pravnickd osoba: proménnd FO_PO s dvéma kategoriemi ol a 02

e vck tidice: proménnd VEK se ¢tyfmi kategoriemi vekl az vek4

e bydlisté fidice: proménna REGION s péti kategoriemi regl az regb.
Déle pak v R oznacime

e rizikovou expozici, nabyvajici hodnot mezi 0 a 1, proménnou EXPOZICE
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e pocet pojistnych udalosti proménnou POCET_PU.

V R pracujeme s vychozim forméatem dat v této podobé:

’data.frame’: 112224 obs. of 6 variables:

$ FREKV : Factor w/ 3 levels "fri", "fr2","fr3": 2 3 2 2 2 3 ...
$ FO_PO : Factor w/ 2 levels "ol","02": 1111111111

$ EZPOZICE: num 1 0.749 11 1 ...

$ VEK : Factor w/ 4 levels "vekl","vek2",..: 333333 3.
$ REGION : Factor w/ 5 levels "regl","reg2",..: 335555 4 .

$ POCET_PU: int 0000000000 ...

Za rok 2012 mame celkovou rizikovou expozici 80015.31, tj. soucet dob plat-
nosti na 112224 smlouvach. Pojistnych udédlosti méame celkem 2667. Kdybychom
uvazovali homogenni pojistny kmen bez apriorni segmentace, dostali bychom
prumérnou ro¢ni Skodni frekvenci jako

§_ Xiiki _ 2067

— —0.0333
S d;  80015.31 ’

viz podkapitola [L2.T] bod 1., odhad (L9). Hodnota 3.33% se zdd byt celkem
mala, v pripadé 100 totoznych smluv jsoucich v platnosti po cely rok ocekavame
vznik 3.33 pojistnych uddlosti za rok. Kdyz se vratime k nasim pozorovanim, tak
v 97.362% pripadech, tj. ve valné vétsiné, nedoslo béhem sledovaného roku k zaddné
nahldsené dopravni nehodé, na 2.530% pojistnych smlouvach doslo k jedné po-
jistné udalosti, 0.104% ridicu hlasilo dvé nehody a zanedbatelnych 0.004% smluv
zaznamenalo tfi pojistné udélosti. K vice nez trem skoddm nedoslo u zadného
klienta.

Odhad parametria v R

Pro pocet pojistnych udélosti, jak jsme psali v kapitole [Il pouzivame ne-
gativné binomickou regresi. Neni to klasicky zobecnény linedrni model (GLM,
generalized linear model) s negativné binomickym rozdélenim zavisle proménné,
ale spis rozsiteni GLM s odhadovanim parametri modelu metodou maximélni
vérohodnosti se zahrnutim pridaného parametru a. Hodnotu overdisperzniho pa-
rametru a, znamenajictho pfevracenou hodnotu rozptylu ndhodného parametru
O, nezname, a je tedy tfeba ji odhadnout z dat. Taktéz neznamé regresni koefi-
cienty Sy, . ..,0m 2z (L&) musime odhadnout z dat.

Dle [14] v piipadé, kdy nezndme parametr a, neni tedy negativné binomicka
regrese specidlnim piipadem GLM, nicméné maximélné vérohodné odhady mo-
hou byt snadno spocitany opétovnym pouzitim GLM metodologie - iteracnim
odhadovanim B, kdyz zndme a, a naopak. To vede k maximalné vérohodnym
odhadum pro oba parametry 8 a a, které mohou byt spoc¢teny pouzitim funkce
glm.nb() z balicku (knihovny) MASS ([9]). Parametry modelu odhadneme pomoci
prikazu

glm_pov <- glm.nb(POCET_PU ~ FREKV+REGION+
FO_PO+VEK+offset (log(EXPOZICE)), data = pov)
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POCET_PU v zadané formuli predstavuje zavisle proménnou (odezvu), tedy vek-
tor (Ny,...,N,)" o délce n pozorovani poctu pojistnych udélosti u jednotlivych
smluv béhem jednoho roku, FREKV+REGION+FO_PO+VEK+offset (log(EXPOZICE)
je pak tada clenu specifikujicich linedrni prediktor Z?:o x;;8; + log(d;) z (L8
odezvy N; (prediktoru je 9, viz déle). Do linearniho prediktoru je zahrnut off-
set (jak jsme psali v podkapitole [[2)) jakozto ¢len se zndmym koeficientem 1.
V proménné pov mame ulozend data (datova tabulka s 112224 pozorovanimi
o Sesti argumentech).

Strucneé si nyni popiseme vystup s odhadnutymi parametry regresniho modelu.
Relevantni ¢ast vystupu po aplikovani funkce summary () vypada nasledovneé:

Call:

glm.nb(formula = POCET_PU ~ FREKV + REGION + FO_PO + VEK
+ offset (log(EXPOZICE)),
data = pov, init.theta = 0.5089103115, link = log)

Coefficients: (1 not defined because of singularities)
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) -2.01927 0.14877 -13.574 < 2e-16 x*x*
FREKVfr2 0.13371 0.06302 2.122 0.033872 *
FREKVfr3 -0.32559 0.05619 -5.795 6.84e-09 xx*
REGIONreg2 -0.11385 0.08511 -1.338 0.180971
REGIONreg3 -0.20713 0.05463 -3.792 0.000150 *x*x*
REGIONreg4 -0.34816 0.07801 -4.463 8.08e-06 xxx
REGIONregb 0.13419 0.06977 1.923 0.054441 .
FO_P0o2 -0.66949 0.18831 -3.555 0.000378 *xx
VEKvek2 -0.41055 0.19301 -2.127 0.033412 =*
VEKvek3 -1.105633 0.13681 -8.080 6.50e-16 *x*x*
VEKvek4 NA NA NA NA
Signif. codes: 0 ‘*xx’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘*x’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ > 1

(Dispersion parameter for Negative Binomial(0.5089) family
taken to be 1)

Theta: 0.5089
Std. Err.: 0.0761

Byla pouzita logaritmicka linkové funkce (defaultni nastaveni funkce glm.nb()).
Argument init.theta predstavuje optimalni vstupni hodnotu pro overdisperzni
parametr a (v R ho nazyvaji Theta), kterou jsme nezadali, takze byl pouzit
momentovy odhad na zakladé vstupnich odhadu regresnich koeficientu v mo-
delu Poissonovské regrese (GLM model s Poissonovym rozdélenim), tak jak jsme
zminovali v podkapitole [L.2.1] bod 3. Ponechali jsme vychozi nastaveni pro od-
hadovou metodu (method = "glm.fit"). Jednd se o itera¢ni algoritmus, ang-
licky nazyvany jako iteratively reweighted least squares (IRLS), cesky pak metoda
iterativnich vazenych nejmensich c¢tvercu. Algoritmus IRLS se pouziva k nale-
zeni maximalné vérohodnych odhadi GLM modelu a pouzivda k tomu Fishe-
rovu skérovaci metodu (Fisher scoring). Ve vystupu z R vidime odhadnuté (ma-
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ximélné vérohodné) regresni koeficienty spolu se smérodatnymi odchylkami od-
hadu a vysledky testu signifikantnosti parametriu v podobé hodnot testovych sta-
tistik a p-hodnot. Vidime, ze vétsina parametru je vyznamna, tj. nulova hypotéza
(s oboustrannou alternativou), ze skutec¢nd hodnota parametru je rovna nule, je
zamitnuta na hladiné vyznamnosti testu o = 0.05, nebot piislusna p-hodnota je
pod touto hladinou. Koeficient ke kategorii vek4 neni definovan a to z duvodu
shodnosti s jinou kategorii (nebudeme blize specifikovat). Koeficient znaceny v R
jako (Intercept) patii k referenéni tarifni t¥idé, kterou R zvolil jako kombinaci
kategorii frl, regl, ol a vekl. Déle ve vystupu vidime maximélné vérohodny
odhad parametru a se smérodatnou odchylkou odhadu.

j Nazev parametru v R Matem. oznaceni Odhad 8; exp (3;)
0 Intercept Bo -2.01927  0.1327520
1 £r2 B 0.13371 1.1430611
2 £r3 Bs -0.32559  0.7220976
3 reg2 Bs -0.11385  0.8923884
4 reg3 B -0.20713  0.8129106
5 regd Bs -0.34816  0.7059840
6 reg5 Be 0.13419 1.1436121
7 02 By -0.66949 0.5119678
8 vek2 By -0.41055 0.6632832
9 vek3 Bo -1.10533  0.3311018
Theta a 0.5089

Tabulka 4.2: Odhady regresnich koeficientu jako argumentu pfirozené expo-
nencialni funkce a odhad overdisperzniho parametru z negativné binomické re-
grese.

Hodnoty, které potiebujeme k vypoctu roc¢nich ocekavanych skodnich frek-
venci a k dosazeni do vzorcu pro optimalni relativni sazby pojistného, jsme
nazorné zapsali do tabulky 4.2l Jak tyto hodnoty interpretovat a jak z nich dostat
vysledné rocni o¢ekdavané skodni frekvence jednotlivych tarifnich tiid, si ukazeme
na piikladu klienta se zndmym apriornim zafazenim.

Méjme tidice ¢, ktery je v rizikové tiidé s kategoriemi fr1 (spada do referenéni
tiidy), regd (této kategorii odpovida prediktor x;5 a odhadnuty koeficient 55),
ol (spada do referencni tiidy) a vek2 (prediktor x;5 a odhadnuty koeficient [/i’;)
Tuto tarifni tfidu oznac¢me indexem k. Klientovo zatazeni do této tiidy muzeme
symbolicky zapsat pomoci vektoru prediktoru

x; = (1,2i1,762,7:3,Ti4,Ti5,Ti6,Ti7,Tig,Ti9) =
- (17 07 07 07 07 ]‘7 07 07 ]'7 0)7
kde 1 znamenad, ze klient spadd do této kategorie, 0 naopak. Pokud by klient
spadal do referen¢ni tiidy (se vsemi kategoriemi), mél by 1 pouze na prvni misteé.
Roéni ocekdvanou skodni frekvenci tohoto fidi¢e pak dostaneme na zéklade (T.12)
jako
A\, = exp (BB) X exp (35) X exp (@3) =
= 0.1327520 x 0.7059840 x 0.6632832 = 0.062163.
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Takto ziskdme oc¢ekavané rocni pocty skod Xk ke vsem zastoupenym rizikovym
tiidam (je jich 60), pomoci rizikovych expozic dostaneme zastoupeni (LI3)) jed-
notlivych t¥id v pojistném kmeni, které znac¢ime wy. V tabulce [4.3 je ¢ést téchto
vysledku (kompletni tabulka je v ptiloze[Al), po vyndsobeni ¢islem 100 bychom do-
stali vysledky v procentech. Prumérna o¢ekavana ro¢ni frekvence skod na zdkladé
apriorniho rozdéleni je

60
E[A =) MNPA=X] = Ny, = 0.0335,
k=1 k=1
tedy skoro stejné cislo jako v pripadé homogenniho pojistného kmene. Prumérna
frekvence skod je pomérné nizka, ze sta totoznych smluv s jednotkovou rizikovou
expozici dojde k pojistné udalosti na 3.35 z nich béhem jednoho roku.

k- FREKV FO_PO VEK REGION Wy, Ak
1 frl ol vekl regl 0.000169 0.132752
2 fr2 ol vekl regl 0.000502 0.151744
3 fr3 ol vekl regl 0.000204 0.095860
4 frl ol vek2 regl 0.000354  0.088052
5 fr2 ol vek2 regl 0.000776 0.100649
6 fr3 ol vek2 regl 0.000487  0.063582
7 frl ol vek3 regl 0.019819 0.043954
8 fr2 ol vek3 regl 0.032106  0.050243
9 fr3 ol vek3 regl 0.102423 0.031739
10 frl 02 vekd regl 0.000331 0.067965
50 fr2 ol vekl regh 0.000186 0.173536
51 fr3 ol vekl regh 0.000116  0.109627
52 frl ol vek2 regh 0.000088 0.100697
53 fr2 ol vek2 regh 0.000425 0.115103
54 fr3 ol vek2 regh 0.000200 0.072713
55 frl ol vek3  regh 0.013801 0.050267
56 fr2 ol vek3 regh 0.024203 0.057458
57 fr3 ol vek3 regh 0.069803 0.036298
58 frl 02 vek4d  regh 0.000389 0.077725
59 fr2 02 vek4d  regh 0.000845 0.088845
60 fr3 02 vek4d  regh 0.003298 0.056125

Tabulka 4.3: Vahy a odhadnuté roc¢ni ocekavané pocty skod pro nékteré seg-
mentacni tiidy.

Nyni pouzijeme jeden test na overdisperzi v datech. Nabizi ho R prostfednic-
tvim funkce odTest knihovny pscl [6]. Jednd se o test poméru vérohodnosti (like-
lihood ratio test) pro overdisperzi v datech, které znamenaji pocty, zde tedy pocty
skod. Jedna se o statisticky test, ktery porovnava logaritmické vérohodnostni
funkce negativné binomického regresniho modelu a modelu Poissonovské regrese.
Nulovou hypotézou je predpoklad Poissonovského regresniho modelu (specidlni
pripad negativné binomické regrese s nekonecnou hodnotou parametru a, tj. nu-
lovym rozptylem ©, kdy plati rovnost stfedni hodnoty a rozptylu poctu skod).
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Rozdéleni testové statistiky je nestandardni, jak vidime ve vystupu z R, jelikoz
pro overdisperzni parametr a (v R nazvany Theta) se predpokladd, ze je striktné
pozitivni (parametry gama rozdéleni jsou kladné). Ve vystupu vidime, ze testova
statistika prekrocila kritickou hodnotu, p-hodnota je pod hladinou vyznamnosti
testu a = 0.05, takze nulovou hypotézu zamitdme ve prospéch alternativy, tj.
negativné binomicky regresni model povazujeme za adekvatni pravé kvili over-
disperzi v datech. Nasleduje vystup testu:

> odTest(glm_pov, alpha=.05)

Likelihood ratio test of HO: Poisson, as restricted NB model:
n.b., the distribution of the test-statistic under HO is
non-standard

e.g., see help(odTest) for details/references

Critical value of test statistic at the alpha= 0.05 level: 2.7055
Chi-Square Test Statistic = 89.1146 p-value = < 2.2e-16

4.3 Modifikace a zjednoduseni ceského bonus-
malus systému

Nyni musime systém bonust a malusi pojistovny Wiistenrot z tabulky ET]
prevést do jazyka Markovovych fetézcu a upravit ho tak, aby byl Markovuv
fetézec modelujici pruchod motoristy systémem homogenni. Bude nutné systém
zjednodusit, nebot nejlepsi bonusovd tif{da pod oznacenim B10 koresponduje
s dobou nepteruseného trvani pojisténi 120 mésicu (10 let) a vice, tedy muze
v nekonecném casovém horizontu nabyvat nekoneéného poctu meésicu. My ale
potiebujeme koneény pocet tiid, respektive stavi Markovova fetézce. Totéz v za-
pornych hodnotach plati pro nejhorsi malusovou tiidu pod oznacenim M3.

Nejdrive jsme systém zkusili modifikovat tak, ze jsme pridali pomérné dost
fiktivnich t¥id a predpokladali jsme, ze rozhodna doba muze nabyvat minimélné
-180 meésicu (-15 let) a maximdlné 179 meésicu. Tiidu B10 s nejvyssim bonu-
sem jsme rozdeélili do péti podtiid, tfidu M3 do dvanacti a tiidu M2 do dvou.
Misto puvodnich ¢trnacti jsme dostali 30 stavu fetézce. Pridanim zna¢ného poctu
podtiid k okrajovym tiidam jsme chtéli z dlouhodobého hlediska peclivéji rozliso-
vat mezi klienty s rozhodnou dobou nad 120, respektive pod -37 mésicti. Vzhledem
k B8) prol =1 a f; =5 ma pét podtiid vztazenych k modifikované bonusové
tridé B10 stejnou optimalni relativni sazbu pojistného. Po zminénych upravach
jsme obdrzeli vysledky takové, ze se témér 100% klientu v dlouhodobém hori-
zontu zafadilo do nejlepsi tiidy, s optimalni relativitou r; = 98% ¢ili jen s dvou-
procentni slevou na pojistném. Optiméalni relativni sazba ro pro druhou nejlepsi
tiidu B9 oproti sazbé r, zaznamenala velky skok, nebot v této tiidé dle nasich
vysledku skon¢i minimum pojistniku z portfolia. Relativity ostatnich tiid jen po-
zvolna rostly a podily pojistniku v téchto tiidéch ve stabilizovaném systému byly
takika nulové. Tyto vysledky se nam nezdaly prilis uspokojivé. Stavajici bonus-
malus systém upravime jinym, vice omezujicim zpusobem, a ten nyni podrobnéji
popiseme.
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Jednotlivé stupné bonusu a malusu prevedeme na stavy Markovova Tetézce
timto zpusobem:

e Okrajové tiidy B10 a M3 jiz nerozdélime do dalsich podtiid, ale pro roz-
hodnou dobu vymezime hranice: dolni hranice -48 mésicu (-4 roky), horni
hranice 131 mésicu (necelych 11 let). Rozhodnou dobu ,,120 a vice* mésicu
omezime na ,,120 az 131“ a dobu ,-37 a vice® na ,-48 az -37“.

o Kazdé stavajici bonus-malus tiidé s rozhodnou dobou pokryvajici x az x+11
celych mésicu (z = —48+12j, j = 0,1,...,14), pfifadime jeden stav Marko-
vova fetézce. Kazdy stav fetézce se tedy bude tykat urcitého polouzavieného
intervalu [z,x + 12) s ohledem na nastavend prechodova pravidla, ktera de-
tailnéji rozebereme v nasledujici podkapitole.

e Jelikoz malusova tiida M2 pokryva dobu dvou let, rozdélime ji do dvou
podtiid pro jednoleté intervaly.

K systému o 14 tiidach jsme pridali jen jednu ttidu navic, tykajici se malusové
tiidy M2. Mame tedy 15 stavii homogenniho Markovova fetézce. Pokud se klient
vyskytuje v bonusové tiidé B10 a béhem roku zpusobi jednu Skodu, posune se
v piistim obdobi do (horsi) tiidy B9 bez ohledu na to, jestli je jeho skutecnd
rozhodnd doba mezi 120 a 131 mésici, mezi 132 a 143 ¢i jesté delsi. K tomuto
zjednoduseni nés inspirovala bakalaiska prace [I3]. Stavy retézce ocislujeme od 1
(tfida B10) pfes 11 (zdkladni stupen bez bonusu i malusu) do 14 (tfida M3). Dve
smyslené tiidy jako podttidy malusové tiidy M2 oznac¢ime 13_1 a 132 konzis-
tentné s podkapitolou B.2l Pocty podtiid ke vSem ¢trnacti bonus-malus tridam
jsou znazornény v tabulce .4l prehled jednotlivych tiid a odpovidajicich stavi
Markovova fetézce spolu s nastavenymi relativnimi sazbami pojistného pojistovny
Wiistenrot (iprava z tabulky [L.]]) je v tabulce

l
fi

Tabulka 4.4: Pocty podtiid jednotlivych bonus-malus tiid ¢islovanych od 1
(pro B10) do 14 (pro M3).

23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 1111111

1
1 11 1 2 1

4.4 Prechodova pravidla, stacionarni rozdéleni
Mame celkem 15 stavii Markovova fetézce, tj. mnozinu
Sis={1,...,13,14, 15}, (4.1)

jejiz prvky ovsem dle predchozich poznamek cislujeme ponékud odlisné a v tomto
pripadé mluvime o mnoziné stavu

S ={1,...,13.1,13.2,14}. (4.2)

V piipadech, kdy se stavy pracujeme jako s ¢isly (napf. v rekurzivni stochas-
tické rovnici vyjadiujici trajektorii pojistnika), budeme pouzivat spise mnozinu
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Bonus-malus tfida Trvani pojisténi Stav Markov. Relativni

(znaceni dle v mésicich Fetézce sazba

Wiistenrot) (rozmezi) pojistného
B10 [120, 132) 1 0.40
B9 108, 120) 2 0.45
B8 [ 96, 108) 3 0.50
B7 [ 84, 96) 4 0.55
B6 [ 72, 84) ) 0.60
B5 [ 60, 72) 6 0.70
B4 [ 48, 60) 7 0.80
B3 [ 36, 48) 8 0.85
B2 [ 24, 36) 9 0.90
B1 [ 12, 24) 10 0.95
Z [0, 12) 11 1.00
M1 —12, 0) 12 1.30

[—24, — 12) 131

M2 (—36, — 24) 13.2 190
M3 [—48, — 36) 14 2.50

Tabulka 4.5: Bonus-malus tiidy pojistovny Wiistenrot s bonusy a malusy
vyjadfenymi v relativnich sazbdch (ndsobcich) zékladniho pojistného, a od-
povidajici stavy Markovova fetézce (jedno z moznych znaceni).

S15. Kazdy stav predstavuje rozhodnou dobu v rozsahu jednoho roku, presnéji je-
dendcti celych mésicti. Pojistovna klienty odmeétiuje, respektive penalizuje, zpiiso-
bem popsanym v podkapitole [l coz znamena nésledujici moznosti pti pruchodu
klienta bonus-malus systémem.

e Po roce bez nehod se pojistnik posune v systému o jeden stupen vyse
smérem k nejlepsi tiidé B10 (pokud jiz v této t¥idé neni), protoze se mu
rozhodnd doba za uplynuly rok navysi o 12 meésicu. V feéi Markovovych
fetézcu prejde ze stavu ¢ do stavu ¢ — 1, jestlize neni ve stavu 1.

e Za jeden uplatnény pojistny narok béhem uplynulého roku pojistnik se-
stoupi o jednu tiidu nize smérem k nejhorsi tiidé M3 (pokud jiz v této
okrajové malusové ti{dé neni), nebot bylo klientovi po nahldseni pojistné
udalosti okamzité strzeno 24 meésicu z jeho rozhodné doby, soucasné ale
od ptredchoziho do soucasného okamziku stanovovani pojistného pro nasledu-
jici pojistné obdobi uplynulo dalsich 12 meésici. K rozhodné dobé tedy
po roce s jednou pojistnou udalosti pricitame 12 — 24 = —12 mésicu. V Tedi
stavu zvysujeme piedchozi stav o jednicku, maximalni hodnota je 15.

e Po dvou nahldsenych pojistnych udalostech v jednom roce klient sestoupi
o tfi tifdy (pokud je to mozné), nebot se k rozhodné dobé pojistnika po uply-
nuti jednoho roku pricte 12 — 2 x 24 = —36 mésicu. Jinak feceno, Tetézec
prejde z puvodniho do stavu ¢ do stavu ¢ + 3, jde-li to.

Obecné po k skodéach nahldsenych béhem sledovaného roku (k = 0,1, .. .) pficteme
k predchozi rozhodné dobé klienta 12 — k x 24 mésicu, v Teci stavu prejde fetézec
ze stavu ¢ do stavu ¢ + k x 2 — 1, pokud to jde.
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Pojisténcovu trajektorii napti¢ systémem muzeme vyjadiit pomoci veli¢iny
L,, (zarazeni do tiidy v ¢ase n pro obdobi [n,n + 1)), kdy na zdkladé (2.I)) mame
pro tento systém rekurzivni rovnici

L, = max{min{Ln_l + (N, x2—1),15}, 1}

Vidime, ze prvni skoda je penalizovana sestupem jen o jednu tiidu, zatimco
kazda dalsi skoda (béhem jednoho roku) znamenda pokles o (dalsi) dvé tiidy nize.
Ptehled zminénych ptechodovych pravidel mezi jednotlivymi tfidami systému je
znazornén v tabulce 6] kde ovsem pouzivame znaceni stavi/tiid dle mnoziny
S. Na zakladé této tabulky muzeme jednoduSe vyjadrit nula-jednickové matice
T'(k) pro zadnou, jednu az ,vice nez osm* pojistnych udalosti za jeden rok. Pro
k nehod bude v matici T'(k) v i-tém tadku (startujici tiida ¢) jednicka pouze
ve sloupci j, ktery odpovida nasledujici tidé po nahlaseni k skod dle tabulky (4.6
v ostatnich sloupcich pak nuly. Tyto matice zde nebudeme uvadeét.

Startujici Nasledujici tfida po nahlaseni
trida 0 1 2 3 4 5 6 7 > 8
nehod béhem 1 roku

1 1 2 4 6 8 10 12 132 14
2 1 3 5 7 9 11 13.1 14 14
3 2 4 6 8 10 12 132 14 14
4 3 5 7 9 11 13.1 14 14 14
5 4 6 8 10 12 132 14 14 14
6 5 7 9 11 13.1 14 14 14 14
7 6 8 10 12 132 14 14 14 14
8 7 9 11 13.1 14 14 14 14 14
9 8 10 12 132 14 14 14 14 14
10 9 11 13.1 14 14 14 14 14 14
11 10 12 132 14 14 14 14 14 14
12 11 13.1 14 14 14 14 14 14 14
13.1 12 132 14 14 14 14 14 14 14
132 13.1 14 14 14 14 14 14 14 14
14 132 14 14 14 14 14 14 14 14

Tabulka 4.6: Ptechodova pravidla pro modifikovany bonus-malus systém
s patnacti stavy.
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Na zakladé téchto pravidel a predpokladu Poissonova rozdéleni poctu skod
klienta se stfedni hodnotou A muzeme pravdépodobnosti prechodu (2:2)) takto ri-
zikového klienta usporadat do matice pravdépodobnosti prechodu P o rozmérech
15 x 15 ve tvar

ko ki 0 ky - 0 ke 1= K
ko 0 ki 0 ky --- ke 01300 K
0 k 0 Kk 0 0 ks 1-30 ki
0 0 ke 0 Kk ks 0 1= ki
0 0 0 k O 0 ks 1= ki
00 0 0 k ke 0 130 ks
00 0 0 0 0 kg 1-30 ok
P=(0 0 0 0 0 ks 0 1= ki |,
00 0 0 0 0 ks 1-30 ks
00 0 0 0 ke 0 1-37 ki
00 0 0 0 0 ke 1-57 Kk
00 0 0 0 ek 0 1=k
00 0 0 0 0 ko 0 ki 1= ok
00 0 0 0 0 ke 0 1—k
00 0 0 0 0 ko 1—ko
(4.3)
kde

)\i
ki:_—'e_’\, i=0,1,...,7.
1.

Stacionarni rozdéleni

Stacionarni rozdéleni bonus-malus tiid pojistnika se znamou ro¢ni ocekava-
nou Skodni frekvenci A zkonstruujeme piimou metodou podle véty [Il Napf. pro
A = 0.0333 dostaneme vektor stacionarnich pravdépodobnosti

7w = (0.96501, 0.03268, 0.001647, 0.00062,

4.60609 x 1075, 9.01970 x 107%,  9.38893 x 10~7, 1.28172 x 107",

1.61281 x 1078, 1.9452 x 107Y,  2.5629 x 107'°,  3.0949 x 10~ ",
3.99 x 10712, 4.96 x 10713, 6.2 x 1074).

Vidime, ze tidi¢ s nizkou ocekdvanou frekvenci skod 3.33% se s dosti velkou
pravdépodobnosti (96.5%) ustali ve tfidé s nejvyssim bonusem.

Pro ndhodné vybraného tidice z portfolia povinného ruceni spocitame sta-
cionarni pravdépodobnosti kvili pfidani smyslenych tiid na zékladé ([B.10). Prav-
dépodobnost, ze klient s neznamou skutecnou stiedni hodnotou poc¢tu skod A©
(ndhodné veliciny A a © jsme predstavili v podkapitole B1) skon¢i v [-té bonus-
malus tiide, jsme v teoretické ¢dsti prace znacili P[Ly, = []. S vyuzitim od-
hadnutych parametru @ z posledniho rddku tabulky a {Xk,k =1,...,60}

L Cel4 matice se sem bohuzel nevesla, ale chybéjici sloupce nenf obtizné doplnit. Matice mé
radkové odstupniovany tvar a jistou pravidelnost v opakujicich se hodnotach 0 a symbolu k;.
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s prislusnymi vahami {wy,k = 1,...,60} z piilohy [Al tedy dostaneme stacionarni
rozdéleni

P[Ls =] = (0.960632, 0.029900, 0.004372, 0.002364,  0.000877,
0.000475, 0.000284, 0.000194, 0.000147,  0.000123,
0.000111, 0.000109, 0.000247, 0.000173). (4.4)

V tomto pripadé ma vektor stacionarnich pravdépodobnosti jiz délku 14, t;j.
rovnou poctu puvodnich bonus-malus trid. I ndhodné vybrany jedinec se v ne-
konecném casovém horizontu s nejvyssi pravdépodobnosti zaradi do nejlepsi bo-
nusové tiidy (B10 resp. 1), s pravdépodobnosti zhruba 96%. Muzeme také kon-
statovat, ze 96% pojistniku skonc¢i v nekoneéném horizontu ve tiidé s nejvyssi
slevou na zdkladnim pojistném. Zhruba 3% pojistniku bude zafazeno do druhé
nejlepsi tidy (B9 resp. 2). Zbylé procento pojistniku skonéi v ostatnich tiidéch,
pravdépodobnosti jsou odstupnované, nejméné pojistniku skonci dle oc¢ekdavani
v nejhorsi malusové tiidé (M3 resp. 14).

Podivejme se nyni na pocatecni rozdéleni, ¢ili rozmisténi klientu do jednot-
livych tiid dle idaju o zarazeni do tiid pro rok 2013. Do systému jsme pridali
fiktivni tiidy, tehdejsi rozhodné doby nezname, takze pocatecni rozdéleni

p(0) = (0.710804, 0.067318, 0.050207, 0.037538, 0.031999,
0.030194, 0.020891, 0.013802, 0.014662, 0.013417,
0.007517, 0.000915, 0.000483, 0.000161, 0.000092) (4.5)

je spise priblizné.

Konvergence ke stacionarnimu rozdéleni

Pro zadany parametr A, napt. 0.0333, muzeme systém povazovat za stabilizo-
vany v okamziku, kdy je soucet absolutnich odchylek absolutnich pravdépodob-
nosti jednotlivych (patnécti) stavu v tomto ¢ase od stacionarnich pravdépodob-
nosti stavu (tento soucet jsme v teoretické ¢asti prace znacili K,,) pod néjakou
zadanou hodnotou €, napt. 0.05. Takze podle podminky stabilizace systému (2.7])
pro tidice s ocekavanym rocnim poctem skod A\ = 0.0333 dostaneme hodnoty K,
uvedené v tabulce [L7] (2. sloupec) a graficky znazornéné na obr. 11

V pripadé, ze soucasnou ro¢ni ocekavanou skodni frekvenci nezname, pracu-
jeme s podminkou (3.6]). Dopustili jsme se zde jisté tipravy, nebot mdme 15 stavi
Markovova Tetézce, ale pravdépodobnost, ze ndhodna velicina L., nabude hod-
noty [, jsme definovali pro 14 puvodnich bonus-malus tiid. Vychozi rozdéleni sice
muZeme upravit na 14 pravdépodobnosti (pfimo z dat, nebot pocatecni rozdélend
s patnécti pravdépodobnostmi je pravé z néj odvozené, piiblizné stanovené), ale
stochastickou matici P mame fddu 15. Takze na misto stacionarniho rozdéleni
definovaného v piipadé pridani fiktivnich tiid v (BJ0) zde pracujeme se sta-
cionarnimi pravdépodobnostmi (3.2]), ovsem pro 15 stavu [, tj. z mnoziny S (£.2]),
respektive (pro lepsi zachazeni) z mnoziny Sy5 (A1l). Podminku stabilizace (3.6))
pro soucty K, tedy uvazujeme pro tento pocet stavu. Pro ndhodného tidice do-
staneme hodnoty K,, uvedené v tabulce .1 (3. sloupec) a graficky zndzornéné
na obr. 1.2
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Systém dle Wiistenrot, A=0.0333

0.1 02 03 04

Obrazek 4.1: Konvergence ke staciondrnimu rozdéleni fidice se znamou hodnotou
aktudlni rocéni ocekdvané frekvence skod A© = A = 0.0333. PrerusSovand cara
znaci hodnotu € = 0.05.

Systém dle Wuistenrot

0.1 0.2 03 04

Obrézek 4.2: Konvergence ke stacionarnimu rozdéleni fidice s neznamou hodnotou
aktudlni ro¢ni ocekdvané frekvence skod A®. Prerusovand c¢dra znac¢i hodnotu
e = 0.05.
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Kn
"1 A=00333 neznamy fidic
1| 0.424736 0.414717
2| 0.335802 0.326310
3] 0.260123 0.262206
4] 0.209913 0.203748
51 0.154522 0.149591
6| 0.114841 0.110575
71 0.085816 0.083194
8| 0.057150 0.055105
0| 0.032363 0.030435

Tabulka 4.7: Hodnoty K, po n letech v systému, pro konkrétni a neznamou
skutec¢nou roc¢ni oc¢ekavanou frekvenci skod.

Vidime, ze pro oba ptipady vyslo priblizovani systému do stabilizovaného
stavu znacné podobné. S ohledem na zadané pocatecni rozdéleni (A5 muzeme
fici, ze se bonus-malus systém ustali do deviti let. To plati pro jakéhokoliv tidice
z portfolia. Pro klienta s takovym parametrem A, pro néjz bude dané pocatecni
rozdéleni hodné blizké stacionarnimu, se systém dle zadané podminky stabili-
zace muze ustalit diive, v pripadé velké odlisnosti poc¢atecénich pravdépodobnosti
od téch staciondrnich zase pozdéji. Vime, zZe stacionarni rozdéleni nezavisi na poca-
tecnim zatrazeni pojistniku do tiid. Na zvoleném vychozim rozdéleni ovSem zavisi
rychlost konvergence ke staciondrnimu rozdéleni, ¢ili za kolik let budeme moci
(dle zadané podminky stabilizace) systém povazovat za ustaleny.

n Cy

1| 25.999723

5 | 18.504978
10 | 9.159118
15 | 1.052855
16 | 0.405197
17 | 0.243411
18 | 0.082955
19 | 0.049132
33 | 0.000001
34 | 0.000000

Tabulka 4.8: Hodnoty C), po n letech v systému, pro skutec¢nou roéni o¢ekavanou
frekvenci skod A = 0.0333 a bez znalosti pocatecniho rozdéleni.

Pokud neznédme pocéatecéni rozdéleni bonus-malus ttid, lze se na konvergenci
ke stacionarnimu rozdéleni divat na zakladé (Z3]). Pro ndmi zvoleny parametr
A = 0.0333 budeme konstruovat n-té mocniny matice P, tj. budeme postupné
dostévat pravdépodobnosti prechodu mezi patnédcti stavy Markovova fetézce (tii-
dami bonus-malus véetné fiktivnich tfid) po n krocich (letech). Matice P™ se bu-
dou blizit matici IT slozené z fadkovych vektoru stacionarnich pravdépodobnosti.
V piiloze Bl jsou (ve formatu z R) zobrazeny matice P™ postupné pro n rovné
¢islu 1, 25, 33 a 34. Pro porovnani prvku matice P a matice Il zavedeme kontrolni
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soucet

C—Z n e N.

=1 j5=1

pz] - 7T]

V tabulce [4.§] vidime tyto kontrolni sou¢ty pro urcité hodnoty n.

S ohledem na zaokrouhlovani na Sest desetinnych mist muzeme fici, Ze k dosa-
7en{ stacionarniho rozdéleni dojde do 34 let. At je tedy po¢dteéni rozdéleni bonus-
malus ttid jakékoliv, uréili jsme pro zadany parametr A horni hranici pro pocet let
potfebnych pro dosazeni stacionarniho rozdéleni. Pro porovnani, kontrolni soucet
K, v situaci se zadanym pocéatecnim rozdélenim a stejnou zadanou hodnotou
parametru A, po zaokrouhleni K, na 6 desetinnych mist, vyjde roven nule pfi
n = 23.

4.5 Relativity

Nyni mame vSechny poklady pro to, abychom urcili optimalni relativity pro
14 bonus-malus t¥id, minimalizujici kvadratickou ztratovou funkci (B:3). Jelikoz
jsme do systému pridali dvé fiktivni podtiidy na misto jedné malusové tiidy
M2, spocitdme relativity na zdklade (3.9). Déle dle (BI1]) uréime podminénou
stfedni hodnotu o¢ekavané ro¢ni skodni frekvence A za podminky, Ze nahodné
vybrany klient skonc¢i v dlouhodobém casovém horizontu v [-té bonus-malus
ttidé. Rozmisténi klientu do jednotlivych tiid v teoreticky nekoneéném case jsme
spocetli v ([£4]). Vsechny tyto vysledky jsou zapsané v tabulce 9l

Tiida | PlLw =1 n=E[O|Le=1 E[A]|Ly=]
B10 1| 0.960632 0.908140 0.033248
B9 2 | 0.029900 2.642688 0.036375
B3 3| 0.004372 4.170799 0.040210
B7 4] 0.002364 4.662700 0.041904
B6 5| 0.000877 5.768414 0.046083
B5 6 | 0.000475 6.428912 0.049402
B4 7 | 0.000284 7.039359 0.053122
B3 8 | 0.000194 7.505049 0.056737
B2 9 | 0.000147 7.852306 0.060244
Bl 10| 0.000123 8.128771 0.063816
Z 11 | 0.000111 8.333367 0.067450
M1 12| 0.000109 8.506273 0.071368
M2 13| 0.000247 8.863649 0.079120
M3 14| 0.000173 9.085688 0.087919

Tabulka 4.9: Numerické charakteristiky systému dle pojistovny Wiistenrot
s pfidanymi fiktivnimi tfidami.

Hodnota kvadratické ztratové funkce MSE(r;_ ) = E [(© —r1)?] je

MSE(r;_) = 1.695601.
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Muzeme se snadno presvédcit, ze o¢ekavand hodnota E [ry_ ] relativni sazby
rr.. je (po zaokrouhlen{) rovna jedné neboli sto procentum, nebot plati

14

Efrr.] =) nPLe=1=1

=1

Je tedy splnéna finanéni rovnovaha systému po dosazeni staciondrniho rozdéleni
tifd. Od ,nebourajictho® fidice pojistovna vybere na pojistném méné nez od ,,bou-
rajictho®, ale od vSech tidi¢u dohromady obdrzi stejnou ¢astku jako v situaci bez
pouziti systému bonus-malus, tj. dostane soucet zakladniho rocniho pojistného
pres celé portfolio smluv povinného ruceni.

V tabulce vidime rostouci prubéhy E [© | Lo, =] i E[A | Ls =[] jako funkei
proménné [, coz je urcité vitand vlastnost vzhledem k tomu, ze v kazdé dalsi
ttidé smérem k okrajové tiidé M3 by mél klient zaplatit vétsi nasobek zakladniho
pojistného nez v predeslé (lepsi) tfidé, a vyssim tFiddm [ by méla odpovidat vyssi
ocekavana hodnota aposteriorniho rozdéleni veli¢iny A.

Numerické vysledky nyni budeme interpretovat v procentech. Naprosta vétsina
pojistniku (96%), bude v dlouhodobém horizontu zarazena do nejlepsi tiidy B10
a bude odménéna slevou na pojistném ve vysi (jen) 9.2%. Jinymi slovy bude
platit 90.8% ze zékladniho pojistného. Stredni hodnota o¢ekdvané roéni skodni
frekvence A za predpokladu ustdleni v této tiidé je nizka, zhruba 3.32%. V druhé
nejlepsi tiidée B9 skonci jen necelych 3% klientu a ti jiz budou platit prirdzku
ve vysi 164.3% k zdkladnimu pojistnému, tj. budou nakonec platit 264.3% apri-
orné nastaveného pojistného. Zbylé necelé 1% klientu skonéi v teoreticky ne-
konectném casovém horizontu v ostatnich dvanacti tiidach, pravdépodobnosti
jsou setazeny sestupné od tridy B10 az k tiidé M1. Pravdépodobnost, ze kli-
ent skonci ve tiidée M2, je vyssi nez pravdépodobnost zaiazeni do lepsi tiidy
M1, nebot tifda M2 zahrnuje oproti ostatnim tiiddm obdobi dvou let. Posledni
stacionarni pravdépodobnost, tykajici se tridy M3, tj. tiidy s nejvétsi zapornou
rozhodnou dobou, je nizsi nez pravdépodobnost zafazeni do tiidy M2, ale vyssi
nez pravdépodobnosti tykajici se pro klienta finanéné ptijatelnéjsich ttid M1 az
B2. To muzeme chépat jako dusledek principu zarazovani do tiid dle rozhodné
doby, kterda pro okrajovou malusovou tiidu M3 muze byt v zdporném smyslu
teoreticky az nekonecnd, a tedy se netyka obdobi jen jednoho roku dle naseho
omezeni.

Co se tyce hlavniho vysledku, optimélnich relativit, dostali jsme sazby poné-
kud odlisné od téch, které pouziva pojistovna Wiistenrot. Optimalni relativni
sazby se zvysuji s rostouci hodnotou [, coz je zaddouci jev. OvSem jedinou slevu
na pojistném zaznamendava nejlepsi bonusova tiida B10, zatimco vSechny ostatni
(veetné téch, které pojistovna nastavila jako bonusové) zaznamenévaji prirdzku
k pojistnému, a to pomérné znacnou (az 808.6%, respektive 908.6% v relativnim
vyjadreni). Jelikoz mé ale E [r_ ] byt rovna jedné a podily pojistniku v tieti az
¢trnacté tiidé jsou minimalni, musi pak byt o to vétsi malusy v téchto tridach.
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4.6 Systém -1/Top

Zkusme nyni na data od pojistovny Wiistenrot pouzit daleko pifsnéjsi systém,
ktery je v [B] nazyvén jako systém -1/ Top@. Jednd se o systém se Sesti tfidami,
¢islovanymi 1 (tfida s nejvyssim bonusem) az 6 (tfida s nejvyssim malusem).
Novy klient je zarazen do vstupni tiidy 6, za kazdy rok bez nehody se posune
z ttidy ¢ do tiidy ¢ — 1, je-li to mozné, za kazdou pojistnou udélost sestoupi
do nejhorsi tiidy 6, pokud v ni zafazen jiz neni. Odtud prameni pojmenovani
tohoto teoretického systému. I ojedinéld nehoda klienta je tedy tvrdé penalizovana
do nejlepsi tridy 1. Dalsi skoda ve stejném roce pak jiz penalizovana neni, protoze
klient jiz v nejhorsi t¥idé je, a tak v ni i nadéle zustane. Pfechodova pravidla jsou
jednoducha a jsou znazornéna v tabulce AI0l Matice T'(0) a T'(k) pro k > 1 z ni
dostaneme jednoduse a matici pravdépodobnosti prechodu P téz.

Startujici | Nasledujici tiida po nahlaseni
trida 0 >1
nehod béhem 1 roku
1 1 6
2 1 6
3 2 6
4 3 6
5 4 6
6 5 6

Tabulka 4.10: Prechodova pravidla systému -1/Top.

Zvolme pocatecni rozdéleni tiid napf.
p(0) = (0.95,0.01,0.01,0.01,0.01,0.01).

Jak je to s priblizovanim absolutnich pravdépodobnosti rozmisténi pojisténcu
do t¥id (po n letech od vychoziho rozdéleni) k rozdéleni staciondrnimu (po teore-
ticky nekoneéném poctu let)? Hodnoty K, vypoctené dle ([B.6) pron =1,...,5
se zvolenym pocatecnim rozdélenim jsou zapsdny v tabulce E.1Il Konvergence
systému -1/Top do ustaleného stavu je téz graficky zndzornéna na obr.

Kn

0.124103
0.087876
0.055503
0.026370

4.651 x 10717~ 0

U W N~ S

Tabulka 4.11: Hodnoty K,, po n letech v systému -1/Top, pro neznamou skutecnou
ro¢ni ocekavanou frekvenci skod.

Vidime, Ze soucet absolutnich odchylek stacionarnich pravdépodobnosti od ab-
solutnich pravdépodobnosti v koneé¢ném case je pod hodnotou 0.05 jiz po ¢tytech

2V [A] jsou tifdy éislované od 0 do 5, my se vSak drzime éislovani od & 1 v konzistenci
se znacenim v celé této praci.
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letech (ng = 4). Obecné se bez ohledu na volbu pocatecniho rozdéleni systém
ustéli do péti let, coz lze nahlédnout napt. v [5], kde pro zadany parametr A je
patd mocnina matice pravdépodobnosti prechodu slozena z fadkovych vektoru
staciondrnich pravdépodobnosti, tj. P° = II. MuzZeme tento vysledek interpreto-
vat tak, ze ridici jezdicimu bez nehod, ktery je ale na pocatku automaticky zarazen
do nejhorsi tiidy 6, trva nasledujicich pét let, nez projde systémem do nejlepsi
tridy 1.

Systém -1/Top

0.08 0.12

0.00 0.04

Obrazek 4.3: Konvergence ke stacionarnimu rozdéleni fidice s neznamou hodnotou
aktudlni roéni o¢ekavané frekvence skod AO v systému -1/Top. Prerusovana ¢éara
znaci hodnotu € = 0.05.

Numerické charakteristiky tohoto systému v podobé stacionarnich pravdépo-
dobnosti ndhodného fidice vypoctenych dle (B.2]), optimélnich relativit (minimali-
zujicich kvadratickou ztratovou funkei) vypocitanych podle vzorce (8H) a podmi-
nénych strednich hodnot veliciny A (za predpokladu ustéleni systému v jednot-
livych tiidéch) vypoctenych dle (8.7) jsou zobrazeny v tabulce 12l

| PlLw=1 n=E[O|Lw=1 E[A|Lc=]
1 0.86750440 0.7595206 0.03300218
2 0.02207979 2.2728750 0.03558792
3 0.02394178 2.3921403 0.03588972
4 0.02610555 2.5270669 0.03625935
5 0.02865479 2.6820286 0.03672863
6 0.03171402 2.8641087 0.03735700

Tabulka 4.12: Numerické charakteristiky systému -1/Top.

V porovnani s predchozim systémem vysly maximalni prirazky k zakladnimu
pojistnému vyrazné nizsi (maximélni malus je 186.4% oproti 808.6%, respektive
maximdlni relativni sazba je 286.4% oproti 908.6%), nebot systém daleko vice
penalizuje Fidi¢e za zpusobené nehody. Z toho duvodu se do nejlepsi tridy 1
zaradi méné pojistniku nez v predchozim systému (86.8% oproti 96.1%) s vySsi
slevou na pojistném (24% oproti 9.2%, respektive minimdlni relativni sazba 76%
oproti 90.8%). Tedy, kdyz uz se pojistnik v dlouhodobém ¢asovém horizontu
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bude pres prisné penalizacni pravidlo pohybovat v nejlepsi tiidé, je tieba ho také
ocenit vyraznéjSim bonusem, nez jak tomu bylo v predchozim, ne tak ptisném
systému. Vzhledem k nastavenym prechodovym pravidliim skon¢i v nejhorsi tiidé
6 dokonce vice klientu nez ve tiidé 2, 3, 4 nebo 5. Dale opét plati jednotkova
ocekdvana hodnota optimalni relativity r__, tj.

E [TLOO] = irl P[Loo = l] =1

a hodnota kvadratické ztratové funkce vyjde
MSE(ry_) = 1.580489,

coz je o jednu desetinu méné nez v predchozim pripadé.
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Z.aver

V této prici jsme se zabyvali systémy bonus-malus uzivanymi pojistovnami
v oblasti povinného ruceni. Pomoci Markovova tetézce jsme modelovali pohyb kli-
enta v systému v zavislosti na po¢tu skodnich naroku uplatnénych v predchozim
roce. Objasnili jsme, proc¢ je adekvatni pouzit negativné binomické rozdéleni
pro pocty pojistnych uddlosti v portfoliu povinného ruéeni pojistovny. Uvazovali
jsme, zZe pojistovna apriorné segmentuje fidice. Jednoduse feceno to znamena,
ze pii uzavieni pojistné smlouvy je klient s pozorovatelnymi charakteristikami
,dobrého* tidi¢e pojistovnou ocenén zakladni pojistnou sazbou v nizké cenové
hladiné, zatimco klientovi, ktery je apriorné ohodnocen jako ,Spatny“ ridi¢, pojis-
fovna vyméii vyssi pojistnou sazbu. Ocekdvani samoziejmé nemusi odpovidat
skutecnosti.

Bonus-malus systém se sklada z urcitého poctu tiid a pravidel prechodu mezi
nimi. Kazdé tiidé odpovida urcita relativni sazba pojistného, kterou jsme nazyvali
také relativitou ¢ bonus-malus sazbou. Rekli jsme si, ze relativni sazba v dese-
tinném vyjadieni udava hodnotu, kterou musime prendsobit zdkladni pojistnou
hlediska klient hradit s ohledem na jeho aktudlni rizikovost (nehodovost). Nasim
ukolem bylo uvést, jakym zpusobem lze tyto relativni sazby nastavit optimalné.

V teoretické ¢asti prace jsme tedy vylozili mozny zpusob urceni optimalnich
bonus-malus sazeb na zakladé minimalizace stfedni kvadratické funkce. Uvedené
vzorce jsou zalozeny na stacionarnim rozdéleni, které ukazuje, jak bude stavajici
pojistny kmen v dlouhodobém casovém horizontu rozdélen do bonus-malus tiid.
Do vypoctu optimalnich sazeb jsme zahrnuli téz informaci o apriornim roztiidéni
klientu.

V praktické ¢asti jsme se zamérili na bonus-malus systémy pouzivané pojis-
tovnami v Ceské republice, kde je pro pfiznani bonusu a uplatnéni malusu rozho-
dujici tzv. rozhodna doba klienta. Pro aplikaci teoretického aparatu, popsaného
v prvnich trech kapitolach, jsme vybrali bonus-malus systém, ktery aktudlné
pouziva pojistovna Wiistenrot v povinném ruceni. Redlny systém jsme museli
nejprve upravit vymezenim hranic pro rozhodnou dobu a pridanim fiktivnich
tifd kvuli splnéni Markovské vlastnosti. Pojistovna Wiistenrot ndm poskytla
data o segmentaci fidicu a udajich o poctech pojistnych udalosti za rok 2012,
na kterych jsme odhadli potfebné parametry a néasledné spocitali optimalni rela-
tivni sazby a dalsi numerické charakteristiky.

Analyzovali jsme systém, uplatiiovany touto pojistovnou v Ceské republice,
a muzeme konstatovat, ze neni pro tidice ptilis piisny. Jeden uplatnény skodni
narok za rok je penalizovan sestupem pouze maximalné o jednu t¥idu, dalsi skoda
pak maximalné o dvé tridy. Dosli jsme k zavéru, ze v dlouhodobém casovém
horizontu nékolik malo nahlasenych nehod nebude hrat vyraznou roli, protoze
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rozhodné doba se s délkou trvéni smlouvy stdle navysuje. Cim delsf je rozhodnd
doba, tim vyssiho stupné bonusu lze dosdhnout, pficemz rozhodné doba nad 10
let jiz pro klienta predstavuje maximélni moznou slevu na zakladnim pojistném.

Rekli jsme si, ze systém s danym pocateénim rozdélenim, které jsme piiblizné
urcili z dostupnych dat na zakladé aktudlniho zarazeni klientu do bonus-malus
ttid, muzeme povazovat za finanéné rovnovazny zhruba po deviti letech. Abso-
lutni pravdépodobnosti ale nejsou ani po dalsich letech totozné stacionarnim,
jsou si jen vic a vic blizké. Optimdlni relativity jsou pocitdny s (na pocétecnim
rozdéleni nezavislym) rozdélenim tfid v nekoneénu, coz pro systém zalozeny
na rozhodné dobé klienta s nizkou prumérnou skodni frekvenci (kolem 3.3%)
a s pomérné mirnou penalizaci znamena, ze v tomto teoreticky nekonecném case
bude vétsina smluv zafazena do nejlepsi tiidy a jen maly zlomek klientu se bude
pohybovat ve tiidach s rozhodnou dobou o délce nékolika malo let ¢i rozhodnou
dobou zapornou. Napt. v nejhorsi tiidé skonéi jen ptiblizné 17 smluv z 100000.
Budou to ridi¢i zpusobujici znaény pocet nehod, pak je na misté témto tridam
pritadit adekvatné vysoké relativni sazby, coz také potvrzuji nase numerické
vystupy.

Piisnost systému, muzeme-li to takto nazvat, mé opravdu znacny vliv na vy-
sledné optimélni relativity. Vypozorovali jsme to z porovnani zminénych vysled-
ku pro zkoumany systém s vysledky pro hypoteticky a pomérné pfisny systém
- 1/Top, s vyuzitim stejnych dat, kde vysledkem bylo daleko nizsi malusové navy-
seni pojistného a vyssi relativni sazba pro nejlepsi tiidu.

Pokud bychom chtéli zodpovédét v ivodu polozenou otézku, tak musime
bohuzel konstatovat, ze se aplikovany model pro stanoveni optimalnich bonus-
malus sazeb piili§ nehodi pro bonus-malus systém navrzeny pojistovnou Wiiste-
nrot. Dovolime si toto tvrzen{ rozsffit na systémy uzivané pojistovnami na ceském
trhu povinného ruceni, které pouzivaji shodny princip zalozeny na rozhodné dobé.

Hlavni problém tkvi ve stacionarnim rozdéleni, na némz jsou zalozeny vsechny
vypocty. Pro ¢eské bonus-malus systémy by se hodil model, ktery neni zalozeny
na chovani systému v nekonecném case. Zavérem muzeme jesté dodat, ze vi-
nou soucasné nastaveného konkurencniho prostiedi v oblasti povinného ruceni
v Ceské republice, kdy jsou spotiebitelim nabizeny pojistné produkty v nizké
cenové relaci, nelze z hlediska rentability aplikovat optimalni vysledky pojistné
matematiky, protoze by pojisténi byla ptilis drahé.
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Priloha A

Odhady parametru
segmentacnich trid

Véahy wy a roéni ocekdvané skodni frekvence A\; pro 60 segmentacnich tiid.

k- FREKV FOPO VEK REGION W Ak
1 frl ol vekl regl 0.000169 0.132752
2 fr2 ol vekl regl 0.000502 0.151744
3 fr3 ol vekl regl 0.000204 0.095860
4 frl ol vek2 regl 0.000354  0.088052
5 fr2 ol vek2 regl 0.000776  0.100649
6 fr3 ol vek2 regl 0.000487 0.063582
7 frl ol vek3 regl 0.019819 0.043954
8 fr2 ol vek3 regl 0.032106 0.050243
9 fr3 ol vek3 regl 0.102423 0.031739
10 frl 02 vekd regl 0.000331 0.067965
11 fr2 02 vekd  regl 0.000527 0.077688
12 fr3 02 vek4d  regl 0.002468 0.049077
13 frl ol vekl reg2 0.000067 0.118466
14 fr2 ol vekl reg2 0.000181 0.135414
15 fr3 ol vekl reg2 0.000109  0.085544
16 frl ol vek2 reg2 0.000119 0.078577
17 fr2 ol vek2  reg2 0.000435 0.089818
18 fr3 ol vek2 reg2 0.000189 0.056740
19 frl ol vek3  reg2 0.010319 0.039224
20 fr2 ol vek3 reg2 0.017331 0.044836
21 fr3 ol vek3 reg2 0.045246 0.028324
22 frl 02 vek4d  reg2 0.000112  0.060651
23 fr2 02 vekd  reg2 0.000188 0.069328
24 fr3 02 vekd  reg2 0.000777 0.043796
25 frl ol vekl reg3 0.000847 0.107915
26 fr2 ol vekl reg3 0.002004 0.123354
27 fr3 ol vekl reg3 0.001627 0.077926
28 frl ol vek2 reg3 0.001297 0.071579
29 fr2 ol vek2 reg3 0.001958 0.081819

Pokracovani na dalsf strané
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Pokracovani z predchozi strany

k- FREKV FO_PO VEK REGION W Ak

30 fr3 ol vek2 reg3 0.002040 0.051687
31 frl ol vek3  reg3 0.071616 0.035731
32 fr2 ol vek3 reg3 0.089750 0.040843
33 fr3 ol vek3 reg3 0.347456  0.025801
34 frl 02 vek4d reg3 0.000599 0.055249
35 fr2 02 vek4d  reg3 0.000691 0.063153
36 fr3 02 vekd  reg3 0.004284  0.039895
37 frl ol vekl regd 0.000354 0.093721
38 fr2 ol vekl regd 0.000410 0.107129
39 fr3 ol vekl regd 0.000536 0.067676
40 frl ol vek2 regd 0.000347 0.062163
41 fr2 ol vek2 regd 0.000636 0.071057
42 fr3 ol vek2 regd 0.000570 0.044888
43 frl ol vek3  regd 0.016420 0.031031
44 fr2 ol vek3 regd 0.016691 0.035470
45 fr3 ol vek3 regd 0.090201 0.022407
46 frl 02 vek4d regd 0.000084 0.047982
47 fr2 02 vek4d regd 0.000100 0.054846
48 fr3 02 vekd regd 0.000832 0.034648
49 frl ol vekl regh 0.000057 0.151817
50 fr2 ol vekl regh 0.000186 0.173536
51 fr3 ol vekl regh 0.000116 0.109627
52 frl ol vek2  regh 0.000088 0.100697
53 fr2 ol vek2 regh 0.000425 0.115103
54 fr3 ol vek2  regh 0.000200 0.072713
55 frl ol vek3  regh 0.013801 0.050267
56 fr2 ol vek3  regh 0.024203 0.057458
57 fr3 ol vek3 regh 0.069803 0.036298
58 frl 02 vek4d  regh 0.000389 0.077725
59 fr2 02 vek4d regh 0.000845 0.088845
60 fr3 02 vek4d  regh 0.003298 0.056125
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Priloha B

Konvergence ke stacionarnimu
rozdéleni

Mocnéni matice pravdépodobnosti prechodu P a stacionarni rozdéleni 7 pro
A = 0.0333, zaokrouhlovani na 6 desetinnych mist. Pro duraz na zvoleny parametr
A piseme P(0.0333) a 7(0.0333).

Nésleduji vystupy z R. Matice jsou ve formatu jakychsi tabulek o patnacti
radcich a patnécti sloupcich ¢islovanych dle mnoziny stava Sis. Kvuli vétsim
rozmérum jsou matice rozdélené na vice casti, vzdy pro vSech patnact radku.

o P(0.0333)

1 2 3 4 5 6
1 0.967248 0.032209 0.000000 0.000536 0.000000 0.000006
2 0.967248 0.000000 0.032209 0.000000 0.000536 0.000000
3 0.000000 0.967248 0.000000 0.032209 0.000000 0.000536
4 0.000000 0.000000 0.967248 0.000000 0.032209 0.000000
5 0.000000 0.000000 0.000000 0.967248 0.000000 0.032209
6 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.967248 0.000000
7 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.967248
8 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
9 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
10 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
11 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
12 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
13 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
14 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
15 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

7 8 9 10 11 12
1 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
2 0.000006 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
3 0.000000 0.000006 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
4 0.000536 0.000000 0.000006 0.000000 0.000000 0.000000
5 0.000000 0.000536 0.000000 0.000006 0.000000 0.000000
6 0.032209 0.000000 0.000536 0.000000 0.000006 0.000000
7 0.000000 0.032209 0.000000 0.000536 0.000000 0.000006
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