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Výpočty variability vývojových
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Vedoućı diplomové práce: RNDr. Martin Branda, Ph.D.
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Úvod

Každá pojǐst’ovna v České republice je ze Zákona č. 277/2009 Sb., o po-
jǐst’ovnictv́ı povinna vytvářet technické rezervy k plněńı závazk̊u z provozované
pojǐst’ovaćı činnosti, které jsou pravděpodobné nebo jisté, ale nejistá je jejich výše
nebo okamžik, ke kterému tyto závazky vzniknou.

V neživotńım pojǐstěńı má velký význam rezerva na pojistná plněńı, někdy
také označovaná jako škodńı rezerva. Rezerva na pojistná plněńı je určena ke kryt́ı
závazk̊u z pojistných událost́ı v obdob́ı před rozvahovým dnem vzniklých, hláše-
ných, ale v tomto obdob́ı neuhrazených a nebo vzniklých, ale nehlášených. Prvńı
typ rezervy se nazývá RBNS rezerva (reported but not settled), druhá se nazývá
IBNR rezerva (incurred but not reported). Výše RBNS rezervy je stanovena
likvidátorem pojistných událost́ı. Oproti tomu výše IBNR rezervy se stanov́ı po-
moćı matematicko-statistických metod.

Od 1. ledna 2014 začne na územı́ Evropské Unie platit směrnice o př́ıstupu
k pojǐst’ovaćı a zajǐst’ovaćı činnosti a jej́ım výkonu, nazývaná Solvency II. Kom-
pletńı zněńı tohoto předpisu je k nalezeńı pod názvem Směrnice Evropského
parlamentu a Rady 2012/23/EU. V rámci této směrnice se hovoř́ı o solventńım
kapitálovém požadavku, který pojǐst’ovna potřebuje ke kryt́ı všech rizik, kterým
je vystavena. Jedńım z těchto rizik je riziko pojistného a rezerv v neživotńım po-
jǐstěńı. V našem př́ıpadě potřebujeme odhadnout riziko plynoućı z nedostatečnosti
škodńıch rezerv ke kryt́ı budoućıch škod. Kapitálový požadavek potom odpov́ıdá
hodnotě v riziku na hladině spolehlivosti 99, 5% v časovém horizontu jednoho
roku. K odhadu tohoto kvantilu můžeme využ́ıt standardńı chybu rezervy [16].
Z tohoto d̊uvodu je d̊uležité poč́ıtat kromě odhadu rezervy i standardńı chybu
tohoto odhadu.

Ćılem diplomové práce Výpočet variability vývojových trojúhelńık̊u v neživot-
ńım pojǐstěńı je představit hlavńı metody výpočtu IBNR rezervy na pojistná
plněńı a jej́ı středńı kvadratické chyby a následně je aplikovat a porovnat na
reálných a nasimulovaných datech.

Vlastńı text je členěn do čtyř kapitol. Prvńı tři kapitoly jsou věnovány konkrét-
ńım matematickým model̊um - Mackově stochastickému modelu metody Chain-
Ladder společně se zobecněńım této metody pomoćı rekurze a zahrnut́ım tail fak-
toru do výpočtu rezervy, zobecněným lineárńım model̊um a metodě bootstrap.
Posledńı kapitola uvád́ı aplikaci zmı́něných metod na reálná a nasimulovaná da-
ta. Dále tato kapitola obsahuje srovnáńı výsledk̊u źıskaných pomoćı jednotlivých
metod.

Poznamenejme, že předpokládáme, že čtenář má základńı znalosti z oboru
pravděpodobnosti a matematické statistiky.
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1. Metoda Chain-Ladder

V neživotńım pojǐstěńı má velký význam rezerva na pojistná plněńı (škodńı
rezerva), jej́ıž výše na konci účetńıho obdob́ı odpov́ıdá odhadu výše pojistných
plněńı, která ještě maj́ı být v budoucnu vyplacena za škody vzniklé v daném
účetńım obdob́ı nebo v obdob́ıch předchoźıch. Nejčastěǰśı postupy k odhadováńı
rezervy na pojistná plněńı jsou metoda Chain-Ladder, separačńı metoda, Cape
Cod metoda, Bornhuetter-Fergusonova metoda a De Vylderova metoda nejmen-
š́ıch čtverc̊u. V této kapitole se zaměř́ıme na metodu Chain-Ladder. Jedná se
o početně jednoduchou metodu, u které nepotřebujeme znát rozděleńı vzniklých
škod. Na druhou stranu jsou źıskané odhady rezerv pro jednotlivé roky citlivé
na změny v pozorovaných datech. Proto je užitečné znát standardńı odchylku
odhadovaných rezerv jako mı́ru nejistoty obsažené v datech.

1.1 Mack̊uv model pro metodu Chain-Ladder

V této kapitole poṕı̌seme stochastický model pro metodu Chain-Ladder, který
v roce 1993 zavedl Thomas Mack. Dále zavedeme pojmy a značeńı, s nimiž
budeme v této kapitole pracovat. Původńı text může čtenář nalézt v [10], dále
čerpáme z článk̊u [1] a [12].

Necht’ Ci,j označuje celkový úhrn pojistného plněńı za škody, které vznikly
v roce i a byly uhrazeny (nahlášeny) do konce vývojového roku j, kde
i = 0, 1, . . . , I, j = 0, 1, . . . , J , I = J . Necht’ Ci,∞ je celková výše plněńı škodńıho
roku i. Rok J budeme považovat za posledńı rok vývoje, tedy Ci,∞ = Ci,J . Po
celou dobu budeme předpokládat, že Ci,j je nezáporná náhodná veličina a známe
jej́ı pozorováńı, pokud i+ j ≤ J .

Data potřebná k výpočtu rezervy na pojistná plněńı na základě minulého
škodńıho vývoje se často prezentuj́ı ve formě vývojových trojúhelńık̊u. Jedná
se o schéma, v němž řádek reprezentuje rok vzniku škody a sloupec označuje
zpožděńı v úhradě (hlášeńı) dané škody.

Uvažujme kumulativńı trojúhelńık {Ci,j}, který obsahuje všechna dosud známá
pozorováńı.

0 1 . . . j . . . J − 1 J
0 C0,0 C0,1 C0,j C0,J−1 C0,J

1 C1,0 C1,1 C1,j C1,J−1
...

J − 1 CJ−1,0 CJ−1,1

J CJ,0
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Ćılem je odhadnout konečnou výši škod Ci,J a rezervu nesplacených pojistných
plněńı

Ri = Ci,J − Ci,J−i (1.1)

pro všechny roky i = 0, . . . , J .

Předpoklady Mackovy metody

(MCL1) Existuj́ı vývojové faktory fj, pro které plat́ı

E [Ci,j+1|Ci,1, . . . , Ci,j] = fjCi,j, i = 0, . . . , I − 1, j = 0, . . . , J − 1.

(MCL2) Jednotlivé roky vznik̊u škod jsou nezávislé, tj.

(Ci,0, . . . , Ci,J) a (Ck,0, . . . , Ck,J)

jsou vzájemně nezávislé náhodné vektory pro i 6= k.

(MCL3) Pro podmı́něný rozptyl plat́ı

var [Ci,j+1|Ci,1, . . . , Ci,j] = σ2
jCi,j,

pro i = 0, . . . , I − 1, j = 0, . . . , J − 1, kde σ2
j je neznámý parametr.

Odhady parametr̊u

Součást́ı metody Chain-Ladder je nalezeńı odhad̊u vývojových faktor̊u fj po-
moćı vztahu

f̂j =

J−1−j∑
i=0

Ci,j+1

J−1−j∑
i=0

Ci,j

(1.2)

pro j = 0, . . . , J − 1.

Trojúhelńık {Ci,j} doplńıme na čtverec násobeńım odhadnutými faktory f̂j
poč́ınaje od diagonály. T́ım źıskáme odhad konečné výše škodńıho plněńı Ci,J

Ĉi,J = Ci,J−if̂J−i · . . . · f̂J−1, (1.3)

ekvivalentně pro škodńı rezervu za rok i můžeme psát

R̂i = Ci,J−i(f̂J−i · . . . · f̂J−1 − 1). (1.4)

Pro daľśı výpočty budeme potřebovat vzorec pro odhad parametru σ2
j . Tento

odhad źıskáme ze vztahu

σ̂2
j =

1

J − j − 1

J−j−1∑
i=0

Ci,j

(
Ci,j+1

Ci,j
− f̂j

)2

(1.5)

pro j = 0, . . . , J − 2.

V následuj́ıćı větě pomoćı předpoklad̊u (MCL1), (MCL2) odvod́ıme předpověd’

Ci,J založenou na všech dosud známých pozorováńıch.
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Věta 1. Necht’ ∆ = {Ci,j; i+ j ≤ J} je množina všech doposud napozorovaných
dat. Pak za předpoklad̊u (MCL1) a (MCL2) plat́ı rovnost

E(Ci,J |∆) = Ci,J−ifJ−i · . . . · fJ−1. (1.6)

Než přejdeme k d̊ukazu právě vyslovené věty, zmı́ńıme známé vztahy z teorie
pravděpodobnosti, které budeme později využ́ıvat.

Lemma 1. Necht’ X, Y ∈ L1(Ω,A, P ), C ⊂ F ⊂ A, potom plat́ı

E (X|C) = E (E (X|F) |C).

Lemma 2. Necht’ X, Y ∈ L1(Ω,A, P ), F ⊂ A. Dále necht’ X je F−měřitelná
a E|XY | <∞, potom plat́ı

E (XY |F) = XE (Y |F).

Nyńı dokážeme větu 1.

D̊ukaz. (Mack [10])
Pro jednoduchost zápisu zavedeme označeńı

Ei(X) = E(X|Ci,1, . . . Ci,J−i).

Na základě předpokladu (MCL2) a opakovanou aplikaćı předpokladu (MCL1)
a pomoćı lemmatu 1 a lemmatu 2 dostáváme

E(Ci,J |∆) = Ei(Ci,J)
= Ei(E(Ci,J |Ci,1, . . . Ci,J−i))
= Ei(Ci,J−1fJ−1)
= Ei(Ci,J−1)fJ−1

= . . .
= Ei(Ci,J−i)fJ−i · . . . · fJ−1

= Ci,J−ifJ−i · . . . · fJ−1

a t́ım je rovnost (1.6) dokázána.

Předchoźı věta nám ukazuje, že odhad Ĉi,J má stejný tvar jako E(Ci,J |∆),
který je odhadem Ci,J založeném na pozorováńı ∆.

Věta 2. Za předpoklad̊u (MCL1) a (MCL2) jsou odhady f̂j, j = 0, . . . , J − 1,
nestranné a nekorelované a plat́ı rovnost

E(f̂J−i · . . . · f̂J−1) = fJ−i · . . . · fJ−1. (1.7)

D̊ukaz. (Mack [10])
Označme

∆j = {Ci,k; k ≤ j, i+ k ≤ J},

pro j = 0, . . . , J , jako množinu známých pozorováńı výš́ı škod, které maj́ı nejvýše
j let zpožděńı v hlášeńı.
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Pomoćı předpoklad̊u (MCL1) a (MCL2) dostáváme

E(Ci,j+1|∆j) = E(Ci,j+1|Ci,0 . . . Ci,j) = fjCi,j.

Nyńı vyjdeme z linearity podmı́něné středńı hodnoty a z obou předpoklad̊u
(MCL1) a (MCL2). Tedy můžeme psát

E(f̂j|∆j) = E


J−k−1∑
k=0

Ck,j+1

J−k−1∑
k=0

Ck,j

∣∣∣∣∣∆j



= E


J−k−1∑
k=0

(Ck,j+1|∆j)

J−k−1∑
k=0

Ck,j



=

E

(
J−k−1∑
k=0

(Ck,j+1|∆j)

)
J−k−1∑
k=0

Ck,j

=

J−k−1∑
k=0

E(Ck,j+1|∆j)

J−k−1∑
k=0

Ck,j

=

J−k−1∑
k=0

E(Ck,j+1|Ck,1, . . . , Ck,j)

J−k−1∑
k=0

Ck,j

=

J−k−1∑
k=0

fjCk,j

J−k−1∑
k=0

Ck,j

= fj,

č́ımž je dokázána nestrannost odhad̊u vývojových faktor̊u, jelikož

E(f̂j) = E
(
E(f̂j|∆j)

)
= fj,

pro j = 0, . . . , J − 1.

6



Odhady jsou také nekorelované, bez újmy na obecnosti předpokládejme k ≥ j
a pomoćı právě dokázané nestrannosti a lemmatu 2 plat́ı

E(f̂kf̂j) = E(E(f̂kf̂j|∆j))

= E(f̂kE(f̂j|∆j))

= E(f̂kfj)

= E(f̂k)fj
= E(f̂k)E(f̂j)
= fkfj.

Rovnost (1.7) vyplývá z nestrannosti a nekorelovanosti odhad̊u parametr̊u

E(f̂J−i · . . . · f̂J−1) = E(f̂J−i · . . . · f̂J−2)E(f̂J−1|∆J−1) = . . . = fJ−i · . . . · fJ−1.

Nekorelovanost f̂j je překvapuj́ıćı, nebot’ f̂j−1 a f̂j záviśı na stejných datech
C1,j + . . . + CJ−i,j. Je však pro nás velmi d̊uležitá, nebot’ d́ıky ńı dostáváme ne-
stranné odhady pro Ci,J a Ri, jak dokazuje následuj́ıćı věta.

Věta 3. Necht’ ∆ = {Ci,j; i+ j ≤ J} je množina všech doposud napozorovaných
dat. Necht’ plat́ı předpoklady (MCL1) a (MCL2). Potom plat́ı:

I. Ĉi,J je nestranným odhadem E (Ci,J |∆), kde

Ĉi,J = Ci,J−if̂J−i · . . . · f̂J−1

E (Ci,J |∆) = Ci,J−ifJ−i · . . . · fJ−1.

II. Odhad rezervy R̂i = Ĉi,J–Ci,J−i je nestranným odhadem skutečné výše re-
zervy Ri = Ci,J–Ci,J−i.

D̊ukaz. Označme

∆j = {Ci,k; k ≤ j, i+ k ≤ J},

pro j = 0, . . . , J , jako množinu známých pozorováńı výš́ı škod, které maj́ı nejvýše
j let zpožděńı v hlášeńı.

Vyjdeme z dokázaných předchoźıch vztah̊u a lemmatu 2. Nejprve dokážeme
vztah I.:

E
(
Ĉi,J

)
= E

(
E
(
Ĉi,J |∆J−1

))
= E

(
E
(
Ci,J−if̂J−i · . . . · f̂J−1|∆J−1

))
= E

(
E
(
Ci,J−if̂J−i · . . . · f̂J−2

)
E
(
f̂J−1|∆J−1

))
= E

(
E
(
Ci,J−if̂J−i · . . . · f̂J−3

)
E
(
f̂J−2|∆J−2

)
fJ−1

)
= . . .
= E (E (Ci,J−i|∆J−i)) fJ−i · . . . · fJ−1

= Ci,J−ifJ−i · . . . · fJ−1.
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Poté vztah II.:

E
(
R̂i

)
= E

(
E
(
R̂i|∆

))
= E

(
E
(
Ĉi,J–Ci,J−i|∆

))
= E

(
E
(
Ĉi,J |∆

)
− E (Ci,J−i|∆)

)
= Ci,J − Ci,J−i

a t́ım je d̊ukaz hotov.

Vlastnosti odhadu σ2
j shrneme v následuj́ıćı větě.

Věta 4. Za předpokladu (MCL3) je σ̂2
j nestranným odhadem σ2

j , kde

σ̂2
j =

1

J − j − 1

J−j−1∑
i=0

Ci,j

(
Ci,j+1

Ci,j
− f̂j

)2

,

pro j = 0, . . . , J − 2.

D̊ukaz. Vyjdeme ze vztahu E
(
Ci,j+1

Ci,j
|Ci,0, . . . , Ci,j

)
= fj. Pak dostáváme

Eσ̂2
j = E

 1

J − j − 1

J−j−1∑
i=0

Ci,j

(
Ci,j+1

Ci,j
− f̂j

)2


= E

 1

J − j − 1

J−j−1∑
i=0

E

Ci,j
(
Ci,j+1

Ci,j
− f̂j

)2

|Ci,0, . . . , Ci,j


= E

1

J − j − 1

J−j−1∑
i=0

Ci,jvar

(
Ci,j+1

Ci,j
|Ci,0, . . . , Ci,j

)

= E
1

J − j − 1

J−j−1∑
i=0

Ci,j
σ2
j

Ci,j
= σ2

j ,

č́ımž je d̊ukaz dokončen.

Pomoćı vztahu (1.5) jsme schopni odhadnout σ2
0, . . . , σ

2
J−2, zbývá nám tedy

naj́ıt odhad pro σ2
J−1. Postup výpočtu odhadu σ2

J−1 je navržen v [10]. Pokud

f̂J−1 = 1 a vývoj škod je po J − 1 letech považován za ukončený, potom po-
lož́ıme σ̂2

J−1 = 0. V opačném př́ıpadě źıskáme odhad σ2
J−1 extrapolaćı předchoźıch

hodnot σ̂2
0, . . . , σ̂

2
J−2, které tvoř́ı klesaj́ıćı posloupnost. Odhad źıskáme např́ıklad

logaritmicko-lineárńı regreśı nebo požadujeme, aby
σ̂2

J−3

σ̂2
J−2

=
σ̂2

J−2

σ̂2
J−1

. Posledńı možnost

vede k požadavku, aby

σ̂2
J−1 = min

(
σ̂4
J−2

σ̂2
J−3

,min
(
σ̂2
J−3, σ̂

2
J−2

))
. (1.8)
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1.2 Výpočet středńı kvadratické chyby a stan-

dardńı chyby

V úvodu kapitoly bylo vysvětleno, proč je středńı kvadratická odchylka d̊uležitá
a k čemu se využ́ıvá. V následuj́ıćı části zavedeme definici odchylky odhad̊u výš́ı
škod, ze které budeme vycházet a ukážeme si, jak se poč́ıtá.

Definice 1. Středńı kvadratickou chybu (mean squared error) odhadu celkové výše
rezervy na pojistná plněńı Ĉi,J definujeme jako

mse(Ĉi,J) = E
(
(Ĉi,J − Ci,J)2|∆

)
, (1.9)

kde ∆ = {Ci,j; i+ j ≤ J} je množina všech doposud napozorovaných dat.

Definice 2. Standardńı odchylka (standard error) odhadu Ĉi,J je definována jako

druhá odmocnina ze středńı kvadratické chyby odhadu Ĉi,J , tj.

se(Ĉi,J) =
√
mse(Ĉi,J). (1.10)

Můžeme vidět, že

mse(R̂i) = E
(
(R̂i −Ri)

2|∆
)

= E
(
(Ĉi,J − Ci,J−i − Ci,J + Ci,J−i)

2|∆
)

= E
(
(Ĉi,J − Ci,J)2|∆

)
= mse(Ĉi,J).

Dále při použit́ı pravidla E(X − a)2 = var(X) + (E(X)–a)2 a vlastnost́ı
podmı́něné středńı hodnoty máme

mse(Ĉi,J) = var(Ci,J |∆) +
(
E(Ci,J |∆)− Ĉi,J

)2
, (1.11)

což ukazuje, že středńı kvadratická chyba se rovná součtu rozptylu procesu (pro-
cess variance) a chyby odhadu (estimation error).

Věta 5. Necht’ plat́ı předpoklady (MCL1), (MCL2) a (MCL3). Potom odhad
středńı kvadratické chyby je dán vztahem

m̂se(R̂i) = Ĉ2
i,J

J−1∑
k=J−i

σ̂2
k

f̂ 2
k


1

Ĉi,k
+

1
J−k−1∑
j=1

Cj,k

 , (1.12)

kde Ĉi,j = Ci,J−if̂I−i · . . . · f̂j−1, j ≥ J − i, jsou odhady budoućıch hodnot Ci,j
a dále uvažujeme Ĉi,J−i = Ci,J−i.
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D̊ukaz. (Mack [10])
Pro zjednodušeńı zápisu zavedeme následuj́ıćı značeńı

Ei(X) = E(X|CI,1, . . . , CI,J+1−i),
vari(X) = var(X|CI,1, . . . , CI,J+1−i).

Dále vyjdeme ze vztahu

mse(R̂i) = var(Ci,J |∆) +
(
E(Ci,J |∆)− Ĉi,J

)2
.

Opakovanou aplikaćı předpoklad̊u (MCL1) a (MLC3) metody Chain-Ladder
a užit́ım vztahu pro nepodmı́něný rozptyl varX = E[var(X|Y )] + var(E[X|Y ])
dostáváme pro prvńı člen mse(R̂i)

var(Ci,J |∆) = vari(Ci,J)

= Ei (var(Ci,J |Ci,1, . . . , Ci,J−1)) + vari (E(Ci,J |Ci,1, . . . , Ci,J−1))

= Ei(Ci,J−1)σ2
J−1 + vari(Ci,J−1)f 2

J−1

= Ei(Ci,J−2)fJ−2σ
2
J−1 + Ei(Ci,J−2)σ2

J−2f
2
J−1 + vari(Ci,J−2)f 2

J−2f
2
J−1

= . . .

= Ci,J−i
J−1∑
k=J−i

fJ−i · . . . · fk−1σ
2
kf

2
k+1 · . . . · f 2

J−1,

nebot’ vari(Ci,J−i) = 0 .

Druhý člen mse(R̂i) źıskáme d́ıky větě 1(
E(Ci,J |∆)− Ĉi,J

)2
= Ci,J−i

(
fJ−i · . . . · fJ−1 − f̂J−i · . . . · f̂J−1

)2
. (1.13)

V praxi bychom chtěli naj́ıt odhady pro tyto dva členy mse(R̂i). V prvńım
členu stač́ı nahradit neznámé parametry fk a σ2

k jejich odhady f̂k a σ̂2
k. Tedy pro

odhad var(Ci,J |∆) dostáváme

̂var(Ci,J |∆) = Ci,J−i
J−1∑
k=J−i

f̂J−i · . . . · f̂k−1σ̂
2
kf̂

2
k+1 · . . . · f̂ 2

J−1 = Ĉ2
i,J

J−1∑
k=J−i

σ̂2
k/f̂

2
k

Ĉi,k
,

(1.14)
kde jsme použili zápis Ĉi,k = Ci,J−if̂I−i · . . . · f̂k−1.

Bohužel ve druhém členu mse(R̂i) nemůžeme nahradit fk jejich odhady f̂k,
jelikož by celý výraz byl nulový. Použijeme zde jiný postup. Můžeme psát

F = fJ−i · . . . · fJ−1 − f̂J−i · . . . · f̂J−1

= SJ−i + . . .+ SJ−1,

kde Sk = f̂J−i · . . . · f̂k−1(fk − f̂k)fk+1 · . . . · fJ−1.
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Tedy

F 2 = (SJ−i + . . .+ SJ−1)2

=
J−1∑
k=J−i

S2
k + 2

∑
j<k

SjSk.

Nyńı nahrad́ıme S2
k podmı́něnou středńı hodnotou E(S2

k |∆k) a součin SjSk
nahrad́ıme E(SjSk|∆k), pro j < k. To znamená, že S2

k a SjSk přibĺıž́ıme pr̊uměro-
váńım přes co nejmenš́ı počet dat tak, aby co nejv́ıce hodnot Ci,k z pozorovaných

dat z̊ustalo pevnými. Vzhledem k tomu, že plat́ı E(fk − f̂k|∆k) = 0 dostáváme
rovnost E(SjSk|∆k) = 0, pro j < k.

Protože

E
(
(fk − f̂k)2|∆k

)
= var(f̂k|∆k)

=

J−k−1∑
l=0

var(Cl,k+1|∆k)(
J−k−1∑
l=0

Cl,k

)2

=
σ2
k

J−k−1∑
l=0

Cl,k

,

dostáváme

E(S2
k |∆k) =

f̂ 2
J−i · . . . · f̂ 2

k−1σ̂
2
kf̂

2
k+1 · . . . · f̂ 2

J−1

J−k−1∑
l=0

Cl,k

.

Nakonec F 2 = (SJ−i + . . .+ SJ−1)2 nahrad́ıme výrazem
∑
k E(S2

k |∆k). Jelikož
jsou všechny členy v této sumě kladné, můžeme všechny neznámé parametry fk
a σ2

k nahradit jejich nestrannými odhady f̂k a σ̂2
k.

Výraz F 2 =
(
fJ−i · . . . · fJ−1 − f̂J−i · . . . · f̂J−1

)2
lze odhadnout jako

F̂ 2 =
J−1∑
k=J−i

f̂ 2
J−i · . . . · f̂ 2

k−1σ̂
2
kf̂

2
k+1 · . . . · f̂ 2

J−1

J−k−1∑
l=0

Cl,k

= f̂ 2
J−i · . . . · f̂ 2

k−1

J−1∑
k=J−i

σ̂2
k/f̂

2
k

J−k−1∑
l=0

Cl,k

.

Dosazeńım do (1.13) dostáváme odhad

(
E(Ci,J |∆)− Ĉi,J

)2
= Ci,J−if̂

2
J−i · . . . · f̂ 2

k−1

J−1∑
k=J−i

σ̂2
k/f̂

2
k

J−k−1∑
l=0

Cl,k

. (1.15)
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Sečteńım (1.14) a (1.15) dostáváme vztah pro odhad mse(R̂i) a t́ım je věta 5
dokázána.

Předchoźı věta udává vztah pro odhad nejistoty při stanovováńı hodnoty re-
zervy pro jednotlivé vznikové roky.

Často je d̊uležitá také středńı kvadratická chyba celkového součtu odhad̊u re-
zerv R̂ = R̂0 + . . . + R̂J . V tomto př́ıpadě však nelze pouze seč́ıst jednotlivé
hodnoty m̂se(R̂i), i = 0, . . . , J , nebot’ tyto hodnoty jsou vzájemně korelované.
Následuj́ıćı věta slouž́ı pro výpočet středńı kvadratické chyby celkové rezervy.

Věta 6. Za předpoklad̊u uvedených v předchoźı větě (Věta 5) źıskáme odhad
středńı kvadratické chyby celkové rezervy R̂ = R̂0 + . . .+ R̂J jako

m̂se(R̂) =
J∑
i=0

m̂se(R̂i) + Ĉi,J

 J∑
j=i+1

Ĉj,J

 J−1∑
k=J−i

2σ̂2
k/f̂

2
k

J−k−1∑
n=0

Cn,k

 . (1.16)

D̊ukaz. (Mack [10])
Máme

m̂se

(
J∑
i=0

R̂i

)
= E

( J∑
i=0

R̂i −
J∑
i=0

Ri

)2

|∆


= E

( J∑
i=0

Ĉi,J −
J∑
i=0

Ci,J

)2

|∆


= var

(
J∑
i=0

Ci,J |∆
)

+

(
E

(
J∑
i=0

Ci,J |∆
)
−

J∑
i=0

Ĉi,J

)2

.

Vid́ıme, že středńı kvadratická chyba celkové rezervy je rovna součtu rozpty-
lu procesu a chyby odhadu. Dı́ky nezávislosti jednotlivých let vzniku škody lze
rozptyl procesu přepsat jako

var

(
J∑
i=0

Ci,J |∆
)

=
J∑
i=0

var (Ci,J |∆),

jehož sč́ıtance jsme vypočetli v d̊ukazu věty 5.

Sč́ıtanec pro chybu odhadu přeṕı̌seme jako(
E

(
J∑
i=0

Ci,J |∆
)
−

J∑
i=0

Ĉi,J

)2

=

(
J∑
i=0

(
E (Ci,J |∆)− Ĉi,J

))2

=
∑
i,j

(
E (Ci,J |∆)− Ĉi,J

) (
E (Cj,J |∆)− Ĉj,J

)
=
∑
i,j

Ci,J+1−iCj,J+1−jFiFj,
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kde Fi = fJ−i · . . . · fJ−1 − f̂J−i · . . . · f̂J−1.

Středńı kvadratická chyba rezervy pro rok i je rovna

m̂se(R̂i) = var(Ci,J |∆) + (Ci,JFi)
2.

Pro středńı kvadratickou chybu celkové rezervy muśıme uvažovat, že rezervy
pro jednotlivé roky vzniku jsou korelované. Tedy

m̂se

(
J∑
i=0

R̂i

)
=

J∑
i=0

m̂se(R̂i) +
∑

1≤i≤j≤J
2Ci,J−iCj,J−jFiFj.

Nakonec k nalezeńı odhadu FiFj, i < j, použijeme vztah

F̂iF̂j =
J−1∑
k=J−i

f̂J−j · . . . · f̂J−if̂ 2
J−i · . . . · f̂ 2

k−1σ̂
2
kf̂

2
k+1 · . . . · f̂ 2

J−1

J−k−1∑
n=0

Cn,k

,

který je analogický odhadu pro F z d̊ukazu věty 5 .

1.3 Rekurzivńı výpočet standardńı chyby

a zahrnut́ı tail faktoru

V předchoźı části jsme ukázali výpočet standardńı chyby pro data reprezen-
tuj́ıćı výše škod za předpokladu, že vývoj škod pozorujeme do J let od vzniku
škody. Nyńı se zaměř́ıme na odvozeńı rekurzivńıho vztahu standardńı chyby
a zahrnut́ı tail faktoru do rekurze zobecněńım Mackova modelu. Vycháźıme z člán-
ku [11].

Necht’ Ci,j označuje celkový úhrn pojistného plněńı za škody, které vznikly
v roce i a byly uhrazeny (nahlášeny) do konce vývojového roku j, kde
i = 0, 1, . . . , I, j = 0, 1, . . . , J , I = J . Známe pozorováńı Ci,j pro j ≤ J − i,
ostatńı hodnoty budeme předpov́ıdat. Algoritmus metody Chain-Ladder obsahu-
je vztah pro předpov́ıdáńı

Ĉi,j+1 = f̂jĈi,j, (1.17)

poč́ınaje od Ĉi,J−i = Ci,j−i.

Součást́ı je nalezeńı odhad̊u vývojových faktor̊u fj pomoćı vztahu

f̂j =

J−1−j∑
i=0

wi,jC
α
i,jFi,j

J−1−j∑
i=0

wi,jC
α
i,j

(1.18)

pro j = 0, . . . , J − 1, α ∈ {0, 1, 2}, kde
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Fi,j =
Ci,j+1

Ci,j

jsou jednotlivé ročńı faktory a kde

wi,j ∈ [0, 1]

jsou libovolné váhy, které mohou být použity pro odlǐsné Fi,j.

Obvykle wi,j = 1 pro všechna i, j. Pak pro α = 1 dostáváme historické
ročńı faktory Fi,j, pro α = 0 rovnou źıskáme pr̊uměr pozorovaných jednotlivých
vývojových faktor̊u rozvoje fj. Pro α = 2 ukážeme, že se jedná o odhad pomoćı
lineárńı regrese Ci,j+1 proti Ci,j.

Na základě vztahu (1.17) uvažujme lineárńı závislost

Ci,j+1 = fjCi,j

pro j = 0, . . . , J − 1, i = 0, . . . , J − 1− j a neznámé fj.

Součet čtverc̊u je dán vztahem

S
(
f̂j
)

=
J−1−j∑
i=0

(
f̂jCi,j–Ci,j+1

)2
.

K nalezeńı minima součtu čtverc̊u polož́ıme parciálńı derivaci rovnu nule, tj.

∂S
(
f̂j
)

∂f̂j
= 2

J−1−j∑
i=0

(
f̂jCi,j–Ci,j+1

)
Ci,j = 0.

Úpravami obdrž́ıme soustavu

f̂j

J−1−j∑
i=0

C2
i,j =

J−1−j∑
i=0

Ci,jCi,j+1.

Řešeńım předchoźı soustavy dostaneme hledaný odhad parametru fj

f̂j =

J−1−j∑
i=0

Ci,jCi,j+1

J−1−j∑
i=0

C2
i,j

.

Nakonec ukážeme, že ke stejnému odhadu vývojových faktor̊u dospějeme dosa-
zeńım wi,j = 1 a α = 2 do vztahu (1.18)
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f̂j =

J−1−j∑
i=0

C2
i,jFi,j

J−1−j∑
i=0

C2
i,j

=

J−1−j∑
i=0

C2
i,j

Ci,j+1

Ci,j
J−1−j∑
i=0

C2
i,j

=

J−1−j∑
i=0

Ci,jCi,j+1

J−1−j∑
i=0

C2
i,j

.

Výše popsané pravidlo vede ke stejnému tvaru předpovědi Ĉi,J jakou jsme
dostali u (1.3), tj.

Ĉi,J = Ci,J−if̂J−i · . . . · f̂J−1.

Vývoj škod pro rok vzniku i nemuśı být ukončen v roce J . Z tohoto d̊uvodu
použ́ıváme tail faktor f̂ult ≥ 1 za účelem odhadnout konečnou výši škod Ci,ult
pomoćı vztahu

Ĉi,ult = f̂ultĈi,J . (1.19)

Tail faktor f̂ult můžeme odhadnout pomoćı vztahu

f̂ult =
∞∏
k=J

f̂k, (1.20)

kde f̂k, k ≥ J odhadneme lineárńı extrapolaćı ln(f̂k–1) př́ımkou a · k + b, a ≤ 0.

V Mackově modelu byl odvozen vztah pro standardńı chybu předpovědi Ĉi,j
pro α = 1 a wi,j = 1 pro všechny i, j. V daľśı části tento vztah zobecńıme pro
př́ıpad α = 0 nebo α = 2 a wi,j ≤ 1.

Zobecněné předpoklady Mackovy metody

(MCLR1) Existuj́ı vývojové faktory, pro které plat́ı

E [Fi,j|Ci,1, . . . , Ci,j] = fj,

kde i = 0, . . . , I − 1, j = 0, . . . , J − 1.

(MCLR2) Jednotlivé roky vznik̊u škod jsou nezávislé, tj.

(Ci,0, . . . , Ci,J) a (Ck,0, . . . , Ck,J)
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jsou vzájemně nezávislé náhodné vektory pro i 6= k.

(MCLR3) Pro podmı́něný rozptyl plat́ı

var [Fi,j|Ci,1, . . . , Ci,j] =
σ2
j

wi,jCα
i,j

,

kde i = 0, . . . , I − 1, j = 0, . . . , J − 1, σ2
j je neznámý parametr a pro dané

α ∈ {0, 1, 2}, wi,j ∈ [0, 1].

Model (MCLR1) – (MCLR3) nazýváme základńı model Chain-Ladder. V tom-
to modelu také plat́ı následuj́ıćı pravidla

• E [Ci,j+1|Ci,1, . . . , Ci,j] = fjCi,j,

• E [Ci,J |Ci,1, . . . , Ci,j] = Ci,J+1−ifJ−i . . . fJ−1,

• f̂j je nestranný odhad fj s minimálńım rozptylem (pro daná α a wi,j),

• f̂J−i · . . . · f̂J−1 je nestranný odhad fJ−i · . . . · fJ−1.

Dále plat́ı, že

σ̂2
j =

1

J − j − 1

J−j−1∑
i=0

wi,jC
α
i,j

(
Fi,j − f̂j

)2
, (1.21)

pro j = 0, . . . , J−2, je nestranný odhad σ2
j , který můžeme doplnit vztahem (1.8).

Thomas Mack [11] v roce 1999 odvodil vztah pro standardńı chybu Ĉi,J ,

která je standardńı chybou odhadu R̂i = Ĉi,J − Ci,J−i skutečné výše rezervy
Ri = Ci,J − Ci,J−i. Tento vztah odpov́ıdá vzorci (1.12) ve větě 4, který můžeme
přepsat do tvaru

se(Ĉi,J)2 = Ĉ2
i,J

J−1∑
k=J−i

(se(Fi,k))
2 −

(
se(f̂k)

)2

f̂ 2
k

, (1.22)

kde (se(Fi,k))
2 je odhad var(Fi,k|Ci,1, . . . , Ci,k) a

(
se(f̂k)

)2
je odhad

var(f̂k) =
σ2
k

J−k−1∑
j=0

wj,kC
α
j,k

.

Analogickou aplikaćı d̊ukazu věty 4 pro α = 0 a wi,j = 1 dojdeme k závěru,
že vztah (1.22) plat́ı také pro α = 0 nebo α = 2 a jakoukoliv volbu wi,j ∈ [0, 1].
Kromě výše zmı́něného můžeme aplikaćı d̊ukazu źıskat rekurzivńı vzorec pro
výpočet se(Ĉi,j+1)2, který je snadněji naprogramovatelný. Rekurzivńı vzorec je
dán vztahem

se(Ĉi,j+1)2 = Ĉ2
i,j

(
(se(Fi,j))

2 −
(
se(f̂j)

)2
)

+ se(Ĉi,j)
2f̂ 2
k (1.23)
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s počátečńı hodnotou se(Ĉi,J−i) = 0 [11].

Tato rekurze, která vede ke vztahu (1.22), je hodně intuitivńı: (se(Fi,j))
2

odhaduje (kvadratickou) náhodnou chybu var(Fi,j) = E(Fi,j–fj)
2, tj. středńı

kvadratickou odchylku jednotlivých Fi,j od jejich pr̊uměr̊u fj, a
(
se(f̂j)

)2
odhadu-

je (kvadratickou) chybu odhadu var(f̂j) = E(f̂j–fj)
2, tj. středńı kvadratickou

odchylku odhadovaných pr̊uměr̊u f̂j a Fi,j, i = 0, . . . , J od fj. Z našeho výkladu

je zřejmé, že plat́ı nerovnost var(f̂j) ≤ var(Fi,j), pokud odhad f̂j je nestranný

a škodńı rok i patř́ı do let, přes které pr̊uměrujeme f̂j [11].

Zahrnut́ı tail faktoru

Rekurzi můžeme rozš́ı̌rit o zahrnut́ı tail faktoru f̂ult:

se(Ĉi,ult)
2 = Ĉ2

i,J

(
(se(Fi,ult))

2 −
(
se(f̂ult)

)2
)

+ se(Ĉi,J)2f̂ 2
ult. (1.24)

Poznamenejme, že pojistńı matematici, kteř́ı vyv́ıjej́ı odhad pro fult mohou

také vypracovat odhad se(f̂ult) pro chybu odhadu
√
var(f̂ult) a odhad se(Fi,ult)

pro odpov́ıdaj́ıćı náhodnou chybu
√
var(Fi,ult). Jinými slovy, jak hodně je v pr̊u-

měru vychýlené f̂ult od fult a Fi,ult od fult.

Obvykle budeme moci naj́ıt index j ≤ J , pro který

f̂j−1 > f̂ult > f̂j.

Potom můžeme zkontrolovat, zda je rozumné předpokládat platnost nerovnic

se(f̂j−1) > se(f̂ult) > se(f̂j)

se(F̂i,j−1) > se(F̂i,ult) > se(F̂i,j)

nebo zda je lepš́ı nastavit se(f̂ult) a/nebo se(Fi,j) mimo tyto nerovnosti.

Nakonec dostáváme rekurzivńı vztah pro standardńı chybu rezervy přes všech-
ny škodńı roky

(
se
(
R̂
))2

=

se
 J∑
i=J+1−j

Ĉi,j

2

· f̂ 2
j

+
J∑

i=J−j
Ĉi,j · (se(Fi,j))2 (1.25)

+

 J∑
i=J−j

Ĉi,j

2

·
(
se(f̂j)

)2
,

poč́ınaje od j = 1. Tento vztah můžeme též źıskat z d̊ukazu věty 4.
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Poznamenejme, že některé statistiky (např. f̂ult, s.e(f̂ult)) neńı možné odhad-
nout exaktně matematicky, ale je nutné přistoupit k heuristickým postup̊um.
Obvykle zálež́ı na úsudku aktuára, zabývaj́ıćıho se daným problémem.
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2. Zobecněné lineárńı modely

V posledńıch letech byla velká pozornost věnována vztahu mezi r̊uznými
stochastickými modely a metodou Chain-Ladder. Stochastické modely byly zkon-
struovány s ćılem vytvořit přesně stejné odhady rezerv jako tradičńı determinis-
tická metoda Chain-Ladder. Na prvńı pohled se to může zdát jako nesmyslné
cvičeńı: proč použ́ıvat komplexńı stochastickou metodu k nalezeńı odhadu re-
zervy, když by stačila jednoduchá deterministická metoda? Odpověd je, že stejně
jako odhad rezervy existuj́ı i jiné d̊uležité aspekty modelu. Těmi jsou např́ıklad
základńı distribučńı předpoklady odhadovaného modelu nebo odhady variabili-
ty odhad̊u parametr̊u. Je také užitečné vědět, kde se data lǐśı od odhadovaného
modelu, a mı́t představu, jak mohou být jiné modely odhadovány a porovnávány
[5].

Doposud byly navrhnuty dva modely, které poskytuj́ı odhady rezerv a které
jsou shodné s odhady, které poskytuje deterministická metoda Chain-Ladder
a umožňuj́ı vypoč́ıtat odhady variability rezerv. Jedná se o Mack̊uv model [10]
a Renshawův a Verrall̊uv př́ıstup pomoćı zobecněných lineárńıch model̊u [5].

Mack̊uv model jsme popsali v minulé kapitole. Nyńı se budeme zabývat zobec-
něnými lineárńımi modely. Jak naznačuje sám název, zobecněný lineárńı mo-
del je zobecněńım klasického lineárńıho modelu, který uplatňujeme při analýze
dat. Mnohá data ale vykazuj́ı odchylky od standardńıch předpoklad̊u klasického
lineárńıho modelu a v těchto situaćıch odhady parametr̊u źıskané klasickou meto-
dou nejmenš́ıch čtverc̊u ztrácej́ı své optimálńı vlastnosti. V posledńıch letech
nastal rozvoj statistických metod, které umožňuj́ı upravovat př́ıslušné odhady
a t́ım źıskat odhady, které si i při porušeńı základńıch předpoklad̊u lineárńıho
modelu ponechávaj́ı dobré statistické vlastnosti. Teorie lineárńıho modelu by-
la zobecněna pro př́ıpad, že rozděleńı náhodných chyb v modelu neńı normálńı
a středńı hodnota vysvětlované proměnné neńı identickou funkćı lineárńıho predik-
toru. Tyto modely se nazývaj́ı zobecněné lineárńı modely.

2.1 Teorie zobecněných lineárńıch model̊u

Než přejdeme k samotnému modelu, zavedeme d̊uležité pojmy a vztahy, se
kterými budeme dále pracovat. Vycháźıme z [2] a [4].

Označeńı dat a předpoklady

Stejně jako v lineárńıch modelech, tak i v zobecněných lineárńıch modelech
vystupuj́ı pozorováńı závisle proměnné, což je sloupcový vektor náhodných veličin,
tedy:

Y T = (Y1, . . . , Ym).
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Tyto proměnné nazýváme vysvětlovanými proměnnými.

Dále se v modelu vyskytuj́ı nezávisle proměnné, které budeme nazývat
vysvětluj́ıćı veličiny (prediktory):

xTi = (Xi,1, . . . , Xi,n)

pro i = 1, . . . ,m.

Můžeme je zapsat pomoćı maticového zápisu:
X1,1 . . . , X1,n

...
...

Xm,1 . . . , Xm,n

,

kde předpokládáme, že matice má plnou sloupcovou hodnost. Tato podmı́nka
vyžaduje, aby mezi vysvětluj́ıćımi proměnnými nebyla funkčńı lineárńı závislost,
tedy v matici X nesmı́ existovat lineárně závislé sloupce. Počet vysvětluj́ıćıch
proměnných nesmı́ být pochopitelně větš́ı než počet pozorováńı a v praxi by měl
být počet pozorováńı výrazně větš́ı než počet vysvětluj́ıćıch proměnných.

Vektor neznámých parametr̊u je:

βT = (β1, . . . , βn).

Na naše data klademe předpoklad, aby pozorováńı Yi byla nezávislá a predik-
tory xTi byly měřené konstanty.

Rodina exponenciálńıch rozděleńı

Definice 3. Rozděleńı s hustotou tvaru

f(y; θi, φ) = exp

{
yθi – b(θi)

a(φ)
+ c(y, φ)

}
(2.1)

nazýváme rozděleńı exponenciálńıho typu s disperzńım parametrem φ, kde θi ∈ R
nazýváme kanonický parametr, a(φ) ∈ (0,∞) a a : R+ → R+, b, c jsou známé
funkce. Po funkci b požadujeme, aby byla ryze monotónńı, dvakrát spojitě diferen-
covatelná a s kladnou druhou derivaćı.

V literatuře se běžně objevuj́ı r̊uzné parametrizace, pro známé funkce a, b, c
(jejich tvar je dán konkrétńım rozděleńım z exponenciálńı rodiny) a neznámé
parametry θ, ϕ, kromě vztahu (2.1) např.:

f(y; θi, ϕ) = exp

{
yθi – b(θi)

ϕ
+ c(y, ϕ)

}
. (2.2)
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Věta 7. Pro náhodnou veličinu Y patř́ıćı do rodiny exponenciálńıch rozděleńı
s hustotou

f(y; θ, φ) = exp

{
yθ – b(θ)

a(φ)
+ c(y, φ)

}

plat́ı: Je-li b dvakrát spojitě diferencovatelná, potom

E[Y ] = b′(θ), (2.3)

var(Y ) = a(φ)b′′(θ). (2.4)

Než přejdeme k samotnému d̊ukazu, uvedeme pomocné lemma.

Lemma 3. Necht’ Y je reálná náhodná veličina s hustotou f(y, θ). Označme

l(y, θ) = log f(y, θ).

Pak plat́ı

E

(
∂l

∂θ

)
= 0 (2.5)

a

E

(
∂2l

∂2θ

)
+

(
E

(
∂l

∂θ

))2

= 0. (2.6)

Nyńı dokážeme větu 7.

D̊ukaz. Vyjdeme z logaritmu hustoty rozděleńı exponenciálńıho typu

log f(y; θ, φ) =
yθ – b(θ)

a(φ)
+ log(c(y, φ)).

Pro prvńı parciálńı derivaci plat́ı

∂ log f(y; θ, φ)

∂θ
=
y – b′(θ)

a(φ)
.

Z rovnice (2.5) plyne

EY – b′(θ)

a(φ)
= 0,

tedy

EY = b′(θ).

Nyńı dokážeme vztah pro rozptyl. Pro druhou parciálńı derivaci plat́ı

∂2 log f(y; θ, φ)

∂θ2
= −b

′′(θ)

a(φ)
.
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Podobně ze vztahu (2.6) máme

0 =
E[(Y − b′(θ))2]

(a(φ))2
− b′′(θ)

a(φ)

=
var(Y )

(a(φ))2
− b′′(θ)

a(φ)
.

Úpravou dostaneme

var(Y ) = a(φ)b′′(θ),

a t́ım je d̊ukaz dokončen.

Stavebńı elementy zobecněných lineárńıch model̊u

Prvńı komponenta modelu je reprezentována nezávislými náhodnými veličina-
mi Y1, . . . , Ym, o kterých předpokládáme, že jejich rozděleńı je exponenciálńıho
typu. To znamená, že maj́ı hustotu tvaru

f(Yi; θi, ϕ) = exp

{
Yiθi – b(θi)

ϕ
+ c(Yi, ϕ)

}
, (2.7)

pro známé funkce b, c a neznámé parametry θi, ϕ, kde θi nazýváme kanonický
parametr a ϕ disperzńı parametr. Po funkci b požadujeme, aby byla ryze monotón-
ńı, dvakrát spojitě diferencovatelná a s kladnou druhou derivaćı.

Druhou složku, kterou nazýváme systematická složka, tvoř́ı sloupcový vektor

ηT = {η1, . . . , ηn},

jenž je lineárńı funkćı vysvětluj́ıćıch proměnných reprezentovanými matićı X,

ηi =
n∑
j=1

xi,jβj = Xβ, (2.8)

kde βj jsou neznámé parametry a xi,j jsou známé hodnoty prediktor̊u. Tuto funkci
nazýváme lineárńı prediktor.

Dále předpokládáme, že systematická složka η je propojena s lineárńım predik-
torem takzvanou linkovou (spojovaćı) funkćı, která je diferencovatelná a ryze
monotónńı a plat́ı tedy vztah

g(µi) = g(EYi) = ηi, (2.9)

neboli

µi = g−1(ηi). (2.10)

Poznamenejme, že v zobecněných lineárńıch modelech se nevyskytuje chybový
člen jako u lineárńı regrese. Důvodem je, že levá strana předchoźı rovnice je funkćı
středńı hodnoty veličiny Yi, nikoliv samotné veličiny Yi.
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Dále poznamenejme, že vztah pro rozptyl můžeme přepsat pomoćı rozptylové
funkce V (µ) = b′′[(b′)−1(µ)] jako

var(Y ) = a(φ)V (µ) = ϕV (µ).

Odhad parametr̊u

Máme zvolený model. Nyńı nám zbývá odhadnout vektor parametr̊u β. Ten je
nejčastěji odhadován metodou maximálńı věrohodnosti. Nyńı naznač́ıme postup
odhadováńı parametr̊u β.

Necht’ Yi jsou nezávislé náhodné veličiny s hustotou exponenciálńıho typu
f(Yi; θi, ϕ), jejichž hustota záviśı na prediktorech skrze vztah

θi = (b′)−1(g−1(x′iβ)).

Věrohodnostńı funkce má tvar

L(Y ; β, ϕ) =
m∏
i=1

f(Yi; θi, ϕ)

a logaritmická věrohodnostńı funkce má tvar

l(Y ; β, ϕ) =
m∑
i=1

log(f(Yi; θi, ϕ))

=
m∑
i=1

Yiθi − b(θi)

ϕ
+ c(Yi, ϕ). (2.11)

Odhad βj hledáme maximalizaćı l(Y ; β, ϕ). Derivaci logaritmické věrohod-
nostńı funkce (2.11) podle βj źıskáme pomoćı řet́ızkového pravidla

∂l

∂βj
=

m∑
i=1

∂ log f

∂θi

∂θi
∂µi

∂µi
∂ηi

∂ηi
∂βj

=
m∑
i=1

(Yi − µi)Xi,j

g′(µi)ϕV (µi)
, (2.12)

kde

∂ log f

∂θi
=
Yi − b′(θi)

ϕ
=
Yi − µi

ϕ
,

∂θi
∂µi

=
1

b′′(θi)
=

1

V (µi)
,

∂µi
∂ηi

=
1

g′(µi)
,

∂ηi
∂βj

= Xi,j.

Maximum hledáme tak, že všechny derivace (2.12) podle βj polož́ıme rovny
nule, tj.
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∂l

∂βj
= 0

pro j = 0, . . . , n.

Poznamenejme, že pro źıskáńı odhadu βj se často využ́ıvá následuj́ıćıho tvaru
parciálńı derivace

∂l

∂βj
=

m∑
i=1

∂ log f

∂µi

∂µi
∂βj

=
m∑
i=1

(Yi − µi)
ϕV (µi)

(
∂µi
∂βj

)
.

Parametry βj můžeme kromě metody maximálńı věrohodnosti odhadnout
i pomoćı jiných metod. Daľśımi možnostmi jsou Newton-Raphson̊uv algoritmus
nebo metoda iterativńıch vážených čtverc̊u.

Odhad disperzńıho parametru

Odhad parametru φ lze provést např́ıklad pomoćı zobecněné Pearsonovy ch́ı-
kvadrát statistiky. Vzorec pro odhad disperzńıho parametru je dán vztahem

φ̂ =
1

m− n

m∑
i=1

(Yi − µ̂i)

V (µ̂i)
,

kde m je počet pozorováńı a n je počet parametr̊u.

Poznamenejme, že pro odhad disperzńıho parametru můžeme uvažovat jiné
vztahy - viz ńıže (3.9) a (3.10).

2.2 Zobecněný lineárńı model v pojǐst’ovnictv́ı

V této části poṕı̌seme jednotlivé zobecněné lineárńı modely, se kterými se
můžeme setkat v pojǐst’ovnictv́ı. Jedná se o logaritmicko-normálńı model, zobec-
něný Poisson̊uv model a Gamma model. Nakonec se dostaneme k analytickému
výpočtu odhadu variability rezerv. Původńı text může čtenář nalézt v [5] a [18].

V minulé kapitole jsme při definováńı Mackova modelu vycházeli z celkového
úhrnu pojistného plněńı Ci,j za škody, které vznikly v roce i a byly uhrazeny do
konce vývojového roku j. Tyto veličiny jsou závislé. Pro výpočet rezerv u zobec-
něných lineárńıch model̊u potřebujeme nezávislé náhodné veličiny. Proto uvažujme
nekumulativńı hodnoty Di,j, které představuj́ı škody z roku i uhrazené právě
v roce i+ j. Pro tyto škody plat́ı následuj́ıćı vztahy:

Di,j = Ci,j − Ci,j−1, (2.15)

Ci,j =
j∑

k=0

Di,k. (2.16)

24



Logaritmicko-normálńı model

Necht’ Di,j > 0, i = 0, 1, . . . , J , j = 0, 1, . . . , J označuje škody z roku i, které
byly uhrazeny právě v roce i + j. Označme Yi,j = log(Di,j) a uvažujme model
Yi,j = mi,j + εi,j.

Předpokládáme, že normálńı odezvy Yi,j se aditivně rozlož́ı mezi determi-
nisticky nenáhodnou složku se středńı hodnotou mi,j = ηi,j a homoskedastic-
kou normálně rozdělenou náhodnou chybu s nulovou středńı hodnotou εi,j. Po-
užit́ı logaritmické transformace v modelu nám dává omezeńı, že jednotlivé škodńı
částky muśı být kladné.

Formálně:

Yi,j ∼ LN(mi,j, σ
2) (2.17)

εi,j ∼ LN(0, σ2) (2.18)

mi,j = ηi,j = γ + αi + βj, α1 = β1 = 0 (2.19)

Rovnice (2.17)− (2.19) definuj́ı model zavedený E. Kremerem (1982). Škodńı
rok a vývojový rok jsou považovány za faktory, kde parametr αi odpov́ıdá jed-
notlivým škodńım rok̊um i a parametr βj odpov́ıdá jednotlivým vývojovým rok̊um
j. Parametry v lineárńım prediktoru ηi,j jsou odhadovány metodou maximálńı
věrohodnosti, která v př́ıpadě logaritmicko-normálńıho rozděleńı chyb εi,j odpov́ı-
dá minimalizaci reziduálńıho součtu čtverc̊u. Neznámý rozptyl σ2 je odhadován
reziduálńım součtem čtverc̊u děleným počtem stupň̊u volnosti (rozd́ıl počtu po-
zorovaných dat a počtu odhadovaných parametr̊u).

Zobecněný Poisson̊uv model

Pro Poisson̊uv model obecně plat́ı, že středńı hodnota je shodná s rozptylem.
Porušeńım této rovnosti dosáváme zobecněný lineárńı model. A. E. Renshaw
a R. J. Verrall (1994) navrhli modelováńı nekumulativńıch škod Di,j př́ımo jako
odezvy se stejným lineárńım prediktorem jako E. Kremer, ale použili logaritmic-
kou linkovou funkci k popisu pr̊uměru a zobecněné Poissonovo rozděleńı chyb.

Formálně:

E[Di,j] = mi,j (2.20)

var[Di,j] = φE[Di,j] = φmi,j (2.21)

log(mi,j) = ηi,j = γ + αi + βj, α1 = β1 = 0 (2.22)
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Rovnice (2.20) − (2.22) definuj́ı zobecněný lineárńı model, ve kterém jsou
odezvy modelovány logaritmickou linkovou funkćı a rozptyl je př́ımo úměrný
pr̊uměru. Parametr φ je neznámý disperzńı parametr.

Renshaw a Verrall nebyli prvńımi, kteř́ı si všimli souvislosti mezi metodou
Chain-Ladder a Poissonovým rozděleńım, ale byli prvńımi, kteř́ı zavedli model
použ́ıvaj́ıćı standardńı postupy ve statistickém modelováńı a poskytli propojeńı
s analýzou kontingenčńıch tabulek.

Vzhledem ke zp̊usobu, jakým je struktura modelu parametrizována, je nutné
zavést omezeńı, že součet jednotlivých škod v každém řádku a každém sloupci
vývojového trojúhelńıku muśı být kladný. Kromě tohoto omezeńı muśıme kv̊uli
logaritmické linkové funkci uvažovat pouze kladné hodnoty předpov́ıdaných hod-
not. To ovšem obvykle vede k nepoužitelnosti modelu u vzniklých škod, které
často obsahuj́ı přeceněńı rezerv v raných fáźıch vývoje vedoućıch k sérii záporných
škod v pozděǰśı fázi vývoje.

Gamma model

T. Mack (1991) navrhl daľśı stochastický model. V tomto modelu je struk-
tura parametr̊u navržena pro středńı hodnotu jednotlivých kumulativńıch škod,
které jsou modelovány jako proměnné s Gamma rozděleńım a k źıskáńı odhad̊u
parametr̊u použ́ıvá metodu maximálńı věrohodnosti. Renshaw a Verrall pozname-
nali, že stejný model źıskáme použit́ım zobecněného lineárńıho modelu, ve kterém
budou jednotlivé škodńı částky modelovány jako nezávislé proměnné s Gamma
rozděleńım, s logaritmickou linkovou funkćı a stejným lineárńım prediktorem,
který použil Kremer.

Formálně:

E[Di,j] = mi,j (2.23)

var[Di,j] = φE[Di,j]
2 = φm2

i,j (2.24)

log(mi,j) = ηi,j = γ + αi + βj, α1 = β1 = 0 (2.25)

Jediný rozd́ıl mezi t́ımto modelem a modelem navrženým Renshawem a Ver-
rallem je, že rozptyl celkového úhrnu pojistného plněńı je př́ımo úměrný druhé
mocnině středńı hodnoty.
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Analytické odhady chyb předpověd́ı

Jednou z výhod stochastických model̊u je dostupnost odhad̊u variability re-
zerv. Běžným problémem v předpov́ıdáńı je standardńı chyba předpovědi, známá
také jako chyba předpovědi, nebo středńı kvadratická chyba předpovědi. Uvažujme
škodńı rok i a výplaty škod ve vývojovém roce j. Středńı kvadratická chyba
předpovědi je dána vztahem

E
[
(Di,j − D̂i,j)

2
]

= var[Di,j] + var[D̂i,j]. (2.26)

Rovnice (2.26) plat́ı pro logaritmicko-normálńı model, zobecněný Poisson̊uv
model a Gamma model. Poznamenejme, že středńı kvadratická chyba předpověd́ı
může být považována za součet dvou člen̊u, rozptylu procesu a chyby odhadu
(viz vztah (1.10)).

Obecný vztah pro proces rozptylu můžeme odvodit pro zobecněný Poisson̊uv
a Gamma model. Z rovnic (2.21) a (2.24) vid́ıme

var[Di,j] = φmρ
i,j,

kde ρ = 1 pro zobecněný Poisson̊uv model a ρ = 2 pro Gamma model.

Pro odhad máme

D̂i,j = m̂i,j = exp(η̂i,j).

Užit́ım Taylorova rozvoje

var[D̂i,j] =

[
∂mi,j

∂ηi,j

]2

var[ηi,j]

dostáváme vztah pro středńı kvadratickou chybu předpovědi

E
[
(Di,j − D̂i,j)

2
]

= φmρ
i,j +m2

i,jvar[ηi,j]. (2.27)

Také můžeme spoč́ıtat standardńı chybu předpovědi odhad̊u škod pro daný
rok a odhad celkové rezervy. Označme trojúhelńık předpov́ıdaných škodńıch náro-
k̊u jako ∆̂ =

{
D̂i,j; i+ j ≥ J

}
. Odhady rezerv v daném roce i źıskáme součtem

předpov́ıdaných hodnot v daném řádku trojúhelńıku předpov́ıdaných škodńıch
nárok̊u ∆̂, tj.

R̂i =
J−1∑
j=J−i

D̂i,j.

Středńı kvadratická chyba předpovědi rezervy pro daný rok je přibližně dána
vztahem

E
[
(R̂i)

2
]
∼=

∑
j∈∆̂i

φmρ
i,j +

∑
j∈∆̂i

m2
i,jvar[ηi,j]

+2
∑

j1,j2∈∆̂i,j1≥j2

mi,j1mi,j2cov [ηi,j1ηi,j2 ] . (2.28)
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Odhad celkové rezervy spoč́ıtáme pomoćı vzorce

R̂ =
J−1∑
i=0

J−1∑
j=J−i

Di,j

a středńı kvadratickou chybu předpovědi celkové rezervy vypoč́ıtáme ze vztahu

E
[
(R̂)2

]
∼=

∑
i,j∈∆̂

φmρ
i,j +

∑
i,j∈∆̂

m2
i,jvar[ηi,j]

+2
∑

i1,i2,j1,j2∈∆̂,{i1,j1}6={i2,j2}

mi1,j1mi2,j2cov [ηi1,j1ηi2,j2 ] . (2.29)

Rovnice (2.28) a (2.29) vyžaduj́ı opatrnost při sč́ıtáńı jednotlivých člen̊u.
Výrazy obsahuj́ıćı kovarianci nejsou snadno dostupné z baĺıčk̊u statistických soft-
war̊u. Za předpokladu, že máme k dispozici statistický software, můžeme vy-
poč́ıtat kovariančńı matici. Rozptyly lineárńıch prediktor̊u jsou prvky na di-
agonále této matice, mimo diagonálu lež́ı kovariance lineárńıch prediktor̊u. Připo-
meňme vztahy pro výpočet těchto rozptyl̊u a kovarianćı.

Rozptyl lineárńıho prediktoru vypoč́ıtáme pomoćı vztahu

var (ηi,j) = var (γ + αi + βj)
= var (αi) + var (βj) + 2cov (αiβj)

pro i = 0, . . . , J − 1, j = 0, . . . , J − 1.

Kovarianci lineárńıch prediktor̊u spočteme na základě vztahu

cov (ηi1,j1ηi2,j2) = cov (αi1αi2) + cov (αi1βj2) + cov (αi2βj1) + cov (βj1βj2),

pro i1, i2 = 0, . . . , J − 1, i1 6= i2, j1, j2 = 0, . . . , J − 1, j1 6= j2.
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3. Metoda bootstrap

3.1 Základńı principy metody bootstrap

V této části poṕı̌seme základńı myšlenku metody bootstrap, definujeme ele-
mentárńı pojmy a jednoduchým zp̊usobem nast́ıńıme algoritmus metody. Vychá-
źıme z článku [17].

Představme si následuj́ıćı situaci: Uvažujme nezávislé stejně rozdělené (iid)
náhodné veličiny X1, . . . , Xn, které maj́ı rozděleńı s distribučńı funkćı F . Tato
distribučńı funkce neńı bĺıže specifikována. Necht’ vektor x = (x1, . . . , xn) je re-
alizaćı náhodných veličin X1, . . . , Xn. Necht’ θ = θ(F ) je nějaká charakteristika
rozděleńı - může to být neznámý parametr, který má být odhadnut na základě
realizace náhodného výběru x.

Necht’ Tn = Tn(X1, . . . , Xn) je statistika pro odhad parametru θ, necht’

Rn = Rn(X1, . . . , Xn;F ) je jej́ı vhodně standardizovaná verze, např.
Rn =

√
n(Tn − θ), nebo nějaká jej́ı funkce. Necht’

Hn(x) = P [Rn(X1, . . . , Xn, F ) ≤ x]

znač́ı distribučńı funkci statistiky Rn.

Naš́ım ćılem je źıskat rozděleńı Hn. Bohužel explicitńı odvozeńı rozděleńı Hn

i výpočet č́ıselných charakteristik mohou být v jednotlivých př́ıpadech značně
obt́ıžné, či dokonce analyticky neproveditelné. Obecně mohou nastat dvě možnosti:

1. Distribučńı funkci F známe, ale Hn je tak složitá funkce proměnných
X1, . . . , Xn, že ji nejsme schopni analyticky naj́ıt.

2. Rozděleńı náhodných veličinX1, . . . , Xn s danou distribučńı funkćı F nezná-
me a nemáme o něm žádné informace.

V prvńım př́ıpadě, při známé distribučńı funkci F , můžeme pravděpodobnostńı
rozděleńıHn odhadnout bez složitých analytických výpočt̊u a postupovat metodou
Monte Carlo: z rozděleńı s danou distribučńı funkćı vygenerujeme dlouhou sérii
nezávislých náhodných výběr̊u velikosti n. Pro každé opakováńı spočteme hodno-
tu př́ıslušné charakteristiky a jej́ı skutečné rozděleńı aproximujeme empirickým
rozděleńım źıskaným z řady takto uměle źıskaných hodnot.

V druhé situaci, kdy je skutečná distribučńı funkce F neznámá, je možné
aproximovat Hn asymptotickým rozděleńım, které lze odvodit na základě li-
mitńıch vět teorie pravděpodobnosti. Základńı idea je popsána na následuj́ıćıch
řádćıch.

Metoda bootstrap nab́ıźı řešeńı, které kombinuje tzv. substitučńı princip a me-
todu Monte Carlo. Vysvětleme nejdř́ıve substitučńı princip.
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Necht’ Fn(x) je nějaký odhad distribučńı funkce. Nejčastěji se uvažuje empi-
rická distribučńı funkce založená na náhodném výběru X1, . . . , Xn, tj.

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

I[Xi ≤ x],

kde I[A] znač́ı indikátor množiny A. Při daných hodnotách X1, . . . , Xn je Fn
známá funkce.

Necht’X∗1 , . . . , X
∗
n je nezávislý náhodný výběr z Fn, tj. při daných pozorováńıch

X1, . . . , Xn jsou X∗1 , . . . , X
∗
n nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny, z nichž

každá nabývá hodnot X1, . . . , Xn s pravděpodobnost́ı 1
n
. Soubor X∗1 , . . . , X

∗
n nazý-

váme bootstrapový výběr. Jinak řečeno, bootstrapový výběr je náhodný výběr
s vraceńım z množiny {x1, . . . , xn}. V daľśıch úvahách p̊uvodńı výběr nahrad́ıme
bootstrapovým výběrem a neznámou distribučńı funkci F známou distribučńı
funkćı Fn. Dostaneme parametr θ∗ = θ(Fn) a statistiky T ∗n = Tn(X∗1 , . . . , X

∗
n)

a R∗n = Rn(X∗1 , . . . , X
∗
n, Fn).

Necht’ P ∗ znač́ı pravděpodobnostńı mı́ru indukovanou bootstrapem, tj.

P ∗ (Rn(X∗1 , . . . , X
∗
n, Fn) ≤ x) = P (Rn(X∗1 , . . . , X

∗
n, Fn) ≤ x|X1, . . . , Xn).

Nyńı můžeme definovat charakteristiky jako středńı hodnotu

E∗T ∗n =
∫
Rn
Tn(x1, . . . , xn)d (Fn(x1), . . . , Fn(xn)) ,

rozptyl

var∗T ∗n =
∫
Rn

[Tn(x1, . . . , xn)–E∗T ∗n ]2 d (Fn(x1), . . . , Fn(xn))

a distribučńı funkci

H∗n(x) = P ∗ (Rn(X∗1 , . . . , X
∗
n, Fn) ≤ x)

= P (Rn(X∗1 , . . . , X
∗
n, Fn) ≤ x|X1, . . . , Xn);

jsou to tzv. teoretické charakteristiky a teoretická distribučńı funkce źıskané
metodou bootstrap.

Pro praktické použit́ı jsou teoretické bootstrapové charakteristiky vhodné jen
v př́ıpadě, že jsou explicitńımi funkcemi pozorováńı X1, . . . , Xn. Přesné stanoveńı
bootstrapového rozděleńı by vyžadovalo provedeńı všech nn možných výběr̊u
s vraceńım z populace pozorovaných hodnotX1, . . . , Xn. To je však uskutečnitelné
jen pro výběry o malém rozsahu. Nejčastěji se proto na bootstrapový výběr
X∗1 , . . . , X

∗
n a známou distribučńı funkci Fn aplikuje metoda Monte Carlo, kdy

se mnohokrát (B−krát) generuje nezávislý náhodný výběr z rozděleńı Fn, při
každém opakováńı se spočtou hodnoty T ∗n , R∗n a z nich se stanov́ı aritmetický
pr̊uměr. Dostaneme tak bootstrapové odhady p̊uvodńıho rozděleńı a p̊uvodńıch
charakteristik.

Např. bootstrapový odhad rozptylu Tn dostaneme tak, že opakujeme nezávislý
náhodný výběr z rozděleńı Fn celkem B−krát a spočteme vždy hodnotu statistiky
T ∗n . Dostáváme tak hodnoty T ∗n,1, . . . , T

∗
n,B, ze kterých spočteme
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v̂ar∗T ∗n =
1

B

B∑
b=1

(
T ∗n,b −

1

B

B∑
k=1

T ∗n,k

)2

.

Podobně odhadneme distribučńı funkci statistiky Rn jako

Ĥ∗n(x) =
1

B

B∑
b=1

I
{
Rn

(
X∗1,b, . . . , X

∗
n,b, Fn

)
≤ x

}
,

kde X∗1,b, . . . , X
∗
n,b, b = 1, . . . , B jsou nezávislé výběry z Fn.

V následuj́ıćı části ukážeme použit́ı metody bootstrap v praxi. Původńı text
může čtenář nalézt v [5] a [7]. Dále čerpáme z přednášek [14] a [15].

3.2 Bootstrap v praxi

V minulých kapitolách jsme si ukázali metody, podle kterých můžeme analy-
ticky spoč́ıtat standardńı chybu. Pokud je těžké nebo dokonce nemožné odhad-
nout standardńı chybu analyticky použijeme metodu bootstrap. U škodńıch
rezerv se zaj́ımáme o chybu předpovědi součtu náhodných veličin a bootstrap je
vhodnou metodou pro jej́ı źıskáńı. V regresńıch modelech je běžné bootstrapovat
rezidua mı́sto bootstrapováńı samotných dat. U model̊u lineárńı regrese s normál-
ně rozdělenými chybami jsou rezidua dána rozd́ılem pozorované a odhadnuté
hodnoty. Pro zobecněné lineárńı modely požadujeme rozš́ı̌renou definici rezidúı.
Možnými rezidui jsou Pearsonova rezidua, rezidua založená na devianci a Ans-
combe rezidua.

Při definováńı těchto rezidúı budeme vycházet z již dř́ıve použ́ıvaného značeńı
z předchoźı kapitoly. Necht’ Di,j jsou pozorované nezávislé stejně rozdělené

náhodné veličiny a necht’ D̂i,j jsou odhadnuté hodnoty těchto veličin. Dále necht’

b je funkce z hustoty u zobecněných lineárńıch model̊u - ryze monotónńı, dvakrát
spojitě diferencovatelná s kladnou druhou derivaćı. Necht’ dále plat́ı
θ̂∗i = (b′)−1(Di,j). Pak můžeme zavést následuj́ıćı definice.

Definice 4. Normované Pearsonovo reziduum je definováno vztahem

(P )ri,j =
Di,j − D̂i,j√
varD̂i,j

. (3.1)

Definice 5. Anscombe reziduum je definováno vztahem

(A)ri,j =
A(Di,j)− A(D̂i,j)

A′(D̂i,j)
√
varD̂i,j

, (3.2)

kde
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A(µ) =
∫ 1

var(µ)1/3
dµ

a var(µ) je variančńı funkce vysvětlované náhodné veličiny.

Definice 6. Reziduum založené na devianci je definováno vztahem

(D)ri,j = sign(Di,j − D̂i,j)
√
di, (3.3)

kde

di = 2
(
Di,j

(
θ̂∗i − θ̂i

)
− b

(
θ̂∗i
)

+ b
(
θ̂i
))

.

Přesná forma definice rezidúı je dána rozděleńım chyb. Pro zobecněný Pois-
son̊uv model definovaný rovnicemi (2.20)− (2.22) použ́ıváme rezidua [15]:

(P )ri,j =
Di,j − D̂i,j√

D̂i,j

(3.4)

(A)ri,j =
3

2

D
2/3
i,j − D̂

2/3
i,j

D̂
1/6
i,j

(3.5)

(D)ri,j = sign(Di,j − D̂i,j)

√√√√2

(
Di,j log

(
Di,j

D̂i,j

)
−Di,j + D̂i,j

)
(3.6)

Pro Gamma model definovaný rovnicemi (2.23) − (2.25) použ́ıváme rezidua
[15]:

(P )ri,j =
Di,j − D̂i,j

D̂i,j

(3.7)

(A)ri,j = 3
D

2/3
i,j − D̂

2/3
i,j

D̂
1/3
i,j

(3.8)

Bootstrap proces zahrnuje výběr rezidúı s vraceńım. Takto dostaneme boot-
strapová rezidua (·)r

∗
i,j. Bootstrapový výběr dat poté źıskáme osamostatněńım

jednotlivých hodnot Di,j v jednom ze vzorc̊u (3.1) − (3.3), kde rezidua (·)ri,j
nahrad́ıme bootstrapovými rezidui (·)r

∗
i,j. Máme-li k dispozici určitá rezidua (·)r

∗
i,j

a hodnoty D̂i,j, pak vid́ıme, že rovnici (3.3) neumı́me analyticky vyřešit pro jed-
notlivé škody Di,j. Tedy v tomto př́ıpadě neńı vhodné bootstrapovat rezidua, ale
naopak je snadněǰśı vyřešit rovnici (3.1) pro Di,j. Je také možné źıskat hodno-
ty Di,j ze vztahu (3.2) pro Anscombe rezidua , ale dále je nebudeme uvažovat,
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nebot’ jsou méně běžná a je vhodné použ́ıt bootstrapováńı u rezidúı, které ob-
sahuj́ı odhad disperzńıho parametru.

Disperzńı parametr je odhadován bud’ jako statistika deviance dělená počtem
stupň̊u volnosti nebo jako Pearsonova ch́ı-kvadrát statistika dělená počtem stupň̊u
volnosti. Statistika deviance a Pearsonova ch́ı-kvadrát statistika jsou źıskány
jako součet druhých mocnin odpov́ıdaj́ıćıch rezidúı. Stupně volnosti jsou defi-
novány jako rozd́ıl počtu dat v modelu (z p̊uvodńıho výběru) a počtu parametr̊u
v odhadovaném modelu. Formálně, disperzńı parametr založený na devianci je
dán vztahem

φD =
1

J − n

J∑
i=0

(D)r
2
i,j (3.9)

a disperzńı Pearson̊uv parametr je definován

φP =
1

J − n

J∑
i=0

(P )r
2
i,j (3.10)

kde J je počet pozorovaných dat a n je počet odhadovaných parametr̊u.

Algoritmus bootstrap pro Mack̊uv model

K dispozici máme celkový úhrn pojistného plněńı Ci,j za škody, které vznikly
v roce i a byly uhrazeny (nahlášeny) do konce vývojového roku j, kde
i = 0, 1, . . . , I, j = 0, 1, . . . , J , I = J . Uvažujme kumulativńı trojúhelńık
{Ci,j} = ∆, který obsahuje všechna dosud známá pozorováńı Ci,j. Necht’ dále plat́ı
předpoklady Mackovy metody (MCL1), (MCL2) a (MCL3). Vycháźıme z článku
[7].

1. Z kumulativńıch dat Ci,j vypoč́ıtáme odhad vývojových faktor̊u fj pomoćı
vztahu (1.2), kde j = 0, . . . , J .

2. Trojúhelńık {Ci,j}, i + j ≥ J + 1 doplńıme na čtverec násobeńım odhad-

nutými faktory f̂j poč́ınaje od diagonály. Pravý dolńı trojúhelńık odhadu-
jeme pomoćı vztahu

Ĉi,j = Ci,j−if̂j−i · . . . · f̂j−1, (3.11)

kde i+ j ≥ J + 1.

3. Pomoćı rekurze ve škodńım trojúhelńıku {Ci,j} zpětně odhadujeme p̊uvodńı
škody (kromě diagonály). T́ım źıskáme kumulativńı trojúhelńık odhad-
nutých hodnot Ĉi,j.

Ĉi,J−i = Ci,J−i, (3.12)
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Ĉi,j =
Ci,J−i

f̂J−i · . . . · f̂j
, (3.13)

pro i+ j ≤ J .

4. Rozd́ılem sousedńıch hodnot v trojúhelńıku
{
Ĉi,j

}
dostaneme nekumula-

tivńı trojúhelńık odhadnutých hodnot
{
D̂i,j

}
. Formálně:

Di,0 = Ci,0, (3.14)

Di,j = Ci,j − Ci,j−1, (3.15)

pro i+ j ≤ J .

5. Pomoćı vztahu (3.4) spočteme normovaná Pearsonova rezidua (P )ri,j pro
všechna j = 0, . . . , J .

6. Bootstrapový proces zahrnuje výběr rezidúı s vraceńım. Tj. B−krát s vra-
ceńım vybereme normovaná Pearsonova rezidua, která jsme vypoč́ıtali v mi-
nulém kroku. Takto dostaneme B nových trojúhelńık̊u naplněných boot-
strapovými rezidui

{(P )ri,j} → {(b)
(P )r

∗
i,j},

pro i+ j ≥ J + 1, b = 1, . . . , B.

7. Ve vzorci (3.4) nahrad́ıme normovaná Pearsonova rezidua (P )ri,j bootstra-

povými rezidui
(b)
(P )r

∗
i,j. Bootstrapové jednotlivé škodńı částky (b)D∗i,j źıs-

káme osamostatněńım členu Di,j ve vzorci (3.4), tj.

(b)D∗i,j =
(b)
(P ) r

∗
i,j

√
D̂i,j + D̂i,j. (3.16)

Výsledkem je B nekumulativńıch trojúhelńık̊u bootstrapových hodnot
{(b)D∗i,j}, b = 1, . . . , B.

8. Součtem hodnot v bootstrapovém trojúhelńıku {(b)D∗i,j} dostaneme kumu-

lativńı trojúhelńık bootstrapových hodnot {(b)C∗i,j}, kde

(b)C∗i,0 =(b) D∗i,0

(b)C∗i,j =
J−1−i∑
k=0

(b)D∗i,k

pro i = 0, . . . , J . Tento postup opakujeme B−krát, b = 1, . . . , B.

9. Standardńı Mackovu metodu Chain-Ladder aplikujeme na každý kumula-
tivńı trojúhelńık bootstrapových hodnot {(b)C∗i,j} a pomoćı vztahu (1.2)

spočteme bootstrapové vývojové faktory (b)f ∗j , b = 1, . . . , B.
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10. Bootstrapové škodńı rezervy (b)R∗i pro jednotlivé roky i vypoč́ıtáme pomoćı
vztahu (1.4), ve kterém hodnoty Ci,J−i nahrad́ıme bootstrapovými hodno-

tami (b)C∗i,J−i a vývojové faktory f̂j nahrad́ıme bootstrapovými vývojovými

faktory (b)f ∗j , b = 1, . . . , B.

11. Dále nahrazeńım (b)C∗i,J−i → Ci,J−i a (b)f ∗j → f̂j ve vztahu (1.5) pro σ̂2
j

źıskáme bootstrapový odhad ((b)σ̂2
j )
∗, b = 1, . . . , B.

12. Jednotlivé rezervy źıskáme jako aritmetický pr̊uměr jednotlivých bootstra-
pových rezerv, tj.

R∗i =
1

B

B∑
b=1

(b)R∗i .

13. Nakonec pomoćı vztahu (1.16) spočteme odhad středńı kvadratické chyby
celkové rezervy mse(R∗), kde R∗ = R∗0 + . . .+R∗J .

Poznamenejme, že disperzńı Pearson̊uv parametr použ́ıváme v analytickém
odhadu rozptylu a Pearsonova rezidua v bootstrap procesu. Bootstrapový odhad
rozptylu je analogický analytickému odhadu rozptylu bez uvažováńı počtu para-
metr̊u (jako kdyby byl disperzńı parametr poč́ıtán vyděleńım J mı́sto J − n).
Chceme-li povolit srovnáńı odhad̊u rozptylu mezi postupy zobecněného lineárńıho
modelu a metody bootstrap, je nezbytné provést úpravu bootstrapového odhadu
rozptylu a vźıt v úvahu počet parametr̊u použitých ve fitovaném modelu. Vhodná
úprava je vynásobit bootstrapový odhad rozptylu výrazem J/(J − n).

Pro źıskáńı bootstrapové standardńı chyby rezervy je nutné přidat odhad
rozptylu procesu, který je dán součinem disperzńıho parametru a odhadu rezerv.
Bootstrapová standardńı odchylka rezervy je pak dána vztahem

(B)se(R)∗ =

√
φPR∗ +

J

J − n
mse(R∗), (3.17)

kde R∗ je celková rezerva, R∗ = R∗0 + . . .+R∗J a mse(R∗) je bootstrapová středńı
směrodatná chyba odhadu rezervy.

Pro úplnost shrneme aplikaci metody bootstrap na zobecněné lineárńı mode-
ly. Vyjdeme ze zobecněného Poissonova modelu, viz rovnice (2.20)−(2.22). Čerpá-
me z přednášky [14].

Algoritmus bootstrap pro zobecněný Poisson̊uv

model

1. Pomoćı statistického softwaru źıskáme odhady γ̂, α̂i, β̂j a φ̂ v zobecněném
Poissonově modelu.

2. Nafitujeme očekávané hodnoty škod v nekumulativńım trojúhelńıku {Di,j}
pomoćı vztahu
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D̂i,j = m̂i,j = exp
{
γ̂ + α̂i + β̂j

}
.

3. Vypoč́ıtáme Pearsonova rezidua pomoćı vztahu

(P )ri,j =
Di,j − D̂i,j√

φ̂D̂i,j

. (3.18)

4. Vybereme rezidua - budeme vyb́ırat rezidua
{

(P )ri,j
}
B-krát s vraceńım.

Źıskáme B nových vývojových trojúhelńık̊u naplněných bootstrapovými
rezidui

{
(b)
(P )r

∗
i,j

}
, kde b = 1, . . . , B.

5. Inverzńı postup, zpětně zkonstruujeme B bootstrapových trojúhelńık̊u po-
moćı vztahu

(b)D∗i,j =
(b)
(P ) r

∗
i,j

√
φ̂D̂i,j + D̂i,j,

kde i+ j ≤ J , b = 1, . . . , B.

6. Aplikujeme zobecněnou Poissonovu metodu na každý bootstrapový trojú-
helńık a źıskáme bootstrapové odhady (b)γ̂, (b)α̂i,

(b)β̂j a (b)φ̂, b = 1, . . . , B.

7. Vypoč́ıtáme bootstrapové rezervy

(b)R̂∗i =
J∑

j=J+2−i
D̂∗i,j = exp

{
(b)γ̂ +(b) α̂i

} J∑
j=J+2−i

exp
{

(b)β̂j
}
. (3.19)

pro b = 1, . . . , B.

8. Nakonec vypoč́ıtáme středńı kvadratickou chybu předpovědi celkové rezer-
vy podle vztahu (2.29). Proces opakujeme B-krát. Výsledná bootstrapová
středńı kvadratická chyba předpovědi je dána jako aritmetický pr̊uměr jed-
notlivých chyb pro b = 1, . . . , B.

Poznamenejme nakonec, že ve výpočtech metody bootstrap nemáme k dis-
pozici zavedeńı tail faktoru. Neńı totiž zřejmé, jak bychom měli vźıt v úvahu
nejistotu v předpov́ıdaných hodnotách mimo rozsah sledovaných údaj̊u.
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4. Praktická část

V předchoźıch kapitolách jsme se zabývali popisem stochastických metod pro
odhad celkové rezervy na pojistná plněńı a výpočet jej́ı středńı kvadratické chy-
by. V této kapitole se budeme věnovat praktické aplikaci zmı́něných model̊u na
reálná a nasimulovaná data.

Ćılem praktické části je porovnat čtyři představené modely (Mack̊uv model
Chain-Ladder, zobecněný Poisson̊uv model, Gamma model a metodu bootstrap
aplikovanou na Chain-Ladder).

K modelováńı budeme využ́ıvat matematický software Mathematica 8.0.

4.1 Reálná data

Přestože v České republice p̊usob́ı mnoho pojǐst’oven zabývaj́ıćıch se neživotńım
pojǐstěńım, je velmi problematické reálná data źıskat. Pojǐst’ovny totiž nemaj́ı
povinnost tato data zveřejňovat. Pro aplikaci model̊u použijeme data z tabulky
4.1, která jsme źıskali z volně př́ıstupné studie PartnerRe Ltd. 2011 Loss Develop-
ment Triangles [13]. Tato data vyjadřuj́ı kumulované hrubé hodnoty nahlášených
pojistných plněńı za pojǐstěńı motorových vozidel v Severńı Americe mezi lety
2002 až 2011. Hrubými hodnotami označujeme škody, které nebyly upraveny
o pod́ıl zajǐst’oven a také neuvažujeme jiné vlivy. Všechna data byla převedena na
americké dolary s použit́ım směnných kurz̊u k 31. prosinci 2011. Škody uvád́ıme
v tiśıćıch. Předpokládáme, že vývoj škod je po deseti letech ukončen.

i/j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 18 825 78 917 99 690 106 762 109 280 111 157 112 093 112 788 113 280 113 488
1 21 019 84 679 105 686 113 190 117 600 119 251 120 013 120 695 121 176
2 25 211 80 403 104 706 115 509 120 995 122 132 125 362 125 854
3 19 413 53 887 67 005 71 947 75 166 75 837 76 574
4 18 897 54 612 62 441 69 738 74 647 77 505
5 13 613 36 725 48 750 54 415 55 751
6 18 712 46 519 57 998 66 714
7 25 328 70 545 89 597
8 16 011 51 211
9 14 433

Tabulka 4.1: Kumulativńı trojúhelńık {Ci,j; i+ j < 10}
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Mack̊uv model Chain-Ladder

Uvažujme kumulativńı trojúhelńık hlášených škod {Ci,j; i+ j < 10} uvedených

v tabulce 4.1. Pomoćı vztahu (1.2) odhadneme vývojové faktory f̂j. Následně pro

i + j ≥ 10 odhadneme budoućı škody
{
Ĉi,j; 10 ≤ i+ j ≤ 18

}
, tj. kumulativńı

trojúhelńık doplńıme na čtverec násobeńım odhadnutými faktory f̂j.

Tabulka 4.2 obsahuje hodnoty odhad̊u vývojových faktor̊u f̂j a směrodatných
odchylek σ̂2

j . Pro výpočet σ̂2
8 jsme použili extrapolaci uvedenou v (1.8):

σ̂2
8 = min

(
σ̂4

7

σ̂2
6

,min
(
σ̂2

6, σ̂
2
7

))
.

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8
f̂j 3.149 1.256 1.095 1.041 1.016 1.013 1.005 1.004 1.002
σ̂2

j 6893.5 155.47 64.133 22.736 11.652 10.140 0.1719 0.0082 0.0004

Tabulka 4.2: Hodnoty odhad̊u f̂j a σ̂2
j

V tabulce 4.3 jsou zachyceny odhady predikovaných škod pomoćı Mackovy
metody Chain-Ladder.

i/j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0
1 121 398
2 126 378 126 611
3 76 974 77 295 77 437
4 78 530 78 941 79 270 79 415
5 56 669 57 418 57 719 57 959 58 065
6 69 460 70 603 71 537 71 911 72 211 72 343
7 98 126 102 164 103 846 105 220 105 770 10 6210 106 406
8 64 319 70 441 73 340 74 548 75 534 75 928 76 245 76 385
9 45 452 57 086 6 2520 65 093 66 165 67 040 67 390 67 671 67 795

Tabulka 4.3: Odhad škod Ĉi,j pomoćı Mackovy metody Chain-Ladder

Na základě vztahu (1.4) vypoč́ıtáme odhad jednotlivých rezerv. Součtem těchto
rezerv dostaneme odhad celkové rezervy na pojistná plněńı. Pomoćı tvrzeńı ve větě
5 spočteme středńı kvadratickou chybu jednotlivých rezerv. Středńı kvadratickou
chybu celkové rezervy na pojistná plněńı źıskáme ze vztahu (1.16). Tabulka 4.4
obsahuje hodnoty jednotlivých rezerv a celkové rezervy společně s jejich středńı
kvadratickou chybou a standardńı odchylkou. Vid́ıme, že odhad celkové rezervy
na pojistná plněńı je 107 041 tiśıc dolar̊u se standardńı odchylkou 17 769 tiśıc
dolar̊u.
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i R̂i mse(R̂i) se(R̂i)
0 0 0 0
1 222 100 10
2 757 1 717 41
3 863 17 075 131
4 1 910 966 732 983
5 2 314 1 436 064 1 198
6 5 629 3 688 825 1 921
7 16 809 13 601 158 3 688
8 25 174 21 708 266 4 659
9 53 362 258 444 395 16 076

Celkem 107 041 315 723 853 17 769

Tabulka 4.4: Odhad rezerv na pojistná plněńı Mackovou metodou Chain-Ladder

Zobecněný Poisson̊uv model

V této části vypoč́ıtáme odhad rezervy na pojistná plněńı a jej́ı středńı kvadra-
tickou chybu (resp. standardńı odchylku) zobecněného Poissonova modelu daného
rovnicemi (2.20) − (2.22). Pro pozděǰśı porovnáńı výsledk̊u s ostatńımi metoda-
mi budeme při výpočtu vycházet z kumulativńıho vývojového trojúhelńıku uve-
deného v tabulce 4.1. Pro zobecněný lineárńı model potřebujeme nekumulativńı
trojúhelńık jednotlivých škod. Nekumulativńı trojúhelńık škod Di,j je uveden
v tabulce 4.5.

i/j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 18 825 60 092 20 773 7 072 2 518 1 877 936 695 492 208
1 21 019 63 660 21 007 7 504 4 410 1 651 762 682 481
2 25 211 55 192 24 303 10 803 5 486 1 137 3 230 492
3 19 413 34 474 13 118 4 942 3 219 671 737
4 18 897 35 715 7 829 7 297 4 909 2 858
5 13 613 23 112 12 025 5 665 1 336
6 18 712 27 807 11 479 8 716
7 25 328 45 217 19 052
8 16 011 35 200
9 14 433

Tabulka 4.5: Nekumulativńı trojúhelńık {Ci,j; i+ j < 10}
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Odhadované hodnoty parametr̊u zobecněného Poissonova modelu jsou zob-
razeny v tabulce 4.6.

Parametr Odhad parametr̊u Standardńı chyba
γ 10.0925 0.0909
α2 0.0673 0.1025
α3 0.1094 0.1017
α4 -0.3822 0.1162
α5 -0.3570 0.1158
α6 -0.6701 0.1286
α7 -0.4502 0.1215
α8 -0.0644 0.1118
α9 -0.3959 0.1338
α10 -0.5152 0.2257
β2 0.7650 0.0714
β3 -0.2156 0.0913
β4 -0.9768 0.1248
β5 -1.7243 0.1790
β6 -2.6002 0.2814
β7 -2.8030 0.3361
β8 -3.7178 0.5780
β9 -3.9395 0.7991
β10 -4.7549 1.7234

Tabulka 4.6: Odhad parametr̊u zobecněného Poissonova modelu

Ze znalosti parametr̊u γ, αi a βj jsme schopni spoč́ıtat fitované hodnoty

a očekávané hodnoty jednotlivých škod D̂i,j pro i = 0, . . . , 9, j = 0, . . . , 9.
Očekávané nekumulativńı hodnoty škod vypoč́ıtané na základě zobecněného Pois-
sonova modelu jsou zaneseny v tabulce 4.7.

i/j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 24 161 51 926 19 475 9 096 4 307 1 794 1 465 587 470 208
1 25 845 55 545 20 832 9 730 4 608 1 919 1 567 628 503 222
2 26 954 57 930 21 726 10 148 4 806 2 001 1 634 655 524 232
3 16 486 35 431 13 288 6 207 2 939 1 224 999 400 321 142
4 16 907 36 336 13 628 6 365 3 014 1 255 1 025 411 329 146
5 12 362 26 567 9 964 4 654 2 204 918 749 300 241 106
6 15 401 33 100 12 414 5 798 2 746 1 144 934 374 300 133
7 22 653 48 685 18 259 8 529 4 039 1 682 1 373 550 441 195
8 16 262 34 949 13 108 6 122 2 899 1 207 986 395 316 140
9 14 433 31 019 11 634 5 434 2 573 1 072 875 351 281 124

Tabulka 4.7: Odhad nekumulativńıch škod D̂i,j
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Součtem hodnot za diagonálou dostaneme odhady rezerv pro jednotlivé roky.
Součtem těchto rezerv dostaneme odhad celkové rezervy źıskané na základě zobec-
něného Poissonova modelu. Odhad disperzńıho parametru φ pomoćı Pearsonovy
statistiky je 616,1. Pomoćı vztah̊u (2.28) a (2.29) vypoč́ıtáme středńı kvadratic-
kou chybu rezerv. Odmocněńım dostaneme standardńı odchylku rezerv na po-
jistná plněńı. Vypoč́ıtané hodnoty jsou zobrazeny v tabulce 4.8.

i R̂i mse(R̂i) se(R̂i)
0 0 0 0
1 222 285 191 534
2 757 812 984 902
3 863 727 087 853
4 1 910 1 557 571 1 248
5 2 314 1 779 545 1 334
6 5 629 4 715 540 2 172
7 16 809 17 800 448 4 219
8 25 174 32 829 945 5 730
9 53 362 211 516 474 14 544

Celkem 107 041 162 345 818 12 741

Tabulka 4.8: Odhad rezerv na pojistná plněńı pomoćı zobecněného Poissonova
modelu

Srovnáńım hodnot v tabulce 4.4 a 4.8 vid́ıme, že zobecněný Poisson̊uv mo-
del dává stejný odhad rezerv jako Mackova metoda Chain-Ladder. Výsledek
neńı překvapuj́ıćı, naopak je uklidňuj́ıćı. Ve studii [18] je dokázán vztah, že
zmı́něné metody dávaj́ı stejné výsledky pro odhad rezerv. Důvod, proč jsme
hledali jiný model, který by měl stejný výstup jako Mack̊uv model Chain-Ladder,
byla možnost hodnoceńı model̊u pomoćı středńı kvadratické chyby (resp. stan-
dardńı chyby) rezervy.

Gamma model

Stejným postupem jako v minulé části vypoč́ıtáme odhad rezervy na pojistná
plněńı a jej́ı středńı kvadratickou chybu (resp. standardńı odchylku) Gamma mo-
delu daného rovnicemi (2.23)− (2.25). Vyjdeme z nekumulativńıho trojúhelńıku
uvedeného v tabulce 4.5. Odhadneme hodnoty parametr̊u tohoto modelu a spoč́ı-
táme očekávané hodnoty jednotlivých škod. Dále vypočteme odhady rezerv pro
jednotlivé roky a odhad celkové rezervy źıskané na základě Gamma modelu.
Odhad disperzńıho parametru φ pomoćı Pearsonovy statistiky je 0,107. Pomoćı
vztah̊u (2.28) a (2.29), kde voĺıme ρ = 2 vypoč́ıtáme středńı kvadratickou chybu
rezerv. Odmocněńım dostaneme standardńı odchylku rezerv na pojistná plněńı.
Vypoč́ıtané hodnoty jsou zobrazeny v tabulce 4.9.
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i R̂i mse(R̂i) se(R̂i)
0 0 0 0
1 218 13 567 116
2 901 12 9816 360
3 865 89 029 298
4 2 561 712 213 844
5 2 385 570 696 755
6 6 332 4 261 670 2 064
7 17 503 36 376 741 6 031
8 25 194 89 995 566 9 487
9 52 344 591 221 710 24 315

Celkem 108 302 420 225 117 20 499

Tabulka 4.9: Odhad rezerv na pojistná plněńı pomoćı Gamma modelu

Bootstrap pro Mack̊uv model

I v př́ıpadě bootstrapováńı vyjdeme z dat v tabulce 4.1. Při výpočtu rezervy
budeme postupovat podle algoritmu popsaného ve třet́ı kapilote. Body 1 a 2
máme spoč́ıtané v části zabývaj́ıćı se Mackovou metodou Chain-Ladder. Dále
pomoćı rekurze (vzorec (3.12)-(3.13)) zpětně odhadneme p̊uvodńı škody. Kumu-
lativńı trojúhelńık fitovaných hodnot nalezneme v tabulce 4.10.

i/j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 24 161 76 086 95 561 104 657 108 964 110 758 112 223 112 810 113 280 113 488
1 25 845 81 390 102 222 111 952 116 560 118 479 120 045 120 673 121 176
2 26 954 84 884 106 610 116 758 121 564 123 565 125 199 125 854
3 16 486 51 916 65 205 71 411 74 350 75575 76 574
4 16 907 53 243 66 870 73 235 76 250 77505
5 12 362 38 929 48 893 53 547 55 751
6 15 401 48 501 60 916 66 714
7 22 653 71 338 89 597
8 16 262 51 211
9 14 433

Tabulka 4.10: Kumulativńı trojúhelńık fitovaných hodnot
{
Ĉi,j; i+ j < 10

}
Tabulka 4.11 obsahuje nekumulativńı trojúhelńık fitovaných hodnot, které

źıskáme rozd́ılem sousedńıch hodnot v předchoźı tabulce 4.10.

i/j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 24 161 51 926 19 475 9 096 4 307 1 794 1 465 587 470 208
1 25 845 55 545 20 832 9 730 4 608 1 919 1 567 628 503
2 26 954 57 930 21 726 10 148 4 806 2 001 1 634 655
3 16 486 35 431 13 288 6 207 2 939 1 224 999
4 16 907 36 336 13 628 6 365 3 014 1 255
5 12 362 26 567 9 964 4 654 2 204
6 15 401 33 100 12 414 5798
7 22 653 48 685 18 259
8 16 262 34 949
9 14 433

Tabulka 4.11: Nekumulativńı trojúhelńık fitovaných hodnot
{
Ĉi,j; i+ j < 10

}
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Dále podle vztahu (3.4) spočteme normovaná Pearsonova rezidua (P )ri,j. Vy-
poč́ıtané hodnoty rezidúı obsahuje tabulka 4.12.

i/j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 -34.32 35.83 9.30 -21.22 -27.26 1.95 -13.81 4.46 1.00 0.00
1 -30.01 34.43 1.21 -22.56 -2.91 -6.11 -20.33 2.16 -0.97
2 -10.61 -11.37 17.48 6.50 9.81 -19.32 39.48 -6.35
3 22.79 -5.08 -1.47 -16.05 5.16 -15.80 -8.30
4 15.30 -3.256 -49.67 11.67 34.51 45.23
5 11.25 -21.19 20.64 14.81 -18.48
6 26.67 -29.09 -8.39 38.31
7 17.77 -15.71 5.86
8 -1.96 1.34
9 0.00

Tabulka 4.12: Normovaná Pearsonova rezidua (P )ri,j

Nyńı nastává hlavńı krok v bootstrapováńı - z tabulky rezidúı 4.12 budeme
tiśıckrát s vraceńım vyb́ırat jednotlivá rezidua. T́ım dostaneme 1 000 trojúhelńık̊u
naplněných bootstrapovými rezidui {(b)

(P )r
∗
i,j}. Jeden takový výběr je ukázán v ta-

bulce 4.13.

i/j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 35.83 -15.80 -3.25 2.16 -11.37 0.00 -15.80 -20.33 17.48 -6.11
1 1.21 1.00 -1.47 -13.81 22.79 11.25 -18.48 -13.81 -2.91
2 -21.22 6.50 35.83 -15.71 38.31 26.67 5.16 14.81
3 -49.67 35.83 34.51 17.77 -8.39 35.83 -1.96
4 -29.09 20.64 5.86 -1.96 -34.32 -18.48
5 0.00 45.23 11.25 -18.48 22.79
6 -29.09 34.51 -2.91 -29.09
7 -22.56 -21.22 9.30
8 -21.19 2.16
9 -6.35

Tabulka 4.13: Bootstrapová normovaná Pearsonova rezidua
(1)
(P )r

∗
i,j

Tabulka 4.14 obsahuje nekumulativńı trojúhelńık bootstrapových hodnot vy-
počtených podle vztahu (3.16).

i/j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 29 731 48 323 19 020 9 303 3 561 1 794 860 94 849 120
1 26 040 55 783 20 619 8 368 6 155 2 412 835 282 438
2 23 470 59 495 27 009 8 565 7 462 3 195 1 843 1 034
3 10 108 42 177 17 267 7 607 2 484 2 478 937
4 13 124 40 271 14 313 6 208 1 130 600
5 12 362 33 940 11 088 3 393 3 274
6 11 791 39 379 12 090 3 583
7 19 256 44 002 19 516
8 13 558 35 355
9 13 670

Tabulka 4.14: Nekumulativńı trojúhelńık bootstrapových hodnot {(b)D∗i,j}
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Součtem hodnot v nekumulativńım trojúhelńıku bootstrapových hodnot {(b)D∗i,j}
dostaneme kumulativńı trojúhelńık těchto hodnot {(b)C∗i,j}. Hodnoty jsou zane-
seny v tabulce 4.15.

i/j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 29 731 78 054 97 074 106 377 109 938 111 732 112 592 112 686 113 535 113 655
1 26 040 81 822 102 441 110 809 116 964 119 376 120 211 120 493 120 931
2 23 470 82 964 109 973 118 538 125 999 129 194 131 037 132 071
3 10 108 52 284 69 551 77 158 79 642 82 120 83 057
4 13 124 53 395 67 708 73 916 75 046 75 646
5 12 362 46 302 57 389 60 782 64 056
6 11 791 51 170 63 259 66 842
7 19 256 63 258 82 774
8 13 558 48 913
9 13 670

Tabulka 4.15: Nekumulativńı trojúhelńık bootstrapových hodnot {(b)D∗i,j}

Pomoćı Mackovy metody Chain-Ladder spočteme bootstrapové vývojové fak-
tory (b)f ∗j . Dále spočteme bootstrapový odhad ((b)σ̂2

j )
∗. Tabulka 4.16 obsahuje

vypočtené bootstrapové odhady.

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8
f̂∗j 3.5008 1.2767 1.0828 1.0439 1.0206 1.0101 1.0038 1.0055 1.0010

((b)σ̂2
j )∗ 8592.09 99.831 24.870 29.349 6.3959 1.3929 1.7163 0.8874 0.4588

Tabulka 4.16: Hodnoty bootstrapových odhad̊u (b)f ∗j a ((b)σ̂2
j )
∗

Na základě vztahu (1.4) Mackovy metody Chain-Ladder spočteme jednotlivé
bootstrapové rezervy. Aritmetickým pr̊uměrem źıskáme rezervy na pojistná plněńı
pro jednotlivé roky. Součtem těchto hodnot dostaneme celkovou rezervu. Dále
analogicky Mackově modelu vypoč́ıtáme středńı kvadratickou chybu jednotlivých
rezerv a středńı kvadratickou chybu celkové rezervy na pojistná plněńı. Tabulka
4.17 zahrnuje hodnoty jednotlivých rezerv společně s jejich středńı kvadratickou
chybou a standardńı odchylkou. Mimo jiné tabulka obsahuje i celkovou hodnotu
rezervy a jej́ı středńı kvadratickou chybu a standardńı chybu, kterou spoč́ıtáme
na základě vztahu (3.17). Z tabulky vid́ıme, že odhad celkové rezervy na pojistná
plněńı založený na metodě bootstrap je 106 534 tiśıc dolar̊u se standardńı od-
chylkou 17 857 tiśıc dolar̊u.
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i R̂i mse(R̂i) se(R̂i)
0 0 0 0
1 220 148 102 385
2 564 503 867 710
3 808 456 571 676
4 1 807 990 509 995
5 1 941 1 127 550 1 062
6 4 734 2 938 923 1 714
7 17 570 9 752 817 3 123
8 29 393 17 097 240 4 135
9 49 495 115 122 223 10 730

Celkem 106 534 318 860 080 17 857

Tabulka 4.17: Odhad rezerv na pojistná plněńı pomoćı metody bootstrap

Porovnáńı jednotlivých metod

Nyńı porovnáme výsledky źıskané podle jednotlivých metod. Odhady rezerv
na pojistná plněńı źıskané Mackovým modelem Chain-Ladder, zobecněným Pois-
sonovým modelem, Gamma modelem a pomoćı metody bootstrap jsou zanese-
ny v tabulce 4.18. Ekvivalentńı standardńı odchylky vyjádřené jako procento
z odhadu rezervy obsahuje tabulka 4.19.

Připoměňme, že zobecněný Poisson̊uv model dává úplně stejné odhady rezerv
jako Mack̊uv stochastický model Chain-Ladder. Dále můžeme vidět, že odhady
rezerv vypočtené pomoćı Gamma modelu jsou velice bĺızké Mackovým odhad̊um.
Metoda bootstrap aplikovaná na Mack̊uv model dává trochu nižš́ı hodnoty rezerv.

Rok Mack̊uv model Poisson ZLM Gamma ZLM Bootstrap
0 0 0 0 0
1 222 222 218 220
2 757 757 901 564
3 863 863 865 808
4 1 910 1 910 2 561 1 807
5 2 314 2 314 2 385 1 941
6 5 629 5 629 6 332 4 734
7 16 809 16 809 17 503 17 570
8 25 174 25 174 25 194 29 393
9 53 362 53 362 52 344 49 495

Celkem 107 041 107 041 108 302 106 534

Tabulka 4.18: Rezervy na pojistná plněńı
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Pod́ıvejme se nyńı na standardńı odchylky předpov́ıdaných rezerv. Ačkoliv
standardńı odchylky pro celkové rezervy źıskané pomoćı zobecněného Poissonova
modelu jsou skoro identické s odchylkami ostatńıch model̊u, vid́ıme velké rozd́ıly
d́ıváme-li se na jednotlivé škodńı roky. Největš́ı rozd́ıl je pro škodńı rok i = 1,
kdy Poisson̊uv model dává standardńı odchylku 240 %. Je třeba poznamenat, že
jmenovatel (odhad rezervy) je velice ńızký a velká odchylka v prvńım roce neńı
neočekávaná. Bootstrapová standardńı chyba (založená na 1 000 simulaćıch) je
velice bĺızká analytické chybě Poissonova modelu pro jednotlivé rezervy. Naopak
u celkové rezervy se výsledek bĺıž́ı Mackově modelu Chain-Ladder.

Rok Mack̊uv model Poisson ZLM Gamma ZLM Bootstrap
0 0 % 0 % 0 % 0 %
1 4 % 240 % 53 % 175 %
2 5 % 119 % 40 % 126 %
3 15 % 99 % 35 % 84 %
4 51 % 65 % 33 % 55 %
5 52 % 58 % 32 % 55 %
6 34 % 39 % 33 % 36 %
7 22 % 25 % 34 % 18 %
8 19 % 23 % 38 % 14 %
9 30 % 27 % 46 % 22 %

Celkem 17 % 12 % 19 % 17 %

Tabulka 4.19: Standardńı chyba jako procento z rezervy

4.2 Simulace

V druhé podkapitole praktické části aplikujeme teoretické poznatky na nasimu-
lovaná data. Tabulka 4.20 obsahuje nekumulativńı trojúhelńık nasimulovaných
škod. Při simulaci se omeźıme na hodnoty v rozmeźı 10 000 až 65 000.

i/j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 36 956 21 189 34 088 61 689 34 873 17 398 64 203 46 928 62 570 45 089
1 49 264 59 621 61 535 22 314 16 614 10 827 29 415 39 359 61 354
2 62 716 38 474 63 941 27 320 28 394 56 555 63 502 33 552
3 28 828 19 844 41 144 63 302 48 252 32 494 44 868
4 26 079 51 177 42 238 32 603 53 471 36 686
5 56 306 15 712 51 995 51 598 12880
6 33 048 49 617 18 771 27 369
7 32 215 44 631 18 559
8 37 740 10 982
9 11 424

Tabulka 4.20: Nekumulativńı trojúhelńık nasimulovaných hodnot

Při výpočtech odhad̊u rezerv a př́ıslušných standardńıch odchylek postupu-
jeme stejně jako v př́ıpadě s reálnými daty. Nebudeme zde již popisovat jednotlivé
d́ılč́ı kroky výpočtu, ale uvedeme pouze výsledné odhady rezerv a jejich stan-
dardńı odchylky.
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V tabulce 4.21 vid́ıme odhady rezerv na pojistná plněńı. Odhady rezerv pro
Mack̊uv model a zobecněný Poisson̊uv model vyjdou shodně. Gamma model dává
odhad rezervy velice bĺızký hodnotě Mackova modelu. Výsledný odhad rezervy
na pojistná plněńı źıskaný metodou bootstrap je vyšš́ı než odhady pro ostatńı
modely.

Rok Mack̊uv model Poisson ZLM Gamma ZLM Bootstrap
0 0 0 0 0
1 41 577 41 577 41 193 25 226
2 130 067 130 067 134 681 128 682
3 149 096 149 096 157 746 156 336
4 209 686 209 686 224 354 162 217
5 215 922 215 922 206 840 309 044
6 200 246 200 246 202 792 216 615
7 229 190 229 190 232 648 252 268
8 205 076 205 076 192 034 228 661
9 99 088 99 088 95 876 128 484

Celkem 1 479 947 1 479 947 1 488 164 1 607 532

Tabulka 4.21: Rezervy na pojistná plněńı pro nasimulovaná data

Nakonec se pod́ıvejme na tabulku 4.22, která obsahuje standardńı odchylky
rezerv vyjádřené jako procento z př́ıslušné rezervy. Zobecněný Poisson̊uv mo-
del, Gamma model i bootstrap dávaj́ı skoro stejné odchylky celkové rezervy.
V př́ıpadě nasimulovaných dat dává Mack̊uv model nejmenš́ı standardńı od-
chylku. V př́ıpadě odchylek pro jednotlivé rezervy vid́ıme, že pro Mack̊uv model
vycháźı nejmenš́ı odchylky kromě posledńıho roku i = 9, kdy standardńı odchylka
vyšla 85 %. U Poissonova modelu je největš́ı rozd́ıl také ve škodńım roce i = 9,
a to 93 %. Pro Gamma model a metodu bootstrap vyšel největš́ı rozd́ıl standardńı
odchylky v prvńım škodńım roce, č́ıselně 75 % pro Gamma model (resp. 62 %
pro bootstrap).

Rok Mack̊uv model Poisson ZLM Gamma ZLM Bootstrap
0 0 % 0 % 0 % 0 %
1 3 % 68 % 75 % 62 %
2 4 % 46 % 56 % 29 %
3 13 % 44 % 50 % 26 %
4 17 % 41 % 46 % 32 %
5 21 % 41 % 45 % 18 %
6 28 % 44 % 45 % 26 %
7 37 % 45 % 47 % 27 %
8 42 % 54 % 51 % 34 %
9 85 % 93 % 62 % 59 %

Celkem 13 % 17 % 18 % 19 %

Tabulka 4.22: Standardńı chyba jako procento z rezervy pro nasimulovaná data
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4.3 Výběr metody

Zaměřme se nyńı na analýzu źıskaných výsledk̊u. V př́ıpadě reálných dat meto-
da bootstrap určila nejmenš́ı hodnotu rezervy (č́ıselně 106 534), ale standardńı
chyba vyšla na 17 % z hodnoty rezervy, zat́ımco podle zobecněného Poissonova
modelu vyšla standardńı chyba na 12 % z rezervy o výšce 107 041. Zd̊urazněme,
že standardńı chyba pro prvńı vývojový rok podle zobecněného Poissonova mo-
delu vyšla 285 191, což je 240 % z rezervy pro daný rok. Oproti tomu v simu-
laci vyšla nejmenš́ı hodnota rezervy v př́ıpadě výpočtu pomoćı Mackovy metody
a zobecněného Poissonova modelu. Jak již bylo zmı́něno tyto modely dávaj́ı stejný
odhad rezervy na pojistná plněńı. Nejmenš́ı hodnotu standardńı chyby vyjádřené
jako procento z vypočtené rezervy jsme dostali také pro tyto metody. U Macko-
va modelu vyšla standardńı chyba na 13 % z rezervy, u zobecněného Poissonova
modelu na 17 % z této rezervy. Muśıme konstatovat, že výběr vhodné metody
zálež́ı vždy na aktuárském úsudku a na datech, na která chceme metodu použ́ıt.
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Závěr

Ćılem diplomové práce bylo popsat základńı principy stochastických metod
pro stanoveńı odhadu rezervy na pojistná plněńı škod vzniklých, ale dosud ne-
nahlášených společně se středńı kvadratickou odchylkou odhadu rezervy a násled-
ně demonstrovat aplikaci metod na reálných a nasimulovaných datech.

Prvńı tři kapitoly jsme věnovali teoretické části. Představili jsme si zde Mack̊uv
stochastický model metody Chain-Ladder, zobecněné lineárńı modely a metodu
bootstrap. Uvedli jsme předpoklady jednotlivých metod. Odvodili jsme vztahy
jak pro výpočet rezervy na pojistná plněńı, tak pro stanoveńı středńı kvadratické
chyby (resp. standardńı chyby).

V praktické části, které odpov́ıdá čtvrtá kapitola, jsme se zaměřili na ap-
likaci jednotlivých metod na konkrétńı data. Nejprve jsme vyšli z kumulativńıho
trojúhelńıku, který byl publikovaný v [13]. Poté jsme aplikovali modely na nasimu-
lovaná data. Nakonec jsme všechny metody porovnali.

Na závěr poznamenejme, že bychom se dále mohli věnovat jiným model̊um pro
odhad rezervy na pojistná plněńı, jako např. Bornhuetter-Fergusonově metodě,
či Merz-Wüthrichově metodě vhodné pro účely Solvency II.
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[16] Petrová, I.: Komparace Value at Risk a Expected Shortfall v rámci Solven-
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