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Úvod
Budeme se zabývat kooperativním hledáním cest. Hledání cest je otevřený pro-
blém, který je řešen v umělé inteligenci, teoretické robotice, ale též u různých
strategických her. Kooperativní hledání cest vytvoří posloupnost kroků pro kaž-
dého robota z nějaké skupiny robotů, kde každý robot má nějaký cíl kam chce
dojít. Navíc se žádní dva roboti nesmí srazit ani nacházet na jednom místě zá-
roveň. U kooperativního hledání cest se předpokládá, že každý robot má znalost
celého prostředí, ve kterém se pohybuje. Dále má též znalost o pozici všech ostat-
ních robotů.
Existuje mnoho aplikací kooperativního hledání cest. Kupříkladu pohyb jed-

notek ve strategické hře, kde jednotky musí odhadovat pohyb ostatních jednotek.
Tento problém je zajímavý hlavně u různých úzkých průchodů, popřípadě mostů.
Dalším příkladem může být pohyb robotů a přesun zboží ve skladu, kde kvůli
optimalizaci máme méně volného místa pro pohyb.
Hledání cest pro více agentů lze roztřídit buď podle úrovně spolupráce robotů

na

• Blokující hledání cest, kde se roboti snaží dojít do svého cíle, ale zároveň
se snaží ostatním robotům zabránit ve splnění jejich úkolu

• Nekooperativní hledání cest, kde se roboti snaží dojít do svého cíle a neznají
své cíle navzájem, a tudíž musí tipovat pohyb ostatních robotů

• Kooperativní hledání cest, kde roboti znají pozici i plány všech ostatních
robotů navzájem

nebo podle přístupu plánování na

• centralizované, kde cesty plánuje nějaký plánovač a může nalézt všechny
možné plány,

• distribuované, kde se plánování rozdělí na nezávislé nebo slabě závislé pod-
problémy každého robota. Každý robot si pak může hledat cestu do cíle
se znalostí pozice všech ostatních. robotů.

V této práci se zabýváme kooperativním hledáním cest. Tímto problémem
se zabývá mnoho různých algoritmů s odlišnými přístupy a též s odlišnými výho-
dami a nedostatky.
Nyní si roztřídíme algoritmy kooperativního hledání cest do několika typů

1. Prohledávací algoritmy

2. Suboptimální algoritmy

3. Převod na problém jiný
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Prohledávací algoritmy

Významnou třídou algoritmů, jsou algoritmy prohledávací. Následující algoritmy
jsou algoritmy distribuované.
Hlavním zástupcem těchto algoritmů je algoritmus A*[6]. Protože tento algo-

ritmus slouží pro vyhledání cesty jednoho robota do svého cíle, pro více robotů
musíme použít rozšíření, které řeší kolize[9]. Tato modifikace a podobné jsou pří-
kladem nekooperativního hledání, a mají nevýhodu v tom, že v obtížnějších a
složitějších prostředích mohou nastat patové situace, či různá zacyklení. Tyto ne-
dostatky se často projeví u dlouhých úzkých pasáží, kde hrozí riziko vytvoření
přeplněného zúženého průchodu.
Některé nevýhody jsou řešeny dalšími vylepšeními algoritmu A*[6], které jsou

narozdíl od předchozích algoritmů kooperativní.
Jsou to vylepšení

• Local Repair A*[7]

• Cooperative A*[7]

• Hierarchical Cooperative A*[7]

• Windowed Hierarchical Cooperative A*[7]

Local Repair A*[7]

U algoritmu Local Repair A* si každý agent nalezne cestu do svého pomocí al-
goritmu A*[6] a ignoruje všechny roboty, kteří se právě nenachází v přilehlých
pozicích. Poté se všichni roboti vydají po naplánovaných cestách, dokud se neo-
citnou v nebezpečné situaci(dva roboti se v dalším kroku budou nacházet na stejné
pozici nebo se minou po jedné cestě). V ten moment si robot, který by se ocitl
v kolizní pozici, přepočítá zbytek cesty do cíle, opět pomocí A*[6].
Pokud se vyskytne někde zúžený průchod v kombinaci s příliš mnoha roboty,

dojde v každém tahu přepočítání trasy všech robotů, což může vést k tomu, že
řešení bude zbytečně dlouhé. V nejhorším případě může nastat i zacyklení robotů.

Cooperative A*[7]

Problémy Local Repair A* se snaží vyřešit Coopertive A*. Tento přístup přidává
robotovi možnost počkat na místě, tedy za časovou jednotku vytrvat na pozici,
která nemusí být jeho cílem. Dále vytváří tří-dimenzionální tabulku rezerv, kde
si každý robot zarezervuje cestu. Tato tabulka rezerv je sdílenou pamětí všech ro-
botů. Vytvořená rezervace v tabulce je v daný časový úsek neprůchodná a roboti,
kteří si nestihli naplánovat cestu nesmí rezervací projít.
Existují třídy problémů, které nelze vyřešit, jako třeba problém z obrázku

1. Robot R1 se dostane do svého cíle G1 a odtud už neuhne, tudíž robot R2
se nemůže dostat na svou pozici G1.
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R2 R1 G1 G2

Obrázek 1: Problém Cooperative A*

Hierarchical Cooperative A*[7]

Hierarchií budeme chápat hierarchii z článku[8]. Budeme ji tedy chápat jako různé
úrovně abstraktních stavů. Tyto stavy nejsou popsány pouze svou pozicí v pro-
středí, ve kterém hledáme cesty, ale může mít další aspekty. Hierarchie nemusí
být příliš rozsáhlá. Dokonce menší hierarchie v původním Hierarchical A*[8] jsou
vhodnější a rychlejší než rozsáhlé hierarchie.
Hierarchie u Hierarchical Cooperative A* používá jednu hierarchii obsahu-

jící pouze jednu oblast abstrakce. Tato abstrakce je pouze dvou-dimenzionální
mapa prostředí bez robotů, tudíž ignoruje čas a rezervační tabulku. Tato mapa
je ideální pro odhad vzdálenosti do cíle, bez ohledu na roboty. Pro znovupoužití
již vypočtených vzdáleností z abstraktní mapy je v Hierarchical Cooperative A*
použit Reverse Resumable A*[7].
Hierarchical Cooperative A* je velice podobný Cooperative A*, akorát použí-

vá chytřejší heuristiky, která používá Reverse Resumable A* na přepočtení abs-
traktních vzdáleností v mapě. Pokud je nejkratší cesta do cíle volná, pak je celá
cesta obsažena v mapě. Pokud jsou na cestě do cíle nějací roboti, pak se musí
přepočítat abstraktní tabulka pomocí Reverse Resumable A*.
Tento přístup vylepšuje Cooperative A*. Avšak třídy neřešitelných problémů

jsou stejné.

Windowed Hierarchical Cooperative A*[7]

Tento přístup řeší některé nedostatky předchozích modifikacích A*.
Kupříkladu pokud robot dojde do svého cíle, který se nachází v úzkém kori-

doru, tak může zablokovat jedinou cestu k cíli jiným robotům. Dalším je upřed-
nostňování robotů při výběru cesty a při samotném pohybu. Není úplně vhodné
řešení upřednostňovat roboty globálně. Při pořadí robotů fixním a neměnitelném
mohou být některé úlohy neřešitelné. Významným nedostatkem je i to, že robot
musí svou cestu spočítat až do cílové pozice v komplexních tří-dimenzionálních
tabulkách. Takto si naplánují cestu, která bývá často nevyužita, kvůli přepočtům
při kolizi.
Přidáním okénka můžeme některé z těchto nedostatků zcela omezit, jiné ale-

spoň zčásti. Toto okénko je nastaveno na nějaký rozměr d × d. Uvnitř okénka
se používá kooperativního přístupu(Hierarchical Cooperative A*, ale lze použít
i jiný algoritmus). Aby robot šel správným směrem, má vypočtenou abstraktní
cestu, což je nejkratší cesta do cíle. Směr je pak dán průnikem této cesty a okénka.
Tím se šetří zdroje.
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Poté co robot dojde do svého cíle, nezůstává stát, ale dává si za úkol dojít
ke kraji okénka. Toto je zabezpečení proti tomu, aby nezablokoval cestu jiným
robotům tím, že po nalezení svého cíle obsadí úzký koridor a nehne se z něj.

Suboptimální algoritmy

Suboptimální algoritmy mají výhodu v tom, že řešení je nalezeno velice rychle.
Suboptimální algoritmy jsou kupříkladu

• Push and Swap[10]

• Push and Rotate[11]

• BIBOX[1]
Tyto algoritmy jsou schopny vyřešit prostředí, kde je až V − 2 robotů.

Push and Swap

Algoritmus Push and Swap[10] funguje na velice jednoduchém principu. Robot
si najde cestu(nejlépe nejkratší) do své cílové pozice. Pokud na následující pozici
není jiný robot, provede operaci Push, tedy pokročí o krok blíže k cíli. Pokud
na dalším poli stojí robot, provede operaci Swap. Po dokončení této operace
by měli všichni roboti, až na dva, kteří se vyměňují být na svých místech, na kte-
rých stáli před operací. Funkce Swap najde nejbližší vhodný vrchol pro výměnu.
Takový vrchol v musí splňovat následující podmínky

• musí být dosažitelný pro oba vrcholy, které chceme vyměnit operacemi Push
a Swap

• stupně alespoň 3

• po přesunu obou vrcholů k vrcholu v musí být proveditelné funkce Multi-
push, respektive Clear, které zajistí uvolnění dvou vrcholů sousedících s vr-
cholem v

Operace Multipush, respektive Clear, zde nebudeme popisovat. Dále ještě existuje
operace ResolveOperation, která zaručí navrácení vrcholu u na své původní místo,
pokud provádíme operaci Swap s vrcholem u, který je již ve své konečné pozici.
Volba pořadí přesunů robotů není algoritmem specifikována.

Push and Rotate

Tento algoritmus vychází přímo z algoritmu Push and Swap[10], poněvadž algorit-
mus není kompletní. První problém u Push and Swap nastává u polygonu(cyklu)
délky l. Příklad je uveden na obrázku 2. Robot R1 je již ve svém cíli. Robot R2 se
snaží dostat do svého cíle G2, ale nejkratši cesta vede, skrze vrchol obsazený ro-
botem R1, kterého ale nemůžeme posunout(vrchol R1 má vyšší prioritu), ani se s
ním vyměnit(nenachází se v grafu žádný vrchol, splňující podmínku pro výměnu).
Dále ještě doplňuje funkci Clear o jeden případ, který v algoritmu Push and

Swap není popsán. Dále ještě řeší případ rekurzivního volání funkce Reslove a
případ dvou dvasouvislých grafů spojených delším mostem. Tyto problémy řeší
rozšířením stávajících funkcí a přidáním nové funkce Rotate.
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R2 R1

G2

Obrázek 2: Polygon délky pět

BIBOX

Algoritmus BIBOX[1] pracuje s grafem, který dva-souvislý. Takovému grafu exis-
tuje nějaké rozložení na ucha. Tento algoritmus postupně řeší jednotlivá ucha.
Pokud je robot, který je právě zpracováván na právě zpracovávaném uchu, algo-
ritmus přesune tohoto robota mimo zpracovávané ucho, aniž by zpřeházel již se-
řazené umístěné vrcholy na uchu. Takto uspořádá všechny ucha až na poslední,
které tvoří cyklus. Na tomto uchu pak seřadí roboty do správného pořadí pomocí
funkce na prohození sousedních vrcholů.

Převedení na jiný problém

Kooperativní hledání cest lze převést do

• celočíselného lineárního programování

• SATu

Převod do celočíselného lineárního programování

Tento převod je proveden tak, že nejdříve převedeme problém kooperativního
hledání cest na multitoky v sítích[13]. Pro převod je nutné, aby graf byl bezkolizní
jednotkový graf. Bezkolizní jednotkový graf G je graf, který splňuje následující
podmínky[13]

• G je spojitý

• G je neorientovaný

• každá hrana v G má jednotkovou délku

• libovolné dvě hrany (u1, v1) a (u2, v2) v G, kde u1 6= u2,v1 6= v2, dva roboti
tvaru kola s průměrem menším než

√
2
4 putujícími jednotkovou rychlostí

po těchto hranách(startujícími zároveň v u1, respektive u2) do sebe nenarazí

Problém multitoků v sítích lze přímo převést na celočíselené lineární programo-
vání[12].
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Převod do SATu

Jedním přísupem je převést celý problém do SATu. Tento přístup je popsán
v článku[16].
Jinak můžeme řešit převodem do SATu jen nějaké podproblémy celého pláno-

vání, jako je v článku[3]. Tento přístup začíná se suboptimálním základním řeše-
ním, které pak rozdělí na menší části, které řeší převodem na SAT. V článku[3]
je jako základní řešení použito řešení z algoritmu BIBOX[1]. Převod pak optima-
lizuje řešení z BIBOXu[1].

Téma práce

Algoritmus BIBOX[1] je kompletní algoritmus ke kooperativnímu hledání cest.
Zároveň patří mezi rychlé algoritmy, které hledají suboptimální řešení. Toto ře-
šení lze zároveň optimalizovat pomocí převodu do SATu[3]. Proto se v této práci
budeme zabývat zrychlením algoritmu BIBOX[1]. Toho docílíme tím, že se bu-
deme zabývat podrobnou analýzou algoritmu BIBOX[1] a pokusíme se zjistit,
jaký vliv má různé předzpracování dat na výkonnost algoritmu a na velikost jeho
řešení. Nejprve představíme podrobně algoritmus Pak popíšeme zvolené způso-
by předzpracování vstupních dat a jejich vliv na výkonnost algoritmu, tedy čas,
potřebný k nalezení řešení a počet kroků, potřebných k vyřešení problému. Po-
té budeme prezentovat výsledky o experimentálním vyhodnocení. Nakonec ještě
prozkoumáme samotné předzpracování grafu.
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1. Teoretický model a testovací
program
Nejdříve provedeme teoretickou analýzu algoritmu BIBOX[1]. Pseudokód algorit-
mu je převzat z článku[1]. V pseudokódu jsou udělány drobné úpravy, které neo-
vlivňují jeho funkčnost.

1.1 Anazlýza algoritmu

Mějme množinu robotů R a 2-souvislý graf G = (V,E) a jeho rozklad na ucha
C0, L1, L2 . . . , Lk, kde C0 je úvodní cyklus a L1, L2 . . . , Lk jsou jednotlivá ucha
rozkladu taková, že ∀j = 1, 2, . . . , k : G \

⋃k
i=j Li je 2-souvislý. C(Lj) = Lj + Pj

je cyklus takový, že C(Lj) ⊆
⋃j

i=0 Li ∧ Pj ⊆
⋃j−1

i=0 Li. Každý vrchol v ∈ V (G)
má jednoznačnou příslušnost k některému uchu Lj . Tuto příslušnost vyjádříme
funkcí Γ : V (G)→ {C0, L1, L2, . . . , Lk}.
Mějme dále funkce S,Φ. Funkce S : R → V popisuje pozice jednotlivých

robotů a funkce Φ : V → R ∪ ⊥ je rozšířená inverzní funkce k funkci S o symbol
⊥. Platí ∀r ∈ R : Φ(S(r))r; Φ(v) = ⊥ pokud ∀r′ = R : S(r) 6= v. Tyto funkce
mají své varianty S0,Φ0 určující počáteční vztahy robotů a vrcholů a S+,Φ+
určující jejich vztahy cílové.
Poslední dvojici funkcí, které budeme potřebovat, jsou funkce prev/S(C, r)

a next/S(C, r). Tyto funkce nám určují vrchol předcházejícího, či následujícího
robota r v cyklu C.
Nyní můžeme přistoupit k analýze algoritmu BIBOX[1]. K tomu budeme po-

třebovat jeho zjednodušený pseudokód.

Algorithm 1.1 BIBOX

function BIBOX-solve

1: for c = k, k − 1, . . . , 1 do
2: if |Lc| > 2 then
3: SolveRegularCycle(c)
4: end if
5: end for
6: SolveOriginalCycle

Vzhledem k tomu, že předpokládáme dva prázdné vrcholy na úvodní kružni-
ci, nebudeme analyzovat funkci SolveOriginalCycle, poněvadž počet kroků i čas
na vyřešení jsou zanedbatelné. Nyní bychom si měli rozebrat funkci SolveRegular-
Cycle. Ale nejdříve si popíšeme funkce, které jsou použity v SolveRegularCycle.
Funkci SolveRegularCycle podrobíme analýze jako poslední. Výsledný počet kro-
ků bude součet kroků pro jednotlivá ucha. Tento součet vyhodnotíme též na konci.
Funkce SwapRobotUnoccupied(u,v) jen posune robota z vrcholu u na prázdný

vrchol v, tedy provede konstantně kroků. U výpočtu počítáme se třemi kroky.
Počet kroků funkce FindShortesPath(u,v) pro u ∈ Li a v ∈ Lj označme Fmax(i,j).
Hodnotu Fmax(i,j) a tedy i na způsob hlednání nejkratších cest v grafu si popíšeme
později.
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Funkce 1.2 Pootočení cyklu o jedna doprava(doleva)

function RotateCycle+(−)(C)

1: let x ∈ C : Φ(x) = ⊥ ∧ x is not locked
2: for i = 1, 2, . . . , |C| do
3: SwapRobotUnoccupied(prev(next)/V (C, x), x)
4: x← prev(next)/V (C, x)
5: end for

Funkce RotateCycle zavolá C(Lj)-krát funkci SwapRobotUnoccupied, provede
tedy (Lj + Pj) kroků. V dalších výpočtech předpokládáme, že délka Pj je maxi-

málně
(

V −
∑k

i=j Li

)

.

Funkce 1.3 Uvolnění vrcholu v

function MoveUnoccupied(v)

1: let x ∈ V : Φ(x) = ⊥ ∧ x is not locked
2: let [x = p1, p2, . . . , pj = v] shortest path ∧pi is not locked ∀i
3: for i = 1, 2, . . . , j − 1 do
4: SwapRobotUnoccupied(pi+1,pi)
5: end for

Pro cestu mezi vrcholem v : v ∈ Lj , pro nějaké j, a vrcholem x : Φ(x) = ⊥
předpokládáme cestu maximální délky V \

⋃k
i=j Li. Dále označme Fj počet kroků

pro nalezení nejkratší cesty. Funkce MoveUnoccupied provede |V \⋃k
i=j Li|-krát

funkci SwapRobotUnoccupied a jednou funkci FindShortestPath, tedy provede
|V \

⋃k
i=j Li|+ Fj kroků.

Funkce 1.4 Přesun robota r do vrcholu v

function MoveRobot(r,v)

1: let [S(r) = p1, p2, . . . , pj = v] shortest path ∧pi not locked
2: for i = 1, 2, . . . , j − 1 do
3: lock({pi})
4: MoveUnoccupied(pi+1)
5: unlock({pi})
6: SwapRobotUnoccupied(pi+1,pi)
7: end for

Nejkratší cestu mezi S(r) a v budeme uvažovat stejnou jako u funkce MoveU-
noccupied. Pak tedy funkce MoveRobot provede |V \

⋃k
i=j Li|-krát funkce Move-

Unoccupied a SwapRobotUnoccupied a jednou provede funkci FindShortestPath.
Výsledný počet kroků této funkce bude |V \

⋃k
i=j Li|(|V \

⋃k
i=j Li|+ Fj) + Fj.
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Funkce 1.5 Umístění všech robotů na uchu Lc

function SolveRegularCycle(c)

1: let [u, x1, x2, . . . , xl, v] = Lc

2: for i = 1, 2, . . . , l do
3: if Γ(S(Φ+(xi))) = Lc then
4: lock(Lc)
5: MoveUnoccupied(u)
6: ulock(Lc)
7: ρ← 0
8: while S(Φ+(xi)) 6= v do
9: RotateCycle+(C(Lc))
10: ρ← ρ+ 1
11: end while
12: lock(Lc)
13: let o ∈ V \ {⋃k

i=c Li ∪ C(Lc)}
14: MoveRobot(Φ+(xi, o))
15: lock({o})
16: MoveUnoccupied(u)
17: unlock(Lc)
18: while ρ > 0 do
19: RotateCycle−(C(Lc))
20: ρ← ρ− 1
21: end while
22: unlock({o})
23: end if
24: lock(Lc)
25: MoveRobot(Φ+(xi), u)
26: MoveUnoccupied(v)
27: unlock(Lc)
28: RotateCycle+(C(Lc))
29: lock(Lc)
30: end for

U funkce SolveRegularCycle budeme předpokládat, že vrchol leží na uchu Lc.
Dále předpokládáme, že po proběhnutí whilecyklu na řádkách 8–11 bude ρ = |Lc|,
tedy C(Lc) pootočíme právě |Lc|-krát. Počet kroků pro lock i unlock je stejný
a počet kroků lock(A) je velikost množiny A.
Pro každého robota na uchu Lc provedeme sedmkrát (un)lock(Lc), dvakrát

provedeme cyklus na otočení cyklu(8–11 a 18–21), dvakrát MoveUnoccupied, jed-
nou MoveRobot a jednou pootočíme celý cyklus. Díky vhodné implementaci,
je funkce MoveRobot na řádce 14 ekvivalentní funkci MoveUnoccupied. Ze všech
částí nakonec sestavíme rovnici 1.1.
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k
∑

j=1

|Lj |
(

7|Lj |+ 3|Fj|+ 6
(

|V | −
k
∑

i=j

|Li|
)

+ 2|Fj|+ 2|Lj|(|Lj |+ |Pj |)+

|Lj |+ |Fj|+
(

|V | −
k
∑

i=j

|Li|
)(

|Fj|+ 2
(

|V | −
k
∑

i=j

|Li|
))) (1.1)

Funkce 1.6 Nalezení cesty mezi u a v

function FindShortestPath(u,v)

1: let Lk = [xk, a1, a2, . . . , ai−1, u, ai+1 . . . , an, yk]
2: let Ll = [xl, b1, b2, . . . , bj−1, v, bj+1 . . . , bn, yl]
3: if k = l let i < j
4: if l < k then
5: return [u, ai+1, . . . , an,FindShortestPath(yk,v)]
6: else if l > k then
7: return [FindShortestPath(u,xl), b1, . . . , bj−1, v]
8: else
9: return [u, ai+1, . . . , bi− 1, v]
10: end if

Tato funkce projde každé ucho maximálně jednou. Musíme ještě nalézt úsek

cesty, který chceme vrátit. Proto je počet krokůmax(k, l)+
(

V −
∑k

i=j Li

)

. Ještě

si povšimneme, že takto nalezená cesta nebude nejkratší, s čímž ale počítáme.
Tento předpoklad jsme zahrnuli v odhadu délky nejkratší cesty výše. Za využití
tohoto předpokladu upravíme rovnici 1.1 a získáme rovnici 1.2.

k
∑

j=1

|Lj |
((

2

(

|V | −
k
∑

i=j

|Li|
)

+ j

)(

|V | −
k
∑

i=j

|Li|
)

+ 6

(

|V | −
k
∑

i=j

|Li|
)

+

2|Lj |
(

|Lj|+ |V | −
k
∑

i=j

|Li|
)

+ 8|Lj|+ 6j
)

(1.2)

Do této rovnice později budeme dosazovat konkrétní k a |Li|.
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2. Popis vlivu předzpracování
grafu na výkonnost algoritmu
Nyní navrhneme rozložení uch, u kterého budeme později sledovat počet kroků
řešení a časy experimentů. Pak si krátce popíšeme program, který použijeme
pro testování a nakonec vytvoříme testovací data.

2.1 Předzpracování grafu

Jak je patrné z odhadu počtu kroků(rovnice 1.2), běh algoritmu bude souviset
s délkou jednotlivých uch |Li| a taktéž s počtem uch k. Uvědomíme si, že počet
uch k, souvisí s průměrnou délkou ucha tak, že čím větší je počet uch k, tím menší
je průměrná délka uch. Proto jsme zvolili počet uch jako jeden způsob rozložení
grafu. V potaz budeme brát následující počty uch:

• konstantní počet uch
k ∼ O(1) (2.1)

• lineární počet uch
k ∼ O(|V |) (2.2)

• logaritmický počet uch
k ∼ O(log|V |) (2.3)

• odmocninový počet uch
k ∼ O(

√

|V |) (2.4)

Dalším faktorem je rozložení délek uch. Zvolili jsme následující rozložení délek
uch:

• rovnoměrné rozložení velikostí uch s velikostí i−tého ucha

|Li| =
|V | − |C0|

k
(2.5)

• lineárně klesající rozložení velikostí uch s velikostí i−tého ucha

|Li| = 2(k − i+ 1)
|V | − |C0|
k(k + 1)

(2.6)

• lineárně rostoucí rozložení velikostí uch s velikostí i−tého ucha

|Li| = 2i
|V | − |C0|
k(k + 1)

(2.7)

Rozložení délek uch nesouvisí přímo s odhadu počtu kroků, ale předpoklá-
dáme, že algoritmus na rozložení grafu na ucha bude generovat tato rozložení.
Přístupy a problémy se samotným rozložením grafu na ucha jsou zmíněny v ka-
pitole 4.
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2.2 Testovací program

K experimentálnímu vyhodnocení jsme použili autorovu implementaci algoritmu
BIBOX[2].
K vytvoření testovacího grafu pro algoritmus slouží funkce

make disasembled graph(graph size, ears count, ear size distribution
function,start cycle size,graph,bots)

s parametry

• graph size velikost generovaného grafu

• ears count počet uch generovaného grafu

• ear size distribution function ukazatel na funkci, která počítá velikost uch.
Tato funkce musí mít čtyři parametry typu int. Funkce dostane k dispozici
parametry: počet vrcholů grafu, velikost úvodního cyklu, celkový počet uch
a právě zpracovávané ucho a musí vrátit velikost právě zpracovávaného
ucha. K dispozici jsou čtyři různé funkce

– normal distribution

– linear increasing distribution

– linear decreasing distribution

– random distribution

• start cycle size velikost úvodního cyklu, v programu je zvolena hodnota
čtyři

• graph ukazatel na graf, který je předán BIBOXu

• bots pole robotů, kde i−tá pozice je startovní pozice robota, který má cíl
ve vrcholu i. Vrcholy 0 a 1 nejsou cílem žádného robota

Pro rozklad grafu na ucha uvažujeme úplný graf, na kterém jsme schopni
se ke konkrétnímu počtu uch a jejich rozložení velikostí přiblížit nejvíce a tudíž
jsme schopni dostat přesnější výsledky.

2.3 Testovací data

Rozložení uch je simulováno na úplném grafu. Počty uch jsou uvažovány násle-
dující:

• konstantní počet uch
kconst = 2 (2.8)

• lineární počet uch
klin =

|V |
2

(2.9)

• logaritmický počet uch
klog = log|V | (2.10)
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• odmocninový počet uch
ksqrt =

√

|V | (2.11)

Ve všech testech je použit úvodní cyklus C0 délky čtyři. Dvě pozice úvodního cyklu
nejsou cílovou pozicí pro žádného robota, tedy i = 0, 1 : Φ+(i) = ⊥, proto délka
i-tého ucha pro rozložení je následující:

• rovnoměrné rozložení velikostí uch s velikostí i−tého ucha

L→ = |Li| =
|V | − 4

k
(2.12)

• lineárně klesající rozložení velikostí uch s velikostí i−tého ucha

Lց = |Li| = 2(k − i+ 1)
|V | − 4
k(k + 1)

(2.13)

• lineárně rostoucí rozložení velikostí uch s velikostí i−tého ucha

Lր = |Li| = 2i
|V | − 4
k(k + 1)

(2.14)

Test je proveden na všech možných kombinacích počtu uch a jejich rozložení.
Navíc ještě provedeme test na náhodném počtu uch a náhodném rozložení jejich
délek, abychom měli porovnání i s obecnějším příkladem.
Pro náhodné testy jsme zvolili délky uch mezi 1 a 2

√
V . Horní hranici délky

ucha jsme zvolili 2
√
V kvůli tomu, že u vyšších limitů se generoval velice nízký

počet uch, což způsobovalo chování zcela stejné jako u konstantního počtu uch.
Tento limit na délku ucha by měl zajistit rozvržení uch mezi odmocninovým
počtem a lineárním. Toto rozložení označíme L?.
Pro každý graf s |V | vrcholů provedeme 13 různých testů a počet provedení

testu pro konkrétní |V | je znázorněn v tabulce 2.1.

|V | 10 20 40 60 80 100 150 200
počet testů 100 100 100 100 100 100 90 80

|V | 250 300 350 400 500 600 700 800
počet testů 75 60 45 30 20 15 12 10

Tabulka 2.1: Rozložení testů

Poněvadž u náhodného počtu uch s jejich náhodným rozložením očekáváme
větší rozptyl délky výpočtu, provedeme dvakrát více měření pro každé |V |.
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3. Experimentální vyhodnocení

Řekneme, že krok řešení je množina Mj = {(ui, vi) | i ∈ I} taková, že ∀i ∈ I :
Φ(vi) = ⊥ ∧ Φ(ui) 6= ⊥. Dále označme množinu všech kroků řešeníMs = {Mj |
j ∈ J}. Značení použité v této kapitole a v příloze:

• Ej
i je střední hodnota výsledků

• x̃j
i je medián výsledků

• i ∈ {const, lin, log, sqrt} identifikátor počtu uch, ke kterému přísluší střední
hodnota, respektive medián

• i ∈ {→,ց,ր} rozložení délek uch(rovnoměrné, lineárně klesající, lineárně
rostoucí), ke kterému přísluší střední hodnota respektive medián

Nejdříve porovnáme výsledky výpočtu, tedy počet kroků algoritmu, s časy
experimentálních výsledků a s počtem kroků řešení. Poté porovnáme jednotlivé
počty kroků algoritmu a časy experimentálních výsledků na jednotlivých roz-
loženích délek uch pro různé počty uch a obráceně. Dále si ukážeme výsledky
z náhodného rozložení délek uch a s náhodným počtem uch a zjistíme, které-
mu rozložení grafu se podobá nejvíce. Nakonec zhodnotíme výsledky všech testů
a porovnání.

3.1 Výsledky jednotlivých rozložení

Do rovnice 1.2 budeme postupně dosazovat různé kombinace počtů uch(rovnice
2.8–2.11). Rozložení délek uch má na výkonnost algoritmu malý vliv, což ukážeme
v kapitole 3.2.2, a proto v této části popíšeme pouze normální rozložení délek uch,
pro všechny počty uch. Popis všech ostatních rozložení délek uch, tedy lineárně
rostoucí a lineárně klesající, je uveden v příloze 5.
Vzhledem k rozsáhlosti testovacích dat, jsou u studie jednotlivých rozložení

pouze reprezentativní hodnoty. Kompletní tabulky středních hodnot a mediánů
nalezneme v příloze 6.

3.1.1 Konstantní počet uch, rovnoměrné rozložení délek
uch

Počet uch tohto případu je kconst(rovnice 2.8) a rozložení jejich délek uvažme rov-
noměrné rozložení(rovnice 2.12). Dosazením těchto hodnot do rovnice 1.2 získáme
počet kroků algoritmu:

V 3 + 6V 2 + 9V (3.1)

Časy běhů programu jsou zachyceny v tabulce 3.1. Počty kroků řešení pak v ta-
bulce 3.2. Vyšší rozdíl kvantilů Q0.25 a Q0.75 je dán tím, že v tomto rozložení záleží
hodně na poloze robotů. Primárně záleží na tom, jestli je robot, kterého přesou-
váme na svůj cíl, v počátku pohyby na uchu, které je zpracováváno a pokud ano,
tak jak je hluboko, tedy kolikrát budeme muset provést funkci RotateCycle 1.2.
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|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
E 0.003 0.07 0.39 3.36 11.7 28.3 99.1 230.7
x̃ 0 0.08 0.39 3.36 11.6 28.6 99 230.9
Q0.25 0 0.07 0.38 3.26 11.27 27.44 96.47 225.1
Q0.75 0.01 0.08 0.41 3.46 12.06 28.96 102.2 238.2

Tabulka 3.1: Konstantní počet uch, rovnoměrné rozložení délek uch: Čas běhu programu

|V | 20 100 200 400 600 800
E 8.89×102 1.16×105 9.55×105 7.9 ×106 2.7 ×107 6.3 ×107
x̃ 9.2 ×102 1.16×105 9.65×105 8 ×106 2.74×107 6.26×107
Q0.25 7.78×102 1.06×105 8.89×105 7.44×106 2.61×107 6.05×107
Q0.75 9.81×102 1.26×105 1.00×106 8.34×106 2.90×107 6.82×107

Tabulka 3.2: Konstantní počet uch, rovnoměrné rozložení délek uch: Počet kroků řešení

Korelační koeficient mezi počtem kroků algoritmu a časem běhu programu
je 0.999953 a mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je 0.999779. Ko-
relace mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je dána tím, že při kon-
stantním počtu uch stráví program nejvíce času na přesouvání robotů a minimum
času hledáním cest, popřípadě nejkratších cest, po kterých se mají roboti posou-
vat. Grafy všech tří funkcí jsou zobrazeny na obrázku 3.1 (a)–(c).
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Obrázek 3.1: Konstantní počet uch, rovnoměrné rozložení délek uch

3.1.2 Lineární počet uch, rovnoměrné rozložení délek uch

Počet uch tohoto případu je klin(rovnice 2.9) a rozložení jejich délek uvažme rov-
noměrné rozložení(rovnice 2.12). Dosazením těchto hodnot do rovnice 1.2 získáme
počet kroků algoritmu:

5

6
V 3 +

9

2
V 2 +

53

3
V (3.2)

Časy běhů programu jsou zachyceny v tabulce 3.3. Počty kroků řešení pak v ta-
bulce 3.4. Malý rozdíl kvantilů Q0.25 a Q0.75 je dán velice krátkými uchy. Pohyb
robota na své místo v cyklu, tedy řádky Funkce 1.5 24–29 nezáleží příliš na roz-
ložení robotů.
Korelační koeficient mezi počtem kroků algoritmu a časem běhu programu

je 0.999961 a mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je 0.932322.
Korelace mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je dána tím, že při li-
neárním počtu uch stráví program nejvíce času na hledání cest pro přesun robotů
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|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
E 0.003 0.08 0.34 2.71 9.45 23.1 81.7 193.3
x̃ 0 0.08 0.34 2.71 9.46 23.1 81 192.9
Q0.25 0 0.07 0.33 2.67 9.33 22.9 80.8 191.3
Q0.75 0.01 0.08 0.34 2.76 9.57 23.37 83.29 194.7

Tabulka 3.3: Lineární počet uch, rovnoměrné rozložení délek uch: Čas běhu programu

|V | 20 100 200 400 600 800
E 1.54×102 1.74×103 4.49×103 1.12×104 1.88×104 2.7 ×104
x̃ 1.55×102 1.74×103 4.48×103 1.12×104 1.88×104 2.71×104
Q0.25 1.42×102 1.69×103 4.38×103 1.09×104 1.86×104 2.67×104
Q0.75 1.62×102 1.78×103 4.57×103 1.12×104 1.89×104 2.73×104

Tabulka 3.4: Lineární počet uch, rovnoměrné rozložení délek uch: Počet kroků řešení

avšak díky vyššímu počtu hran a kratší délce uch roboti cestují kratší vzdálenost.
Grafy všech tří funkcí jsou zobrazeny na obrázku 3.2 (a)–(c).
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Obrázek 3.2: Lineární počet uch, rovnoměrné rozložení délek uch

3.1.3 Logaritmický počet uch, rovnoměrné rozložení délek
uch

Počet uch tohoto případu je klog(rovnice 2.10) a rozložení jejich délek uvažme rov-
noměrné rozložení(rovnice 2.12). Dosazením těchto hodnot do rovnice 1.2 získáme
počet kroků algoritmu:

V 3
(

2

3
+

4

3 log2 V

)

+ V 2
(

1

3
log V + 3 +

14

3 log V

)

+ V (3 + 3 logV ) (3.3)

Časy běhů programu jsou zachyceny v tabulce 3.5. Počty kroků řešení pak v ta-
bulce 3.6. Vyšší rozdíl kvantilů Q0.25 a Q0.75 je určen tím, že ucha jsou netriviální
délky a tudíž už záleží na pozici robota, kterého chceme umístit. Záleží hlavně
na tom, jestli je před tím, než ho začneme umisťovat na uchu, na které patří,
a pokud ano, tak jak hluboko je na daném uchu. Tedy kolikrát budeme muset
provést funkci RotateCycle 1.2.
Korelační koeficient mezi počtem kroků algoritmu a časem běhu programu

je 0.999597 a mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je 0.999007.
Korelace mezi počtem kroků řešení a časem běhu programu souvisí s délkou uch
obdobným způsobem jako rozdíl kvantilů. Grafy všech tří funkcí jsou zobrazeny
na obrázku 3.2 (a)–(c).
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|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
E 0.003 0.05 0.24 1.73 5.89 14.1 43.8 96.2
x̃ 0 0.05 0.24 1.72 5.89 14.1 44.1 96.7
Q0.25 0 0.05 0.23 1.66 5.64 13.6 41.7 91.8
Q0.75 0.01 0.06 0.25 1.79 6.11 14.8 45.9 99.8

Tabulka 3.5: Logaritmický počet uch, rovnoměrné rozložení délek uch: Čas běhu programu

|V | 20 100 200 400 600 800
E 8.18×102 3.62×104 2.03×105 1.65×106 4.17×106 9.35×106
x̃ 8.14×102 3.55×104 2.02×105 1.65×106 4.07×106 9.29×106
Q0.25 7.02×102 3.34×104 1.89×105 1.49×106 3.96×106 8.35×106
Q0.75 8.84×102 3.87×104 2.20×105 1.79×106 4.61×106 1.04×107

Tabulka 3.6: Logaritmický počet uch, rovnoměrné rozložení délek uch: Počet kroků řešení
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Obrázek 3.3: Logaritmický počet uch, rovnoměrné rozložení délek uch

3.1.4 Odmocninový počet uch, rovnoměrné rozložení dé-
lek uch

Počet uch tohoto případu je ksqrt(rovnice 2.11) a rozložení jejich délek uvažme
rovnoměrné rozložení(rovnice 2.12). Dosazením těchto hodnot do rovnice 1.2 zís-
káme počet kroků algoritmu:

2

3
V 3 +

1

3
V 5/2 +

13

3
V 2 +

23

3
V 3/2 + 3V (3.4)

Časy běhů programu jsou zachyceny v tabulce 3.7. Počty kroků řešení pak v ta-
bulce 3.8. Nízký rozdíl kvantilů Q0.25 a Q0.75 je určen tím, že délky uch jsou blíže
k délkám uch u lineárního rozložení, tudíž se chovají podobným způsobem.

|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
E 0.003 0.05 0.18 1.28 4.11 9.63 31.9 72.1
x̃ 0 0.05 0.18 1.29 4.11 9.57 32.4 72.4
Q0.25 0 0.04 0.18 1.24 3.99 9.14 30.7 70.1
Q0.75 0.01 0.05 0.19 1.33 4.19 10.01 33.3 73.1

Tabulka 3.7: Odmocninový počet uch, rovnoměrné rozložení délek uch: Čas běhu programu

Korelační koeficient mezi počtem kroků algoritmu a časem běhu programu
je 0.999793 a mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je 0.993302.
Korelaci mezi počtem řešení časem běhu programu lze vysvětlit obdobným argu-
mentem jako rozdíl kvantilů. Grafy všech tří funkcí jsou zobrazeny na obrázku
3.4 (a)–(c).
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|V | 20 100 200 400 600 800
E 3.42×102 1.02×104 4.89×104 2.06×105 4.94×105 9.51×105
x̃ 3.46×102 1.01×104 4.87×104 2.04×105 4.93×105 9.72×105
Q0.25 3.16×102 9.43×103 4.47×104 1.92×105 4.58×105 9.37×105
Q0.75 3.77×102 1.08×104 5.19×104 2.15×105 5.23×105 9.79×105

Tabulka 3.8: Odmocninový počet uch, rovnoměrné rozložení délek uch: Počet kroků řešení
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Obrázek 3.4: Odmocninový počet uch, rovnoměrné rozložení délek uch

3.2 Porovnání podle rozložení

Předpokládejme, že máme rozložení délek uch lineárně rostoucí. Celý algoritmus
BIBOX je složen z umisťování jednotlivých robotů. Ukážeme si tedy složitost
umisťování jednoho robota. Umisťování robota má tři části, které může ovlivnit
počet uch a těmi jsou:

1. Vyrotování robota z právě zpracovávaného ucha (Funkce 1.5, řádky 3–23)

2. Nalezení cesty délky l na počátek v právě zpracovávaného ucha (Funkce
1.5, řádek 25)

3. Přesun robota po cestě délky l na vrchol v (Funkce 1.5, řádky 5)

Bod číslo jedna přispívá jak k časové složitosti programu, tak k počtu kroků
řešení. Zbylé dva body přispívají primárně k časové složitosti. K počtu kroků
řešení přispívají body dva a tři hlavně délkou cesty l.
Nejdříve si musíme uvědomit, že při rostoucím počtu uch, klesá délka jednot-

livých uch.
Pro delší ucha se provede vícekrát bod číslo jedna, což výrazně přispívá k

počtu kroků řešení i k časové složitosti. Naopak body dva a tři, tedy hledání cesty
se zjednodušuje(při konstantním počtu uch je nalezení cesty O(1)), poněvadž
máme řidší graf.
Pro kratší ucha se sice bod jedna provede méně často, ale pro nalezení cesty

spotřebujeme mnohem více času (při lineárním počtu uch je časová složitost na-
lezení O(V )). Délku cesty l můžeme shora omezit v obou případech V −

∑k
i=j |Li|.

Cílem je tedy nalézt rozložení takové, kde poměr délek uch bude ne příliš
malý, kvůli bodu jedna, a ani ne příliš vysoký, kvůli bodům dva a tři. Z toho
důvodu jsme zvolili počty uch konstantí, lineární, logaritmický a odmocninový.
Délka příslušných uch je vyjádřena v rovnici 2.14, kde za k dosadíme hodnoty
vypočteny v rovnicích 2.8–2.11. Nyní ukážeme, že pro čas běhu programu je
nejlepší rozložení s počtem uch odmocninovým, zatímco pro počet kroků řešení
je nejlepší rozložení s počtem uch lineárním.
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3.2.1 Porovnání podle počtu uch

Porovnáním rovnic kroků algoritmu pro různé délky uch (rovnice 5.5, 5.6, 5.7
a 5.8) zjistíme, že nejrychlejší by mělo být rozložení grafu s počtem uch odmoc-
ninovým. O něco pomalejší je rozložení grafu s počtem uch logaritmickým a ještě
o něco vyšší čas bude mít rozložení grafu s počtem uch lineárním. Nejpomalejší
a výrazně pomalejší by mělo být rozložení s počtem uch konstantním. Porovnání
těchto výsledků je zobrazeno v grafu 3.5a.
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Obrázek 3.5: Různý počet uch, lineárně rostoucí rozložení délek uch

Podle našeho předpokladu odpovídají výpočtům naměřené testy na čas běhu
programu, jejichž výsledky jsou v tabulce 3.9. Tyto výsledky jsou též vyobrazeny
v grafu 3.5b. Avšak jak si můžeme povšimnout v tabulce 3.10 a jí příslušném
grafu 3.5c, počet kroků řešení má značně odlišné chování než zbylé dvě hodnoty.
Rozdílnost kroků byla ovšem též předpokládána a důvody jsme k tomu zmínili
výše.

|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
Econst 0.0028 0.078 0.38 3.25 11.2 27.2 93.2 220.2
Elin 0.0031 0.059 0.25 1.95 6.79 16.6 58.6 143.4
Elog 0.0029 0.052 0.24 1.72 5.89 13.9 43.3 101.8
Esqrt 0.0026 0.045 0.18 1.25 4.08 9.4 30.3 70.7

Tabulka 3.9: Lineárně rostoucí rozložení délek uch: Čas běhu programu
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|V | 20 100 200 400 600 800
Econst 6.60×102 1.18×105 9.94×105 8.17×106 2.70×107 6.45×107
Elin 1.82×102 2.17×103 5.43×103 1.37×104 2.25×104 3.21×104
Elog 7.46×102 3.80×104 2.16×105 1.67×105 4.02×106 1.03×107
Esqrt 2.96×102 1.10×104 4.77×104 2.12×105 5.01×105 8.74×105

Tabulka 3.10: Lineárně rostoucí rozložení délek uch: Počet kroků řešení

3.2.2 Porovnání podle rozdělení délek uch

Nyní prozkoumáme rozdíly mezi rozložením délek uch.
Z grafů 3.6a–3.6d můžeme usuzovat, že lineárně klesající rozložení délek uch

by mělo být nejrychlejší.
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(d) Odmocninový počet uch

Obrázek 3.6: Počet kroků algoritmu

Jak si ale můžeme všimnout u grafů 3.7a–3.7d, výsledky testů se zcela nesho-
dují s analýzou.
Tato neshoda je způsobena tím, že při odhadu počtu kroků algoritmu počí-

táme s nejhorším možným případem, tedy že právě nalezený robot je na právě
zpracovávaném uchu, tudíž ho musíme vyrotovat. Tento případ však zjevně ne-
nastane tak často, což se projeví u neshody, poněvadž rozdíly mezi rozděleními
uch jsou příliš malé.
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(d) Odmocninový počet uch

Obrázek 3.7: Čas běhu programu

3.2.3 Náhodné měření

Při porovnání experimentálních výsledků náhodného rozložení zjistíme, že to-
to rozložení je velice podobné rozložení s délkami uch rovnoměrně rozloženými
a počtem uch lineárním. Toto je vidět jak v tabulce 3.12, tak v grafu 3.8.
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Obrázek 3.8: Porovnání náhodného testu a rovnoměrného rozložení délek lineárního počtu uch
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|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
E→

lin 0.0033 0.076 0.338 2.72 9.45 23.1 81.717 193.4
Erand 0.0033 0.072 0.336 2.72 9.47 23.1 82.195 201.2

Tabulka 3.11: Čas běhu programu

|V | 20 100 200 400 600 800
E→

lin 1.54×102 1.74×103 4.49×103 1.12×104 1.88×104 2.7×104
Erand 1.56×102 1.74×103 4.5 ×103 1.12×104 1.87×104 2.68×104

Tabulka 3.12: Počet kroků řešení

3.3 Vyhodnocení výsledků

Zjistili jsme tedy, že při rostoucím počtu uch klesá počet kroků řešení(příloha
6). Také jsme zjistili, že při odmocninovém počtu uch jsou časy běhů programu
nejnižší, čemuž odpovídá i počet kroků algoritmu(kapitola 3.2.1).
Dále jsme si ukázali, že rozložení délek uch je nejvýhodnější lineární, avšak

tento výsledek se zcela neshoduje s výsledky analýzy programu. Rozdíly mezi roz-
loženími délek uch jsou u odmocninového počtu uch zanedbatelné. Čím pomalejší
řešení je pro různé počty uch, tím se zvyšují rozdíly mezi rozloženími délek uch,
tudíž u konstantního počtu uch je rozdíl nejvíce znatelný(kapitola 3.2.2).
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4. Diskuse a otevřené otázky

Obecně k problému rozložení grafu na ucha

Nyní bychom potřebovali nějaký algoritmus s časovou složitostí O(V 3), který
by parametricky rozebral graf na k uch.
Tento problém se dá zjednodušit na problém hledání cesty nějaké délky l.

Pro l = V je tento problém problém hamiltonovské kružnice. Pro l < V lze tento
problém vyřešit v čase O*(2l)[4] (O* potlačuje polynomiální části v O), ale to jen
za předpokladu, že takováto cesta existuje. Jak je zjevné, tento přístup má smysl
jen pro l ∼ O(logV ), což splňuje jen lineární počet uch. U lineárního počtu uch, je
zřejmě vhodnější využít nějakého algoritmu na hledání nejkratších cest, poněvadž
na cestu klademe ještě ten požadavek, že její koncové vrcholy musí být v množině
vrcholů obsažených v uchách s nižším indexem.
Jistým zjednodušením problému parametrizace uch bychom mohli uvažovat

cestou délky lint v nějakém rozmezí lmin a lmax. Stačí dosadit za délku cesty l = V .
Problém cesty alespoň délky lmin lze vyřešit v časové složitosti O*(4lmin)[4][5]
i na nevážených grafech. Problém je tedy stejný, jako u cest konkrétní délky l.
Parametrický rozklad na ucha na obecných grafech je tedy příliš složitý. Po-

kud bychom ale uvážili nějaké speciální případy, mohli bychom získat jednodušší
rozklad.

Některé speciální případy

Úplný graf

Kupříkladu na úplných grafech je možné provést rozklad v lineárním čase. Roz-
ložení je provedeno ve dvou jednoduchých krocích.

Funkce 4.1 Rozložení úplného grafu na ucha

1: let L0 = [0, 1, 2, 3]
2: firstUnused← 4
3: i← 1
4: while firstUnused 6= |V | do
5: l ←délka aktuálního ucha
6: Li ← (firstUnused, . . . , f irstUnused+ l)
7: firstUnused← firstUnused+ l + 1
8: end while

Délku aktuálního ucha si volíme podle nějakých předpokladů a délky ucha
přímo určí jejich počet. Tento přístup je využit i v této práci k provedení ex-
perimentu. Délky uch jsou zmíneny v kapitole 2.3 a funkce, které jsou použity
v programu pak v kapitole 2.2.

Další speciální případy

U řidších grafů, kupříkladu rovinných, by se dalo využít struktur, kterými se da-
jí reprezentovat. U rovinných grafů je jedna ze struktur popisující graf SPQR
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strom[14], který lze implementovat v čase O(V)[15]. SPQR strom je strom pro ro-
vinný graf, kde každý syn nějakého vrcholu stromu odpovídá podgrafu, který
je spojen se zbytkem grafu pomocí nějakých dvou vrcholů, tudíž těmito vrcholy
může vést právě jedno ucho. Pokud bychom tedy udržovali v každém vrcholu hod-
notu délky cest v synech, mohli bychom tím vytvořit rozložení grafu na ucha. U
tohot rozložení bychom byli schopni manipulovat s délkami uch. Abychom zjistili,
zdali příliš nezkomplikuje SPQR strom a zanechá mu lineární časovou složitost
a nejlépe i velikost, museli bychom tento problém zanalyzovat značně podrobněji.

Pokud bychom uvážili nějaký specifičtější rovinný graf, jako je kupříkladu graf
mřížky bez děr, pak bychom k rozložení zřejmě nepotřebovali ani SPQR strom.

Pokud budeme předpokládat na vstupu nějaké specifické grafy, pak bychom
mohli navrhnout nějaký algoritmus rozkladu na ucha. Taktéž pokud bychom
si mohli vybrat s více rozkladů, pak se budeme snažit vybrat si rozložení vý-
hodnější. Výhodnost rozložení popisují výsledky prezentované v kapitole 3.3.
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Závěr
Z analýzy algoritmu Bibox[1] a provedených experimentů na programu BIBOX[2]
plyne, že při předzpracování grafu pro algoritmus BIBOX[1] záleží hlavně na po-
čtu uch k, respektive na jejich průměrné délce l. Pro optimální rychlost algoritmu
je vhodné volit počet uch k ∼ O(

√
V ). Vyvarovat bychom se měli počtu uch

k = O(1), pro který je časová složitost značně vyšší než pro ostatní testované k.
Náhodné rozložení grafu je velmi podobné počtu uch k = O(V ). Volbou rozlo-
žení grafu zrychlíme téměř čtyřikrát programu pro graf na osmi stech vrcholech.
Násobnost zrychlení pro různé počty vrcholů je zobrazeno v grafu 4.1. Jak lze
předpokládat z grafu 4.1, tak zrychlení programu roste logaritmicky, vzhledem
k počtu vrcholů.
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Obrázek 4.1: Čas běhu programu

Jak ukazují experimentální výsledky, počet kroků řešení je pro větší k men-
ší. Vhodnou volbou rozložení grafu docílíme 2500 násobnému zmenšení velikosti
řešení pro graf na osmi stech vrcholech. Násobnost zmenšení pro různé počty vr-
cholů je zobrazeno v grafu 4.2. Jak lze předpokládat z grafu 4.2, zmenšení řešení
se chová polynomiálně vzhledem k počtu vrcholů.
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Obrázek 4.2: Počet kroků řešení

Rozložení délek uch nemá příliš velký vliv na výkonnost algoritmu ani na
velikost řešení. Výsledky jsou trochu podrobněji popsány v kapitole 3.3.
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Parametrizace rozkladu grafu na ucha je obecně těžká[4][5]. Na některých spe-
cifických příkladech je implementace parametrického rozkladu na ucha triviální,
což je ukázáno v programu na úplných grafech. Rozebíraní grafu je více popsáno
v kapitole 4.
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5. Další rozložení uch

5.1 Konstantní počet uch, lineárně klesající roz-
ložení délek uch

Počet uch tohoto případu je kconst(rovnice 2.8) a rozložení jejich délek uvažme
rovnoměrné rozložení(rovnice 2.13). Dosazením těchto hodnot do rovnice 1.2 zís-
káme počet kroků algoritmu:

29

27
V 3 +

56

9
V 2 + 8V (5.1)

Časy běhů programu jsou zachyceny v tabulce 5.1. Počty kroků řešení pak v
tabulce 5.2.

|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
E 0.003 0.09 0.47 4.08 14.3 34.6 119.5 276.2
x̃ 0 0.09 0.47 4.07 14.29 34.8 118.7 278.6
Q0.25 0 0.09 0.46 3.99 14.02 33.8 118.2 271.8
Q0.75 0.01 0.10 0.49 4.17 14.54 35.2 120.4 279.6

Tabulka 5.1: Konstantní počet uch, lineárně klesající rozložení délek uch: Čas běhu programu

|V | 20 100 200 400 600 800
E 8.95×102 1.72×105 1.44×106 1.21×107 4.06×107 9.61×107
x̃ 8.58×102 1.7 ×105 1.45×106 1.22×107 4.04×107 9.61×107
Q0.25 7.67×102 1.61×105 1.38×106 1.16×107 3.94×107 9.5 ×107
Q0.75 9.79×102 1.83×105 1.49×106 1.25×107 4.19×107 9.74×107

Tabulka 5.2: Konstantní počet uch, lineárně klesající rozložení délek uch: Počet kroků řešení

Korelační koeficient mezi počtem kroků algoritmu a časem běhu programu je
0.999962 a mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je 0.999954.

5.2 Lineární počet uch, lineárně klesající rozlo-
žení délek uch

Počet uch tohoto případu je klin(rovnice 2.9) a rozložení jejich délek uvažme rov-
noměrné rozložení(rovnice 2.13). Dosazením těchto hodnot do rovnice 1.2 získáme
počet kroků algoritmu:

47

60
V 3 +

98

15
V 2 +

243

5
V +

464

5
+
176

5V
(5.2)

Časy běhů programu jsou zachyceny v tabulce 5.3. Počty kroků řešení pak v
tabulce 5.4.
Korelační koeficient mezi počtem kroků algoritmu a časem běhu programu je

0.999944 a mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je 0.938674.
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|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
E 0.003 0.06 0.27 2.16 7.52 18.6 65.8 155.2
x̃ 0 0.06 0.27 2.17 7.53 18.6 65.8 154.9
Q0.25 0 0.06 0.27 2.13 7.39 18.4 65.3 154.2
Q0.75 0.01 0.07 0.28 2.21 7.59 18.8 66.6 156.5

Tabulka 5.3: Lineární počet uch, lineárně klesající rozložení délek uch: Čas běhu programu

|V | 20 100 200 400 600 800
E 2.14×102 2.89×103 7.86×103 2.09×104 3.55×104 5.23×104
x̃ 2.12×102 2.87×103 7.88×103 2.1 ×104 3.55×104 5.22×104
Q0.25 1.96×102 2.78×103 7.65×103 2.05×104 3.50×104 5.21×104
Q0.75 2.27×102 3 ×103 8.07×103 2.13×104 3.64×104 5.28×104

Tabulka 5.4: Lineární počet uch, lineárně klesající rozložení délek uch: Počet kroků řešení

5.3 Logaritmický počet uch, lineárně klesající
rozložení délek uch

Počet uch tohoto případu je klog(rovnice 2.10) a rozložení jejich délek uvažme rov-
noměrné rozložení(rovnice 2.13). Dosazením těchto hodnot do rovnice 1.2 získáme
počet kroků algoritmu:
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+
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3 log2 V
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+
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(
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log V
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4

log2 V

)

(5.3)

Časy běhů programu jsou zachyceny v tabulce 5.5. Počty kroků řešení pak v
tabulce 5.6.

|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
E 0.003 0.062 0.29 2.15 7.45 17.6 53.4 121.8
x̃ 0 0.06 0.29 2.17 7.46 17.6 53.9 122.1
Q0.25 0 0.06 0.28 2.09 7.28 17.2 50.6 119.7
Q0.75 0.01 0.07 0.3 2.2 7.6 18.2 54.3 123.4

Tabulka 5.5: Logaritmický počet uch, lineárně klesající rozložení délek uch: Čas běhu programu

|V | 20 100 200 400 600 800
E 8.83×102 6.15×104 3.77×105 2.98×106 7.38×106 1.92×107
x̃ 8.73×102 6.01×104 3.74×105 2.93×106 7.38×106 1.95×107
Q0.25 7.85×102 5.71×104 3.49×105 2.82×106 6.97×106 1.74×107
Q0.75 9.51×102 6.68×104 4.01×105 3.14×106 8.11×106 2.07×107

Tabulka 5.6: Logaritmický počet uch, lineárně klesající rozložení délek uch: Počet kroků řešení

Korelační koeficient mezi počtem kroků algoritmu a časem běhu programu je
0.999657 a mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je 0.998289.
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5.4 Odmocninový počet uch, lineárně klesající
rozložení délek uch

Počet uch tohoto případu je ksqrt(rovnice 2.11) a rozložení jejich délek uvažme
rovnoměrné rozložení(rovnice 2.13). Dosazením těchto hodnot do rovnice 1.2 zís-
káme počet kroků algoritmu:

2
3
V 3 +

7
6
V 5/2 +

37
5
V 2 +

1253
30

V 3/2 +
1141
15

V +
794
15

√
V + 12 (5.4)

Časy běhů programu jsou zachyceny v tabulce 5.7. Počty kroků řešení pak v
tabulce 5.8.

|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
E 0.003 0.05 0.21 1.43 4.48 10.3 33.9 73.9
x̃ 0 0.05 0.21 1.42 4.48 10.3 34.3 74.6
Q0.25 0 0.05 0.2 1.39 4.37 10.1 33.1 71.6
Q0.75 0.01 0.05 0.21 1.46 4.55 10.5 34.7 75.6

Tabulka 5.7: Odmocninový počet uch, lineárně klesající rozložení délek uch: Čas běhu programu

|V | 20 100 200 400 600 800
E 4.39×102 1.73×104 8.77×104 4.06×105 1.05×106 1.94×106
x̃ 4.27×102 1.73×104 8.82×104 4.09×105 1.06×106 1.92×106
Q0.25 3.85×102 1.58×104 8.18×104 3.71×105 1.01×106 1.89×106
Q0.75 4.81×102 1.85×104 9.33×104 4.42×105 1.11×106 1.96×106

Tabulka 5.8: Odmocninový počet uch, lineárně klesající rozložení délek uch: Počet kroků řešení

Korelační koeficient mezi počtem kroků algoritmu a časem běhu programu je
0.99947 a mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je 0.99387.

5.5 Konstantní počet uch, lineárně rostoucí roz-
ložení délek uch

Počet uch tohoto případu je kconst(rovnice 2.8) a rozložení jejich délek uvažme
rovnoměrné rozložení(rovnice 2.14). Dosazením těchto hodnot do rovnice 1.2 zís-
káme počet kroků algoritmu:

34

27
V 3 +

56

9
V 2 + 10V (5.5)

Časy běhů programu jsou zachyceny v tabulce 5.9. Počty kroků řešení pak v
tabulce 5.10.
Korelační koeficient mezi počtem kroků algoritmu a časem běhu programu je

0.999939 a mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je 0.999987.
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|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
E 0.003 0.078 0.37 3.25 11.2 27.2 93.2 220.2
x̃ 0 0.08 0.38 3.25 11.2 27.1 93.2 218.4
Q0.25 0 0.07 0.35 3.11 10.8 26.1 89.4 211.4
Q0.75 0.01 0.08 0.4 3.38 11.5 28.3 97.7 229.3

Tabulka 5.9: Konstantní počet uch, lineárně rostoucí rozložení délek uch: Čas běhu programu

|V | 20 100 200 400 600 800
E 6.60×102 1.18×105 9.94×105 8.17×106 2.71×107 6.45×107
x̃ 6.71×102 1.15×105 9.85×105 7.94×106 2.72×107 6.44×107
Q0.25 5.34×102 1.01×105 8.82×105 7.62×106 2.44×107 5.7 ×107
Q0.75 7.80×102 1.35×105 1.09×106 9.07×106 2.98×107 7.16×107

Tabulka 5.10: Konstantní počet uch, lineárně rostoucí rozložení délek uch: Počet kroků řešení

5.6 Lineární počet uch, lineárně rostoucí rozlo-
žení délek uch

Počet uch tohoto případu je klin(rovnice 2.9) a rozložení jejich délek uvažme rov-
noměrné rozložení(rovnice 2.14). Dosazením těchto hodnot do rovnice 1.2 získáme
počet kroků algoritmu:

13
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15
V +

426

5
+
256

15V
(5.6)

Časy běhů programu jsou zachyceny v tabulce 5.11. Počty kroků řešení pak v
tabulce 5.12.

|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
E 0.003 0.06 0.25 1.95 6.79 16.6 58.6 143.4
x̃ 0 0.06 0.25 1.96 6.81 16.7 58.4 143.8

Q0.25 0 0.06 0.24 1.9 6.67 16.3 57.9 141.8
Q0.75 0.01 0.06 0.25 2 6.93 16.9 59.4 144.9

Tabulka 5.11: Lineární počet uch, lineárně rostoucí rozložení délek uch: Čas běhu programu

|V | 20 100 200 400 600 800
E 1.82×102 2.17×103 5.43×103 1.37×104 2.26×104 3.21×104
x̃ 1.82×102 2.15×103 5.44×103 1.37×104 2.29×104 3.2 ×104
Q0.25 1.63×102 2.07×103 5.22×103 1.33×104 2.19×104 3.17×104
Q0.75 2.00×102 2.26×103 5.63×103 1.41×104 2.31×104 3.24×104

Tabulka 5.12: Lineární počet uch, lineárně rostoucí rozložení délek uch: Počet kroků řešení

Korelační koeficient mezi počtem kroků algoritmu a časem běhu programu je
0.999862 a mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je 0.925597.

5.7 Logaritmický počet uch, lineárně rostoucí
rozložení délek uch

Počet uch tohoto případu je klog(rovnice 2.10) a rozložení jejich délek uvažme rov-
noměrné rozložení(rovnice 2.14). Dosazením těchto hodnot do rovnice 1.2 získáme
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počet kroků algoritmu:
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log V
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log2 V
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(5.7)

Časy běhů programu jsou zachyceny v tabulce 5.13. Počty kroků řešení pak v
tabulce 5.14.

|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
E 0.003 0.052 0.24 1.72 5.89 13.9 43.3 101.8
x̃ 0 0.05 0.24 1.72 5.91 13.9 41.5 103.1
Q0.25 0 0.05 0.23 1.64 5.54 13.2 39.6 94.5
Q0.75 0.01 0.06 0.25 1.81 6.13 14.5 47.5 106.5

Tabulka 5.13: Logaritmický počet uch, lineárně rostoucí rozložení délek uch: Čas běhu programu

|V | 20 100 200 400 600 800
E 7.46×102 3.80×104 2.16×105 1.67×106 4.02×106 1.03×107
x̃ 7.17×102 3.79×104 2.08×105 1.72×106 3.8 ×106 1.03×107
Q0.25 6.25×102 3.38×104 1.85×105 1.43×106 3.24×106 8.69×106
Q0.75 8.54×102 4.10×104 2.39×105 1.83×106 4.62×106 1.19×107

Tabulka 5.14: Logaritmický počet uch, lineárně rostoucí rozložení délek uch: Počet kroků řešení

Korelační koeficient mezi počtem kroků algoritmu a časem běhu programu je
0.999912 a mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je 0.998215.

5.8 Odmocninový počet uch, lineárně rostoucí
rozložení délek uch

Počet uch tohoto případu je ksqrt(rovnice 2.11) a rozložení jejich délek uvažme
rovnoměrné rozložení(rovnice 2.14). Dosazením těchto hodnot do rovnice 1.2 zís-
káme počet kroků algoritmu:

2
3
V 3 +

32
15

V 5/2 +
233
30

V 2 +
281
15

V 3/2 +
643
30

V +
169
15

√
V + 2 (5.8)

Časy běhů programu jsou zachyceny v tabulce 5.15. Počty kroků řešení pak v
tabulce 5.16.
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|V | 20 60 100 200 300 400 600 800
E 0.003 0.045 0.18 1.26 4.08 9.38 30.3 70.7
x̃ 0 0.04 0.18 1.26 4.06 9.4 30.3 71.4
Q0.25 0 0.04 0.17 1.2 3.9 8.9 29.2 67.8
Q0.75 0.01 0.05 0.2 1.31 4.2 9.7 31.9 72.1

Tabulka 5.15: Odmocninový počet uch, lineárně rostoucí rozložení délek uch: Čas běhu programu

|V | 20 100 200 400 600 800
E 2.96×102 1.10×104 4.77×104 2.12×105 5.01×105 8.74×105
x̃ 2.90×102 1.06×104 4.84×104 2.11×105 4.82×105 9.06×105
Q0.25 2.51×102 8.96×103 4.17×104 1.76×105 4.47×105 7.51×105
Q0.75 3.32×102 1.26×104 5.28×104 2.35×105 5.67×105 9.82×105

Tabulka 5.16: Odmocninový počet uch, lineárně rostoucí rozložení délek uch: Počet kroků řešení

Korelační koeficient mezi počtem kroků algoritmu a časem běhu programu je
0.999812 a mezi časem běhu programu a počtem kroků řešení je 0.986371.
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6. Střední hodnoty a mediány

|V | 10 20 40 60 80 100 150 200

E
→
const 0.0005 0.0033 0.0229 0.0783 0.1937 0.3932 1.3836 3.3658

E
→
lin 0.0006 0.0033 0.0228 0.0765 0.1754 0.3376 1.1304 2.7166

E
→
log 0.0005 0.0031 0.0172 0.0545 0.1231 0.2402 0.7296 1.729

E
→
sqrt 0.0005 0.0027 0.0144 0.0477 0.1035 0.1845 0.5684 1.2851

E
ց
const 0.0005 0.0035 0.0274 0.0936 0.2325 0.4745 1.683 4.0793

E
ց
lin 0.0004 0.003 0.021 0.0622 0.146 0.2717 0.904 2.1636

E
ց
log 0.0005 0.0034 0.0221 0.0624 0.1513 0.2932 0.8881 2.1533

E
ց
sqrt 0.0005 0.003 0.0173 0.0507 0.1147 0.2076 0.6352 1.425

E
ր
const 0.0006 0.0028 0.0232 0.0776 0.19 0.3773 1.3233 3.2453

E
ր
lin 0.0003 0.0031 0.0181 0.0591 0.1331 0.2475 0.8172 1.9468

E
ր
log 0.0004 0.0029 0.0176 0.0523 0.1226 0.2425 0.7278 1.7239

E
ր
sqrt 0.0005 0.0026 0.0144 0.0451 0.1038 0.1836 0.5577 1.2555

Erand 0.0005 0.0033 0.0227 0.0719 0.1743 0.3364 1.1283 2.7166

|V | 250 300 350 400 500 600 700 800

E
→
const 6.6348 11.686 18.295 28.295 55.653 99.14 153.56 230.74

E
→
lin 5.3665 9.449 15.271 23.107 46.306 81.717 130.318 193.3

E
→
log 3.39 5.895 9.293 14.115 24.446 43.773 64.978 96.21

E
→
sqrt 2.4463 4.118 6.518 9.627 18.644 31.95 50.034 72.17

E
ց
const 8.1724 14.313 22.667 34.604 67.758 119.517 185.923 276.2

E
ց
lin 4.3005 7.518 12.192 18.593 37.12 65.865 105.205 155.25

E
ց
log 4.2727 7.452 11.784 17.642 30.948 53.373 85.693 121.84

E
ց
sqrt 2.6699 4.479 6.922 10.271 19.753 33.974 51.061 73.9

E
ր
const 6.3091 11.227 17.571 27.208 52.72 93.195 150.117 220.2

E
ր
lin 3.8924 6.794 10.962 16.569 33.375 58.612 95.651 143.39

E
ր
log 3.3873 5.886 9.361 13.903 24.461 43.303 68.448 101.82

E
ր
sqrt 2.4013 4.078 6.317 9.384 18.13 30.339 49.39 70.67

Erand 5.3769 9.47 15.269 23.083 46.266 82.195 133.054 201.15

Tabulka 6.1: Střední hodnoty časů běhu programu
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|V | 10 20 40 60 80 100

E
→
const 8.3 ×101 8.89×102 7.11×103 2.4 ×104 5.87×104 1.17×105
E

→
lin 5.1 ×101 1.54×102 4.60×102 8.43×102 1.27×103 1.74×103
E

→
log 9 ×101 8.18×102 3.48×103 8.69×103 1.84×104 3.63×104
E

→
sqrt 9.4 ×101 3.42×102 1.38×103 4.2 ×103 7.22×103 1.02×104
E

ց
const 1.25×102 8.95×102 1 ×104 3.44×104 8.53×104 1.72×105
E

ց
lin 5.6 ×101 2.14×102 6.99×102 1.32×103 2.11×103 2.89×103
E

ց
log 1.24×102 8.83×102 5.91×103 1.28×104 3.17×104 6.16×104
E

ց
sqrt 8.7 ×101 4.39×102 2.11×103 6.56×103 1.19×104 1.74×104
E

ր
const 1.2 ×102 6.6 ×102 7.61×103 2.49×104 6 ×104 1.18×105
E

ր
lin 4.4 ×101 1.82×102 5.22×102 1.04×103 1.58×103 2.17×103
E

ր
log 9.2 ×101 7.46×102 3.43×103 7.85×103 1.9 ×104 3.8 ×104
E

ր
sqrt 6.4 ×101 2.96×102 1.22×103 4.2 ×103 8.03×103 1.11×104
Erand 5.1 ×101 1.56×102 4.51×102 8.47×102 1.27×103 1.74×103

|V | 150 200 250 300 350

E
→
const 3.98×105 9.56×105 1.86×106 3.26×106 5.06×106
E

→
lin 3.04×103 4.49×103 6.03×103 7.68×103 9.41×103
E

→
log 8.86×104 2.03×105 4 ×105 6.89×105 1.09×106
E

→
sqrt 2.67×104 4.9 ×104 8.2 ×104 1.17×105 1.73×105
E

ց
const 6.11×105 1.44×106 2.87×106 5.02×106 7.94×106
E

ց
lin 5.24×103 7.86×103 1.08×104 1.42×104 1.72×104
E

ց
log 1.55×105 3.77×105 7.37×105 1.26×106 2.05×106
E

ց
sqrt 4.42×104 8.78×104 1.52×105 2.18×105 3.21×105
E

ր
const 4.09×105 9.95×105 1.9×106 3.33×106 5.25×106
E

ր
lin 3.77×103 5.43×103 7.38×103 9.4 ×103 1.14×104
E

ր
log 9.03×104 2.16×105 4.15×105 7.22×105 1.16×106
E

ր
sqrt 2.57×104 4.77×104 8.22×104 1.19×105 1.64×105
Erand 3.04×103 4.5 ×103 6.07×103 7.69×103 9.38×103
|V | 400 500 600 700 800

E
→
const 7.91×106 1.54×107 2.74×107 4.09×107 6.33×107
E

→
lin 1.12×104 1.49×104 1.88×104 2.27×104 2.7 ×104
E

→
log 1.65×106 2.24×106 4.17×106 6.27×106 9.35×106
E

→
sqrt 2.06×105 3.51×105 4.94×105 7.14×105 9.52×105
E

ց
const 1.21×107 2.33×107 4.06×107 6.39×107 9.61×107
E

ց
lin 2.09×104 2.79×104 3.56×104 4.36×104 5.23×104
E

ց
log 2.99×106 4.4 ×106 7.39×106 1.25×107 1.92×107
E

ց
sqrt 4.07×105 7.06×105 1.06×106 1.39×106 1.95×106
E

ր
const 8.17×106 1.54×107 2.71×107 4.38×107 6.45×107
E

ր
lin 1.37×104 1.81×104 2.26×104 2.78×104 3.22×104
E

ր
log 1.68×106 2.35×106 4.03×106 6.38×106 1.03×107
E

ր
sqrt 2.13×105 3.34×105 5.02×105 7.34×105 8.75×105
Erand 1.12×104 1.49×104 1.87×104 2.27×104 2.68×104

Tabulka 6.2: Střední hodnoty počtu kroků řešení
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|V | 10 20 40 60 80 100 150 200

x̃
→
const 0 0 0.02 0.08 0.19 0.39 1.38 3.355

x̃
→
lin 0 0 0.02 0.08 0.18 0.34 1.13 2.71

Ẽ
→
log 0 0 0.02 0.05 0.12 0.24 0.73 1.72

x̃
→
sqrt 0 0 0.01 0.05 0.1 0.18 0.57 1.29

x̃
ց
const 0 0 0.03 0.09 0.23 0.47 1.68 4.07

x̃
ց
lin 0 0 0.02 0.06 0.15 0.27 0.91 2.165

x̃
ց
log 0 0 0.02 0.06 0.15 0.29 0.89 2.165

x̃
ց
sqrt 0 0 0.02 0.05 0.11 0.21 0.63 1.42

x̃
ր
const 0 0 0.02 0.08 0.19 0.375 1.325 3.25

x̃
ր
lin 0 0 0.02 0.06 0.13 0.25 0.82 1.955

x̃
ր
log 0 0 0.02 0.05 0.12 0.24 0.73 1.72

x̃
ր
sqrt 0 0 0.01 0.04 0.1 0.18 0.555 1.26

x̃rand 0 0 0.02 0.07 0.17 0.34 1.13 2.715

|V | 250 300 350 400 500 600 700 800

x̃
→
const 6.61 11.595 18.09 28.545 55.795 98.96 154.075 230.935

x̃
→
lin 5.36 9.455 15.27 23.14 46.31 81.01 130.54 192.855

x̃
→
log 3.4 5.89 9.26 14.13 24.56 44.07 64.455 96.655

x̃
→
sqrt 2.44 4.11 6.5 9.57 18.885 32.44 50.63 72.375

x̃
ց
const 8.14 14.285 22.6 34.755 67.85 118.66 186.005 278.59

x̃
ց
lin 4.31 7.525 12.21 18.56 36.96 65.84 105.17 154.94

x̃
ց
log 4.31 7.46 11.85 17.62 30.885 53.85 86.295 122.095

x̃
ց
sqrt 2.67 4.475 6.92 10.245 19.895 34.32 51.065 74.55

x̃
ր
const 6.26 11.18 17.59 27.07 52.645 93.16 150.4 218.375

x̃
ր
lin 3.88 6.805 10.9 16.66 33.485 58.35 96 143.81

x̃
ր
log 3.35 5.905 9.27 13.93 24.375 41.51 67.035 103.11

x̃
ր
sqrt 2.4 4.06 6.32 9.395 18.355 30.31 49.03 71.43

x̃rand 5.38 9.465 15.285 23.025 46.24 82.36 133.065 201.045

Tabulka 6.3: Mediány časů běhu programu
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|V | 10 20 40 60 80 100

x̃
→
const 8.6 ×101 9.2 ×102 6.92×103 2.37×104 5.78×104 1.19×105

x̃
→
lin 5 ×101 1.55×102 4.6 ×102 8.47×102 1.27×103 1.74×103

x̃
→
log 8.8 ×101 8.14×102 3.43×103 8.65×103 1.84×104 3.55×104

x̃
→
sqrt 9.9 ×101 3.46×102 1.4 ×103 4.22×103 7.19×103 1.01×104

x̃
ց
const 1.19×102 8.58×102 9.96×103 3.43×104 8.44×104 1.7 ×105

x̃
ց
lin 5.4 ×101 2.12×102 6.96×102 1.31×103 2.11×103 2.87×103

x̃
ց
log 1.27×102 8.73×102 5.76×103 1.28×104 3.17×104 6.09×104

x̃
ց
sqrt 9 ×101 4.27×102 2.1 ×103 6.51×103 1.18×104 1.73×104

x̃
ր
const 1.2 ×102 6.71×102 7.53×103 2.38×104 5.93×104 1.15×105

x̃
ր
lin 4.2 ×101 1.82×102 5.21×102 1.04×103 1.57×103 2.15×103

x̃
ր
log 9.8 ×101 7.17×102 3.39×103 7.72×103 1.9 ×104 3.79×104

x̃
ր
sqrt 6.6 ×101 2.9 ×102 1.2 ×103 4.22×103 8.05×103 1.06×104

x̃rand 5 ×101 1.55×102 4.52×102 8.52×102 1.27×103 1.74×103
|V | 150 200 250 300 350

x̃
→
const 3.96×105 9.64×105 1.85×106 3.22×106 4.97×106

x̃
→
lin 3.05×103 4.48×103 6.03×103 7.67×103 9.38×103

x̃
→
log 8.86×104 2.02×105 3.98×105 6.91×105 1.07×106

x̃
→
sqrt 2.66×104 4.87×104 8.19×104 1.15×105 1.78×105

x̃
ց
const 6.07×105 1.45×106 2.86×106 4.99×106 7.97×106

x̃
ց
lin 5.22×103 7.88×103 1.09×104 1.42×104 1.73×104

x̃
ց
log 1.55×105 3.74×105 7.37×105 1.26×106 2.03×106

x̃
ց
sqrt 4.39×104 8.82×104 1.52×105 2.21×105 3.25×105

x̃
ր
const 4.04×105 9.82×105 1.87×106 3.28×106 5.26×106

x̃
ր
lin 3.77×103 5.44×103 7.37×103 9.35×103 1.14×104

x̃
ր
log 9.12×104 2.08×105 4.09×105 7.01×105 1.1 ×106

x̃
ր
sqrt 2.5 ×104 4.84×104 8.18×104 1.19×105 1.61×105

x̃rand 3.04×103 4.5 ×103 6.05×103 7.69×103 9.4 ×103
|V | 400 500 600 700 800

x̃
→
const 8 ×106 1.53×107 2.74×107 4.13×107 6.26×107

x̃
→
lin 1.12×104 1.49×104 1.87×104 2.27×104 2.71×104

x̃
→
log 1.65×106 2.11×106 4.07×106 6.07×106 9.29×106

x̃
→
sqrt 2.04×105 3.48×105 4.93×105 7.24×105 9.72×105

x̃
ց
const 1.22×107 2.33×107 4.04×107 6.4 ×107 9.61×107

x̃
ց
lin 2.1 ×104 2.78×104 3.55×104 4.33×104 5.22×104

x̃
ց
log 2.93×106 4.36×106 7.38×106 1.24×107 1.95×107

x̃
ց
sqrt 4.09×105 7.19×105 1.06×106 1.36×106 1.92×106

x̃
ր
const 7.94×106 1.51×107 2.71×107 4.34×107 6.44×107

x̃
ր
lin 1.37×104 1.81×104 2.28×104 2.76×104 3.2 ×104

x̃
ր
log 1.72×106 2.31×106 3.8 ×106 6.11×106 1.03×107

x̃
ր
sqrt 2.11×105 3.4 ×105 4.82×105 7.22×105 9.07×105

x̃rand 1.12×104 1.48×104 1.87×104 2.29×104 2.69×104

Tabulka 6.4: Mediány počtu kroků řešení
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7. Použitý hardware a software
Experimentální výsledky byly pořízeny na hardwaru

Procesor: IntelR© i5-2500k 3.3GHz

Paměť: KingstonR© 2×4GB 1600Hz Cl9

K vypracování této práce jsem použil následující software

• Wolfram MathematicaR© 9 Student edition

• gcc 4.7.2

• TexMaker 3.5.2

• Linux 3.9.2.fc18.x86 64

Experimentální vyhodnocení trvalo přibližně dva dny.
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8. Obsah CD
Text V této složce je pdf soubor s textem bakalářské práce.

Program V této složce jsou zdrojové soubory a spustitelná verze programu, kte-
rým bylo provedeno experimentální vyhodnocení. Program je možno zkom-
pilovat v Unixovém prostředí pomocí příkazu make.

Data V této složce jsou všechny experimentální výsledky, ze kterých byly sesta-
veny grafy a tabulky v práci. Hodnoty časů a kroků jsou pro každé rozložení
uch ve svém vlastním souboru.
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