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Uvod

Bilan¢éni zdkony hmoty, hybnosti a energie predstavuji fundamentalni rovnice
mechaniky tekutin. Jedna se o rovnice v integralnim tvaru, které muzeme za do-
datecénych predpokladu na vystupujici veli¢iny lokalizaci prevést na klasické par-

cidlni diferencialni rovnice a tesit tak bodovy problém.

Ptredpokladem pro lokalizaci bilanénich rovnic je dostatecnd hladkost vystupuji-
cich veli¢in, coz je pozadavek, ktery neni ve vychozim integralnim tvaru téchto
zakonu obsazen. Bilanéni zakony lze ale formulovat i zpusobem, ktery nevyzaduje
diferencovatelnost vystupujicich funkei. Tuto zobecnénou formu tlohy nazyvame
slabou formulact parcialni diferencidlni rovnice a jeji vyznam bude zpfesnén poz-
déji.

Otéazkou, kterou se zabyva tento text, je prechod od vychoziho integralniho tvaru
bilan¢énich rovnic k jejich slabé formulaci. Tradiéni postup odvozeni slabé for-
mulace, ktery se objevuje v fadé ucebnic, vyuziva zminéné lokalizace zakonu,
a z principu tedy nemtZe byt spravny, nebof existence klasickych, tj. spojité
diferencovatelnych, feseni ¢asto neni znama. V roce 1927 publikoval C.W. OSEEN
praci Neuere Methoden in der Hydrodynamik [4], ktera nastinuje zpusob prechodu
ke slabé formulaci bilan¢énich zdkontu za slabsich predpokladu, nez vyzaduje dife-
rencialni tvar rovnic. Tento prechod je vSak proveden pouze pro Riemannuv in-
tegral a rovnice nestlacitelného proudéni. V tomto textu se drzime Oseenova
postupu, prechod ale provadime pro Lebesgueuv integral a zobecnujeme jej pro

rovnice stlacitelného proudéni.

Oseenova myslenka prechodu od vychoziho integralniho tvaru bilanénich rovnic
k jejich slabé formulaci spoc¢iva v rozdéleni oblasti, kterou vyplnuje tekutina,
na konec¢ny pocet podoblasti, na kterych uvazujeme bilanéni zdkony v kratkém
¢asovém intervalu. Limitnimi prechody, kdy posleme ¢asovy interval a miru pod-
oblasti k nule, dostaneme za jistych predpokladu na fyzikalni veli¢iny slabou
formulaci bilan¢nich rovnic. Jak uvidime, pozadavky na vystupujici funkce, které
muzeme odvodit s pomoci Lebesgueovy teorie integrdlu, nevyzaduji jejich dife-
rencovatelnost. Slabd formulace bilan¢nich rovnic je proto prirozenéjsim zpuso-
bem formulace téchto zakonu nez formulace ve smyslu klasickych parcialnich difer-

encialnich rovnic.

V prvni kapitole formulujeme obecny integralni tvar bilan¢nich zakonu mecha-
niky kontinua a v konkrétni podobé predstavujeme tfi z nich (zdkon zachovani

hmoty, hybnosti a celkové energie), kterym se tento text vénuje. Déle predstavuje-



me pojem slabé formulace parcidlnich diferencialnich rovnic a ukazujeme obvykly

postup odvozeni bilan¢nich rovnic ve slabé formulaci.

Ve druhé kapitole odvozujeme prechod od vychoziho integralniho tvaru bilan¢nich
zakonu k jejich slabé formulaci za mnohem slabsich predpokladu, nez vyzaduje
tradicni odvozeni. Cinfme tak s pomoci nékolika zakladnich vét Lebesgueovy

teorie integralu, které jsou shrnuty v Appendixu.

Treti kapitola potom shrnuje pozadavky na veli¢iny bilanci hmoty a hybnosti, aby
byl uvazovany ptechod ke slabé formulaci mozny. Ukazujeme zde také specidlni
piipad zakona zachovani hybnosti — slabou formulaci Navierovych-Stokesovych

rovnic pro stlacitelnou tekutinu.



1. Zakladni pojmy

1.1 Bilanéni zakony mechaniky kontinua

Bilanéni zékony mechaniky tekutin miuzeme v obecném integralnim tvaru zapsat

nasledovne (viz [1])

to to
/D(tg,x) dx—/D(tl,x) dx—i—/ / F(t,2)-n(z) S, dt :/ /P(t,x) dz dt.
B B t1 oB t1 B
(1.1)
Zde B je libovolny kontrolni objem neménny s ¢asem, ktery lezi v oblasti ()
vyplnéné télesem v néjakém casovém intervalu [0, T, pficemz (tq,t2) C [0,7], D
oznacuje objemovou hustotu fyzikalni veli¢iny, F je tok této veliciny skrz hranici

(n znaci vnéjsi normélu k ) a P je objemova produkece piislusné veliciny.

Konkrétné se nam jedné o nésledujici zdkony zachovani.

Bilance hmoty

/B o(ts, ) dz — /3 o(t1,z) dz + /: /8 ot 0)v(to) m(e)dS, de =0, (12)

kde o je hustota a v je prostorové rychlostni pole tekutiny.

Bilance hybnosti

/Bg(tg,x)v(tg,x) dr — /Q(tl,:c)v(tl,x) dw

B

* /t /ag(g(t’ z)v(t,r) @ v(t,z) = T(t,z)) n(z) dS, dt

_ /t th /B ot 2)b(t,z) dz dt, (1.3)

kde navic T znaéi tenzor napéti a b objemovou silu (vztazenou na jednotku
hmotnosti) pusobici na tekutinu. Protoze se jednd o vektorovou rovnici, mame
zde ve skutecnosti tfi skalarni bilanéni rovnice. Vektorova velicina F;, i € {1,2, 3},

prislusné i-té rovnici predstavuje ¢-ty radek matice pv @ v — T.



Bilance celkové energie

N /: /a ) <Q(t, 2) ('V(”)'Q Felt, a:)) Vit 7) — alt,z) — T(t, 2)v(t, x)) ‘n(z)dS, dt
_ /1t :2 /B (o(t, 2)b(t, ) - v(t, 2) + oft, 2)r(t,2)) dzdt, (1.4)

kde navic vystupuje specifickd vnitini energie e (vztazena na jednotku hmotnosti),

tepelny tok q a hustota tepelnych zdroju r (vztazend na jednotku hmotnosti).

Ptehled velicin vystupujicich v jednotlivych bilan¢nich rovnicich zachycuje Ta-
bulka 111

D F P bilance

0 ov - hmoty

ov ovv—T ob hybnosti
o(3IvI*+e) | o(3|v]*+e)v—q—Tv | or+¢b-v | energie

Tabulka 1.1: Veli¢iny jednotlivych bilanénich zakonu

1.2 Slaba formulace a slabé reseni

Klasickym tesenim obyc¢ejné ¢i parcialni diferencidlni rovnice k-tého fadu rozumi-
me funkci, ktera je alespon k-krat spojité diferencovatelnd a vyhovuje zadané
rovnici. Mame tak zaruceno, ze vSechny derivace, které se vyskytuji v rovnici,
existuji a jsou spojité. Toto je prirozend predstava feSeni parcidlni diferencialni

rovnice.

Slabym, popt. zobecnénym resenim parcialni diferencialni rovnice naproti tomu
nazyvame funkci, ktera nemusi byt nutné diferencovatelnd, a presto vyhovuje
zadané rovnici v jistém presné definovaném smyslu. Myslenka slabého feseni je
takova, ze vSechny derivace vyskytujici se puvodné na zkoumané funkci, se pomoci
integrace rovnice a pouzitim Greenovy véty objevi na tzv. testovaci funkei, ¢imz

obdrzime teseni, ktera nutné nesplnuji podminku diferencovatelnosti.



Uvazujme homogenni linedrni parcialni diferencidlni rovnici (PDR) k-tého tadu
pro funkci v : O — R,O C R¥

Z ao(z)D%(x) =0, (1.5)

la|<k

kde « je multiindex a a, () jsou dostatecné hladké funkce. Vyndsobme nyni (|1.5))
testovaci funkei ¢ € Cg"(@)ﬂ a integrujme rovnost pres O. S pouzitim Greenovy

véty dostavame

/Ou(as) > (=DD* (a0 (x)p(x)) dz = 0. (1.6)

lal<k

Vidime, Ze pro u € L _(O) je rovnice (1.6) splnéna i bez nutnosti diferenco-

loc

vatelnosti u, a jeji feSeni budeme tedy nazyvat slabym resenim homogenni linearni
PDR. Rovnici (1.6) pak nazveme slabou formulaci PDR (1.5]).

Podminky kladené na testovaci funkci ¢ zavisi na konkrétnim problému, obecné
neni napiiklad nutné vyzadovat, aby testovaci funkce byla nekone¢nékrat spo-
jité diferencovatelnd, ale stac¢i pouze dostatecna hladkost, aby vyraz mél
smysl. My zde vsak budeme pro jednoduchost uvazovat testovaci funkce nalezejici
do prostoru C§°((0,7) x ).

1.3 Klasické odvozeni bilan¢énich rovnic ve slabé

formulaci

Platnost bilan¢nich zakontu mechaniky tekutin formulovanych na kontrolnich ob-
jemech je pozadovana pro kazdou otevienou podmnozinu B oblasti €2 vyplnéné
télesem a lezici v Q v casovém intervalu [0, T]. Jak jiz bylo feceno, obecnd inte-
graln{ forma téchto zdkona md tvar (viz (L.1))

/BD(tg,x) dx—/BD(tl,x) dx+/tlt2/aBF(t,x)-n(:v) dSzdt:/tlt2/BP(t,x) da dt.

1C8°(0) znacime prostor nekoneénékrat spojité diferencovatelnych funkef s kompaktnim
nosicem v O.




Uvédomme si nejprve, jaké predpoklady na funkce D, F a P plynou z (|1.1)), aby

méla uvedend rovnost smysl. Funkce by mély splﬁovaﬂ

D € Ly ();
F-nc L ((0,T); L'(0B)),VB Cc BC (1.7)
P e L, ((0,T) x Q).

Tradic¢ni postup odvozeni slabé formulace bilan¢nich rovnic ovsem spociva v pred-
pokladu dostatecné hladkosti feseni — tedy pozaduje mnohem silnéjsi predpokla-
dy na funkce vystupujici v bilan¢nich zdkonech. Ukazme si tento obvykly zptsob
odvozeni bilan¢nich rovnic ve slabé formulaci z jejich integrélniho tvaru ([1.1)).
Predpokladejme, ze funkce D a F jsou alespon spojité diferencovatelné. Pouzitim
Gaussovy-Ostrogradského véty potom z plyne

/t2/(8tD(t, x) +div,F(t,z) — P(t,x)) dedt = 0.
ty B

Protoze (t1,t2) C [0,7] je libovolny casovy interval a B C B C € je libovolny
kontrolni objem, dostavame tak, ze za predpokladu spojitosti integrandu Va € €0,
vt € (0,T) platf]

0,D(t, ) + div, F(t,z) = P(t, ).

Vyndsobme nyni tuto rovnici testovaci funkei ¢ € C§°((0,7) x Q) a vyslednou

rovnost zintegrujme. Dostdvame

/0 /Q(atD(t,:L’)go(t,x) + (div, F(t,2))p(t,z)) dedt :/o /QP(t,:L’)go(t,x) dz dt.

Pro vyjadreni bilan¢nich rovnic ve slabé formulaci zbyva presunout vsechny deri-
vace na testovaci funkei ¢ (integraly pres hranici vzniklé pouzitim Greenovy véty

jsou nulové z duvodu nulovosti ¢ na hranici). Dostaneme tak slabou formulaci

2Symbolem L? ((0,T); X),1 < p < 00, kde X je Banachiiv prostor, rozumime prostor viech
méfitelnych funkel w: (0,7) — X, pro které je norma

T »
lull Lo (0, 1):x) = </o lu(®)]% dt) < 00.

3Necht fv f(z)dzr =0proV CV C Q, f je spojita na Q. Chceme ukézat, ze odtud plyne, 7e
f(x) =0 Vz € Q. Piedpoklddejme, ze Jxg €  takové, ze f(xg) > 0. ProtoZe je vsak f spojitd,
musi existovat okoli U (z¢) bodu xg takové, ze f(x) > 0 pro x € U(xg). Zvolme tedy V := U(zo).
Potom ale dostavame fu(zo) f(x)dz > 0, coz ndm dava spor.



obecného bilanéniho zékona mechaniky tekutin, ktera plati Vo € C§°((0,7) x Q)

/0 /Q (=D(t, 2)up(t, ) — F(t,2) - Vaplt, ) dardt = /0 /Q Pt 2)p(t, 2) dz dt.
(1.8)

Jak je videét, pti klasickém odvozeni slabé formulace bilanénich rovnic je vyzado-
vana hladkost funkci, kterd neni v obsazena. Ukazeme, ze lze odvodit
i za mnohem slabsich predpokladu na funkce D, F a P, a to pfimo z bilan¢nich
rovnic v integralnim tvaru . Tim soucasné ukazeme, ze neni potieba for-
mulovat bilanéni rovnice klasickym zpusobem a ze slabé feSeni je pro tyto zakony

prirozenym pojmem.



2. Prechod ke slabé formulaci

bilan¢énich zakonu

2.1 Odvozeni vychoziho integralniho tvaru

V nésledujicich ivahéch predpokladame, Ze ) je omezend souvisla oteviend mno-

zina, nezavisla na case a s dostatecné hladkou hranici.

Vratme se opét k obecné integralni formulaci bilanénich zdkont (1.1)

/(D(tg, x) — D(t,x dx+/ / (t,z) -n(z)dS, dt = / / (t,x)dxdt.
B oB

Rozdélme nyni prostor tfemi navzdjem kolmymi systémy rovin tak, ze roviny
kazdého systému jsou kolmé na jednu ze souradnicovych os. Oznacme € mezirovin-
nou vzdélenost téchto systému, tj. vzdéalenost dvou sousednich rovin kazdého
systému. Rozdélili jsme tak prostor na spocetné mnozstvi krychlovych podoblasti,
jejichz hrana je rovna €. Budeme uvazovat pouze krychle, které jsou podmnozinou
oblasti Q vyplnéné télesem, a tyto krychle néjakym zpusobem ocislujeme. Zaved-
me tedy pro nase krychle znaceni C*, kde k = {1,..., N} a N = N(e) je celkovy

pocet krychl{ obsazenych v oblasti Q. Stied kazdé krychle C* oznacime z*.

Cislo € budeme volit tak malé, aby pro nosic testovaci funkce ¢ € C5°((0,7) x Q)
platilo supp,.q ¢ C UN(E CF.

Vezméme (|1.1]) na krychli C* a polozme ty = t;+At. Vzniklou rovnost vyndsobime
hodnotou ¢(t1, 2%) a ﬁ, provedeme sumaci ptes vSechny krychle a nakonec vysled-

ny vyraz zintegrujeme od 0 do 7" podle ¢;. Dostaneme tak rovnici

1 T [ N(e)
il (0

/ (D(t; + At,z) — D(t1, 7)) dx) o(ty, z%) | dt,

Ck’

£

T N(€

t1+AL
+_ (/ / (t,z) - n(z)dS, dt) oty ) | dty
ack
T N(E t1+At
_ (/ / txdxdt) ot ) | dt. (2.1
Ck



Nasim cilem ted bude provést limitni prechody € — 0+ a At — 0+ v rovnici ({2.1])
a ukazat, ze tak za jistych predpokladu na funkce D, F a P dostaneme obecnou
formu bilancéniho zdkona ve slabé formulaci. Pro vétsi prehlednost se budeme

vénovat kazdému ¢lenu rovnice ([2.1) zv14st.

2.2 Prvni ¢len rovnice (2.1

2.2.1 Limitni prechod ¢ — 0+

Prvni ¢len rovnice (2.1) muzeme piepsat do tvaru

1 T
_At/ /(D(t1+At,x)— (t1,x E o(ty, Xck x) | dedt, (2.2)
0o Jo

kde x4 je charakteristickd funkce mnoziny A. Funkce ¢ je hladka na kompaktni

mnozing, a je tedy na této mnoziné omezena. Zaroven diky hladkosti ¢ proxz € 2
plati]

lim ng b, Xck ) ¢<tlax)

e—0t

Pokud tedy budeme pozadovat, aby D € L
limity a integralu pouzit Lebesgueovu vétu o majorizované konvergenci (véta|Al))
a z vyrazu (2.2)) pii prechodu ¢ — 0+ dostaneme

L(0,T) x ), muzeme pro zaménu

Ait / / (D(t, + At,x) — D(t1,2)) o(tr, z) dz dt,. (2.3)

2.2.2 Limitni prechod At — 0+

Pted samotnym limitnim pfechodem musime nejprve vyraz (2.3) upravit do vhod-

néjsiho tvaru. Rozdélime proto integral na dva ¢leny a v prvnim pouzijeme sub-

Ly je spojitd na kompaktni mnoziné, a je tam tedy stejnomérné spojitd, tj. ¥n > 0 35 > 0
Yoy, x9 € Q: |z — 22| < 6 plati |p(x1) — p(x2)| < n. Pokud zvolime ¢ tak, aby E‘f < 4, plati

[z — 2% < &8 < § pro & € CF. Ze stejnomérné spojitosti pak mame |p(z) — p(aF)| < 7 a zbytek
uz je ziejmy diky tomu, ze p(z*) = ZkN(i) o(z )Xcg (x).

10



stituci 7 = t; + At

1 T
_/ /(D(t1+At,x)—D(t1,x)) (ty, ) dz dt,

At/ /D tl + At ZL’) (tl, dl‘dtl / /D tl, tl,I) dl’dtl
T+At
At/ /Drx — At, x) dxdr——/ /D t1,x)p(ty, x) dzdty.

Proménnou 7 opét pfeznacime na t; a vyraz dale upravime

T+At 1 (T
At/ /D(tl,x)<p(t1 — At,x)dxdt; — —/ /D(tl,a:)cp(tl,x) dz dty
Q

T+At
At atJo

1 At
_E/o /QD(t1,Jc)<P(t1,x) do dt; — E/At/QD(tl,x)cp(tl,x) dx dt;.

Secteme prvni a posledni ¢len predchoziho vyrazu a v druhém ¢lenu pouzijeme
substituci 7 = t; — At (7 opét zpatky preznacime na ;). . ) tak celkové

dostaneme

At
/ /D t1+At .ZL’) (tl, )d.ﬁl?dtl /D tl, (tl, )dl’dtl
T-At

— At 90) p(t, )

Pro At dostateéné malé bude testovaci funkce ¢(¢1, ) na intervalech (T' — At , T)

a (0, At) nulova, a pii prechodu At — 0+ tedy dostaneme z prvniho a druhého

¢lenu ([2.4] nuhﬂ

Pro hmltm prechod ve zbyvajicim ¢lenu (2.4) ndm bude opét stacit Lebesgueova

véta. Pokud budeme pozadovat, aby D € L ((0,T) x ), dostaneme

loc

— At t
lim / /D t,x ) =9 T) 4,
At—0+ At ( At)
= A}tlg(lﬁ/ / D(ty,z (—At) X(aer)(t1) do dty

T
= D(t1,x)=—(t1,x)dx dt;.
| [ P03 s

2Nékdy se uvazuje testovaci funkee ¢ € C$°(Rg x 2). Limitnim piechodem At — 0+ bychom
tak za predpokladu D € C ([0, T); Ll(Q)) z prvnfho a druhého élenu ([2.4) dostali

/D(T,:E)ga(T7 x)dz — /D(O,x)gp((},x) dz.
Q Q
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Celkové tak pro D € L _((0,T) x Q) z prvniho ¢lenu (2.1]) limitnimi prechody
e — 0+ a At — 0+ dostavame

/ /D ) (b, ) ddby. (2.5)

2.3 Druhy ¢len rovnice (2.1

Zde vyuzijeme toho, ze pracujeme s krychlovymi oblastmi. Plosny integrdl pres

hranici k-té krychle muzeme rozepsat do tvaru

/8 JF() (@) as,

zh+5 rab+g — ak+5 paf4g -
= Fl(t,l'l +§,$2,$3)d£€2d1’3+ Fg(t,:cl,x2+§,x3) dl‘l d(Eg
g ol w5 Jaf

3 2
ak+s pab4g zk+5 rab+g .
+/ / Fs(t, 1'171'2,([:3 )dxl dxy — / / Fi(t,x} — =, x9, x3) dog dxs
zk_¢€ zk_¢€ zk_¢ zk_¢ 2
2 2 12 32 2 2
+5 paf4g - ak+5 pab4g
—/ / Fy(t,xy, x5 — =, x3) doy dag — / / Fy(t, a1, 19, 28 — )dxl dxsy
zk—& Jagb—= 2 af—5 Jab-¢
32 12 2 2 12
3 3
2 : ko - } : k& -
= Fi<t,$1,...,xi—F—,...,.’Eg)dl’i— E(t,xl,...,.Ti——,...,l'g)dl'i,
=1 €, =1 e,i
kde SF,, resp. S, je sténa krychle C! s vnejsi normalou sméfujici v kladném,

resp. zaporném smeéru i-té souradnice. Symbolem dz; rozumime dvourozmérnou

Lebesgueovu miru v proménnych ruznych od z; (tedy napt. dz; = das dxs).

Uvédomme si nyni, ze kromé krychli u hranice €2 je kazda ploska, pres kterou

pocitame integral, spole¢nou sténou dvou sousednich krychli. Druhy ¢len rovnice

(2.1)

N(e)

t1+At
/ / / F(t,r) - n(z)p(ty, 2*)dS, | dtdt

proto muzeme prepsat do tvaru
Z Z/ IL y L1y v s Ty + g, - 7?133) (gﬁ(thfk) — @(tl,xk + 661')) di‘l) dtdtl,

1 /T/t1+At
At Jo Ju k=1 i=1
(2.6)

kde e;,7 = {1,2,3} jsou bazové vektory ve sméru souradnicovych os z;. Timto

N(e)

zpusobem vynechame nékteré integraly pres plosky u hranice oblasti 2. Testovaci

funkce ¢ je vSak na okoli 9¢2 nulové, a proto budou nulové i integréaly pres hrani¢ni
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plosky. Testovaci funkei zde navic pokldddme rovnou nule vné oblasti 2 (muze
se totiz stat, ze prostorovy argument ¢(t;, ¥ + ce;) vystoupi z €, kde ¢ neni

definovéna).
Ziejmeé plati
o(t, 7%) — @(t, 7% + ce;) = — / a—q;(tl,xlf, Ty TR day

:kar%
! ¥ k € k
= — —(t1,x7,...,x; + =, ..., x5)dx;.
/x 3Ii(1 ! 2 )

Vyraz (2.6 proto muzeme upravit do tvaru

/ /t1 +At (
N() 3

ti+At R 9y -
/ / / g Fi(t,ay, .o+ = m) (b, ah < ) e () dodE dt.

k=1 i=1

0 :
Z/h txl,..., Z-"-%,,.’L's)af(tl.ﬂlf, {Ll-i-;,fbg)dlld{il) dtdtl
CE i

k=1 i=1

Pro jednoduchost se budeme dale zabyvat pouze prvni slozkou vektorové funkce

F. Bude nas tedy zajimat vyraz

N(e)

t1+AL € a(p
/ / / Wt ah 4 2wy, ag) = (L, 2 v < IEQ,IL'g)Xck( ) dx dt dt;.
o 2 D1 2’

(2.7)
Limitni pfechody pro zbylé slozky F by se provedly zcela analogicky.

2.3.1 Limitni prechod ¢ — 0+

Dokazme nejprve, ze

: 0 £
lim /ZFl (t, % + xQ,az’g)aZ (t1, 21 + 5,:1:"2“,:1@’;))((;5(1') dz

e—0t
o 1\, a.’L'l 1,)dT. .

K tomu pouzijeme Vitaliho vétu (véta . Pro s.v. x € Q ziejmé plati

N(e)
lim ZFl t,ak 4 xg,a:g,)

e—0t

0 (tl,xl—l— 8890(

a tla )

~ahahxer (@) = Filt, )

13



Déle pottebujeme zarucit, ze integraly pres malé mnoziny jsou stejnomérné malé,
tedy ze pro Ve > 0 36 > 0 tak, ze VE C Q, |E| < § plati

9,
/ZFl (t, x¥ + xg,a:g)ago (t1,$1~|— 5 1:2,$3)Xck( )dx| < e.
B

k=1

Zkoumejme tedy vyraz na levé strané nerovnosti. Jisté plati

0
/ZFl 75 961 352,553)8@(751,9514- 9 $2>$3)Xck( )d:v
E

k=1
< tlrg(%}:(r) tl, Z ‘Fl (t,ah + I’Q,ZL‘g) Xck (7) dz.
€0
Zaved me znaéeni
Fi(ty,z ZF1 (t Il 9527373)Xck( )-
Potom dostavame
N(e)
|F; (t1, )| = Z |Fy(t $1 % I2,$3)|Xck( )

a muzeme psat

max | —(¢ E F ta: , Lo, T ‘ x)dx
e 561 (t1, > . V(@7 + 2, T3) Xcg()
€N k=1
= max tl, /|F€tx|dx
t1€(0T)
€Q

Pokud budeme pozadovat, aby Fy € L'*(S;), kde S; C Q je libovolna 2-plocha
takovd, ze jeji norméala ma v kazdém bodé smér souradnicové osy x; (jednd se
tedy o plochu rovnobéznou s rovinou xexs a lezici v €2), mame zaruceno, ze také
Ff € L'™(Q), nebot ziejmé plati

/|Ff(t,33)]1+’7dx:6/ |Fy(t, )77 dS,.
cs Sk

g,1
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Z Hélderovy nerovnosti (véta potom dostaneme

Oy
—(t Fe(t d
max |22 (1,2) /E| <(t,2)| da
e
0 T
0 +n
< max |22 (4, 2)| |E| </|Ff(t,x)|1+”dx)
tle(oéT) 0xy B
TE

Vyuzijme dale néasledujici nerovnosti

1
a _n_ 147
max |22 (t,,z)| | B (/|Ff(t,x)]l+’7dx>
t1€(0,T) | 01 )
e
9 T
n
< max |2 (t, )| |B|T (/nya,x)\Hndx)
t1€(0,T) | 01 Q
e
9 N(e) 1j‘"
(2 n_ c 1+
= —(t E|™ Fe(t |
B el el S [ Eoras
xe -

Jestlize se vratime k puvodni funkci F7, muzeme psat

1

) N(e) f=
' n_ . -
EU Bl Fe(t 7d
e |2 )| 1B (3 [ 1P
z€e k=1 e
B (¢) . T
n
= max |—(t,x)| £ Fi(t, 2% + =, 29, 23) 17 d
s |22 00| B (S [ Rtk + 5 ) s
z€Q k=1 €
o N(e) e
= max |- g0(151’:0 |E’ﬁ ZE/ |F1(t,93)|1+77d8x
t1€(0,7) | Oy i
e k=1 e,1
) N(e) e
= max | (h,x)| B[ (D e / RS, |
t1€(0,T) | 071 o
€ k=1 1

kde SF jsou plochy, které vznikly sjednocenim plosek Sf’ 1 lezicich ve stejné roviné,
aN(e) = ‘Q%‘, kde €, je prumét Q do souradnicové osy x;. Prijméme nyni dalsi

predpoklad na funkei F, a to aby pro s.v. t € (0,7

sup/ |Fy(t, )" dS, < +oo.
Sl 31
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7 predchazejiciho vyrazu potom dostaneme

1

N(e) T+n
max t,x e Fy(t,z)[*dS,
s, 22 (10,2)| 117 > [ me
€Q
1
890 o 1+ 1+n
< max (tl, x)||E|™n | N(e)esup [ |Fi(t,z)| ™" dS,
t1€(0T) S Js
2 _n_ 1
= max (th )| | BTy, |70 sup || F1(E, @) | L1+ (sy, as.)-
t1€(OQT) S1

Posledni vyraz jiz ovSem zavisi pouze na |E|, ¢imz jsme ovérili predpoklady Vi-
taliho véty. Zaroven jsme stanovili pozadavky na funkci £y, aby bylo jeji pouziti

mozné.

Nyni s pomoci Lebesgueovy véty ukazeme, ze

t1+At € a
Elir(r)1+ /Q V(t, ah 4 2,1‘2,933)6 1(t1,x1 + 2 5 xQ,xS)Xck( )dx dt

t1+At

Jiz vime, ze plati (2.8). Staci tedy pozadovat, aby pro

0
/ZE (t, % + $2,$3)a(p (t1, 21 + 5’ 552,333)Xck< )dzx
Q

k=1

existovala integrovatelnd majoranta. To ovSsem plyne z nerovnosti, kterou bychom
odvodili stejné jako pii dukazu platnosti ([2.8])

0
/ZFI t $1 x2)x3)8¢(t17$1+ 2 x2’x3>Xc’€( )dx
Q

k=1
< ma o ——(t1,2) |£2|11’52 |1i sup || Fi (¢, z)||
max n 7 Su xr .
th(OQT) Iy e o 31p B L7(51,d5)
re

Pro proveden limity (2.9) tedy bude stacit, aby Fy € L ((0,7); L'*7(S1)).
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Zbyva dokazat, ze

t1+At € 6(’0
Elir[%/ / /Q Fy(t, ok + Q,xg,xg)a (tl,xl—f—Q a5, 25) xer () da dt At

t1+At
/ / /Fl t .Z' tl, )dﬂfdtdtl

To ovsem opét plyne z Lebesgueovy véty, nebot plati (2.9)) a dale

t1+At c 8(p
/ / V(a4 2 ag, a3) = (), 7 + xQ,:vg)Xck( ) dx dt dty
0% 2 071 2’
< max 890 (t )| 97570, |75 sup ||| A (£, 2) | 11+
ne(0.7) o o SP S LSy dSe) L ey ey

Celkove tak pro provedeni limitniho prechodu e — 0+ budeme pozadovat, aby

S}Sllp HHFl(tv w)HL”"(ShdSw) LL ((0,T),dt) < Foo.

V takovém piipadé z vyrazu (2.7) dostavame

t1+At

2.3.2 Limitni prechod At — 0+

Limitni pfechod v ¢ase provedeme pomoci Vitaliho véty. Za predpokladu ze

Fy € Ll ((0,T) x Q), dostaneme z véty o Lebesgueovych bodech (véta

t1+At a(p
A£IE>%+E/ /F1 (t,x) tl, z)drdt = /QFl(tl’x)ﬁ_xl(thx) dz.

Zbyva tedy ovérit, ze pro Ve > 0 3 > 0 tak, ze VE C (0,7T),|FE| < 0 plati

1 t1+At 680
1 Futo) 2P, o) dede d
‘ At[E/tl /Ql(,:z:)axl(l,x) cdtdly| < e

Zde bude vhodné uvazovat namisto 2 kompaktni mnozinu K C € takovou, ze

supp,co¥ C K. Nerovnost vyse potom zapiSeme ve tvaru

1 t1+AL agp
'_E/E/tl /KFl(tyx)a—xl(tl,l’)dJJdtdtl <€

17



Ztejme plati

1 t1+At 890
- — Fi(t,x)=—(t drdtdt
‘ s 1<7$>am1<1’x> rdtdty

t1+AL
1 t1+At
< — max \Fltx]dxdtdtl
At t; (o 6
Q

Protoze Fy € Li .(Q), dostdvéme

t1+At
t1

t1+At
// ||F1 t ZL')”LI K,dz) dtdtl

Zavedenim substituce y = t — ¢; a pouzitim Fubiniho véty z posledniho vyrazu

1
At tle OT)

t :1:

max
At t16(0 T)

dostaneme

1

¢
(tlv
At t1€ OT

At
P /HFI(Z/‘Ftl,x)HLl(K,dm dt; dy.
1 o JE

Pokud budeme nyni predpokladat, ze Fy € L7 ((0,T); L}

loc loc

(), pak podle Hol-

derovy nerovnosti plati

1 3@ At
(t Fi(y+t o dtid
Attle OT) Oz, (t1, @ ‘ 1(y + 1, 2) || 21 (k, 4oy dt1 dy
1 &p At N
< A_ttlrg%%% 81, (tla ) ||||F1(Z,x)HLl(K’dw)HLl(E,dz) |E|1+77 dy
= max —Sp(th.r |Fi(z,2) || ok dm)H ) |E|$v
t1€(0,T) | 01 ’ LY(E,dz)
zeN

Predpoklady Vitaliho véty mame tedy splnény a limitni ptechod At — 0+
tak bude mozny za predpokladu, ze Fy € L. ((0,T); L}

loc lOC(Q)> Z " pOtOIIl

T 890
_/[; /S;Fl(tl,x)a—xl(tl,l’)dxdtl

Limitni prechody ¢ — 0+ a At — 0+ pro slozky F,, F3 bychom provedli analo-

dostaneme

gicky a s obdobnymi pozadavky na pfiislusné funkce. Celkové tak dostdavame
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predpoklad’|

F € Lig"((0,T); Lie (),

loc

F-n e L((0.7):L(98). sup [F -nll

loc

loc ((0,T); L1+1(S)) < 100,
kde B ¢ B C Q je libovolny kontrolni objem, S C € je libovolna 2-plocha
rovnobézna s jednou z rovin x1x9, x173, nebo xors a n je prislusnd normala k S
nebo 0B. Pripojili jsme zde i minimalni pozadavek z (1.7)). Za téchto predpokladu
z druhého ¢lenu ([2.1)) limitnimi prechody ¢ — 0+ a At — 0+ dostaneme

_ /OT/QF(“’”T) Vop(ty, @) da dt;. (2.11)

2.4 Treti ¢clen rovnice (2.1

2.4.1 Limitni prechod ¢ — 0+

Zcela obdobné jako pro limitni piechod & — 0+ v prvnim ¢lenu rovnice ({2.1)
dostaneme pro P € Li ((0,T) x Q) pouzitim Lebesgueovy véty o majorizované

konvergenci

t1+At
t1+At
sliréiKt/ / / (t,x) ngtl, )Xcr () | dedtdt

1 t1+At
= —/ / /P(t,x)go(tl,:c) dz dt dt;.
At 0 t1 Q

2.4.2 Limitni prechod At — 0+

Zde opét pouzijeme Vitaliho vétu. Necht P € L ((0,T)x ). Podle véty o Lebes-

gueovych bodech potom pro s.v. t; € (0,7) mame

t1+At
A}tl—I>%+Kt/ / (t,z)p(t, z)dedt = /P(tl,m)w(tl,x) dz.

3Z4pis u € Y, kde u je vektorova funkce a Y prostor funkei, chdpeme tak, ze do Y nalezi
jednotlivé slozky vektorové funkce u. Stejné tak budeme rozumét zépisu A € Y pro matici A,
tedy ze prvky matice A patii do ptislusného prostoru funkei.
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Déle pottebujeme zarucit, ze integraly pres malé mnoziny jsou stejnomérné malé,

tedy ze Ve > 0 36 > 0 tak, ze VE C (0,T),|E| < ¢ platf]

1 t1+At
K// /P(t,x)@(tl,m) dedtdt;| <e
t EJty K

My ovSem mdame

1 t1+At
—// /P(t,x)ga(tl,x) dz dt dt,
At EJt; K
1 t1+At
< —// /\P(t,x)w(tl,x)\ do dt dt
N

t1+At
S max |(p tl, // ||P t T ||L1(de dtdtl
t1

t1 e(o T)
€N

Pouzitim substituce y =t — ¢; a Fubiniho véty z posledniho vyrazu dostavame

1 At
t — P t dty dy.
s lottnn)l 57 [ [ 1P+ )l didy
€

Pokud budeme nyni predpokladat, ze P € Lllotn ((0,7); LL .(Q)), pak podle Hol-

derovy nerovnosti plati

1 At
t — P t dt; d
s o) 57 [ [ IPG-+ 80)ascan dta dy
xeQ)

t1€(0,T)
€

1 At .
< s T2 57 [ PG an 1oy 1175
0

_n_
= max (b, )] 1Pz ) 1 acan | o g BT
e

Overili jsme tedy predpoklady pro pouziti Vitaliho véty a stanovili jsme tim
soucasné podminky kladené na funkci P, aby byl uvazovany limitni ptechod
mozny. Pro P € Lt((0,T); LL.(R2)) tedy z tiettho clenu rovnice (2.1)) limitnimi

prechody € — 0+ a At — 0+ dostaneme

/0 ' /Q P(ty, 2)p(ty, ) du dt,. (2.12)

40pét namisto  piseme kompaktni mnozinu K C Q takovou, ze Supp,eap C K.
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2.5 Vysledek limitnich prechodu v rovnici

2.1

V predchazejicim jsme provedli prechod od integralniho tvaru bilanénich zakonu
(1.1) k jejich slabé formulaci, a to aplikaci limitnich pfechodu v rovnosti (2.1)).

Dospéli jsme tak zaroven k pozadavkum na veliciny D, F a P, aby byl zminény

prechod mozny. Predpoklady na funkce vystupujici v obecné formulaci bilanénich

rovnic jsou tedy nasledujici

F e L((0,7); Li. (),

loc

F-n e L, ((0,7); L'(98)), Sup||F n|;

loc

((0,1); LHn(S)) < 1003

P e L((0,T); L, (Q));

loc

(2.13)

kde B ¢ B C Q je libovolny kontrolni objem, S C € je libovolna 2-plocha

rovnobézna s jednou z rovin xix9, x173, nebo xors a n je prislusnd normala k S
nebo 9B. Srovnanim s (1.7 vidime, ze minimalni pozadavky na funkce D, F a P
mame splnény. Pro libovolnou testovaci funkei ¢ € C5°((0,7) x §2) tak za téchto

podminek dostaneme z (1.1) rovnost (1.8))

/ / D(t,x)0p(t,z) — F(t,x) - Vop(t,x)) dedt = /OT/QP(t,:U)gp(t,x) dx dt.
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3. Bilanc¢ni zakony ve slabé

formulaci

Pro ilustraci se nyni podivejme, jaké podminky na fyzikalni veli¢iny plynou
zZ pro bilanci hmoty a bilanci hybnosti a jak konkrétné vypadaji piislusné
slabé formulace téchto rovnic. Bilanci celkové energie zde opomijime, nebot pied-
poklady na ptislusné fyzikalni veliciny by byly pomérné nepiehledné (dostali by-
chom je ovsem zcela obdobné jako u dvou predchozich zakonu zachovéani z obec-
nych pozadavku ([2.13).

Bilance hmoty

Necht plati
0 € Ly, ((0,T) x );
ov € Lt (0, T); Ly (),

loc

ov-mn e L1100<<07 T>7 Ll(aB))7 Sgp ||QV ’ nHLlloc((O,T);Ll""”(S)) < +00.

Slabd formulace zdkona zachovani hmoty (1.2) ma potom tvar
T
| [ettopeten - ot onta) - Vaplt)) dedt 0. (1)
0 Ja

Bilance hybnosti

Necht jsou splnény predpoklady
oV € Lino((0,T) x Q);
ov @V, T € Lo ((0,T); Lo (),

loc

QV(V ’ n)an € Llloc«Oa T)5 Ll(aB)),

Sgp lov(v-n)|[L1 (0,1); L1+n(s)) < +00, Sgp ITnl| Lz 0.1y L1+n(s)) < +00;

ob € Li7"((0,T); L, ().

loc

Prepsédnim systému ti{ rovnic (1.3 do slabé formulace a jejich se¢tenim potom

dostaneme jednu bilan¢ni rovnici hybnosti ve slabé formulaci s vektorovou testo-
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vaci funkei ¢ € C3°((0,T) x §2)

/0 /Q(—Q(t, z)v(t,x) - Op(t,x) — (o(t,z)v(t,z) @ v(t,z) — T(t,x)) : Vyp(t,x)) dedt

_ /OT/QQ(m)b(t,x) ot ) dz dt.

Specidlné, pro newtonovskou stlacitelnou tekutinu ma tenzor napéti tvar
T = (—p + Adiv,v)I + 2uD,

kde D(v) = 1[V,v + (Vov)"] je symetricky gradient rychlosti, p = p(o,9) je
tlak (¥ predstavuje absolutni teplotu) a u a A jsou tzv. koeficienty vazkosti, které
mohou byt obecné téz funkcemi termodynamickych veli¢in (pro jednoduchost je

ovSem povazujme za konstanty). Za predpokladu, ze

ov € Ly, ((0,T) x Q);

p,ov @ v,div,v, Vov € LLT((0,T); L (Q)),

loc

pn, ov(v - n), (div,v)n, (V,v)n € L, ((0,T); L'(0B)),

Sgp lpnllLe (o.0); Li+n(sy) < +09, Sgp lov(v - n)”Llloc((O,T);LHW(S)) < +00,

loc

Sgp H(diVxV)nHL}OC((o,T);L1+n(5)) < +00, SUP [(Vavnl[zr o1); Lrens)) < +00;

loc

ob € L.((0,T); L (Q));

loc

muzeme bilanci hybnosti zapsat ve tvaru

// o(t,x)v(t,z) - Opp(t,x) + (—p + Adiv,v(t, z)) div,p(t, x)
(t,

— (o

T
2V(E 2) @ v(t, 1) — 2uD(V)) : (cp))dxdt:/ /Q(t,x)b(t,x)-<p(t,x)dxdt.
0 Q
(3.2)
kde jsme vyuzili symetrie tenzoru vystupujicich v prislusném skalarnim soucinu,
abychom V,¢(t,z) zapsali v pithodnéjsim tvaru D(¢). Rovnost (3.2) potom

predstavuje jeden z moznych zapisu Navierovych-Stokesovych rovnic ve slabé for-

mulaci pro stlacitelnou tekutinu.
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Z.aver

Ukazali jsme zpusob, jak z bilanénich zakonti mechaniky kontinua formulovanych
na kontrolnich objemech ziskat jejich slabou formulaci bez nutnosti predpokladu
existence klasického feseni. Bilan¢ni zdkony mechaniky kontinua formulované na
kontrolnich objemech tedy predstavuji rovnice, pro néz je slabé feseni ptrirozenym
pojmem, a klasické feseni je pak spise pojmem odvozenym. Ukézali jsme tak, ze
v mechanice a termodynamice kontinua se diferencialni rovnice vyskytuji ve slabé

formulaci ptirozenym zpusobem.
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Appendix

Nésleduje seznam hlavnich matematickych vét pouzitych v textu. Véty [A2]
jsou k nalezenf v [2], véta[Ad] pak v [3]. Véty jsou sefazeny podle poradi jejich

uvedeni v textu.

Véta Al. (Lebesgue, o majorizované konvergenci)
Necht {fn}5%, je posloupnost méritelnijch funkci takovd, Ze f, — f skoro vsude
na méritelné mnoziné 2. Pokud existuje funkce g € LY(Q) takovd, Ze |f,] < g

skoro vsude na Q a pro vsechnan € N, pak f € L}(Q) a

lim [ f,dpu= /fdu.

Véta A2. (Vitali)

Necht {fn}52, je posloupnost funkci takovd, Ze f, — f skoro vsude na méritelné
mnoziné Q, | < oo. Necht {f,};2, € LYQ) a f je skoro vsude konecénd.
Predpoklddejme navic, Ze funkce f, jsou stejnomérné meritelné, tj. pro Ve > 0
36 >0 VE C Q,|E| <6 plati| [, f, du| < € pro vsechnan € N. Potom f € L1()

a

lim [ f,dpu= /fdu.

Véta A3. (Holderova nerovnost)
Necht p € [1,00] a f € LP(2), g € LP (), kde zl) —i—}% =1 s amluwvou p = 1 =
p' = oco. Potom fg € L'(Q) a

1fallzr) < 1flle@llgll 1o -

Véta A4. (o Lebesgueovych bodech)
Necht I CR a f € L (I). Pak skoro vsechny body x € I jsou Lebesqueovy body

loc

funkce f, tj. pro s.v. x € I plati

1 h
tim o= [ 1+ = f(@)]dt =
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