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Abstract: The modern theory of probability, theory of stochastic processes and fi-
nancial mathematics insist on the inctroduction of many important notions. This
work deals with one of them. Namely the stochastic integral, it means integral of a
random function (stochastic process) with respect to the Wiener process (Brow-
nian motion), as a process with independent increments. The problem is, the
Wiener process is not off a finite variation, thus we cannot construct stochastic
integral as a Lebesgue-Stieltjes integral. To solve this situation we will use finite
quadratic variation of Wiener process and Doob inequalities. The construction
of stochastic integral itself uses the Lenglart inequality, unlike the construction
introduced in J. Dupacova, J. Hurt and J. étépan: Stochastic Modeling in Econo-
mics and Finance, paragraph I11.2. After that we will show that every continouous
process is an appropriate integrand for our stochastic intergal. At the end of this
work we will prove the one-dimensional It6 formula.
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Uvod

Ukolem prace je zkonstruovat stochasticky integral, tedy integral ndhodného
procesu podle Wienerova procesu. Koneénym objektem bude lokdlni martingal,
majici klasické vlastnosti integralu: linearitu a spojitost a ktery je spojity podle
pravdépodobnosti. Hlavnim tkolem bude docilit toho, abychom byli schopni inte-
grovat kazdy spojity proces a dokézat jednorozmérnou Itdéovu formuli. Vzhledem
k tomu, ze Wieneroviiv proces nemé konec¢nou variaci, nelze postupovat jako
pii konstrukeci Lebesgue-Stieltjesova integralu. V prvni kapitole jsou zavedeny
zakladni matematické pojmy a nastroje potfebné k dalsimu postupu. Ve druhé
kapitole se nachazi definice a véty o vlastnostech Wienerova procesu, martinga-
lech a markovskych ¢asech. V posledni kapitole je provedena samotna kontrukce
stochastického integralu. Postup spoc¢iva v tom, Ze je nejprve zkonstruovan sto-
chasticky integral pro jednoduchy proces, poté Lo-integral a nakonec integral pro
kazdy spojity proces, pfipominajici integral Riemannuv. Zavérem je dokizana
zminéna Itdéova formule a uvedeno nékolik piikladii.



Kapitola 1

Zakladni pojmy a nastroje

V této kapitole uvedeme nékteré zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti a
nadhodnych procesi.

Definice 1.1. Usporadanou trojici (£2, F, P) nazyvame pravdépodobnostni prostor
jestlize Q je neprazdna mnozina, F C 2% je o-algebra a P je pravdépodobnostni
mira na F.

Definice 1.2. Necht (2, F, P) je pravdépodobnostni prostor a (E,E) je méfi-
telny prostor. Budeme fikat, ze zobrazeni X : Q — FE je ndhodné veli¢ina (dale
jen n.v.) s hodnotami v (E, ), jestlize je méfitelna t.j.

X € B] o {weQ: X(w)eB}=X"BeFprokazdé Be€.
Tento fakt budeme znacit X : (Q, F) — (E,€). Pokud (F, &) = (R,B(R)), nazy-
vame X realnou n.v., pokud (£, &) = (R*, B(R*)), nazyvame X zobecnénou
realnou n.v. B(R) zde zna¢i borelovskou o-algebru na R.

Definice 1.3. Je i X n.v. s hodnotami v (F, ), pak zavadime pojem rozdéleni

(pravdépodobnosti) n.v. X jako pravdépodobnostni miru Py definovanou na &

predpisem Px(B) = P(X € B) =3 P(]X € B]) pro B € £. Jiné pouzivané zna-

¢eni je Px = L(X) = L(X/P).

Umluva 1.4. Symbol fF f dP bude v celé praci znacit Lebesgueiiv integral
z f pres F podle P.

Definice 1.5. Pro zobecnénou redlnou n.v. X definovanou na pravdépodobnost-
nim prostoru (2, F, P) definujeme jeji stfedni hodnotu jako EX = [, X dP,
pokud integral existuje. Jinak budeme fikat, Ze X nemé stifedni hodnotu.

Definice 1.6. Zavedeme znaceni:
(i) L(2, F) je mnozina vSech zobecnénych redlnych n.v. definovanych na (2, F);
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(ii) L,(Q, F,P) = X € L(Q, F) : E|X|P < oo pro kazdé 1 < p < oo.

Umluva 1.7. V této praci budeme pouzivat Gmluvu béznou p¥i integrovani:
0:-(—00)=—-00-0=0-00=00-0=0.

Dale v textu budeme u rovnosti a nerovnosti vynechavat poznamku "plati skoro
jisté", pokud bude z kontextu jasné, zdali se o takovy pripad jedné&, ¢i ne.

Tvrzeni 1.8. Vlastnosti stfedni hodnoty: Necht X,Y € L(Q, F), ¢ € R, pak
plati:

(i) pro kazdé F' € F je Elp = P(F);

(ii) pokud X € L1(Q, F, P), pak E[cX] = cEX;;

(iii) pro kazdé XY € Ly(Q, F, P) plati E[X + Y| = EX + EY

(iv) pro kazdé XY € L(Q, F, P) plati: X <Y — EX < EY.

Dikaz:
Plyne pifimo z vlastnosti abstraktniho Lebesgueova integralu.

Definice 1.9. Necht X € L(2, F, P) a B C F je o-algebra. Pak kazdou
realnou n.v. Y s vlastnostmi:

(i) Y € L1(Q, F, Pg), kde Py znaéi restrikci P na B ;

(ii) pro kazdou mnozinu B € B plati

/YdP:/XdP;
B

B

nazveme podminénou stiedni hodnotou n.v. X vzhledem k o-algebie B (pii pod-
mince B). Takovouto n.v. Y budeme oznacovat E[X|B], nebo E®X. Protoze pod-
minéna stiedni hodnota neni uréena jednoznaéné, oznac¢ujeme E[X|B] mnozinu
vSech podminénych stfednich hodnot E[X|B].

Tvrzeni 1.10. Existence podminéné stiedni hodnoty: Je-li X € L,(Q2, F, P) a
B C F je o-algebra, pak existuje alespon jedna podminéna stfedni hodnota n.v.
X za podminky B a mnozina E[X|B] je tfidou ekvivalence s.j. v Li(§2, F, P/p).
Oznacime-li

M(B):/XderoBeB,
B

potom E[X|B] je mnozinou v8ech Radon-Nikodymovych derivaci p podle P/g.

Dikaz:
Viz |Lach], str. 41.

Definice 1.11. Necht (€2, F, P) je pravdépodobnostni prostor a B C F je
o-algebra. Pak pro jev F' € F definujeme podminénou pravdépodobnost jako

P(F|B) = E[l¢|B]
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a mnozinu vSech podminénych pravdépodobnosti jako

P(F|B) = E[lIx|B].

Definice 1.12. Necht X € L1(Q,F,P) aY : (2, F) — (£,€) budeme ozna-
covat

E[X]Y] = E[X|o(Y)], E[X]Y] = E[X|o(Y)]
a pro jev F e F
P(FIY) = P(Flo(Y)), P(F|Y) = P(F|o(Y)),

kde
o(Y) zaci o( | Y'(B)).
Be€&

Nyni se podivejme na vlastnosti podminéné stiedni hodnoty, které jsou po-
dobné vlastnostem oby¢ejné stiedni hodnoty (tedy integralu).

Tvrzeni 1.13. Vlastnosti podminéné stiedni hodnoty: Necht X, Y € L(Q2, F, P)
a B C F je o-algebra. Pak plati:
(i) Pro konstanty a, b, ¢ € R plati:

ElaX 4 bY + ¢|B] = aE[X|B] + bE[Y|B] + c.

(ii) Pokud [X < Y] sj., pak E[X|B] < E[Y|B] s..
(iii) Vady plati E[E[X|B]] = EX.

(iv) Kdyz X je B-méfiteln4, pak E[X|B] = X.

(v) Pokud C C B C F jsou o-algebry, pak

E[E[X|B]|C] = E[E[X|C]|B] = E[X]C].

(vi) Kdyz o(X) a B jsou nezavislé o-algebry, pak E[X|B] = X s.j., kde nezévislost

znamena P(F'NS) = P(F)-P(S) pro vechna F' € 0(X), S € B. Definujme nyni

jesté nezavislost n.v.: XY jsou nezavislé (pisSeme X L Y) & o(X) L a(Y).

Ptirozené pokud X je n.v. a F je o-algebra, pak X L F &L o(X) L F.

Diikaz:
Viz |Lach]|, str. 41.
[l

Tvrzeni 1.14. Necht X je redlni n.v. a Y je n.v. s hodnotami v méfitelném
prostoru (E,&). Kdyz o(X) C o(Y), pak existuje méfitelna funkce
f(EE) — (R,B(R)) takova, ze X = f(Y).



Dikaz:
Viz [Lach], str. 48.
[l

Disledek 1.15. Pokud X € Li(Q,F,P) aY : (2,A) — (EE), pak lze
podminénou st¥edni hodnotu psat jako E[X|Y] = f(Y) pro vhodnou funkci
f(E &) = (R,B(R)).

Dikaz:
Tento fakt je primym disledkem tvrzeni 1.14., nebot o(E[X|Y]) C o(Y), protoze
E[X|Y] je dle definice o(Y')-mé&fitelna.

O]

Definice 1.16. Pro X € Li(Q,F,P)aY : (QF) — (E,€) budeme oznaco-
vat
EX|Y =y] = f(y), prokazdéye€ E,

kde f: (E,€) — (R,B(R)) spliuje E[X|Y] = f(Y).

Definice 1.17. Necht X : (2, A) — (E, &), Y : (Q,A) — (H,H) jsou n.v. s
hodnotami v méfitelnych prostorech. Podminénym rozdélenim n.v. X za pod-
minky Y budeme rozumét funkeci

Pxy :Ex H —=1[0,1]: (B,y) — PX|Y(B|?J);

kterd spliuje nasledujici tfi podminky:

1. Pro kazdé y € H je mnozinova funkce (B,y) — Px)y(Bly) pravdépodob-
nostni mirou na &.

2. Pro kazdé B € € je funkce y — Pxy(B|y) H-méTitelna.
3. Pro kazdé B € € a C € H plati

C

Symbolem £(XY') budeme oznacovat mnozinu vsech podminénych rozdéleni X
za podminky Y.

Nyni uvedeme bez dikazu nékteré zakladni vlastnosti podminéného rozdé-
leni.

Tvrzeni 1.18. Vztah podminéného rozdéleni a podminéné stiedni hodnoty: Necht
jsou dany n.v. X : (Q,F) — (E,&), Y : (O, F) — (H,H) s hodnotami v mé-
fitelnych prostorech a necht existuje jejich podminéné rozdéleni Pyy. Pokud
G:(ExHERH)— (R,B(R)) aG(X,Y) € Li(2, F, P), pak

E[GIX, Y)Y =y] = /G(:c, y) dPxy(x|y) pro Py-skoro vSechna y € H.
E
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Diikaz:
Viz |Lach]|, str. 58.
H

Tvrzeni 1.19. Existence podminéného rozdéleni: Za podminek jako v predcho-
zim tvrzeni plati, Ze existuje alespon jedno podminéné rozdéleni n.v. X za pod-
minky n.v. Y, pokud je spliiena alespon jedna z nasledujicich podminek:

1. E je uplny separabilni metricky prostor;
2. n.v. X, Y jsou nezavislé;

3. existuje nejvySe spofetnd mnozina I C H takova, ze P(Y € I) = 1 a
{y} e H, P(Y =y) > 0 pro kazdé y € I.

Dikaz:
Viz |Lach], str. 59, 60.
O]

vvvvvv

kolekcemi — nahodnych velic¢in.

Umluva 1.20. Zafixujme nyni pro budouci ucely prostor (Q, F, P), na kterém
budeme pracovat, abychom jej nemuseli stale explicitné psat do pfedpokladi de-
finic a vét.

Definice 1.21. Kolekci redlnych n.v. X nazveme stochastickym procesem nebo
taktéz nahodnym procesem, pokud X = (X (¢),t € T'), taktéz

X = (X(w,t),t € T), T C R}. Pokud nebude feteno jinak, budeme chapat
stochasticky proces na celém R{. Trajektorii stochastického procesu rozumime
realnou funkci redlné proménné X, (t) takovou, ze t — X, (t) pro n&jaké w € Q.
Proces nazveme spojity, rostouci, klesajici, neklesajici. .., pokud jeho trajektorie
spliiuji danou vlastnost. Podobné nazveme proces skoro jisté spojity,

skoro jisté klesajici. .., pokud jeho trajektorie splnuji danou vlastnost mimo mno-
zinu, ktera ma pravdépodobnost nula.

Nyni uvedeme na ukazku jednoduché priklady stochastickych procesi.

Piiklad 1.22. Necht ([0, 1],B([0, 1]), A) je pravdépodobnostni prostor. Pak
X(w,t) = Iy (t), X(w,t) = sin(wt) jsou stochastické procesy. Ve druhém piipadé
jde dokonce o proces spojity.

Pro praci s ndhodnymi procesy se ukaze velmi uzite¢né zavést nasledujici
pojem.

Definice 1.23. Filtraci rozumime mnozinu o-algeber {ft,t € Ra“}, pokud pro
kazdé t € RS F; C F apro kazdé s,t € Ry, s < t plati F, C F;. Filtraci nazveme
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standardni, pokud spliuje nasledujici dvé podminky:
(i) spojitost zprava: F, = Fyy o (s~ Fs pro kazdé ¢ > 0;
(ii) aplnost: Fy obsahuje v8echny mnoziny z F, jejichz pravdépodobnost je 0.

Pojem filtrace je tizce spjat s ndAhodnymi procesy. Kazdému procesu urcitym
zpusobem "piislusi" jista filtrace. Tento fenomén popiSe nasledujici definice.

Definice 1.24. Pro stochasticky proces X definujeme jeho kanonickou filtraci
jako:

FX=0(X(s),s<t), FX=0a(X(t),t>0).

Definice 1.25. Necht F; je filtrace. Pak proces X nazveme F;-adaptovany, po-
kud pro kazdé ¢t > 0 plati F;X C F;, specialné tedy pokud pro kazdé t > 0 je n.v.
X (t) Fi-méfitelna.

Na proménnou t ve stochastickém procesu se ¢asto divame jako na cas.
Kanonicka filtrace je nejmensi filtrace, na kterou je proces adaptovan a F;¥ potom
reprezentuje jakousi historii udélosti do ¢asu t.



Kapitola 2

Wieneriv proces, martingaly,
markovské casy

Definice 2.1. Brownovym pohybem nazyvame gaussovsky proces s nulovou stiedni
hodnotou a kovarianéni funkei cov(X (s), X (t)) = sAt pro s,t € R} Tedy takovy
proces, kdy

V(t,. . tn €RY) - L(X(t1), ..., X(ta)) = Nu(0, (t: A t5)} 1),
kde N, (p,2) zna¢i n-rozmérné norméalni rozdéleni s vektorem stiednich honot u
a kovarian¢ni matici . Dale s A t znac¢i minimum z prvki s a t.

Tvrzeni 2.2. Existence Brownova pohybu: Brownuv pohyb existuje a kazdy Brow-
niv pohyb Ize modifikovat (zménit na mnoziné s pravdépodobnosti nula) tak, aby
vznikl spojity proces. Spojity Browniiv pohyb budeme nazyvat

Wieneriav proces a budeme jej znacit W = (W (t),t € RJ).

Dikaz:
Viz [DHS, str. 239].
]

Véta 2.3. Ekvivalentni definice Brownova pohybu: Proces X je Browniiv pohyb,
pravé kdyz

(i) X(0) = 0 skoro jisté;

(il) mé nezavislé pririistky, tedy

X(t1) — X(0), X(to) — X(t1),..., X(tn) — X(tn—1) jsou nezavislé n.v.; (2.1)

(iii) £(X(t) — X(s)) = N(0,|t — s|) pro vechna t,s € R].

Dikaz:
Necht X je gaussovsky proces s nulovou stfedni hodnotou. Potom nejprve
E[X(0)] = 0, cov(X(0),X(0)) = var(X(0)) = 0A0 = 0. Tedy X(0) = 0 skoro




jisté. Dale pro 0 < s < u <t < oo plati
cov(X(t) — X(u), X(u) — X(s)) = B[(X(t) — X(u))(X(u) = X(s))] =
=E[X(#)X(u)] — E[X(#)X(s)] — E[X?*(v)] + EX(w)X(s)] =u—s—u+s5=0

pro s < u <t a vektor (2.1) mé tedy norméalni rozdéleni, protoze linearni trans-
formace norméalné rozdéleného vektoru je opét normalné rozdéleny vektor. Z toho
vyplyva, ze piirustky jsou nezavislé a piislusné rozdélené, protoze pro normélni
rozdéleni plati, Ze pokud jsou n.v. nekorelované, pak jsou i nezavislé.

Necht naopak X spliiuje vlastnosti (i), (ii) a (iii). Nejprve se podivejme na st¥edni
hodnotu a rozptyl marginalu. Plati E[X (¢)] = E[X(¢) — X(0)] =0,
var(X(t)) = var(X(t) — X(0)) = ¢. Dale

cov(X(s), X (1)) = BIX(t) - X(s)] = E[(X(t) — X())(X(s) — X(0)) + X*(s)] =

=0+ E[X?(s)] = var(X(s)) = s = s AL,

pro vSechna s, t € R, s < t. Zbyva tedy ukazat, ze X (t;) jsou normalné rozdéleny.
Po provedeni transformace
f(X(t) — X(0), X(ta) — X(t1) ..., X(tn) — X(ta1)) = (X(t1),..., X(tn))

vznikne skute¢né vektor s pozadovanymi vlastnostmi, protoze f je linearni.

Wienertuv proces je stabilni vici pomérné Siroké gkale transformaci. Uvedme
proto nékteré z nich.

Tvrzeni 2.4. Transformace Wienerova procesu: Necht W = (W (t),t > 0) je
Wieneruv proces. Pak

(i) (=W (t),t >0), (c7'W(a%),t > 0), o® > 0 jsou Wienerovy procesy.

(i) (W(t+to) —WI(t),t >0), to > 0 je Wienerav proces.

(iii) Oznacime-li W(t) = tW(t™1),t > 0 a W(0) = 0, pak existuje Wienertiv
proces (W*(t),t > 0), 7e W (t) = W*(t), t > 0 skoro jisté.

Dikaz:
Viz [TPMZ, str. 406].
O]

vvvvvv

K tomu bude nutné zavést nékolik pojmi a ukazat, ze Wienertuv proces je spliiuje.

Definice 2.5. Necht {F;,t > 0} je filtrace, pak Wienerav proces
W = (W(t),t > 0) nazveme F;-Wienerovym procesem, pokud:
(i) W je adaptovan na Fy;

(ii) (W (t) —W(s)) L Fs pro vSechna 0 < s <.

Véta 2.6. Necht W = (W (t),t > 0) je Wieneriav proces. Pak W je
FV-Wieneriv proces.
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Dikaz:
Nejprve si zavedme oznadent: g, (t) = o (W (&) —w <(k_1)t> L k=1,2,..., 2”,) ,

2n 2n

n € N, t > 0. Dale g(t) & U~ 9. (t). Existence g je zaru¢ena monotonii g,. Nyni
budeme chtit ukazat, ze g(t) = F}V. Ale

g(t):a(gN [W (g) —W(W)} : k::1,2,...,2",> =

:U(W (g)v k:1727"'72n7> :U(W(S)v Sgt):ftw

Druha rovnost plati, protoze pro f : R¥ — R* bijekci plati
o0(f(X)) = o(X) pro vSechna k € N. Tteti rovnost pak plati ze spojitosti Wiene-
rova procesu.
Nyni ukdzeme, ze W (t) — W(s) L Fs pro s < t. Jelikoz Wieneriv proces méa
nezavislé prirustky, plati

Vnen : W(t) = W(s) L gn(s) = W(t) = W(s) L | guls) =

n=1

kde posledni implikace plati proto, Ze | J —, gn(s) je uzavieno na konetné priniky.
Pro podrobnosti k tomuto kroku viz [TPMZ], odstavec I1.5.
]

Nyni bychom radi zkoumali Wienertv proces z mirné odlisného thlu po-
hledu, a to podminovani.

Definice 2.7. Necht X = X(t),t > 0 je stochasticky proces a {F;,t > 0} je
filtrace. Proces X nazveme martingal, pokud spliuje nasledujici dvé vlastnosti:
(i) X(t) € L1(Q, F,P), pro kazdé t > 0;

(ii) BXS [X (1)) = X(s) pro kazdé s < t.

Proces X nazveme F;-martingal, pokud plati:
(i) X je adaptovan na Fy;
(i) X(t) € L1(Q, F, P);
(iii) E7*[X (t)] = X(s), pro kazdé s < t.

Nyni uvedeme jednoduchy vztah mezi pravé definovanymi pojmy.

Véta 2.8. Za podminek v predchozi definici plati: Pokud je stochasticky pro-
ces X Fi-martingal pro néjakou filtraci J;, pak je martingal.

Dikaz:
Dikaz provedeme piimym vypoctem:

E7S (X (1)] = 7 [E7[X(1)]] = E7* [X(s)] = X(s) pro viechna s < t.
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Tento vypocet plati dle tvrzeni 1.13.(v).
[

Vratme se nyni k Wienerovu procesu. Vzhledem k tomu, ze pro néj plati
(W(t) — W (s)) ~ N(0,|s — t|) a zarovens W (t) — W(s) L FY, s<t,

by se dalo intuitivné ocekavat, ze Wieneriiv proces bude martingal. Tato mys-
lenka bude nyni formélné dokazana.

Véta 2.9. Necht W = (W(t),t > 0) je Wienertuv proces. Pak W je martingal.

Dikaz:
Diikaz opét provedeme primym vypoctem:

EZ W ()] = B [(W(t) — W(s)) + W(s)] = 0+ W(s) = W(s), s<t.

Vypocet plati diky tomu, Ze W je F}V-Wieneriv proces.

Jak jiz bylo zminéno, Wienertiv proces je stabilni vic¢i nékterym transfor-
macim. Ani jeho martingalova vlastnost se v urcitych pripadech neztraci.

Véta 2.10. Necht W = (W(¢),t > 0) je Wienertuv proces. Pak W?2(t) — ¢ je
martingal.

Dikaz:
Ukazme, ze W2(t) —t je F}V-martingal a tedy martingal. Pocitejme

E7 (W2 (1)) = B [W() — W(s)]* + 2B7 W)W (s)] - 7 [W(s)] =

(t—s)+2W23(s) — W3(s) = W?(s) —s+t, s<t.

Tedy E7' [W2(t) — t] = W2(s) — s.
O

Nyni bychom chtéli zkoumat hladkost a velikost oscilaci trajektorii Wiene-
rova procesu. Proto zavedeme nésledujici pojmy.

Definice 2.11. Variaci realné funkce f na intervalu [a, b] rozumime funkci

V[a,b](f) = sup (Z | f () — f(fi—1)|> )

kde supremum je brano pies vSechna déleni D,, = {a =21 < 29 < --- < x, = b}.
Kvadratickou variaci f na intervalu [a, b] rozumime funkci

n—1

Vi) = Jim S, kde Sp, = ST = FEM)?,

Dnl||—0
Dl —
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kde ||D,,|| nazyvame normou déleni D,, a
def n n
1P| = max [t7, — 1.
[l

Tyto nové zavedené veli¢iny nyni pouzijeme jako miry hladkosti a velikosti
oscilaci Wienerova procesu.

Tvrzeni 2.12. Derivace a variace Wienerova procesu: Necht W = (W (t),t > 0)
je Wieneriiv proces. Pak W nemé konec¢nou derivaci v zddném bodé skoro jisté a
tudiz nem4 kone¢nou variaci na zadném intervalu [a, b, kde 0 <a <b < 0.

Diikaz:
Diikaz tohoto tvrzeni je pomérné technicky a je podrobné popsan v
[TPMZ|, str. 406.
m

Véta 2.13. Kvadratickd variace Wienerova procesu: Necht W = (W (t),t > 0)
je Wieneruv proces a D,, déleni intervalu [a,b], 0 < a < b < co. Pak plati:

(i) |Dnl| = 0= Sp, = b—a v Ly;

(i) Yooy [|1Dn]| < 00 =V} y(W) = b —as.j. pro n — oc.

Dikaz:
Ziejmé plati E[Sp,] = b — a. Nyni poditejme

E[Sp, — (b—a))* = var(Sp,) Zvar t,(gi)l I/I/(wfl(f)))2 =

=2 Bl () = W) = (1) — (1)) =

=N -t EWA (1) - 12 < EWRA(1) — 12 (1, — t0)[Da| =
k k
= E[W2(1) — 12 (b — a) ||Da]| — 0,
kde rovnost = plati, protoze

(W) — W)

R

L

= L(W(1)).

Pro dikaz (ii) nyni necht £ > 0 a ozna¢me: a,, = P(|Sp, — (b—a)| > €). Pak plati
an = P(|Sp, — (b—a)| > ¢) < e *var(Sp,) < e *E[W?*(1) — 1]* (b — a) || D,

A tedy Y7 | a, konverguje. Nyni dikaz druhé ¢asti tohoto tvrzeni ziskime apli-
kaci Borel-Cantelliho lemmatu (viz [TPMZ], str. 135).
O

Nyni se podivejme na asymptotické chovani trajektorii Wienerova procesu.
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Véta 2.14. Zakon velkych ¢isel: Necht W = (W(t),t > 0) je Wieneruv proces.
Pak

limWT@):OSJ

t—o00

Dikaz:
Pokud dodrzime znaceni z tvrzeni 2.4., pak

" .
lim W) =lmW(t) =lmW*(t) =0 s.j,

t—oo t—0 t—0

kde prava rovnost plati proto, ze W*(t) je Wienerav proces.
m

Nyni budeme chtit stochasticky proces zastavovat v riaznych dilezitych oka-
mzicich. K tomu nam bude slouzit pojem, ktery je pfedmétem nésledujici definice.

Definice 2.15. Necht {F;, t > 0} je filtrace. Pak funkci

7:(Q,F) = ([0, 00],B([0, 00])) nazveme (F;-)markovskym ¢asem, pokud

[T < t] € F; pro kazdé ¢t > 0. Markovskym ¢asem procesu X pak nazveme JF;*-
markovsky ¢as. Nyni definujme

Fr={FeFo:Fnir<tjeF} provschnat > 0.

F. oznacujeme jako o-algebru udalosti do ¢asu 7.

Poznamka 2.16. Nazev o-algebra udélosti do ¢asu 7 byl zvolen proto, Ze 7
je skutetné c-algebra (viz [Chung|, str. 10) a 7 je F,-méfitelnd funkce, nebot
pokud oznacime F; mnozinu [7 < s] pro s > 0, pak F; € F, pro kazdé s. Nebot
Fsnr <t] € F, protoze

Fnir<tl=[r<s,7<t]=[1 <sAt] € Fsnt C Fu.

Tedy v kazdém case t umime rozhodnout, zdali do tohoto ¢asu udalost popisované
7 nastala, ¢ nikoliv.

Tvrzeni 2.17. Vlastnosti markovskych ¢asti: Necht 7 a v jsou F;-markovské ¢asy.
Potom

1. vAT, vV T av+rT jsou taktéz Fi-markovské casy;
2. T At je Fi-méftitelnd n.v. pro kazdé t > 0;

3. Fe F, = Fnv<71|eF;

4. v<17=F, CF;

5. w<r], [v<T1], [v=r1]€ F,NF

6. F, N Fr = Fonr
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Dikaz:
Viz [DHS], str. 245.

Nyni uvedeme dva netrivialni piiklady markovskych cast.
Piiklad 2.18. Necht X = (X (¢),t > 0) je spojity stochasticky proces, b € R.
Déle necht 7, znaci prvni vstup procesu X do b, tedy
= inf {t > 0: X(t) =b}.

Potom 7, je markovsky ¢as procesu X.

Dikaz:

O

Poznamka 2.19. Poznamenejme jesté, ze predchozi dikaz se da snadno mo-
difikovat a ukazat, zZe prvni vstup spojitého procesu do obecné uzaviené mnoziny
je taktéZ markovsky ¢as. Pokud bychom piidali jesté predpoklad spojitosti F;X
zprava, pak i prvni vstup do oteviené mnoziny je markovskym c¢asem.

Piiklad 2.20. Necht 7 je markovsky ¢as procesu, pak 7, definoviano jako
T, =k2"pro(k—1)27"<7<k2™ 7,=0c0proT>n, 1 <k<n2" neN

je posloupnost markovskych casi a plati 7,, | 7 pro n — 0o. Stejné vlastnosti mé
i posloupnost 7, definovana jako

K K-1
Tn = —, Pro
n

K
<7< —, KeN,
n

Tp = 00 Pro 7 = 00.

Dikaz:
Zafixujme t < 0 a ovéime:
(k=127 <t<k2"=[r, <t]=[r<(k-1)27"] € Fe_1)2-» C Ft,
t>n=[r, <t]=[r<nleF,CF.

Bodova konvergence je zitejma. Diikaz pro druhou posloupnost je zcela analogicky
predchozimu.
O

Nékolik nasledujich tvrzeni se bude vénovat kalkulu pfi podminovani
o-algebrami markovskych casti.

Tvrzeni 2.21. Necht Z € L1(Q, F, P) a 7 a v jsou markovské ¢asy. Pak:

(i) [v < 7] = E[Z|F.] = E[Z|F, -] skoro jisté.
(ii) E7vE*Z = E7v~ 7 skoro jiste.
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Dikaz:
Viz [DHS], str. 246.
H

Véta 2.22. Waldova rovnost: Necht X = (X (¢),¢t > 0) je spojity martingal,
X(0) =0,
E[max,<; | X (s)|] < co. Pak pro kazdy markovsky ¢as 7 takovy, ze

o 7> 0;
e 7 < oo skoro jiste;

o t <7(w) = |Xu(t)| <c< o0

plati X(7) € L1(Q2, F,P) a EX(7) = 0.
Dikaz:
PouZijeme druhou aproximaci 7 z prikladu 2.20. Pro L € N plati

nL—1 nL—1

/XTn )dP=>" / (—) dp = Z / X(L) dP =
[r<L] k0k1< <k k1<<
/X /X(L) dP.
[r<L] [T>L]

Rovnost = plati proto, ze E[X(L)|Fx] = X (£) a tedy diky integraln{ rovnosti z

definice 1.9. zde miizeme tyto n.v. zaménit. Rovnost = pak plati proto, Ze
E[X(L)] = E[E[X(L)|Fo]] = E[X(0)] = E0 = 0.

Plati
| X(7)] < max [X(t)] € Li(Q, F, P) na [t < LJ.

t<L+1

Nyni diky Lebesgueové vété o integrovatelné majoranté a spojitosti X muzeme
udélat limitni prechod a ziskat

lim X(Tn)dP:/ lim X(7,) dP = /X /X

n—00 n—o00
[T<L] [T<L] [T<L] [r>L]

V tomto okamziku budeme potiebovat jesté jeden limitni prechod a to L — oo.
Aplikujeme tento limitni pfechod na posledni rovnost v piedchozim vypoctu a
dostaneme

EX(7) = — lim X(L)dP =0,

L—o0
[T>L]
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protoze
/ X(L) dP < ¢P[r > L] =% 0.
[T>1L)]

]

Tvrzeni 2.23. Optional sampling theorem: Necht X = (X (¢),t > 0) je zprava
spojity Fi-martingal a v < 7 < T < oo dvojice omezenych Fi-markovskych ¢ast.
Pak

X(v), X(1) € Li(Q,F,P), EX()|F]=X{).

Dikaz:
Viz [DHS], str. 248.
H

Tvrzeni 2.24. Stopping theorem: Necht X = (X (t),t > 0) je zprava spojity
Fi-martingal a v, 7 jsou Fi-markovské ¢asy, pak plati:
(i) Pokud v < 7, pak pro kazdé ¢ > 0 plati

EP[X(tAT))=X(tAv).

(ii) Pokud je navic X omezeny proces a v < 7 jsou kone¢né F;-markovské casy,
pak
EF" X (1) = X(v).

Dikaz:
Viz [DHS], str. 249.
n

Nyni jsme jiz schopni ukizat, Ze Wieneriv proces spliiuje dilezitou vlast-
nost, kterd je predmétem nésledujici definice.

Definice 2.25. Necht X = (X(¢),t > 0) je stochasticky proces a 7 je mar-
kovsky ¢as takovy, 7e T < oo skoro jisté. Oznatme BX (t) = X (7 +t) — X (7). Pak
o procesu X fekneme, Ze mé silnou markovskou vlastnost, pokud jsou splieny
nasledujici dvé podminky:

(i) BX 1 Fy;

(i) £(BF (1)) = L(X(t)).

Véta 2.26. Silna markovska vlastnost Wienerova procesu:
Necht W = (W (t),t > 0) je Wienerav proces. Pak W mé silnou markovskou
vlastnost.

Dikaz:

Necht ¢t > 0 a 7 je markovsky ¢as procesu W takovy, Ze 7 < oo s.j. BV (1) je
spojity proces a plati BV (0) = 0. Abychom ukazali, Ze je Wienertv, staci ukazat,
ze mé stejna kone¢nérozmérnd rozdéleni jako proces W (viz [TPMZ], str. 422.).
Nyni opét pouzijme druhou aproximaci z piikladu 2.20. a pocitejme

PW(r,+t)—W(r,) <a] =
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R UCORTOR
- = P[W(t)<d]-1,

kde prvni rovnost plyne z véty o uplné pravdépodobnosti, druha rovnost plati
proto, Ze W (¢t + £) =W (£) L FY, nebot W je F}”-Wienertiv proces a kone¢né
posledni rovnost vyplyva z toho, ze W (t + %) - W (%) ~ N(0,t) ~ W(t). Pro
libovolné konecné dimenzionalni rozdéleni by vypocet probéhl zcela analogicky.

Tedy
P{(W (Tp+t1)—W (1), ..., W(rp+t,) =W (1)) € M| = P[(W(t1),...,W(t,)) € M|

pro kazdou M € B(R"), pro kazdé r € N. Nyni se podivejme na nezavislost BX (t)
a F,. Pro kazdou F € F, a M € B(R") plati

PIEFN(W(r, +t1) = W(rn),...,W(r, + t,.) — W(m,)) € M] =

— P(F)- P[(W(t)),...,W(t)) € M] (viz v§ge).

Tedy pro kazdé n € N plati BX (t) L F,. Ze spojitosti W plati BX (t) — B (t).
A tedy BX(t) je Wienertiv proces a BX(t) L F, dle [TPMZ], odstavec I1.5.
[

Nyni uvedeme jesté pomocné tvrzeni a definici a zacneme se vénovat pro-
storim Ls.

Tvrzeni 2.27. Doobovy nerovnosti:
Necht X = (X (¢),t > 0) je spojity martingal, pak
(i) pro p > 1 platf: Plsupc,<; |X(s)] > a] < EEOE;

(ii) pro p > 1 plati: E[supy,<; | X (s)|] < (p%l)pE]X(t)\P.

Dikaz:
Viz |[DHS], str. 243.

Definice 2.28. F;-adaptovany proces X = (X(t),¢ > 0) nazveme lokalni
Fi-martingal, pokud existuje posloupnost Fi-markovskych ¢asi 7, 17 oo takova,
ze kazdy z procesu X (7, A t) je Fi-martingal.
Poznamka 2.29. Je zfejmé, Ze pokud je proces martingal, pak je lokalni mar-
tingal. Opac¢na implikace ovSem neplati. A to ani po dodani predpokladu integro-
vatelnosti marginala, tedy E|X (¢)| < oo pro kazdé ¢ > 0.

Nyni jiz pfichazi na fadu Ls.

Definice 2.30. Necht X = (X (¢),¢ > 0) je spojity martingal, pak jej nazveme
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Ly-martingalem, pokud pro vechna ¢ > 0 plati, ze E| X (1)]* < cc.

Poznamka 2.31. Disledkem druhé Doobovy nerovnosti je, ze pokud
X = (X(t),t > 0) je spojity Lo-martingal, pak

E[sup |X(s)|"] <4E[|X(t)]"] < 0o = sup |[X(s)| € Lo.

0<s<t 0<s<t

Véta 2.32. Necht M = (M(t),t > 0) je Lo-martingal a 0 < u < s < t. Pak
plati:

(i) B(M () = M(s)) - (M(s) = M(u))] = E[M(s) — M (u)] - E™* (M (t) — M(s)) = 0;
(i) [ (t) = M(u)]? = E[M(t) — M(s)]* + E[M(s) — M ()]
(i) B7[M(¢) — M(u)]? = E7*[M(t) — M(s)]* + (M(s) — M(u))*;
(iv) E7«[M(t) — M (u)]* = EP[M?(t) — M?(u)]
Dikaz:
Provedeme pfimym vypoctem.
(1)
E[(M(t) = M(s)) - (M(s) — M(u))] =

= E[E7[(M(t) — M(s)) - (M(s) — M(u))]] =

= E[(M(s) — M(u))E™*[(M(t) — M(s))]] = 0
(i)

— M (u))] + E[M(s) — M (u)]* =

nebot E[(M(t) — M(s)) - (M(s) — M(u))] = 0 dle (i). Rovnost = plati, protoze
marginaly M jsou v L.

(i)
E7[M(t) = M(u)]? = ET[(M(t) — M(s)) + (M(s) — M(u))]* =

= 7 [M(t) = M(s)]? = 2B [M(t) = M(s)- (M (s) = M (u))|+ B [M (s) — M (u)]* =
= E7[M(t) — M(s)]” + (M(s) — M(u))*,

nebot druhy ¢len ve vyrazu pred posledni rovnosti je roven 0 diky martingalové
vlastnosti a tfeti ¢len je F,-méfitelny.

(iv)
E74[M(t) — M (u)]* = B [M*(t) — 2M (u) M (t) + M?*(u)] = E"* [M(t)] — M (u).

]
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Nyni uvedeme vztah mezi martingaly a procesy s kone¢nou variaci.

Véta 2.33. Vztah mezi martingaly a procesy s kone¢nou omezenou variaci:
Necht M = (M(t),t > 0) je spojity Ls-martingal takovy, ze M(0) = 0 a M ma
kone¢nou omezenou variaci. Tedy pro kazdé t > 0 : V[o,t](M) < ¢ < oo. Pak
M(t) = 0 pro vSechna ¢ > 0 skoro jisté.

Dikaz:

Predpokladame Vo (M) = supp, ) >y [M(t;) — M(t;-1)| < ¢ < 00, kde
Dn(t) ={0=ty <ty <---<t, =1t} pro véechna (t,w) € Rt x Q. Uvazme po-
sloupnost D,,(t) = {0 =t§ <t} <--- <t =t}, 7e |[D,(t)|]| =3 0. Po¢itejme

Kn

2 n nl n n
Do) = M) < ma (M) - M Z|Mt )] <
]:

< ny n—1y| "2
 Jax |M(t]) — M(t;7)]-c — 0.

Vime, ze E[M(t)] = 0 pro vSechna ¢t > 0 a pomoci Lebesgueovy véty o integrova-
telné majoranté a 2.32.(ii) spo¢teme

E[M(t)]* = E[M(t) — 0)* = iE[M(t?) — M) =30

A tedy M (t) = 0 skoro jist& diky CebySevové nerovnosti.

K dispozici je ovSem jesté silnéjsi tvrzeni:

Tvrzeni 2.34. Necht L je spojity lokalni martingal s L(0) = 0. Pak existuje
nulovd mnozina N € F, Ze pro vSechna w ¢ N plati implikace

Vioy(L) < 00 = L(s) =0 pro s < t.

Dikaz:
Viz [DHS], str. 270.
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Kapitola 3

Stochasticka integrace

Umluva 3.1. Mame zafixovan pravdépodobnostni prostor (€2, F, P). Nyni na
néj bude tieba klast silnéjsi predpoklady. Od tohoto okamziku necht je prostor €2
uplny a filtrace F; uplna.

Stochasticky integral fot G dW nelze kvili nekone¢né variaci budovat jako
Lebesgue-Stieltjestiv. Proto provedeme néasledujici konstrukei.

Definice 3.2. Prostorem Ly = Lo(F;) rozumime funkce G : Rf x  — R mé¥i-
telné vzhledem k B(Ry) x F, Fi-adaptované a spliujici E [fot G*(s) ds] < 00 pro
viechna ¢ > 0. Rekneme, 7e posloupnost G™ € L, konverguje ke G € Ly v Lo,
pokud E [fOt(G(”)(s) — G(s))? ds} — 0, Vt > 0. Je ziejmé, ze Ly je linearni
prostor.

Nyni postupné zkonstruujeme stochasticky integral pravé pro procesy z Ls.

Tvrzeni 3.3. Nech{ G € £,. Pak [] G(s) ds, [; G*(s) ds jsou spojité
Fi-adaptované procesy.

Dikaz:
Viz |DHS], str. 259.
n

Definice 3.4. Necht G : Rf xQ — R je ndhodny proces. G nazveme jednoduchy,
pokud existuje lokaln& konec¢né déleni {¢;} intervalu RY, t; — oo, ze

G = Zj‘;l G -, t,40), Gy jsou Fy -méfitelné a EG3 < oo. Mnozinu vsech tako-
vych procest budeme znacit Js.

Tvrzeni 3.5. Véta o hustoté:

(i) Necht G € Lo, |G| < ¢ < oo, pak existuje posloupnost omezenych procesi
G ¢ 7, takova, ze G — G v L.

(ii) Nechf G € L,, pak existuje posloupnost procesi G™ € J, takovi, 7e
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G(n) —Gv £2.

Dikaz:
Viz [DHS], str. 261.

Definice 3.6. Ozna¢me mnozinu spojitych Lo-martingali M takovych, ze
M(0) = 0 jako CM,. Rekneme, 7e posloupnost M™ € CM, konverguje k
M € CMs,, pokud E [max,<; [M™(s) — M(s)|?] = 0 pro vSechna t > 0. Zrejms
CM, tvori lineadrni podprostor prostoru L.

Poznamka 3.7. Piimym dasledkem druhé Doobovy nerovnosti je, ze posloup-
nost M € CM, konverguje k M € CM,, pravé kdyz E [|M™(t) — M(¢)[)] — 0
pro vSechna t > 0.

Tvrzeni 3.8. Necht M ™ je posloupnost v CM, takova, Ze
E [(M™(t) — M™(t))?] 220 pro viechna ¢t > 0. Pak existuje M € CM,,
ze E[|[M™(t) — M(t)|*] — 0 pro vechna ¢ > 0. Tedy jakasi analogie tplnosti

prostoru CMo.

Dikaz:
Viz [DHS], str. 255.
n

Definice 3.9. Stochasticky integral pro jednoduchy proces: Necht G je jedno-
duchy proces a W je Wienertv proces. Pak proces

la(t) == ) Gi(W(ti) = W(t)) + Ge(W(t) — W(tx))

J

E
—_

Il
o

pro t, <t < txi1, kde ¢asy {t;} hraji stejnou tlohu jako v definici jednoduchého
procesu, nazveme stochasticky integral G.

Nyni ukdZzeme nékteré vlastnosti takto zavedeného integralu.

Véta 3.10. Necht G € Jo, pak I5(t) € CM, takovy, ze

E[l¢(t)] =0aE[lg(t)*=E /02 ds|, vVt >0.

0

Dikaz:

Za¢neme s jednoduchou situaci, kdy G(t) = G1ly, 4,)(t), Ze G je F-méfitelna a
E[G?] < oo. Pak jisté I¢(0) = 0. Nyni chceme spoéitat E7<[I5(¢)] pro 0 < s < ¢.
Netrivialni situace nastane, pokud t; < s < t. Tedy

E7[Ig(t)] = BZ[G1(W () = W(t)] = G1ET[(W(t) = W (t1))] =

22



= Gl(W(S) — W(tl)) = ]G(S>.
V této situaci plati:

Ella(t)] = EIG: (W (t) — W(t1))] = E[G4] - BI(W(t) — W(t1))] = 0.
Dale pak:

E[I(t)]* = E[G1(W(t) — W (t))]* = E[G]] - E[(W(t) — W(t1))]* =

—B[G2 (t— h) /G?ds

Nyni jiz jednoduchym rozsitenim dané situace ziskdme dukaz této véty.
O

Véta 3.11. Necht G € £, a {G™} € T je posloupnost takové, ze G — G v
L. Pak existuje martingal M € CMs takovy, ze Im) — M v L,. Navic je tento
proces urcen jednoznac¢né.

Dukaz:
Necht M™ = I, pak {M™M} € CM, dle vty 3.10. Plati
t 2
EM™(t) — M™(1)]> =E / G — g™ aw| =
0

t
—E / (G — G2 gs| ™57 0,
0

kde posledni rovnost plati opét diky vété 3.10. A tedy diky vété 3.8. existuje
M s pozadovanymi vlastnostmi. Nyni ukdZeme jednoznac¢nost. Necht tedy jsou
", G e g, ze

t t
E /(G§”>—G)2ds —~0, E /(Gg")—a)?ds — 0, V¢ > 0.

0 0

Uvazme posloupnost G* := (Ggl),Ggl), ng), GEQ), ...). Tato posloupnost je cau-

chyovska, nebot

t t
E /(G;—G;fds = /(G;—G%—G—G;)st =
0 0
t t t
_F /(G;—G)st +E /(G;—G)(G;—G)ds +E /(G;—G)st
0 0 0
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Limita tohoto vyrazu je ovSem rovna nule, protoze prvni a tfeti ¢len konverguji
k nule z predpokladu a prostredni ¢len lze rozepsat jako

t

(6= 6)(G:. = 6) ds| = (G -6) (G -GN (63, G) =G~

m m

0

a tedy limita pro m,n — oo je rovna nule zfejmé. Necht M} = Ig-, pak i tato
posloupnost je cauchyovski (argument je stejny jako v prvnim vypoc¢tu tohoto
dikazu). Tedy I o), I maji stejnou limitu v C My,
1 2
m

Definice 3.12. Necht G € L5. Uvazme posloupnost procesu {G(")} € Jp ta-
kovou, ze G™ — G v L,. Takova posloupnost existuje diky tvrzeni 3.5. Dale
uvazme I52(t), pro ktery plati I52(t) = lim, o0 Igm (t). Pak I5%(t) nazveme
stochastickym Lo-integdlem G. Tato definice je korektni, nebot pro jakoukoliv

piipustnou posloupnost {G(”)} zajiStuje existenci i jednoznacnost IéQ (t) véta
3.11.

Nyni uvedeme dvé dulezité vlastnosti Lo-integralu.

Tvrzeni 3.13. Necht G,G1,G, € L5 a a,b € R, Pak
() 1520 iy (D) = a- IG2(t) + 0~ IEX (1), Wt > 0;

(ii) E[I2(t)] = 0, E[I2(1)> =E [ Jlas) ds] V>0
Dikaz:

Plyne pfimo z definice Iéz (t) a véty 3.10. limitnim pfechodem.
O

Poznamka 3.14. Prvni vlastnost z pfedchoziho tvrzeni se nazyva linearita, druh4
pak isometrie.

Poznamka 3.15. Poviimnéme si, ze pro G € L, je 152 (t) spojity, Fi-adaptovany
proces takovy, ze
t t t s
E /(152(3))2 ds| = /E [(152(3))2} ds = /E /GQ(u) du| ds <
0 0 0 0

¢
<t-E /GQ(u)du < 0.
0

A tedy je vhodnym argumentem pro dalsi integraci. A tedy i samotny Wieneruv
proces je v Lo, nebot W (t) = I*(t). MiZzeme se zajimat, co je I52(t).

Véta 3.16. Necht W je Wienertuv proces. Pak plati

W2(t) —t
I (t) = % vt > 0.
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Diikaz:
Uvazme posloupnost déleni D™ = {0 = t(()") < t§") << tg?) = t} intervalu

[0,#] takovou, ze ||D™|| — 0. Plati

n

W) =S (W) - w) e S, (W) —wie”)) . )

J=1

Prvni ¢len konverguje pro n — oo k ¢t v pravdépodobnosti, protoze jeho stfedni
hodnota je zjevné t a pro kazdé n dle vzorce pro ¢tvrty obecny moment normal-
niho rozdéleni plyne, Ze

e (e -wah) ] =a (4 -4)"

7 nezavislosti prirastki Wienerova procesu vyplyva, Ze rozptyl sou¢tu se rovna
souctu rozptyli a tedy

var [i (W(tgn)) - W(t§")1)>2] _ ivar {(W(tgn)) _ W(tgn)l)>1 _

j=1

Tento vyraz ovSem pro n — oo konverguje k nule, protoze kvadratickd variace
identity, jakozto spojité diferencovatelného zobrazeni, je na [0,t] rovna nule. A
tedy, diky CebySevové nerovnosti, mame konvergenci k ¢ v pravdépodobnosti

sarucenn. Drub vyraz v () jost 2 X/ W) - (WD) - W) = I,
 —Kn (n)
pro Gy == ;" W(t;2) - H(W(t§">)—w(t§i)1))

ze G, — W vsude na [0,¢] x Q. Tim je vzhledem k existenci a jednozna¢nosti
limity G,, a tim i I, véta dokazana.

€ Ja. Ze spojitosti W na [0, t] plyne,

O
Budeme potiebovat jesté nékteré dalsi vlastnosti stochastického Lo-integralu.

Véta 3.17. Necht G € Ly, 0 < s < t < oo. Dale necht G = 0 na [0,s], G
je omezeny a £ bud F,-méfitelnd ndhodna veli¢ina v Lo. Pak £ - G € L4 a plati
IE2(t) = € 15 (1),

Dikaz:
Necht nejprve J je jednoduchy proces, ze J = Z;io Gyl
duchého procesu. Dale necht ¢, =t a s = t;,_;. Pak

y dle definice jedno-

tjt1

§-I5(t) = 52 Ji(W(t;) = W(tj-1)) = 25 T (W (t) = W(tjoa)) = IE3(1).

Pro G € Ly je E [f(f G*(s) - & ds] < c-t-E[¢?] < oo. Pozadované tvrzeni nyni
ziskame pomoci aproximace G jednoduchymi procesy a limitnim prechodem
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pro n — oo v predchozim vypoctu.

Véta 3.18. Necht G € £, a 7 bud markovsky ¢as. Pak G - Ijo ;) € £ a plati
Lo _ 1L2
I (T Nt) = [G-]I[OJ] (t).

Dikaz:

Uvazme prvni diskrétni aproximaci 7,, z piikladu 2.20. Body, ve kterych je apro-
ximace nespojitd, nazveme t;, to = 0, = tg, . Nyni necht J-Ip 1 € Jo.

Pro t > 0 plati

n_l

][:2 Tn /\t Z ‘] J+1 N Tn) - W(tj A Tn)) = I‘l]:?l[o T](t>

Nyni bud G € Ly, G,, — G v Ly, G,,, € Jo, pak plati

P} 2 P; 2
IGm (8) [é <8)7 [Gmﬁ[qu—n] (8) [émH[O,Tn] (S)
A tedy

I£(Ta At) = lim IZ? (1, At) = lim Iéfn NOE Iéf[

m— 00 m—

0,7n] <t)’
kde limita je podle pravdépodobnosti. Nyni jiz pozadovanou rovnost ziskime
limitnim piechodem pro n — oo.

O]

Takto definovany stochasticky integral stale neni dostacujici, protoze ani
spojity proces nemusi byt integrandem. To pomiZe zménit nésledujici klicova
véta.

Véta 3.19. Lenglartova nerovnost: Necht G € £y. Bud M(t) := I5*(t) a,d > 0.
Pak

t t
P mgtx|M( s)| > e, /GQ(S) ds < §| < 4¢2E |min 5,/G2(s) ds
0 0

Dikaz:
7 bud markovsky ¢as prvniho vstupu fot G*(s) ds do §. Pak

P | max | M (s ]25,/G2(s)ds<5 — Plmax|M(s)| > &7 > 1] =

s<t s<t

a b
<g? max M?*(s) dP < ¢°E {mgtx M?(s A T):| =
> -

c _9 L 2| d o L 2|
= ‘E {Hslgtx (I3 (s AT)) } = ‘E {IE;L;{(]G?H[OJ] (s)) ] <
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A f
< 4B (18,07 £
TAL
L 4e2E /G2(S) ds| < 4e7?E |min 5,/G2(s) ds | |,
0

a . b
kde nerovnost < plyne z CebySevovy nerovnosti, nerovhost < z nezapornosti M?2,

rovnost = pak z isometrie Lo-integralu (tvrzeni 3.13. (ii)), rovnost < 4 véty 3.18.,

e
nerovnost < z druhé Doobovy nerovnosti a rovnost L opét z tvrzeni 3.13.
O

Nyni jiz zkonstruujeme stochasticky integral, ktery bude spojity vzhledem
ke konvergenci podle pravdépodobnosti a bude schopen integrovat vSechny spo-
jité procesy. Nejprve rozsitime prostor Lo a potom zavedeme prostor integrandii
pro finalni stochasticky integral.

Definice 3.20. Prostorem £ D £, nazveme mnozinu procesi G: £ = L(F;) =
{G adaptované, métitelné B(RT) x F — B(R™) fo G*(s) ds < oo, Vit >0 s,j. }

Rekneme, ze G, konverguji v £ ke G v £, pokud fo 2(8) — G(s))* ds L5,
Vt > 0. Prostor vSech jednoduchych méritelnych procesi nazveme J O Js. Pro-
stor integrandi pro stochasticky integral budeme znacit jako CP = CP(F;) a
budeme jej definovat jako mnozinu spojitych F;-adaptovanych procesi X s kon-
vergenci: X,, = X v CP <= supg<,«; | Xn(s) — X(s)| 50, vt > 0. Pozname-
nejme jests, ze vsechny tii objekty jsou linearni prostory a CP je tuplny, nebot
konverguje-li posloupnost spojitych (a tedy i spravné méfitelnych) funkei stejno-
mérné, pak je i limita spojita (a spravné méfitelna) funkce.

Véta 3.21. Mnozina £, je hustd v £ vzhledem ke konvergenci v L.

Diikaz:

Necht G € L. Uvazme posloupnost G,, = min(max(G, —n),n). Ziejmé G,, € Lo,
\G ] ]G] |Gn| T |G|. Dle Lebesgueovy véty o integrovatelné majoranté
fo G(s))? ds —> 0 s.j., nebot integrovatelnou majorantou pro vyraz

(Gp G) na [0,t] je 4G? a dle [Lach|, véta 6.7 konvergence skoro jisté implikuje
konvergenc1 v pravdépodobnosti.
0

Véta 3.22. Necht G € L a G, € Ly, 7 G,, — G v L, to jest
fOt(Gn(s) — G(s))?* ds 2.0, ¥t > 0. Pak posloupnost [éi (t) je cauchyovskd, a
tedy konvergentni v CP.

Diikaz:

Nejprve si uvédomme, ze plati jednoduché lemma: Pro ndhodné jevy A, B plati:
P(A) < P(B) + P(AN BY), kde B znaci doplitkovy jev k B. Dikaz:

P(B)+ P(ANBY) = P(B)+ P(A\ B) > P(AU B) > P(A). Nerovnosti plynou
piimo z vlastnosti pravdépodobnosti jako konecné miry. Pro n,m € N, ¢ > 0
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tedy plati:

P {sup 1162 ¢, (s)] > g} <P /(Gn(s) —Gm(s)?ds>e| +

0<s<t

+P | sup ‘]éi—Gm(S)‘ > e, /(Gn(s) —Gn(s))?ds<e| <

0<s<t

t t

<P /(Gn(s) — Gp(s))? ds > | +4e72E |min /(Gn(s) —Gn(s))?ds, e ||,
0 0

kde prvni nerovnost plyne z lemmatu uvedeného na zac¢atku dukazu a druhéa z

Lenglartovy nerovnosti (3.19.). Posloupnost je tedy cauchyovska a diky vété 3.3.

a Uplnosti CP je dukaz hotov.
]

Definice 3.23. Za predpokladi v predchozi vété nazveme limitu Iéi (1)
stochastickym integralem G. Tento proces budeme oznacovat jako

G AW = fot G(s) dW(s). Jeho existence je zaru¢ena piedchozi vétou a jedno-
znatnost plati diky stejnému argumentu jako jednoznacnost Lo-integralu (3.11.).

Nyni budeme potfebovat pomocné tvrzeni, abychom mohli zformulovat za-
kladni vlastnosti pravé definovaného stochastického integralu. Musime totiz roz-
Sitit platnost Lenglartovy nerovnosti.

Véta 3.24. Nechi{ G € £ a ¢,0 > 0. Dile bud M(t) := [ G(s) dW (s).
Potom

¢ ¢
P | sup |M(s)| Zé,/GQ(S) ds < 6| <4¢7E |min 5,/G2(S) ds

0<s<t
0 0

Dikaz:
Bud'te G, € L, takové, 7e [} (G, (s) —G(s))? ds L5 0. (Existence takovych G, je

zarucena podle véty 3.21.) Ozna¢me M, (t) f(f G, (s) dW(s). Dle Lenglartovy

nerovnosti (3.19.) plati

t t

P | sup |M,(s)| > 5,/Gi(s) ds < 6| <4 ?E |min 5,/6‘%(5’) ds
0<s<t
0 0

Dle definice stochastického integralu supgc <, |[My(s) — M(s)| 4 0. Navic plati

t t t

/(Gn(s) —G(s))? ds 25 0 = /Gi(s) ds /G2(s) ds,

0 0 0

protoZe pro a,b > 0 obecné plati (a + b)* < a® — b? <= b > a. Tudiz bychom
potiebovali, aby G,, < G, to ale po rozdéleni na kladnou a zapornou Cast plati
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vzhledem k ditkazu vty 3.21. A tedy diky integrovatelnosti G*, G2, jednoznag-
nosti limity a monotonii integralu jsou implikace i celé tvrzeni dokazany.

O
Tvrzeni 3.25. Vlastnosti stochastického integralu: Necht G, G,, € L. Pak
(i) Stochasticky integral je linearni funkcional L — CP.
(ii) Pro pevné t plati zaména limity a integralu:
/ (s))2 ds 5 0 — sup /G’n(u) AW (u) — /G(u) aw ()| - 0.
0<s<t
0 0 0

(iii) Pro G = 0 na [0, s], £ ndhodnou veli¢inu, ktera je Fy-méfitelna jest -G € L
a&- [y Gu) dW(u) = [; € G(u) dW (u) pro viechna t > 0.
(iv) Necht 7 je markovsky ¢as procesu G, pak G-I € L a

tAT t

/ G(s) W (s) = / G(s) - Tpy AW (s).

0 0
(V) ProGe J, G=3 770G I+, plati

t

/ G(s) AW (s) = S G (W (£541) = W (E)) 4 Cae (W () — W (ki) txc <t < trcon.

(vi fo ) je lokalni F;-martingal.

Dikaz:

(i) Plyne piimo z linearity Lo-integralu a konstrukce stochastického integralu.
(ii) Diky rozsifeni platnosti Lenglartovy nerovnosti je dikaz stejny jako pii kon-
strukci stochastického integralu ve vété 3.22.

(iii), (iv) Nécht G, € Lo takové, ze G, — G v L. Dané vlastnost plati pro
kazdy G, a tedy diky vlastnostem limity i pro G.

(v) Necht J, = J - Ijj<,. Pak J, € J a J, — J. A opét se dand vlastnost
prenese limitnim prechodem.

(vi) Bud «,, ¢as prvniho vstupu fot G*(s) ds do n. Skute¢nost, ze se jedna o
markovsky ¢as plyne z 2.18. Dle (iv)

anp A\t

/ G(s) AW (s / G(s) - Tpy AW (s)

a navic
an /At
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A tedy z 3.11. a 3.12. vyplyva, ze pro kazdé n je fot G(s) dW(s) € CMsy. Nyni
zbyva ukazat, ze «, 1 oo. Pro spor predpokladejme, Ze neni pravda, ze «,, T oo
pro n — o00. Pro pevné w €  je «, neklesajici posloupnost, a tedy méa limitu,
kterd musi byt kone¢né. Spoc¢téme

to

P[liman<oo]:P E|t0<oo:/G2(s)ds:oo =0,
0

n—oo

protoze fot G?(s) ds je spojity proces.
]

Véta 3.26. Riemannova integrace: Necht X je spojity proces, pak X € L, navic
pro t > 0 a pro posloupnost déleni intervalu [0, ¢]

D, = {O =i <t <l << tg?i = t} takovou, Ze ||D,|| — 0 plati

Kn—1 t

n n n P
> XYy (W —wi) —>/X(s) AW (s).
k=0 0

Dikaz:
Bud’ Xn - Z’i(:rl(;l X(tk»(n)) . ]I[tk(7L)7tk+1(7L))- Pak
Kn—1 t

S X)W, - W) = / X, (s) AW (s).

Ze spojitosti X piimo vyplyva, 7ze fOt(Xn — X)? ds — 0 vSude na €. Odtud, opét
diky Lenglartové nerovnosti, plyne dikaz naSeho tvrzeni.
m

Véta 3.27. [toova formule: Necht f je dvakrat spojité diferencovatelna realna
funkce. Pak

FOV(©) = 70+ [ FOVE) aw(s)+ 5 [ £V (s)) ds.

Zapsano pomoci diferenciali:
ARV (1) = FOV(E) AW (D) + 3 /(W (D))

Dikaz:
Necht 0 < s < t. Provedme Taylorav rozvoj v bodé s:

W) = f(W(s)) = f'(W(s)) - (W(t) = W(s)) + %f”(Gs,t) (W () = W(s))* =



5 (7 0u) — £ OV (3)) - (WD)~ W(s))

kde 05, € [W(s), W(t)] (respektive [IW(t), W (s)]). Uvazme posloupnost déleni
D, = {0 =t <t <tV <. < tg?) = t} takovou, Ze ||D,|| — 0 a pro kazdé
n € N plati D, C D,i1. Oznaéme (W (t) = f(0) + Z fw (t(") ))
(V) ()3 505, POV ()0 () W)+ 0 7607~

(W (5"1))) (W(t(”)) — W), kde 05 e W), W ()], respektive
(W (™)), W),
SR P ) - (W) = (#57) = [7 F/(W(s)) dW (s) diky véts 3.24. Déle
pak
Ky
5 D) — FOV U - (V) W2 <
j=1
- (n) (n)
" o . ‘n _ 'n 2
S e e £ (u) = f"(v)] ;(W@] ) = W(t"))°.

|[u—v|<maxi<j<r, |W(t(n)) W(t(n) l

Tento vyraz ale pro n — oo konverguje k nule diky kone¢né kvadratické variaci
Wienerova procesu a stejnomérné spojitosti f” a W na [0, t]. Nyni zbyva ukazat, ze

K t
I n n n p 1
3 2SOV - (W) = W)y 5 5 [ roves
j=1 0
To ale plyne ptimo z toho, ze
1
n n P n n
5 2 (W) = W) = 6 — ",
7j=1

jak bylo ukazéno ve vété 3 16 Nyni tedy fn i> f a zaroven

fo = f(@ +f0 s)+ 5 fo f"(W(s)) ds. Diky jednoznac¢nosti limity

je tedy dikaz hotov
O

Ptedchozi véta dava prakticky navod, jak pocitat rizné piiklady. Nyni pro
ukazku uvedeme nékteré z nich.

Priklady 3.28. Necht f: R — R, f € C*(R). Spoc¢téme pomoci piedchozi véty,
kolik je W2(t), W3(t), sin(W (1)) a eW®,
Reseni:

t t t

W2(t) = /ZW(s) dW (s) + /2 ds = /2W(s) dW(s) +t

0 0 0

N | —

Diky zkonstruovanému stochastickému integralu vime, Ze je vSe dobfe definovano
(spojitost). Diky postupu v dikazu jednoznacnosti ve vété 3.11. navic vime, jak
jej libovolné piesné numericky aproximovat. Poznamenejme jesté, ze vysledek je
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stejny jako ve vété 3.16.

t t

W3(t) = / 3W2(s) dW (s) + / 6W (s) ds.

0 0

DO | —

Poznamenejme, ze fot W (s) ds je gaussovsky proces s nulovou stfedni hodnotou

a rozptylem
t 2 t t
/W(s) ds =E /W(sl) dsy | - /W(Sg) dse | | =
0 0 0

t ot
= //W 51 SQ) d81 d82 = //E[W(Sl) . W(Sg)] d51 d82 =
43
//mln S1,82) dsy dsg =2+ //52 dsy ds; = 3

0 0 0

K vypoctu byla pouzita Fubiniova véta a Lebesgueova véta o integrovatelné ma-
joranté.

O
W) _ j ) A () + j V) s,
0 0 O
sin(W(t)) = /tCOS(W(S)) AW (s) —/tsin(W(S)) ds.
O O O

Z téchto vypocti vyplyva, jak se projevuje nekoneéna variace Wienerova procesu.
Oproti klasické analyze se objevuje drift.
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