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Katedra/Ústav: Katedra pravděpodobnosti a matematické statistiky
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2.2.2 Tsayov test usporiadanej autoregresie . . . . . . . . . . . . 40

2.2.3 Test pre STAR modely . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Úvod

Lineárne ARMA modely sú v štatistike pomerne silným a teoreticky prepra-

covaným nástrojom na prácu so závislými pozorovaniami v čase, ktoré dokážu

uspokojivo poṕısat’ správanie širokej triedy časových radov s aj vel’mi všobecnými

priebehmi. Preto je často predpoklad, že skúmaný časový rad sa ARMA modelom

riadi na mieste. Niekedy je však nesprávny a bohužial’, lineárne modely naozaj

nemôžu dostatočne zachytit’ správanie všetkých časových radov, ktoré v praxi po-

trebujeme skúmat’. V tomto pŕıpade sme častokrát núteńı hl’adat’ vhodný model

postupnosti medzi zložiteǰśımi nelineárnymi štruktúrami, ktorých skúmanie môže

byt’ náročneǰsie (napŕıklad menš́ım objemom teoretických poznatkov). Z tohto

dôvodu majú testy linearity nemalú dôležitost’ v štatistickej analýze časových

radov. Za posledné desat’ročia bolo navrhnutých viac pŕıstupov a možnost́ı, ako

k testovaniu pristupovat’. Táto práca má za ciel’ podat’ a vysvetlit’ dostatočný teo-

retický základ k pochopeniu podstaty rôznych testov, d’alej ponúknut’ ich prehl’ad,

poṕısat’ ich a na záver porovnat’ opakovanou aplikáciou na simulované dáta.

Prvá kapitola sa zaoberá práve zavedeńım pojmov, s ktorými je potrebné byt’

oboznámený pre dostatočné chápanie súvislost́ı, nielen v problematike testova-

nia linearity, ale aj v ostatných odvetviach štatistickej analýzy časových radov.

Uvádza aj základy postupov z teórie konštrukcie lineárnych modelov, bez ktorých

by sme mnohé testy nemohli vykonat’. Na záver podáva prehl’ad niektorých jed-

noduchš́ıch nelineárnych modelov, ktoré sa začali zavádzat’ do praxe ako jedny

z prvých. Viaceré testy sú totiž koncipované proti alternat́ıve konkrétneho tvaru

nelineárneho modelu. V druhej kapitole prejdeme priamo k samotným testom li-

nearity, ktoré poṕı̌seme, provnáme teoreticky a v zápät́ı si ich vlastnosti v tretej

kapitole oveŕıme prakticky na simuláciach. Nakoniec štvrtá kapitola v krátkosti

informuje o praktickej aplikácii na dáta, problémoch, ktoré sa pri nej vyskytli

a softwarovom vybaveńı, ktoré bolo použité.
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1. Základné pojmy

Začneme definovańım najzákladneǰśıch pojmov týkajúcich sa časových radov,

ktoré budeme potrebovat’ k d’aľsiemu výkladu.

Defińıcia. Nech (Ω,A, P ) je pravdepodobnostný priestor a T ⊂ R. Rodina

reálnych náhodných velič́ın {Xt, t ∈ T} definovaných na (Ω,A, P ) sa nazýva

náhodný proces. V pŕıpade, že T = Z alebo T ⊂ Z hovoŕıme o procese s dis-

krétnym časom alebo o časovom rade, alebo náhodnej postupnosti.

Defińıcia. Nech {Xt, t ∈ T} je náhodný proces taký, že pre každé t ∈ T existuje

EXt, potom funkciu µt = EXt definovanú na T nazývame stredná hodnota

procesu.

Ak EX2
t < ∞ pre všetky t ∈ T , potom funkcia definovaná na T × T predpi-

som R(s, t) = cov(Xs, Xt) = E(Xs − µs)(Xt − µt) sa nazýva autokovariančná

funkcia procesu {Xt, t ∈ T}. Hodnota R(t, t) sa nazýva rozptyl procesu v čase t.

Ak E|XsXtXu| < ∞ pre všetky (s, t, u) ∈ T 3 = T × T × T , potom funkcia

definovaná na T 3 predpisom c(s, t, u) = E(Xs − µs)(Xt − µt)(Xu − µu) sa nazýva

(auto-)kumulantová funkcia procesu {Xt, t ∈ T}.

Defińıcia. Nech n ∈ N a {Xt, t ∈ T} je náhodný proces. Povieme, že {Xt, t ∈ T}
je slabo stacionárny do n-tého rádu, ak pre všetky k ∈ N, k ≤ n, t ∈ T

a s1, . . . , sk ∈ T také, že s1 + t, . . . , sk + t ∈ T existuje E
[

Xs1 . . . Xsk

]

< ∞
a plat́ı

E
[

(Xs1 − µs1) . . . (Xsk − µsk)
]

= E
[

(Xs1+t − µs1+t) . . . (Xsk+t − µsk+t)
]

.

Defińıcia slabej stacionarity do rádu n v podstate hovoŕı, že existujú všetky

združené momenty procesu až do rádu n a sú invariantné vzhl’adom na posun

v čase. Slabú stacionaritu budeme nazývat’ jednoducho stacionarita. Existuje

aj tzv. silná stacionarita, ktorej defińıcia sa od slabej ĺı̌si tým, že v čase sú

pre všetky n invariantné združené distribučné funkcie a nevyžaduje existenciu

momentov (prvky náhodnej postupnosti môžu mat’ teda napŕıklad aj Cauchyho

rozdelenie). Pre časové rady stacionárne do 2. a vyššieho rádu teda autokovari-

ančná funkcia záviśı len na posunut́ı v čase. Podobne to je aj u kumulantovej

funkcie v pŕıpade radov stacionárnych do 3. a vyššieho rádu. Navyše postupnos-

ti stacionárne do 1. a vyššieho rádu majú konštantnú strednú hodnotu. Preto
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v spomı́naných pŕıpadoch pozmeńıme označenie týchto funkcii nasledovne.

µ =E [Xt]

R(t) =E
[

(Xs − µ)(Xs+t − µ)
]

c(t1, t2) =E
[

(Xs − µ)(Xs+t1 − µ)(Xs+t2 − µ)
]

Z praktického hl’adiska je pri hl’adańı vhodných lineárnych modelov dôležiteǰsia

autokorelačná a parciálna autokorelačná funkcia. Sú totiž normované tak, že ich

vel’kost’ v absolútnej hodnote je najviac 1, aby nezáležalo na jednotkách, v ktorých

č́ıselné údaje sú. Odhadnuté korelácie a parciálne korelácie sa potom môžu po-

rovnávat’ s ich teoretickými náprotivkami rôznych modelov.

Defińıcia. Nech {Xt, t ∈ Z} je postupnost’ stacionárna do 2. rádu. Potom auto-

korelačnú funkciu definujeme ako

r(t) =
R(t)

R(0)
= corr(X1, X1+|t|), t ∈ Z

a parciálnu autokorelačnú funkciu ako

α(k) =











corr(X1, Xk+1) k = 1

corr(X1 − X̃1, X1+k − X̃1+k) k > 1,

kde X̃1, resp. X̃1+k je lineárna kombinácia velič́ın {1, X2, . . . , Xk} minimalizujúca

strednú štvorcovú chybu E(X1 − X̃1)
2, resp. E(X1+k − X̃1+k)

2.

Hodnoty parciálnej autokorelačnej funkcie môžeme spoč́ıtat’ pomocou hodnôt au-

tokorelačnej funkcie. O tom ako, hovoŕı nasledujúca veta.

Veta 1. Nech {Xt, t ∈ Z} je centrovaná postupnost’ stacionárna do 2.rádu s au-

tokovariančnou funkciou R(t), pre ktorú plat́ı R(0) > 0 a R(k) → 0, ked’ k → ∞.

Potom plat́ı

α(1) = r(1),

α(k) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 r(1) · · · r(k − 2) r(1)

r(1) 1 · · · r(k − 3) r(2)
...

...
. . .

...
...

r(k − 1) r(k − 2) · · · r(1) r(k)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 r(1) · · · r(k − 1)

r(1) 1 · · · r(k − 2)
...

...
. . .

...

r(k − 1) r(k − 2) · · · 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k > 1, (1.1)

kde r(k) je autokorelačná funkcia postupnosti {Xt, t ∈ Z}.
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Dôkaz. Vid’ [16], veta 9.2 alebo [23], kapitola 2.3.

Parciálna autokorelačná funkcia sa dá poč́ıtat’ aj jednoduchš́ım spôsobom pomo-

cou rekurźıvnych algoritmov, napr. Durbinovho - Levinsonovho (vid’ [23] kapitola

2.5.4).

Významnou čast’ou analýzy časových radov je aj takzvaná spektrálna analýza.

V nej sa na postupnosti nepozeráme v časovej doméne (korelovanost’ v čase), ale

v spektrálnej. V podstate ide o Fourierove transformácie autokovariančných funk-

cíı. Nasledujúca lemma z matematickej analýzy Fourierových radov je pomocným

tvrdeńım k nasledujúcej vete.

Lemma 2. Nech postupnost’
{

1
2π

∑n
k=−n rke

−ikλ
}∞

n=1
konverguje rovnomerne k f(λ)

na [−π, π]. Potom pre každé k ∈ Z plat́ı

rk =

∫ π

−π

eikλf(λ) dλ.

Dôkaz. Nech k ∈ Z. Podl’a predpokladu
{

1
2π

∑n
j=−n rje

−ijλ
}∞

n=1
konverguje rov-

nomerne k f(λ) na [−π, π]. Potom určite
{

eikλ 1
2π

∑n
j=−n rje

−ijλ
}∞

n=1
konverguje

rovnomerne na [−π, π] k eikλf(λ). Plat́ı

∫ π

−π

eikλf(λ) dλ =
1

2π

∫ π

−π

lim
n→∞

n
∑

j=−n

rje
−i(j−k)λ dλ

=
1

2π
lim
n→∞

n
∑

j=−n

rj

∫ π

−π

e−i(j−k)λ dλ = rk,

kde sme využili rovnomernú konvergenciu pri zámene limity a integrálu.

Veta 3. Nech {Xt, t ∈ Z} je postupnost’ stacionárna do 2. rádu s autokovari-

ančnou funkciou R(t), pre ktorú plat́ı
∑∞

t=−∞ |R(t)| <∞. Potom pre funkciu

f(λ) =
1

2π

∞
∑

t=−∞

e−itλR(t) (1.2)

a pre všetky t ∈ Z plat́ı

R(t) =

∫ π

−π

eitλf(λ) dλ. (1.3)

Naviac f(λ) je reálna, párna a nezáporná.
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Dôkaz. Ked’že
∑∞

t=−∞ |R(t)| <∞, tak postupnost’ {sn = 1
2π

∑n
j=−nR(j)e

−ijλ}∞n=1

konverguje rovnomerne k f(λ) (definovanej v (1.2)) na [−π, π], pretože |e−ijλ| ≤ 1.

K dôkazu (1.3) stač́ı už len použit’ lemmu 2. Reálnost’ f(λ) plynie z nepárnosti

funkcie śınus. Ďalej párnost’ plynie z párnosti funkcie kośınus. Dôkaz nezápornosti

môžeme nájst’ v [23], čast’ 11.1.1, strany 233-234.

Funkcia f(λ) z vety 3 sa nazýva spektrálna hustota. Všimnime si, žeR(t) z (1.3)

sú v podstate Fourierove koeficienty funkcie f(λ) a (1.2) je zápis Fourierovej rady

funkcie f(λ) v komplexnom tvare. Podobným spôsobom sa teraz pozrieme aj

na kumulantovú funkciu postupnost́ı stacionárnych do rádu 3.

Veta 4. Nech {Xt, t ∈ Z} je postupnost’ stacionárna do 3. rádu s kumulantovou

funkciou c(t1, t2), pre ktorú plat́ı
∑

t1,t2∈Z
|c(t1, t2)| <∞. Potom pre funkciu

f(λ1, λ2) =
1

(2π)2

∑

t1,t2∈Z

e−i(t1λ1+t2λ2)c(t1, t2) (1.4)

a pre všetky t1, t2 ∈ Z plat́ı

c(t1, t2) =

∫

[−π,π]2
eit1λ1+it2λ2f(λ1, λ2) d(λ1, λ2). (1.5)

Dôkaz. Z konvergencie radu
∑

t1,t2∈Z
|c(t1, t2)| vieme, že rad

f(λ1, λ2) =
1

(2π)2

∑

t1,t2∈Z

c(t1, t2)e
−it1λ1−it2λ2

konverguje absolútne pre všetky λ1, λ2 ∈ [−π, π], teda nezálež́ı na porad́ı sčitovania.
Nech t : N → Z

2, t(j) = (t(j)1, t(j)2) je bijekcia, potom

f(λ1, λ2) =
1

(2π)2

∞
∑

j=1

c(t(j))e−it(j)1λ1−it(j)2λ2

a podobne ako v lemme 2 pre l’ubovolné t1, t2 ∈ Z plat́ı
∫

[−π,π]2

eit1λ1+it2λ2f(λ1, λ2) d(λ1, λ2) =

=
1

(2π)2

∫

[−π,π]2

∞
∑

j=1

c(t(j))e−i[t(j)1−t1]λ1−i[t(j)2−t2]λ2 d(λ1, λ2)

=
1

(2π)2

∞
∑

j=1

c(t(j))

∫

[−π,π]2

e−i[t(j)1−t1]λ1−i[t(j)2−t2]λ2 d(λ1, λ2)

= c(t1, t2),
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kde sme pri zámene limity (nekonečnej sumy) a integrálu použili Lebesgueovu

vetu s majorantou
∑

t1,t2∈Z
|c(t1, t2)|.

Funkcia f(λ1, λ2) z práve dokázanej vety sa nazýva bispektrálna hustota.

K dôkazu ešte poznamenajme, že sme v ňom využili zámenu limity a integrálu, no

pôvodne bola suma dvojitá. Pomocou absolútnej konvergencie sme ju však boli

schopńı previest’ na sumu jednoduchú, sčitujúcu cez prirodzené č́ısla a aplikovat’

tak Lebesgueovu vetu. Tento trik pri zámene viacnásobnej sumy a integrálu ešte

využijeme, no nebudeme ho už detailne rozoberat’.

1.1 Lineárne modely časových radov

V tejto časti si zavedieme pojem linearity a základné lineárne modely časových

radov, ktoré potrebujeme poznat’, aby sme vôbec mohli nejakú lineritu testovat’.

Základným procesom, pomocou ktorého je linearita definovaná je tzv. biely šum,

ktorý si teraz zadefinujeme.

Defińıcia. Postupnost’ {εt, t ∈ Z} navzájom nekorelovaných náhodných velič́ın

s nulovou strednou hodnotou a kladným, konečným a konštantým rozptylom

nazývame biely šum.

V d’aľsom budeme predpokladat’, že náhodné veličiny bieleho šumu sú dokonca

nezávislé, pokial’ nebude povedané inak.

Veta 5. Nech {Xt, t ∈ Z} je náhodná postupnost’ stacionárna do 2. rádu s auto-

kovariančnou funkciou R(t). Nech {cj, j ∈ N0} je postupnost’ reálnych konštánt

taká, že
∑∞

j=0 |cj| <∞. Potom rad
∑∞

j=0 cjXt−j konverguje pre každé t ∈ Z v L2

a aj absolútne s pravdepodobnost’ou 1.

Dôkaz. Vid’ [16].

Práve uvedená veta nám umožňuje vyslovit’ nasledovnú defińıciu.

Defińıcia. Nech {εt, t ∈ Z} je biely šum, {cj, j ∈ N0} postupnost’ konštánt

taká, že
∑∞

j=0 |cj| < ∞ a µ ∈ R. Náhodná postupnost’ {Xt, t ∈ Z} definovaná

predpisom

Xt = µ+
∞
∑

j=0

cjεt−j, t ∈ Z, (1.6)

sa nazýva kauzálny lineárny proces.
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Slovo kauzálny je v názve preto, lebo náhodná veličina Xt (pozorovaná v čase t) je

v tomto pŕıpade súčtom náhodných vplyvov realizovaných v minulosti a súčasnosti

a nezáviśı na budúcnosti. Všeobecný lineárny proces je definovaný analogicky

ako kauzálny, s tým rozdielom, že Xt = µ +
∑∞

j=−∞ cjεt−j, kde {cj, j ∈ Z} je

opät’ postupnost’ reálnych konštánt taká, že
∑∞

j=−∞ |cj| < ∞. V praxi však in-

dex t predstavuje čas, t.j. poradie, v akom na seba realizácie náhodných velič́ın

chronologicky naväzujú, a tak si pre analýzu časových radov d’alej vystač́ıme

s kauzálnym lineárnym procesom. Ďalej je v defińıcii lineárneho procesu dôležitá

nezávislost’. Použitie bieleho šumu s len nekorelovanými veličinami by pre naše

účely nebolo najvhodneǰsie vzhl’adom na Woldov rozklad (vid’ [5], kapitola 5.7).

Podl’a neho sa každá čisto nedeterministická, do 2. rádu stacionárna centrovaná

postupnost’ Xt dá zaṕısat’ v tvare

Xt =
∞
∑

j=0

cjεt−j,

kde {εt, t ∈ Z} je biely šum s nekorelovanými náhodnými veličinami, c0 = 1

a
∑∞

j=0 c
2
j <∞. Aby bolo predchádzajúce tvrdenie jasné, treba ešte vysvetlit’, čo

znamená, že postupnost’ je čisto nedeterministická. Presná defińıcia je nasledovná.

Postupnost’ Xt je čisto nedeterministická, ak plat́ı

M−∞ =
∞
⋂

t=−∞

M{Xs, s ≤ t} = {0},

kdeM{Xs, s ≤ t} označuje uzáver lineárneho obalu velič́ın {Xs, s ≤ t}. Pre lepšiu
predstavu ešte tento pojem približne vysvetĺıme pomocou pojmu determinis-

tická postupnost’. Deterministický by sa v tomto pŕıpade dalo nahradit’ slovom

nenáhodný. Postupnost’ Xt je deterministická, ak Xt ∈ M−∞ pre všetky t ∈ Z.

V podstate to znamená, že budúce hodnoty postupnosti vieme v čase t ”po-

skladat’”z hodnôt minulých, a to vo všetkých časoch t. Presný zápis poslednej

vety by bol, že E|X̂t+1 − Xt+1|2 = 0 pre všetky t ∈ Z, kde X̂t+1 je projekcia

Xt+1 do M{Xs, s ≤ t}. Čisto nedeterministická postupnost’ bude potom taká,

ktorá nebude mat’ žiadnu deterministickú (nenáhodnú) zložku. Ak by sme te-

da lineárný proces chceli definovat’ pomocou bieleho šumu len s nekorelovanými

náhodnými veličinami, tak by boli všetky čisto nedeterministické procesy staci-

onárne do 2.rádu lineárne. Z Woldovho rozkladu ešte plynie, že ak majú veličiny

nejakej (čisto nedeterministickej) náhodnej postupnosti normálne rozdelnie, tak

táto postupnost’ je už lineárna. Plat́ı to z toho dôvodu, že potom sú normálne

rozdelené aj veličiny vo Woldovom rozklade a tým aj nezávislé.

Teraz si zadefinujeme niektoré základné typy lineárnch modelov náhodných
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postupnost́ı, ktoré, ako bude hned’ vidno, sú špeciálnymi pŕıpadmi lineárneho

procesu.

Defińıcia. Náhodná postupnost’ {Xt, t ∈ Z} definovaná predpisom

Xt = εt + b1εt−1 + · · ·+ bnεt−n, t ∈ Z,

kde {εt, t ∈ Z} je nezávislý biely šum, b1, . . . , bn sú reálne konštanty a bn 6= 0, sa

nazýva postupnost’ ḱlzavých súčtov rádu n, znač́ıme MA(n).

Defińıcia. Náhodná postupnost’ {Xt, t ∈ Z} sa nazýva autoregresná postup-

nost’ rádu n (znač́ıme AR(n)), ak sṕlňa stochastickú diferenčnú rovnicu

Xt + a1Xt−1 + · · ·+ anXt−n = εt t ∈ Z, (1.7)

kde a1, . . . , an sú reálne konštanty, an 6= 0 a {εt, t ∈ Z} je biely šum.

Nasledujúce tvrdenie hovoŕı o tom, že autoregresná postupnost’ je za určitej pod-

mienky pre jej koeficienty kauzálny lineárny proces.

Veta 6. Nech {Xt, t ∈ Z} je autoregresná postupnost’ rádu n definovaná vzt’ahom

(1.7). Ak má polynóm a(z) = 1+a1z+· · ·+anzn všetky korene zvonka jednotkového

kruhu, potom {Xt, t ∈ Z} je kauzálny lineárny proces, t.j. plat́ı

Xt =
∞
∑

j=0

cjεt−j, t ∈ Z,

kde koeficienty cj sú určené vzt’ahom

c(z) =
∞
∑

j=0

cjz
j =

1

a(z)
, |z| ≤ 1.

Dôkaz. Vid’ [16].

K práve uvedenej vete len poznamenajme, že vd’aka predpokladu, že korene a(z)

sú zvonka jednotkového kruhu, mocninný rad c(z) konverguje absolútne aspoň

na jednotkovom kruhu a teda (pre z=1)
∑∞

j=0 |cj| < ∞. Podl’a vety 5 je potom

náhodná veličina

Xt =
∞
∑

j=0

cjεt−j

dobre definovaná pre všetky t ∈ Z.
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Defińıcia. Náhodná postupnost’ {Xt, t ∈ Z} sa riadi modelom ARMA(m,n),

ak pre ňu plat́ı

Xt + a1Xt−1 + · · ·+ amXt−m = εt + b1εt−1 + · · ·+ bnεt−n, t ∈ Z, (1.8)

kde ai, i = 1, . . . ,m, bi, i = 1, . . . , n sú reálne konštanty, am 6= 0, bn 6= 0,

{εt, t ∈ Z} je biely šum.

Podobne ako pre autoregresné postupnosti, aj postupnost’ riadiaca sa modelom

ARMA(m,n) sa dá za rovnakej podmienky zaṕısat’ v tvare lineárneho procesu.

Ak a(z) = 1 + a1z + · · · + amz
m, b(z) = 1 + b1z + · · · + bnz

n, a(z), b(z) nemajú

spoločné korene a a(z) má všetky korene zvonka jednotkového kruhu, tak rad

c(z) =
∞
∑

j=1

cjz
j =

b(z)

a(z)

konverguje aspoň na jednotkovom kruhu a postupnost’ typu (1.8) môžeme zaṕısat’

v tvare (1.6).

K práve zavedeným modelom poznamenajme, že všetky postupnosti, ktoré sa

podl’a nich riadia majú nulovú strednú hodnotu. Nie je ale t’ažké ich rozš́ırit’

pre pŕıpady nenulovej konštatnej strednej hodnoty µ. Rovnost’ uvedieme len

pre model ARMA, pretože prvé dva sú jeho špeciálnymi pŕıpadmi. Náhodná po-

stupnost’ so strednou hodnotou µ sa riadi modelom ARMA(m,n) ak plat́ı

(Xt−µ)+a1(Xt−1−µ)+ · · ·+am(Xt−m−µ) = εt+ b1εt−1+ · · ·+ bnεt−n, t ∈ Z,

alebo ekvivalentne

Xt + a0 + a1Xt−1 + · · ·+ amXt−m = εt + b1εt−1 + · · ·+ bnεt−n, t ∈ Z,

kde a0 = −µ(1 + a1 + · · ·+ am).

Nasledujúca veta hovoŕı, ako vyzerá v pŕıpade kauzálneho lineárneho procesu

autokovariančná a kumulantová funkcia a spektrálna a bispektrálna hustota.

Veta 7. Nech {εt, t ∈ Z} je biely šum stacionárny do 3. rádu a {cj}∞j=0 postupnost’

reálnych konštánt taká, že
∑∞

j=0 |cj| < ∞. Potom kauzálny lineárny proces Xt =
∑∞

j=0 cjεt−j je stacionárny do 3. rádu a pre t, t1, t2 ∈ Z plat́ı

R(t) = σ2

∞
∑

j=0

cjcj+|t|, (1.9)

c(t1, t2) = γ3

∞
∑

j=max{t−
1
,t−
2
}

cjcj+t1cj+t2 , (1.10)
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kde σ2 = E ε2t , γ3 = E ε3t a s
− = max{0,−s}. Ďalej označme g(λ) =

∑∞
j=0 cje

−ijλ.

Pre spektrálnu a bispektrálnu hustotu plat́ı

f(λ) =
σ2

2π
|g(λ)|2, (1.11)

f(λ1, λ2) =
γ3

(2π)2
g(−λ1 − λ2)g(λ1)g(λ2). (1.12)

Pred dôkazom ešte poznamenajme, že vzorec (1.9) budeme v dôkaze použ́ıvat’

v ekvivalentnom tvare

R(t) = σ2

∞
∑

j=t−

cjcj+t,

Rozdiel je len v inom indexovańı (v pŕıpade z vety má vždy prvé c v súčine menš́ı

index a zač́ına nulou, v tomto pŕıpade to zálež́ı na znamienku t.)

Dôkaz. Stacionarita a vzt’ahy (1.9), (1.10) sa dajú jednoducho overit’ priamym

výpočtom. Zo vzt’ahov (1.11), (1.12) pre overenie dosad́ıme do (1.3), (1.5). Najskôr

si uvedomme, že EXt = 0 pre všetky t ∈ Z. Následne oveŕıme (1.9) a zároveň

konečnost’ druhých momentov. Pre s, t ∈ Z plat́ı

E[XsXs+t] = E





∞
∑

i=0

ciεs−i

∞
∑

j=0

cjεs+t−j



 =
∑

i,j∈N0

cicjE[εs−iεs+t−j]

= σ2

∞
∑

i=t−

cict+i = R(t),

kde sme pri zámene sumy a strednej hodnoty použili Lebesgueovu vetu s integro-

vatel’nou majorantou
∑

i,j∈N0
|cicj||εs−iεs+t−j|. Jej integrovatel’nost’ plynie z nasle-

dujúcich úprav, kde využijeme nerovnost’ E|εt| ≤
√

E|εt|2 = σ.

E

[

∑

i,j∈N0

|cicj||εs−iεs+t−j|
]

=
∞
∑

i=t−

|cici+t|E|εs−i|2 +
∑

i,j∈N0

j 6=i+t

|cicj|E|εs−i|E|εs+t−j|

≤σ2
∑

i,j∈N0

|cicj| = σ2
∑

j∈N0

|cj|
∑

i∈N0

|ci| <∞

Autokovariančná funkcia teda naozaj záviśı len na rozdiele t. Ďalej oveŕıme (1.10)

a zároveň konečnost’ 3. momentov. Pre s, t1, t2 ∈ Z plat́ı

E[XsXs+t1Xs+t2 ] = E





∞
∑

i=0

ciεs−i

∞
∑

j=0

cjεs+t1−j

∞
∑

k=0

ckεs+t2−k





=
∑

i,j,k∈N0

cicjckE[εs−iεs+t1−jεs+t2−k] = γ3

∞
∑

i=max{t−
1
,t−
2
}

cict1+ict2+i

= c(t1, t2),
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kde sme pri zámene sumy a strednej hodnoty použili Lebesgueovu vetu s integro-

vatel’nou majorantou
∑

i,j,k∈N0
|cicjck||εs−iεs+t1−jεs+t2−5|. Integrovatel’nost’ opät’

plynie z nasledovných úprav, kde využijeme nerovnosti E|εt| ≤ 3

√

E|εt|3 = (γ′3)
1/3

a E|εt|2 ≤ (γ′3)
2/3.

E

[

∑

i,j,k∈N0

|cicjck||εs−iεs+t1−jεs+t2−k|
]

=
∞
∑

i=max{t−
1
,t−
2
}

|cici+t1ci+t2 |E|εs−i|3+

3
∑

i,j∈N0, i≥t−
2

j 6=i+t1

|ci||cj||ci+t2 |E|εs−i|2E|εs+t1−j|+

∑

i,j,k∈N0, j 6=i+t1
k 6=i+t2, t1−j 6=t2−k

|ci||cj||ck|E|εs−i|E|εs+t1−j|E|εs+t2−k| ≤ γ′3
∑

i,j,k∈N0

|cicjck| <∞

Kumulantová funkcia teda záviśı len na rozdieloch t1, t2, a tým máme aj stacio-

naritu do 3 rádu. Ďalej oveŕıme (1.11). Pre t ∈ Z plat́ı

∫ π

−π

eitλf(λ) dλ =
σ2

2π

∫ π

−π

eitλ
∞
∑

j=0

cje
−ijλ

∞
∑

k=0

cke−ikλ dλ

=
σ2

2π

∫ π

−π

∑

j,k∈N0

cjcke
iλ(t−j+k) dλ

=
σ2

2π

∑

j,k∈N0

cjck

∫ π

−π

eiλ(t−j+k) dλ

= σ2

∞
∑

k=t−

ckct+k = R(t),

kde sme pri zámene sumy a integrálu použili Lebesgueovu vetu s majorantou
∑

i,j∈N0
|cicj||eiλ(t−j+k)| = ∑

i,j∈N0
|ci||cj| < ∞. Jej integrovatel’nost’ plynie z jej

konštantnosti a toho, že obor integrácie je ohraničená množina (−π, π). Zostáva
overit’, že funkcia z (1.12) je bispektrálnou hustotou (teda, že jej Fourierova trans-

formácia je c(t1, t2)).

∫

[−π,π]2

eit1λ1+it2λ2f(λ1, λ2) d(λ1, λ2) =

=
γ3

(2π)2

∫

[−π,π]2

eit1λ1+it2λ2

∞
∑

j=0

cje
−ij(−λ1−λ2)

∞
∑

k=0

cke
−ikλ1

∞
∑

l=0

cle
−ilλ2 d(λ1, λ2)
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=
γ3

(2π)2

∫

[−π,π]2

∑

j,k,l∈N0

cjckcle
iλ1(t1+j−k)+iλ2(t2+j−l) d(λ1, λ2)

γ3
(2π)2

∑

j,k,l∈N0

cjckcl

∫

[−π,π]2

eiλ1(t1+j−k)+iλ2(t2+j−l) d(λ1, λ2)

= γ3

∞
∑

j=max{t−
1
,t−
2
}

cjct1+jct2+j = c(t1, t2),

kde sme pri zámene sumy a integrálu použili opät’ Lebesgueovu vetu s majorantou
∑

j,k,l∈N0
|cjckcl||eiλ1(t1+j−k)+iλ2(t2+j−l)| =

∑

j,k,l∈N0
|cj||ck||cl| < ∞. Jej integrova-

tel’nost’ opät’ plynie z toho, že integrujeme cez ohraničenú množinu. Pre tvrdenia

len o autokovariančnej funkcii a hustote by nám zrejme stačil aj biely šum staci-

onárný do 2. rádu (dokonca len nekorelovaný).

Z tvaru funkcie (1.9) si možme všimnút’, že pre postupnosti typu MA(n)

sú pre t > n všetky autokovariancie, a teda aj autokorelácie, nulové. Podobný

výsledok dostaneme aj v pŕıpade parciálnej autokovariančnej funkcie pre centro-

vané postupnosti typu AR(m). Ak v rovnosti (1.7) obe strany vynásob́ıme Xt−k,

k ≥ 1 a následne aplikujeme operátor strednej hodnoty, dostaneme vzt’ah pre au-

tokovariancie postupnosti. Vynásobenie konštantou 1/R(0) nám dá nasledujúcu

rovnost’ pre autokorelácie:

r(k) + a1r(k − 1) + · · ·+ amr(k −m) = 0. (1.13)

Z (1.13) vyplýva, že pre k > m má matica v čitateli (1.1) lineárne závislé st́lpce,

pretože

a1















1

r(1)
...

r(k − 1)















+ a2















r(1)

1
...

r(k − 2)















+ · · ·+ am















r(m− 1)

r(m− 2)
...

r(k −m)















+















r(1)

r(2)
...

r(k)















=















0

0
...

0















a posledný st́lpec je lineárnou kombináciou prvých m. Pre k > m bude teda

parciálna autokorelačná funkcia α(k) v pŕıpade postupnosti typu AR(m) nulová.

Hodnota k = k0, za ktorou zač́ına byt’ autokorelačná, resp. parciálna autoko-

relačná funkcia nulová sa nazýva bod useknutia. Pre identifikáciu vhodného li-

neárneho modelu je dôležité vediet’ túto hodnotu nájst’, pŕıpadne zistit’, že nee-

xistuje. Z vety 7 vidno z (1.11) a (1.12) ešte jednu vlastnost’ lineárných procesov.

Podiel

D(λ1, λ2) =
|f(λ1, λ2)|2

f(λ1)f(λ2)f(λ1 + λ2)
(1.14)
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totiž po vykráteńı vychádza konštantne γ23/(2πσ
6) a je nezávislý na frekvenciách

λ1, λ2. V pŕıpade gaussovského procesu je (1.14) dokonca nula, pretože tret́ı mo-

ment γ3 je u normálneho rozdelenia nulový. Toto môže byt’ jedna z možnost́ı, ako

pomocou vhodných odhadov hustôt testovat’, či sa jedná o lineárny proces.

1.2 Odhady a konštrukcia lineárnych modelov

Prvým krokommnohých testov linearity je nájdenie čo najvhodneǰsieho lineárneho

modelu, kde sa následnými testami na hodnoty vypoč́ıtaného bieleho šumu môže

ukázat’, že lineárny model nie je dostačujúci na zachytenie vzt’ahov medzi po-

zorovanými hodnotami a je treba prejst’ k zložiteǰśım nelineárnym štruktúram.

Pri hl’adańı správneho modelu hrajú dôležitú úlohu odhady autokorelačnej a par-

ciálnej autokorelačnej funkcie, ktoré si teraz zavedieme. Na základe ich porov-

nania so známymi teoretickými funkciami rôznych modelov môžme potom źıskat’

predstavu, o aký model by mohlo ı́st’.

Defińıcia. Majme n ∈ N pozorovańı X1, . . . , Xn z nejakej náhodnej postupnosti.

Výberovú autokovariančnú funkciu definujeme ako

R̂(k) =
1

n

n−k
∑

t=1

(Xt − X̄n)(Xt+k − X̄n), k = 0, . . . , n− 1

a pre k = −n+ 1, . . . ,−1 ako R̂(k) = R̂(−k). Ďalej definujeme výberovú auto-

korelačnú funkciu predpisom

r̂(k) =
R̂(k)

R̂(0)
, k = −n+ 1, . . . , n− 1,

kde X̄n = 1
n

∑n
t=1Xt.

Poznamenajme, ze R̂(k) nie je nestranným odhadom R(k), no za istých predpo-

kladov je asymptoticky nestranný. Viac nám o tom povedia nasledujúce tvrdenia.

Lemma 8. Nech {Xt, t ∈ Z} je postupnost’ stacionárna do 2. rádu s autokovari-

ančnou funkciou R(t) takou, že limt→∞R(t) = 0. Potom

lim
n→∞

varXn = 0.

Dôkaz. Vid’ [8], dôsledok 6.1.1.1, strana 309.
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Veta 9. Nech {Xt, t ∈ Z} je postupnost’ definovaná predpisom

Xt =
∞
∑

j=0

cjεt−j,

kde
∑∞

j=0 |cj| < ∞, {εt, t ∈ Z} je biely šum, Eε2t = σ2, Eε4t = ησ4 a η je kladná

konštanta. Potom pre pevné k ∈ N0 plat́ı

E[R̂(k)−R(k)] = −k
n
R(k)− n− k

n
var(Xn) +O(n−2), (1.15)

lim
n→∞

n2

n− k
var[R̂(k)] = (η − 3)R(k)2 +

∞
∑

t=−∞

[R(t)2 +R(t+ k)R(t− k)]. (1.16)

Dôkaz. Vid’ [8], veta 6.2.2, strana 316.

Z rovnosti (1.15) vid́ıme, že na asymptotickú nestrannost’ odhadu R̂(k) stač́ı,

aby limn→∞ var(Xn) = 0. Na to však podl’a lemmy 8 stač́ı, aby R(k) ǐsla k nule

pre k → ∞. Na konzistenciu z (1.16) stač́ı, aby
∑∞

t=−∞ |R(t)| <∞, pretože potom

aj
∑∞

t=−∞[R(t)2+R(t+k)R(t−k)] <∞. Z dôvodu asymptotickej nestrannosti sa

pri odhadoch odporúča, aby k ≤ n/4. Výberovú parciálnu autokorelačnú funkciu

dostaneme, ak v 1.1 použijeme r̂(k) miesto r(k).

Veta 10. Nech {Xt, t ∈ Z} je náhodná postupnost’ taká, že

Xt − µ =
∞
∑

j=−∞

cjεt−j,

kde {εt, t ∈ Z} je postupnost’ nezávislých rovnako rozdelených náhodných velič́ın.

Ďalej nech E|ε0|4 < 0 a
∑∞

j=−∞ |cj| < ∞. Nech r(k), k ∈ Z je autokorelačná

funkcia postupnosti {Xt, t ∈ Z} a nech r̂(k) je k-tý výberový korelačný koeficient

založený na X1, . . . , Xn. Potom pre každé pevné h ∈ N náhodný vektor
√
n(r̂(h)−

r(h)) pre n→ ∞ konverguje v distribúcii k normálnemu rozdeleniu N(0,W), kde

r̂(h) = (r̂(1), . . . , r̂(h))′ r(h) = (r(1), . . . , r(h))′

a W je matica typu h× h s prvkami

wij =
∞
∑

k=1

[r(k+ i) + r(k− i)− 2r(i)r(k)][r(k+ j) + r(k− j)− 2r(j)r(k)] (1.17)

pre i, j = 1, . . . , h.

Dôkaz. Vid’ [5], veta 7.2.1.
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Vzt’ah (1.17) sa nazýva Bartlettov vzorec a pomocou vety 10 vieme testovat’ hy-

potézy o bode useknutia autokrelačnej funkcie. Testy o hodnotách parciálnej au-

tokorelačnej funkcie využ́ıvajú Quenouvilleovu aproximáciu (vid’ [6]). Konkrétne,

ak pre k > k0 je αk = 0, tak približne plat́ı

α̂(k) ∼ N

(

0,
1

n

)

. (1.18)

Analogicky existuje podl’a vety 10 Bartlettova aporoximácia. Ak k0 je bod usek-

nutia autokorelačnej funkcie, tak pre k > k0 približne plat́ı

r̂(k) ∼ N



0,
1

n

(

1 + 2

k0
∑

t=1

r(t)2
)



 . (1.19)

V praxi sa neznáme hodnoty korelácíı v rozptyle v (1.19) odhadnú ich výberovými

verziami.

Z tvaru výberovej autokorelačnej a výberovej parciálnej autokorelačnej funk-

cie nie sme vždy schopńı určit’, o ktorý lineárny model sa jedná. Napŕıklad r(t)

a α(t) postupnosti typu ARMA(m,n), m > 0, n > 0, nemajú žiadne body usek-

nutia, a teda často len z odhadov r̂(t), α̂(t) nevieme dobre identifikovat’ lineárny

model vhodný pre pozorované hodnoty. V tomto pŕıpade môžeme rôzne zvažované

modely porovnat’ pomocou tzv. informačných kritéríı. Postupujeme tak, že spo-

medzi rôznych kandidátov ARMA(p, q) modelov, p ≥ 0, q ≥ 0, vyberieme ten

ARMA(p̂, q̂), ktorý sṕlňa

(p̂, q̂) = arg min
(p,q)

A(p, q),

kde A(p, q) je nejaké vhodne zvolené kritérium, ku ktorého konštrukcii potrebu-

jeme odhadnút’ model ARMA(p, q). Jednou z možnost́ı by bolo minimalizovat’

smerodatnú odchýl’ku odhadnutého bieleho šumu. V tomto pŕıpade by sme však

často dostávali zložiteǰsie modely s vel’a neznámymi parametrami. Preto je vhod-

neǰsie do kritéria pridat’ penalizáciu pŕılǐs vel’kého počtu neznámych parametrorv.

Na tejto myšlienke založené a najviac využ́ıvané kritériá sú:

• Akaikeho informačné kritérium (AIC):

AIC(p, q) = n ln σ̂2
p,q + 2(p+ q + 1).

• Schwarzovo-Bayesovo informačné kritérium (SBC):

SBC(p, q) = n ln σ̂2
p,q + lnn(p+ q + 1),
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kde σ̂2
p,q je odhad rozptylu bieleho šumu procesu ARMA(p, q) źıskaný metódou

maximálnej vierohodnosti a n je počet pozorovańı. Je vidiet’, že kritérium SBC

penalizuje počet neznámych parametrov silneǰsie než AIC.

Vyššie spomenuté metódy hl’adania vhodného modelu si ilustrujeme na jedno-

duchom pŕıklade. Majme teda 200 pozorovańıX1, . . . , X200 náhodnej postupnosti,

ktorá sa riadi modelom AR(1), konkrétne

Xt = 0, 7Xt−1 + εt, t ∈ Z.

Veličiny εt tvoria gaussovský biely šum so smerodatnou odchýl’kou σ = 0, 5.

Na obrázku 1.1 máme postupne priebeh postupnosti, odhady jej autokorelácíı

a parciálnych autokorelácíı a niektoré hodnoty kritéríı AIC a SBC. Z priebehu

na obrázku 1.1a je jasné, že sa nejedná o biely šum a hodnoty sú v čase korelované.

Na obrázkoch 1.1b, 1.1c sú odhady autokorelačnej a parciálnej autokorelačnej

funkcie, kde sú čiarkovane vyznačené kritické obory testov nulovosti korelácíı po-

mocou Bartlettovej, resp. Quenovilleovej aproximácie. Bartlettova aproximácia tu

predpokladá, že postupnost’ je biely šum. Jasne vidiet’, že parciálna autokorelačná

funkcia má bod useknutia k0 = 1, čo podporuje aj spomı́naný test. Autokore-

lačná funkcia postupne klesá k nule, a teda jasným kandidátom je model AR(1).

To nám potvrdzuje aj výber pomocou informačných kritérii na obrázku 1.1d.

Na vodorovnej osi sú hodnoty Akaikeho kritéria, na zvislej Bayesovho a každý

bod odpovedá jednému modelu. Popis bodu (m,n) vždy znamená, že ide o model

ARMA(m,n). Najvhodneǰsie modely sa budú nachádzat’ v l’avom dolnom rohu,

kde je práve model AR(1). Model odhadnutý metódou maximálnej vierohodnosti

má tvar

Xt = 0, 7154Xt−1 + εt

s odhadnutým rozptylom bieleho šumu σ̂2 = 0, 2544.
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Obrázek 1.1: Simulácia AR(1) modelu

Na záver podkapitoly o odhadoch ešte rozoberieme odhady spektrálnej a bis-

pektrálnej hustoty, ktoré môžu byt’ taktiež užitočným nástrojom na detekciu neli-

nearity. Výberové verzie týchto funkcii budú vychádzat’ zo vzt’ahov (1.2) a (1.4),

kde budeme použ́ıvat’ odhady R̂(t) a ĉ(t1, t2). Výberovú kumulantovú funkciu

definujeme prirozdene pre t1, t2 = −n+ 1, . . . , n− 1 ako

ĉ(t1, t2) =
1

n

n−k
∑

t=l

(Xt − X̄n)(Xt+t1 − X̄n)(Xt+t2 − X̄n), (1.20)

kde k = max{t1, t2, 0} a l = max{−t1,−t2, 0}. Podl’a vzorca (1.2) sa ponúka

definovat’ odhad spektrálnej hustoty z pozorovańı X1, . . . , Xn ako

f̂(λ) =
1

2π

n−1
∑

t=−n+1

R̂(t)e−itλ. (1.21)

Pozrime sa teraz bližšie na jeho vlastnosti. Podl’a nasledujúcej vety je f̂(λ) za po-

merne všeobecných predpokladov asymptoticky nestranným odhadom.

Veta 11. Nech {Xt, t ∈ Z} je stacionárna postupnost’ do 2. rádu s EXt = µ

a autokovariančnou funkciou R(t), pre ktorú plat́ı
∑∞

t=−∞ |R(t)| <∞. Potom

lim
n→∞

Ef̂(λ) =f(λ), λ 6= 0

lim
n→∞

Ef̂(0)− nµ2

2π
=f(0).

Dôkaz Vid’ [8], veta 7.1.1.

Ďalej podl’a nasledujúcej vety, za trochu spŕısnených predpokladov, sú odhady

hustoty v rôznych frekvenciách asymptoticky nezávislé.
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Veta 12. Nech {Xt, t ∈ Z} je postupnost’ definovaná vzt’ahom

Xt =
∞
∑

j=0

cjεt−j,

kde {cj, j ∈ N0} je postupnost’ reálnych konštánt, pre ktoré plat́ı
∑∞

j=0 |cj| < ∞
a {εt, t ∈ Z} je biely šum s nezávislými rovnako rozdelenými veličinami s nulovou

strednou hodnotou a kladným konečným rozptylom σ2. Nech je spektrálna hustota

f(λ) postupnosti Xt kladná. Potom pre všetky λ, ω ∈ (0, π), ω 6= λ konvergujú

postupnosti 2f̂(λ)/f(λ) a 2f̂(ω)/f(ω) v distribúcii k nezávislým náhodným ve-

ličinám s ch́ı-kvadrát rozdeleńım s 2 stupňami vol’nosti.

Dôkaz. Vid’ [8], veta 7.1.2.

Symbolicky by sme teda mohli naṕısat’ pre postupnosti a frekvencie sṕlňajúce

predpoklady vety 12, že

f̂(λ)
D−→ f(λ)

χ2(2)

2
, n→ ∞.

Odhad f̂(λ) teda nie je vhodným odhadom spektrálnej hustoty, pretože jeho

rozpyl nejde k nule so vzrastajúcim n. O tom, ako to vyzerá v pŕıpade gaussov-

ských postupnost́ı, hovoŕı nasledujúca veta.

Veta 13. Nech {Xt, t ∈ Z} je stacionárna gaussovská postupnost’ s nulovou stred-

nou hodnotou a spojitou spektrálnou hustotou f(λ). Potom plat́ı:

lim
n→∞

varf̂(λ) = f 2(λ), 0 6= λ ∈(−π, π),

lim
n→∞

varf̂(λ) = 2f 2(λ), λ ∈{−π, 0, π}.

Dôkaz. Vid’ [2], veta 10, strana 103.

Kvôli rozptylu a asymptotickej nezávislosti je so vzrastajúcim n priebeh f̂(λ)

stále viac a viac zubatý a nestabilný. Na obrázku 1.2 máme odhadnuté hodnoty

hustoty bieleho šumu vo frekvenciách −π + 2kπ/n, k = 1, . . . , n pre n = 100

a n = 500 (teoretická hustota je konštanta σ2/(2π)).

Odhad f̂(λ) muśıme teda poupravit’, aby bol konzistentý. Chceme to ale uro-

bit’ tak, aby výsledok platil pre čo najviac lineárnych postupnost́ı, pretože naš́ım

ciel’om je testovanie linearity. Prirodzeným riešeńım, ako obmedzit’ vysokú va-

riabilitu odhadu f̂(λ), sa jav́ı byt’ vyrovnávanie pomocou ḱlzavých priemerov.

Priebeh odhadu vyhlad́ıme teda tým, že hodnotu vo frekvencii λ0 definujeme ako
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Obrázek 1.2: Odhady spektrálnej hustoty bieleho šumu s σ = 2

vhodne spriemerované hodnoty f̂(λ) vo frekvenciách bĺızkeho okolia λ0. Toto pri-

emerovanie sa rob́ı pomocou vážiacej funkcie Wn(λ). Zvykne sa nazývat’ aj spek-

trálne okno, pretože je nenulová len na okoĺı nuly, ktoré určuje pomocou akého

vel’kého okolia jednotlivých frekvencii budeme priebeh hustoty vyhladzovat’. Š́ırku

okna si určujeme sami podl’a toho, ako chceme priebeh vyhladit’. Vážiaca funkcia

Wn má štandardne vlastnosti:

1.
∫ π

−π
Wn(λ) dλ = 1, teda súčet všetkých váh je 1,

2. Wn(λ) = Wn(−λ), teda súmernost’ kvôli zachovaniu súmernosti odhadu okolo

nuly

V nasledujúcich partiách k nim ešte pridáme daľsie vlastnosti, ktoré zabezpečia,

aby rozptyl vyhladeného odhadu konvergoval k nule. Nový, vyrovnaný odhad

spektrálnej hustoty so spektrálnym oknom Wn(λ) definujeme nasledovne.

f̂W(λ) =

∫ π

−π

f̂(λ− ω)Wn(ω) dω (1.22)

Spriemerovańım susedných hodnôt sa nám však môže zvýšit’ vychýlenie. Č́ım

širšie spektrálne okno zvoĺıme, tým budeme mat’ hladš́ı odhad hustoty s menšou

variabilitou. Na druhú stranu však vychýlenie odhadu môže byt’ o to väčšie. Tieto

dva protichodné faktory sa v štatistických odhadoch vyskytujú pomerne často.

Prakticky by sa ale odhad f̂W podl’a vzorca (1.22) zle poč́ıtal. Môžeme ho však

vyjadrit’ aj pomocou ḱlzavých priemerov už v tzv. časovej doméne (t.j. pomo-

cou odhadnutých autokovariancíı). Vážiacu funkciu v časovej doméne budeme
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nazývat’ časové okno Wn(t), ktoré bude nenulové pre t = −Mn, . . . ,Mn, Mn < n.

Ked’že je odhad autokovariancie R̂(t) tým presneǰśı, č́ım je |t| menšie, tak sa

od časového okna očakáva, aby váhy so stúpajúcim |t| klesali (nerástli).Časové
okno býva odvodené od nejakej spojitej ohraničenej funkcie w(x), pre ktorú plat́ı:

|w(x)| ≤ 1

w(0) = 1 (1.23)

w(x) = w(−x)
w(x) = 0 pre |x| > 1.

Potom Wn(t) = w(t/Mn). Označme Wn(λ) Fourierovu transformáciu Wn(t), t.j.

Wn(λ) =
1

2π

Mn
∑

t=−Mn

Wn(t)e
−itλ, (1.24)

Wn(t) =

∫ π

−π

Wn(λ)e
itλ dλ. (1.25)

Ďalej podl’a (1.21) je f̂(λ) Fourierova transformácia R̂(t). Vyrovnaný odhad

f̂W(λ) s použit́ım spektrálneho okna Wn dostaneme aplikáciou časového okna

na vzorec (1.21). Svedčia o tom nasledujúce úpravy:

f̂W(λ) =

∫ π

−π

Wn(ω)f̂(λ− ω) dω =

∫ π

−π

Wn(λ− ω)f̂(ω) dω

=
1

2π

∫ π

−π

Mn
∑

t=−Mn

Wn(t)e
−it(λ−ω)f̂(ω) dω

=
1

2π

Mn
∑

t=−Mn

Wn(t)e
−itλ

∫ π

−π

eitωf̂(ω) dω

=
1

2π

Mn
∑

t=−Mn

Wn(t)e
−itλR̂(t).

Všimnime si, že vd’aka párnosti w(x) je spektrálne okno v tvare (1.24) tiež

párne a navyše sṕlňa aj prvú vlastnost’ o integrácii na jednotku. Teraz si uve-

dieme pŕıklad dvojice časového a spektrálneho okna pre rôzne body useknutia

Mn (pre tento pŕıklad budeme bod useknutia značit’ len M). Konkrétne to bude

Parzenovo okno, ktoré neskôr použijeme aj v d’aľśıch kapitolách (d’aľsie pŕıklady

a ich vlastnosti sa dajú nájst’ v [23], kapitola 12.3.3). Jeho časová verzia má tvar

W P (t) =















1− 6(t/M)2 + 6(|t|/M)3, |t| ≤M/2

2(1− |t|/M)3, M/2 < |t| ≤M

0, |t| > M

(1.26)
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a je odvodená od funkcie

w(x) =















1− 6x2 + 6|x|3, |x| ≤ 1/2

2(1− |x|)3, 1/2 < |x| ≤ 1

0, |x| > 1.

(1.27)

Odpovedajúca spektrálna verzia okna (Fourierova transofmácia) je po úpravách

(vid’ [23], strana 278)

WP (λ) =
3

8πM3

(

sin(λM/4)

1/2 sin(λ/2)

)4

{1− 2/3[sin(λ/2)]2}.

Ich grafy pre M = 5, 10, 20 vyzerajú nasledovne.
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Obrázek 1.3: Parzenovo okno pre M = 5, 10, 20

Na obrázku 1.3a je funkcia (1.27) a vyznačené body sú hodnoty časového okna.

Všetky vyznačené body patria oknu s M = 20. Oknu s M = 10 patria čierne

a šedé a oknu s M = 5 len čierne. Na obrázku 1.3b je potom odpovedajúca verzia

spektrálneho okna, t.j. Fourierova trasformácia časového. Parzenovo okno sme

zvolili práve kvôli jeho hladkosti. Ako je v [23] pekne ilustorvané, ak by totiž

hodnoty okna pochádzali z nespojitej funkcie, pŕıpadne takej, ktorá má ”ostré

rohy”, spektrálna verzia tohto okna by bola značne zvlnená a váhy by boli po-

merne vel’ké aj v dost’ vel’kej vzdialenosti od frekvencie, v ktorej hodnotu hustoty

vyrovnávame. Ako pŕıklad takéhoto menej vhodného okna môžeme uviest’ funk-

ciu, od ktorej je odvodené Bartettovo okno. Má tvar w(x) = max{1 − |x|, 0}. Z
obrázku 1.3b d’alej vid́ıme, že s rastúcim bodom useknutia sa spektrálne okno vi-

ac a viac ”zošt́ıhl’uje”a ”zošpicat’uje”. Aby sme dosiahli to, čo sme vyrovnávańım

chceli docielit’, teda konvergenciu rozptylu odhadu k nule, nemôže sa tento proces
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”zošt́ıhl’ovania”a ”zošpicat’ovania”so vzrastajúcim n diat’ pŕılǐs rýchlo. Teraz uve-

dieme tvrdenie, ktoré hovoŕı aké muśı byt’ Mn, aby rozptyl vyrovnaného odhadu

ǐsiel k nule.

Veta 14. Nech {Xt, t ∈ Z} je postupnost’ stacionárna do 4. rádu s autokovari-

ančnou funkciou R(t) takou, že
∑∞

t=−∞ |R(t)| < ∞. Ďalej nech w(x) je spojitá

ohraničená funkcia, ktorá spĺňa (1.23), Mn → ∞ a Mn/n → 0 pre n → ∞.

Potom pre l’ubovolné λ1, λ2 ∈ (0, π) a pre odhad

f̂w(λ) =
1

2π

Mn
∑

t=−Mn

w(t/Mn)R̂(t)e
−itλ

plat́ı

lim
n→∞

n

Mn

cov[f̂w(λ1), f̂w(λ2)] = δ(λ1, λ2)f
2(λ1)

∫ 1

−1

w2(x) dx,

kde δ(λ1, λ2) = 1 ak λ1 = λ2 a 0 ak λ1 6= λ2 . Navyše, pre l’ubovolné ε > 0 je

konvergencia rovnomerná v λ1 a λ2 ak λ1 ≤ ε a λ1 ≤ ε.

Dôkaz. Vid’ [15], veta 5A.

Veta vlastne hovoŕı, že rozptyl f̂w(λ) sa dá aproximovat’ výrazom

Mn

n
f 2(λ)

∫ 1

−1

w2(x) dx

Bude teda o to menš́ı, o čo pôjde Mn ”pomaľsie”do nekonečna. Menšie hodnoty

Mn však zvyšujú vychýlenie odhadu (”rozširujú”spektrálne okno), no aby sme

dostali nami želanú konvergenciu rozptylu k nule, Mn muśı ı́st’ do nekonečna

”pomaľsie”než n v zmysle limn→∞ n/Mn = ∞. My by sme však zároveň chceli

vychýlenie natol’ko malé, aby si odhad zachoval asymptotickú nestrannost’. Vtedy

nesmie byt’ rast Mn pŕılǐs pomalý, no bude záležat’ aj na rýchlosti konvergnecie

R(t) k nule a vlastnosti zvoleného okna. O tom, kedy je to možné, hovoŕı nasle-

dujúce tvrdenie. Aby sme mu mohli porozumiet’, zavedieme si pred tým pojem

charakteristického exponentu.

Defińıcia. Nech w(x) je spojitá ohraničená funkcia sṕlňajúca (1.23). Definujme

k(r) = lim
x→0

1− w(x)

|x|r .

Potom r∗ = sup{r, k(r) existuje, r <∞} nazveme charakteristický exponent.

Veta 15. Nech platia predpoklady vety 14. Nech existuje q > 0 také, že

∞
∑

t=−∞

|t|q|R(t)| <∞
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a w(x) má charakteristický exponent r ≥ q. Nech limn→∞ n/(M1+2q
n ) ∈ (0,∞).

Potom rovnomerne v λ plat́ı

lim
n→∞

M2q
n |Ef̂w(λ)− f(λ)| = 0, r >q

=
1

2π

∣

∣

∣

∣

k(q)
∞
∑

t=−∞

|t|qR(t)e−itλ

∣

∣

∣

∣

2

, r =q.

Dôkaz. Vid’ [15], veta 5B.

Práve uvedená veta hovoŕı vlastne to, že ak autokovariančná funkcia postup-

nosti ide dostatočne rýchlo k nule (existencia kladného q) a ak vyberieme okno

s charakteristickým exponentom aspoň q, tak pri správnom výbere Mn dostane-

me asymptoticky nestranný odhad. Vzhl’adom na to, že autokorelačná funkcia

lineárnej postupnosti riadiacej sa modelom ARMA je (konečná) lineárna kom-

binácia geometricky klesajúcich postupnost́ı (vid’ [6], strana 337), s existenciou

kladného q z vety 15 by nemal byt’ vel’ký probém. Nami použ́ıvané Parzenove

okno má zrejme charakteristický exponent r = 2.

Posledným článkom v podkapitole o odhadoch je odhad bispektrálnej husto-

ty. Vzhl’adom na to, že je analógiou odhadu spektrálnej hustoty, nebudeme sa

ńım zaoberat’ do takého deatilu. Intuit́ıvne zavedený odhad podl’a vzorca (1.4) s

použit́ım (1.20) nie je opät’ vhodný a muśıme použit’ odhad vyrovnaný. V tejto

práci sa použije dvojrozmerné časové okno odvodené z funkcie (1.27), konkrétne

w2(x1, x2) = w(x1)w(x2)w(x1 − x2),

kde pre hodnoty okna v časoch t1, t2 dosad́ıme za x1, x2 hodnoty t1/Mn, t2/Mn.

Tvar tohto okna sa voĺı tak, aby boli zachované rôzne symetrické vlastnosti bis-

pektra. O tejto téme bude ešte pojednané v d’aľśıch častiach. Graf funkcie w2 je

na nasledujúcom obrázku. Vyrovnaný odhad bispektrálnej hustoty teda môžme

zaṕısat’ v tvare

f̂w(λ2, λ2) =
1

(2π)2

Mn
∑

t1=−Mn

Mn
∑

t2=−Mn

w2

(

t1
M
,
t2
M

)

ĉ(t1, t2)e
−it1λ1−it2λ2 .

Za podobných (no trochu zložiteǰśıch) predpokladov ako vo vete 14 (t.j. napr. ab-

solútna konvergencia nekonečných súm autokumulantových funkcíı vyšš́ıch rádov)

sa dá dokázat’ (vid’ [22]), že za platnosti limn→∞M2
n/n = 0 je vyrovnnaný odhad

f̂w(λ1, λ2) konzistentný a navyše náhodná veličina

√
n

Mn

[

f̂w(λ1, λ2)− Ef̂w(λ1, λ2)

]
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Obrázek 1.4: funkcia dvojrozmerného časového okna

konverguje v distribúcii ku komplexnej náhodnej veličine X + iY , kde X aj Y

sú nezávislé, normálne rozdelené náhodné veličiny s nulovou strednou hodnotou

a rozptylom

σ2 =
1

2

v2
2π
f(λ1)f(λ2)f(λ1 + λ2),

kde

v2 =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

w2
2(x, y) dx dy.

Tvrdenie plat́ı vo vnútri tzv. hlavnej domény bispektra A = {(λ1, λ2) ∈ R
2, 0 ≤

λ2 ≤ min(λ1, 2(π−λ1))}, ktorej význam špecifikujeme neskôr. V d’aľsom budeme

teda predpokladat’, že body useknutia pre odhady spektra a bispektra sṕlňajú

Mn/n→ 0 a M2
n/n→ 0 v tomto porad́ı a oba odhady sú konzistentné.

1.3 Nelineárne modely časových radov

Pred tým ako sa začneme zaoberat’ testami linearity, potrebujeme poznat’ aj niek-

toré základné typy a vlastnosti nelineárnych modelov. Koncom 70-tych rokov sa

začala zväčšovat’ potreba modelovat’ komplexneǰsie vlastnosti náhodných postup-
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nost́ı, ktoré už modely so štruktúrou ARMA nedokázali pokryt’. Prvou takou

vlastnost’ou, ktorú gaussovský ARMAmodel nedokáže zachytit, je časová nezvrat-

nost’. Náhodná postupnost’ {Xt, t ∈ Z} je časovo zvratná, ak pre všetky n ∈ N

a t1, . . . , tn ∈ Z majú vektory (Xt1 , . . . , Xtn), (X−t1 , . . . , X−tn) rovnaké mnoho-

rozmerné pravdepodobnostné rozdelenie. Postupnost’, ktorá nie je časovo zvratná

sa nazýva časovo nezvratná. Časovo nezvratná môže byt’ napŕıklad taká postup-

nost’, v ktorej sa nachádza asymetria medzi rastom a poklesom, t.j. rýchleǰsie klesá

ako stúpa alebo naopak. Ďaľsou z vlastnost́ı, ktoré gaussovské ARMA modely ne-

dokážu zachytit’, sú limitné cykly. Povieme, že náhodná postupnost’Xt má limitný

cyklus, ak sa po vynechańı všetkých náhodných zložiek (biely šum polož́ıme celý

rovný nule) hodnoty postupnosti bĺıžia k pravidelne sa opakujúcemu cyklu. Prvé

dva typy nelineárnych modelov, ktoré boli sformulované, sú po častiach lineárny

alebo prahový model a bilineárny model.

Prahový model (TAR z anglického threshold autoregresive) je rozš́ıreńım li-

neárneho AR(n) modelu. Najskôr uvedieme jeho najjednoduchšiu variantu s 2

režimami rádu 1:

Xt = φXt−1 + εt, ak Xt−1 > C

Xt = φ′Xt−1 + ε′t, ak Xt−1 ≤ C, (1.28)

kde C je prahová hodnota, φ 6= φ,, εt je biely šum s nulovou strednou hodnotou

a rozptylom σ2, zatial’ čo ε′t je biely šum s nulovou strednou hodnotou a rozpty-

lom σ′2. Náhodná postupnost’Xt teda meńı svoje správanie pri každom prekročeńı

prahovej hodnoty C. Poznamenajme, že na slabú stacionaritu do druhého rádu

modelu (1.28) je potrebné, aby platilo φ < 1, φ′ < 1 a φφ′ < 1. Podobné modely sú

často vhodné pre hydrologické dáta (napŕıklad pri zvýšenej úrovni zrážok sa pri-

etoky riek správajú inak). Prahový model môže mat’ samozrejme aj viac režimov

s autoregresiami vyššieho rádu. Všeobecne by sme ho mohli zaṕısat’ nasledovne:

Xt = α(j)+φ
(j)
1 Xt−1+· · ·+φ(j)

pj
Xt−pj+ε

(j)
t , pre Pj−1 ≤ Xt−d < Pj , j = 1, . . . , r,

kde d a r sú dané prirodzené č́ısla, prahy Pj sú reálne č́ısla splňujúce −∞ = P0 <

P1 < · · · < Pr = ∞ a {ε(j)t } sú navzájom nezávislé biele šumy s rozptylom σ2
j .

Identifikácia a odhad sú obvykle robené aplikáciou informačných kritérii.

Bilineárny model by sme mohli vo svojej najjednoduchšej forme zaṕısat’ takto:

Xt = βXt−lεt−k + εt, (1.29)

kde β je parameter, k, l ≥ 1 a εt je biely šum. Model (1.29) je striktne aj slabo

stacionárny do 2. rádu, ak β2σ2 < 1. Vlastnosti Xt závisia na tom, či k > l,
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k < l alebo k = l. V prvom pŕıpade sa model nazýva subdiagonálny, v druhom

superdiagonálny a v tret’om diagonálny. V pŕıpade l > k sú všetky autokorelácie

Xt nulové a teda postupnost’ Xt by mohla byt’ mylne zamieňaná s bielym šumom,

ak by sme sa pri vyšetrovańı závislosti obmedzovali len na korelačnú štruktúru.

Podložme si práve vyslovené tvrdenia výpočtami. Ked’že l > k, tak Xt−l nezáviśı

na εt−k a

EXt = βEXt−lεt−k + Eεt = 0.

Pre i ≥ 1 plat́ı

EXtXt−i =β
2E(Xt−lεt−kXt−l−iεt−k−i) + βE(Xt−lεt−kεt−i)

+ βE(εtXt−l−iεt−k−i) + Eεtεt−i = 0,

pretože v každej zátvorke je jedno εt s indexom vyšš́ım ako všetky ostatné činitele.

Ak však predpokladáme stacionaritu až do štvrtého rádu, veličiny X2
t už vyjdú

korelované. Všeobecne by sme mohli bilineárne modely zaṕısat’ nasledovne.

Xt = α +

p
∑

i=1

φiXt−i +

q
∑

i=j

θjεt−j +
P
∑

m=1

Q
∑

n=1

βm,nXt−mεt−n + εt

To, či je model superdiagonálny, diagonálny alebo subdiagonálny sa rozlǐsuje po-

dl’a toho, kde má matica (βm,n) nenulové prvky.

Posledný špeciálny typ nelinearity, ktorý spomenieme vychádza z prahového

modelu. Jeho nevýhodou je, že zmena režimu prebieha pri prekročeńı prahu sko-

kovite. Často však môže v skutočnosti táto zmena prebiehat’ postupne (spojite).

Túto situáciu zachýtáva takzvaný autoregresný model so spojitým prechodom,

STAR (z anglického smooth transition autoregresive). Pre prechod medzi dvoma

režimami by sme STAR model mohli zaṕısat’ nasledovne:

Xt = φ0 + φ′Xt−1 + (θ0 + θ′Xt−1)F
(

γ(a′Xt−1 − C)
)

+ εt, (1.30)

kdeXt−1 = (Xt−1, . . . , Xt−p)
′, φ = (φ1, . . . , φp)

′, θ = (θ1, . . . , θp)
′, a = (a1, . . . , ap)

′

a γ > 0. Funkcia F je prechodová funkcia, ktorá sa voĺı tak, aby mala približne

tvar ṕısmena S. Často sa za F dosádza distribučná funkcia normálneho alebo

logistického rozdelenia. Špeciálnou vol’bou vektoru a tak, že bude mat’ jednot-

ku na d-tej poźıcii a inak všade nuly, docielime, aby prechod medzi režimami

regulovala veličina Xt−d.
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2. Testy linearity

2.1 Linearita vs. nelinearita všeobecne

Väčšina testov, predstavených v tejto kapitole predpokladá predošlé odhadnu-

tie čo najlepšieho ARMA modelu a až potom následné testovanie, či štruktúra

ARMA dobre zachytáva vzájomné závislosti velič́ın časového radu, a či nezostali

nejaké nelineárne štruktúry nevysvetlené.

2.1.1 McLeodov-Liov test

Nech {Xt} je náhodná postupnost’ stacionárna do štvrtého rádu a X1, . . . , Xn jej

realizácia. Predpokladajme, že máme už aj preložený vhodný ARMA(p, q) model

s vypoč́ıtanými reziduami ε̂t (to plat́ı pre zvyšok tohoto odstavca). Tu by sme

mohli testovat’ vhodnost’ modelu aj klasickými Q-testami (vid’ [6]), ktoré testujú

adekvátnost’ preloženého modelu, alebo inak to, či sú vypoč́ıtané reziduá bielym

šumom. Prvý test použ́ıva Boxovu-Pierceovu štatistiku

Qε = n
M
∑

k=1

(r̂ε(k))
2,

kde r̂ε(k) je výberový korelačný koeficient spoč́ıtaný z vektorov (ε̂1, . . . , ε̂n−k),

(ε̂k+1, . . . , ε̂n). Štatistika Qε má za predpokladu, že postupnost’ sa naozaj riadi

modelom ARMA(p,q) rozdelenie χ2(M − p − q). Druhý, silneǰśı test, použ́ıva

Ljungovu-Boxovu štatistiku

Q∗
ε = n(n+ 2)

M
∑

k=1

1

n− k
(r̂ε(k))

2,

ktorá má za predpokladu adekvátnosti modelu tiež rozdelenie χ2(M − p − q).

My vieme, že napŕıklad niektoré bilineárne modely sa môžu správat’ ako biely

šum. Motivovańı týmto faktom, McLeod a Li ([14]) poṕısali test, ktorý použ́ıva

na odhalenie odchýlok od odhadnutej ARMA štruktúry štvorce vypoč́ıtaných

rezidúı. Odhad korelácíı štvorcov rezidúı s posunut́ım v čase o k definujeme ako

r̂ε2(k) =

∑n
t=k+1(ε̂

2
t − σ̂2)(ε̂2t−k − σ̂2)

∑n
t=1(ε̂

2
t − σ̂2)2

,

kde

σ̂2 =
1

n

n
∑

t=1

ε̂2t .

McLeodov-Liov test sa zakladá na tvrdeńı nasledujúcej vety.
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Veta 16. Ak je ARMA(p, q) model adekvátny, tak pre pevné M ∈ N má náhodný

vektor
√
nr̂ε2 =

√
n(r̂ε2(1), . . . , r̂ε2(M))T

pre n → ∞, asymptoticky normálne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou

a jednotkovou variančnou maticou.

Dôkaz. Vid’ [14]

Test sa potom rob́ı pomocou štatistiky

Q∗
ε2 = n(n+ 2)

M
∑

k=1

r̂2ε2(k)

n− k
,

ktorá má za predpokladu, že ARMA model je vhodný, asymptoticky rozdelenie

χ2(M). Hypotézu linearity zamietame vtedy, ked’ testová štatistika vyjde väčšia,

ako zvolený kvantil spomı́naného χ2(M) rozdelenia (konkrétne v našom pŕıpade

95%-ný kvantil).

2.1.2 Keenanov test

Tento test je založený na tzv. Volterrovom rozvoji (vid’ [11],[20]) stacionárnych

postupnost́ı do tvaru

Xt = µ+
∞
∑

u=−∞

cuεt−u +
∞
∑

u,v=−∞

cu,vεt−uεt−v +
∞
∑

u,v,w=−∞

cu,v,wεt−uεt−vεt−w + . . .

kde εt sú silno stacionárne, rovnako rozdelené nezávislé náhodné veličiny s nulo-

vou strednou hodnotou. Myšlienka testu je taká, že najskôr urob́ıme pre vhodne

vel’ké pevné M regresiu Xt na {1, Xt−1, . . . , Xt−M}. Nech X̂t sú vypoč́ıtané hod-

noty tejto regresie a ε̂t nech sú odpovedajúce vypoč́ıtané reziduá. Ak model nie je

lineárny a napŕıklad niektoré cu,v z Volterrovho rozvoja sú nenulové, tak ε̂t by ma-

li byt’ korelované s členmi typu Xt−u ·Xt−v. Veličiny X̂
2
t sú lineárnou kombináciu

takýchto členov, a teda v druhom kroku vysvetĺıme klasickou regresiou X̂2
t pomo-

cou regresorov 1, Xt−1, . . . , Xt−M . Tým odstránime čast’ korelovanú práve s tými

regresormi a ostanú nám vypoč́ıtané reziduá z 2. kroku, ktoré označme ξ̂t. Tie by

mali byt’ korelované s ε̂t v pŕıpade nelinearity a nekorelované v pŕıpade linearity.

Ďalej označme

η̂ =

∑n
t=M+1 ε̂tξ̂t

(
∑n

t=M+1 ξ̂t)
1/2
.
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Poznamenajme, že η̂ · (∑n
t=M+1 ξ̂t)

−1/2 by bol odhad parametru pri ξ̂t v regresii ε̂t

na ξ̂t. Na základe štatistiky η̂ bude založený aj samotný test, preto si teraz o nej

vyslovme tvrdenie.

Veta 17. Nech Xt je postupnost’ stacionárna do 2. rádu riadiaca sa AR(M)

modelom s reprezentáciou

Xt − µ =
M
∑

j=1

aj(Xt−j − µ) + εt,

kde εt sú nezávislé rovnako rozdelené s nulovou strednou hodnotou, rozptylom

σ2 a konečnými 4. momentmi. Potom η̂ má asymptoticky normálne rozdelenie

N(0, σ2).

Dôkaz. Vid’ [11].

Prejdime teraz k samotnej testovej štatistike. Označme

F =
η̂2(n− 2M − 2)
∑n

t=M+1 ε̂
2
t − η̂2

. (2.1)

Za predpokladov z vety 17 má štatistika F asymptotické χ2(1)-rozdelenie. Po-

sledné tvrdenie je taktiež dokázané v [11]. Na základe tohoto tvrdenia sa urob́ı

aj samotný asymptotický test linearity. Nulovú hypotézu zamietneme v pŕıpade

pŕılǐs vysokej testovej štatistiky F . Na hladine 5% by to bolo v pŕıpade pre-

kročenia 95%-ného kvantilu rozdelenia χ2(1).

2.1.3 Tsayov test

Tsayov test je je v podstate rozš́ırenie predošlého Keenanovho testu, ktorý poṕısal

Tsay v [20]. V prvom kroku rovnako ako v predošlom pŕıpade odhadujeme model

Xt = a′Xt−1 + et,

kde Xt−1 = (1, Xt−1, . . . , Xt−M) a a je vektor parametrov. V druhom kroku Kee-

nanovho testu sa na indikáciu nelinearity použ́ıvajú už sč́ıtané hodnotyXt−u·Xt−v

do súčtu X̂2
t . Týmto sčitovańım strat́ıme čast’ informácie o tom, s ktorým z kva-

dratických členov sú reziduá z prvého kroku korelované. Tsay navrhol v dru-

hom kroku urobit’ regresiu každej zložky vektoru Mt−1 = (Xt−i · Xt−j; i, j =

1, . . . ,M, i ≤ j) na {1, Xt−1, . . . , Xt−M}, teda odhadnút’ teoretický model (po zložkách)

Mt−1 = B′Xt−1 + ξt.
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Tvrdenie nulovej hypotézy potom prejde na nulovost’ parametru c v modeli

et = c′ξt + εt.

Teda za predpokladu, že vysvetlenie v prvom kroku bolo dostatočné, et nie sú

závislé na kvadratických členoch a model je lineárny. Celá procedúra sa dá zjed-

nodušit’, ak si uvedomı́me, že

et = c′ξt + εt = c′(Mt−1 −B′Xt−1) + εt

a po dosadeńı do 1. kroku dostaneme teoretický model

Xt = (a′ − c′B′)Xt−1 + c′Mt−1 + εt,

kde môžeme klasickým F-testom použ́ıvaným v regresii (vid’ [6] kapitola 3.6.4)

testovat’ hypotézu nulovosti c. F-̌statistika bude mat’ v tomto pŕıpade asympto-

ticky F rozdelenie so stupňami vol’nosti (M(M +1)/2, n−M −M(M +1)/2−1).

Naopak nevýhodou Tsayovho testu by pri menšom počte pozorovańı mohol byt’

pŕılǐs vel’ký počet odhadovaných neznámych parametrov. Nulovú hypotézu bu-

deme opät’ zamietat’, ak F -̌statistika prekroč́ı 95%-ný kvantil spomı́naného F -

rozdelenia.

2.1.4 Bispektrálny test

Bispektrálnym testom by sme mohli nazvat’ všetky testy, ktoré testujú lineari-

tu na základe hodnôt bispektra. Ked’že v špeciálnom pŕıpade gaussovskosti po-

stupnosti je bispektrum nulové, zvykne sa pri popise bispektrálnych testov tento

pŕıklad špeciálne spomenút’ vzhl’adom na zjednodušenia, ktoré nulovost’ prináša.

Pri testovańı linearity sa zase použ́ıva konštantnost’ podielu (1.14). Z defińıcie

bispektrálnej hustoty vid́ıme, že je v oboch argumentoch 2π-periodická. Bispek-

trum má však ešte daľsie vlastnosti, vd’aka ktorým sa nepotrebujeme pozerat’

na hodnoty v celom štvorci [−π, π]× [−π, π]. Nech {Xt, t ∈ Z} je ako vo vete 4.

Potom plat́ı

EXτXτ+t1Xτ+t2 = c(t1, t2) =

EXτXτ+t2Xτ+t1 = c(t2, t1) =

EXτ+t1XτXτ+t2 = c(−t1, t2 − t1) =

EXτ+t2Xτ+t1Xτ = c(t1 − t2,−t2).

K vymenovaniu všetkých možnost́ı chýba ešte c(−t2, t1 − t2) a c(t2 − t1,−t1),
no tie sú už kombináciou predošlých. Pre bispektrálnu hustotu teda platia ešte
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s využit́ım f(λ1, λ2) = f(−λ1,−λ2) nasledujúce rovnosti.

f(λ1, λ2) = f(λ2, λ1) = f(−λ2,−λ1)
= f(−λ1 − λ2, λ2) = f(λ1 + λ2,−λ2)
= f(λ1,−λ1 − λ2) = f(−λ1, λ1 + λ2)

Každá z nich určuje v rovine R2 jednu priamku. Konkrétne, v porad́ı po riadkoch

to sú: λ2 = λ1, λ2 = −λ1, λ2 = −2λ1, λ2 = 0, λ2 = −1/2λ1, λ1 = 0. Každá

z týchto priamok rozdel’uje rovinu na 2 polroviny a zo znalosti hodnôt f(λ1, λ2)

v jednej z nich sme schopńı podl’a predošlých rovnost́ı zistit’ hodnoty funkčných

hodnôt v druhej. Týchto 6 priamok nám rozdeĺı rovinu na 12 čast́ı a my z hodnôt

v jednej z nich môžeme dostat’ hodnoty v celej rovine. Na obrázku 2.1 je vyznačený

šest’uholńık. Na základe 2π-periodickosti bispektra sú v tomto šest’uholńıku určite

všetky možné funkčné hodnoty.

λ1

λ 2

− π − 2π 3 0 2π 3 π

−
π

−
2π

3
0

2π
3

π

A

− − − − − − − − − −− − − − − − − − −− − − − − − − −− − − − − − −− − − − − −− − − − −− − − −− − −− −−

Obrázek 2.1: hlavná doména bispektra - A

Ten je d’alej rozdelený spomı́nanými priamkami na 12 trojuholńıkov a z vlastnost́ı,

ktoré sme si o priamkach odvodili nám teda stač́ı poznat’ funkčné hodnoty len

v jednom z nich. My sa zameriame na trojuholńık označený ṕısmenom A =

{(λ1, λ2) ∈ R
2, 0 ≤ λ2 ≤ min(λ1, 2(π − λ1))}, ktorý nazveme hlavná doména

bispektra.

Majme X1, . . . , Xn náhodné veličiny, ktoré pochádzajú z lineárnej náhodnej

postupnosti stacionárnej do 6. rádu. Váhy W (t), ktoré použijeme na odhad hus-

toty, budú tvorit’ už spomı́nané Parzenovo okno (1.26). Na odhad bispektrálnej

32



hustoty použijeme dvojrozmerné okno W (t1, t2) = W (t1)W (t2)W (t1 − t2). Takto

definované dvojrozmerné okno zachováva všetky spomı́nané symetrie bispektra,

pretože preň platia rovnaké symetrie ako pre autokumulantovú funkciu.

Nasledujúci test linearity je poṕısaný aj v článku [19]. Na tomto mieste si

uvedieme v krátkosti jeho myšlienku. Detailneǰsie sa budeme zaoberat’ analo-

gickými testami, ktoré vznikli vylepšeńım tohto. Začneme tým, že si zvoĺıme

hrubú mriežku P rovnomerne rozmiestnených bodov (λi, λj) v hlavnej doméne

A, kde λj = jπ/K, j = 1, . . . , ⌊2K/3⌋ a λi = iπ/K, i = (j + 1)π/K, . . . , ⌊K −
j/2⌋π/K, pričom ⌊x⌋ onačuje najväčšie celé č́ıslo ostro menšie ako x. Nech

L(j) = ⌊K − j/2⌋π/K. Označme ηi,j = f(λi, λj). Ďalej označme

η′
j = (ηj+1,j, . . . , ηL(j),j)

a vektor η definujme ako

η′ = (η′
1, . . . ,η

′
⌊2K/3⌋).

Teraz už môžeme prvky η označit’ takto

η′ = (ζ1, . . . , ζP ).

Pre testovanie gaussovskosti sa zameriame na hodnoty bispektra v týchto P

bodoch, ktoré budeme chciet’ odhadnút’. Pre tento účel v okoĺı každého bodu

(λi, λj) skonštruujeme jemnú mriežku m bodov (pre odhad ζl = f(λi, λj)). Nech

λip = λi +
pdπ

n
, p = −r, . . . , r

λjq = λj +
qdπ

n
, q = −r, . . . , r q 6= 0,

kde d voĺıme tak, aby boli odhady hustôt približne nekorelované, teda tak, aby

dπ/n bolo väčšie ako š́ırka spektrálneho okna. Pre každé ζl môžme teda zostavit’

m = 4r + 1 odhadov (Zl,1, . . . , Zl,m)
′ v nasledovných bodoch

(λi
−r
, λj), . . . , (λi, λj), . . . , (λir , λj), (λi, λj−r

), . . . , (λi, λj
−r
),

ktoré su znázornené aj na obrázku 2.2 Pre testovanie gaussovskosti označme

Zk = (Z1,k, . . . , ZP,k)
′. Odhady bispektrálnej hustoty sú asymptoticky normálne

rozdelené (vid’ [22], alebo posledný odstavec z časti 1.2). Nech

Z̄ =
1

m

m
∑

k=1

Zk SZ =
1

m

m
∑

k=1

(Zk − Z̄)(Zk − Z̄)′.
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Obrázek 2.2: mriežka bodov v hlavnej doméne pre K = 6, r = 2

a označme T 2 = Z̄′S−1
Z
Z̄. Za predpokladu, že proces je gaussovský (teda η = 0)

má [2(m − P )/2P ]T 2 asymptoticky F - rozdelenie s 2P, 2(m − P ) stupňami vol-

nosti (vid’ [19]). Test hypotézy gaussovskosti prevedieme práve na základe tejto

štatistiky.

Autori [19] podobným spôsobom testujú aj linearitu na základe odhadov po-

dielu (1.14) v rovnakých bodoch. Teoretická hodnota (1.14) je za predpokla-

du linearity konštantná. Vzhl’adom na pochybnosti o oprávnenosti odvolávania

sa na tvrdenie v [4], na základe ktorého by mal byt’ odhad (1.14) asymptotic-

ky normálne rozdelený nebudeme tento test zarad’ovat’ do tejto práce. Konflikt

vzniká s tvrdeńım z článku [22], ktoré je spomenuté aj v poslednom odstavci 1.2.

Podl’a neho je vyrovnaný odhad bispektrálnej hustoty konzistentný a komplexná

veličina √
n

Mn

[

f̂w(λ1, λ2)− Ef̂w(λ1, λ2)

]

má približne normálne rozdelenú reálnu aj imaginárnu čast’. Ak odhad bispek-

trálnej hustoty zaṕı̌seme ako f̂w(λ1, λ2) = X+iY a f(λ1, λ2) = a+ib, tak približne

plat́ı

(X, Y ) ∼ N

(

(a, b),





σ2 0

0 σ2





)

,

kde

σ2 =
1

2

M2
n

n

v2
2π
f(λ1)f(λ2)f(λ1 + λ2). (2.2)
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Štatistika

|f̂w(λ1, λ2)|2
σ2

=

(

X

σ

)2

+

(

Y

σ

)2

= 2
n

M2
n

2π

v2

|f̂w(λ1, λ2)|2
f(λ1)f(λ2)f(λ1 + λ2)

(2.3)

má teda približne necentrálne rozdelenie χ2(2, |f(λ1, λ2)|2/σ2). Ak v podiele (2.3)

vymeńıme teoretické hodnoty hustôt za konzistentné odhady f̂w(λ), toto tvrde-

nie zostane nezmené. To je konflikt s tým, že odhad podielu (1.14) je približne

normálne rozdelený.

Práve poṕısaný pŕıstup k testovaniu pomocou hodnôt bispektra vylepšil Hi-

nich v článku [10]. Autori Subba Rao a Gabr vlastne brali odhady rôznych hodnôt

bispektra ako dáta a odhadovali kovariančnú štruktúru vektoru η. Tá je pri-

tom teoreticky asymptoticky známa. Ďalej môže byt’ spomenutý pŕıstup citlivý

na odl’ahlé pozorovania, preto použil Hinich pri teste linearity štatistiku založenú

na rozdiele tretieho a prvého kvartilu, ktorá je robustná voči odl’ahlým pozorova-

niam a asymptoticky normálne rozdelená. Vzhl’adom na použitie až 2 asympto-

tických rozdeleńı (bispektra a medzikvartilového rozpätia) sa autori článku [3]

rozhodli vyskúšat’ či by nebolo lepšie na aproximáciu rozdelenia testových štatist́ık

použit’ metódu bootstrap. Vo vnútri hlavnej domény bispektra si opät’ zvoĺıme

k rovnomerne rozmiestnených bodov λ1, . . . ,λk, kde λj = (λ
(1)
j , λ

(2)
j ). Môžme to

urobit’ napŕıklad tak, že si zvoĺıme počet riadkov r, v ktorých body budú a roz-

miestnime ich podl’a toho, ako na obrázku 2.3.

λ1

λ 2

0 2π 3 π

0
2π

3

Obrázek 2.3: rovnomerne rozmiestnené body do 8 riadkov

Označme hodnoty bispektra v bodoch nasledovne f(λ
(1)
j , λ

(2)
j ) = aj + ibj. Po-
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tom rovnakým postupom ako v predchádzajúcom odstavci podl’a [3] a [22] má

f̂(λ
(1)
j , λ

(2)
j ) tvar X + iY , kde približne plat́ı X ∼ N(aj, σ

2
j ) a nezávisle Y ∼

N(bj, σ
2
j ). Rozptyl σ

2
j je rovný (2.2), kde

v2 =

∫

[−1,1]2
w2

2(x1, x2) dx1 dx2,

čo je integrál druhej mocniny funkcie z ktorej je vytvorené dvojrozmerné časové

Parzenove okno. Preto štatisitika

Tj =
|f̂(λ(1)j , λ

(1)
j )|2

σ̂j
2 =

n

M2
n

4π

v2

|f̂(λ(1)j , λ
(1)
j )|2

f̂(λ
(1)
j )f̂(λ

(2)
j )f̂(λ

(1)
j + λ

(2)
j )

bude mat’ približne necentrálne ch́ı-kvadrát rozdelnie

Tj =

(

Xj

σ̂j

)2

+

(

Yj
σ̂j

)2

∼ χ2(2, αj),

kde parameter necentrality αj = (a2j + b2j)/σ
2
j . Za predpokladu gaussovskosti

bude mat’ potom štatistika TG =
∑k

j=1 Tj približne centrálne rozdelenie χ2(2k).

Na základe TG sa bude aj testovanie gaussovskosti robit’. Za predpokladu linearity

je parameter necentrality αj = α0 konštantný, konkrétne

α0 =
2nγ23

v2M2
nσ

6
.

Neznáme parametre γ3 a σ2 aproximujeme odhadmi ĉ(0, 0) a R̂(0). Ako testovú

štatistiku pri testovańı linearity Hinich použil medzikvartilové rozpätie hodnôt

Tj a porovnával ho s kvantilom jeho asymptotického rozdelenia, ktorého nájdeme

v [3].

Vzhl’adom na opakujúce sa približné výsledky je sl’ubná šanca, že pri apro-

ximovańı testových štatist́ık metódou bootstrap by sa testy spresnili. Konkrétne

budeme použ́ıvat’ tzv. AR(∞) bootstrap. Názov je odvodený od toho, že pro-

cedúra predpokladá existenciu reprezentácie lineárneho procesu v tvare

Xt =
∞
∑

j=1

ajXt−j + εt,

kde
∑∞

j=1 |aj| <∞. Metóda si však žiada splnenie d’aľśıch predpokladov. Nech na-

vyše plat́ı
∑∞

t=−∞ t2|R(t)| <∞, spektrálna hustota f(λ) je kladná a
∑

t1,t2∈Z
(1 +

t2j)|c(t1, t2)| <∞ pre j = 1, 2. Zostavme si teraz vektor

Vn = (f̂(λ
(1)
1 ), . . . , f̂(λ

(1)
k ), f̂(λ

(2)
1 ), . . . , f̂(λ

(2)
k ), . . . , f̂(λ

(1)
1 + λ

(2)
1 ), . . . ,

f̂(λ
(1)
k + λ

(2)
k ), f̂(λ

(1)
1 , λ

(2)
1 ), . . . , f̂(λ

(1)
k , λ

(2)
k )),

z ktorého potom tvoŕıme testové štatistiky. Jeho rozdelenie si aproximujeme

metódou bootstrap v 3 krokoch.
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1. Prelož́ıme našimi dátami AR(p) model, pre vopred zvolené p, ktoré bude

ešte špecifikované neskôr, teda

Xt =

p
∑

j=1

âj,pXt−j + ût, t = p+ 1, . . . , n.

2. V druhom kroku budeme opakovane generovat’ nové pseudo-pozorovania

X∗
1 , . . . , X

∗
n pomocou odhadnutého AR(p) modelu s tým, že polož́ıme X∗

t =

0 pre t ≤ 0 a reziduá u∗t budú nezávislé náhodné veličiny z rozdelenia

s distribučnou funkciou Fn, ktorá môže byt’

(a) empirickou distribučnou funkciou F
(1)
n centrovaných rezidúı ût − un,

kde

un =
1

n− p

n
∑

t=p+1

ût,

ak testujeme linearitu,

(b) distribučnou funkciou F
(2)
n rozdelenia N(0, σ̂2

p), kde

σ̂2
p =

1

n− p

n
∑

t=p+1

(ût − un)
2,

ak testujeme gaussovskost’.

3. Zostavenie vektorov V ∗
n z vygenerovaných velič́ın X∗

t .

Následne budeme porovnávat’ testové štatistiky s kvantilmi, ktoré dostaneme

z nagenerovaných pseudo-pozorovańı. Nulovú hypotézu linearity zamietneme vte-

dy, ak medzikvartilové rozpätie hodnôt Tj prekroč́ı 95% kvantil spoč́ıtaný z med-

zikvartilových rozpät́ı T ∗
j vytvorených z bootstrap replikácii. Aby mala bootstrap

metóda želané asymptotické vlastnosti, t.j., že aproximácia rozdelenia testových

štatist́ık konverguje k skutočnému teoretickému rozdeleniu, musia byt’ splnené

d’aľsie technické predpoklady (tvrdenie s dôkazom sa nachádza v [3]).

(i) Pre rád p = p(n) preloženéhoAR(p) modelu plat́ı, že p(n) ∈ [pmin(n), pmax(n)],

kde pmin(n), pmax(n) sú nenáhodné a sṕlňajú

pmax(n) ≥ pmin(n)
n→∞−→ ∞,

lim
n→∞

pmax(n)
9 log3(n)

n2
= 0.

(ii) Odhay AR parametrov sṕlňajú

max
1≤j≤p

|âj,p − aj,p| = O

(

√

log(n)/
√
n

)
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rovnomerne v p ≤ pn, kde pn = o(
√

n/ log(n)). (aj,p je koeficient pri Xt−j

v projekcii veličiny Xt do priestoru generovaného veličinami Xt−1, . . . , Xt−p)

(iii) Postupnost’ distribučných funkcii F
(i)
n , i = 1, 2 konverguje k distribučnej

funkcii F (i), pričom F (2) je distribučná funkcia rozdelenia N(0, σ2), kde

σ̂2
p → σ2 v pravdepodobnosti. Naviac

∫

ur dF (i)
n

n→∞−→
∫

ur dF (i)

pre r = 1, . . . , 6 a
∫

u dF (1) = 0.

2.1.5 BDS test

Ďaľśı test je nazvaný podl’a autorov Brock, Dechert, Scheinkman. Je doporučovaný

ako účinný test nelinearity v kontexte modelovania finančných časových radov

(vid’ [6]). Aplikuje sa na vypoč́ıtaný biely šum po preložeńı čo najvhodneǰsieho

lineárneho modelu. Nulovou hypotézou je, že tieto reziduá sú nezávislé, rovnako

rozdelené náhodné veličiny (teda, že preložený model je adekvátny). Na začiatku

sa zvoĺı pevné δ > 0. Myšlienkou testu je, že za platnosti nulovej hypotézy je

pravdepodobnost’, že rozdiel |et− es|, s 6= t dvoch rezidúı neprekroč́ı δ je rovnaká

pre všetky také dvojice. Označ́ıme cm(δ) pravdepodobnost’ toho, že vzdialenost’

v žiadnej z dvoj́ıc (es, et), (es+1, et+1), . . . , (es+m−1, et+m−1) nepresiahne δ. Za pred-

pokladu tvrdenia nulovej hypotézy plat́ı

cm(δ) = [c1(δ)]
m.

Prakticky tieto hodnoty samozrejme odhadujeme. Označme

cm,n(δ) =
2

(n−m+ 1)(n−m)

n−m+1
∑

s=1

n−m+1
∑

t=s+1

m−1
∏

j=0

Iδ(es+j, et+j),

kde

Iδ(x, y) =











1 pro |x− y| ≤ δ,

0 inak.

Hodnota cm,n(δ) v podstate vyjadruje podiel takých m - členných skuṕın dvoj́ıc

(es, et), (es+1, et+1), . . . , (es+m−1, et+m−1), v ktorých ani v jednom pŕıpade nepre-

kroč́ı rozdiel vo dvojici hranicu δ. Hypotézu potom testujeme na základe toho,

ako vel’mi sa rozdiel

bm,n = cm,n(δ)− [c1,n−m+1(δ)]
m
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odlǐsuje od nuly. Z členu c1,n−m+1(δ) bolo odstránených m − 1 pozorovańı, aby

bol jeho výpočet založený na rovnakom počte pozorovańı ako pri prvom člene.

Pod’la [6], za platnosti nulovej hypotézy má štatistika

√
n−m+ 1

bm,n(δ)

σm,n(δ)

asymptoticky normálne rozdelenie N(0, 1), kde

σ2
m,n(δ) =4

(

kn(δ)
m + 2

m−1
∑

j=1

kn(δ)
m−jc1,n(δ)

2j + (m− 1)2c1,n(δ)
2m

−m2kn(δ)c1,m(δ)
2m−2

)

,

kn(δ) =
2

n(n− 1)(n− 2)

n
∑

t=1

n
∑

s=t+1

n
∑

r=s+1

(

Iδ(et, es)Iδ(es, er) + Iδ(et, er)Iδ(er, es)

+ Iδ(es, et)Iδ(et, er)

)

.

Na základe tohoto tvrdenia sa prevedie aj samotný test. Nulovú hypotézu teda

zamietneme na hladine 5%, ak absolútna hodnota testovej štatistiky prekroč́ı

97,5%-ný kvantil rozdelenia N(0, 1).

2.2 Linearita vs. špecifický nelineárny model

2.2.1 Test pomerom vierohodnost́ı pre prahovú nelineari-

tu

Pre zjednodušenie situácie majme prahový model s 2 režimami definovaný, ako

Xt−φ0−φ1Xt−1 . . .−φpXt−p−I(Xt−d ≤ C)(θ0+θ1Xt−1+· · ·+θqXt−q) = εt, (2.4)

kde I() je indikátor, ktorý má hodnotu jedna, ak je nerovnost’ v zátvorke splnená,

inak má hodnotu nula. Ak by sme poznali parametre d, C, q, p, mohli by sme

na testovanie hypotézy H0: θ0 = θ1 = · · · = θq = 0 oproti alternat́ıve prahovej

nelinearity (2.4) použit’ test pomerom vierohodnost́ı. Teda, že za nulovej hypotézy

plat́ı

LR = −2(LH0
− LH1

) ∼ χ2(q),

kde LH1
je logaritmická vierohodnost’ odhadu (2.4) a LH0

je logaritmická viero-

hodnost’ za platnostiH0. Označme LR(C) testovú štatistiku tohto testu v závislosti

na prahu C. Testová štatistika pre test hypotézy H0 proti alternat́ıve prahovej

nelinearity pri neznámom C má potom hodnotu

λ = max
C∈C

LR(C),
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kde C je interval určený zvolenými kvantilmi vzorku X1, . . . , Xn. Pravdepodob-

nostné rozdelenie štatistiky λ nemá za platnosti hypotézy H0 uzavretú formu,

no existujú jej odvodené tabul’kové hodnoty pre pŕıpady rôznych hodnôt p = q

a rôzne množiny C (vid’ [12]). Za hranice C sa často voĺı 25% a 75% kvantil alebo

10% a 90% kvantil vzorku X1, . . . , Xn.

2.2.2 Tsayov test usporiadanej autoregresie

Ďaľśı test linearity je opät’ oproti alternat́ıve prahovej nelinearity. Priamo využ́ıva

fakt, že postupnost’ sa riadi v rôznych režimoch rôznymi modelmi. Uvažujme opät’

prahový model s 2 režimami (t = p+ 1, . . . n)

Xt =φ0 + φ1Xt−1 + · · ·+ φpXt−p + εt ak Xt−d ≤ C

=θ0 + θ1Xt−1 + · · ·+ θpXt−p + εt ak Xt−d > C.

Myšlienka testu spoč́ıva v tom, že si naše dátové vektory (Xt, 1, Xt−1, . . . , Xt−p)

zorad́ıme podl’a vel’kosti Xt−d. Nech πi je časový index i-tej najmenšej hodnoty

{Xh, . . . , Xn−d}, kde h = max(1, p+1−d). Existuje taký index s, že pre i ≤ s sú

hodnoty Xπi
≤ C, teda Xπi+d sú v jednom režime a pre i > s je Xπi

> C, teda

Xπi+d sú všetky v druhom režime. Prahový model teda prejde na tvar

Xπi+d =φ0 + φ1Xπi+d−1 + · · ·+ φpXπi+d−p + επi+d ak i ≤ s

=θ0 + θ1Xπi+d−1 + · · ·+ θpXπi+d−p + επi+d ak i > s.

V tomto tvare budeme postupne odhadovat’ model pomocou rekurentnej metódy

najmenš́ıch štvorcov (vid’ [6], kapitola 4.7.1). Za predpokladu linerity sú reku-

rentné reziduá asymptoticky bielym šumom kolmým na regresory (Xt−1, . . . , Xt−p).

V pŕıpade zmeny modelu po indexe s by sme teda mali pozorovat’ vychýlenie

od nulovej strednej hodnoty a zároveň závislost’ na regresoroch. Na základe toho

budeme robit’ aj samotný test. Nech rekurentné odhady zač́ınajú na prvých b

pozorovaniach. Potom máme n− d− h+1− b rekurentných rezidúı êt a môžeme

odhadnút’ regresný model v tvare (i = b+ 1, . . . , n− d− h+ 1)

êπi+d = ω0 + ω1Xπi+d−1 + · · ·+ ωpXπi+d−p + επi+d.

V tomto modeli potom testujeme linearitu pomocou testu nulovosti všetkých

parametrov. Za tohoto predpokladu má F -̌statistika

F =
(
∑

ê2t −
∑

ε2t )/(p+ 1)
∑

ε̂2t/(n− d− b− p− h)

F - rozdelenie s (p + 1), (n − d − b − p − h) stupňami vol’nosti, kde sčitujeme

cez všetky pozorovania. Hypotézu zamietneme na hladine 5%, ak F štatistika

prekroč́ı 95%-ný kvantil spomı́naného F - rozdelenia.
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2.2.3 Test pre STAR modely

Testy linearity oproti alternat́ıve modelu STAR využ́ıvajú aproximáciu precho-

dovej funkcie F pomocou polynómov. Pripomeňme ešte raz tvar modelu

Xt = φ0 + φ′Xt−1 + (θ0 + θ′Xt−1)F
(

γ(a′Xt−1 − C)
)

+ εt. (2.5)

O funkcii F predpokladajme, že:

(i) je nepárna, rastúca a diferencovatel’ná do rádu 2s+ 1, pre nejaké s ∈ N0,

(ii)F (0) = 0 a k- ta derivácia v nule je nenulová pre nepárne k ≤ 2s+ 1.

Pri použit́ı napŕıklad distribučnej funkcie normálneho rozdelenia posunutej tak,

aby bola v nule nulová, sú splnené všetky tieto podmienky. Najjednoduchšou

aproximáciou je lineárna. Nech je teda podmienka (i) splnená pre s = 0. Na-

hrad’me F (z) funkciou g1z, kde g1 = F ′(0). Po dosadeńı dostaneme

Xt = φ0 + φ′Xt−1 + γg1θ0(a
′Xt−1 − C) + γg1θ

′Xt−1(a
′Xt−1 − C) + ηt.

Po roznásobeńı reparametrizácíı dospejeme k modelu

Xt = α0 +α′Xt−1 +

p
∑

i

p
∑

j

πi,jXt−iXt−j + ηt,

kde môžeme testovat’ nulovost’ πi,j , i, j = 1 . . . , p. To je presne test linearity,

ktorý sme si už spomı́nali pod názvom Tsayov test. Navyše proti alternat́ıve

STAR modelu má nevýhodu, že parameter θ0 je súčast’ou parametrov α0,α a nie

je zahrnutý v πi,j , i, j = 1 . . . , p. Takýto test nemuśı mat’ dostatočnú silu proti

modelom s vel’kým θ0 a malými θ. Za predpokladu, že

ai =











1 i = d

0 i 6= d
(2.6)

dostaneme jednoduchš́ı model

Xt = α0 +α′Xt−1 +

p
∑

i=1

πiXt−iXt−d + ηt.

Problém s možnou nedostatočnou silou testu s využit́ım aproximácie do 1. rádu

vieme vyriešit’ použit́ım vyšš́ıch rádov. Nech je teda podmienka (i) pre F splnéná

pre s = 1. Označme g3 = (1/6)F ′′′(0), potom

T3(z) = g1z + g3z3
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je Taylorov polynom 3. stupňa funkcie F (z) v nule. Dosad’me teda T3 za F

v pŕıpade (2.6). Dostaneme

Xt =φ0 + φ′Xt−1 + (θ0 + θ′Xt−1)
[

g1γ(Xt−d − C)

+ g3γ
3(X3

t−d − 3X2
t−dC + 3Xt−dC

2 − C3)
]

+ νt.

Po roznásobeńı, posčitovańı a reparametrizácii dostaneme model

Xt = α0 +α′Xt−1 +

p
∑

i=1

ξiXt−iXt−d +

p
∑

i=1

ψiXt−iX
2
t−d +

p
∑

i=1

κiXt−iX
3
t−d + νt,

v ktorom vystupuje parameter θ0 aj v parametroch ξd, ψd prislúchajúcich neli-

neárnym členom. Konkrétne

ξd =θdγg1 + C2γ3g3θd − 3Cγ3θ0 ψd =γ
3g3θ0 − 3γ3g3Cθd.

Pozrime sa teraz na to, za akých okolnost́ı sú oba tieto parametre nulové. Z rov-

nosti pre ψd dostávame θ0 = 3Cθd. Po dosadeńı do rovnosti pre ξd za θ0 máme

ξd = θdγ9(g1 − 6C2γ2g3).

Za predpokladu g1g3 < 0 sú teda parametre ξd, ψd nulové práve vtedy, ked’ θd =

θ0 = 0. Podmienka g1g3 < 0 plat́ı opät’ napr. pre distribučnú funkciu normálneho

rozdelenia. Test linearity bude potom testom hypotézy H0 = ψi = ξi = κi = 0,

i = 1, . . . , p, ktorý bude mat’ silu aj proti alternat́ıvam θ0 6= 0.

Aproximácia taylorovým polynómom 3. rádu má však tú nevýhodu, že nám

pribudlo dost’ vel’a neznámych parametrov. V pŕıpade všeobecného vektoru a by

bol tento vzrast ešte výrazneǰśı. Pôvodným ciel’om bolo zlepšit’ lineárnu apro-

ximáciu tak, aby mal test silu aj oproti vyšš́ım hodnotám θ0. Pre tieto účely nám

teda stač́ı model vzniknutý za pomoci lineárnej aproximácie obohatit’ členmi,

ktoré túto silu zvyšujú. V našom pŕıpade je to člen s parametrom ψd Výsledný

test bude teda založený na modeli

Xt = α0 +α′Xt−1 +

p
∑

i=1

ξiXt−iXt−d + ψdX
3
t−d + ν∗t ,

kde nulová hypotéza bude predpokladat’ nulovost’ parametrov nelineárnych členov.

Všetky tri testy sú opät’ v podstate klasické F -testy z regresie (vid’ [6]), v ktorých

nulovú hypotézu zamietame pri prekročeńı zvoleného kvantilu F -rozdelenia tes-

tovou štatistikou. (F -rozdelenie má stune volnosti m,n− q, kde m je počet para-

metrov, ktorých nulovost’ testujeme, n je počet pozorovańı a q je počet všetkých

odhadovaných parametrov)
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2.2.4 Ďaľsie odkazy

Na záver kapitoly o testoch ešte uvedieme niektoré d’aľsie užitočné zdroje. V článku

[1] sa autori zamerali na linearitu inak definovanú, než je v tejto práci. Ich de-

fińıcia je v literatúre menej použ́ıvaná a vychádza z modelu

Xt = φ(Xt−1) + εt,

kde Xt−1 = (Xt−1, . . . , Xt−p)
′ a εt sú stacionárne martingalové diferencie. Lineari-

tu potom definujú ako linearitu funkcie φ. Článok je pomerne rozsiahly a predpo-

klady testu vyžadujú pomerne zložité teoretické základy. Testovanie sa podobne

ako mnoho iných zač́ına preložeńım adekvátneho AR(p) modelu a vytvoreńım

štatistiky z vypoč́ıtaných rezidúı.

Ked’ sme pri alternat́ıvnych defińıciach linearity postupnost́ı, poznamenajme,

že linearita sa dá definovat’ ešte iným spôsobom. Už sme si povedali dôvody, prečo

nechápat’ lineárnu postupnost’ ako kauzálny lineárny proces s bielym šumom s len

nekorelovanými náhodnými veličinami. Predsa len môžme tento biely šum použit’

v kombinácii s práve uvedenou myšlienkou defińıcie (v predchádzajúcom odstav-

ci). Postupnost’ by bola lineárna vtedy, ak by existovala jej ARMA reprezentácia

ako v (1.8), ale veličiny εt by boli nekorelovaným bielym šumom. Za tejto de-

fińıcie by tiež platili niektoré základné tvrdenia o tvare autokovariančnej funkcie

a spektrálnej hustoty (vid’ [16]). Ako sme už videli, mnohé tvrdenia o asymptotic-

kom správańı rôznych odhadov vyžadujú predpoklad bieleho šumu s nezávislými

veličinami tak, ako ho použ́ıvame my. Bez týchto asymptotických výsledkov by

neplatili ani asymptotické rozdelenia použ́ıvaných testových štatist́ık.

V d’aľsom článku ([9]) opät’ autori použ́ıvajú myšlienku regresie Xt na pre-

došlé hodnoty a ich vyššie mocniny. Testovanie linearity potom spoč́ıva v tes-

tovańı nulovosti parametrov odpovedajúcim nelineárnym členom. Procedúra je

však upravená tak, že ako regresory sa použijú aj prvé diferencie Xt, z čoho po-

tom vyplynie možnost’ testovat’ naraz nulovú hypotézu, že pôvodná postupnost’

je AR(p) proces, alebo že AR(p) proces je jej prvá diferencia.

Pár d’aľśıch podobných myšlienok o testovańı linearity je rozobratých aj v kni-

he [12], z ktorej sme čerpali niektoré informácie aj do tejto práce. Ako pŕıklad

uved’me možnost’ aplikácie procedúry bootstrap na aproximáciu rozdelenia tes-

tových štatist́ık niektorých testov, či testovanie voči alternat́ıve bilineárneho mo-

delu. Druhé spomenuté sa prevedie tak, že po preložeńı vhodného ARMA modelu

urob́ıme regresiu vypoč́ıtaných hodnôt bieleho šumu na regresory z ARMA mo-

delu a navyše na regresory typu Xt−j ε̂t−i, kde ε̂t sú hodnoty vypoč́ıtaného bieleho

šumu. V regresnom modeli sa potom linearita testuje ako nulovost’ parametrov
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odpovedajúcim bilineárnym členom Xt−j ε̂t−i. Nevýhodou je, že prakticky nevie-

me, kol’ko bilineárnych členov do regresie zahrnút’.
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3. Výsledky testov na

simulovaných dátach

V tejto kapitole si sformulované testy prakticky vyskúšame na simulovaných

dátach. Ako prvým sa budeme venovat’ testom oproti nelinarite všeobecne. Pre

každý z modelov v tabul’ke 3.1 bolo urobených 1000 testov linearity na dátach o

d́lžke 200 a 500.

model vzorec

1 Xt = 0, 7Xt−1 + 0, 5Xt−2εt−1 + εt

2 Xt = 0, 9Xt−1 + εt

3 Xt = 0, 9Xt−1 − 0, 5Xt−2 + εt − 0, 2εt−1 + 0, 2εt−2

4 Xt = 0, 5Xt−1 + I(Xt−1 < 0)(−1, 6Xt−1) + εt

5 Xt = 0, 5Xt−1 + I(Xt−1 < 0)(−0, 7Xt−1) + εt

6 Xt = 0, 4Xt−1 + 0, 4Xt−1εt−1 + εt

7 Xt = 0, 3εt−1 + 0, 2εt−2 + 0, 4εt−1εt−2 + 0, 25ε2t−2

8 Xt = −0, 3Xt−1 + (Φ(Xt−1)− 0, 5)(0, 8Xt−1) + εt

9 Xt = −0, 3Xt−1 + (Φ(Xt−1)− 0, 5)(1 + 0, 8Xt−1) + εt

10 Xt = −0, 3Xt−1 + (Φ(Xt−1)− 0, 5)(2 + 0, 8Xt−1) + εt

11 Xt = εt − 0, 8εt−1

Tabulka 3.1: použité simulované modely

Ako εt sme použili hodnoty simulovaného bieleho šumu s nezávislými veličinami s

rozdeleńım N(0,1). Model 1 je superdiagonálny bilineárny. Model č́ıslo 2 je AR(1).

Ďalej č́ıslo 3 je ARMA(2,2) a modely 4 a 5 sú prahové autoregresie. Na posledné

dva spomenuté sa oplat́ı pozriet’ v inom tvare zápisu, aby bolo lepšie vidiet’ v čom

sa ĺı̌sia.

Model 4 Xt =











0, 5Xt−1 + εt Xt−1 ≥ 0

−1, 1Xt−1 + εt Xt−1 < 0

Model 5 Xt =











0, 5Xt−1 + εt Xt−1 ≥ 0

−0, 2Xt−1 + εt Xt−1 < 0.

V pŕıpade modelu 4 má postupnost’ vždy po vstupe do režimu pod nulou ten-

denciu preskočit’ naspät’ do režimu nad nulou, a to pomerne d’aleko od prahu 0.
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Prechod naspät’ do spodného režimu teda bude v priemere trvat’ o dost’ dlhšie. Je

to spôsobené v absolútnej hodnote pomerne vysokým koeficientom -1,1. V modeli

5 je táto tendencia o vel’a menšia, pretože v režime pod nulou má Xt−1 koeficient

len -0,2. Toto má za následok, že model 4 sa bude výrazneǰsie ĺı̌sit’ od lineárnej po-

stupnosti. Pokračujme teraz v popise použitých modelov. Model 6 je diagonálny

bilineárny. Pre model 7 nemáme špeciálne meno, no mohli by sme ho nazvat’

napŕıklad nelineárny ḱlzavý priemer. Modely 8,9,10 sú autoregresie so spojitým

prechodom, ktorých prechodová funkcia je distribučná funkcia normálneho rozde-

lenia, parameter γ je jedna a ĺı̌sia sa len v absolútnom člene druhého režimu, ktorý

je 0,1,2 v tomto porad́ı. Všetky 3 sú zahrnuté z dôvodu ilustrovania vlastnost́ı

testov oproti alternat́ıve STAR modelu. Posledný jedenásty model je lineárny

MA(1). Všetky vykonené testy boli robené na hladine 5%. Vo všetkých tabul’kách

sú výsledky aj za lineárne modely z dôvodu kontorly chyby prvého druhu, ktorá

by mala byt’ ńızka, okolo 5%. To nám aj vo všetkých pŕıpadoch približne vyšlo, a

tak sa v d’aľsom budeme zauj́ımat’ len výsledkami, ked’ bol pri testovańı skutočný

model nelineárny (silou testu).

Početnosti zamietnutia linearity v percentách týkajúcich sa všeobecných tes-

tov nájdeme v tabul’ke 3.2. V pŕıpade BDS testu sme zahrnuli pŕıpady prem = 2, 3

a δ = σ̂, kde σ̂ je odhadnutý rozptyl vypoč́ıtaného bieleho šumu z preloženého

ARMA modelu. Ljungov-Boxov a McLeodov-Liov test sme robili pre korelova-

nost’ do oneskorenia M=10. Č́ıslo 10 bolo zvolené aj preto, aby nenastávali pro-

blémy pri pravdepodobnostnom rozdeleńı Ljungovej-Boxovej štatistiky, ktoré je

χ2(M − p− q), kde p, q sú rády preloženého modelu ARMA. Nakoniec v pŕıpade

bispektrálenho testu robeného pomocou metódy bootstrap sme v oboch pŕıpadoch

vygenerovali za každý test 1000 bootstrap replikácii. Vol’ba parametrov u pozo-

rovańı d́lžky 200 bola nasledovná. Body useknutia pre výpočet odhadu bispek-

trálnej a spektrálnej hustoty boli 5 a 25 (v tomto porad́ı). Počet bodov v hlavnej

doméne bispektra, ktoré sme pri testovańı použ́ıvali bol 21. Rád prekladaného

autoregresného modelu p bol 15. Pri pozorovaniach d́lžky 500 boli body usek-

nutia 9 a 81, počet použitých bodov v hlavnej doméne bol 36 a rád p bol 20.

Pred samotným rozoberańım výsledkov ešte upozornime, že výsledky u testov,

ktoré vyžadujú na zostavenie štatistiky preloženie vhodného ARMA, pŕıpadne

AR modelu, sú poznačené tým, že sme museli toto preloženie zautomatizovat’.

Nutnost’ vyplýva z opakovania vel’kého množstva testovańı. Model sme vždy vy-

brali na základne minimalizácie spomı́naných informačných kritérii. V praxi však

nemuśı vždy platit’, že model s najnižšou hodnotou kritéria je zároveň ten, čo sa

na dáta najviac hod́ı.
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n model Ljung

-Box

McL-

Li

Keenan BDS

2,σ̂

BDS

3,σ̂

Tsay Boots

200 1 6,0 70,1 47,9 70,7 83,5 83,0 55,1

2 5,0 4,2 2,7 7,9 8,3 2,6 2,4

3 4,3 5,2 5,6 8,6 9,5 4,4 1,8

4 5,3 35,4 35,7 86,3 79,0 47,9 69,3

5 5,2 6,9 90,2 18,6 16,5 66,8 15,2

6 4,6 76,0 94,7 95,6 96,2 95,7 83,4

7 4,8 38,2 35,5 27,7 50,1 56,7 3,1

8 4,5 9,5 92,0 25,2 24,0 82,5 37,3

10 2,9 11,1 91,4 17,8 17,7 52,9 15,8

11 3,2 2,9 3,5 7,3 9,3 3,3 1,7

500 1 12,9 98,4 85,0 95,4 99,3 95,7 88,7

2 5,4 5,7 4,2 5,0 5,5 5,1 1,5

3 4,0 5,5 5,9 5,9 6,5 6,3 1,7

4 6 76,9 53,4 99,6 99,4 60,4 96,9

5 3,0 8,1 99,7 25,0 21,7 93,4 57,6

6 6,3 99,9 97,9 100 100 99,7 97,5

7 5,6 83,7 58,4 49,6 87,8 79,1 50,3

8 4,3 15,8 99,7 45,7 41,7 94,4 90,1

10 3,9 17,5 99,7 31,5 29,6 87,1 51,2

11 4,3 6,2 4,1 5,1 5,7 5,1 1,6

Tabulka 3.2: Výsledky testov simulácii

Z výsledkov v tabul’ke 3.2 vid́ıme, že Ljungov-Boxov test nekorelovanosti re-

zidúı preloženého ARMA modelu, ktorý sa použ́ıva ako kontorla, či je preložený

lineárny model vhodný, má v pŕıpade, že sa postupnost’ riadi nelineárnym mo-

delom pomerne malú silu a to vo všetkých testovaných nelineárnych pŕıpadoch.

Nebudeme ho preto d’alej ani s ostatnými testami porovnávat’.

Naproti tomu vidno, že McLeodov-Liov test obstáva v sile pomerne dob-

re, hlavne ked’ je skutočný model bilineárneho typu. V pŕıpade modelov pra-

hového typu STAR a TAR ju trochu stráca. Za modelu 4, ktorého priebeh je

”výrazneǰsie”nelineárny má pri vyššom počte pozorovańı ešte pomerne vel’kú si-

lu. V pŕıpade ”zjemnenia”skokov mezi režimami (model 5) a v pŕıpade modelov

STAR (8,10) sa už schopnost’ detekcie nelinearity výrazneǰsie obmedzuje. Za sku-

točného modelu č́ıslo 7 je situácia obdobná ako v pŕıpade č́ısla 4.
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Porovnajme si teraz Keenanov a Tsayov test. U bilineárnych modelov si v sile

viedol lepšie test Tsayov, čo môže byt’ spôsobené spomı́nanou neagregáciou kvad-

ratických členov. Podobná situácia je aj v pŕıpade TAR modelu č́ıslo 4, v ktorom

sa režimy výrazneǰsie ĺı̌sia (výrazné skoky zo spodného do vrchného režimu). Za-

uj́ımavé je, že opačné výsledky dostávame v pŕıpade TAR modelu 5. Pri všetkých

ostatných testoch je detekcia v tomto modeli podstatne slabšia ako v ostaných.

Keenanov a Tsayov test ju odhalujú výrazne lepšie. Môže to byt’ spôsobené tým,

že zjemneńım výrazného preskakovania zo spodného režimu do vrchného sa v niek-

torých pozorovaniach závislost’ začala podobat’ na kvadratickú (t.j. napr. hodnoty

0, 5Xt−1 za kladného Xt−1 a −0, 2Xt−1 za záporného Xt−1 môžu byt’ bĺızko hod-

notám násobku X2
t−1, vzhl’adom na to, že celá rada je v priemere mierne nad

nulou). Podobná situácia je aj v pŕıpapde modelov STAR, kde oba testy uspeli

lepšie ako ostatné a Keenanov test je o čosi silneǰśı. Oproti ostatným testom si

v pŕıpade bilineárneho modelu 1 viedol Keenanov test horšie ako všetky ostatné,

navyše v pŕıpade modelu 4 si oba tieto testy vedú horšie ako ostané.

BDS testy obstáli vel’mi podbne ako McLeodov-Liov test. V pŕıpade bili-

neárnych modelov si viedli dokonca lepšie, ako aj za postupnosti riadiacej sa mo-

delom 4. V pŕıpade modelov 5, 8, 10 trochu strácajú na sile, ale stále sú výrazneǰsie

lepšie ako McLeodov-Liov. V pŕıpade modelu 7 je zauj́ımavé, že zvýšenie para-

metru m prispelo k výraznému vzrastu sily testu.

Nakoniec, bispektrálny test pomocou metódy bootstrap sa oproti ostatným

testom, s výnimkou Tsayovho a Keenanovho, osvedčil lepšie v modeloch 5, 8,

10 pri vyššom počte pozorovańı (500), kde ostatné testy výrazneǰsie zlyhávali.

S výnimkou modelu 7 si vo všetkých ostatných testoch viedol pomerne rovnako,

ako ostatné testy. V modeli 7 výrazneǰsie zaostal len pri menšom počte pozorovańı.

Nakoniec sa pozrime na výsledky trochu s nadhl’adom. Vidno, že spomedzi

testov sa vyčleňujú osobitne Keenanov a Tsayov test, ktoré boli schopné uspiet’

lepšie v modeloch, kde ostatné zlyhávali. Podstatou týchto testov je testovanie

závislosti hodnôt časových radov na kvadratických členoch vytvorenýh z onesko-

rených hodnôt. Ak sa teda nelineárna závislost’ na minulých hodnotách dá pomer-

ne dobre aproximovat’ kvadraticklými člemi, tieto testy majú silnú šancu uspiet’.

Naproti tomu testy Mcleod-Liov a BDS si viedli lepšie v iných modeloch. V ich

pŕıpade sa snaž́ıme detekovat’ závislost’ v reziduách preloženého lineárneho mo-

delu. Napŕıklad v modeli 5 tak mohlo dôjst’ často k pomerne dobrému preloženiu

lineárneho modelu a až skúmanie závislosti na kvadratických členoch odhalilo ne-

lineárne závislosti. Možno niekde medzi bol bispektrány test pomocou bootstrap

metódy, ktorý śıce použ́ıva reziduá na generovanie bootstrap replikácii, no potom
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poč́ıta hodnoty spektra a bispektra opät’ z hodnôt vytvorenej časovej rady. Ten

sa výrazne zlepšil pri zvýšeńı počtu pozorovańı z 200 na 500, čo by mohlo indiko-

vat’ ešte daľsie výrazné zlepšenia pri d’aľsom zvyšovańı pozorovańı a aj bootstrap

replikácii.

Prejdime teraz k výsledkom pre testovanie oproti alternat́ıve špecifického mo-

delu nelinearity. V pŕıpade prahovej nelinearity sme mali 2 testy. Test pomerom

vierohodnośı (LRT) a test pomocou usporiadanej autoregresie (AAR). Pri teste

pomerom vierohodnost́ı sme predpokladali, že prahová hodnota C sa nachádza

nedzi 10% a 90% kvantilom vzorku časovej rady. V oboch pŕıpadoch sme taktiež

predpokladali znalost’ rádu p a parameter d. V pŕıpade testu pomocou usporiada-

nej autoregresie sme na výpočet prvého rekurentného rezidua použili 20, resp. 50

prvých pozorovańı v pŕıpade d́lžky postupnosti 200, resp. 500. Výsledky testov

vidno v nasledujúcej tabul’ke 3.3

n model LRT AAR

200 4 99,7 99,8

2 6 5,2

5 59,3 70,6

500 4 100 100

2 5,6 5

5 97,3 98,9

Tabulka 3.3: Výsledky testov simulácii

Vid́ıme, že u vyššieho počtu pozorovańı majú oba testy značnú silu. V pŕıpade

nižšieho počtu ich sila výrazneǰsie klesne len v pŕıpade modelu 5, o ktorom sme si

už povedali, že sa môže viac ponášat’ na lineárnu postupnost’ ako model 4. O čosi

lepšie je však na tom test pomocou usporiadanej autoregresie.

Nakoniec prejdime k testu proti alternat́ıve modelu STAR. Výsledky vid́ıme

opät’ v nasledujúcej tabul’ke 3.4, kde ”lin. aprox”znamená test pomocou apro-

ximácie prvého rádu, ”kub. aprox”znamená test pomocou aproximácie tretie-

ho rádu a ”lin+”znamená rozš́ırený test pomocou aproximácie prvého rádu tak,

ako bol vysvetlený v predošlých častiach. Znovu je u väčšieho počtu pozorovańı

vo všetkých pŕıpadoch sila testov značne vysoká. Pri teste pomocou lineárnej

aproximácie je ale vidiet’ jemný náznak znižovania sily so zvyšujúcim sa ab-

solútnym členom v druhom režime. Tento trend je výrazneǰsie vidiet’ v pŕıpade

s menš́ım počtom pozorovańı. Tetst pomocou kubickej aproximácie 3. rádu nemá
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s výrazneǰśım znižovańım sily problém, no u menšieho počtu pozorovańı má o čosi

menšiu silu. Najlepšie z toho vychádza test na základe rozš́ırenej lineárnej apro-

ximácie, ktorému neklesá sila so vzrastajúcim absolútnym členom a je silneǰśı než

test založený na kubickej aproximácii.

n model lin. aprox kub. approx lin. +

200 8 92,2 84,9 87,5

9 81,6 76,3 80,2

10 60,2 76,2 80,2

2 2,3 4,3 5,5

500 8 100 100 100

9 99,6 99,4 99,8

10 94,8 99,4 99,8

2 3,7 4,0 5,4

Tabulka 3.4: Výsledky testov simulácii
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4. Implementácia

Všetky simulácie boli robené v štatistickom softwari a jazyku R. Niektoré z tes-

tov boli priamo súčast’ou istých knižńıc. V knižnici s názvom TSA napŕıklad

nájdeme testy Keenanov, Tsayov a test pomerom vierohodnost́ı (funkcie v po-

rad́ı s názvami Keenan.test(), Tsay.test(), tlrt.test()). Ďalej v knižnici

tseries sa nachádza BDS test (bds.test()) a v základnej knižnici stats nájdeme

funkciu Box.test(), pomocou ktorej sa dá špeciálnym zvoleńım parametrov apli-

kovat’ Ljungov-Boxov test a McLeodov-Liov test. Posledné 3 spomı́nané testy však

pred samotným volańım funkcie prevádzajúcej test vyžadujú osobitné preloženie

ARMA modelu na dáta. Testy sa potom aplikujú na reziduá z preloženého mo-

delu. Vzhl’adom na potrebu vykonania vel’kého množstva testov sa musel výber

vhodného ARMA modelu automatizovat’ a to pomocou informačných kriteríı.

V týchto pŕıpadoch bolo použité kritérium SBC. Ako sme už spomenuli, takýto

postup nemuśı vždy viest’ k linárnemu modelu, ktorý by sa na dáta najlepšie

hodil.

Isté problémy nastali pri implemenácii bispektrálneho testu pomocou metódy

bootstrap. Samotné spoč́ıtanie spektra a bispektra je výpočetne náročneǰsie kvôli

počtu operácii, ktoré sa musia na výpočet vykonat’. Navyše metóda bootstrap si

vyžaduje generovanie početných replikácii a opätovné výpočty na nich. Ďalej soft-

ware R nepatŕı k tým rýchleǰśım v oblasti početného opakovania iterácii. Všetky ti-

eto dôvody spôsobili, že len s použit́ım R by sa čas potrebný na vykonanie všetkých

výpočtov extrémne natiahol. Naštastie R ponúka možnost’ využ́ıvat’ vo svojom

prostred́ı rýchlost’ jazyka C++. Skript z funkciami v jazyku C++ sa najskôr pre-

lož́ı do podoby, v ktorej ho potom budeme môct’ nahrat’ do R. To sa vykoná

spusteńım R CMD SHLIB <nazov skriptu.c> v pŕıkazovom riadku pod Linuxom

(tam bež́ı bez problémov). Pomocou pŕıkazu .C() sa potom dajú volat’ funkcie

naprogramované v C++. To si však ešte vyžaduje nahranie preloženého skrip-

tu pomocou pŕıkazu dyn.load(). Po preṕısańı časovo najnáročneǰśıch cyklov sa

výpočet značne zrýchlil (rádovo približne 50-krát), čo umožnilo dostat’ výsledky

simulácii v rozumneǰsom čase.

Test pomocou usporiadanej autoregresie a test proti alternat́ıve STAR modelu

sa museli robit’ ”ručne”. Našt’astie pri prvom spomı́nanom ponúka R v knižnici

strucchange funkciu recresid() na výpočet rekurźıvných rezidúı. Algoritmy

implementovyných testov boli už poṕısané v predchádzajúcich častiach.
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Záver

Linearita v časových radách môže mat’ viacero defińıcíı. Tá, ktorú sme si vybrali

v práci umožnuje dokázat’ o lineárných postupnostiach mnoho tvrdeńı o asympto-

tických vlastnostiach rôznych odhadov, a tak vytvorit’ priestor na jej testovanie

z rozličných hl’ad́ısk. Videli sme, že pŕıstupov, ako linearitu v náhodných postup-

nostiach testovat’, je naozaj viacero. Na źıskanie dostatočného prehl’adu bolo teda

nutné preštudovat’ väčš́ı objem článkov a odbornej literatúry na rôznu tematiku.

Aj napriek istým výpočtovým problémom sa podarilo dospiet’ k výsledkom, ktoré

umožnili pomerne rozsiahle porovnanie testov na širšej škále rôzných modelov.

Na simulovaných dátach sme zistili, že v rôzných situáciach môžu niektoré testy

zlyhávat’ a iné byt’ zas vel’mi silné. Treba mat’ preto na pamäti, že pri testovańı je

vhodné vyskúšat’ testov viac a byt’ si vedomý toho, čo vlastne testujú, ich rozdielov

a možných slabých stránok. V pŕıpade detekcie nelineárnych závislost́ı je v práci

aj stručný prehl’ad základných nelineárnych modelov, ku ktorým by sa mohli ube-

rat’ úvahy v d’aľsom modelovańı, a taktiež testy pre tieto konkrétne alternat́ıvy.

Práca uvádza ucelený prierez problematikou testovania linearity, ktorá sa dodnes

stále vyvýja. Toho dôkazom je napŕıklad aj čerpanie z článku [3] z roku 2010.

Staršie postupy sa stále inovujú a zlepšujú no ich základ zostáva na myšlienkach,

ktoré boli v práci poṕısané.
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[19] Subba Rao, T. ,Gabr, M. M. A test for linearity of stationary time series.

Journal of Time Series Analysis Vol. 1(1980),145-158

[20] Tsay, R.S. Nonlinearity tests for time series. Biometrika Vol. 73(1986),461-

466

[21] Tsay, R.S. Testing and modeling threshold autoregresive processes. Journal

of the American Statistical Association Vol. 84(1989),231-240

[22] Van Ness, J.W. Asymptotic normality of bispectral estimates. The Annals

of Mathematical Statistics Vol. 37(1966),1257-1272

[23] Wei, William W.S. Time Series Analysis. Addison Wesley, 1994.

54



Pŕıloha A - doplňujúce tvrdenia

Veta 18 (Lebesgue). Nech (Ω,F , µ) je priestor s mierou, D ∈ F a f, fj, j ∈ N

sú meratel’né komplexné funkcie na D. Nech

lim
j→∞

fj(x) = f(x)

pre všetky x ∈ D.Ak existuje integrovatel’ná funkcia g (majoranta) taká, že

|fj(x)| ≤ g(x), j ∈ N, x ∈ D.

Potom f je integrovatel’ná a
∫

D

f dµ = lim
j→∞

∫

D

fj dµ.

Dôkaz. Vid’ [18], veta 1.37.
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Pŕıloha B - ukážky skriptov

V tejto časti si ukážeme ako presne boli niektoré pasáže praktickej časti naprogra-

mované v R. Úplne celý kód by bol zbytočne pŕılǐs dlhý vzhl’adom na opakujúce sa

sekvencie pŕıkazov, ktoré by sa ĺı̌śıli len zmenou názvu premennej predstavujúcej

simulovanú postupnost’. V pŕıpade každého modelu sme dáta pre všetkých 1000

testov naraz ukladali do jednej matice 200 × 1000, resp. 500 × 1000, kde každý

st́lpec reprezentoval jednu realizáciu postupnosti o d́lžke 200, resp. 500. Na gene-

rovanie lineárnych postupnost́ı môžeme použit’ procedúru arima.sim() tak, že si

necháme vygenerovat’ dlhú postupnost’ o 200 000, resp. 500 000 pozorovaniach a

následne ňou po st́lpcoch zaplńıme spomı́nanú maticu. Rovnaký postup môžeme

použit’ pri generovańı postupnost́ı typu TAR pomocou prodcedúry tar.sim()

v baĺıku TSA. Konkrétne pre generovanie postupnosti za model 2 a 4 o 200 pozo-

rovaniach (celý prezentovaný kód bude pre pozorovania d́lžky 200):

pom<-arima.sim(n=200000,model=list(order=c(1,0,0),ar=0.9))

ar1<-matrix(pomocna,200,1000)

pom<-tar.sim(n = 200000, Phi1=c(0,-1.1), Phi2=c(0,0.5), thd=0,

d=1, p=1, sigma1=1,sigma2=1)$y

tar1<-matrix(pomocna,200,1000)

Samozrejme R nemá simulačné procedúry na každý model, a tak si vždy môžme

vygenerovat’ postupnost’ aj vlastnoručne naṕısaným kódom. Napŕıklad v pŕıpade

bilineárneho modelu 6 to môže vyzerat’ nasledovne.

#nagenerujem maticu normálne rozdelených veličı́n bieleho šumu

e1<-matrix(rnorm(200000),200,1000)

#pripravı́m maticu s nulami

bl1<-matrix(rep(0,200000),200,1000)

#nagenerujem postupnosti naraz po riadkoch

bl1[1,]<-e1[1,]

for(i in 2:200){
bl1[i,]<-0.4*bl1[i-1,]+0.4*bl1[i-1,]*e1[i-1,]+e1[i,]}

Ďalej pristúpime k samotnému testovaniu. Testy Ljungov-Boxov, Mcleodov-Liov

a BDS vyžadujú pred samotnou aplikáciou preloženie vhodného ARMA modelu

kvôli tomu, že sa aplikujú na vypoč́ıtané reziduá. Tieto si tiež budeme zapisovat’

do matice 200×1000, resp. 200×1000. Navyše si kvoli Ljungovej-Boxovej štatistike
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budeme musiet’ zaṕısat’ do matice 1000 × 2 rády preložených modelov. Cyklus

tvorenia matice vypoč́ıtaných rezidúı pre model 6 vyzerá nasledovne.

###Pripravı́m vynulovanú maticu reziduı́ a rádov modelov

a1<-matrix(0,200,1000)

mod1<-NULL

for(k in 1:1000){
krit<-NULL

###nasledujúcim cyklom preložı́m 25 modelov rádu 0 až 4

for(i in 1:5){
for(j in 1:5){

arma<-try(arima(bl1[,k],order=c(i-1,0,j-1)),silent=TRUE)

if(class(arma)=="Arima"){
krit<-rbind(krit,c(i-1,j-1,AIC(arma)))

}}}
###vyberiem najlepšı́ model

m<-krit[which.min(krit[,3]),]

mod1<-rbind(mod1,m)

a1[,k]<-arima(bl1[,k],order=c(m[1],0,m[2]))$residuals

}

Ak máme napoč́ıtané reziduá, môžme sa pustit’ do samotného testovania. Na kon-

ci budú premenné ljung1, mcleod1, bds1 označovt’ početnosti zamietnutia hy-

potézy linearity z 1000 testovańı. K nim môžeme pridat’ aj testy Keenanov, Tsa-

yov a test pomerom vierohodnost́ı, ktoré v R vieme aplikovat’ priamo na hodnoty

postupnost́ı. Ich početnosti označme ako keenan1, tsay1 a ltr1, pričom test

pomerom vierohodnost́ı aplikujeme v tomto pŕıpade na model 4 (na iné modely,

ako lineárne a TAR by to nemalo zmysel.)

ljung1<-0

mcleod1<-0

bds1<-matrix(c(0,0),2,1)

keenan1<-0

tsay1<-0

for(i in 1:1000){
if(Box.test(a1[,i], lag = 10, type = c("Ljung-Box"),

fitdf = mod1[i,1]+mod1[i,2])$p.value < 0.05){
ljung1<-ljung1+1/10}
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if(Box.test(a1[,i]^2, lag = 10, type = c("Ljung-Box"),

fitdf = 0)$p.value<0.05){
mcleod1<-mcleod1+1/10}

bds1<-bds1+1/10*(bds.test(a1[,i],m=3)$p.value[,2]<0.05)

if(Keenan.test(bl1[,i])$p.value < 0.05){
keenan1<-keenan1+1/10}

if(Tsay.test(bl1[,i])$p.value < 0.05){
tsay1<-tsay1+1/10}

if(tlrt(tar1[,i],1,a=0.1,b=0.9)$p.value < 0.05){
lrt1<-lrt1+1/10}

}
ljung1

mcleod1

bds1

keenan1

tsay1

lrt1

Ďalej prejdime k bispektrálnemu testu pomocou metódy bootstrap. Tu sme museli

čast’ skriptu naṕısat’ v jazyku C++, konkrétne funkcie na výpočet spektrálnej a

bispektrálnej hustoty a funkcie na ich výpočet potrebné. Skript v C++ vyzeral

nasledovne.

#include <math.h>

double pi=3.141592653589793238462643;

/*funkcia na výpočet autokovariancie v oneskorenı́ k*/

/*d’alšie parametre sú v poradı́ časový rad, jeho dĺžka a priemer*/

double r(int k, double *x, int n, double xm)

{
double sum;

int i,l;

sum=0.0;

if(k<0){
l=-k;}

else{
l=k;}

for(i=0; i< (n- l) ;i++){
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sum+=(x[i]-xm)*(x[i+ l]-xm);}
return sum/n;

}

/*maximum 2 celych čı́sel*/

int maxi(int a, int b)

{
if(a>b){

return a;}
else{

return b;}
}

/*autokumulantová funkcia pre neskorenia k,l*/

double cum(int k, int l, double *x, int n, double xm)

{
int i,kul,kal;

double sum;

sum=0.0;

kul=maxi(maxi(k,l),0);

kal=maxi(maxi(-k,-l),0);

for(i=(0+ kal); i< (n - kul); i++){
sum+=(x[i]- xm)*(x[i+ k]- xm)*(x[i+ l]- xm);}

return sum/n;

}

/*funkcie spektrálnych okien*/

double w(double x)

{
double a;

if (x<0){a=-x;}
else{a=x;}
if(a<0.5){

return (1-6*a*a + 6*pow(a,3.0));}
else if(a<1.0){

return (2*pow((1- a),3.0));}
else{
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return 0.0;}
}

double w2(double x,double y)

{
return (w(x)*w(y)*w(x-y));

}

/*výpočet odhadu spektrálnej hustoty vo frekvencii l s bodom

useknutia M a výsledkom vo val*/

void f(double *l, int *M, double *x, int *n,

double *xm, double *val)

{
int i;

double sum,o,p;

o=*M;

p=*l;

sum=r(0, x, *n, *xm);

for(i = 1; i < o; i++){
sum += 2 * w(i/o) * r(i, x, *n, *xm) * cos(p * i);}

*val=sum/(2*pi);

}

/*výpočet odhadu bispektrálnej hustoty vo frekvenciách k,l

s bodom useknutia M a výsledkami vo val1,val2 pre reálnu

a imaginárnu čast’*/

void f2(double *k, double *l, int *M, double *x, int *n,

double *xm, double *val1, double *val2)

{
int i,j;

double sum1, sum2,p,q,o;

sum1=0.0;

sum2=0.0;

o=*M;

p=*k;

q=*l;

for(i= (1 - o); i< o; i++){
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for(j= (1- o); j < o; j++){
sum1+=w2(i/o,j/o)*cum(i,j,x,*n,*xm)*cos(p*i+q*j);

sum2+=- w2(i/o,j/o)*cum(i,j,x,*n,*xm)*sin(p*i+q*j);

}}
*val1=sum1/(4*pi*pi);

*val2=sum2/(4*pi*pi);

}

S takto pripraveným skriptom sa po jeho preložeńı môžeme pustit’ do testovania

v R. Početnost’ zamietnutých hypotéz bude na konci uložená v premennej boot1.

### Zadefinujeme si funkcie z C

f <- function (l,M,x){
.C("f",as.double(l),as.integer(M),as.double(x),

as.integer(length(x)),as.double(mean(x)),val=as.double(0))$val}

f2 <- function (k,l,M,x){
out<-.C("f2",as.double(k),as.double(l),as.integer(M), as.double(x),

as.integer(length(x)),as.double(mean(x)),val1=as.double(0),

val2=as.double(0))

return(unlist(c(out[7],out[8])))}

## nahráme skompilovaný program v C

dyn.load("bootstrapc.so")

## uložı́me si súradnice bodov, v ktorých budeme bispektrum počı́tat’

bx<-NULL

by<-NULL

for(i in 1:6){
bx<-c(bx,(1:(6-i+1))*(pi/7)+(i-1)*(2*pi/3)/7)

by<-c(by,rep((2*pi/3)/7*i,6-i+1))}

err<-NULL

boot1<-0

for(i in 1:1000){
mb<-try(arima(tar1[,i],order = c(15, 0, 0), include.mean=FALSE),
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silent=TRUE)

if(class(mb)=="try-error"){
err<-c(err,i)

}else{
Ta<-NULL

for(l in 1:21){
bisp<-f2(bx[l],by[l],5,tar1[,i])

Ta<-c(Ta,2*200*2*pi*sum(bisp^2)/25/0.16885/f(bx[l],25,

tar1[,i])/f(by[l],25,tar1[,i])/f(bx[l]+by[l],25,tar1[,i]))}
T<-quantile(Ta,0.75,type=1)-quantile(Ta,0.25,type=1)

a<-mb$residuals[16:200]-mean(mb$residuals[16:200])

## nagenerujem si reziduá a vytvorı́m replikácie radu

a2<-matrix(a[ceiling(185*runif(200000))],200,1000)

ar12<-matrix(rep(0,200000),200,1000)

ar12[1,]<-a2[1,]

for(k in 2:15){
ar12[k,]<-t(mb$coef[1:(k-1)])%*%ar12[(k-1):1,]+a2[k,]}

for(k in 16:200){
ar12[k,]<-t(mb$coef)%*%ar12[(k-1):(k-15),]+a2[k,]}

Tc<-NULL

for(g in 1:21){
bisp<-apply(X=ar12,MARGIN=2,FUN=f2,k=bx[g],l=by[g],M=5)

hust1<-apply(X=ar12,MARGIN=2,FUN=f,l=bx[g],M=25)

hust2<-apply(X=ar12,MARGIN=2,FUN=f,l=by[g],M=25)

hust3<-apply(X=ar12,MARGIN=2,FUN=f,l=(bx[g]+by[g]),M=25)

Tc<-rbind(Tc,2*200*2*pi*(bisp[1,]^2+bisp[2,]^2)/25/0.16885/

hust1/hust2/hust3)}
Tb<-apply(X=Tc,2,quantile,probs=0.75,type=1)-

apply(X=Tc,2,quantile,probs=0.25,type=1)

if(quantile(Tb,0.95)<T){boot1<-boot1+1/10}
}}

Ku kódu poznamenajme, že pri prekladańı AR modelu prǐslo pri malom počte

testov behom výpočtu k chybe (asi 1% pŕıpadov, ktoré sa zaznamenali do pre-

mennej err). V takom pŕıpade sme dogenerovali potrebný počet postupnost́ı, aby

sme mali urobených 1000 testov ako v predošlých pŕıpadoch. Nakoniec prejdime

k testom usporiadanej autoregresie (pre tar1) a testom voči alternat́ıve postup-
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nosti typu STAR (premenná s názvom star1 bude označovat’ simulácie modelu

8). Ako prvý uved’me kus skriptu, korý testuje proti alternat́ıve TAR pomocou

usporiadanej autoregresie. Početnost’ zamietnut́ı bude uložená v premennej aar1.

aar1<-0

for(k in 1:1000){
ord<-order(tar1[1:199,k])

resid<-recresid(tar1[ord+1,k] tar1[(ord),k],start=20)

res2<-lm(resid∼tar[(ord[20:199]),k])$residuals

stat<-((sum(resid^2)-sum(res2^2))/2)/(sum(res2^2)/177)

if(stat>qf(0.95,2,177)){aar1<-aar1+1/10}
}

Z testov proti alternat́ıve STAR uvedieme len najjednoduchš́ı pŕıpad lineárnej

aproximácie. Ostatné pŕıpady by boli rozdielne len v zaradeńı regresorov

I(star1[1:199,k]^3), či I(star1[1:199,k]^4) do modelu m1.

tstar1<-0

for(k in 1:1000){
m1<-lm(star1[2:200,k] star1[1:199,k]+I(star1[1:199,k]^2))

m2<-lm(star1[2:200,k] star1[1:199,k])

if(anova(m1,m2)[2,6]<0.05){tstar1<-tstar1+1/10}
}
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Pŕıloha C - obsah priloženého CD

Priložené CD obsahuje okrem súboru s prácou v pdf formáte, aj všetky skripty

použité pri jej tvoreńı.

V súbore modely.R sú kódy na nagenerovanie mat́ıc všetkých postupnost́ı ria-

diacich sa modelmi 1 až 11. Ďalej, skript s názvom testy.R obsahuje kód k opako-

vaným aplikáciam všetkých testov na vygenerované postupnosti, s výnimkou bis-

pektrálneho. Pre testovanie rôznych modelov treba v danom skripte vždy preṕısat’

názov modelu. Kód k bispektálnemu testu je naṕısaný v súbore bootstrap.R.

Použ́ıva však v sebe odkaz na bootstrapsfunkce.so. Tento súbor vznikol skom-

pilovańım kódu v jazyku C++ zaṕısanom v skripte bootstrapcfunkce.c. Všetky

obrázky týkajúce sa spektrálnych a časových okien sa vygenerujú pomocou skrip-

tov okna.R. Obrázok šest’uholńıka so symetriami bispektra vytvoŕıme spusteńım

kódu v symetrie bispektra.R. Pŕıklad s prekladańım AR(1) modelu nájdeme v

skript ar1 hustoty.R spolu s ukážkou odhadu husoty bieleho šumu. Nakoniec,

obrázky bodov bispektra v hlavnej doméne, ktoré použ́ıvame v bispektrálnom

teste sú v skripte trojuholniky body spektra.R.
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