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1.1 Popis pohybu tuhého tělesa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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2.3 Velké deformace popsané pomoćı mechaniky kontinua . . . . . . . 21
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3.3.2 Newmark integračńı metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Závěr 49

Literatura 50

Seznam obrázk̊u 52
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Úvod

Již v́ıce jak dvě desetilet́ı lidé vyv́ıjej́ı metody pro simulace pohybu pevných a
deformovatelných těles pro aplikace v poč́ıtačové grafice. Zřejmě jedna z prvńıch
stěžejńıch praćı v tomto ohledu je [22]. Toto interdisciplinárńı odvětv́ı kombinuje
poč́ıtačovou grafiku, Newtonovskou mechaniku, mechaniku kontinua, numerickou
matematiku, diferenciálńı geometrii, vektorový kalkulus, ale i teorii aproximaćı a
daľśı. Jednotlivé modely a metody se lǐśı hlavně podle jejich aplikace. V potaz se
muśı brát reprezentace modelu, rozsah fyzikálńıch parametr̊u, topologické změny
atd. Z aplikaćı zmiňme poč́ıtačové hry, animace a speciálńı efekty ve filmech,
ale i r̊uzné simulátory. Na základě těchto aplikaćı se metody rozděluj́ı na ty,
které muśı pracovat v reálném čase (poč́ıtačové hry, simulátory, ...) a na ty, které
mohou fyzikálńı simulaci spoč́ıtat i offline (speciálńı efekty ve filmech, ...). Jestliže
mluv́ıme o real time fyzikálńım enginu v poč́ıtačové hře, pak u takového algoritmu
je potřeba, aby byl schopen generovat zhruba 60 sńımk̊u za sekundu, aby simulace
p̊usobila plynule a věrohodně. Hráči poč́ıtačových her chtěj́ı mı́t ve hře co nejv́ıce
volnosti a možnost interakce s objekty. Jelikož neńı předem jasné, co se např. v
poč́ıtačové hře stane, muśı být fyzikálńı engine dostatečně robustńı a stabilńı.
Daľśı aspekty jako rychlost a přesnost fyzikálńı simulace jdou proti sobě. Real
time přesnosti dosáhneme na úkor r̊uzných zjednodušeńı a nepřesnost́ı.

Tento obor je v neustálém vývoji i d́ıky stále rychleǰśı poč́ıtačové technice,
která dovoluje použit́ı dř́ıve neupočitatelných algoritmů. Rozvoj grafických karet,
paralelńıch výpočt̊u a fyzikálńıch procesńıch jednotek (což jsou procesory slouž́ıćı
speciálně k poč́ıtáńı fyzikálńı simulace) také pob́ıźı k vývoji nových algoritmů.
Funguj́ıćı fyzikálńı engine je komplexńı software, při jehož vytvářeńı naráž́ı člověk
na poměrně hodně obt́ıž́ı, např. kv̊uli tomu, že jsme schopni pouze vzorkovat
spojitou realitu v diskrétńıch časových okamžićıch. U 2D fyziky pevných těles,
která se použ́ıvá v mobilńıch aplikaćıch a hrách, se stal standardem fyzikálńı
engine Box2D, který je zcela zdarma. Pro 3D fyziku existuje v́ıce komerčńıch
fyzikálńıch engin̊u, ale i open source projekt̊u, k jejichž vývoji může přispět každý,
a jejichž zdrojový kód je volně k dispozici.

Jak jsme již zmı́nili, r̊uzných metod celkově existuje velké množstv́ı. Ćıle této
práce je rešerše některých existuj́ıćıch metod pro simulace pevných a deformova-
telných těles s d̊urazem na open source knihovnu Bullet. Také se pod́ıváme na
metodu zvanou redukce modelu, která se dá použ́ıt jak v poč́ıtačové grafice, tak
v jiných aplikaćıch.
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Kapitola 1

Simulace fyziky tuhých těles

Na setkáńı vývojář̊u
”
Eurographics 2012“ (květen 2012) představili autoři

Jan Bender, Kenny Erleben, Jeff Trinkle a Erwin Coumans (autor open source
fyzikálńıho enginu Bullet) jejich obsáhlý state-of-the-art článek s názvem

”
In-

teractive Simulation of Rigid Body Dynamics in Computer Graphics“ [5], který
shrnuje dosavadńı práci a pokroky na poli simulaćı fyziky tuhých těles, které se
použ́ıvaj́ı v poč́ıtačové grafice (hry, filmy, simulátory, ...). Obsahuje mimo jiné od-
vozeńı algebraických diferenciálńıch rovnic, které popisuj́ı pohyb systému tuhých
těles s Coulombovým třeńım. Systém, který použ́ıvá open source kód Bullet phy-
sics http://bulletphysics.org/ je popsán ve článku

”
Iterative dynamics with

temporal coherence“ [6] od Erina Catto (tv̊urce 2D open source enginu Box2D)
a použ́ıvá r̊uzná zjednodušeńı oproti rovnićım popsaným v [5]. Nejdř́ıve shrnu
teorii potřebnou k popisu tuhého tělesa a pak poṕı̌si mechanismus enginu Bullet,
zjednodušeńı, která se použ́ıvaj́ı a jejich výhody.

Tuhé těleso je idealizovaný objekt, u něhož se během pohybu neměńı vzdálenost
mezi libovolnými dvěma body. Simulace pohybu tuhých těles je analogická nu-
merickému řešeńı nelineárńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic, které se nazývaj́ı
Newton-Eulerovy rovnice. K těmto rovnićım pak muśıme přidat daľśı tři podmı́nky:
nepenetračńı (kontaktńı) vazby, které zabraňuj́ı těles̊um prostupováńı, model
třeńı, který vyžaduje, aby kontaktńı śıly setrvávaly ve svých kuželech třeńı a
ještě tzv. komplementarita, která spojuje kontaktńı vazby a kontaktńı śıly a vy-
nucuje d̊uležitou vlastnost kontaktńıch sil, aby přestaly p̊usobit, jakmile se tělesa
začnou pohybovat od sebe.

Pár slov k detekci koliźı
Ve fyzikálńım enginu potřebujeme zajistit, aby sebou tělesa neprostupovala. Proto
jednou z nejvýznaměǰśıch část́ı enginu je systém na detekci koliźı. Kolize je de-
tekována, pokud se objemy těles překrývaj́ı alespoň v jednom bodě. Můžeme
postupovat dvěma zp̊usoby. Můžeme zjǐst’ovat přesný čas kolize t́ım že např. pro-
vedeme časový krok ∆t a pokud se tělesa překrývaj́ı, provedeme znovu pouze 1

2
∆t

časový krok. Metodou takovýchto p̊uleńı interval̊u teoreticky můžeme libovolně
přesně zjistit čas kolize a zajist́ıme také, že se tělesa nebudou překrývat. Tento
zp̊usob je pro interaktivńı simulace bohužel moc pomalý a tak se použ́ıvá tzv.
retroaktivńı detekce. To znamená, že tělesa necháme se překrýt a potom tuto pe-
netraci napravujeme dodatečně. To s sebou samozřejmě přináš́ı také problémy, již
samotné řešeńı penetraćı nebo tunneling problem - malá tělesa s vysokými rych-

2
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lostmi prostouṕı překážkou, aniž by byla detekována kolize. Mezi objekty nemuśı
vznikat jen kolizńı body ale kolizńı hrany anebo celé kolizńı plochy. Takové geo-
metrické objekty se aproximuj́ı množinou (nejlépe např. rohových) bod̊u. Výstup
detekčńıho algoritmu pak je kolizńı bod (přesná pozice), normálový vektor ko-
lize (je potřeba rozdělit relativńı rychlosti a kolizńı śıly do normálových a tečných
směr̊u) a hloubka penetrace (je potřeba pro následné řešeńı penetrace). V praxi se
netestuj́ı všechny objekty mezi sebou, ale použ́ıvaj́ı se algoritmy urychluj́ıćı celý
proces. Objekty se např. obaĺı do kouĺı a testuje se nejdř́ıve, zda-li se překrývaj́ı
tyto koule. Až pak se detekce koliźı zjemňuje a postupně se hledaj́ı přesné kolizńı
body.

1.1 Popis pohybu tuhého tělesa

Pohyb tuhého tělesa se dá rozdělit na translačńı (pohyb těžǐstě celého tělesa) a
rotačńı pohyb (rotace okolo těžǐstě). Každý z těchto pohyb̊u má 3 stupně volnosti,
celkově má tedy tuhé těleso 6 stupň̊u volnosti.

1.1.1 Popis translačńıho pohybu

Ukládáme aktuálńı pozici těžǐstě x a aktuálńı rychlost těžǐstě v. Tyto dvě
veličiny jsou svázány kinematickou diferenciálńı rovnićı

ẋ = v

1.1.2 Výpočet těžǐstě

Souřadnice těžǐstě obecného tělesa, které vyplňuje v prostoru objem V
(V ∈ R3) a má hustotu ρ, vypoč́ıtáme vzorcem

rT =

∫
V
ρ r dV∫
V
ρ dV

1.1.3 Popis rotačńıho pohybu

Potřebujeme mı́t uloženou aktuálńı orientaci tělesa a aktuálńı úhlovou rych-
lost.

1.1.4 Orientace tělesa

Orientace tělesa se dá popsat v́ıce zp̊usoby. Mezi následuj́ıćımi popisy sa-
mozřejmě existuj́ı převodńı vztahy.

Tři skalárńı úhly
Můžeme zvolit např. Eulerovy úhly.

Rotačńı matice
Znač́ı se většinou R a jedná se o tzv. ortogonálńı matici, která má sice 9 prvk̊u, ale
jelikož pro jej́ı sloupce plat́ı 6 relaćı ortogonality, redukuj́ı se nezávislé parametry
na 3 (počet stupň̊u volnosti).
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Jednotkový kvaternion

Jedná se o
”
normovaný 4D vektor“, jehož prvńı složka se nazývá skalárńı.

Skalárńı složka se dá vyjádřit pomoćı ostatńıch třech
”
vektorových“ složek, tedy

opět máme 3 nezávislé stupně volnosti.

q = w + ix+ jy + kz = (s,v) ∈ R4

Mezi imaginárńımi jednotkami plat́ı následuj́ıćı vztahy

i2 = j2 = k2 = −1, ij = k = −ji

Sdružený a inverzńı kvaternion je definován obdobně jako u komplexńıch č́ısel.

q̄ = w − ix− jy − kz

q−1 =
q̄

qq̄
=

q̄

‖q‖2

Kvaternionové násobeńı je definováno následovně

(s1,v1) ∗ (s2,v2) = (s1s2 − v1 · v2, s1v2 + s2v1 + v1 × v2)

Jedná se o jistou analogii s 2D př́ıpadem. Rotace ve 2D má jeden stupeň
volnosti a takovou rotaci můžeme popsat jednotkovým komplexńım č́ıslem (kom-
plexńı č́ıslo otoč́ıme kolem počátku tak, že ho vynásob́ıme jednotkovým kom-
plexńım č́ıslem). 3D rotaci o úhel α kolem osy dané jednotkovým vektorem u
můžeme

”
popsat“ jednotkovým kvaternionen q = (cos(α

2
), sin(α

2
)u) = (s,w). Ro-

tace vektoru v o úhel α kolem osy dané jednotkovým vektorem u pak doćıĺıme
kvaternionovým násobeńım

vrot = q ∗ v ∗ q−1

Vektor v se vezme jako kvaternion s nulovou skalárńı složkou a výsledný kva-
ternion s nulovou složkou se interpretuje znovu jako vektor. Skládáńı rotaćı taktéž
odpov́ıdá násobeńı kvaternion̊u. V poč́ıtačové grafice jsou obĺıbené zejména jed-
notkové kvaterniony v kombinaci s rotačńımi maticemi. Existuj́ı tedy samozřejmě
převodńı vzorečky mezi kvaterniony a rotačńımi maticemi, které reprezentuj́ı tu
samou rotaci. Při integraci rovnice s rotačńı matićı kv̊uli numerickým zaokrohlou-
vaćım chybám nově źıskaná matice již nemuśı být nutně matice rotace a tak se
po pár kroćıch muśı znovu renormalizovat např. Gramm-Schmidtovým ortonor-
malizačńım postupem. Když ale reprezentujeme rotačńı matici 4-dimenzionálńım
jednotkovým kvaternionem q, můžeme ho pak jednoduše renormalizovat jako vek-
tor vzorečkem

q̂ =
q

‖q‖
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1.2 Pohyb tuhého tělesa bez vazeb

Pohybová rovnice hmotného bodu (jednotlivé částice) vycháźı z Newtonova
pohybového zákona

F(x,ẋ,t) = ma(t) = mv̇(t) = mẍ(t),

kde m je jej́ı hmotnost, x aktuálńı poloha, v rychlost a a jej́ı zrychleńı a t znač́ı
čas. F(x,ẋ,t) znač́ı, že śıla p̊usob́ıćı na částici typicky nezáviśı jenom na čase,
ale i na poloze a rychlosti částice. Pokud se částice např. nacháźı v nějakém
netriviálńım fyzikálńım poli, které na ni p̊usob́ı. Pro usnadněńı zápisu budeme
závislost na čase vynechávat. Každá obyčejná diferenciálńı rovnice vyšš́ıho řádu
než jedna se dá převést na soustavu rovnic prvńıho řádu. Numerické řešiče tak
stač́ı optimalizovat právě na soustavy prvńıho řádu. Newton̊uv pohybový zákon
můžeme převést na soustavu dvou rovnic prvńıho řádu ve tvaru

ẋ = v

v̇ =
F

m

Pokud budeme použ́ıvat mı́sto rychlosti v hybnost p = mv (a předpokládáme
časově neměnnou hmotnost tělesa) můžeme druhou rovnici zapsat též ve tvaru

ṗ = F

V př́ıpadě pevného tělesa, u kterého nemůžeme zanedbat rotačńı pohyb, bu-
dou tyto rovnice popisovat pohyb jeho těžǐstě. Ještě muśıme přidat rovnice popi-
suj́ıćı právě zmı́něný rotačńı pohyb. Rovnice nám ř́ıkaj́ı, jak je ovlivněna rotačńı
matice R(t) (nebo také matice orientace) tělesa v d̊usledku p̊usobeńı vněǰśıho
momentu śıly τττ(t) . Analogie hmotnosti m je tzv. matice setrvačnosti I, analogie
rychlosti v je úhlová rychlost ωωω a analogie hybnosti p je moment hybnosti L .
Rovnice vypadaj́ı následovně

Ṙ = Skew(ωωω)R (1.1)

L = Iωωω

L̇ = τττ ,

kde Skew(ωωω) znamená vytvořeńı antisymetrické matice z vektoru ωωω ve tvaru 0 −ω3 ω2

ω3 0 ω1

−ω2 ω1 0


Vektorový součin ωωω× se tak dá nahradit násobeńım matićı Skew(ωωω) zleva.

A čemu se rovná L̇ ?

L̇ = ˙Iωωω = İωωω +ωωω × Iωωω

Přesné odvozeńı se dá nalézt např. v [1].
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Druhý výraz v této rovnici se nazývá Coriolisova śıla a ve fyzikálńıch enginech
se často zanedbává (viz. Bullet physics dále). Zanedbáńı bude znamenat, že se
bude zachovávat úhlová rychlost mı́sto úhlového momentu.

Rovnice (1.1) zapsaná pomoćı kvaternion̊u přejde v rovnici (odvozeńı viz např.
[1])

q̇ =
1

2
ω ∗ q,

kde se na pravé straně násob́ı kvaterniony a ω se bere jako kvaternion s nulovou
skalárńı část́ı.

Násobeńı kvaternionem můžeme přepsat i na maticové násobeńı

q̇ =
1

2
Qω, (1.2)

kde matice Q je vytvořena z prvk̊u kvaternionu q, detail viz. [13].
Vektorově můžeme celou soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic pro jedno

těleso zapsat ve tvaru

Ṡ =


ẋ
q̇
ṗ

L̇

 =


m−1p
ω ∗ q/2

F
τττ

 = G(t,S) (1.3)

Tyto rovnice se nazývaj́ı Newton-Eulerovy rovnice. Matici rotace R vypoč́ıtáme
z q. Úhlovou rychlost źıskáme z předešlých rovnic

ωωω = I−1 L = R I−1
tělesoRT L

kde I je matice setrvačnosti v globálńıch souřadnićıch a Itěleso je matice se-
trvačnosti v lokálńıch souřadnićıch tělesa, kterou můžeme vypoč́ıtat před si-
mulaćı. Tuto soustavu můžeme řešit pomoćı vybraného řešiče obyčejných dife-
renciálńıch rovnic a źıskat tak hodnoty proměnných v novém čase t+ ∆t.

1.3 Vazby

Když chceme simulovat pohyb reálných objekt̊u, pak se neobejdeme bez va-
zeb. Tělesa jsou totiž velmi často svázána nějakými vazbami (otáčej́ıćı se kolo,
tlumič, plachta přichycená v některých bodech) a ty je potřeba zavést do enginu.
Uvažujeme dva druhy vazeb, permanentńı mechanické a kontaktńı vazby. Kon-
takty můžeme dále rozdělit na koliduj́ıćı, kde je relativńı rychlost kontaktńıch
bod̊u nenulová, a dotykové, kdy se tělesa jen dotýkaj́ı a relativńı rychlost jejich
kontaktńıch bod̊u je nulová (např. navršené krabice na sobě).

1.3.1 Permanentńı mechanické vazby

Jsou to vazby popsané systémem skalárńıch rovnic. Zjednodušeně můžeme na-
psat vazbu mezi dvěma tělesy jako C = 0, kde funkce C může záviset na r̊uzných
proměnných. V praxi vystač́ıme s vazbami, které závisej́ı pouze na pozićıch a
orientaćıch dvou těles, mezi kterými je vazba definovaná. Mějme např́ıklad dvě
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koule se středy x1 a x2 a s poloměry r1 a r2. Pokud chceme, aby byly středy
těchto kouĺı neustále ve vzdálenosti L (L > r1 + r2) od sebe, můžeme takovou
vazbu zapsat skalárńı rovnićı

C(x1,x2) = ‖x1 − x2‖ − L = 0 (1.4)

Vazby jsou splněny d́ıky tzv. vazebným silám. Ještě se k nim vrát́ıme.

1.3.2 Kontaktńı vazby

Vazbami se též daj́ı popsat izolované bodové kontakty mezi tělesy, ty se daj́ı
popsat jednou skalárńı nerovnost́ı. Obdrž́ıme-li detekovaný kontakt dvou těles
s těžǐsti x1 a x2 a kontaktńımi body c1 (na tělese s těžǐstěm x1), c2 (na tělese
s těžǐstěm x2) a kontaktńı normálou n, pak můžeme zapsat kontaktńı vazbu
nerovnost́ı

C(x1,x2) = (x2 + c2 − x1 − c1) · n ≥ 0, (1.5)

která vyjadřuje, že sebou tělesa nesmı́ prostupovat. Vektory ci směřuj́ı z těžǐstě
do jednotlivých kontaktńıch bod̊u.

Jestliže budeme funkci C(x1,x2) derivovat podle času, dostaneme po prvńı
derivaci relativńı rychlost kontaktńıch bod̊u ve směru normály a po daľśı derivaci
relativńı zrychleńı ve směru normály. Tyto veličiny potřebujeme ke zjǐstěńı typu
kontaktńıho bodu. Jestliže jsme měli nerovnost C ≥ 0 (1.5), pak i když se derivaćı
obecně nerovnost nezachovává, v́ıme, že muśı platit i Ċ ≥ 0 a C̈ ≥ 0. Jak jsme
řekli, tyto veličiny představuj́ı relativńı rychlosti a zrychleńı v kontaktńıch bodech
a potřebujeme, aby byly také větš́ı než nula.

1.3.3 Druhy kontaktńıch bod̊u

Předpokládejme, že konvexńı polygon A svým vrcholem naraźı do strany
jiného polygonu B v bodě o souřadnici P v čase t. Rychlost tohoto bodu na tělese
A bude vA + ωωωA × rA a stejný bod na tělese B bude mı́t rychlost vB + ωωωB × rB
(vC , kde C = A nebo B, je rychlost těžǐstě tělesa). Kontaktńı normála N bude
zřejmě kolmá ke kolizńı stěně polygonu B. Abychom mohli určit typ kontaktu,
zaj́ımá nás relativńı pohyb obou kontaktńıch bod̊u ve směru kontaktńı normály
N, tedy pr̊umět N · vrel = N · ((vA +ωωωA × rA)− (vB +ωωωB × rB)). Na základě
této veličiny můžeme kontaktńı body rozdělit na tři druhy:

vn = N · vrel

vn < 0 Kolizńı kontakt

vn = 0 dotykový kontakt

vn > 0 Separace,

přičemž nás zaj́ımaj́ı pouze prvńı dva př́ıpady.
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U dotykového kontaktu v praxi testujeme podmı́nku ‖vn‖ < ε, pro nějaké ε
malé. Dotykový kontakt se dá rozdělit dále podle tečné složky rychlosti vt na

vt 6= 0 klouzaj́ıćı kontakt

vt = 0 vaĺıćı se kontakt.

Penetraćım zabraňuj́ı kontaktńı śıly, přesněji pokud uvažujeme třeńı, tak jejich
normálové složky. Pokud uvažujeme kontakty bez třeńı, pak kontaktńı śıly jsou
pouze vektory ve směru kontaktńı normály. Jestliže normálové složky kontaktńıch
sil zaṕı̌seme do vektoru fn, pak potřebujeme, aby tyto śıly odstrkovaly objekty
od sebe a tedy

fn ≥ 0

ve smyslu fni ≥ 0,∀i.
Takzvaná podmı́nka komplementarity ř́ıká, že kontaktńı śıla muśı p̊usobit

pouze během kontaktu, t.j. jestliže Ci = 0, pak fni > 0, pokud objekty v kontaktu
nejsou, tedy pokud Ci > 0, pak fni = 0. Alespoň jedna z veličin tedy muśı být
nulová. Jelikož toto muśı platit pro všechny kontakty, můžeme tuto podmı́nku
vyjádřit skalárńım součinem

Cn · fn = 0,

kde Cn je vektor obsahuj́ıćı všechny kontaktńı vzdálenosti.

1.4 Řešeńı kolizńıch kontakt̊u, kolizńı odezva

Z hlediska fyzikálńıho enginu nejd̊uležitěǰśı ale také nejobt́ıžněǰśı část je de-
tekce a simulace koliźı.

Detekce koliźı dodá množinu kontaktńıch bod̊u a jejich kolizńı jednotkové
normálové vektory. Na základě těchto dat můžeme rozhodnout o jaký druh kon-
taktu se jedná.

1.4.1 Př́ıklad jedné 2D kolize bez třeńı

Jako př́ıklad uvád́ım kolizi dvou 2D objekt̊u v jednom kontaktńım bodě bez
třeńı. Takovou kolizi můžeme analyticky vyřešit, jestliže spoč́ıtáme impulsy śıly,
kterými na sebe obě tělesa zap̊usob́ı. Chceme vypoč́ıtat impuls śıly p̊usob́ıćı mezi
tělesy a který zabráńı penetraci objekt̊u. Vycháźı se z následuj́ıćıch poznatk̊u.
Vektor impulsu śıly p̊usob́ıćı např. na těleso A bude násobek kolizńı normály, t.j.
fN pro neznámý skalár f. Rychlosti před koliźı budeme značit horńım indexem
-, t.j. v− a po kolizi s horńım indexem +, t.j. v+. Rychlosti těžǐst’ těles se během
kolize změńı následovně:

v+
A = v−A +

fN

mA

, v+
B = v−B −

fN

mB

Stejně tak se úhlové rychlosti změńı na:

ωωω+
A = ωωω−A + I−1

A (rA × fN), ωωω+
B = ωωω−B − I−1

B (rB × fN),
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kde rC , kde C = A nebo B, je vektor spojuj́ıćı těžǐstě tělesa a bod kontaktu.
Využijeme vztah

N · v+
rel = −εN · v−rel,

který vyjadřuje empirickou vlastnost, kterou by měla kolize splňovat. Koeficient
ε vyjadřuje elastičnost kolize a ztrátu kinetické energie. Pro ε = 0 bude kolize
plně inelastická a pro ε = 1 plně elastická. Po algebraických úpravách dostaneme
vyjádřeńı pro skalár f, které jsme hledali:

f =
−(1 + ε)

(
N · (v−A − v−B) +

(
ωωω−A · (rA ×N)−ωωω−B · (rB ×N)

))
m−1
A +m−1

B + (rA ×N)T I−1
A (rA ×N) + (rB ×N)T I−1

B (rB ×N)

V [13] se daj́ı nalézt vztahy pro impulsy v kontaktńım bodě, pokud uvažujeme
i třeńı. V praxi ale v časovém kroku obecně docháźı k v́ıce kolizńım kontakt̊um.
Stač́ı si představit hromadu krabic naskládaných na sobě. Na jaký druh úlohy
tyto situace vedou se pokuśıme nast́ınit v následuj́ıćım textu.

1.5 Řešič vazeb

Kromě numerického integrátoru, který integruje Newton-Eulerovy rovnice (1.3)
tedy v enginu muśı existovat i řešič vazeb. V enginech se setkáváme s t́ım, že je
řešič vazeb rozdělen na moduly, které řeš́ı zvlášt’ simultánńı kolizńı kontakty, do-
tykové kontakty a zvlášt’ mechanické a všechny ostatńı vazby. Takový př́ıstup je
vysvětlen např. v knize [12] a dále ukážeme, že se tyto problémy formuluj́ı a řeš́ı
jako lineárńı komplementárńı úlohy (anglická zkratka LCP). Na druhou stranu
se daj́ı všechny druhy vazeb řešit stejným př́ıstupem a jedńım řešičem. Takový
př́ıstup vysvětluje článek [6]. Tento př́ıstup vede na tzv. smı́̌senou lineárńı kom-
plementárńı úlohu (anglicky MLCP). Ta se lǐśı oproti LCP v tom, že komponenty
př́ıpustného řešeńı nejsou jen omezeny zdola nulou, ale některé muśı spadat do
nějakého omezeného intervalu. Při studiu r̊uzných metod se člověk také setkává
s výrazy pozičńı formulace, rychlostńı formulace a formulace ve zrychleńıch. V
práci [13] autor vysvětluje v čem spoč́ıvá rozd́ıl mezi těmito r̊uznými metodami.

1. Pozičńı formulace
Chceme splnit C = 0. Jestliže je tato vazba porušena a tělesa ji nesplňuj́ı,

změńıme př́ımo jejich pozice tak, aby vazbu opět splňovala. Toto se řeš́ı pomoćı
takzvané projekce a metodu proslavil zejména článek [15]. Př́ımo se tak operuje
s pozicemi těles. Jelikož je tato metoda využ́ıvána i v implementaci soft body
modulu enginu Bullet, ještě se k ńı vrát́ıme.

2. Rychlostńı formulace
Předpokládáme, že C = 0 a snaž́ıme se splnit Ċ = 0. Jestliže bude totiž

Ċ = 0, pak bude C = 0 splněno i v daľśım časovém kroku. Jestliže Ċ 6= 0, pak
se snaž́ıme změnit rychlosti objekt̊u pomoćı impuls̊u, aby byla tato vazba opět
splněna.
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3. Formulace ve zrychleńıch
Předpokládáme, že C = 0 a Ċ = 0 a snaž́ıme se splnit C̈ = 0. Potom bude

totiž v daľśım kroku i Ċ = 0 a s t́ım i C = 0. Toho doćıĺıme t́ım, že vypoč́ıtáme
takzvané vazebńı śıly, které p̊usob́ı na tělesa spolu s exterńımi silami.

1.5.1 Lineárńı komplementárńı problém

Různé př́ıstupy k řešeńı simultánńıch kolizńıch bod̊u maj́ı to společné, že
vedou na tzv. komplementárńı problém a jelikož se často, jako je to i u Bulletu,
uvažuje zjednodušený model třeńı, řeš́ı se tzv. lineárńı komplementárńı problém.
Dř́ıve byly běžněǰśı řešiče, kde v komplementárńım problému vystupovaly jako
neznámé zrychleńı a śıly v kontaktńıch bodech, nyńı se použ́ıvaj́ı sṕı̌se řešiče na
úrovni rychlost́ı a impuls̊u v kontaktńıch bodech. Následuje definice lineárńıho
komplementárńıho problému.

Necht’ A ∈ Rn×n. Necht’ b ∈ Rn. Najdi x,w ∈ Rn splňuj́ıćı

w = Ax− b
x ≥ 0, w ≥ 0 a (x,w) = 0,

kde (·,·) rozumı́me tradičńı skalárńı součin dvou vektor̊u.
Posledńı z podmı́nek se dá zapsat i jako

(x,Ax− b) = 0

Jak uvid́ıme dále, komplementárńı proměnné v této úloze tvoř́ı bud’ již zmı́něné
vektory zrychleńı a sil nebo vektory rychlost́ı a impuls̊u v kontaktńıch bodech.

1.5.2 Zpracováńı simultánńıch kolizńıch bod̊u

Pokud detekujeme v jednom časovém okamžiku v́ıce kolizńıch bod̊u, mohlo
by se zdát, že bude stačit vyřešit každý kontakt zvlášt’ pomoćı vzorc̊u pro je-
den kolizńı bod. Takovýto př́ıstup použ́ıvaj́ı tzv. sekvenčńı řešiče a přináš́ı sebou
problémy. Vyřešeńı jednoho kontaktńıho bodu totiž může např. zp̊usobit pene-
traci v jiném bodě. Většinou se tedy provede v́ıce iteraćı sekvenčńıho řešiče. Jiná
možnost je sestavit lineárńı komplementárńı úlohu pro soustavu simultánńıch ko-
lizńıch bod̊u a vyřešit všechny impulsy najednou. Čerpám z knihy [12], ve které
se dá nalézt odvozeńı tohoto problému ve tvaru minimalizace kvadratické funkce.
Lineárńı komplementárńı úloha se totiž dá ekvivalentně formulovat jako hledáńı
minima jisté kvadratické funkce za omezuj́ıćıch podmı́nek. V knize [12] čtenář
nalezne i přeformulováńı této minimalizace na lineárńı komplementárńı úlohu v
rychlostech a impulsech.

Mějme kolekci tuhých těles a n kolizńıch bod̊u Pi, 0 ≤ i ≤ n. Necht’ ḋ
−

je

vektor, ve kterém jsou uloženy relativńı rychlosti před srážkou a necht’ ḋ
+

je

vektor rychlost́ı po srážce. Aby nedocházelo k penetraćım, potřebujeme ḋ
+ ≥ 0.

Necht’ f je vektor, ve kterém shromažd’ujeme velikosti impulsivńıch sil (fi = fiNi,
kde Ni je kontaktńı normála v bodě Pi). Impulsivńı śıly muśı být odpudivé a
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proto f ≥ 0. V knize je odvozeno, že se rychlosti po srážce daj́ı vypoč́ıtat lineárńım

vztahem ḋ
+

= Af + ḋ
−

, kde A ∈ Rn×n. Dále definujeme vektor b s prvky bi = 0

pokud ḋ
−
i ≥ 0 a bi = 2ḋ

−
i pokud ḋ

−
i < 0. Definujme vektor c s komponentami

ci = ‖ḋ−i ‖. Úloha nalézt vektor impulsivńıch sil f se pak dá formulovat jako
úloha nalézt minimum konvexńı kvadratické funkce ‖Af + b‖2 s vazbami f ≥ 0,
Af + b ≥ 0 a Af + b ≤ c.

1.5.3 Zpracováńı simultánńıch dotykových kontaktńıch
bod̊u

Pokud máme soubor v́ıce dotykových bod̊u, dá se jejich simultánńı zpracováńı
vyřešit podobně jako kolizńı body popsané výše. Pokud jsou relativńı zrychleńı
v kontaktńıch bodech záporná, snaž́ı se tělesa proniknout do sebe a proto je
potřeba mezi nimi p̊usobit kontaktńımi silami (vektor g ≥ 0). Vektor zrychleńı
se dá vyjádřit lineárńım vztahem d̈ = Ag + b (Odvozeńı a přesné vzorečky viz
kniha [12]). Potřebujeme nalézt vektory d̈ a g, které splňuj́ı lineárńı vztah výše
a vazby d̈ ≥ 0, g ≥ 0. Nav́ıc máme komplementárńı vazbu d̈ · g = 0. Vypočtené
śıly p̊usob́ıćı u dotykových kontakt̊u jsou v řešiči započteny do celkových sil a
moment̊u sil p̊usob́ıćıch na tělesa.

1.5.4 Rychlostńı formulace pohybu s vazbami

Jak jsme již zmı́nili, daj́ı se všechny tyto vazby (kontaktńı, mechanické) řešit
stejným př́ıstupem uniformě, což vysvětluje jak autor v [12], tak článek [6].

Tento př́ıstup uvažuje vazby pouze mezi dvěma tělesy, které jsou funkćı pozic
a orientaćı těles. Mějme vazbu (označenou indexem k) mezi dvěma pevnými tělesy
s indexy i a j

Ck(xik ,qik ,xjk ,qjk) = 0

Soustavu v́ıce takových vazeb můžeme zapsat vektorově

C (x(t),q(t)) = 0

Prvńı derivace této vazby je

0 = Ċ =
∂C

∂x
ẋ +

∂C

∂q
q̇ =

[
∂C

∂x

∂C

∂q

] [
ẋ
q̇

]
=

[
∂C

∂x

1

2

∂C

∂q
Q

] [
v
ωωω

]
= GV,

kde matice Q je ze vztahu 1.2. Vektor V představuje jakousi zobecněnou rychlost,
vektor, ve kterém je uložena rychlost těžǐstě i úhlová rychlost.

Druhá derivace vazby je

0 = C̈ =

[
∂C

∂x

1

2

∂C

∂q
Q

] [
v̇
ω̇ωω

]
+

[
vTωωωT

]  ∂2C
∂x2

1
2
∂2C
∂x∂q

Q

1
2
QT
(
∂2C
∂x∂q

)T
1
4
QT
(
∂2C
∂q2 − ∂C

∂q
qI
)
Q

[ v
ωωω

]
= GV̇ + VTHV (1.6)
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Odvozeńı tvaru matice H se dá nalézt v [12]. Newton-Eulerovy pohybové
rovnice 1.3 pro soustavu pevných těles s vazbami můžeme zapsat vektorově jako

MV̇ = F + F̂ (1.7)

GV = 0, (1.8)

kde M = diag(m1I1,J1, . . . ,mnIn,Jn). F jsou exterńı śıly a F̂ jsou vazebné śıly,
které zabraňuj́ı porušeńı vazeb. Z rovnice 1.7 vyjádř́ıme V̇ a dosad́ıme do 1.6.
Dostaneme

0 = GM−1
(
F + F̂ + VTHV

)
Podle principu virtuálńı práce, který ř́ıká, že vazebné śıly nekonaj́ı práci a

nedodávaj́ı tak systému s vazbami energii, je vektor vazebných śıl F̂ roven

F̂ = GTλ,

Dosazeńım dostaneme výslednou soustavu pro vektor neznámých koeficient̊u
λ. Těmto koeficient̊um se často ř́ıká Lagranegovy multiplikátory.

GM−1GTλ = −
(
GM−1F + VTHV

)
(1.9)

1.6 Bullet - modul pevných těles

Článek [6] popisuje tento uniformńı př́ıstup, který je implementován v kódu
Bullet a který se trochu lǐśı od předchoźıho postupu.

1.6.1 Nerovnostńı vazby, kontaktńı model

Ukažme si, jak se postupuje u nerovnostńıch vazeb. Nerovnostńı vazby se
převáděj́ı na nerovnosti pro multiplikátory λ, to znamená, že můžeme specifikovat
omezený interval

[
λ−i , λ

+
i

]
pro každou komponentu: λ−i ≤ λi ≤ λ+

i . V př́ıpadě,
že máme rovnostńı vazbu, máme λi ∈ (−∞,+∞). Ukažme si to na př́ıpadu
kontaktńı vazby (1.5)

C(x1,x2) = (x2 + c2 − x1 − c1) · n ≥ 0,

Po kontaktńı vazebné śıle, která p̊usob́ı ve směru vektoru n chceme, aby od
sebe tělesa odstrkovala (nepřitahovala), takže požadujeme nerovnost 0 ≤ λ <∞.
U třeńı také definujeme omezeńı na multiplikátory. Obecně se vazby s nějakým
limitem promı́tnou do omezeńı na Lagrangeovské multiplikátory.

1.6.2 Nenulová rychlostńı vazba, Baumgarteho stabilizace

Zmı́nili jsme se, že při retrospektivńı detekci koliźı docháźı k penetraćım mezi
objekty, protože se kolize detekuje až když k ńı už došlo. Stejně tak docháźı
kv̊uli numerickým chybám k porušeńı vazeb. Náprava těchto chyb se dá realizovat
pomoćı nenulové pravé strany u rychlostńı vazby a tato metoda je známá též pod
názvem Baumgarteho stabilizace [6]. Uvažujeme rychlostńı vazbu ve tvaru

Ċ = GV = −βC = ξ 6= 0,
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kde pravá strana bude nenulová kv̊uli chybě ve vazbě C 6= 0. Rovnice Ċ+βC = 0
je lineárńı diferenciálńı rovnice s řešeńım C(t) = C(0)exp(−βt). Jelikož je při
penetraci C < 0, potřebujeme β > 0, aby C šlo k nule. Tuto rovnici řeš́ıme
zároveň během simulace. Jestliže máme pevný časový krok, ukazuje se, že je
kv̊uli stabilitě potřeba volit 0 < β < 2/∆t, viz [12].

1.6.3 Coulomb̊uv izotropický model třeńı

Coulomb̊uv izotropický model třeńı, který vyžaduje, aby kontaktńı śıla byla
v tzv. kuželu třeńı, který je popsán rovnićı

f 2
t + f 2

o ≤ µ2f 2
n,

kde ft, fo jsou tečné složky kontaktńı śıly, fn je normálová složka a µ je koeficient
třeńı. Tento model vnáš́ı do formulace rovnic nelinearitu, detaily viz [5].

Proto se použ́ıvá zjednodušený model třeńı, který se dá formulovat pomoćı
dvou vazeb př́ımo na

”
úrovni rychlost́ı“

˙Cu1 = (v2 + ω2 × r2 − v1 − ω1 × r1) · u1

˙Cu2 = (v2 + ω2 × r2 − v1 − ω1 × r1) · u2,

kde u1 × u2 = n jsou tečné vektory kolmé na normálu n v kontakńım bodě.
Tyto vazby vyjadřuj́ı, že se třećı śıla má snažit relativńı rychlost v kontaktńım
bodě projektovanou do těchto tečných složek vynulovat. Na Lagrangeovy mul-
tiplikátory vztahuj́ıćı se ke třećı vazbě se aplikuje následuj́ıćı omezeńı

−µmcg ≤ λu1 ≤ µmcg

−µmcg ≤ λu2 ≤ µmcg,

kde µ je koeficient třeńı a mc je určitá hmotnost přǐrazená kontaktu. Odpov́ıdá to
tomu, že Coloumb̊uv kužel třeńı je aproximován krychĺı. Velikost třeńı nezáviśı
na velikosti normálové složky. Z nakupených kostek na sobě tak např́ıklad spodńı
kostky vytáhneme pomoćı stejné śıly jako vrchńı kostky. Také se nerozlǐsuje mezi
statickým a dynamickým třeńım, uvažujeme pouze jeden koeficient třeńı µ. V
praxi se ukazuje, že je takový model dostačuj́ıćı.

1.6.4 Časová diskretizace

Viděli jsme, že problém vede na řešeńı soustavy (1.9). [6] navrhuje alternativńı
postup. Diskretizaćı rychlosti pomoćı konečné diference dostaneme

V̇ ≈ V2 −V1

∆t
M(V2 −V1) = ∆t(F +GTλ)
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Pro novou rychlost požadujeme splněńı rychlostńı vazby

GV2 = ξ

Rovnice můžeme upravit do tvaru

GM−1GTλ =
ξ −GV1

∆t
−GM−1F

Jestliže řešeńım źıskáme λ, vypoč́ıtáme nové rychlosti a pozice aktualizujeme
jako

x2 = x1 + ∆tv2

q2 = q1 +
∆t

2
ω2 ∗ q1,

kde vi a ωi jsou části vektoru V nálež́ıćı k pozićım a orientaćım.
Řeš́ıme tzv. smı́̌senou lineárńı komplementárńı úlohu (angl. MLCP), která je

tvaru

V = Aλ− η

λ− ≤ λ ≤ λ+

Vi = 0⇔ λ−i ≤ λi ≤ λ+
i ,∀i

Vi ≥ 0⇔ λi = λ−,∀i
Vi ≤ 0⇔ λi = λ+,∀i

Oproti lineárńı komplementárńı úloze se lǐśı v tom, že zde máme větš́ı omezeńı
na multiplikátory λ. Existuje v́ıce metod, jak takovou úlohu řešit. Stručné shrnut́ı
se dá nalézt např́ıklad v [13]. Možnost, kterou navrhuje [6] je tzv. projektivńı
Gauss-Seidelova metoda. Vezmeme Gauss-Seidelovu metodu na řešeńı lineárńıch
rovnic a v každé iteraci projektujeme multiplikátory na př́ıpustné intervaly.

Obecně je vhodné v interaktivńıch enginech použ́ıvat iterativńı řešiče kom-
plementárńıch úloh, protože pokud máme např. málo času na dopočteńı všech
iteraćı, tak můžeme stále dát k dispozici alespoň aproximativńı řešeńı úlohy. Je
výhodné za počátečńı iteraci v daľśım kroku zvolit výsledek źıskaný v předešlém
kroku, nebot’ často se konfigurace př́ılǐs nezměńı. Tomuto se ř́ıká cachováńı kon-
takt̊u (angl. contact caching). Jelikož i dotykové kontakty řeš́ıme na úrovni rych-
lost́ı a impuls̊u, tak pokud např. narovnáme krabice na sebe, tak po nějaké době
takováto struktura spadne, viz [6]. Článek také zmiňuje, že pokud zakomponu-
jeme do algoritmu contact caching, k problémům u navršených objekt̊u přestane
docházet a z̊ustanou stabilńı.

1.7 Změkčeńı vazeb

Velice často potřebujeme simulovat tlumený harmonický oscilátor (odpružeńı
vozidel, ...). Známe rovnici pro harmonický oscilátor i jak ji numericky řešit.
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Fyzikálńı engine jako Bullet má v sobě řešič impuls̊u a pracuje s vazbami. Jak jsme
viděli, pohybové rovnice se integruj́ı semi-implicitńı (symplektickou) Eulerovou
metodou. Erin Catto ve svém textu [7] vysvětluje, že zavedeme-li tzv. změkčené
vazby a řeš́ıme je zmı́něnou semi-implicitńı Eulerovou metodou, dostaneme stejný
výsledek, jako když řeš́ıme harmonický oscilátor implicitńı Eulerovou metodou.
To znamená, že budeme mı́t vždy stabilńı algoritmus a jak je ukázáno v [7],
můžeme př́ıjemně nastavovat konstanty v pružině pomoćı frekvence a tlumeńı.
Rovnice harmonického oscilátoru v jedné dimenzi vypadá následovně

m
d2x

dt2
+ c

dx

dt
+ kx = 0,

kde m je hmotnost hmotného bodu, c je konstanta tlumeńı a k konstanta tuhosti
pružiny. Pokud tuto rovnici řeš́ıme implicitńı integračńı metodou

m
v2 − v1

h
+ cv2 + k(x1 + hv2) = 0,

kde h je zvolený časový krok, dostaneme pro novou rychlost

v2 =
v1 − hk

m
x1

1 + hc
m

+ h2k
m

Mějme tzv. změkčenou vazbu

m
dv

dt
= λ

v +
β

h
x+ γλ = 0

Pokud tyto rovnice řeš́ıme semi-implicitně

m
v2 − v1

h
= λ

v2 +
β

h
x1 + γλ = 0

Z prvńı rovnice vezmeme λ a dosad́ıme do druhé, dostaneme

v2 =
v1 − β

mγ
x1

1 + h
mγ

Když porovnáme koeficienty u x1 a v1, dostaneme vztahy

γ =
1

c+ hk

β =
hk

c+ hk

Při použit́ı těchto vztah̊u tedy dostaneme systém vazeb, který z̊ustane při řešeńı
semi-implicitńı metodou vždy stabilńı.

Obecně pak každou rychlostńı vazbu můžeme
”
změkčit“ pomoćı dvou parametr̊u

GV +
β

h
C(x) + γλ = 0
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Např. ve fyzikálńım enginu Box2D je v definici vzdálenostńı vazby mezi dvěma
tělesy možnost zároveň definovat frekvenci a konstantu tlumeńı, v př́ıpadě, že
chceme aby vzdálenostńı vazba nebyla tuhá, ale chovala se jako harmonický os-
cilátor. Obdobné konstanty se daj́ı nalézt i v Bulletu. Ve zmiňovaném článku se
dá nalézt vztah mezi konstantami β,γ a frekvenćı a konstantou tlumeńı harmo-
nického oscilátoru.
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Kapitola 2

Simulace fyziky
deformovatelných těles

Metody pro simulováńı deformaćı objekt̊u v poč́ıtačové grafice by se daly
rozdělit na tyto:

1. Předem spoč́ıtané animace

2. Geometrické (nefyzikálńı)

3. Fyzikálńı (anglicky physically based)

Článek [19] z roku 2005 obsáhle shrnuje fyzikálńı metody, které se použ́ıvaj́ı v
poč́ıtačové grafice jak pro offline, tak i pro real time simulace, které jsou d̊uležité
v poč́ıtačových hrách. Kv̊uli r̊uznorodosti reálných objekt̊u a ćıl̊u, kterých chce
člověk v simulaci dosáhnout lidé vyvinuli mnoho metod. Metody by se daly dále
rozdělit např. podle těchto kritéríı:

1. Dimenze objektu: 1D (vlas), 2D (látka), 3D (kostka)

2. Materiálové vlastnosti: tuhá tělesa (bez deformace), elasticita, plasticita,
viskozita, elastoplastoviskozita,...

3. Offline versus real time simulace

4. S t́ım souvisej́ıćı přesnost, stabilita, rychlost, vizuálńı realističnost

Budeme se zabývat fyzikálńımi metodami a pozičńı metodou (anglicky position
based dynamics), která je implementována v Bullet soft body modulu. Pro svoji
jednoduchost je č́ım dál v́ıc obĺıbená.

2.1 Model hmotný bod - pružina

Intuitivńı a jednoduchá metoda, jak deformovatelné objekty simulovat, je po-
moćı modelu hmotný bod - pružina (angl. mass spring model). Nevycháźıme
z popisu, který dává k dispozici mechanika kontinua, ale diskretizujeme objekt
hned od začátku soustavou hmotných bod̊u spojených pružinkami, či přidanými
tlumiči. Tento postup s úspěchem využ́ıvá např. engine Rigs of Rods http:

//www.rigsofrods.com/, který simuluje deformace vozidel. Vozidlo je sestaveno
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kompletně z velkého množstv́ı harmonických oscilátor̊u. Různé části vozidla maj́ı
podle druhu materiálu r̊uzně definovány konstanty tuhosti, tlumeńı a koeficienty
řeš́ıćı plasticitu. Plasticita se dá řešit změnou klidových vzdálenost́ı pružinek,
když přesáhneme např. maximálńı śılu (napět́ı) v pružince. Vždy se jedná o nějaký
sṕı̌se heuristický př́ıstup.

Model je složen z N hmotných bod̊u s hmotnostmi mi, pozicemi xi a rych-
lostmi vi, i ∈ 1, . . . , N . Tyto hmotné body jsou propojeny množinou S pružinek
s vlastnostmi (i, j, L0, ks, kd), kde i a j jsou indexy spojených bod̊u, L0 je klidová
vzdálenost, ks je konstanta tuhosti a kd je konstanta tlumeńı pružinky. Śıly, které
p̊usob́ı na propojené body jsou

fi = fs(xi,xj) + fd(xi,vi,xj,vj)

= ks
xj − xi
|xj − xi|

(|xj − xi| − L0) + kd(vj − vi) ·
xj − xi
|xj − xi|

fj = −fi,

K řešeńı vzniklých obyčejných diferenciálńıch rovnic se pak zavolá vhodná in-
tegračńı metoda. Ve fyzikálńım enginu potřebujeme dosáhnout nejlépe nepodmı́něné
stability, a proto je vhodné použ́ıt implicitńı Eulerovu metodu. Řešeńı pak v jed-
notlivém časovém kroku povede na řešeńı nelineárńı soustavy rovnic, protože
p̊usob́ıćı śıly jsou nelineárńı funkce pozic spojených bod̊u.

2.2 Bullet - modul deformovatelných těles

V tzv. soft body physics modulu obsaženém v Bullet enginu je implemen-
tována tzv. pozičńı dynamika, která je popsána např. ve článku [18]. Definuj́ı se
vazby, ze kterých neńı poč́ıtána energie a následně śıly jako v tzv. penalizačńı
metodě, ale pozice jsou pomoćı projekce manipulovány př́ımo. To sebou přináš́ı
mnohé výhody jako např. jednoduchou změnu pozic objekt̊u. Když chceme např.
přichytit deformovatelný objekt k pevnému tělesu, tak jednoduše pomoćı vazby
definujeme, že maj́ı objekty sd́ılet stejný bod. Na druhou stranu neńı fyzikálně
od̊uvodnitelný, i když výsledky vypadaj́ı velice přijatelně. Pomoćı této metody se
daj́ı simulovat i pevné látky (jako hmotné body spojené vzdálenostńımi vazbami),
špatně se pak ale řeš́ı kolize a dotykové kontakty.

Dynamický objekt je reprezentovaný N vrcholy a M vazbami. Vrchol i ∈
[1, . . . ,N ] má hmotnost mi, pozici xi a rychlost vi. Obdobně jako u modelu
hmotný bod - pružina. Vazba j ∈ [1, . . . ,M ] má kardinalitu nj, reprezentuj́ıćı
funkci Cj : R3nj → R, množinu index̊u {i1, . . . , inj

, }, ik ∈ [1, . . . , N ], tuhostńı pa-
rametr kj ∈ [0,1], který jakýmsi zp̊usobem reprezentuje, jak moc

”
měkká“ vazba

bude a s t́ım i jako moc deformovatelné bude celé těleso. Dále je definován typ
vazby, což je bud’ rovnost nebo nerovnost. V článku [18] se daj́ı nalézt r̊uzné
druhy vazeb. Z analýzy kódu Bullet se ale zdá, že je v Bulletu použ́ıvána pouze
vzdálenostńı vazba mezi jednotlivými vrcholy, která ř́ıká, jak daleko od sebe vr-
choly maj́ı z̊ustat, viz. (1.4).

V časovém kroku se aktualizuj́ı śıly, vypoč́ıtaj́ı se nové rychlosti a pozice. Ty
můžeme poč́ıtat klidně nejjednodušš́ı explicitńı Eulerovou metodou, jelikož je pak
budeme dodatečně napravovat. Kromě pevných vazeb se vypoč́ıtaj́ı i kontaktńı
vazby, které se neustále měńı. Pozice se iteračně koriguj́ı pomoćı takzvané projekce
a pak se ulož́ı nové rychlosti a nové pozice do starých.
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Projekce vazeb
Při projekci vnitřńıch vazeb se dbá na to, aby platil zákon zachováńı hybnosti a
momentu hybnosti. Popsaná metoda oba tyto zákony splňuje. Pokud se všechny
vazby spoj́ı do vektoru C a pozice vrchol̊u do vektoru p, pak pokud pozice při
korekci posuneme ve směru ∇pC, potom budou oba zákony splněny. To znamená,
že hledáme λ tak, aby pro posunut́ı ∆p platilo

∆p = λ∇pC(p)

V [18] je ukázáno, že pro jednotlivé projekce ∆pi dostáváme vztahy

∆pi = −swi∇pi
C(p1, . . . ,pn),

kde

s =
C(p1, . . . ,pn)∑

j wj‖∇pj
C(p1, . . . ,pn)‖2

a wj = 1
mj

, kde mj jsou r̊uzné hmotnosti jednotlivých bod̊u. To znamená, že do

projekce zahrnujeme r̊uzné hmotnosti, a podle toho je škálujeme.
Projekce ∆p se dále násob́ı výrazem k′ = (1− k)1/ns , kde k je tuhostńı para-

metr a ns je počet iteraćı projekčńıho řešiče. Násob́ıme t́ımto výrazem, abychom
po ns iteraćıch dostali lineárńı závislost na k.

∆p(k′)ns = ∆p(1− k)

Obdržená tuhost materiálu bude závislá na časovém kroku, ale v enginech se
většinou použ́ıvá pevný časový krok a proto toto neńı problém.

Aspekty pozičńı dynamiky v Bulletu
V kódu bullet soft body se daj́ı rozpoznat aspekty této pozičńı dynamiky. Defor-
movatelný objekt sestává z tzv.

”
Nodes“ a

”
Links“ (názvy odpov́ıdaj́ı patřičným

datovým strukturám), což jsou hmotné body spojené vazbami. Kromě př́ımých
vzdálenostńıch vazeb, které spojuj́ı jednotlivé vrcholy, je v kódu např. funkce ge-
nerateBendingConstraints(), která vytvář́ı vzdálenostńı vazby nejen mezi př́ımo
sousedńımi vrcholy, doćıĺı se tak toho, že např. objekt, kterým chceme simulo-
vat látku, bude vykazovat odpor proti ohýbáńı (anglicky bending). V následuj́ıćı
funkci se dá rozpoznat eulerovské integrováńı pozic jednotlivých vrchol̊u, kdy se
nejprve naakumuluj́ı śıly funkćı applyForces() a pak se přepočtou rychlosti a po-
zice u všech jednotlivých vrchol̊u.

1 void btSoftBody : : predictMotion ( btSca la r dt )
2 . . .
3 applyForces ( ) ;
4
5 /∗ I n t e g r a t e ∗/
6
7 for ( i =0, n i=m nodes . s i z e ( ) ; i<ni ;++ i )
8 {
9 Node& n=m nodes [ i ] ;
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10 n . m q = n . m x ;
11 n . m v += n . m f∗n . m im∗m sst . sdt ;
12 n . m x += n . m v∗m sst . sdt ;
13 n . m f = btVector3 (0 , 0 , 0 ) ;
14 }

Zřejmě stěžejńı metoda celého soft body kódu je metoda s názvem PSolve-
Links. V ńı se iteruje přes všechny vzdálenostńı vazby deformovatelného tělesa,
načtou se oba vrcholy, které vazba spojuje (zde pojmenovány a a b). Spoč́ıtá
se aktuálńı vzdálenost obou vrchol̊u a pomoćı nastavené klidové vzdálenosti se
oprav́ı pozice vrchol̊u ve směru spojnice. Kód je na řádćıch 14-16. V proměnné
m c1 je uložena klidová vzdálenost spojnice na druhou (označme r0), v proměnné
len je aktuálńı vzdálenost na druhou, po vyřešeńı kontakt̊u, integrováńı atd.
(označme r). V proměnném c0 je uložena konstanta odpov́ıdaj́ıćı vážeńı (škálováńı)
jednotlivých vrchol̊u (podle toho jaké maj́ı hmotnosti) přenásobená ještě faktorem
kLST -linear stiffness coefficient ∈ [0,1], který udává jak rychle se maj́ı spojnice
opravit a jak moc bude objekt deformovatelný (viz. předchoźı text). Na řádku 15
se tak dá rozpoznat vzoreček

a− = (b− a) ∗ r
2
0 − r2

r2
0 + r2

∗ 1/ma

(1/ma + 1/mb)
∗ kLST

Tyto vzorečky téměř odpov́ıdaj́ı vzorečk̊um (10) a (11) v článku [18]. Těm by
odpov́ıdal tvar

a− = (b− a) ∗ r0 − r
r
∗ 1/ma

(1/ma + 1/mb)
∗ kLST

Když t́ımto výrazem přeṕı̌su existuj́ıćı kód, funguje simulace také, oba lǐśıćı
se výrazy se totiž chovaj́ı v okoĺı klidové vzdálenosti podobně.

1 void btSoftBody : : PSolve Links ( btSoftBody∗ psb , b tSca la r kst , b tSca la r
t i )

2 {
3 for ( int i =0, n i=psb−>m links . s i z e ( ) ; i<ni ; ++i )
4 {
5 Link& l=psb−>m links [ i ] ;
6 i f ( l . m c0>0)
7 {
8 Node& a=∗ l . m n [ 0 ] ;
9 Node& b=∗ l . m n [ 1 ] ;

10 const btVector3 de l=b . m x−a . m x ;
11 const btSca la r l en=de l . l ength2 ( ) ;
12 i f ( l . m c1+len > SIMD EPSILON)
13 {
14 const btSca la r k=(( l . m c1−l en ) /( l . m c0 ∗( l . m c1+len ) ) ) ∗ kst ;
15 a . m x−=de l ∗( k∗a . m im) ;
16 b . m x+=de l ∗( k∗b . m im) ;
17 }
18 }
19 }
20 }

Kód je zapsaný t́ımto zp̊usobem zřejmě kv̊uli tomu, aby se ve jmenovateli
neobjevila nula a nedošlo k numerickým problémům. Funkce PSolve tedy opravuje
spojnice mezi jednotlivými vrcholy tak, aby se zachovávaly jednotlivé vzdálenosti.
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Jednoduchá plasticita
Jednoduché plastické deformace můžeme doćılit např. přidáńım tohoto kódu za
řádek 16:

1 i f ( de l . l ength ( ) <0.8∗ btSqrt ( l . m c1 ) )
2 {
3 l . m c1 = 0 .8∗0 . 8∗ l . m c1 ;
4 }

Kód ř́ıká, že jestliže je vzdálenostńı vazba
”
stlačená“ o v́ıc jak 20% oproti kli-

dové vzdálenosti, tak klidovou vzdálenost např. o těch 20% zkrát́ıme. Po přidáńı
tohoto kódu skutečně z̊ustávaj́ı

”
plasticky“ zdeformované. Vyzkoušel jsem vy-

tvořit předek auta pomoćı Bullet soft body. Definici śıtě jsem naprogramoval v
Matlabu a definici śıtě exportoval do souboru, který nač́ıtal Bullet. Předek auta
je soft body objekt tvořen vrcholy a spojnicemi. Zbytek auta je tvořen pevnými
tělesy. Bullet nab́ıźı spojeńı obou modul̊u, takže i spojeńı pevných těles s defor-
movatelnými tělesy. Na obrázku 2.1 je předek před deformaćı a po deformaci a
skutečně z̊ustává plasticky zdeformovaný.

(a) Před nárazem (b) Po nárazu

Obrázek 2.1: Jednoduchá plasticita v Bulletu

2.3 Velké deformace popsané pomoćı mechaniky

kontinua

Při popisu deformaćı pevných těles pomoćı mechaniky kontinua se nejčastěji
použ́ıvá tzv. Lagrange̊uv popis, t.z. vycháźı se z referenčńı (klidové) konfigurace
tělesa a hodnoty veličin se vztahuj́ı k materiálovým bod̊um tělesa v referenčńı
konfiguraci. Těleso před deformaćı zauj́ımá množinu Ω0 ∈ R3. Představme si,
že chceme např. modelovat prohnut́ı elastického kvádru vlastńı vahou, který je
na jedné straně připevněný ke stěně. Ω0 pak bude nezdeformovaný kvádr, např.
množina [0,5]× [0,1]× [0,1] (souřadnice (x,y,z)). Časově závislou deformaci tělesa
popisuje zobrazeńı χ : Ω0× [0,T ] −→ R3, t.j. v čase t ∈ [0,T ] zauj́ımá materiálový
bod X z p̊uvodńı konfigurace Ω0 (X ∈ Ω0) polohu χ(X,t). Často se zavád́ı a
pracuje s vektorem posunut́ı, který vede z materiálového bodu do jeho aktuálńı
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pozice u(X,t) = χ(X,t)−X. Mechanika kontinua se pak snaž́ı zodpovědět otázku,
jak vypadá vektor posunut́ı elastického tělesa, jestliže známe

• Exterńı śıly p̊usob́ıćı na těleso
Tyto śıly p̊usob́ı na všechny body tělesa a zadávaj́ı se pomoćı vektorové
hustoty sil b(X,t). V našem př́ıkladu s kvádrem se jedná pouze o gravitaci,
b(X,t) = ρ0(X,t)~g, kde ρ0 je hustota tělesa v počátečńı konfiguraci a ~g =
(0,0,− 9.81).

• Povrchové śıly
Tyto śıly p̊usob́ı na tzv. Neumannově hranici tělesa ∂ΩN ⊆ ∂Ω0 a jsou
vztaženy na jednotkovou plošku hranice. Zadávaj́ı se opět vektorovou hus-
totou T (X,t). V př́ıpadě deformace vlastńı vahou takové śıly neuvažujeme.

• Hraničńı podmı́nky pro posunut́ı neboli Dirichletovy okrajové
podmı́nky
Jedná se o předepsaný vektor posunut́ı na Dirichletově hranici ∂ΩD ⊆ ∂Ω0.
V našem př́ıkladě by podmı́nka na připevněnou stranu kvádru vypadala
u = 0 na ∂ΩD = [0] × [0,1] × [0,1], což je levá strana kvádru ve tvaru
čtverce.

Z fyzikálńıho zákona zachováńı hybnosti se dá odvodit parciálńı diferenciálńı
rovnice pro vektor posunut́ı u popisuj́ıćı pohyb elastického kontinua, která vypadá
následovně

ρ0
∂2u

∂t2
= Div(P ) + ρ0b, (2.1)

kde P je tzv. prvńı Piola Kirchhoff̊uv tenzor napět́ı. Rovnice je doplněná o
počátečńı a okrajové podmı́nky.

u(X,0) = u0(X),
∂u(X,0)

∂t
= v0(X) v Ω0 (2.2)

u(X,t) = g(X,t) na ΩD, P (X,t)N(X) = T (X,t) na ΩN , (2.3)

kde N(X) je jednotková vněǰśı normála v bodě X.

2.3.1 Nelinearity, konstitutivńı vztahy

K tomu, abychom dostali parciálńı diferenciálńı rovnici v hledaných posu-
nut́ıch, muśıme zakomponovat materiálové vztahy a vztahy mezi mı́rou defor-
mace a posunut́ım. Tzv. druhý Piola-Kirchhoff̊uv tenzor napět́ı S je s prvńım
Piola-Kirchhoffovým tenzorem napět́ı svázán vztahem

P = FS, (2.4)

kde F je deformačńı gradient

F =
∂χ

∂X
= ∇χ, což napsáno v indexech znamená Fij =

∂χi
∂Xj

, i,j = 1, . . . ,3.
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Plat́ı, že

F = I +∇u.

Tenzory napět́ı a tenzory deformace jsou svázány tzv. konstitutivńımi vztahy.
Co se týče velkých deformaćı řešených v rámci poč́ıtačové grafiky, tak většinou
se uvažuje pouze jeden z nejjednodušš́ıch konstitutivńıch vztah̊u a sice

S = λtr(E)I + 2µE. (2.5)

T́ımto konstitutivńım vztahem mezi druhým Piola-Kirchhoffovým tenzorem a
tzv. Greenovým tenzorem velkých deformaćı E je modelován hyperelastický ma-
teriál, který se nazývá St.Venant-Kirchhoff̊uv materiál. Green̊uv tenzor velkých
deformaćı je použ́ıvaná

”
mı́ra deformace“ u velkých deformaćı a pomoćı posunut́ı

je vyjádřen vztahem

E =
1

2

(
∇u+ (∇u)T + (∇u)(∇u)T

)
Dá se napsat např. i jako

E =
1

2
(C − I) ,

kde C = F TF je tzv. pravý Cauchyho-Green̊uv tenzor. Green̊uv tenzor velkých
deformaćı modeluje geometrickou nelinearitu vznikaj́ıćı při velkých deformaćıch.
Je invariantńı v̊uči posunut́ım a rotaćım tělesa, na rozd́ıl od tenzoru malých
deformaćı

ε =
1

2

(
∇u+ (∇u)T

)
,

který se použ́ıvá v tzv. lineárńı elasticitě a je linearizaćı Greenova tenzoru pro
malé deformace. V lineárńı elasticitě se pro izotropńı materiál použ́ıvá lineárńı
vztah mezi tenzorem malých deformaćı a Cauchyho tenzorem napět́ı σ, který má
tvar

σ = λtr(ε)I + 2µε,

kde λ a µ jsou tzv. Lamého koeficienty. Použ́ıvaj́ı se také tzv. Young̊uv modul
pružnosti E a Poissonova konstanta ν. Vztahy mezi nimi a Lamého koeficienty
jsou následuj́ıćı.

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)

µ =
E

2(1 + ν)

Vztah pro St.Venant-Kirchhoff̊uv materiál je př́ımočaré převedeńı tohoto lineárńıho
materiálového vztahu na Green̊uv tenzor a velké deformace. Nelineárńı vztah
mezi tenzorem velkých deformaćı a ∇u vnáš́ı do rovnic tzv. geometrickou ne-
linearitu. Daľśı, tzv. materiálová nelinearita by vznikla, kdybychom uvažovali

23



nelineárńı konstitutivńı vztah mezi tenzorem napět́ı a tenzorem deformace. Třet́ı
druh nelinearit vzniká při formulaci kontaktńıch podmı́nek. Geometrická neli-
nearita zp̊usob́ı, že dostaneme nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovnici popisuj́ıćı
pohyb elastického tělesa. Po diskretizaci pomoćı metody konečných prvk̊u dosta-
neme nelineárńı obyčejné diferenciálńı rovnice s obecně velkým počtem neznámých.
Proto je metoda konečných prvk̊u obt́ıžně použitelná v grafických real time apli-
kaćıch. V posledńı době se ale objevily zp̊usoby a snahy, jak metodu konečných
prvk̊u využ́ıt i na tyto aplikace. Jednou z nich je tzv. korotačńı metoda konečných
prvk̊u. Jestliže uvažujeme tenzor malých deformaćı

ε =
1

2

(
∇u+ (∇u)T

)
=

1

2

(
F + F T

)
− I,

pak neńı invariantńı v̊uči rotaćım. Uvažujeme-li pouze rotaci bez deformaćı F =
R (kde R je ortogonálńı matice), pak dosazeńım do vztahu nahoře vid́ıme, že
nám vyjde nenulová deformace a s t́ım i nenulový tenzor napět́ı. V tělese tak
vznikaj́ı nefyzikálńı śıly zp̊usobuj́ıćı např. nepřirozené zvětšováńı tělesa. Korotačńı
metoda se snaž́ı využ́ıt jednoduchý tvar tenzoru malých deformaćı a vyextrahovat
z deformace rotaci.

2.4 Korotačńı lineárńı metoda konečných prvk̊u

Implementace korotačńı lineárńı (nebo jen lineárńı bez extrakce rotace) MKP
se dá nalézt např. v projektu Open cloth code.google.com/p/opencloth. Aby se
dala metoda konečných prvk̊u poč́ıtat co nejrychleji, použ́ıvaj́ı se v poč́ıtačové gra-
fice k diskretizaci v podstatě jen lineárńı funkce na tetrahedronové śıt’i. Čerpám ze
článku [20], který popisuje návrh kompletńı implementace korotačńı metody. Pro
diskretizaci pomoćı lineárńıch funkćı na tetrahedronové śıti je situace následuj́ıćı.
Necht’ referenčńı souřadnice vrchol̊u tetrahedronu jsou X1, X2, X3, X4. Aktuálńı
pozice necht’ jsou x1, x2, x3, x4. Deformačńı gradient je pak roven

F =
∂x

∂X
= [x2 − x1, x3 − x1, x4 − x1][X2 −X1, X3 −X1, X4 −X1]−1

Chceme použ́ıvat tenzor malých deformaćı, který ale neńı invariantńı v̊uči
rotaćım a proto se nedaj́ı dobře modelovat velké deformace, u kterých docháźı k
velkým rotaćım. Tenzor malých deformaćı je

ε =
1

2
(F + FT )− I

Dekompozici deformačńıho tenzoru na rotaci a čistou deformaci źıskáme např.
pomoćı polárńıho rozkladu:

F = QA,

kde Q je ortonormálńı a A je symetrická matice. Je známo, že takový rozklad
vždy existuje. Zavedeme korotačńı deformačńı gradient

F̃ = QTF
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a korotačńı tenzor deformace

ε̃ =
1

2
(F̃ + F̃

T
)− I

Lineárńı izotropický konstitutivńı model pro Cauchyho tenzor napět́ı použijeme
pro korotačńı tenzor deformace

σ = λtr(ε̃)I + 2µε̃

Dostaneme lineárńı soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic

Ma + Cv + K(x−X) = f (2.6)

kde x je vektor souřadnic vrchol̊u v aktuálńı konfiguraci, X vektor vrchol̊u v refe-
renčńı konfiguraci a v a a jsou vektory rychlost́ı a zrychleńı. Vektor f reprezentuje
vněǰśı śıly p̊usob́ıćı na těleso. Matice M, C a K jsou matice hmotnosti, tlumeńı
a tuhosti.

Autoři článnku [20] metodu implementovali konkrétně v enginu Dynamic mo-
lecular matter firmy Pixelux entertainment. V článku navrhuj́ı následuj́ıćı nume-
rickou diskretizaci a řešeńı obdržené soustavy rovnic. Pro nové rychlosti a pozice
máme

v+ = v + ∆ta

x+ = x + ∆tv

Dosazeńım do rovnice 2.6 dostaneme lineárńı rovnici pro nové rychlosti v+.
Následuj́ıćı soustavu rovnic navrhuj́ı autoři řešit např. pomoćı metody konjugo-
vaných gradient̊u(

M + ∆tC + (∆t)2K
)

v+ = ∆tf + Mv−∆tK(x−X)

Oproti modelu hmotný bod - pružina máme u korotačńı metody možnost vy-
generovat śıt’, nastavit materiálové vlastnosti a metoda už vše řeš́ı za nás. Naproti
tomu u hmotných bod̊u s pružinami chováńı objektu záviśı podstatně na sestaveńı
pružinkové śıtě. Jak jsme zmı́nili, dá se nalézt implementace této metody např. v
projektu OpenCloth code.google.com/p/opencloth. Warpováńı tuhosti se dá
v kódu vypnout. Na obrázku 2.2 je nalevo těleso s vypnutou korotačńı metodou
a napravo se zapnutou. To znamená, že se nalevo použ́ıvá tenzor malých defor-
maćı, který u větš́ı deformace (s výrazněǰśı rotaćı) zapř́ıčińı nepřirozené zvětšeńı
objemu tělesa.
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(a) Tenzor malých deformaćı (b) Korotačńı tenzor deformace

Obrázek 2.2: Porovnáńı vypnuté a zapnuté korotace
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Kapitola 3

Redukce modelu

Vrat’me se nyńı k rovnićım, které popisuj́ı plnou elasticitu, tedy obahuj́ıćı
Green-Lagrange̊uv tenzor deformace.

3.1 Redukce rovnic dynamického systému

Dynamickou rovnici elastického tělesa, které podléhá velkým deformaćım, je
potřeba řešit numericky. Nejčastěji se použ́ıvá metoda konečných prvk̊u nebo
metoda konečných diferenćı. U metody konečných prvk̊u se provede prostorová
diskretizace tělesa a dynamická parciálńı diferenciálńı rovnice přejde na soustavu
obyčejných diferenciálńıch rovnic ve tvaru

Mü+D(u,u̇) +R(u) = f,

kde M je tzv. matice hmotnosti, D matice tlumeńı, R(u) je vektor vnitřńıch sil a f
vektor vněǰśıch sil p̊usob́ıćıch na těleso. Neznámá vektorová funkce u : [0,T )→ Rn

většinou reprezentuje posunut́ı vrchol̊u śıtě, kterou je těleso reprezentováno, n
představuje počet těchto vrchol̊u neboli obecně počet stupň̊u volnosti systému.
V praxi se použ́ıvaj́ı husté śıtě a počet stupň̊u volnosti n tak bývá velké č́ıslo,
a proto dostaneme velkou soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic, kterou je
potřeba řešit.

Dimenzionálńı redukce modelu je technika jak zrychlit simulace dynamických
systémů, které jsou popsány obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi. Řešeńı rov-
nic aproximujeme řešeńımi z nějakého podprostoru, který má mnohem menš́ı
dimenzi než systém p̊uvodńı. Jestliže je u : [0,T ) → Rn, pak zavedeme redu-
kované souřadnice q : [0,T ) → Rr, r << n transformaćı u = u0 + Uq, kde ve
sloupćıch matice U jsou vektory báze aproximačńıho podprostoru a u0 je nějaké
počátečńı posunut́ı, ve kterém jsme se rozhodli soustavu rovnic redukovat. Pokud
uvažujeme časově neměnnou bázi v matici U , přejde p̊uvodńı systém rovnic

Mü+D(u,u̇) +R(u) = f

na menš́ı systém rovnic

Mq̈ +D(q,q̇) +R(q) = f,

kde
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M = UTMU

D(q,q̇) = UTD(u0 + Uq, Uq̇)

R(q) = UTR(u0 + Uq)

f = UTf

3.2 Volba redukované báze

Hlavńı otázkou u redukce modelu tedy z̊ustává volba redukované báze. Zřejmě
je potřeba mı́t nějakou množinu posunut́ı (v př́ıpadě, že řeš́ıme deformace), ze
které bychom vhodnou redukovanou bázi vybrali. Taková báze by měla nejlépe
reprezentovat

”
typické“ deformace tělesa. Vyb́ırat bychom mohli ze spočtených

řešeńı, která jsme obdrželi plnou simulaćı pomoćı nějaké metody a např. za
r̊uzných okrajových/počátečńıch podmı́nek nebo i z nějakých experimentálně
zjǐstěných dat. Takový př́ıstup by se dal nazvat aposteriorńı.

Lepš́ı by ale bylo, kdybychom předem nemuseli nic poč́ıtat a mohli bychom
redukovanou bázi vypoč́ıtat rovnou na základě nějakých charakteristik systému.
Na tento apriorńı zp̊usob se pod́ıvejme nejdř́ıve.

3.2.1 Apriorńı redukovaná báze

Tento př́ıstup je popsán ve článku [9], kterého se budeme držet, ale metodu
použ́ıvá a popisuje např. i Jernej Barbič, autor softwaru Vega FEM [4], který
dokáže urychlit simulace velkých deformaćı objekt̊u poč́ıtaných pomoćı metody
konečných prvk̊u právě na základě redukce a výběru redukované báze apriorně.
Tato posunut́ı se poč́ıtaj́ı z tzv. modálńı analýzy systému a pro zpřesněńı se
přidaj́ı ještě tzv. modálńı derivace.

Modálńı analýza

Stejně jako např. struna má vlastńı kmity s vlastńımi frekvencemi, tak i de-
formovatelné těleso má jisté specifické deformačńı módy, do kterých se deformuje

”
nejpřirozeněji“ a s co nejmenš́ı potřebnou energíı. Mějme matici tuhosti systému
K v referenčńı konfiguraci a matici hmotnosti M . Tzv. lineárńı modálńı analýza
hledá vlastńı frekvence a vlastńı tečné deformačńı módy. Eliminujeme Dirichle-
tovy okrajové podmı́nky (odpov́ıdaj́ıćı fixovaným vrchol̊um konečněprvkové śıtě)
a obdrž́ıme matice K a M . Pro jednoduchost budeme dále čárky nad maticemi
vynechávat. Řeš́ıme zobecněný problém vlastńıch č́ısel

KΦ = λMΦ

Hledáme k nejmenš́ıch vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u. Vlastńı č́ısla jsou
vlastńı (přirozené) frekvence ωi na druhou.

λi = ω2
i
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Tyto vlastńı vektory se většinou normuj́ı pomoćı matice hmotnosti, jako i v
článku [9]. Soustava se dá napsat i následovně(

K − ω2
pM
)

Φp = 0, p = 1, . . . ,N.

Hledáme nejmenš́ı frekvence, jelikož k jejich vybuzeńı budou potřeba menš́ı
energie. Redukovanou bázi tedy můžeme zvolit z mód̊u, které maj́ı P nejmenš́ıch
frekvenćı ωp a dostaneme lineárńı aproximaci posunut́ı v tzv. modálńıch souřa-
dnićıch αp (p = 1,...,P), což jsou parametry v rozvoji do tečných (lineárńıch)
mód̊u.

u =
P∑
p=1

(Φpαp) = Uq

kde q = (α1, ...,αP )T . Matice U obsahuje ve sloupćıch vlastńı vektory Φp. V tomto
př́ıpadě máme u0 = 0.

Modálńı derivace

Pokud vezmeme za redukovanou bázi tečné módy z modálńı analýzy a za redu-
kované souřadnice vezmeme modálńı souřadnice, bude takto redukovaný systém
popisovat dobře pouze malé deformace okolo referenčńı konfigurace, což dokládaj́ı
i výše zmı́něné dva články. Redukovaná báze se dá vylepšit o tzv. modálńı deri-
vace. Jedná se o analogii Taylorova rozvoje posunut́ı, kde tečné lineárńı módy
by představovaly aproximace (derivace) prvńıho řádu a modálńı derivace by
pak představovaly aproximace (derivace) druhého řádu. V následuj́ıćım odstavci
poṕı̌seme, jak se daj́ı modálńı derivace odvodit.

Tečné módy závisej́ı na tečné matici tuhosti pro nějaké posunut́ı (u modálńı
analýzy jsem mluvil o referenčńı kofiguraci, t.j. u = 0, ale stejný výpočet můžeme
provést pro libovolné posunut́ı a matici tuhosti pro dané posunut́ı). Tečné módy
proto můžeme chápat jako funkce posunut́ı.

u =
N∑
p=1

(Φp(u)αp) = U(u)q (3.1)

Aproximované posunut́ı u je funkcemi modálńıch souřadnic αp a tedy můžeme
chápat i tečné módy jako funkce modálńıch souřadnic Φi = Φi(αp).

Předpokládejme, že můžeme posunut́ı rozvinout do Taylorova polynomu 2.
řádu v modálńıch souřadnićıch okolo referenčńı konfigurace (t.j. q = 0, ve smyslu
αi = 0, i = 1, . . . ,N). Obecně ale můžeme rozv́ıjet kolem nějaké konfigurace u0.

u =
N∑
i=1

∂u

∂αi
(q = 0)αi +

1

2

N∑
p=1

N∑
r=1

∂2u

∂αp∂αr
(q = 0)αrαp

Z (3.1) zderivováńım dostaneme

∂u

∂αi
= Φi +

N∑
r=1

(
∂Φr

∂αi
αr

)
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∂2u

∂αp∂αr
=
∂Φr

∂αp
+
∂Φp

∂αr
+

N∑
t=1

(
∂2Φt

∂αp∂αr
αt

)

∂u

∂αi
(q = 0) = Φi

∂2u

∂αp∂αr
(q = 0) =

∂Φr

∂αp
+
∂Φp

∂αr

Výrazy ∂Φr

∂αp
nazýváme tzv. modálńı derivace. Vid́ıme také, že prvńı derivace

(aproximace v Taylorově rozvoji) odpov́ıdaj́ı právě tečným mód̊um z modálńı
analýzy.

Jak vypoč́ıtat numericky modálńı derivace

V článku [9] autor popisuje 3 metody, pomoćı nichž se daj́ı modálńı derivace
vypoč́ıtat numericky.

1. možnost
Jesliže se rozhodneme modálńı derivaci poč́ıtat pomoćı konečné diference

∂Φr

∂αp
≈ Φr(u0 + Φpδαp)− Φr(u0)

δαp
,

je potřeba řešit dva problémy vlastńıch č́ısel. Φr(u0) a Φr(u0 +Φpδαp) představuj́ı
vlastńı vektory př́ıslušné k tečným matićım tuhosti K(u0) a K(u0 + Φpδαp). δαp
je potřeba brát dostatečně malé, aby dobře aproximovalo derivaci, ale ne zas moc
malé, což by dělalo problém v konečné poč́ıtačové aritmetice.

2. možnost
Zderivujeme-li soustavu na výpočet tečných mód̊u(

K − ω2
rM
)

Φr = 0, K = K(αp),Φr = Φr(αp)

podle modálńı souřadnice αp, dostaneme soustavu

(
K − ω2

rM
) ∂Φr

∂αp
=

(
∂ω2

r

∂αp
M − ∂K

∂αp

)
Φr, (3.2)

kterou je potřeba řešit. Výrazem ∂K
∂αp

rozumı́me derivaci matice tuhosti vzhledem

k p-té modálńı souřadnici.

∂K

∂αp
≈ K(u0 + Φpδαp)−K(u0)

δαp
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Řešeńı soustavy (3.2) Při modálńı analýze a poč́ıtáńı tečných mód̊u se může
stát, že k jedné vlastńı frekvenci ωr nálež́ı s tečných mód̊u. V takovém př́ıpadě
má matice K − ω2

rM rank n− s a jej́ı jádro tvoř́ı tyto tečné módy. Jak je známo
z lineárńı algebry, obecné řešeńı soustavy (3.2) tvoř́ı množina všech řešeńı homo-
genńı a jedno vybrané řešeńı nehomogenńı soustavy.

∂Φr

∂αp
=
∂Φr

∂αp hom.
+
∂Φr

∂αp nehom.

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že s = 2 a že tedy k jedné
frekvenci ωr nálež́ı 2 tečné módy Φr a Φr+1. Uvažujme transformaci T takovou,
že

∂Φr

∂αp nehom.
= T

∂̃Φr

∂αp

kde T je jednotková matice maj́ıćı v k-tém sloupci vlastńı vektor Φr a v l-tém
sloupci (k < l) vlastńı vektor Φr+1. Pomoćı transformace T transformujeme sou-
stavu na

T T
(
K − ω2

rM
)
T
∂̃Φr

∂αp
= T T

(
∂ω2

r

∂αp
M − ∂K

∂αp

)
Φr (3.3)

kde k-tá a l-tá rovnice jsou

0 = ΦT
rMΦr

∂ω2
r

∂αp
− ΦT

r

∂K

∂αp
Φr

0 = ΦT
r+1MΦr

∂ω2
r

∂αp
− ΦT

r+1

∂K

∂αp
Φr

Vlastńı vektory jsou normalizované vzhledem k matici hmotnosti a proto se
rovnice zjednodušš́ı na

∂ω2
r

∂αp
= ΦT

r

∂K

∂αp
Φr

0 = ΦT
r+1

∂K

∂αp
Φr

Druhá rovnice vyjadřuje podmı́nku, kterou muśı vlastńı vektory splňovat. Z
prvńı rovnice dosad́ıme do (3.3) a dostaneme

(
K − ω2

rM
)
∗

{
∂̃Φr

∂αp

}
∗

=

{(
MΦrΦ

T
r − I

) ∂K
∂αp

Φr

}
∗

kde (. . .)∗ znač́ı matici, ze které jsme vypustili k-tý a l-tý řádek a {. . .}∗ znač́ı
vektor, ve kterém jsme vypustili k-tý a l-tý element. Jestliže tuto lineárńı soustavu

vyřeš́ıme a výsledek
{
∂̃Φr

∂αp

}
∗

doplńıme o k-tý a l-tý element rovný nule, źıskáme

hledané partikulárńı řešeńı nehomogenńı soustavy ∂Φr

∂αp nehom.
.
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3. možnost
Posledńı a nejjednodušš́ı možnost́ı je poč́ıtáńı modálńıch derivaćı zanedbáńım

inerciálńıch člen̊u v soustavě (3.2), t.j zanedbáńı matice hmotnosti. V článku [9]
autor tuto metodu zd̊uvodňuje t́ım, že přenásobeńı matice hmotnosti libovolným
nenulovým faktorem γ nezměńı tvar modálńıch derivaćı.

∂Φr

∂αp
= −K−1 ∂K

∂αp
Φr

Tento zp̊usob je zjevně i z numerického hlediska nejménně náročný, protože
dostaneme př́ımo lineárńı rovnici, a využ́ıvá ho i zmı́něný software Vega FEM
[4]. Dále je ukázáno, že takto vypoč́ıtané modálńı derivace vykazuj́ı následuj́ıćı
symetrie:

∂Φr

∂αp
=
∂Φp

∂αr
,

což je výhodné při poč́ıtáńı rozvoje

∂2u

∂αp∂αr
(α = 0) =

Φr

αp
+

Φp

αr
= 2

Φr

αp
= 2

Φp

αr
,

kde nemuśıme poč́ıtat obě derivace, ale stač́ı poč́ıtat jen jednu z nich.

3.2.2 Aposteriorńı redukovaná báze

Jinou možnost́ı je vyb́ırat redukovanou bázi z předem (offline) vypoč́ıtaných
deformaćı (posunut́ı). K tomu se použ́ıvá metoda zvaná POD (zkratka z proper
orthogonal decomposition). Dá se nalézt i pod názvy principal component analysis
(PCA), my budeme použ́ıvat zkratku POD. Tuto metodu využ́ıvá i software Vega
FEM při vyb́ıráńı modálńıch derivaćı. Jejich počet totiž s počtem tečných mód̊u
roste kvadraticky a proto se ještě použ́ıvá POD na vyb́ıráńı modálńıch derivaćı,
které charakteristické deformace popisuj́ı

”
nejlépe“.

Proper orthogonal decomposition (POD)

Tato metoda se obecně použ́ıvá k aproximaci dat s velkou dimenźı vybranými
daty, které maj́ı dimenzi menš́ı.

Motivace
Následuj́ıćı motivace je převzatá z článku [8]. Mějme funkci z(x,t), kterou

chceme aproximovat na nějaké množině Ω konečnou sumou v separovaných proměnných

z(x,t) =
M∑
k=1

ak(t)φk(x).

Chtěli bychom, aby taková suma v limitě konvergovala k funkci z v nějakém
smyslu a libovolně přesně ji aproximovala. Máme na výběr z v́ıce možnost́ı, např.
Fourier̊uv rozvoj nebo Legendrovy polynomy atd. K nějaké takové bázi vybraných
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funkćı φk obdrž́ıme obecně r̊uzné posloupnosti ak. Volba určité báze se týká i
metody POD. U POD požadujeme, aby byly funkce orthogonálńı, t.j.∫

Ω

φk1(x)φk2(x)dx =

{
1, k1 = k2

0, k1 6= k2

a aby pro zvolené M byla chyba aproximace funkce z minimálńı ve smyslu
nejmenš́ıch čtverc̊u.

Konečně - dimenzionálńı př́ıpad
Mějme matici X ∈ Rm×n. Matice může reprezentovat např. naměřená m-

dimenzionálńı data v n exemplář́ıch, např. n digitálńıch obrázk̊u, z nichž každý
je reprezentovaný m-dimenzionálńım vektorem. V takovém př́ıpadě obvykle ana-
lyzujeme velké množstv́ı obrázk̊u a m << n. Nebo může matice reprezentovat
výstup z poč́ıtáńı deformaćı metodou konečných prvk̊u, kde m je počet stupň̊u
volnosti a n znač́ı výpočet v n r̊uzných časech nebo pro n r̊uzných okrajových
podmı́nek. Počet stupň̊u volnosti v metodě konečných prvk̊u bývá velký a počet
výpočt̊u oproti tomu by byl znatelně menš́ı m >> n. S t́ım souviśı metoda sna-
pshot̊u, viz pozděǰśı text. Metoda POD předpokládá, že vzorky/sloupce v matici
X maj́ı nulový součet, je tedy potřeba od nich odeč́ıst jejich pr̊uměr. Mějme
transformaci do orthogonálńıch souřadnic prostoru Rm pomoćı ortogonálńı ma-
tice P ∈ Rm×m

Y = PX.

Tato rovnice se dá chápat i jako konečně dimenzionálńı analogie sumace funkćı
výše.

POD se dá interpretovat jako hledáńı takové orthogonálńı transformace, aby
byla matice Y Y T diagonálńı, jako maximalizace variance projektovaných dat
nebo právě aby se matice Y lǐsila od matice X s nejmenš́ı chybou ve smyslu
nejmenš́ıch čtverc̊u (viz Low rank aproximation dole). Řešeńı spoč́ıvá v nalezeńı
vlastńıch č́ısel matice XXT ∈ Rm×m. Tato matice je symetrická a pozitivně defi-
nitńı. Jelikož jsme od dat X odečetli jejich středńı hodnotu, odpov́ıdá tato matice
tzv. matici kovariance. Pro hledáńı vlastńıch vektor̊u se použ́ıvá např. singulárńı
rozklad.

Metoda snapshot̊u Matice XXT je m×m a v př́ıpadě, že m >> n to může
být nepř́ıjemný problém, nebot’ nejsme schopni takovou matici třeba ani uchovat
v paměti. Proto se použije následuj́ıćı trik. Vytvoř́ıme menš́ı matici XTX ∈ Rn×n.
Pro jej́ı vlastńı vektory v plat́ı

(XTX)v = λv

X(XTX)v = Xλv

(XXT )Xv = λXv

To znamená, že vlastńı vektory matice XXT pak dostaneme transformaćı
v = Xv.

Hledáńı POD mód̊u se dá nalézt i pod názvem Low rank aproximation a dá
se řešit pomoćı singulárńıho rozkladu.
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Low rank aproximation Necht’ Y ∈ Rm×n, rank(Y ) = r. Matice může
představovat např. n-krát naměřené m-dimenzionálńı hodnoty. Při tzv. low rank
aproximaci se snaž́ıme tuto matici aproximovat matićı s menš́ım rankem. Mate-
maticky můžeme problém formulovat jako

min
Ŷ ∈Rm×n

{
‖Y − Ŷ ‖F , rank(Ŷ ) = k, 1 ≤ k < r

}
.

Omezeńı na matice je tedy zvolený rank k. Maticová Frobeniova norma je
definována následovně

‖Y ‖F :=

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

Y 2
ij .

Problém low rank aproximace matice má explicitńı řešeńı pomoćı tzv. sin-
gulárńıho rozkladu. Necht’

Y = UΣV T

je singulárńı rozklad matice Y. Σ je diagonálńı matice a na diagonále má sin-
gulárńı č́ısla : σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σr ≥ 0. Optimálńı k rank aproximaci źıskáme
ponecháńım k největš́ıch singulárńıch č́ısel v matici Σ a vynulováńım r − k sin-
gulárńıch č́ısel: σk+1 = ... = σr = 0. Takto modifikovaná matice Σk pak dá
optimálńı k rank aproximaci jako

Yk = UΣkV
T .

Minimálńı chyba je dána

‖Y − Yk‖F =
√
σ2
k+1 + ...+ σ2

r .

Tento výsledek je znám pod názvem Eckart-Young-Mirsky theorem.

Singulárńı rozklad

Existence singulárńıho rozkladu. Necht’ Y ∈ Rm×n. Pak existuj́ı unitárńı ma-
tice U ∈ Rm×m a V ∈ Rn×n takové, že

Y = UΣV T ,

kde

Σ =

(
S 0k×(n−k)

0(m−k)×k 0(m−k)×(n−k)

)
∈ Rm×n

k ≤ min(m,n), S = diag(σ1,...σk) a plat́ı σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σk ≥ 0.

Článek [11] popisuje, jak redukovanou bázi nalézt aposteriorně. K aposteriorńı
redukci je použ́ıvána metoda POD. Autoři představuj́ı ještě daľśı lehké úpravy
této metody, které celý proces mohou ještě zlepšit a urychlit. Stěžejńı je ale vždy
metoda POD.

34



A posteriori redukce
Během preprocesńı části by se měly nejlépe vypoč́ıtat všechny možné interakce

(p̊usobeńı sil) s deformovatelným tělesem. Toto samozřejmě neńı možné, takže se
muśı vybrat jen některé, ale může jich být hodně. Nebo se mohou analyzovat
data źıskaná např. experimentálně, nebo ulož́ıme výsledky v r̊uzných časových
kroćıch nějakého dynamického problému. Tuto možnost následně vyzkouš́ıme.
Jelikož je těchto dat velké množstv́ı, muśı se nějak redukovat a vybrat z nich

”
charakteristické“ deformace. I když redukci děláme např. za účelem interakce s

objektem v reálném čase (dynamický problém), během preprocesńı fáze můžeme
řešit zat́ıžeńı jako statické a dostaneme soustavu úloh pro zat́ıžeńı FS, S ∈ N ,
které jsou tvaru

K(uS)uS = FS.

Źıskaná posunut́ı uS pak uspořádáme do matice X ∈ RN×S. Pomoćı PCA
můžeme pak takovou matici s daty redukovat. Hledáme redukovanou bázi, která
generuje podprostor H ⊂ RN , dim(H) = m. Hledanými vektory bude m vlastńıch
vektor̊u, nálež́ıćıch k m největš́ım vlastńım č́ısl̊um kovariantńı matice Cd = X̄X̄T ,
kde

X̄ = [ū1, . . . ,ūS]

a

ūs = us −
1

S

S∑
i=1

ui.

Z báze vytvoř́ıme matici U a výpočty provád́ıme v redukovaných souřadnićıch
qs. Aproximovaná posunut́ı dostaneme ze vztahu

ũs = Uqs + ū,

kde

ū =
1

S

S∑
i=1

ui.

Pro výpočty dynamiky v redukovaných souřadnićıch je potřeba v paměti
uchovávat matice U ∈ RN×m, Q ∈ Rm×S, jej́ıž sloupce jsou qs a vektor ū ∈ RN .
Počet uchovávaných dat je m(N + S) +N oproti p̊uvodńım NS.
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3.3 Numerické výpočty

K vyzkoušeńı redukce použijeme postupy popsané v [9], kde se daj́ı nalézt i
skripty implementované v Matlabu, které jsem modifikoval ke svým potřebám. V
tomto článku se autor zabývá možnostmi, jak redukovat rovnice nelineárńıho dy-
namického systému, které vzniknou diskretizaćı pomoćı metody konečných prvk̊u.
Redukovaná báze je zde sestavená bud’ pouze z tečných mód̊u nebo z tečných
mód̊u a modálńıch derivaćı. Autor představuje možnost jak aktualizovat redu-
kovanou bázi v určitém čase a posunut́ı na základě chyby mezi redukovaným a
neredukovaným systémem. Dále je zkoumána linearizace nelineárńıho systému a
jej́ı integrace a redukce zlinearizovaného systému. Celý problém je demonstrován
na př́ıkladu 2D tyčové soustavy, která je přichycená na levém kraji a je vystavena
p̊usobeńı předepsané śıly. Tyčová soustava má 8 vrchol̊u, které jsou spojeny 13
tyčovými elementy. Sytém má 13 stupň̊u volnosti. Autor představuje implemen-
taci řešeńı dynamických rovnic v Matlabu. K integraci je využ́ıváno Newmarkovy
beta metody.

Ćılem tohoto odstavce je popsat použité metody, modifikovat představené
algoritmy a vyzkoušet efekt redukce na nějakém podobném (větš́ım) systému a
zobrazit źıskané výsledky.

3.3.1 Studovaný systém

Uvažujeme systém bez tlumeńı

Mü(t) +R(u(t)) = f(t)

doplněný o počátečńı podmı́nky

u(t = 0) = u0 u̇(t = 0) = v0,

kde M je matice hmotnosti, u je sloupcový vektor obsahuj́ıćı posunut́ı jednot-
livých vrchol̊u, R je sloupcový vektor vnitřńıch sil p̊usob́ıćıch na vrcholy a f je
vektor vněǰśıch sil.

Linearizace systému
Takovýto nelineárńı systém je potřeba diskretizovat v čase a v každém časovém

kroku je ještě potřeba iteračně řešit nelineárńı soustavu rovnic. Jedna možnost,
jak se vyhnout iteračńımu řešeńı nelineárńı rovnice a zmenšit počet operaćı, je
soustavu linearizovat

Müi+1 +Ki(ui+1 − ui) = fi+1 −Ri,

kde

Ki =
∂R

∂u
(ui)

je tzv. tečná matice tuhosti. Odpov́ıdá to provedeńı jedné iterace Newton-Raphsonovy
metody. Ukazuje se (viz [9]), že provedeńı jedné iterace je často dostačuj́ıćı.
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Matice redukce
Jak jsme již zmı́nili, převád́ı matice redukce U plné souřadnice na redukované

a naopak.

u(t) = u0 + Uq(t),

kde q jsou redukované souřadnice a u0 je posunut́ı, ve kterém jsme se rozhodli
soustavu redukovat.

Redukovaná soustava

Mq̈(t) +R(u0 + Uq(t)) = f(t)

kde M = UTMU , R = UTR a f = UTf .

Redukce linearizovaného systému

Mq̈i+1 +Ki(qi+1 − qi) = f i+1 −R(u0 + Uqi),

kde Ki = UTKiU .

3.3.2 Newmark integračńı metoda

K integraci je použita tzv. Newmarkova integračńı metoda. Nová zrychleńı v
časovém kroku i+ 1 jsou vyjádřena pomoćı ostatńıch veličin jako

üi+1 =
1

β∆t2
(ui+1 − ui)−

1

β∆t
u̇i +

(
1− 1

2β

)
üi

=
1

β∆t2
∆ui+1 −

1

β∆t
u̇i +

(
1− 1

2β

)
üi

Nové rychlosti dostaneme ze vztahu

u̇i+1 = u̇i + (1− γ)∆tüi + γ∆tüi+1

Parametry integračńı metody jsou voleny β = 0.25 a γ = 0.5.

Integrace linearizovaného systému Výraz pro zrychleńı v čase i + 1 do-
sad́ıme do zlinearizované dynamické rovnice a dostaneme

(
1

β∆t2
M +Ki

)
∆ui+1 = fi+1 −Ri −M

(
− 1

β∆t
u̇i +

(
1− 1

2β

)
üi

)
Jedná se o lineárńı soustavu, kterou můžeme vyřešit pro ∆ui+1. Nové zrychleńı

a rychlost dostaneme ze vztah̊u výše.
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Integrace nelineárńıho systému Jestliže výraz pro zrychleńı v čase i + 1
dosad́ıme do p̊uvodńı dynamické rovnice, dostaneme nelineárńı soustavu rovnic

1

β∆t2
M∆ui+1 +R(ui+1) = fi+1 −M

(
− 1

β∆t
u̇i +

(
1− 1

2β

)
üi

)
V tomto př́ıpadě je potřeba naj́ıt řešeńı ui+1 např. pomoćı Newton-Raphsonovy

metody.

3.3.3 2D tyčový element

2D tyčový element je zřejmě nejjednodušš́ı konečný prvek, pomoćı něhož se dá
modelovat geometrická nelinearita a lineárńı materiál. Pomoćı tohoto elementu
můžeme modelovat tyčové konstrukce spojené klouby, které vykazuj́ı velké de-
formace ale deformace elementu z̊ustává malá, takže materiál z̊ustává v rozsahu
lineárńı elasticity. Tyčový element má v referenčńı konfiguraci délku L0 a pr̊uřez
A0, v aktuálńı konfiguraci pak délku L a pr̊uřez A. Vztah mezi axiálńı defor-
maćı a axiálńım napět́ı (2. Piola-Kirchhoffovo napět́ı) je specifikován Youngovým
modulem pružnosti E (předpokládáme, že v referenčńı konfiguraci nemá element
žádné počátečńı napět́ı S0).

S = Eε (3.4)

Jednotlivý element má 2 vrcholy, každý s x-ovým a y-ovým posunut́ım, takže
má element dohromady 4 posunut́ı a 4 přidružené śıly, které naṕı̌seme pomoćı
sloupcových vektor̊u

u =


u11

u12

u21

u22

 f =


f11

f12

f21

f22


3.3.4 Dynamická rovnice pro 1 element

V článku [9] je odvozena dynamická rovnice pro 1 tyčový element ve tvaru

1

2
m


ü11

ü12

ü21

ü22

 =


f11

f12

f21

f22

− EA0
ε

λ


−n11

−n12

n11

n12

 ,

kde m = ρ0A0L0 je hmotnost elementu, ε je zvolený vztah pro axiálńı deformaci,
na výběr jsou následuj́ıćı vztahy

ε = λ− 1 lineárńı

ε =
1

2
(λ2 − 1) Green-Lagrange̊uv

ε = ln(λ) logaritmický,
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kde λ = L
L0

znač́ı relativńı prodloužeńı tyčového elementu a

n11 =
x

L
kde x = x0 + u21 − u11

n12 =
y

L
kde y = y0 + u22 − u12

x a y jsou x-ová a y-ová délka elementu v aktuálńı konfiguraci (x0 a y0 v refe-
renčńı). Ve zkrácené maticové notaci by se rovnice pro jeden element dala zapsat
takto

Meü = fe −Re

3.3.5 Chyba redukovaného systému

Pro neredukovaný systém můžeme zavést reziduum

Res = f −R−Mü

Na konci časového kroku můžeme do tohoto rezidua dosadit řešeńı reduko-
vaného systému a zjistit relativńı chybu, která je navržena jako

ε =
‖Res‖

max(‖f‖,‖R‖,‖Mü‖)
(3.5)

Pokud chyba přesáhne nastavenou toleranci, můžeme časovou integraci poza-
stavit a přepoč́ıtat matici redukce v aktuálńı konfiguraci (posunut́ı).

V př́ıpadě, že přepoč́ıtáme matici redukce, muśıme updatovat i redukované
rychlosti a redukovaná zrychleńı. Ty se z neredukovaných proměnných updatuj́ı
podle vztahu

q̇ = M
−1
UTMu̇ (3.6)

a stejně pro zrychleńı.
Pokaždé, když provedeme takovou aktualizaci, dopoušt́ıme se chyby, která se

dá vyjádřit jako (dosazeńım do u̇ = Uq̇)

u̇ = U(UTMU)−1UTMu̇

3.3.6 Implementace v Matlabu

Numerické experimenty provád́ım v prostřed́ı Matlab pomoćı upravených
skript̊u, které jsou popsané v článku [9]. Skripty jsem modifikoval i na 3D tyčové
elementy, abych mohl vyzkoušet 3D tyčovou strukturu. Skripty jsou k nalezeńı v
přiloženém CD. Třeba podotknout, že jsem změnil skoro všechny názvy proměnných
v p̊uvodńım kódu, abych se sám v kódu vyznal. Všechny proměnné jsou patřičně
zakomentovány pro lepš́ı orientaci př́ıpadného zájemce. Kromě p̊uvodńıch skript̊u
se daj́ı nalézt funkce na vykreslováńı, které jsem použ́ıval, nebo definice větš́ıch
tyčových konstrukćı.
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Seznam d̊uležitých skript̊u

inp.m
Inicializace souřadnic vrchol̊u, spojeńı tyčových element̊u, materiálových
vlastnost́ı (Young̊uv modul pružnosti, hustota tyčového elementu, obsah
pr̊uřezu v klidovém stavu). Nastav́ıme počet tečných mód̊u, indexy modálńıch
derivaćı, které chceme poč́ıtat a zp̊usob jejich výpočtu, viz. předchoźı text.

init.m
Výpočet matice hmotnosti, inicializace posunut́ı, rychlost́ı, zrychleńı, vněǰśıch
a vnitřńıch sil.

stiff.m
Vypoč́ıtá matici tuhosti K a vektor vnitřńıch sil R pro aktuálńı konfigu-
raci (posunut́ı u). Posunut́ı se předá a vypoč́ıtá pomoćı proměnné uTemp,
vypočtená vnitřńı śıla se předá pomoćı proměnné GTemp.

tanmod.m
Vypoč́ıtá tečné módy, modálńı derivace podle zvolené metody a redukova-
nou matici. Aktualizuje redukované rychlosti a zrychleńı podle (3.6).

inter0.m
Poč́ıtá neredukovaný systém.

interr.m
Poč́ıtá redukovaný systém.

inter0l.m
Poč́ıtá neredukovaný linearizovaný systém.

interrl.m
Poč́ıtá redukovaný linearizovaný systém.

Důležité datové struktury

crd0
Seznam souřadnic vrchol̊u ve tvaru

1 [ x , y , z sou řadn ice 1 vrcho lu
2 x , y , z sou řadn ice 2 vrcho lu
3 x , y , z sou řadn ice 3 vrcho lu
4 . . . ] ;

conMat
Seznam tyčových element̊u ve tvaru

1 [ 1 . vrchol , 2 . vrchol , č ı́ s l o komponenty ( vždy 1)
2 . . . ] ;
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sndof
Seznam deaktivovaných stupň̊u volnosti, realizace dirichletových podmı́nek
ve tvaru

1 [ č ı́ s l o vrcholu , č ı́ s l o deakt ivované sou řadn ice (x−1, y−2, z−3)
2 . . . ] ;

Rád bych experimentálně ověřil následuj́ıćı body

• Tečné módy z modálńı analýzy dobře poṕı̌sou vibrace kolem rovnovážné
polohy. U větš́ıch deformaćı selhávaj́ı.

• Modálńı derivace vylepš́ı redukci u tělesa, které podléhá větš́ım deformaćım.

• Redukce rovnic zrychluje výpočet na úkor nepřesnosti, které se dopust́ıme.

• Také bych rád vyzkoušel aposteriorńı výpočet matice redukce z v́ıce spoč́ı-
taných deformaćı (snapshot̊u) pomoćı POD.

Ke všem výpočt̊um zahrnuj́ıćım modálńı derivace použ́ıvám 3. nejjednodušš́ı
metodu na jejich výpočet. U všech výpočt̊u je použit Green-Lagrange̊uv vztah pro
axiálńı deformaci. Matici redukce neaktualizujeme, použ́ıváme tedy vypočtené
vektory z referenčńı konfigurace a časově nezávislou matici redukce.

Malé vibrace a větš́ı deformace
Jako př́ıklad jsem vzal 3D tyčovou konstrukci sestavenou ze 44 vrchol̊u, které
jsou spojené dohromady 124 tyčovými elementy. 4 vrcholy na jedné straně jsou
napevno přichycené. Celkově má tedy konstrukce 40∗3 = 120 stupň̊u volnosti (40
volných vrchol̊u a 3 směry x, y a z). Klidová vzdálenost tyčových element̊u je 1m.
Použ́ıvám Green-Lagrange̊uv vztah pro deformaci. Na obrázku 3.1 je studovaná
tyčová konstrukce.

Obrázek 3.1: Studovaná tyčová konstrukce

Červené body znač́ı vrcholy, které jsou napevno přichycené a tvoř́ı Dirichletovy
okrajové podmı́nky. Na těleso nechám p̊usobit gravitačńı śılu a bude se tedy
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deformovat vlastńı vahou. Změnou Youngova modulu pružnosti E můžeme doćılit
menš́ıch a větš́ıch deformaćı.

Zvolme nejdř́ıve Young̊uv modul E = 2.1× 1011, což podle tabulek odpov́ıdá
např. oceli. Konstrukce se ohne pouze zhruba o jeden centimetr a bude vibro-
vat. Na tyto malé deformace se v praxi použ́ıvá modálńı analýza. Ukážeme, že
redukovaný systém využ́ıvaj́ıćı v matici redukce pouze tečné módy vypočtené
z modálńı analýzy tyto malé deformace popisuje dobře. Pro stejně definovanou
úlohu vypočteme posunut́ı pomoćı skriptu interr.m, redukovanou matici budou
tvořit pouze 3 tečné módy z modálńı analýzy (tedy poč́ıtáme soustavu ve 3
proměnných). Následně v grafu porovnáme časový vývoj posunut́ı ve směru z
u 42. vrcholu (spodńı vrchol na kraji, který se vychyluje nejv́ıce). Porovnáńı je
zobrazeno na obrázku 3.2.
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Obrázek 3.2: Porovnáńı posunut́ı ve směru z, k redukci použity 3 tečné módy z
modálńı analýzy

V př́ıpadě, že zmenš́ıme Young̊uv modul pružnosti na E = 2.1 × 109, bude
konstrukce vykazovat větš́ı deformace (na kraji zhruba 1m). V tomto př́ıpadě už
3 tečné módy nebudou deformaci popisovat dobře a nepomůže ani jejich zvýšeńı
na např. 10. Na obrázku 3.3 je vidět, že redukce pomoćı tečných mód̊u u větš́ı
deformace selhává.

Jestliže nyńı zkuśıme matici redukce nastavit tak, aby obsahovala 4 tečné
módy a 6 modálńıch derivaćı s indexy (t.j. derivujeme 1. tečný mód podle 1.
modálńı souřadnice, podle druhé modálńı souřadnice, 2. tečný mód podle 2.
modálńı souřadnice atd.)

1 modDer = [ 1 1 2 3 3 3
2 1 2 2 1 2 3 ] ;

dostaneme výsledek znázorněný na obrázku 3.4.
Je tedy vidět, že pomoćı modálńıch derivaćı jsme schopni vylepšit redukci,

jestliže docháźı k větš́ım deformaćım, u kterých lineárńı modálńı analýza selhává.
Výpočet neredukované soustavy trval cca 30 sekund a redukované soustavy zhruba
28 sekund. Pomoćı redukce jsme tedy schopni zrychlit výpočty na úkor chyby,
které se dopust́ıme. Tento rozd́ıl by byl samozřejmě znatelněǰśı u soustav, které
maj́ı tiśıce nebo statiśıce stupň̊u volnosti. Zde přechod k redukovaným souřadnićım
nepředstavuje rapidńı zmenšeńı soustavy.
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Obrázek 3.3: Porovnáńı posunut́ı ve směru z, k redukci použity jednou 3 tečné
módy a podruhé 10 tečných mód̊u
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Obrázek 3.4: Porovnáńı posunut́ı ve směru z, k redukci použity 4 tečné módy a 6
modálńıch derivaćı

Aposteriorńı/statistický výpočet matice redukce z nasimulovaných dat

Vyzkouš́ım nyńı, jak se dá matice redukce źıskat aposteriorně pomoćı POD.
Pro tento účel zkoumám jinou konstrukci, a sice konstrukci ve 2D, která je dost
dlouhá (má 60 vrchol̊u, 117 tyčových element̊u, 2 vrcholy vlevo jsou napevno
přichycené, systém má 116 stupň̊u volnosti). Pro změnu vyzkouš́ım skript inter0l,
který poč́ıtá zlinearizovaný systém, t.j. v každém časovém kroku se provede pouze
jedna interace Newton-Raphsonovy metody. Počet časových krok̊u je nastaven na
400 a jeden časový krok je setina sekundy. Na pravém kraji konstrukce po tuto
dobu p̊usob́ı tečná śıla, která ji zohne do extrémńıho tvaru, viz. obrázek 3.5.

V každém časovém kroku ulož́ıme posunut́ı konstrukce. Dostaneme matici s
daty, která je 120×400. Na tuto matici nyńı aplikujeme POD a dostaneme vlastńı
vektory kovariantńı matice, ze kterých zkuśıme sestavit matici redukce a provést
stejnou simulaci s redukovaným systémem. Kód v Matlabu může vypadat např.
takto, proměnná

”
data“ reprezentuje matici s nasimulovanými daty, do matice
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Obrázek 3.5: 2D tyčová konstrukce před a po deformaci

PV jsou uloženy vlastńı vektory kovariantńı matice a do diagonálńı matice V
vlastńı č́ısla.

1 function [PV,V] = POD( data )
2 % v e l i k o s t matice s daty
3 [M,N] = s ize ( data ) ;
4 % od každ ého snapshotu odečteme pr̊uměr z dat
5 mn = mean( data , 2 ) ;
6 data = data − repmat (mn, 1 ,N) ;
7 % vytvo ř ı́me k o v a r i a n t n ı́ mat ic i
8 covar iance = 1/N ∗ data ∗ data ’ ;
9 % nalezneme v l a s t n ı́ v e k t o r y a v l a s t n ı́ č ı́ s l a pomocı́ Mat labovsk é

funkce e i g
10 [PV, V] = eig ( covar iance ) ;
11 % e x t r a c t d i a g o n a l o f matrix as v e c t o r
12 V = diag (V) ;
13 % seřad ı́me v l a s t n ı́ č ı́ s l a od n e j v ě t š ı́ h o po nejmenš ı́ a se řad ı́me i

o d p o v ı́ d a j ı́ c ı́ v l a s t n ı́ v e k t o r y
14 [ junk , s o r t e d I n d i c e s ] = sort (V, ’ descend ’ ) ;
15 V = V( s o r t e d I n d i c e s ) ;
16 PV = PV( : , s o r t e d I n d i c e s ) ;

Na základě vztahu mezi poč́ıtáńım vlastńıch č́ısel kovariantńı matice a sin-
gulárńıho rozkladu matice dat můžeme vlastńı vektory a vlastńı č́ısla źıskat i ze
singulárńıho rozkladu, jak se to ostatně v praxi často dělá. Kód v Matlabu by
vypadal např́ıklad takto.

1 % vytvo ř ı́me mat ic i Y
2 Y = data ’ / sqrt (N) ;
3 % SVD se o v še pos tar á
4 [ u , S ,PV] = svd (Y) ;
5 % v l a s t n ı́ č ı́ s l a j sou s i n g u l á r n ı́ č ı́ s l a na druhou
6 S = diag (S) ;
7 V = S .∗ S ;

Zkusme nyńı prvńıch pár vektor̊u použ́ıt do matice redukce a dynamickou
úlohu vyřešit znovu pomoćı skriptu interrl, tedy redukované zlinearizované sou-
stavy. Jestliže použijeme prvńıch 5 vektor̊u, dostaneme úplně jiný výsledek, který
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v̊ubec neodpov́ıdá předchoźımu výsledku. Jestliže ale použijeme např. 6. − 10.
vektor, dostaneme výsledek velice podobný p̊uvodńımu, velké ohnut́ı odpov́ıdá.
Jestliže vykresĺıme prvńıch 9 vlastńıch vektor̊u, které jsme dostali z POD, je
vidět, v čem je zřejmě problém (vektory posunut́ı vykresluji přenásobené koefici-
entem 10, aby v́ıce vynikl jejich tvar). Až od 6. vektoru vektory

”
popisuj́ı“ také

jakési větš́ı ohnut́ı tyčové kontrukce směrem dol̊u 3.1. Na obrázku 3.6 je zobrazen
časový pr̊uběh posunut́ı z. Je vidět, že při použit́ı prvńıch 5 vlastńıch vektor̊u
redukce kompletně selhává. Při použit́ı 8 již však systém poṕı̌seme přesněji.

Tabulka 3.1: Vlastńı vektory źıskané z nasimulovaných dat pomoćı POD, vektory
jsou seřazené od 1. po řádćıch
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To, že podle tvaru tečných mód̊u a modálńıch derivaćı můžeme zvolit reduko-
vanou bázi, demonstruje i článek [4]. Následuj́ıćı obrázky jsou převzaty z tohoto
článku. Na obrázku 3.7 jsou zobrazeny některé tečné módy a modálńı derivace pro
těleso připevněné ke stěně. Na druhém obrázku 3.8 jsou vyobrazeny extrémněǰśı
deformace objekt̊u, jako např. velké ohnut́ı lžičky nebo žd́ımáńı tělesa. Na základě
toho, že v́ıme, jakou deformaci chceme simulovat, můžeme z tvaru tečných mód̊u
a modálńıch derivaćı vybrat ty, které se na popis budou hodit nejlépe.

Zkusme stejný př́ıklad redukovat i pomoćı tečných mód̊u a modálńıch deri-
vaćı. Opět modálńı derivace generujeme 3. zp̊usobem. Redukujeme zlinearizova-
nou soustavu a výsledky porovnáváme s plným linearizovaným systémem. Do
matice redukce použ́ıváme 4 tečné módy a postupně 3,4 a 6 modálńıch derivaćı,
které jsou definované postupně následovně

1 modDer = [ 1 2 2
2 1 1 2 ] ;
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Obrázek 3.6: Porovnáńı pr̊uběhu posunut́ı z při redukci pomoćı POD

1 modDer = [ 1 2 2 3
2 1 1 2 1 ] ;

1 modDer = [ 1 2 2 3 3 3
2 1 1 2 1 2 3 ] ;

Na obrázku 3.9 je porovnáńı posunut́ı z pro posledńı vrchol tyčové konstrukce
jako v předchoźım př́ıpadu.

Na obrázku 3.10 je konstrukce zaobrazena po deformaci. Maximálńı chyba re-
dukce (maximum ze všech časových krok̊u) je 3,4 a 6 modálńıch derivaćı postupně
1.2577, 1.1338 a 1.0778.

Na začátku jsme zmı́nili, že třet́ı možnost na výpočet modálńıch derivaćı je nej-
jednodušš́ı a nejrychleǰśı. Články [9] a [4] tvrd́ı, že odlǐsné generováńı modálńıch
derivaćı pomoćı těchto tř́ı metod se neprojevuje velkými změnami v redukovaných
soustavách. Je proto nejvýhodněǰśı použ́ıvat metodu nejjednodušš́ı. Zkusme vy-
zkoušet časovou náročnost výpočtu v prostřed́ı Matlab. Jestliže vytvoř́ıme 2D
tyčovou strukturu s 600 stupni volnosti a chceme vypoč́ıtat 6 modálńıch derivaćı,
pak prvńı implementované metodě v Matlabu to trvá zhruba 73 sekund, druhé
42 a třet́ı 41 sekund.
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Obrázek 3.7: Dominantńı tečné a modálńı derivace pro objekt přichycený ke stěně.
Těleso je modelováno jako St. Venant Kirchoff̊uv materiál

Obrázek 3.8: Předem známe velké deformace můžeme dobře popsat tečnými módy
a modálńımi derivacemi, které podle jejich tvaru vybereme. Zde se jedná o velké
ohnut́ı lžičky a

”
žd́ımáńı“ tělesa, které je přichyceno ke stěně.
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Obrázek 3.9: Redukce pomoćı modálńıch derivaćı, s rostoućım počtem modálńıch
derivaćı dostaneme přesněǰśı výsledek.
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Obrázek 3.10: Deformace v čase 4 s, barvy odpov́ıdaj́ı předchoźımu obrázku.
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Závěr

Metod, které se v poč́ıtačové grafice použ́ıvaj́ı na simulace fyzikálńıch děj̊u
je celkově mnohem v́ıce, než jsme ukázali v této práci, a lidé se snaž́ı vyv́ıjet
stále nové a lepš́ı metody. U deformaćı automobil̊u se ale zdá, že stále převládaj́ı
předem vytvořené animace nebo heuristické grafické metody. Tv̊urci fyzikálńıho
enginu Rigs of Rods nechali tento projekt jako open source a vyv́ıjej́ı jeho nástupce
BeamNG, který slav́ı úspěch a je momentálně zřejmě nejrealističtěǰśım enginem,
který simuluje deformace vozidel. Je to právě d́ıky tomu, že se dá auto zdeformo-
vat kompletně a deformace tak vypadá velice realisticky. V jeho jádru se nadále
zřejmě skrývá nejen pouze velký počet harmonických oscilátor̊u, ale i velký počet
r̊uzných trik̊u a programátorských

”
hack̊u“, které zajǐst’uj́ı robustnost celého en-

ginu. Velkým problémem nejen u simulace deformaćı aut je spojeńı grafického a
fyzikálńıho modelu.

Korotačńı lineárńı metoda konečných prvk̊u ve fyzikálńım enginu Digital mo-
lecular matter od pixeluxu je zat́ım jediným př́ıpadem, kdy se metoda konečných
prvk̊u úspěšně implementovala do herńıho fyzikálńıho enginu pracuj́ıćıho v reálném
čase. Fyzikálńı simulace se ale použ́ıvaj́ı např. pro speciálńı efekty ve filmech, kde
se scény mohou poč́ıtat i offline. V tomto směru je snaha implementovat stále
lepš́ı a v́ıce fyzikálněǰśı metody. I v článku [20] autoři krátce hovoř́ı o spojeńı
grafické reprezentace s reprezentaćı fyzikálńı. Existuje nějaká velmi hrubá fy-
zikálńı śıt’ z tetrahedron̊u, která je obalená hustš́ı śıt́ı grafických vrchol̊u. Jejich
souřadnice jsou v̊uči fyzikálńım souřadnićım vyjádřeny např. pomoćı barycent-
rických souřadnic vzhledem k vrchol̊um nejbližš́ıho tetrahedronu.

Specifickým odvětv́ım z̊ustávaj́ı lékařské operačńı simulátory, na kterých doktoři
trénuj́ı r̊uzné neinvazivńı operace. Zde je totiž potřeba nejen velká rychlost fy-
zikálńıho enginu, ale zároveň i přesnost, což představuje velký problém, jelikož
tyto dvě vlastnosti jdou proti sobě. Podobnou aplikaćı je třeba i interaktivńı
design r̊uzných součástek. Zde nacháźı uplatněńı např. právě redukce model̊u.
Nejen za účelem interaktivńıho designu byl vyvinut a je stále vyv́ıjen software
Vega FEM. Jeho nasazeńı, zdá se, ale z̊ustává stále problematické. U simulátoru
s haptickým zař́ızeńım, jak se dá nalézt např. v [4] je potřeba odezva nejlépe 1000
Hz, aby se daly dobře modelovat přenášené kontaktńı śıly. Je tedy potřeba ještě
v́ıce sńımk̊u za sekundu než v poč́ıtačových hrách.

Engine Bullet je př́ıklad fyzikálńıho enginu, ve kterém je implementována
jak fyzika pevných těles, tak fyzika deformovatelných těles, která je realizována
pomoćı pozičńı dynamiky. Obě metody se daj́ı spojit a použ́ıvat dohromady. V
knihovně je naprogramována detekce koliźı mezi pevnými a deformovatelnými
tělesy a jejich interakce. Ukázali jsme, jak se dá velice jednoduše doćılit určité
heuristické plasticity.
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3.3 Porovnáńı posunut́ı ve směru z, k redukci použity jednou 3 tečné
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Př́ılohy

Na přiloženém CD se daj́ı nalézt Matlabovské skripty, které jsem použ́ıval
pro vyzkoušeńı metody redukce. Jejich stručný popis je ve třet́ı kapitole. Skripty
vytvořil J. de Jongh [9]. Já jsem pro své účely skripty pozměnil, aby se daly
spouštět nezávisleji na sobě a změnil jsem názvy skoro všech proměnných, aby
v́ıce odpov́ıdaly tomu, co reprezentuj́ı, a abych kódu porozuměl. Nav́ıc jsou na
CD obsaženy skripty, které jsem vytvořil k vykreslováńı a definici vlastńıch ex-
periment̊u s jinými tyčovými strukturami a p̊usob́ıćımi silami.

53


	Úvod
	Simulace fyziky tuhých těles
	Popis pohybu tuhého tělesa
	Popis translačního pohybu
	Výpočet těžiště
	Popis rotačního pohybu
	Orientace tělesa

	Pohyb tuhého tělesa bez vazeb
	Vazby
	Permanentní mechanické vazby
	Kontaktní vazby
	Druhy kontaktních bodů

	Řešení kolizních kontaktů, kolizní odezva
	Příklad jedné 2D kolize bez tření

	Řešič vazeb
	Lineární komplementární problém
	Zpracování simultánních kolizních bodů
	Zpracování simultánních dotykových  kontaktních bodů
	Rychlostní formulace pohybu s vazbami

	Bullet - modul pevných těles
	Nerovnostní vazby, kontaktní model
	Nenulová rychlostní vazba, Baumgarteho stabilizace
	Coulombův izotropický model tření
	Časová diskretizace

	Změkčení vazeb

	Simulace fyziky deformovatelných těles
	Model hmotný bod - pružina
	Bullet - modul deformovatelných těles
	Velké deformace popsané pomocí mechaniky kontinua
	Nelinearity, konstitutivní vztahy

	Korotační lineární metoda konečných prvků

	Redukce modelu
	Redukce rovnic dynamického systému
	Volba redukované báze
	Apriorní redukovaná báze
	Modální analýza
	Modální derivace
	Jak vypočítat numericky modální derivace

	Aposteriorní redukovaná báze
	Proper orthogonal decomposition (POD)
	Singulární rozklad


	Numerické výpočty
	Studovaný systém
	Newmark integrační metoda
	2D tyčový element
	Dynamická rovnice pro 1 element
	Chyba redukovaného systému
	Implementace v Matlabu


	Závěr
	Literatura
	Seznam obrázků
	Přílohy

