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Uvod

Jiz vice jak dvé desetileti lidé vyvijeji metody pro simulace pohybu pevnych a
deformovatelnych téles pro aplikace v pocitacové grafice. Ziejmé jedna z prvnich
stézejnich praci v tomto ohledu je [22]. Toto interdisciplindrni odvétvi kombinuje
pocitacovou grafiku, Newtonovskou mechaniku, mechaniku kontinua, numerickou
matematiku, diferencidlni geometrii, vektorovy kalkulus, ale i teorii aproximaci a
dalsi. Jednotlivé modely a metody se lisi hlavné podle jejich aplikace. V potaz se
musi brat reprezentace modelu, rozsah fyzikalnich parametri, topologické zmény
atd. Z aplikaci zminme pocitacové hry, animace a specialni efekty ve filmech,
ale 1 ruzné simuldtory. Na zdkladé téchto aplikaci se metody rozdéluji na ty,
které musi pracovat v redlném c¢ase (pocitacové hry, simuldtory, ...) a na ty, které
mohou fyzikalni simulaci spocitat i offline (specidlni efekty ve filmech, ...). Jestlize
mluvime o real time fyzikalnim enginu v poc¢itacové hie, pak u takového algoritmu
je potteba, aby byl schopen generovat zhruba 60 snimku za sekundu, aby simulace
pusobila plynule a vérohodné. Hraci pocitacovych her chtéji mit ve hie co nejvice
volnosti a moznost interakce s objekty. Jelikoz neni pfedem jasné, co se napt. v
pocitacové hie stane, musi byt fyzikalni engine dostatecné robustni a stabilni.
Dalsi aspekty jako rychlost a presnost fyzikalni simulace jdou proti sobé. Real
time presnosti dosahneme na tkor ruznych zjednoduseni a neptesnosti.

Tento obor je v neustalém vyvoji i diky stale rychlejsi pocitacové technice,
ktera dovoluje pouziti difve neupocitatelnych algoritmi. Rozvoj grafickych karet,
paralelnich vypoctu a fyzikalnich procesnich jednotek (coz jsou procesory slouzici
specidlné k pocitani fyzikalni simulace) také pobizi k vyvoji novych algoritmu.
Fungujici fyzikalni engine je komplexni software, pti jehoz vytvareni narédzi ¢lovek
na pomérné hodné obtizi, napt. kvuli tomu, ze jsme schopni pouze vzorkovat
spojitou realitu v diskrétnich ¢asovych okamzicich. U 2D fyziky pevnych téles,
kterd se pouziva v mobilnich aplikacich a hrach, se stal standardem fyzikalni
engine Box2D, ktery je zcela zdarma. Pro 3D fyziku existuje vice komerénich
fyzikalnich engint, ale i open source projekti, k jejichz vyvoji muze prispét kazdy,
a jejichz zdrojovy kod je volné k dispozici.

Jak jsme jiz zminili, riznych metod celkové existuje velké mnozstvi. Cile této
prace je reserSe nékterych existujicich metod pro simulace pevnych a deformova-
telnych téles s durazem na open source knihovnu Bullet. Také se podivame na
metodu zvanou redukce modelu, ktera se da pouzit jak v pocitacové grafice, tak
v jinych aplikacich.



Kapitola 1

Simulace fyziky tuhych téles

Na setkani vyvojaru ,Eurographics 2012¢ (kvéten 2012) predstavili autori
Jan Bender, Kenny Erleben, Jeff Trinkle a Erwin Coumans (autor open source
fyzikélniho enginu Bullet) jejich obsdhly state-of-the-art ¢lanek s ndzvem ,In-
teractive Simulation of Rigid Body Dynamics in Computer Graphics® [5], ktery
shrnuje dosavadni praci a pokroky na poli simulaci fyziky tuhych téles, které se
pouzivaji v poc¢itacové grafice (hry, filmy, simulétory, ...). Obsahuje mimo jiné od-
vozeni algebraickych diferencialnich rovnic, které popisuji pohyb systému tuhych
téles s Coulombovym tfenim. Systém, ktery pouziva open source kéd Bullet phy-
sics http://bulletphysics.org/ je popsan ve ¢lanku ,Iterative dynamics with
temporal coherence® [6] od Erina Catto (tvirce 2D open source enginu Box2D)
a pouzivd ruznd zjednoduseni oproti rovnicim popsanym v [5]. Nejdiive shrnu
teorii potifebnou k popisu tuhého télesa a pak popisi mechanismus enginu Bullet,
zjednodusSeni, ktera se pouzivaji a jejich vyhody.

Tuhé téleso je idealizovany objekt, u néhoz se béhem pohybu neméni vzdalenost
mezi libovolnymi dvéma body. Simulace pohybu tuhych téles je analogicka nu-
merickému feseni nelinearnich oby¢ejnych diferencidlnich rovnic, které se nazyvaji
Newton-Eulerovy rovnice. K témto rovnicim pak musime ptidat dalsi tii podminky:
nepenetraéni (kontaktni) vazby, které zabranuji télesuim prostupovéni, model
tfeni, ktery vyzaduje, aby kontaktni sily setrvavaly ve svych kuzelech treni a
jesteé tzv. komplementarita, kterd spojuje kontaktni vazby a kontaktni sily a vy-
nucuje dulezitou vlastnost kontaktnich sil, aby prestaly pusobit, jakmile se télesa
zacnou pohybovat od sebe.

Par slov k detekci kolizi

Ve fyzikdlnim enginu potiebujeme zajistit, aby sebou télesa neprostupovala. Proto
jednou z nejvyznaméjsich ¢asti enginu je systém na detekci kolizi. Kolize je de-
tekovana, pokud se objemy téles prekryvaji alespon v jednom bodé. Muzeme
postupovat dvéma zpusoby. Muzeme zjistovat presny ¢as kolize tim Ze napt. pro-
vedeme ¢asovy krok At a pokud se télesa prekryvaji, provedeme znovu pouze %At
casovy krok. Metodou takovychto puleni intervalu teoreticky muzeme libovolné
presné zjistit cas kolize a zajistime také, ze se télesa nebudou ptekryvat. Tento
zpusob je pro interaktivni simulace bohuzel moc pomaly a tak se pouziva tzv.
retroaktivni detekce. To znamena, ze télesa nechame se prekryt a potom tuto pe-
netraci napravujeme dodatecné. To s sebou samoziejmé prinasi také problémy, jiz
samotné feseni penetraci nebo tunneling problem - mald télesa s vysokymi rych-
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lostmi prostoupi prekazkou, aniz by byla detekovana kolize. Mezi objekty nemusi
vznikat jen kolizni body ale kolizni hrany anebo celé kolizni plochy. Takové geo-
metrické objekty se aproximuji mnozinou (nejlépe napt. rohovych) bodu. Vystup
detekéniho algoritmu pak je kolizni bod (pfesna pozice), normélovy vektor ko-
lize (je potieba rozdélit relativni rychlosti a kolizni sily do normdlovych a te¢nych
sméru) a hloubka penetrace (je potfeba pro nésledné feseni penetrace). V praxi se
netestuji vSechny objekty mezi sebou, ale pouzivaji se algoritmy urychlujici cely
proces. Objekty se napi. obali do kouli a testuje se nejdtive, zda-li se prekryvaji
tyto koule. Az pak se detekce kolizi zjemnuje a postupné se hledaji presné kolizni
body.

1.1 Popis pohybu tuhého télesa

celkové ma tedy tuhé téleso 6 stupnu volnosti.

1.1.1 Popis translacniho pohybu

veli¢iny jsou svazany kinematickou diferencialni rovnici

X=vV

(V € R?) a m4 hustotu p, vypocitdme vzorcem

_Jyprdv
Jypdv

rr

1.1.3 Popis rotacniho pohybu

Potiebujeme mit ulozenou aktualni orientaci télesa a aktudlni hlovou rych-
lost.

1.1.4 Orientace télesa

Orientace télesa se da popsat vice zpusoby. Mezi nasledujicimi popisy sa-
moziejmé existuji prevodni vztahy.

TTi skalarni thly
Muzeme zvolit napt. Eulerovy thly.

Rotaéni matice

Znaci se vétsinou R a jedna se o tzv. ortogonalni matici, ktera ma sice 9 prvku, ale
jelikoz pro jeji sloupce plati 6 relaci ortogonality, redukuji se nezavislé parametry
na 3 (pocet stupnu volnosti).



Jednotkovy kvaternion

Jedna se o ,normovany 4D vektor®, jehoz prvni slozka se nazyva skalarni.
Skalarni slozka se da vyjadrit pomoci ostatnich tfech ,vektorovych® slozek, tedy
opét mame 3 nezavislé stupné volnosti.

¢=w+ir+jy+kz=(s,v) € R*

Mezi imaginarnimi jednotkami plati nasledujici vztahy

iP=j=k*=—1, ij=k=—ji

Sdruzeny a inverzni kvaternion je definovan obdobné jako u komplexnich ¢isel.

qg=w—ir—jy—kz
-1 q q
q = — g

qq  llall®

Kvaternionové nasobeni je definovano nasledovneé
(51,v1) * (82,V2) = (5152 — V1 - Vo, 81Va + 82V + Vi X V)

Jedna se o jistou analogii s 2D piipadem. Rotace ve 2D méa jeden stupen
volnosti a takovou rotaci muzeme popsat jednotkovym komplexnim éislem (kom-
plexni cislo oto¢ime kolem pocatku tak, ze ho vynasobime jednotkovym kom-
plexnim ¢islem). 3D rotaci o thel a kolem osy dané jednotkovym vektorem u
mizeme ,popsat“ jednotkovym kvaternionen ¢ = (cos(§), sin(5)u) = (s,w). Ro-
tace vektoru v o thel a kolem osy dané jednotkovym vektorem u pak docilime

kvaternionovym nasobenim
_ -1
Vot = @ * V%

Vektor v se vezme jako kvaternion s nulovou skalarni slozkou a vysledny kva-
ternion s nulovou slozkou se interpretuje znovu jako vektor. Skladani rotaci taktéz
odpovida nasobeni kvaternionii. V pocitacové grafice jsou oblibené zejména jed-
notkové kvaterniony v kombinaci s rotacnimi maticemi. Existuji tedy samoziejmeé
prevodni vzorecky mezi kvaterniony a rotaé¢nimi maticemi, které reprezentuji tu
samou rotaci. Pfi integraci rovnice s rota¢ni matici kvuli numerickym zaokrohlou-
vacim chybam nové ziskana matice jiz nemusi byt nutné matice rotace a tak se
po par krocich musi znovu renormalizovat napt. Gramm-Schmidtovym ortonor-
malizacnim postupem. Kdyz ale reprezentujeme rotacni matici 4-dimenzionalnim
jednotkovym kvaternionem q, muzeme ho pak jednoduse renormalizovat jako vek-
tor vzoreckem

ie L
]l



1.2 Pohyb tuhého télesa bez vazeb

Pohybové rovnice hmotného bodu (jednotlivé ¢astice) vychazi z Newtonova
pohybového zékona

F(x,x,t) = ma(t) = mv(t) = mx(t),

kde m je jeji hmotnost, x aktualni poloha, v rychlost a a jeji zrychleni a t znaci
cas. F(x,x,t) znaci, ze sila pusobici na ¢astici typicky nezdvisi jenom na case,
ale i na poloze a rychlosti castice. Pokud se ¢astice napf. nachazi v néjakém
netrivialnim fyzikalnim poli, které na ni pusobi. Pro usnadnéni zapisu budeme
zavislost na Case vynechévat. Kazda obycejna diferencialni rovnice vyssiho tadu
nez jedna se dé prevést na soustavu rovnic prvniho fadu. Numerické tesice tak
sta¢i optimalizovat pravé na soustavy prvniho fadu. Newtonuv pohybovy zdkon
muzeme prevést na soustavu dvou rovnic prvniho fadu ve tvaru

X =V
. F
V=—
m
Pokud budeme pouzivat misto rychlosti v hybnost p = mv (a predpokladdme
¢asové neménnou hmotnost télesa) muzeme druhou rovnici zapsat téz ve tvaru

p=F

V piipadé pevného télesa, u kterého nemuzeme zanedbat rotacni pohyb, bu-
sujici pravé zminény rotacni pohyb. Rovnice nam tikaji, jak je ovlivnéna rotacni
matice R(t) (nebo také matice orientace) télesa v dusledku pusobeni vnéjsiho
momentu sily 7(¢) . Analogie hmotnosti m je tzv. matice setrvacnosti I, analogie
rychlosti v je tthlova rychlost w a analogie hybnosti p je moment hybnosti L .
Rovnice vypadaji nasledovné

R = Skew(w)R (1.1)
L=1Iw
f—r,

kde Skew(w) znamena vytvofeni antisymetrické matice z vektoru w ve tvaru

0 —W3 W2
w3 0 w
—W9 w1 0

Vektorovy soucin wx se tak d& nahradit ndsobenim matici Skew(w) zleva.

A ¢emu se rovna L 7

L:I@:ijthlw

Ptesné odvozeni se d4 nalézt napt. v [I].



Druhy vyraz v této rovnici se nazyva Coriolisova sila a ve fyzikalnich enginech
se ¢asto zanedbava (viz. Bullet physics dale). Zanedbéni bude znamenat, Ze se
bude zachovavat thlova rychlost misto 1thlového momentu.

Rovnice zapsand pomoci kvaternionu prejde v rovnici (odvozeni viz napf.

1)

1
q = 5“ *q,
kde se na pravé strané nasobi kvaterniony a w se bere jako kvaternion s nulovou
skalarni c¢asti.
Nasobeni kvaternionem muzeme piepsat i na maticové nasobeni

q= %Qw, (1.2)

kde matice ) je vytvorena z prvku kvaternionu ¢, detail viz. [13].
Vektorové muzeme celou soustavu obyéejnych diferencialnich rovnic pro jedno
téleso zapsat ve tvaru

1

X mop

g |wxq/2 |

S = p = F = G(t,S) (1.3)
L T

Tyto rovnice se nazyvaji Newton-Eulerovy rovnice. Matici rotace R vypocitame
z . Uhlovou rychlost ziskdme z ptedeslych rovnic
w=I1"L=RI; R'L

téleso

kde I je matice setrvacnosti v globalnich soutadnicich a Iz, je matice se-
trvacnosti v lokdlnich souradnicich télesa, kterou muzeme vypoéitat pred si-
mulaci. Tuto soustavu muzeme feSit pomoci vybraného fesice obycejnych dife-
rencialnich rovnic a ziskat tak hodnoty proménnych v novém case t + At.

1.3 Vazby

Kdyz chceme simulovat pohyb redlnych objektu, pak se neobejdeme bez va-
zeb. Télesa jsou totiz velmi Casto svazdana néjakymi vazbami (otacejici se kolo,
tlumié, plachta ptichycend v nékterych bodech) a ty je potieba zavést do enginu.
Uvazujeme dva druhy vazeb, permanentni mechanické a kontaktni vazby. Kon-
takty muzeme déle rozdeélit na kolidujici, kde je relativni rychlost kontaktnich
bodu nenulové, a dotykové, kdy se télesa jen dotykaji a relativni rychlost jejich
kontaktnich bodu je nulova (napf. navrsené krabice na sobé).

1.3.1 Permanentni mechanické vazby

Jsou to vazby popsané systémem skalarnich rovnic. Zjednodusené muzeme na-
psat vazbu mezi dvéma télesy jako C' = 0, kde funkce C' muze zaviset na ruznych
proménnych. V praxi vysta¢ime s vazbami, které zaviseji pouze na pozicich a
orientacich dvou téles, mezi kterymi je vazba definovana. Méjme naptiklad dvé



koule se sttedy x; a X5 a s poloméry r; a ry. Pokud chceme, aby byly stiedy
téchto kouli neustédle ve vzdalenosti L (L > r; + r5) od sebe, muzeme takovou
vazbu zapsat skalarni rovnici

C(Xl,Xg) = HXl — XQ“ —L=0 (14)

Vazby jsou splnény diky tzv. vazebnym silam. Jesté se k nim vratime.

1.3.2 Kontaktni vazby

Vazbami se téz daji popsat izolované bodové kontakty mezi télesy, ty se daji
popsat jednou skalarni nerovnosti. Obdrzime-li detekovany kontakt dvou téles

nerovnosti
O(Xl,Xg) = (Xg +Cy — X1 — Cl) n Z 0, (15)

kterd vyjadiuje, ze sebou télesa nesmi prostupovat. Vektory c; sméruji z tézisteé
do jednotlivych kontaktnich bodu.

Jestlize budeme funkci C'(x;,x2) derivovat podle ¢asu, dostaneme po prvni
derivaci relativni rychlost kontaktnich bodu ve sméru normaly a po dalsi derivaci
relativni zrychleni ve sméru normaly. Tyto veli¢iny potiebujeme ke zjisténi typu
kontaktniho bodu. Jestlize jsme méli nerovnost C' > 0 (1.5), pak i kdyz se derivaci
obecné nerovnost nezachovavd, vime, ze musi platit i C > 0 a C' > 0. Jak jsme
rekli, tyto veli¢iny predstavuji relativni rychlosti a zrychleni v kontaktnich bodech
a potiebujeme, aby byly také vétsi nez nula.

1.3.3 Druhy kontaktnich bodi

Predpokladejme, ze konvexni polygon A svym vrcholem narazi do strany
jiného polygonu B v bodé o souradnici P v ¢ase t. Rychlost tohoto bodu na télese
A bude vy +wy X ry a stejny bod na télese B bude mit rychlost vg +wp X rp
(ve, kde C = A nebo B, je rychlost tézisté télesa). Kontaktni norméla N bude
ziejmé kolmé ke kolizni sténé polygonu B. Abychom mohli uréit typ kontaktu,
zajima nas relativni pohyb obou kontaktnich bodu ve sméru kontaktni normély
N, tedy prumét N - v,y = N - ((va+wa X14) — (Vg +wp xrp)). Na zdkladé
této veliciny muzeme kontaktni body rozdélit na tii druhy:

Vn = N- Vrel

v, < 0 Kolizni kontakt
vy, =0 dotykovy kontakt

v, > 0 Separace,

pricemz nés zajimaji pouze prvni dva pripady.



U dotykového kontaktu v praxi testujeme podminku [|v,|| < &, pro néjaké
malé. Dotykovy kontakt se da rozdeélit dale podle tecné slozky rychlosti v; na

vy # 0 klouzajici kontakt

vy = 0 wvalici se kontakt.

Penetracim zabranuji kontaktni sily, presnéji pokud uvazujeme tieni, tak jejich
normalové slozky. Pokud uvazujeme kontakty bez treni, pak kontaktni sily jsou
pouze vektory ve sméru kontaktni normély. Jestlize normélové slozky kontaktnich
sil zapiseme do vektoru f,,, pak potiebujeme, aby tyto sily odstrkovaly objekty
od sebe a tedy

f, >0

ve smyslu f,; > 0, Vi.

Takzvana podminka komplementarity tika, ze kontaktni sila musi pusobit
pouze béhem kontaktu, t.j. jestlize C; = 0, pak f,,; > 0, pokud objekty v kontaktu
nejsou, tedy pokud C; > 0, pak f,; = 0. Alespon jedna z veli¢in tedy musi byt
nulova. Jelikoz toto musi platit pro vSechny kontakty, muzeme tuto podminku
vyjadrit skalarnim soucinem

Cnfnzoa

kde C,, je vektor obsahujici vSechny kontaktni vzdalenosti.

1.4 Reseni koliznich kontakti, kolizni odezva

VVVVVV

tekce a simulace kolizi.

Detekce kolizi dodd mmnozinu kontaktnich bodu a jejich kolizni jednotkové
normalové vektory. Na zakladé téchto dat muzeme rozhodnout o jaky druh kon-
taktu se jedna.

1.4.1 Priklad jedné 2D kolize bez tieni

Jako priklad uvadim kolizi dvou 2D objektu v jednom kontaktnim bodé bez
tfeni. Takovou kolizi muzeme analyticky vytesit, jestlize spocitame impulsy sily,
kterymi na sebe obé télesa zapusobi. Chceme vypocitat impuls sily ptisobici mezi
telesy a ktery zabrani penetraci objektu. Vychéazi se z nasledujicich poznatki.
Vektor impulsu sily pusobici napt. na téleso A bude nasobek kolizni normaly, t.j.
fN pro neznamy skalar f. Rychlosti pied kolizi budeme znacit hornim indexem
-, t.j. v~ a po kolizi s hornim indexem +, t.j. v*. Rychlosti tézist téles se béhem
kolize zméni nasledovneé:

e IN e N
VA—VA+mA7 Vp =Vp o

Stejné tak se thlové rychlosti zmeéni na:

wi=wy+ I (rax fN), wj=wp—1I5 (rs x fN),



Vyuzijeme vztah
N-vi =—-eN-v,

ktery vyjadruje empirickou vlastnost, kterou by méla kolize splnovat. Koeficient
¢ vyjadruje elasticnost kolize a ztratu kinetické energie. Pro ¢ = 0 bude kolize
plné inelastickd a pro € = 1 plné elasticka. Po algebraickych tpravach dostaneme
vyjadreni pro skalar f, které jsme hledali:

—(1+2) (N (v = vp) + (wy - (ra x N) —wp - (rp x N)))
myt +mpt + (ra x N)TT (v x N) + (rp x N)T 15! (rp x N)

f=

V [13] se daji nalézt vztahy pro impulsy v kontaktnim bodé, pokud uvazujeme
i tfeni. V praxi ale v casovém kroku obecné dochazi k vice koliznim kontaktum.
Staci si predstavit hromadu krabic naskladanych na sobé. Na jaky druh tlohy
tyto situace vedou se pokusime nastinit v nasledujicim textu.

1.5 Resi¢ vazeb

Kromé numerického integratoru, ktery integruje Newton-Eulerovy rovnice
tedy v enginu musi existovat i fesi¢ vazeb. V enginech se setkavame s tim, ze je
fesi¢ vazeb rozdélen na moduly, které fesf zvlast simultanni kolizni kontakty, do-
tykové kontakty a zvlast mechanické a vSechny ostatni vazby. Takovy piistup je
vysvétlen napi. v knize [12] a déle ukdzeme, zZe se tyto problémy formuluji a resi
jako linedrni komplementarni ulohy (anglickd zkratka LCP). Na druhou stranu
se daji vSechny druhy vazeb fesit stejnym pristupem a jednim feSicem. Takovy
pristup vysvétluje clanek [6]. Tento piistup vede na tzv. smiSenou linedrni kom-
plementarni ilohu (anglicky MLCP). Ta se lisi oproti LCP v tom, ze komponenty
pripustného feseni nejsou jen omezeny zdola nulou, ale nékteré musi spadat do
néjakého omezeného intervalu. Pii studiu ruznych metod se ¢lovék také setkava
s vyrazy pozic¢ni formulace, rychlostni formulace a formulace ve zrychlenich. V
préaci [13] autor vysvétluje v éem spociva rozdil mezi témito ruznymi metodami.

1. Pozi¢ni formulace

Chceme splnit C' = 0. Jestlize je tato vazba poruSena a télesa ji nesplnuji,
zménime piimo jejich pozice tak, aby vazbu opét splnovala. Toto se fesi pomoci
takzvané projekce a metodu proslavil zejména ¢lanek [15]. Piimo se tak operuje
s pozicemi téles. Jelikoz je tato metoda vyuzivana i v implementaci soft body
modulu enginu Bullet, jesté se k ni vratime.

2. Rychlostni formulace

Predpokladdme, ze C' = 0 a snazime se splnit C' = 0. Jestlize bude totiz
C' = 0, pak bude C' = 0 splnéno i v dalsim ¢asovém kroku. Jestlize C # 0, pak
se snazime zménit rychlosti objekti pomoci impulst, aby byla tato vazba opét
splnéna.



3. Formulace ve zrychlenich

Predpokldddme, ze C = 0 a C' = 0 a snazime se splnit C' = 0. Potom bude
totiz v dalsfm kroku i C' = 0 a s tim i C' = 0. Toho docilime tim, ze vypocitdme
takzvané vazebni sily, které pusobi na télesa spolu s externimi silami.

1.5.1 Linearni komplementarni problém

Ruzné pristupy k feseni simultannich koliznich bodu maji to spolecné, ze
vedou na tzv. komplementarni problém a jelikoz se ¢asto, jako je to i u Bulletu,
uvazuje zjednoduseny model tieni, fesi se tzv. linearni komplementarni problém.
Dtive byly béznéjsi tesice, kde v komplementarnim problému vystupovaly jako
neznamé zrychleni a sily v kontaktnich bodech, nyni se pouzivaji spise feSice na
urovni rychlosti a impulsu v kontaktnich bodech. Nésleduje definice linearniho
komplementarniho problému.

Necht A € R™". Necht b € R™. Najdi z,w € R™ spliujici

w=Azr —b
r>0,w>0 a (rw)=0,

kde (-,-) rozumime tradiéni skaldrni soucin dvou vektoru.
Posledni z podminek se da zapsat i jako

(x,Az —b) =0

Jak uvidime déle, komplementarni proménné v této tiloze tvoii bud jiz zminéné
vektory zrychleni a sil nebo vektory rychlosti a impulsu v kontaktnich bodech.

1.5.2 Zpracovani simultannich koliznich bodua

Pokud detekujeme v jednom ¢asovém okamziku vice koliznich bodu, mohlo
by se zdat, ze bude stacit vyfesit kazdy kontakt zvlast pomoci vzorci pro je-
den kolizni bod. Takovyto piistup pouzivaji tzv. sekven¢ni fesice a prinasi sebou
problémy. Vyfteseni jednoho kontaktniho bodu totiz muze napf. zpusobit pene-
traci v jiném bodé. Vétsinou se tedy provede vice iteraci sekvenéniho fesice. Jind
moznost je sestavit linearni komplementarni tlohu pro soustavu simultannich ko-
liznich bodil a vyfesit viechny impulsy najednou. Cerpam z knihy [12], ve které
se da nalézt odvozeni tohoto problému ve tvaru minimalizace kvadratické funkce.
Linearni komplementarni uloha se totiz da ekvivalentné formulovat jako hledani
minima jisté kvadratické funkce za omezujicich podminek. V knize [12] ¢tendr
nalezne i preformulovani této minimalizace na linedrni komplementarni ilohu v
rychlostech a impulsech.

Meéjme kolekei tuhych téles a n koliznich bodu P;, 0 < i < n. Necht d je
vektor, ve kterém jsou uloZeny relativni rychlosti pfed srdzkou a necht a’ je
vektor rychlosti po srazce. Aby nedochéazelo k penetracim, potiebujeme a > 0.
Necht f je vektor, ve kterém shromazdujeme velikosti impulsivnich sil (f; = f;N;,
kde N; je kontaktni norméla v bodé P;). Impulsivni sily musi byt odpudivé a
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proto f > 0. V knize je odvozeno, Ze se rychlosti po srazce daji vypocitat linearnim
vztahem d ' = Af+d | kde A € R™". Déle definujeme vektor b s prvky b; = 0
pokud d; > 0 a b; = 2d, pokud d; < 0. Definujme vektor ¢ s komponentami

¢; = ||d, ||. Uloha nalézt vektor impulsivnich sil f se pak dé formulovat jako
tiloha nalézt minimum konvexn{ kvadratické funkce ||Af + b||? s vazbami f > 0,
Af+b>0a Af+b<c

1.5.3 Zpracovani simultannich dotykovych kontaktnich
bodi

Pokud méme soubor vice dotykovych bodu, da se jejich simultanni zpracovani
vyTesit podobné jako kolizni body popsané vyse. Pokud jsou relativni zrychleni
v kontaktnich bodech zaporna, snazi se télesa proniknout do sebe a proto je
potfeba mezi nimi pusobit kontaktnimi silami (vektor g > 0). Vektor zrychleni
se d4 vyjadiit linedrnim vztahem d = Ag + b (Odvozeni a presné vzorecky viz
kniha [12]). Potiebujeme nalézt vektory d a g, které spliuji linedrni vztah vyse
a vazby d >0, g > 0. Navic mame komplementarni vazbu d- g = 0. Vypoctené

momentu sil ptsobicich na télesa.

1.5.4 Rychlostni formulace pohybu s vazbami

Jak jsme jiz zminili, daji se vSechny tyto vazby (kontaktni, mechanické) resit
stejnym piistupem uniformé, coz vysvétluje jak autor v [12], tak ¢ldnek [6].

Tento pristup uvazuje vazby pouze mezi dvéma télesy, které jsou funkci pozic
a orientaci téles. Méjme vazbu (oznacenou indexem k) mezi dvéma pevnymi télesy
s indexy i a j

Ck‘ (X’Lk 7qik ?Xjk 7q]k ) = O

Soustavu vice takovych vazeb muzeme zapsat vektoroveée

C(x(t),q(t)) =0

Prvni derivace této vazby je

., 0C. 0C,. {GCGC] {x}
0=C=—x+—q=|—— i
ox oq q

25?2

w

0x 2 d0q } =GV,

kde matice Q je ze vztahu[l.2] Vektor V predstavuje jakousi zobecnénou rychlost,
vektor, ve kterém je ulozena rychlost tézisté i ihlova rychlost.
Druha derivace vazby je

ozc:{a_cla_CHY}+

0x 2 0q w
8%C 1 9°C
[V'w'] L AT 6Xa220 Ty azcaxaqgc { . }
107 (55) 107 (B - Har)e | Le
=GV +V'HV (1.6)
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Odvozeni tvaru matice H se d4 nalézt v [12]. Newton-Eulerovy pohybové
rovnice pro soustavu pevnych téles s vazbami muzeme zapsat vektorové jako

MV =F+F (1.7)
GV =0, (1.8)

kde M = diag(mq1y,J1,...,mul,,J,). F jsou externi sily a F jsou vazebné sily,
které zabranuji poruseni vazeb. Z rovnice vyjadiime V a dosadime do
Dostaneme

0:GM”(F+F+VWﬂQ

Podle principu virtudlni préace, ktery tika, ze vazebné sily nekonaji praci a
nedodavaji tak systému s vazbami energii, je vektor vazebnych sil F roven
F =G\

Dosazenim dostaneme vyslednou soustavu pro vektor nezndmych koeficientu
A. Témto koeficientum se casto fika Lagranegovy multiplikatory.

GM'G"X=—-(GM'F+V'HV) (1.9)

1.6 Bullet - modul pevnych téles

Clének [6] popisuje tento uniformni pifstup, ktery je implementovan v kédu
Bullet a ktery se trochu lisi od ptedchoziho postupu.

1.6.1 Nerovnostni vazby, kontaktni model

Ukazme si, jak se postupuje u nerovnostnich vazeb. Nerovnostni vazby se
prevadéji na nerovnosti pro multiplikdatory A, to znamenad, ze muzeme specifikovat
omezeny interval [)\i_ ,)\ﬂ pro kazdou komponentu: \; < \; < A\f. V pripade,
ze mame rovnostni vazbu, mame \; € (—oo,+00). Ukazme si to na piipadu
kontaktni vazby

C(x1,X2) = (xg+Co — X3 —¢) -n >0,

Po kontaktni vazebné sile, kterd pusobi ve sméru vektoru n chceme, aby od
sebe télesa odstrkovala (neptitahovala), takze pozadujeme nerovnost 0 < \ < co.
U tfeni také definujeme omezeni na multiplikatory. Obecné se vazby s néjakym
limitem promitnou do omezeni na Lagrangeovské multiplikatory.

1.6.2 Nenulova rychlostni vazba, Baumgarteho stabilizace

Zminili jsme se, ze pii retrospektivni detekei kolizi dochézi k penetracim mezi
objekty, protoze se kolize detekuje az kdyz k ni uz doslo. Stejné tak dochézi
kvili numerickym chybam k poruseni vazeb. Naprava téchto chyb se da realizovat
pomoci nenulové pravé strany u rychlostni vazby a tato metoda je znama téz pod
ndzvem Baumgarteho stabilizace [6]. Uvazujeme rychlostni vazbu ve tvaru

C=GV=-8C=¢#0,
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kde prava strana bude nenulova kvuli chybé ve vazbé C' # 0. Rovnice C+BC =0
je linedrni diferencidlni rovnice s fesenim C(t) = C(0)exp(—pFt). Jelikoz je pii
penetraci C' < 0, potiebujeme § > 0, aby C slo k nule. Tuto rovnici fesime
zaroven béhem simulace. Jestlize mame pevny casovy krok, ukazuje se, ze je
kvuli stabilité potieba volit 0 < 8 < 2/At, viz [12].

1.6.3 Coulombuyv izotropicky model tieni

Coulombuv izotropicky model tieni, ktery vyzaduje, aby kontaktni sila byla
v tzv. kuzelu ttfeni, ktery je popsan rovnici

fi+ o <u'fy,

kde f;, f, jsou tecné slozky kontaktni sily, f,, je normalova slozka a u je koeficient
tfeni. Tento model vnasi do formulace rovnic nelinearitu, detaily viz [5].

Proto se pouziva zjednoduseny model tfeni, ktery se da formulovat pomoci
dvou vazeb pifimo na ,uirovni rychlosti®

C’ulz(vg+w2xr2—v1—w1><r1)~u1

Cuo = (g +wag X1y —v] —wy X717 -2,

kde u; X us = n jsou teéné vektory kolmé na normalu n v kontaknim bodé.
Tyto vazby vyjadiuji, ze se tieci sila ma snazit relativni rychlost v kontaktnim
bodé projektovanou do téchto tecnych slozek vynulovat. Na Lagrangeovy mul-
tiplikatory vztahujici se ke treci vazbé se aplikuje nésledujici omezeni

—pumeg < Ayp < pumeg
—pmeg < Ay2 < pmeg,

kde u je koeficient tteni a m, je ur¢ita hmotnost prifazena kontaktu. Odpovida to
tomu, ze Coloumbuv kuzel tfeni je aproximovan krychli. Velikost tfeni nezavisi
na velikosti normalové slozky. Z nakupenych kostek na sobé tak naptiklad spodni
kostky vytahneme pomoci stejné sily jako vrchni kostky. Také se nerozlisuje mezi
statickym a dynamickym tfenim, uvazujeme pouze jeden koeficient tieni pu. V
praxi se ukazuje, ze je takovy model dostacujici.

1.6.4 Casova diskretizace

Vidéli jsme, ze problém vede na feseni soustavy (1.9). [6] navrhuje alternativni
postup. Diskretizaci rychlosti pomoci konecéné diference dostaneme

2 g7l
vy -V At"
M(V? = VY = At(F + GT )
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Pro novou rychlost pozadujeme splnéni rychlostni vazby

GV?=¢
Rovnice muzeme upravit do tvaru

£E—GV!
At

Jestlize feSenim ziskame A, vypocitame nové rychlosti a pozice aktualizujeme
jako

GM'GT\ = — GM™'F

2? = 1! + Atv?
At
¢ =q + 5w,
kde v' a w® jsou ¢asti vektoru V nalezici k pozicim a orientacim.
Resime tzv. smiSenou linedrni komplementéarni tilohu (angl. MLCP), ktera je
tvaru

V=A\—1n

AT <A<
Vi=0& A\ <\ <AV
Vi>0e N =M,V
Vi<0&e N =2V

Oproti linearni komplementarni tloze se lisi v tom, ze zde mame veétsi omezeni
na multiplikdtory A. Existuje vice metod, jak takovou tlohu fesit. Struéné shrnuti
se d4 nalézt napiiklad v [13]. Moznost, kterou navrhuje [6] je tzv. projektivni
Gauss-Seidelova metoda. Vezmeme Gauss-Seidelovu metodu na feSeni linedrnich
rovnic a v kazdé iteraci projektujeme multiplikatory na pripustné intervaly.

Obecné je vhodné v interaktivnich enginech pouzivat iterativni fesice kom-
plementarnich tloh, protoze pokud mame napt. méalo casu na dopocteni vSech
iteraci, tak muzeme stale dat k dispozici alespon aproximativni feseni ulohy. Je
vyhodné za pocatecni iteraci v dalsim kroku zvolit vysledek ziskany v predeslém
kroku, nebot casto se konfigurace piilis nezméni. Tomuto se iik4 cachovani kon-
taktu (angl. contact caching). Jelikoz i dotykové kontakty fesime na tirovni rych-
losti a impulsu, tak pokud napt. narovname krabice na sebe, tak po néjaké dobé
takovéato struktura spadne, viz [6]. Clanek také zminuje, ze pokud zakomponu-
jeme do algoritmu contact caching, k problémum u navrsenych objektu prestane
dochézet a zustanou stabilni.

1.7 Zmeékceni vazeb

Velice ¢asto potiebujeme simulovat tlumeny harmonicky oscilator (odpruzeni
vozidel, ...). Zndme rovnici pro harmonicky oscildtor i jak ji numericky Fesit.
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Fyzikalni engine jako Bullet ma v sobé fesi¢ impulsu a pracuje s vazbami. Jak jsme
vidéli, pohybové rovnice se integruji semi-implicitni (symplektickou) Eulerovou
metodou. Erin Catto ve svém textu [7] vysvétluje, ze zavedeme-li tzv. zmékéené
vazby a feSime je zminénou semi-implicitni Eulerovou metodou, dostaneme stejny
vysledek, jako kdyz fesime harmonicky oscilator implicitni Eulerovou metodou.
To znamend, Ze budeme mit vzdy stabilni algoritmus a jak je ukdzano v [7],
muzeme piijemné nastavovat konstanty v pruziné pomoci frekvence a tlumeni.
Rovnice harmonického oscilatoru v jedné dimenzi vypada nésledovné
2
m% + cccll—f + kx =0,

kde m je hmotnost hmotného bodu, c je konstanta tlumeni a k£ konstanta tuhosti
pruziny. Pokud tuto rovnici fesSime implicitni integracni metodou

Vg — v
2 - L4 cvy + Kz + hy) =0,
kde h je zvoleny casovy krok, dostaneme pro novou rychlost
(% %1‘1

Vo = ———F—— 5
hc h2k

Mé¢jme tzv. zmékéenou vazbu

dv
=\
"t
v+ éx +9A =0
h
Pokud tyto rovnice fesime semi-implicitné
U2 — Uy
=A
h
B _
Vg + El'l + "Y)\ =0
7 prvni rovnice vezmeme \ a dosadime do druhé, dostaneme
- V1 — %I‘l
Vo = —1 n T
my
Kdyz porovname koeficienty u z; a vy, dostaneme vztahy
1
T + hk
hk
ﬁ =
c+ hk

Pii pouziti téchto vztahu tedy dostaneme systém vazeb, ktery zustane pii reSeni
semi-implicitni metodou vzdy stabilni.

Obecné pak kazdou rychlostni vazbu muzeme ,,zmékéit* pomoci dvou parametru

GV+§C’(:1:) +9A =0
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Napi. ve fyzikdlnim enginu Box2D je v definici vzdalenostni vazby mezi dvéma
télesy moznost zaroven definovat frekvenci a konstantu tlumeni, v ptipadé, ze
chceme aby vzdalenostni vazba nebyla tuhd, ale chovala se jako harmonicky os-
cilator. Obdobné konstanty se daji nalézt i v Bulletu. Ve zminovaném clanku se
da nalézt vztah mezi konstantami 3,7 a frekvenci a konstantou tlumeni harmo-
nického oscilatoru.
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Kapitola 2

Simulace fyziky
deformovatelnych téles

Metody pro simulovani deformaci objektt v pocitacové grafice by se daly
rozdeélit na tyto:

1. Pfedem spocitané animace
2. Geometrické (nefyzikalni)
3. Fyzikélni (anglicky physically based)

Clének [19] z roku 2005 obséhle shrnuje fyzikalni metody, které se pouzivaji v
pocitacové grafice jak pro offline, tak i pro real time simulace, které jsou dulezité
v pocitacovych hrach. Kvuli ruznorodosti realnych objektu a cilu, kterych chce
¢lovék v simulaci dosahnout lidé vyvinuli mnoho metod. Metody by se daly déle
rozdeélit napt. podle téchto kritérii:

1. Dimenze objektu: 1D (vlas), 2D (latka), 3D (kostka)

2. Materidlové vlastnosti: tuha télesa (bez deformace), elasticita, plasticita,
viskozita, elastoplastoviskozita,...

3. Offline versus real time simulace
4. S tim souvisejici presnost, stabilita, rychlost, vizudlni realisticnost

Budeme se zabyvat fyzikdlnimi metodami a pozi¢ni metodou (anglicky position
based dynamics), kterd je implementovéna v Bullet soft body modulu. Pro svoji
jednoduchost je ¢im dal vic oblibena.

2.1 Model hmotny bod - pruzina

Intuitivni a jednoduchd metoda, jak deformovatelné objekty simulovat, je po-
moci modelu hmotny bod - pruzina (angl. mass spring model). Nevychdzime
z popisu, ktery dava k dispozici mechanika kontinua, ale diskretizujeme objekt
hned od zacatku soustavou hmotnych bodu spojenych pruzinkami, ¢i pridanymi
tlumici. Tento postup s tuspéchem vyuziva napt. engine Rigs of Rods http:
//www.rigsofrods.com/, ktery simuluje deformace vozidel. Vozidlo je sestaveno
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kompletné z velkého mnozstvi harmonickych oscilatori. Ruzné ¢asti vozidla maji
podle druhu materidlu ruzné definovany konstanty tuhosti, tlumeni a koeficienty
resici plasticitu. Plasticita se da fesit zménou klidovych vzdalenosti pruzinek,
kdyz presdhneme napf. maximalni silu (napéti) v pruzince. Vzdy se jednd o néjaky
spise heuristicky pristup.

Model je slozen z N hmotnych bodu s hmotnostmi m;, pozicemi x; a rych-
lostmi v;, 2 € 1,..., N. Tyto hmotné body jsou propojeny mnozinou .S pruzinek
s vlastnostmi (7, j, Lo, ks, kq), kde i a j jsou indexy spojenych bodt, Ly je klidova
vzdalenost, k, je konstanta tuhosti a k4 je konstanta tlumeni pruzinky. Sily, které
pusobi na propojené body jsou

f, = £ (x;,x;) + £(x;,vi,%;,V;)

= ky—2 U (]x; — x| — Lo) + ka(v; — vi) - ———L
Ty P Rl R )
f]:_fz7

K teseni vzniklych obycejnych diferencidlnich rovnic se pak zavola vhodna in-
tegracni metoda. Ve fyzikalnim enginu potfebujeme dosahnout nejlépe nepodminéné
stability, a proto je vhodné pouzit implicitni Eulerovu metodu. Regeni pak v jed-
notlivém casovém kroku povede na feSeni nelinearni soustavy rovnic, protoze
pusobici sily jsou nelinedarni funkce pozic spojenych bodu.

2.2 Bullet - modul deformovatelnych téles

V tzv. soft body physics modulu obsazeném v Bullet enginu je implemen-
tovéna tzv. poziéni dynamika, kterd je popsana napt. ve ¢lanku [18]. Definuji se
vazby, ze kterych neni pocitana energie a nasledné sily jako v tzv. penaliza¢ni
metodé, ale pozice jsou pomoci projekce manipulovany piimo. To sebou prinasi
mnohé vyhody jako napf. jednoduchou zménu pozic objektu. Kdyz chceme napft.
prichytit deformovatelny objekt k pevnému télesu, tak jednoduse pomoci vazby
definujeme, ze maji objekty sdilet stejny bod. Na druhou stranu neni fyzikalné
oduvodnitelny, i kdyz vysledky vypadaji velice piijatelné. Pomoci této metody se
daji simulovat i pevné latky (jako hmotné body spojené vzdélenostnimi vazbami),
Spatné se pak ale Tesi kolize a dotykové kontakty.

Dynamicky objekt je reprezentovany N vrcholy a M vazbami. Vrchol i €
[1,...,N] m& hmotnost m;, pozici x; a rychlost v;. Obdobné jako u modelu
hmotny bod - pruzina. Vazba j € [1,... ,M] ma kardinalitu n;, reprezentujici
funkei C; : R% — R, mnozinu indext {4y, ..., iy,, }, ix € [1,..., N], tuhostni pa-
rametr k; € [0,1], ktery jakymsi zpusobem reprezentuje, jak moc ,,mékka* vazba
bude a s tim i jako moc deformovatelné bude celé téleso. Dale je definovan typ
vazby, coz je bud rovnost nebo nerovnost. V ¢ldnku [I8] se daji nalézt ruzné
druhy vazeb. Z analyzy kédu Bullet se ale zd4, Zze je v Bulletu pouzivana pouze
vzdalenostni vazba mezi jednotlivymi vrcholy, kterd tika, jak daleko od sebe vr-
choly maji zustat, viz. (1.4).

V ¢asovém kroku se aktualizuji sily, vypocitaji se nové rychlosti a pozice. Ty
muzeme pocitat klidné nejjednodussi explicitni Eulerovou metodou, jelikoz je pak
budeme dodatecné napravovat. Kromé pevnych vazeb se vypocitaji i kontaktni
vazby, které se neustale méni. Pozice se iteracné koriguji pomoci takzvané projekce
a pak se ulozi nové rychlosti a nové pozice do starych.
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Projekce vazeb

P1i projekci vnitinich vazeb se dba na to, aby platil zdkon zachovani hybnosti a
momentu hybnosti. Popsand metoda oba tyto zakony splnuje. Pokud se vSechny
vazby spoji do vektoru C' a pozice vrcholu do vektoru p, pak pokud pozice pti
korekei posuneme ve sméru V,C', potom budou oba zakony splnény. To znamena,
ze hledame \ tak, aby pro posunuti Ap platilo

Ap = AV,C(p)
V [18] je ukazédno, ze pro jednotlivé projekce Ap, dostavame vztahy
Ap; = —sw; V. C(Py, ..., P,),
kde

C(py,--,Py)
Z] wj”vpj0<p17 ... Jpn>H2

S =

aw; = ij’ kde m; jsou ruzné hmotnosti jednotlivych bodu. To znamend, ze do
projekce zahrnujeme ruzné hmotnosti, a podle toho je skalujeme.

Projekce Ap se dale nésobf vyrazem k' = (1 — k)/", kde k je tuhostni para-
metr a ng je pocet iteraci projekéniho fesice. Nasobime timto vyrazem, abychom
po n iteracich dostali linearni zavislost na k.

Ap(K')"™ = Ap(1 — k)

Obdrzend tuhost materialu bude zavisld na casovém kroku, ale v enginech se
vétsinou pouziva pevny casovy krok a proto toto neni problém.

Aspekty poziéni dynamiky v Bulletu

V koédu bullet soft body se daji rozpoznat aspekty této poziéni dynamiky. Defor-
movatelny objekt sestava z tzv. ,Nodes“ a ,Links“ (ndzvy odpovidaji patfiénym
datovym strukturam), coz jsou hmotné body spojené vazbami. Kromé piimych
vzdalenostnich vazeb, které spojuji jednotlivé vrcholy, je v kodu napt. funkce ge-
nerateBendingConstraints(), kterd vytvaii vzdalenostni vazby nejen mezi piimo
sousednimi vrcholy, docili se tak toho, ze napi. objekt, kterym chceme simulo-
vat latku, bude vykazovat odpor proti ohybéani (anglicky bending). V nasledujici
funkci se da rozpoznat eulerovské integrovani pozic jednotlivych vrcholu, kdy se
nejprve naakumuluji sily funkei applyForces() a pak se pfepoctou rychlosti a po-
zice u vsech jednotlivych vrcholu.

void btSoftBody :: predictMotion (btScalar dt)
z.i].p.plyForces();
/x Integrate x/

for (i=0,ni=m_nodes. size () ;i<ni;++i)

{
Node& n=m_nodes[i];
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11
12
13
14

.M. = n.mx;
.m_v += n.m_f*n.m_imxm_sst.sdt;
.m_X += n.m_vxm_sst.sdt;

.m_f = btVector3(0,0,0);

BB BB

}

Ziejmeé stézejni metoda celého soft body kédu je metoda s nazvem PSolve-
Links. V ni se iteruje pres vSechny vzdalenostni vazby deformovatelného télesa,
nactou se oba vrcholy, které vazba spojuje (zde pojmenovany a a b). Spoc¢ita
se aktualni vzdalenost obou vrcholu a pomoci nastavené klidové vzdalenosti se
opravi pozice vrcholu ve sméru spojnice. Kéd je na radcich 14-16. V proménné
m_cl je ulozena klidova vzdalenost spojnice na druhou (ozna¢me ), v proménné
len je aktudlni vzdalenost na druhou, po vyfeSeni kontaktu, integrovani atd.
(oznacme 7). V proménné m_c0 je ulozena konstanta odpovidajici vazeni (skalovani)
jednotlivych vrcholu (podle toho jaké maji hmotnosti) prendsobend jesté faktorem
kLST-linear stiffness coefficient € [0,1], ktery udéva jak rychle se maji spojnice
opravit a jak moc bude objekt deformovatelny (viz. predchozi text). Na fadku 15
se tak da rozpoznat vzorecek

rd —r? 1/m,

kLST
r3 + r? * (1/mg + 1/my) *

a— = (b—a)*

Tyto vzorecky témeér odpovidaji vzoreckum (10) a (11) v élanku [I8]. Tém by
odpovidal tvar

o — T 1/m,

. * (/. & 1/ma) * kLST

a— = (b—a)*

Kdyz timto vyrazem prepisu existujici kéd, funguje simulace také, oba lisici
se vyrazy se totiz chovaji v okoli klidové vzdalenosti podobné.

void btSoftBody:: PSolve_Links (btSoftBody* psb,btScalar kst,btScalar
ti)
{

for (int i=0, ni=psb—>m _links.size (); i<ni; ++i)
{

Link& l=psb—>m_links[i];

if (1.m_c0>0)

Node& a=+«1.mmn[0];

Node& b=x«1.mmn[1];

const btVector3 del=b.m x—a.m x;

const btScalar len=del.length2();

if (l.m_cl4+len > SIMD_EPSILON)

{
const btScalar k=((1.m.cl—len)/(l.m_cO*(1l.m_cl+len)))=xkst;
a.mx—=del*(k*a.mim);
b.m_xt=del*(kxb.m_im) ;

}
}
1
}

Koéd je zapsany timto zpusobem ziejmé kvuli tomu, aby se ve jmenovateli
neobjevila nula a nedoslo k numerickym problémum. Funkce PSolve tedy opravuje
spojnice mezi jednotlivymi vrcholy tak, aby se zachovavaly jednotlivé vzdalenosti.
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Jednoducha plasticita
Jednoduché plastické deformace muzeme docilit napt. pridanim tohoto kédu za
radek 16:

if (del.length () <0.8«btSqrt(l.m-—cl))
{

l.mcl = 0.8%0.8%1.m_cl;

}

Kéd iika, ze jestlize je vzdédlenostni vazba ,stlacend® o vic jak 20% oproti kli-
dové vzdalenosti, tak klidovou vzdalenost napi. o téch 20% zkrdtime. Po priddni
tohoto kédu skutecné zustavaji ,plasticky” zdeformované. VyzkouSel jsem vy-
tvorit predek auta pomoci Bullet soft body. Definici sité jsem naprogramoval v
Matlabu a definici sité exportoval do souboru, ktery nacital Bullet. Predek auta
je soft body objekt tvoren vrcholy a spojnicemi. Zbytek auta je tvofen pevnymi
télesy. Bullet nabizi spojeni obou modulu, takze i spojeni pevnych téles s defor-
movatelnymi télesy. Na obrazku [2.1] je prfedek pred deformaci a po deformaci a
skutecné zustava plasticky zdeformovany.

(a) Pred narazem (b) Po narazu

Obrazek 2.1: Jednoducha plasticita v Bulletu

2.3 Velké deformace popsané pomoci mechaniky
kontinua

Pti popisu deformaci pevnych téles pomoci mechaniky kontinua se nejcastéji
pouziva tzv. Lagrangeuv popis, t.z. vychazi se z referencni (klidové) konfigurace
télesa a hodnoty veli¢in se vztahuji k materidlovym bodum télesa v referenéni
konfiguraci. Téleso pied deformaci zaujima mnozinu €y € R?. Piedstavme si,
ze chceme napt. modelovat prohnuti elastického kvadru vlastni vahou, ktery je
na jedné strané pripevnény ke sténé. 2y pak bude nezdeformovany kvadr, napt.
mnozina [0,5] x [0,1] x [0,1] (soufadnice (x,y,z)). Casové zévislou deformaci télesa
popisuje zobrazeni x : Qg x [0,7] — R3, t.j. v case t € [0,T] zaujimd materidlovy
bod X z ptvodni konfigurace Qy (X € ) polohu x(X,t). Casto se zavadi a
pracuje s vektorem posunuti, ktery vede z materidlového bodu do jeho aktualni
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pozice u(X,t) = x(X,t) — X. Mechanika kontinua se pak snazi zodpovédét otazku,
jak vypada vektor posunuti elastického télesa, jestlize zname

e Externi sily ptisobici na téleso
Tyto sily pusobi na vSechny body télesa a zadavaji se pomoci vektorové
hustoty sil b(X,t). V nasem piikladu s kvddrem se jednd pouze o gravitaci,
b(X,t) = po(X,t)g, kde pg je hustota télesa v pocatecni konfiguraci a g =
(0,0, — 9.81).

e Povrchové sily
Tyto sily pusobi na tzv. Neumannové hranici télesa 02y C 0y a jsou
vztazeny na jednotkovou plosku hranice. Zadavaji se opét vektorovou hus-
totou T'(X,t). V piipadé deformace vlastni vahou takové sily neuvazujeme.

e Hraniéni podminky pro posunuti neboli Dirichletovy okrajové
podminky
Jedna se o predepsany vektor posunuti na Dirichletové hranici 9Q2p C 0€).
V nasem piikladé by podminka na pripevnénou stranu kvadru vypadala
u = 0 na 0Qp = [0] x [0,1] x [0,1], coz je leva strana kvadru ve tvaru
Ctverce.

7 tyzikalniho zakona zachovani hybnosti se da odvodit parcidlni diferencialni
rovnice pro vektor posunuti u popisujici pohyb elastického kontinua, ktera vypada
nasledovné

0%u

POaE = Div(P) + pob, (2.1)

kde P je tzv. prvni Piola Kirchhoffiv tenzor napéti. Rovnice je doplnéna o
pocatecni a okrajové podminky.

u(X,0) = up(X), w = vp(X) v Q (2.2)
u(X,t) = g(X,t) na Qp, P(Xt)N(X)=T(X,t) na Qy, (2.3)

kde N(X) je jednotkova vnéjsi normala v bodé X.

2.3.1 Nelinearity, konstitutivni vztahy

K tomu, abychom dostali parcialni diferencialni rovnici v hledanych posu-
nutich, musime zakomponovat materidlové vztahy a vztahy mezi mirou defor-
mace a posunutim. Tzv. druhy Piola-Kirchhoffuv tenzor napéti S je s prvnim
Piola-Kirchhoffovym tenzorem napéti svazan vztahem

P=F§S, (2.4)
kde F' je deformacni gradient
0 X
F= 8_;6( = VY, coz napsano v indexech znamend Fj; = 6_;:']-’ 1,7 =1,...,3.
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Plati, ze
F =1+ Vu.

Tenzory napéti a tenzory deformace jsou svazany tzv. konstitutivnimi vztahy:.
Co se tyce velkych deformaci fesenych v rdmci pocitacové grafiky, tak vétsinou
se uvazuje pouze jeden z nejjednodussich konstitutivnich vztahu a sice

S = Atr(E)I + 2uE. (2.5)

Timto konstitutivnim vztahem mezi druhym Piola-Kirchhoffovym tenzorem a
tzv. Greenovym tenzorem velkych deformaci E je modelovan hyperelasticky ma-
terial, ktery se nazyva St.Venant-Kirchhoffuv materidl. Greentuv tenzor velkych
deformaci je pouzivand ,mira deformace” u velkych deformaci a pomoci posunuti
je vyjadien vztahem

1
E = 3 (Vu+ (V)" + (Vu)(Vu)")
D4 se napsat napf. i jako
E=t-1
=3 ,

kde C' = FTF je tzv. pravy Cauchyho-Greeniiv tenzor. Greentv tenzor velkych
deformaci modeluje geometrickou nelinearitu vznikajici pii velkych deformacich.
Je invariantni viéi posunutim a rotacim télesa, na rozdil od tenzoru malych
deformaci

€= % (Vu+ (Vu)"),

ktery se pouziva v tzv. linearni elasticité a je linearizaci Greenova tenzoru pro
malé deformace. V linedrni elasticité se pro izotropni material pouziva linearni
vztah mezi tenzorem malych deformaci a Cauchyho tenzorem napéti o, ktery ma
tvar

o= Mr(e)] + 2pue,

kde A a p jsou tzv. Lamého koeficienty. Pouzivaji se také tzv. Younguv modul
pruznosti £ a Poissonova konstanta v. Vztahy mezi nimi a Lamého koeficienty
jsou nasledujici.

Ev
A:(y+mu—2w
_E
P =50+

Vztah pro St.Venant-Kirchhoffuv materiél je primocaré prevedeni tohoto linearniho
materidlového vztahu na Greenuv tenzor a velké deformace. Nelinearni vztah
mezi tenzorem velkych deformaci a Vu vnési do rovnic tzv. geometrickou ne-
linearitu. Dalsi, tzv. materidlova nelinearita by vznikla, kdybychom uvazovali
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nelinearni konstitutivni vztah mezi tenzorem napéti a tenzorem deformace. Treti
druh nelinearit vznika pti formulaci kontaktnich podminek. Geometricka neli-
nearita zpusobi, ze dostaneme nelinearni parcidlni diferencialni rovnici popisujici
pohyb elastického télesa. Po diskretizaci pomoci metody konecnych prvkua dosta-
neme nelinearni oby¢ejné diferencialni rovnice s obecné velkym poc¢tem neznamych.
Proto je metoda koneénych prvku obtizné pouzitelna v grafickych real time apli-
kacich. V posledni dobé se ale objevily zpusoby a snahy, jak metodu koneénych
prvkl vyuzit i na tyto aplikace. Jednou z nich je tzv. korotaéni metoda konecnych
prvku. Jestlize uvazujeme tenzor malych deformaci

1 T 71 T
5:§(Vu+(Vu) )_§(F+F ) —1,

pak neni invariantni vuci rotacim. Uvazujeme-li pouze rotaci bez deformaci F' =
R (kde R je ortogondlni matice), pak dosazenim do vztahu nahote vidime, ze
nam vyjde nenulova deformace a s tim i nenulovy tenzor napéti. V télese tak
vznikaji nefyzikalni sily zpusobujici napt. nepfirozené zvétsovani télesa. Korotaéni
metoda se snazi vyuzit jednoduchy tvar tenzoru malych deformaci a vyextrahovat
z deformace rotaci.

2.4 Korotacni linearni metoda konec¢nych prvku

Implementace korota¢ni linedrni (nebo jen linedrni bez extrakce rotace) MKP
se dé nalézt napt. v projektu Open cloth |code.google.com/p/opencloth. Aby se
dala metoda koneénych prvku pocitat co nejrychleji, pouzivaji se v poc¢itacové gra-
fice k diskretizaci v podstaté jen linedrn{ funkce na tetrahedronové siti. Cerpam ze
¢lanku [20], ktery popisuje navrh kompletni implementace korota¢ni metody. Pro
diskretizaci pomoci linearnich funkci na tetrahedronové siti je situace nasledujici.
Necht referenéni soufadnice vrcholl tetrahedronu jsou X, Xs, X3, X,. Aktudlni
pozice necht jsou x1, T, 73, 14. Deformacéni gradient je pak roven

_Or
— =

Chceme pouzivat tenzor malych deformaci, ktery ale neni invariantni vuci
rotacim a proto se nedaji dobfe modelovat velké deformace, u kterych dochazi k
velkym rotacim. Tenzor malych deformaci je

1

€:§(F+FT)—I

F (29 — 21,03 — 21, 14 — 21][Xo — X1, Xz — X1, Xy — X3]7*

Dekompozici deformacniho tenzoru na rotaci a ¢istou deformaci ziskame napi-.
pomoci polarniho rozkladu:

F = QA,

kde Q je ortonormalni a A je symetrickd matice. Je znamo, ze takovy rozklad
vzdy existuje. Zavedeme korotacni deformacni gradient

F=Q'F
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a korotacni tenzor deformace

(F+F) -1

N| —

€ =

Linearni izotropicky konstitutivni model pro Cauchyho tenzor napéti pouzijeme
pro korotacni tenzor deformace

o= Ar()I+ 2ué
Dostaneme linearni soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic
Ma+Cv+K(x—X)=f (2.6)

kde x je vektor souradnic vrcholu v aktualni konfiguraci, X vektor vrcholu v refe-
rencni konfiguraci a v a a jsou vektory rychlosti a zrychleni. Vektor f reprezentuje
vnéjsi sily pusobici na téleso. Matice M, C a K jsou matice hmotnosti, tlumeni
a tuhosti.

Autofi ¢lannku [20] metodu implementovali konkrétné v enginu Dynamic mo-
lecular matter firmy Pixelux entertainment. V clanku navrhuji nésledujici nume-
rickou diskretizaci a feSeni obdrzené soustavy rovnic. Pro nové rychlosti a pozice
mame

v = v+ Ata
xt =x+ Atv

Dosazenim do rovnice dostaneme linedrni rovnici pro nové rychlosti v*.
Nésledujici soustavu rovnic navrhuji autofi fesit napt. pomoci metody konjugo-
vanych gradientu

(M + AtC + (At)’K) v = Atf + Mv — AtK(x — X)

Oproti modelu hmotny bod - pruzina mame u korota¢ni metody moznost vy-
generovat sit, nastavit materidlové vlastnosti a metoda uz vse fesi za nds. Naproti
tomu u hmotnych bodu s pruzinami chovani objektu zavisi podstatné na sestaveni
pruzinkové sité. Jak jsme zminili, d& se nalézt implementace této metody napt. v
projektu OpenCloth |code.google.com/p/opencloth. Warpovani tuhosti se da
v kédu vypnout. Na obrazku je nalevo téleso s vypnutou korota¢ni metodou
a napravo se zapnutou. To znamenad, ze se nalevo pouzivé tenzor malych defor-
maci, ktery u vétsi deformace (s vyraznéjsi rotaci) zapficini nepfirozené zvétseni
objemu télesa.
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(a) Tenzor malych deformaci (b) Korotacni tenzor deformace

Obrazek 2.2: Porovnani vypnuté a zapnuté korotace
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Kapitola 3

Redukce modelu

Vratme se nyni k rovnicim, které popisuji plnou elasticitu, tedy obahujici
Green-Lagrangeuv tenzor deformace.

3.1 Redukce rovnic dynamického systému

Dynamickou rovnici elastického télesa, které podléha velkym deformacim, je
potieba TesSit numericky. Nejcastéji se pouzivd metoda koneénych prvku nebo
metoda konecnych diferenci. U metody konec¢nych prvka se provede prostorova
diskretizace télesa a dynamicka parcialni diferencidlni rovnice ptrejde na soustavu
obycejnych diferencidlnich rovnic ve tvaru

Mii+ D(u,i) + R(u) = f,

kde M je tzv. matice hmotnosti, D matice tlumeni, R(u) je vektor vnitinich sil a f
vektor vnéjsich sil pusobicich na téleso. Neznama vektorova funkee w : [0,7) — R"
vétsinou reprezentuje posunuti vrcholu sité, kterou je téleso reprezentovano, n
predstavuje pocet téchto vrcholu neboli obecné pocet stupnu volnosti systému.
V praxi se pouzivaji husté sité a pocet stupnu volnosti n tak byva velké cislo,
a proto dostaneme velkou soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic, kterou je
potfeba Tesit.

Dimenzionalni redukce modelu je technika jak zrychlit simulace dynamickych
systémi, které jsou popsény obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi. Resen{ rov-
nic aproximujeme feSenimi z néjakého podprostoru, ktery ma mnohem mensi
dimenzi nez systém puvodni. Jestlize je v : [0,7) — R", pak zavedeme redu-
kované souradnice ¢ : [0,7) — R", r << n transformaci u = uy + Uq, kde ve
sloupcich matice U jsou vektory baze aproximac¢niho podprostoru a ug je néjaké
pocatecni posunuti, ve kterém jsme se rozhodli soustavu rovnic redukovat. Pokud
uvazujeme ¢asové neménnou bazi v matici U, prejde puvodni systém rovnic

Mii+ D(u,%) + R(u) = f
na mensi systém rovnic
Mq+ D(g,4) + R(q) = f,

kde
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3.2 Volba redukované baze

Hlavni otazkou u redukce modelu tedy zustava volba redukované baze. Ziejmé
je potifeba mit néjakou mnozinu posunuti (v piipadé, ze Fesime deformace), ze
které bychom vhodnou redukovanou bézi vybrali. Takova baze by méla nejlépe
reprezentovat ,typické“ deformace télesa. Vybirat bychom mohli ze spoctenych
reSeni, ktera jsme obdrzeli plnou simulaci pomoci néjaké metody a napt. za
ruznych okrajovych/pocatecnich podminek nebo i z néjakych experimentélné
zjisténych dat. Takovy pristup by se dal nazvat aposteriorni.

Lepsi by ale bylo, kdybychom pfedem nemuseli nic poc¢itat a mohli bychom
redukovanou bazi vypocitat rovnou na zakladé néjakych charakteristik systému.
Na tento apriorni zpusob se podivejme nejdiive.

3.2.1 Apriorni redukovana baze

Tento pristup je popsan ve ¢lanku [9], kterého se budeme drzet, ale metodu
pouziva a popisuje napi. i Jernej Barbi¢, autor softwaru Vega FEM [4], ktery
dokaze urychlit simulace velkych deformaci objekt pocitanych pomoci metody
konec¢nych prvka pravé na zékladé redukce a vybéru redukované béze apriorneé.
Tato posunuti se pocitaji z tzv. modalni analyzy systému a pro zpresnéni se
pridaji jesté tzv. modalni derivace.

Modalni analyza

Stejné jako napf. struna mé vlastni kmity s vlastnimi frekvencemi, tak i de-
formovatelné téleso ma jisté specifické deformacéni médy, do kterych se deformuje
,nejprirozenéji“ a s co nejmensi potrebnou energii. Méjme matici tuhosti systému
K v referen¢ni konfiguraci a matici hmotnosti M. Tzv. linearni modalni analyza
hledéd vlastni frekvence a vlastni tecné deformacni mody. Eliminujeme Dirichle-
tovy okrajové podminky (odpovidajici fixovanym vrcholum koneénéprvkové sité)
a obdrzime matice K a M. Pro jednoduchost budeme déle ¢arky nad maticemi
vynechévat. Resfme zobecnény problém vlastnich ¢isel

K®=)\M®

Hleddame k& nejmensich vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru. Vlastni ¢isla jsou
vlastni (pfirozené) frekvence w; na druhou.

2
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Tyto vlastni vektory se vétsinou normuji pomoci matice hmotnosti, jako i v
clanku [9]. Soustava se d4 napsat i nasledovnée

(K—wM)®,=0, p=1,....N.

Hledame nejmensi frekvence, jelikoz k jejich vybuzeni budou potieba mensi
energie. Redukovanou bazi tedy muzeme zvolit z modu, které maji P nejmensich
frekvenci w, a dostaneme linearni aproximaci posunuti v tzv. moddlnich soufa-
dnicich o, (p = 1,...,P), coz jsou parametry v rozvoji do teénych (linearnich)
maodu.

P
Z (,0r)
p=1

kde ¢ = (ay, ...,ap)". Matice U obsahuje ve sloupcich vlastn{ vektory ®,. V tomto
pripadé mame ug = 0.

Mod4alni derivace

Pokud vezmeme za redukovanou bazi tecné médy z modalni analyzy a za redu-
kované soutadnice vezmeme modalni souradnice, bude takto redukovany systém
popisovat dobte pouze malé deformace okolo referencni konfigurace, coz dokladaji
i vySe zminéné dva ¢lanky. Redukovand baze se da vylepsit o tzv. modalni deri-
vace. Jedna se o analogii Taylorova rozvoje posunuti, kde tecné linearni médy
by predstavovaly aproximace (derivace) prvniho fddu a modalni derivace by
pak predstavovaly aproximace (derivace) druhého fadu. V nésledujicim odstavci
popiseme, jak se daji modalni derivace odvodit.

Teéné moédy zaviseji na tecné matici tuhosti pro néjaké posunuti (u modalni
analyzy jsem mluvil o referen¢ni kofiguraci, t.j. u = 0, ale stejny vypocet muzeme
provést pro libovolné posunuti a matici tuhosti pro dané posunuti). Tecné mddy
proto muzeme chapat jako funkce posunuti.

N

w=3(8,(w)a,) = Ulu)g (3.1)

p=1

Aproximované posunuti u je funkcemi modalnich soufadnic o, a tedy muzeme
chépat i tecné médy jako funkce modalnich soutadnic ®; = ®;(ay,).

Predpokladejme, ze muzeme posunuti rozvinout do Taylorova polynomu 2.
radu v modalnich souradnicich okolo referenc¢ni konfigurace (t.j. ¢ = 0, ve smyslu
a; =0,i=1,...,N). Obecné ale muzeme rozvijet kolem néjaké konfigurace uy.

||Mz

£ (¢g=0)a; + = ZZ 8041,(904,. = 0)a,a

plrl

Z (3.1)) zderivovanim dostaneme

=t Z( )

r=1
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0a,0c,. 0oy, Oay — Oa, 00,
ou
—0)=d
mﬁ 0) =&;
9%u 0e, 09,
_l’_

Oay, 0, (¢=0)= Oay, — Oavy

Vyrazy g? nazyvame tzv. modalni derivace. Vidime také, ze prvni derivace
P

(aproximace v Taylorové rozvoji) odpovidaji pravé teénym moédum z modélni
analyzy.

Jak vypocitat numericky modalni derivace

V élanku [9] autor popisuje 3 metody, pomoci nichz se daji modalni derivace
vypocitat numericky.

1. moZnost
Jeslize se rozhodneme modalni derivaci poc¢itat pomoci konecné diference

00,  ®.(up + Ppéa,) — P,(up)

~ 5

Oa,, oo,

je potieba fesit dva problémy vlastnich ¢isel. @, (ug) a ®,(ug+P,00,,) predstavuji
vlastni vektory prislusné k tecnym maticim tuhosti K (ug) a K (up+ ®,00,). day,
je potteba brat dostatecné malé, aby dobfe aproximovalo derivaci, ale ne zas moc
malé, coz by délalo problém v konecné pocitacové aritmetice.

2. moznost
Zderivujeme-li soustavu na vypocet tecnych médu

(K —w!M)®, =0, K=K(q,),® =(a)

podle modalni soufadnice «,, dostaneme soustavu

09, Ow? 0K
(K —wM) :(”%ﬁ- )@, (3.2)
Oay, Oay, Oay,
kterou je potieba tesit. Vyrazem g%p rozumime derivaci matice tuhosti vzhledem

k p-té modalni souradnici.

0K _ K(ug+ ®,00,) — K(ug)

oo, day,
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Reseni soustavy (3.2) Pfi modélni analyze a pocitani teénych méda se muze
stat, ze k jedné vlastni frekvenci w, nalezi s tecnych médu. V takovém pripadé
m4 matice K —w?M rank n — s a jeji jaddro tvorf tyto tetné médy. Jak je zndmo
z linedrni algebry, obecné feseni soustavy tvori mnozina vSech feSeni homo-
genni a jedno vybrané feseni nehomogenni soustavy.

0o, 09, 0P,
+

8ap 3ap hom. 80./p nehom.

Bez 1jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze s = 2 a ze tedy k jedné
frekvenci w, nalezi 2 tecné mody @, a ®,,,. Uvazujme transformaci T takovou,
ze

ov, 09,

8ap nehom. (9ozp

kde T' je jednotkova matice majici v k-tém sloupci vlastni vektor ®, a v I-tém
sloupci (k < [) vlastni vektor ®@,,;. Pomoci transformace T' transformujeme sou-
stavu na

2
Oay, Oay, Oay,

kde k-ta a l-ta rovnice jsou

D> OK
0=0TM®, 27 — T2 g,
Oay, Oa,,
Ow? 0K
0= Mo, — -0 —a,
r+1 aap r+1 aap

Vlastni vektory jsou normalizované vzhledem k matici hmotnosti a proto se
rovnice zjednodussi na

8_003 - @Z"a_Kq)r
Oay, Oay,
0K
0= —a,
r+1 aap

Druha rovnice vyjadiuje podminku, kterou musi vlastni vektory splhovat. Z
prvni rovnice dosadime do (3.3) a dostaneme

(K —wiM), {Zq%} = {(M(P,@f —1I) S_KCDT}

Qp Qp

kde (...), znaci matici, ze které jsme vypustili k-ty a 1-ty fadek a {...}, znaci
vektor, ve kterém jsme vypustili k-ty a l-ty element. Jestlize tuto linearni soustavu

vyfesime a vysledek {g%} doplnime o k-t7 a -ty element rovny nule, ziskame

0P,
0

hledané¢ partikularni feseni nehomogenni soustavy - -
P nehom.
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3. moZnost

Posledni a nejjednodussi moznosti je poc¢itani modalnich derivaci zanedbdanim
inercidlnich ¢lenu v soustavé (3.2), t.j zanedbéni matice hmotnosti. V ¢lanku [9]
autor tuto metodu zduvodnuje tim, ze prenasobeni matice hmotnosti libovolnym
nenulovym faktorem v nezméni tvar modalnich derivaci.

a®7‘ - —Kila_K(br
Oay, Oay,

Tento zpusob je zjevné i z numerického hlediska nejménné narocny, protoze
dostaneme pifmo linedrni rovnici, a vyuziva ho i zminény software Vega FEM
[4]. Déle je ukazdno, ze takto vypocitané moddlni derivace vykazuji nésledujici
symetrie:

0, 09,
oa,  Oa,’

coz je vyhodné pii pocéitani rozvoje

0? o, @ D, o
U (a=0)=—L4-L=2"T=2"2F
Oa, 00, a, a, a,

kde nemusime pocitat obé derivace, ale stac¢i pocitat jen jednu z nich.

3.2.2 Aposteriorni redukovana baze

Jinou moznosti je vybirat redukovanou bézi z predem (offline) vypocitanych
deformaci (posunuti). K tomu se pouzivd metoda zvand POD (zkratka z proper
orthogonal decomposition). D4 se nalézt i pod nazvy principal component analysis
(PCA), my budeme pouzivat zkratku POD. Tuto metodu vyuziva i software Vega
FEM pii vybirani modélnich derivaci. Jejich pocet totiz s poc¢tem tecnych méodu
roste kvadraticky a proto se jesté pouziva POD na vybirani modélnich derivaci,
které charakteristické deformace popisuji ,nejlépe®.

Proper orthogonal decomposition (POD)
Tato metoda se obecné pouziva k aproximaci dat s velkou dimenzi vybranymi

daty, které maji dimenzi mensi.

Motivace
Nésledujici motivace je prevzata z clanku [8]. Méjme funkei z(x,t), kterou
chceme aproximovat na néjaké mnoziné ) konec¢nou sumou v separovanych proménnych

z(z,t) = Z ap(t)pr ().

Chteéli bychom, aby takova suma v limité konvergovala k funkci z v néjakém
smyslu a libovolné presné ji aproximovala. Mame na vybér z vice moznosti, napt.
Fourieruv rozvoj nebo Legendrovy polynomy atd. K néjaké takové bazi vybranych
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funkci ¢ obdrzime obecné rtuzné posloupnosti ag. Volba urcité baze se tyka i
metody POD. U POD pozadujeme, aby byly funkce orthogonélni, t.j.

1, ki=k
/Qd)kl (@) Pk, (7)d = { 0, ki 4 é

a aby pro zvolené M byla chyba aproximace funkce z minimalni ve smyslu
nejmensich ctvercu.

Konecné - dimenzionalni pripad

Méjme matici X € R™*". Matice muze reprezentovat napf. namérena m-
dimenzionalni data v n exempléarich, napt. n digitalnich obrazku, z nichz kazdy
je reprezentovany m-dimenzionalnim vektorem. V takovém piipadé obvykle ana-
lyzujeme velké mnozstvi obrazku a m << n. Nebo muze matice reprezentovat
vystup z pocitani deformaci metodou konecnych prvku, kde m je pocet stupnu
volnosti a n znac¢i vypocet v n ruznych ¢asech nebo pro n ruznych okrajovych
podminek. Pocet stupnu volnosti v metodé koneénych prvka byva velky a pocet
vypoctu oproti tomu by byl znatelné mensi m >> n. S tim souvisi metoda sna-
pshott, viz pozdéjsi text. Metoda POD ptedpoklada, ze vzorky /sloupce v matici
X maji nulovy soucet, je tedy potifeba od nich odeéist jejich prumér. Méjme
transformaci do orthogonalnich soutradnic prostoru R™ pomoci ortogonélni ma-
tice P € R™*™

Y = PX.

Tato rovnice se da chépat i jako koneéné dimenzionalni analogie sumace funkci
vyse.

POD se da interpretovat jako hledani takové orthogondlni transformace, aby
byla matice YY7T diagondlni, jako maximalizace variance projektovanych dat
nebo pravé aby se matice Y lisila od matice X s nejmensi chybou ve smyslu
nejmensich ¢tvercu (viz Low rank aproximation dole). Resen{ spo¢ivd v nalezeni
vlastnich ¢isel matice X X7 € R™ ™. Tato matice je symetrickd a pozitivné defi-
nitni. Jelikoz jsme od dat X odecetli jejich stfedni hodnotu, odpovida tato matice
tzv. matici kovariance. Pro hledani vlastnich vektoru se pouziva napt. singuldrni

rozklad.

Metoda snapshotii  Matice X X7 je m x m a v piipadé, ze m >> n to muze
byt nepiijemny problém, nebot nejsme schopni takovou matici tfeba ani uchovat
v paméti. Proto se pouzije nasledujici trik. Vytvoiime mensf matici X7 X € R™ ",
Pro jeji vlastni vektory v plati
(XT"X)v =M
X(XTX)w =X
(XXT)Xv = MXv

To znamend, Ze vlastni vektory matice X X7 pak dostaneme transformaci
v = Xv.

Hledani POD modu se da nalézt i pod nazvem Low rank aproximation a da
se TeSit pomoci singularniho rozkladu.
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Low rank aproximation Necht ¥ € R™" rank(Y) = r. Matice muze
predstavovat napt. n-krat namérené m-dimenzionalni hodnoty. Pti tzv. low rank
aproximaci se snazime tuto matici aproximovat matici s mensim rankem. Mate-
maticky muzeme problém formulovat jako

“min {HY —Y|p, rank(Y) =k, 1<k < r} :
YGRan

Omezeni na matice je tedy zvoleny rank k. Maticova Frobeniova norma je
definovana nasledovné

Ylle =

Problém low rank aproximace matice ma explicitni feSeni pomoci tzv. sin-
guldrniho rozkladu. Necht

Yy =Uuxv’T

je singularni rozklad matice Y. ¥ je diagonalni matice a na diagonale ma sin-
gularni ¢isla : 07 > 09 > ... > o0, > 0. Optimalni k rank aproximaci ziskame
ponechanim k nejvétsich singularnich éisel v matici ¥ a vynulovanim r — k sin-
gularnich ¢isel: 0,1 = ... = o0, = 0. Takto modifikovand matice ¥ pak da
optimélni k rank aproximaci jako

Y, =US VT,

Minimalni chyba je dana

IY = Yillr = /02y + .+ 02
Tento vysledek je znam pod nazvem Eckart-Young-Mirsky theorem.

Singularni rozklad

Existence singuldrniho rozkladu. Nechf Y € R™*", Pak existuji unitdrni ma-
tice U € R™*™ a V € R™" takové, ze

Y =USVT,
kde
Y — S ka(n—k) c R™MXn
Otm—t)xk  O@m—k)x(n—k)

k < min(m,n), S = diag(o1,...0x) a plati o1 > 09 > ... > 0, > 0.

Clanek [T1] popisuje, jak redukovanou bazi nalézt aposteriorné. K aposteriorni
redukci je pouzivana metoda POD. Autori predstavuji jesté dalsi lehké tupravy
této metody, které cely proces mohou jesté zlepsit a urychlit. Stézejni je ale vzdy
metoda POD.
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A posteriori redukce

Béhem preprocesni ¢asti by se mély nejlépe vypocitat vsechny mozné interakce
(pusobenti sil) s deformovatelnym télesem. Toto samoziejmé neni mozné, takze se
musi vybrat jen nékteré, ale muze jich byt hodné. Nebo se mohou analyzovat
data ziskand napt. experimentdlné, nebo ulozime vysledky v ruznych ¢asovych
krocich néjakého dynamického problému. Tuto moznost néasledné vyzkousime.
Jelikoz je téchto dat velké mnozstvi, musi se néjak redukovat a vybrat z nich
,charakteristické“ deformace. I kdyz redukci délame napft. za tcelem interakce s
objektem v redlném ¢ase (dynamicky problém), béhem preprocesni fize muzeme
reSit zatizeni jako statické a dostaneme soustavu tloh pro zatizeni Fg,S € N,
které jsou tvaru

K(Us)US = FS-

Ziskand posunuti ug pak uspoidddme do matice X € RV*S. Pomoci PCA
muzeme pak takovou matici s daty redukovat. Hleddme redukovanou bézi, ktera
generuje podprostor H C RY | dim(H) = m. Hledanymi vektory bude m vlastnich
vektort, nalezicich k m nejvétsim vlastnim ¢éislim kovariantni matice Cy = X X7,
kde

|

s

_ 1

Ug = Ug — g U;.
i=1

7 baze vytvorime matici U a vypocty provadime v redukovanych soutradnicich
qs- Aproximovand posunuti dostaneme ze vztahu

as = qu + u,

kde

S
1
=1

Pro vypocty dynamiky v redukovanych soutadnicich je potifeba v paméti
uchovavat matice U € RV*™ Q € R™* | jejiz sloupce jsou ¢, a vektor u € RV.
Pocet uchovavanych dat je m(N + S) + N oproti puvodnim N S.

|
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3.3 Numerické vypocty

K vyzkouseni redukce pouzijeme postupy popsané v [9], kde se daji nalézt i
skripty implementované v Matlabu, které jsem modifikoval ke svym pottebam. V
tomto ¢lanku se autor zabyva moznostmi, jak redukovat rovnice nelinearniho dy-
namického systému, které vzniknou diskretizaci pomoci metody konecnych prvku.
Redukovans béze je zde sestavend bud pouze z teénych médi nebo z teénych
modu a modélnich derivaci. Autor predstavuje moznost jak aktualizovat redu-
kovanou bazi v urcitém case a posunuti na zakladé chyby mezi redukovanym a
neredukovanym systémem. Déle je zkoumana linearizace nelinedrniho systému a
jeji integrace a redukce zlinearizovaného systému. Cely problém je demonstrovan
na piikladu 2D tycové soustavy, kterd je prichycend na levém kraji a je vystavena
pusobeni predepsané sily. Tycova soustava ma 8 vrcholu, které jsou spojeny 13
tycovymi elementy. Sytém ma 13 stupnu volnosti. Autor predstavuje implemen-
taci feseni dynamickych rovnic v Matlabu. K integraci je vyuzivano Newmarkovy
beta metody.

Cilem tohoto odstavce je popsat pouzité metody, modifikovat predstavené
algoritmy a vyzkouset efekt redukce na néjakém podobném (vétsim) systému a
zobrazit ziskané vysledky.

3.3.1 Studovany systém

Uvazujeme systém bez tlumeni
Mii(t) + R(u(®)) = £(1
doplnény o pocatecni podminky
u(t=0)=ug Ut =0)= v,

kde M je matice hmotnosti, u je sloupcovy vektor obsahujici posunuti jednot-
livych vrcholu, R je sloupcovy vektor vnitinich sil pusobicich na vrcholy a f je
vektor vnéjsich sil.

Linearizace systému

Takovyto nelinearni systém je potieba diskretizovat v case a v kazdém casovém
kroku je jesté potieba iteracné tesit nelinearni soustavu rovnic. Jedna moznost,
jak se vyhnout iteracnimu feSeni nelinedarni rovnice a zmensit pocet operaci, je
soustavu linearizovat

Mii; oy + Ki(ui1 — ;) = fiv1 — R,
kde

OR
Ki = %(Uz')

je tzv. tecna matice tuhosti. Odpovida to provedeni jedné iterace Newton-Raphsonovy
metody. Ukazuje se (viz [9]), ze provedeni jedné iterace je ¢asto dostacujici.
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Matice redukce
Jak jsme jiz zminili, pfevadi matice redukce U plné souradnice na redukované
a naopak.

u(t) = up + Uq(t),

kde ¢ jsou redukované souradnice a ug je posunuti, ve kterém jsme se rozhodli
soustavu redukovat.

Redukovana soustava
M(t) + R(uo + Uq(t)) = f(t)
kde M =U"MU, R=U"Ra f=U"f.

Redukce linearizovaného systému

M@%H + fi(qiﬂ —q) = 7i+1 — R(uo + Ug,),

kde K; = UTK,U.

3.3.2 Newmark integracni metoda

K integraci je pouzita tzv. Newmarkova integra¢ni metoda. Nova zrychleni v
casovém kroku ¢ + 1 jsou vyjadiena pomoci ostatnich veli¢in jako

. 1 1. 1.
Uiyl = W(uiﬂ — ’LLl) — @Uz + 1— ﬁ U;
1 1 1
= AU — U == )

B Uil T At ( 2B) !

Nové rychlosti dostaneme ze vztahu

Parametry integra¢ni metody jsou voleny § = 0.25 a v = 0.5.

Integrace linearizovaného systému Vyraz pro zrychleni v ¢ase ¢ + 1 do-
sadime do zlinearizované dynamické rovnice a dostaneme

1 1 . 1 ..

Jedna se o linearni soustavu, kterou muzeme vytesit pro Au;, 1. Nové zrychleni
a rychlost dostaneme ze vztahu vyse.
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Integrace nelinearniho systému Jestlize vyraz pro zrychleni v case ¢ + 1
dosadime do puvodni dynamické rovnice, dostaneme nelinearni soustavu rovnic

BAP 23

V tomto piipadeé je potfeba najit feSeni u; 1 napt. pomoci Newton-Raphsonovy
metody.

1 . 1 .
MAu; 1+ R(uiy1) = fis1 — M (—muz + (1 - —) Uz)

3.3.3 2D tycovy element

2D tycovy element je ziejmeé nejjednodussi konecny prvek, pomoci néhoz se da
modelovat geometrickd nelinearita a linedrni material. Pomoci tohoto elementu
muzeme modelovat tycové konstrukce spojené klouby, které vykazuji velké de-
formace ale deformace elementu zustava mald, takze material zustava v rozsahu
linearni elasticity. Tycovy element ma v referencni konfiguraci délku L a prutez
Ap, v aktudlni konfiguraci pak délku L a prufez A. Vztah mezi axidlni defor-
maci a axidlnim napéti (2. Piola-Kirchhoffovo napéti) je specifikovan Youngovym
modulem pruznosti F (predpokldddme, ze v referencni konfiguraci neméa element
zadné pocatecni napéti Sy).

S = FEe (3.4)

Jednotlivy element m4 2 vrcholy, kazdy s x-ovym a y-ovym posunutim, takze
mé element dohromady 4 posunuti a 4 ptridruzené sily, které napiSeme pomoci
sloupcovych vektoru

U1 f11

_ 12 o 12
u= U f= !

U1 f21

U22 f22

3.3.4 Dynamicka rovnice pro 1 element

V élanku [9] je odvozena dynamickd rovnice pro 1 tycovy element ve tvaru

U1y fn —ni1
1 o € -n
12 12 12
—m . = f - EAO— R
2 U1 fa A n11
U2 f22 N2

kde m = pyAgLg je hmotnost elementu, ¢ je zvoleny vztah pro axialni deformaci,
na vybér jsou nasledujici vztahy

e=A—1 linearni
1
€= 5()\2 — 1) Green-Lagrangeuv

e =In(\) logaritmicky,
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kde A\ = LLO znaci relativni prodlouzeni tycového elementu a

niyp = kde = = To + U2y — U1

nig = kde y = yo + u2 — u12

St~ &

T a y jsou x-ova a y-ova délka elementu v aktudlni konfiguraci (z¢ a yog v refe-
rencni). Ve zkrdcené maticové notaci by se rovnice pro jeden element dala zapsat
takto

Meu:fe_Re

3.3.5 Chyba redukovaného systému

Pro neredukovany systém muzeme zavést reziduum

Res=f—R— Mi

Na konci ¢asového kroku muzeme do tohoto rezidua dosadit feSeni reduko-
vané¢ho systému a zjistit relativni chybu, ktera je navrzena jako

|| Res||
_ 3.5
" maz([fIRI M) &

Pokud chyba presdhne nastavenou toleranci, muzeme ¢asovou integraci poza-
stavit a prepocitat matici redukce v aktudlni konfiguraci (posunuti).

V pripadé, ze prepocitdame matici redukce, musime updatovat i redukované
rychlosti a redukovana zrychleni. Ty se z neredukovanych proménnych updatuji
podle vztahu

q=M UM (3.6)

a stejné pro zrychleni.
Pokazdé, kdyz provedeme takovou aktualizaci, dopoustime se chyby, ktera se
dé vyjadrit jako (dosazenim do u = Uq)

uw=UUMU)'UT M

3.3.6 Implementace v Matlabu

Numerické experimenty provadim v prostfedi Matlab pomoci upravenych
skriptu, které jsou popsané v ¢lanku [9]. Skripty jsem modifikoval i na 3D tycové
elementy, abych mohl vyzkouset 3D tyc¢ovou strukturu. Skripty jsou k nalezeni v
prilozeném CD. Tteba podotknout, ze jsem zménil skoro vsechny nazvy proménnych
v puvodnim kddu, abych se sam v kédu vyznal. VSechny proménné jsou patiicné
zakomentovany pro lepsi orientaci pripadného zdjemce. Kromé puvodnich skriptu
se daji nalézt funkce na vykreslovani, které jsem pouzival, nebo definice vétsich
tycovych konstrukei.
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Seznam dilezitych skripti

inp.m
Inicializace soutadnic vrcholl, spojeni tycovych elementu, materialovych
vlastnost{ (Younguv modul pruznosti, hustota tycového elementu, obsah
prufezu v klidovém stavu). Nastavime pocet te¢nych médu, indexy modéalnich
derivaci, které chceme pocitat a zpusob jejich vypoctu, viz. predchozi text.

init.m
Vypocet matice hmotnosti, inicializace posunuti, rychlosti, zrychleni, vnéjsich
a vnitinich sil.

stiff.m
Vypocita matici tuhosti K a vektor vnitinich sil R pro aktudlni konfigu-
raci (posunuti u). Posunuti se pfedd a vypoc¢ita pomoci proménné uTemp,
vypocétena vnitini sila se predd pomoci proménné GTemp.

tanmod.m
Vypocita tecné mody, modalni derivace podle zvolené metody a redukova-
nou matici. Aktualizuje redukované rychlosti a zrychleni podle (3.6)).

inter0.m
Pocita neredukovany systém.

interr.m
Pocita redukovany systém.

interOl.m
Pocita neredukovany linearizovany systém.

interrl.m
Pocita redukovany linearizovany systém.

Dilezité datové struktury

crdO

Seznam soufadnic vrcholu ve tvaru

[

,¥,7z soufadnice 1 vrcholu
,¥,z soutradnice 2 vrcholu
y,z soufadnice 3 vrcholu

15

HoHoH

)

=W N =

conMat
Seznam tycovych elementu ve tvaru

—_

[ 1. vrchol, 2. vrchol, ¢islo komponenty (vzdy 1)

15

[\
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sndof
Seznam deaktivovanych stupnu volnosti, realizace dirichletovych podminek
ve tvaru

—_

[ ¢islo vrcholu, ¢islo deaktivované soufadnice (x—1, y—2, z—3)

15

[\

Rad bych experimentédlné ovéril nasledujici body

e Tetné mdédy z modalni analyzy dobfe popiSou vibrace kolem rovnovazné
polohy. U vétsich deformaci selhdvaji.

e Modalni derivace vylepsi redukei u télesa, které podléhd vétsim deformacim.
e Redukce rovnic zrychluje vypocet na tikor neptesnosti, které se dopustime.

e Také bych rad vyzkousel aposteriorni vypocet matice redukce z vice spoci-
tanych deformaci (snapshotu) pomoci POD.

Ke vSem vypoctum zahrnujicim modélni derivace pouzivam 3. nejjednodussi
metodu na jejich vypocet. U vSech vypoctu je pouzit Green-Lagrangeuv vztah pro
axialni deformaci. Matici redukce neaktualizujeme, pouzivame tedy vypoctené
vektory z referencéni konfigurace a ¢asové nezavislou matici redukce.

Malé vibrace a vétsi deformace

Jako priklad jsem vzal 3D tyCovou konstrukci sestavenou ze 44 vrcholu, které
jsou spojené dohromady 124 tycovymi elementy. 4 vrcholy na jedné strané jsou
napevno prichycené. Celkové ma tedy konstrukce 40%3 = 120 stupnu volnosti (40
volnych vrcholu a 3 sméry z, y a z). Klidova vzdélenost tycovych elementu je 1m.
Pouzivam Green-Lagrangetuv vztah pro deformaci. Na obrazku je studovana
tycova konstrukce.

Obrazek 3.1: Studovana tycova konstrukce

Cervené body znaéi vrcholy, které jsou napevno prichycené a tvoii Dirichletovy
okrajové podminky. Na téleso necham pusobit gravita¢ni silu a bude se tedy
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deformovat vlastni vahou. Zménou Youngova modulu pruznosti E muzeme docilit
mensich a vétsich deformaci.

Zvolme nejdifve Youngiv modul F = 2.1 x 10!, coz podle tabulek odpovida
napi. oceli. Konstrukce se ohne pouze zhruba o jeden centimetr a bude vibro-
vat. Na tyto malé deformace se v praxi pouzivd modalni analyza. Ukazeme, ze
redukovany systém vyuzivajici v matici redukce pouze tecné mody vypoctené
z modalni analyzy tyto malé deformace popisuje dobie. Pro stejné definovanou
ulohu vypocteme posunuti pomoci skriptu interr.m, redukovanou matici budou
tvofit pouze 3 tetné médy z modélni analyzy (tedy pocitdme soustavu ve 3
proménnych). Nésledné v grafu porovname ¢asovy vyvoj posunuti ve sméru z
u 42. vrcholu (spodni vrchol na kraji, ktery se vychyluje nejvice). Porovnani je
zobrazeno na obrazku 3.2

, X107 Graf z-posunuti 42. vrcholu konstrukce
T T T

Neredukovana soustava
Redukovana soustava

oF A

posunuti z
[e)]
1

-8— |

I |- | | [ | ‘ 1| | |
-10— | \ | [ |

| || || I | | || I Il \ |

—12— M iy
I ¥
|

-14
0 05 1 15 2 25

Obrazek 3.2: Porovnani posunuti ve sméru z, k redukci pouzity 3 tecné mody z
modalni analyzy

V pifpadé, ze zmensime Youngiiv modul pruznosti na £ = 2.1 x 10%, bude
konstrukce vykazovat vétsi deformace (na kraji zhruba 1m). V tomto pfipadé uz
3 tecné mody nebudou deformaci popisovat dobfe a nepomuze ani jejich zvyseni
na napi. 10. Na obrazku je vidét, ze redukce pomoci teénych moédu u vetsi

deformace selhava.
Jestlize nyni zkusime matici redukce nastavit tak, aby obsahovala 4 tecné

médy a 6 modélnich derivaci s indexy (t.j. derivujeme 1. te¢ny moéd podle 1.
modalni soutadnice, podle druhé modalni soutadnice, 2. te¢ny modd podle 2.
moda&lni souradnice atd.)

modDer = [ 1 1 2 3 3 3
122123 ];

dostaneme vysledek znédzornény na obrazku

Je tedy vidét, ze pomoci modalnich derivaci jsme schopni vylepsit redukci,
jestlize dochézi k vétsim deformacim, u kterych linearni modalni analyza selhava.
Vypocet neredukované soustavy trval cca 30 sekund a redukované soustavy zhruba
28 sekund. Pomoci redukce jsme tedy schopni zrychlit vypocty na tkor chyby,
které se dopustime. Tento rozdil by byl samoziejmé znatelnéjsi u soustav, které
maji tisice nebo statisice stupnu volnosti. Zde piechod k redukovanym soufadnicim
nepredstavuje rapidni zmensSeni soustavy.
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Graf z-posunuti 42. vrcholu konstrukce
0.2
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posunutl z
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Obrazek 3.3: Porovnani posunuti ve sméru z, k redukci pouzity jednou 3 tecéné
mdédy a podruhé 10 teénych modua

o Graf z-posunuti 42. vrcholu konstrukce
T T

posunutl

-1.2—

Neredukovand soustava
Redukovana soustava, tec. médy a modalni derivace
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Obrazek 3.4: Porovnani posunuti ve sméru z, k redukci pouzity 4 te¢né mody a 6
modalnich derivaci

Aposteriorni/statisticky vypocet matice redukce z nasimulovanych dat

Vyzkousim nyni, jak se d4 matice redukce ziskat aposteriorné pomoci POD.
Pro tento ucel zkoumam jinou konstrukci, a sice konstrukci ve 2D, ktera je dost
dlouhd (mé& 60 vrcholu, 117 tycéovych elementu, 2 vrcholy vlevo jsou napevno
prichycené, systém ma 116 stupnu volnosti). Pro zménu vyzkousim skript inter0l,
ktery pocita zlinearizovany systém, t.j. v kazdém casovém kroku se provede pouze
jedna interace Newton-Raphsonovy metody. Pocet ¢asovych kroku je nastaven na
400 a jeden casovy krok je setina sekundy. Na pravém kraji konstrukce po tuto
dobu pusobi teénd sila, kterd ji zohne do extrémniho tvaru, viz. obrazek [3.5]

V kazdém casovém kroku ulozime posunuti konstrukce. Dostaneme matici s
daty, ktera je 120 x 400. Na tuto matici nyni aplikujeme POD a dostaneme vlastni
vektory kovariantni matice, ze kterych zkusime sestavit matici redukce a provést
stejnou simulaci s redukovanym systémem. Koéd v Matlabu muze vypadat napft.
takto, proménna ,data“ reprezentuje matici s nasimulovanymi daty, do matice
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Obrazek 3.5: 2D tycova konstrukce pred a po deformaci

PV jsou ulozeny vlastni vektory kovariantni matice a do diagonalni matice V
vlastni cisla.

function [PV,V] = POD(data)

% velikost matice s daty

[M,N] = size(data);

% od kazdého snapshotu odeéteme prumér z dat

mn = mean(data ,2) ;

data = data — repmat (mn,1 ,N);

% vytvorime kovariantni matici

covariance = 1/N x data * data’;

% nalezneme wvlastni vektory a wvlastni c¢isla pomoci Matlabouvské
funkce eig

[PV, V] = eig(covariance);

% extract diagonal of matriz as vector

V = diag(V);

% setradime wvlastni c¢isla od nejvétsiho po nejmendi a seradime i
odpovidajici vlastni vektory

[junk , sortedIndices] = sort(V, descend’);

V = V(sortedIndices);

PV = PV(:,sortedIndices);

Na zakladé vztahu mezi pocitanim vlastnich ¢isel kovariantni matice a sin-
gularniho rozkladu matice dat muzeme vlastni vektory a vlastni Cisla ziskat i ze
singularniho rozkladu, jak se to ostatné v praxi casto déla. Kod v Matlabu by
vypadal napiiklad takto.

% vytvorime matici Y

Y = data’ / sqrt(N);

% SVD se o vie postard

[u,S,PV] = svd(Y);

% vlastni c¢isla jsou singuldrni ¢isla ma druhou
S = diag(S);

V=S .x 8S;

Zkusme nyni prvnich par vektoru pouzit do matice redukce a dynamickou
ulohu vytesit znovu pomoci skriptu interrl, tedy redukované zlinearizované sou-
stavy. Jestlize pouzijeme prvnich 5 vektortu, dostaneme tplné jiny vysledek, ktery
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vubec neodpovida predchozimu vysledku. Jestlize ale pouzijeme napt. 6. — 10.
vektor, dostaneme vysledek velice podobny puvodnimu, velké ohnuti odpovida.
Jestlize vykreslime prvnich 9 vlastnich vektoru, které jsme dostali z POD, je
vidét, v ¢em je ziejmé problém (vektory posunuti vykresluji prendsobené koefici-
entem 10, aby vice vynikl jejich tvar). Az od 6. vektoru vektory ,popisuji* také
jakési vetsi ohnuti tycové kontrukee smérem dolu 3.1} Na obrazku [3.6] je zobrazen
¢asovy prubéh posunuti z. Je vidét, ze pti pouziti prvnich 5 vlastnich vektoru
redukce kompletné selhava. Pti pouziti 8 jiz vsak systém popiSeme presnéji.

Tabulka 3.1: Vlastni vektory ziskané z nasimulovanych dat pomoci POD, vektory
jsou setazené od 1. po tadcich

7

LA

)

o4

74!

ng[
P

AT
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To, ze podle tvaru te¢nych médu a modalnich derivaci muzeme zvolit reduko-
vanou bazi, demonstruje i ¢lanek [4]. Nasledujici obrazky jsou prevzaty z tohoto
¢lanku. Na obrazku [3.7]jsou zobrazeny nékteré te¢né médy a modalni derivace pro
téleso pripevnéné ke sténé. Na druhém obrazku jsou vyobrazeny extrémnéjsi
deformace objektu, jako napt. velké ohnuti 1zicky nebo zdimani télesa. Na zdkladé
toho, ze vime, jakou deformaci chceme simulovat, muzeme z tvaru te¢nych modu
a modalnich derivaci vybrat ty, které se na popis budou hodit nejlépe.

Zkusme stejny priklad redukovat i pomoci tecnych médu a modélnich deri-
vaci. Opét modalni derivace generujeme 3. zpusobem. Redukujeme zlinearizova-
nou soustavu a vysledky porovnavame s plnym linearizovanym systémem. Do
matice redukce pouzivame 4 tecné mody a postupné 3,4 a 6 modélnich derivaci,
které jsou definované postupné nasledovné

—_

modDer [1 22

112 ];
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Neredukovana soustaval
—— POD vektory 1.-5.
POD vektory 1.-8.
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Obrazek 3.6: Porovnani prubéhu posunuti z pti redukei pomoci POD

modDer = |

— =
— N
N DN
— W

modDer = [ 1 2
11

[N )

333
123 ];

Na obrazku je porovnani posunuti z pro posledni vrchol tyc¢ové konstrukce
jako v predchozim pripadu.

Na obrazku je konstrukce zaobrazena po deformaci. Maximélni chyba re-
dukce (maximum ze vSech ¢asovych kroki) je 3,4 a 6 modalnich derivaci postupné
1.2577, 1.1338 a 1.0778.

Na zacatku jsme zminili, ze tfeti moznost na vypocet modalnich derivaci je nej-
jednodussf a nejrychlejsi. Clanky [9] a [4] tvrdi, Ze odlisné generovani modalnich
derivaci pomoci téchto tii metod se neprojevuje velkymi zménami v redukovanych
soustavach. Je proto nejvyhodnéjsi pouzivat metodu nejjednodussi. Zkusme vy-
zkousSet casovou narocnost vypoctu v prostiedi Matlab. Jestlize vytvorime 2D
tycovou strukturu s 600 stupni volnosti a chceme vypocitat 6 modélnich derivaci,
pak prvni implementované metodé v Matlabu to trva zhruba 73 sekund, druhé
42 a tteti 41 sekund.
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Dominant linear modes and modal derivatives

Obrazek 3.7: Dominantni tecné a modalni derivace pro objekt prichyceny ke sténe.
Téleso je modelovano jako St. Venant Kirchoffuv material

Extreme shapes captured by modal derivatives: Although
modal derivative are computed about the rest pose, their deformation sub-
space contains substantial nonlinear content to describe large deforma-
tions. (Left) Spoon (k = 6,r = 15) is constrained at far end. (Right) Beam
(r =5, twist angle=270°) is simulated in a subspace spanned by “twist”
linear modes and their derivatives ¥* 97 &% 0% @

Obrazek 3.8: Pfredem zname velké deformace muzeme dobfe popsat teénymi mody
a modalnimi derivacemi, které podle jejich tvaru vybereme. Zde se jedna o velké
ohnuti 1zicky a ,zdimani* télesa, které je ptrichyceno ke sténé.
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Obrazek 3.9: Redukce pomoci modélnich derivaci, s rostoucim poc¢tem modalnich
derivaci dostaneme pfesnéjsi vysledek.
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Obréazek 3.10: Deformace v ¢ase 4 s, barvy odpovidaji predchozimu obrazku.
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Zaver

Metod, které se v poéitacové grafice pouzivaji na simulace fyzikalnich déju
je celkové mnohem vice, nez jsme ukazali v této praci, a lidé se snazi vyvijet
stale nové a lepsi metody. U deformaci automobilu se ale zda, ze stédle prevladaji
predem vytvorené animace nebo heuristické grafické metody. Tvurci fyzikalniho
enginu Rigs of Rods nechali tento projekt jako open source a vyvijeji jeho nastupce
ktery simuluje deformace vozidel. Je to pravé diky tomu, ze se da auto zdeformo-
vat kompletné a deformace tak vypada velice realisticky. V jeho jadru se nadéle
ziejmeé skryva nejen pouze velky pocet harmonickych oscilatoru, ale i velky pocet
ruznych trik a programéatorskych ,hacki®, které zajistuji robustnost celého en-
ginu. Velkym problémem nejen u simulace deformaci aut je spojeni grafického a
fyzikalniho modelu.

Korotac¢ni linearni metoda konecnych prvki ve fyzikalnim enginu Digital mo-
lecular matter od pixeluxu je zatim jedinym piipadem, kdy se metoda konecnych
prvku uspésné implementovala do herniho fyzikdlniho enginu pracujictho v realném
case. Fyzikalni simulace se ale pouzivaji napt. pro specialni efekty ve filmech, kde
se scény mohou pocitat i offline. V tomto sméru je snaha implementovat stéle
lepsi a vice fyzikalnéjsi metody. I v élanku [20] autori krétce hovoii o spojeni
grafické reprezentace s reprezentaci fyzikalni. Existuje néjaka velmi hruba fy-
zikalni sif z tetrahedront, kterd je obalend hustsi siti grafickych vrcholi. Jejich
souradnice jsou vudi fyzikalnim soutadnicim vyjadfeny napt. pomoci barycent-
rickych soutadnic vzhledem k vrcholum nejblizsiho tetrahedronu.

Specifickym odvétvim zustavaji lékarské operacni simuldtory, na kterych doktoti
trénuji ruzné neinvazivni operace. Zde je totiz potieba nejen velka rychlost fy-
zikalniho enginu, ale zaroven i pfesnost, coz predstavuje velky problém, jelikoz
tyto dvé vlastnosti jdou proti sobé. Podobnou aplikaci je tfeba i interaktivni
design ruznych soucastek. Zde nachazi uplatnéni napi. pravé redukce modelu.
Nejen za tcelem interaktivniho designu byl vyvinut a je stale vyvijen software
Vega FEM. Jeho nasazeni, zda se, ale zustava stédle problematické. U simulatoru
s haptickym zafizenim, jak se dd nalézt napt. v [4] je potfeba odezva nejlépe 1000
Hz, aby se daly dobfe modelovat prenasené kontaktni sily. Je tedy potieba jesté
vice snimku za sekundu nez v pocitacovych hrach.

Engine Bullet je piiklad fyzikalniho enginu, ve kterém je implementovana
jak fyzika pevnych téles, tak fyzika deformovatelnych téles, ktera je realizovana
pomoci poziéni dynamiky. Obé metody se daji spojit a pouzivat dohromady. V
knihovné je naprogramovana detekce kolizi mezi pevnymi a deformovatelnymi
télesy a jejich interakce. Ukazali jsme, jak se da velice jednoduse docilit urcité
heuristické plasticity.
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Prilohy

Na prilozeném CD se daji nalézt Matlabovské skripty, které jsem pouzival
pro vyzkouSeni metody redukce. Jejich struény popis je ve tieti kapitole. Skripty
vytvoril J. de Jongh [9]. J& jsem pro své tcely skripty pozménil, aby se daly
spoustét nezavisleji na sobé a zménil jsem nazvy skoro vsech proménnych, aby
vice odpovidaly tomu, co reprezentuji, a abych kédu porozumél. Navic jsou na
CD obsazeny skripty, které jsem vytvoril k vykreslovani a definici vlastnich ex-
perimentu s jinymi tyc¢ovymi strukturami a pusobicimi silami.
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