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Abstrakt:

V této préci se zabyvame metodou koneénych prvki Streamline Upwind/Petrov-Galerkin
(SUPG) a pouzivame ji k feSeni stacionarni okrajové tlohy pro rovnici konvekce-difuze s
prevazujici konvekei s Dirichletovou okrajovou podminkou na celé hranici omezené

polyedrické vypocetni oblasti dimenze 1 resp. 2. Uvazujeme lagrangeovské kvadratické
konecné prvky na useckach resp. trojuhelnicich. Jadrem prace je navrh volit stabiliza¢ni
parametr metody SUPG ve vytokové hranicni vstvé jako funkci afinni po elementech a
ve zbytku vypocetni oblasti jako funkci konstantni po elementech. Ukazeme, ze tato volba
dava presnéjsi feseni nez volba stabilizacniho parametru konstantniho na vsech elementech.

Kli¢ova slova: konvekce-difuze, Streamline Upwind/Petrov-Galerkin, SUPG, MKP,
nefyzikalni oscilace, mezni vrstva

Title: Choice of parameter of SUPG method for finite elements of higher order of accuracy
Author: Be. Jifi Kohutka

Department: Department of Numerical Mathematics

Supervisor: doc. Mgr. Petr Knobloch, Dr., Department of Numerical Mathematics
Abstract:

In this work, we deal with the finite element method Streamline Upwind/Petrov-Galerkin
(SUPG) and use it to solve boundary value problem for the stationary convection-diffusion
equation with dominant convection with Dirichlet boundary condition on the whole
boundary of bounded polyhedral computational domain of dimension 1 and 2, respectively.
We consider a quadratic Lagrangian finite elements on the line segments and triangles,
respectively. The core of the work is a proposition of choice of stabilizing parameter of
SUPG method as an elementwise affine function in outflow boundary layer and as an
elementwise constant function in the rest of the computational domain. We show that this
choice gives a more accurate solution than the choice of the stabilization parameter as a
constant in each element.
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Uvod

Rovnice typu konvekce-difuze popisuje napiiklad prenos néjaké veli¢iny proudici tekutinou.
Tou velicinou muze byt napiiklad koncentrace néjaké latky rozpusténé v tekutiné nebo
teplota tekutiny. Obecny stacionarni matematicky model je formulovan rovnici

—eAu+b-Vu =T, 0

kde €,b a f jsou zadané parametry a u je nezndmé funkce. Parametr € udava miru difuze,
tj. procesu, pii kterém je pfenost v dan gradientem u, a parametr b popisuje konvekci, tj.
proces, pii kterém je prenos u dan rychlosti pohybu proudici tekutiny.

Je-li ||b|| mnohem vétsi nez e, pfevazuje konvekce nad difuzi a v pfibliznych FeSenich
rovnice [J ziskanych Galerkinovou metodou kone¢nych prvkit se pak vyskytuji nefyzikalni
oscilace.

V této praci pouzijeme k TeSeni rovnice [1 metodou konecnych prvki misto metody
Galerkinovy metodu Streamline Upwind /Petrovovu-Galerkinovu, oznacovanou zkratkou
SUPG. Tato metoda je popsana napiiklad v pracich [1], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [10] a
[13]. Metodu popiseme i v této praci. Budeme pracovat s lagrangeovskymi kvadratickymi
konecnymi prvky, a to v dimenzi 1 na tseckach a v dimenzi 2 na trojihelnicich. Metoda
SUPG obsahuje tzv. stabilizacni parametr, jehoz vhodnou volbou lze dosdhnout toho, Ze
tato metoda dava takové priblizné feSeni rovnice [, ve kterém jsou vyrazné potlaceny
oscilace zminéné vyse.

Napfiklad v pracich [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12] a [13] je stabiliza¢ni parametr
volen alespon jednim z néasledujicich zpiisob:

e bud jako funkce definovand na mnoziné vypocetnich uzli, tedy néjaké konstantni
hodnota stabilizacniho parametru je pritazena kazdému vypocetnimu uzlu,

e anebo jako funkce definovana na vsech elementech, ktera je konstantni na kazdém
elementu, tedy néjaka konstantni hodnota stabilizacniho parametru je prirazena
kazdému elementu.

My budeme stabiliza¢ni parametr volit jako funkci definovanou na vSech elementech, a to
obecné afinni na kazdém elementu. Pfi tom se budeme inspirovat praci [13], ve které je
stabiliza¢ni parametr volen ve vytokové hrani¢ni vrstvé elementi odliSnym zptisobem nez
na zbyvajicich elementech.

V préaci jsou predvedeny vysledky né€kolika numerickych experimentid, v nichz jsou
pouzity navrhované metody volby stabilizacniho parametru. Pro ziskani téchto vysledkt
byly v jazyce C vytvofeny pocitacové programy, ty jsou priloZzeny na CD — nutno podot-
knout, ze programy jsou pouze v pracovni verzi. Vysledky byly zobrazeny programem
Lines 3D 1.4.3 a pro tisk byly editovany v programech MWSnap 3.0.0.74 a GIMP 2.8.4.
Vysledky jsou zhodnoceny v Zavéru.



Grafy vsech veli¢in vyobrazené v této praci jsou grafy pouze linedrnich interpolaci
hodnot téchto veli¢in ve vrcholech a stfedech hran, pficemz tyto hodnoty jsou interpolovany
pouze na hranéch triangulace.

Pro ptripominky, dotazy ¢i konzultace je mozné spojit se s autorem této prace prostied-
nictvim e-mailové adresy jirikohutka@seznam.cz.






1. Formulace problému

1.1 Znaceni
Uvazujeme nasledujici pojmy a jejich oznaceni:
Oznaceni: Pojem:
de{l,2} dimenze
QcR? vypocetni oblast = otevienda souvisla mnozina
0N} hranice vypocetni oblasti

C(][i],i S {1, 2, ,d}

d 1/2
ERIO)

i=1
ceR,e>0
b:Q — R
f:Q—R
uP 00 — R
v:0Q — R?
int(Y")
relint(Y)
meas(Y)
card(Y)

HN

YN

FV

VS

PP

GV

DF

Dz
D*u

[ulley ==
|| <k
|ulky = ( Z/
o=k Y
Py(Y)

i-t4 slozka prvku z € R?
euklidovska norma prvku z € R?

difuzivita

vektor konvekce

prava strana

funkce Dirichletovy okrajové podminky
jednotkova vnéjsi normala k 02
vnitfek mnoziny Y C R?

relativni vnitiek mnoziny Y C R?
Lebesgueova mira mnoziny Y C R?
mohutnost mnoziny ¥ C R?
Holderova nerovnost

Youngova nerovnost

Fubiniova véta

véta o substituci

per partes

Greenova véta

Jacobiova matice zobrazeni F : RY —s R¢

a-ta parcialni derivace funkce u,

kde « je multiindex

prostor funkei z L*(Y),Y c R,

jejichz slabé derivace az do radu k véetné

jsou prvky L*(Y), tj. Soboleviiv prostor W*?2(Y')

norma funkce u € H*(Y)

seminorma funkce u € H*(Y)

prostor polynomt stupné &
definovanych na mnoziné Y ¢ R?
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Bude-li z kontextu zfejmé, Ze d = 1, budeme pouzivat znaceni x = xpj a |z| = ||z||.
Dale pro méfitelnou funkci u : Y C R — R budeme pouzivat znadeni

[ u= [ wtoae

Uvazujeme () s lipschitzovskou hranici. Predpokladame, ze €) je interval, je-li d = 1,
a mnohouhelnik, je-li d = 2. Vzhledem k tomu je potfeba dodefinovat jednotkovou vnéjsi
normalu ve vrcholech €2, je-li d = 2.

Bud tedy d = 2 a © € 902 vrchol oblasti Q2 a E;, EFy C 99 dvé hrany takové, Ze
x € By Nx € Ey. Budte déle xp; € relint(F,), zps € relint(Esy) libovolné body. V nich je
jednotkova vnéjsi normala k 02 dobfe definovana, mizeme ji tedy pomoci nich definovat
v bodé x. To provedeme néasledujicim zptisobem.

1

[v(xp1) + v(ze)|

v(x) = (v(zp1) + v(TE2)). (1.1)

Dale predpokladame nestlacitelnost tekutiny, tj.

divb=0v Q. (1.2)

1.2 Klasicka formulace

Klasicka formulace stacionarni tilohy pro rovnici konvekce-difuze s Dirichletovou okrajovou
podminkou na celé 052 je nasledujici:
Uloha 1: Najit u € C%(2) N C(Q) spliujici

—eAu+b-Vu=fvQ, (1.3)

u = u®” na 99.

1.3 Slaba formulace

Nyni odvodime slabou formulaci. Rovnici (1.3) vynésobime libovolnou testovaci funkci
v € C§°(92), zintegrujeme pres € a pouzijeme linearitu integralu. Dostaneme

—5/Q(Au)v+/ﬂ(b-Vu)v :/va Yo € Cg° (). (1.4)
——

Na integral I; pouzijeme Greenovu vétu s uvazenim, ze funkce v mé z definice prostoru
C§°(€2) nulovou hodnotu na df2. Rovnice (1.4) tak pfejde na tvar

5/9Vu-Vv—|—/g(b-Vu)v=/ﬂfv Vo € C(Q). (1.5)
6



Definujeme mnozinu

U:={uec H(Q):u=u"nadQ},

ve které budeme hledat feseni, a prostor
Vi={ve HY(Q):v=0nad},
coz je prostor testovacich funkci. Uvazujeme
be L>(Q), feL*9Q).

Definujeme bilinearni formu
ag : HY(Q) x H'(Q) — R, ag(u,v) = 5/QVU -V + /Q(b -Vu)v (1.6)
a linearni funkcional
Fo:I2(Q) — R,  Falv) = /va. (1.7)

V rovnici (1.5) pfejdeme k funkcim v € U a v € V' a napiSeme ji pomoci definic (1.6) a
(1.7). Dostavame tak slabou formulaci tlohy 1.
Uloha 2: Najit v € U spliiujici

ag(u,v) = Fg(v) Yo e V. (1.8)

1.4 Diskretizace

Uvazujeme parametr triangulace h > 0, mnoZinu vrcholi triangulace Nr a triangulaci Ty,
jejimiz elementy jsou d-simplexy. Pro kazdy element K € T, oznac¢ime hg resp. px prumér
elementu K resp. primér koule vepsané elementu K. Predpokladame, Ze existuje o > 0
takové, ze pro kazdy element K € T, je splnéno

h

PK

Uvazujeme

h:%néa% hi. (1.9)

Vrcholy daného d-simplexu K budeme znacit ar j,j € J,card(J) = d+ 1. Pfifadime-li
vrcholtim daného d-simplexu K indexy 57 = 1,2, ...,d + 1, definujeme tézisté d-simplexu K

d+1
1

C — mjzla[(’] (110)



Budeme se zabyvat lagrangeovskymi kvadratickymi prvky, proto jako Ng ozna¢ime mnoZinu
stredi hran triangulace T,. Nejprve pro definici zvolime indexy vrcholi daného elementu
K € Ty, jako 1,2, ...,d + 1. Pak definujeme

1

NS = U {5(@]{71 -+ aK}j),Z.,j — {1,2, ,d—l— 1},Z 7é j} ,
KeTy,

Dale uvazujeme mnoZinu viypocetnich uzli
NN = NT U Ns.

Vypocetni uzel budeme znacit standardné n;.
Mnozina Ny je konecné, oznacime

N, := card(Ny).
Bodtm z Ny prifadime indexy z mnoziny
J:={0,1,... N}, — 1}.

Je tedy
NN = {nj S U (9K,j S J}
KeTy

Bud Y C Q libovolna. Definujeme mnozinu indexti vipocetnich uzl nalezejicich do Y,
JY)={jeJ:nje NyNnY}

Plati
J(Q)U J(09Q) = J.

Pro vektor w € R?, |Jw|| # 0, a element K € T;, definujeme hY jako primeér elementu
K wve sméru vektoru w, tj.

wo=max{|r —y|:z,y € 0K ANJc € R\{0} : y = = + cw}.
Déle definujeme mnozinu elementi obsahujicich dany vypocetni uzel,
T/ ={K €T, :n; € K}, JjeJ,
Uvazujeme prostor konecnych prvki

X, = {up € L*(Q) : up, € Py(K) VK € T\
AVn; € Ny VE, T € T/ - up|x(ng) = up|r(ng)}.

Jako aproximaci mnoziny U uvazujeme mnozinu

Uh = {Uh c Xh . Vn] S NN maQ : uh(n]) = U’B(n]>}

8



a jako aproximaci prostoru V' uvazujeme kone¢né rozmérny prostor
Vi, :={vp, € X}, : v, = 0 na 00Q}.

Plati inkluze V}, C V, V), C X}, Uy, C X,
Nadale budeme uvazovat, Ze d;;,¢, 7 € N, je Kroneckerovo delta, tedy zZe
1, i=7, .
5@']'_{0’ Z?’é], 2,]€N.
Uvazujeme baze prostortu X a V),
base(Xy) == {p; € Xp, : j(ng) = 0ji, j, k € J}, (1.11)
base(V},) := {¢; € base(X},) :i € J(Q)}. '

Plati inkluze base(V},) C base(X}).
Bud d € N a K libovolny d-simplex s vrcholy agj,j € J,card(J) = d + 1. Pak
barycentrické souradnice na d-simplexu K prislusné jeho vrcholum jsou funkce

Ak K eT, —0,1], jeJd, (1.12)

splnujici
)\K’jEP1<K) \V/jej,
)\KJ'(CLK,J') = 5@‘ VZ,] € j
Bud déan d-simplex K s vrcholy s indexy 1,2, ...,d + 1. Plati

d+1

> Aki=1 (1.13)
=1

Z (1.13) plyne

d+1
> Vaki=(0,0,...,0). (1.14)
Pt ——

d slozek
Pomoci barycentrickych soufadnic vyjadiime prvky base(X}) a jejich gradienty na libo-
volném elementu K € Tj,.

‘ n; S NS N KA
n; € NpN K Adng,ng € Np N K 2 nj = (1/2)(ng +ny)
Oilk =|  2M%, = Aiy Drphx o
Voilk = | (4Ak; — 1)V Ak, P Vars + iV ks

Plati
Z QOJ|K =1 VK c 77“

JEJ(K)



z ¢ehoz plyne
Z V(Pj|[(: (0,0,...,0) VK € T.

JEJ(K) d slozek

Definujeme referencni element dimenze d.

d
KE:={FeR":0<Ty<lie{l,2. . d},> 7y <1} (1.16)
=1
Plati
K :={FeR: 2y €[0,1],7 € [0,1 —mi(@)],i € {2,3,...,d}}, (1.17)
kde
i—1
mi(T) =Y Ty, (1.18)
j=1
a déle pro vrcholy referenéniho elementu, jimz ted pfifadime indexy 1,2, ...,d + 1, plati

j-ta slozka

=
akd = (97 07 -.-707 1 70, ..-7Q)7 j e {1,2, ...,d}’
ds?c;ek (1.19)
0z a1 = (0,0,...,0).
d slozek

Pro dany element K € 7T, uvazujeme afinni requldrni zobrazeni

Fr: K2 K. (1.20)
Protoze F je afinni a regularni, plati
D
det 275 _ 40 VK € Tp, (1.21)
Dz
takze je
VS (1.21)
NG DFk| o~~~ DF. . DF, A
meas(K) = /1dx = det——=1dz < |det——0 /1dx = |det—= | meas(K),
Dz Dz Dz
K FHEK) K
tedy
D K
’det Fic| _ meas(K) (1.22)
Dz meas(K)

Dokazeme nasledujici pomocné lemma.

10



Lemma 3: Pro libovolna p,q € Ny a ¢ > 0 plati

cpra+l
/ &P(c— qd&—( )!p!q!.

Dikaz
e g=0
+17¢ +1 g+l
Is = [gp } e plq!
p+1lley p+1l (p+tqg+1)
°*q#0
PP r ¢pt1 c ¢ ¢ptl
e R e
e=0  Jo
PP +2 c c +2
— v -1 / £ 2
~ + _1 _ q d _
a9t [ Graaa e
LP ptaq a4 ¢ ptaq cptatl
[1(p+i) 5= " Tl +9) praT
i=1 £=0 =1
|
Dale plati nasledujici Lemma.
Lemma 4: Bud déna libovolnd dimenze d € N. Pak plati
~ 1
meas(K) = o (1.23)

11



Dukaz:

lmd3 lmdg lmdlm)lmd

/ / / / 1dx[d]dx[d 14T q—9dZ(g_3)...dTdTp) =

1 1-m2o(Z)
0 0
1-mgq_3(Z) 1-mq_2(Z) 1-mq_1(%) (1.18)
~——
/ / / (1 = my(2))dZ -1 dZ - dZg—g)...dTdZp =

0 0 0

12



1-mq_3(Z) 1-mgq—2(Z) 1-mq_1(T)

/ / / (1 =my1(2)) = Fa—)) dTpg-1)dTpg—2dTjg—3)...dTpy Ty =

lemma 3,
p:=0,q:=1,
c:=1—my1(2),
5.—:”5[(1—1] 1 L 1=ma(®)
3/ /
0 0
l—mg_s(®) 1—mg_a (1.18)
/ / 1—md 1(3)) AT dBag . AT dTy <
1 1—ma(@) 1md3(:r)1 mq_2(Z)
- % / / / / (1= ma2(@) = T-s)” APy dTya—sy.. APy =
0 0 0
lemma 3,
p:=0,q:=2,
c:=1—my_o(7),
o =Ty 1 f 1@ mmass(@)
pa 2_3/ / / (1 = mg-2(7))” dTay...dT ATy =
0 0 0
1 (1.18)
— = iy @y
A1) 5
0
lemma 3,

13



Barycentrické souradnice na referen¢nim elementu K prislusné jeho vrcholtim, tj. bodiim
(1.19), lze vyjadiit vzorci

Mea(@) =7, ie{l,2,..,d},

R N (1.24)
A a1 (T) =1 —man(2).

Dale plati nasledujici véta.
Véta 5: Bud dana libovolna dimenze d € N, bud K, libovolny d-simplex s indexy
svych vrcholt 1,2, ...,d + 1 a budte o, € NU{0},i € {1,2,...,d + 1}. Pak

d+1

dt1 [T (!
/HAC;;N = (;H—>meas(Kd). (1.25)

Yoo +d)!

=1

Dukaz:
Referencni element K z definice (1.16) nyni ozna¢ime K, protoZe budeme postupovat
indukci podle dimenze.

Plati
a1 VS,(1.22),(1.23) a1
leva strana (1.25) /H DV = meas(K,)d! / H)\i‘gd =
Dale budeme postupovat indukeci.
e Bud nejprve d = 1. Pak
(1.
Xd :rneaus(Kl)/)\a1 1)\221 — meas( K1) / [1 1 —x[l dx[l =
K 0
lemma 3,
b= a,q = (g,
c:=1,§ =7 . prava strana
— 4 1.0
= ———— —meas(K;) = 1.25
(o + ap D1 (1:25)

prod=1

14



e Nyni bud d = s € N\{1} a pfedpokladame, Ze véta 5 plati pro d = s — 1. Pak
w1 FV,(1.17),(1.24)

Xa = meas(K. /1_[)\KsZ =
K,

1 1-ma(T
= meas(K s'/ /
1=me—1(2) 1-ms (@) (1.18)
a7 S\ \Xs+1 -~ ~ -~ ~ —
H:E[Z.]’ (1 — m5+1(x)) ot dx[s]dlﬂ[s_l]...dl‘[g]dfl][l] =
i=1
1 l—mz(:/lf\)
meas(Ks)s!/ /
0 0
1—ms_ 1(xs 1-ms ()
/ H%J / T (1= my(@) = Tg) ™" ATy AT dTp Ty =2 X
0 0 y
I

Na integrél /5 pouzijeme Lemma 3 s definicemi p := oy, ¢ := agy1, ¢ := 1=my(Z) a & := Ty.
Pak je

(1 — My (”x\))as+a5+1+l

I- = aglag !,
’ (s + agpr + 1)! -
takze
1 1-ma(7)
B meas(Ks)as!asH!s!/ /
Xs (as + g + 1)
0 0
L-my1 (@), FV,(1.24)
asta =~ e
H zgi ( ) B o A R T T

1ndukcn1 predpoklad

_ meas(K )asla8+1's' HAOM (Xs+as+1+1
(a8+a8+1_|_1 Ks_1,i K.s 1,8

s—1
[T (") (s + aser + 1)(s — 1)! lemma 4 prava strana
K))aglogq!s! 2 ~
- meas(K)oslas1ls =1 meas(K, 1) — (1.25)
(s + g1 + 1)! s+1
Yoo +s ! prod=s
i=1
|
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1.5 Galerkinova formulace

Ptechodem od funkci u € U,v € V' k funkcim u;, € Uy, v, € V}, v rovnici (1.8) dostavame
nasledujici diskrétni formulaci tlohy 1 ziskanou Galerkinovou metodou:
Uloha 6: Najit u;, € U, spliujici

ag(uh,vh) = Fg(Uh) Yoy, € V. (1.26)

1.6 SUPG formulace

Nyni odvodime diskrétni formulaci metodou SUPG.
Stabilizacni parametr budeme chapat jako omezenou méritelnou funkei

T U int(K) — [0, 00).
KeTy

Zacneme podobné jako pii odvozeni slabé formulace. Rovnici (1.3) vynésobime libovol-
nou testovaci funkci, ale tentokrat ve tvaru

v+7b- Vo, v e C5P(Q),

zintegrujeme pres () a pouzijeme linearitu integralu. Dostaneme

Q

—5/(Au)v +/(b -Vu)v + /(—5Au +b-Vu)(rh- Vv) =
Y (1.27)

Iz
:/fy+/f(7b-Vv) Yo € C5°(9).
Q Q

Na integral I, pouzijeme Greenovu vétu s uvazenim, ze funkce v mé z definice prostoru
C§°(€2) nulovou hodnotu na 0. Rovnice (1.27) tak pfejde na tvar

5/QVU~VU—|—/Q(6~Vu)v+\/g(—€Au—|—b-Vu)(Tb'sz:
4 (1.28)
:/va—i—/gf(Tb-Vv) Yo € C5°(R2).

Pro diskrétni formulaci budeme chtit v rovnici (1.28) opét prejit k funkci u, € Uy, ta
viak nelezi v prostoru H?(fQ), ale pouze v prostoru

H*(T) = {uec H (Q) : ulx € H*(K)VK € Ty},
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takze na ni nelze aplikovat operator A v integralu I3 na hranach triangulace. Proto nejprve
v I3 prejdeme k integraci ptes jednotlivé elementy triangulace. Rovnice (1.28) tak ptejde
Z / (—eAu+b-Vu)(tb- Vv) =
int(K)

na tvar
/Vu Vv—i-/(b Vu)v +
KeTy,

/fv—i—/f (tb- Vo) Yo € C5° (). (1.29)

Opét uvazujeme b € L>(Q), f € LQ(Q).
Definujeme bilinearni formu metody SUPG

asupa @ H*(Ty) x H'(Q) — R,

asupa(u,v) = ag(u,v) + Z / (—eAu +b- Vu)(rh- Vv) (1.30)
KeT; int(K)
a linearni funkcional metody SUPG
Fsupa : H'(
(1.31)
Fsupa(v) / f(rb- Vo).

V rovnici (1.29) ptejdeme k funkcim u;, € Uy, a v, € Vj, a napiSeme ji pomoci definic (1.30)
a (1.31). Dostavame tak diskrétni formulaci tlohy 1 ziskanou metodou SUPG:
Uloha 7: Najit u;, € U, spliujici

asupc(Un, vn) = Fsupa(vp) Yoy, € V. (1.32)

Poznamka: Pfevedeme-li v rovnici (1.29) integral I, na levou stranu, pfidame-li ho
pouzitim linearity sumace a integralu do sumy na levé strané a pouzijeme-li definic (1.6) a
(1.7), mtzeme diskrétni tlohu s rovnici (1.32) zformulovat néasledujicim zpisobem:

Najit uy, € Uj, spliujici

ag(uh, Uh) + Z / (—&?Auh +b-Vuy, — f)(Tb . Vvh) = Fg<Uh) Yo, € Vj. (133)
Ker]-h mt(K)

Z toho je vidét, ze diskrétni formulace metodou SUPG je vlastné diskrétni formulace
Galerkinovou metodou obohacend o reziduum rovnice (1.3) vazené funkci 7b - Vuy, inte-
gralné na kazdém elementu K € 7.
Takze na metodu SUPG se lze divat jako na Petrovovu-Galerkinovu metodu s testo-
vacimi funkcemi tvaru
vy, + 7b - Vuy, v, € Vi (134)
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1.7 Galerkinova a SUPG formulace v maticovém tvaru

Uvazujeme feSeni tlohy 6 respektive 7 ve tvaru linedrni kombinace bazovych funkci z
mnoziny base(X},), viz (1.11), tedy

up = Zujgoj, u; € R, (1.35)
jeJ

Na pravé strané rovnice (1.35) od sebe s vyuzitim (1.11) oddélime funkce nulové na 02
a funkce nenulové na 0€2. Dostaneme

up = Z u;jp; + Z u;jp;. (1.36)

JjEJ(Q JjEJ(09)

V druhé sumé na pravé strané (1.36) se scita pres j € J(052), takze z definice prostoru Uy,
pro jeji s¢itanec plati

ujpi(ni) = u”(nj), j € J(09). (1.37)
Z definice mnoziny base(X}) plyne, ze ¢;(n;) = 1, takze kdyz toto pouzijeme v (1.37),
dostaneme

B(ny), j € Jo9). (1.38)

Dosazeni z rovnice (1.38) do (1.36) dava, Ze FeSeni tlohy s rovnici 1.26 respektive 1.32 ma

tvar
up = Z u;p; + Z u®(nj)e (1.39)

JjEJ(Q) JjEJ(09)

Uj:U

Dosadime wuy, ve tvaru (1.39) do rovnice (1.26) respektive (1.32), pouZijeme bilinearitu formy
aq respektive agsypa a linearitu sumace a misto vSech testovacich funkei z Vj, uvazujeme
jen funkce z mnoziny base(V}). Rovnice (1.26) respektive (1.32) tak pfejde na tvar

S aslonegn + Y wPmaclerne) = Fale), i€ Q) (140)
JET(Q) JEJ(69)
respektive
Z asupa(j, e+ Y uP(ny)asupcles, i) = Fsura(ei), i€ J(). (1.41)
jer(© jeJ(00)

Druhy ¢len levé strany rovnice (1.40) respektive (1.41) neobsahuje Zadny neznamy koefi-
cient u;, takZe tento clen pfevedeme na pravou stranu, a tak konecné dostavame diskrétni
formulaci ulohy 1 ziskanou Galerkinovou metodou respektive metodou SUPG v maticovém

tvaru:
Uloha 8: Najit u; € R,j € J(Q), splitujic
> acleeu = Fole) — > uP(n))ac(e;, @), i€ J(Q), (1.42)
JET(Q) JEJ(09)
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a pak zkonstruovat funkci u; podle (1.35),

respektive

Uloha 9: Najit u; € R, j € J(Q), spliujici

Z asupc (@, pi)u; = Fsupa(pi) — Z UB(TLJ')GSUPG(SOJ, ©i), i€ J(Q), (1.43)
JEJ(Q) JET(09)

a pak zkonstruovat funkei uj, podle (1.35).

1.8 Existence a jednoznac¢nost reseni SUPG formu-
lace

Lemma 10: Existuje takové y > 0 nezavislé na hx a na K € Ty, ze plati nasledujici tzv.
inverzni nerovnost

||A’Uh||07K < Hh]_(1|'Uh|1,K Yo, € V), VK € 72 (1.44)
Dukaz: Viz napt. [3].
|
Nadale budeme predpokladat, ze stabiliza¢ni parametr spliiuje nerovnost
h2
T< £ VK € Th, (1.45)
e
kde 4 je konstanta z inverzni nerovnosti (1.44) z lemmatu 10.
Na prostoru V' definujeme tzv. SD-normu ||| - ||| (SD jako Streamline Diffusion) pred-
pisem
1/2
o]l := (eloliq + 7126 Voll§a) (1.46)

coz je norma na prostoru V.

Lemma 11: Bud p konstanta z lemmatu 10 o inverzni nerovnosti a predpokladejme
platnost odhadu (1.45). Pak bilinearni forma asypg je Vj-eliptickd vzhledem k SD-normé
s konstantou 1/2, tj.

1
asupG(Vn, Un) > 5”’%”\2 Yoy, € V. (1.47)
Dukaz: Plati
d 9 GV,(1.2) 4 o

— h, " 2 b=
/ (b'wh)vh_Z/ LR < / i _/ bmvhafﬂm> N
3 i=1§ i=1 90 Q

N~—

=0, nebot vy, € V},.

d
= — Z/b[i]a;i.vhvh = — /(b - Vup)vp, = /(b - Vup)vp, =0,
=150 g Q Q
(1.48)
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takze je

(1.30), (1.48) (1.46)
— N’
asUPG(Vh, Uh) = elonlf o + 172 Vorllga = D g/Athb'Vvh pe
KTy i
—llell? = 3 & [ Aunrb- o
KeTi
Is
Dale plati
dN (1.44) (1.45)
-1 SN~
I <Y elAulloxlmo-Volox < Y en hitlonluxlth- Voullox <
KeTn KeTy,
~——
< D PlonluillTh- Vorllox Y < §<5|”h|i1<+||71/25'Vvh||3,f<) = §|||Uh|||2>
KeTy, KeTy,

z ¢ehoz uz plyne dokazované tvrzeni.

|
Véta 12: Existuje pravé jedno feseni ulohy 9.
Dukaz: Oznacime
A = {asupc(¥j, vi) bijes@), u = {Uj}JTEJ(Q)a 0:={0,0,...,0}"". (1.49)

d slozek

Zdtraznujeme, ze vektory w a 0 jsou chapany jako sloupcové. Pak levou stranu rovnice
(1.43) v tloze 9 lze s vyuzitim znaceni (1.49) zapsat jako Au. Matice A je ¢tvercova, takze
uloha 9 je jednoznacné€ tesitelna, pravé kdyz pouze nulovy vektor w vyhovuje rovnici

Au =0. (1.50)

To vySetfime v nésledujicim. Rovnici (1.50) vynasobime zleva transpozici vektoru u a
provedeme jisté pravy.

0=ulAu = Z Z UinGSUPG(SOja Pi) =

i€J(Q) jEI(Q)

lemma 11 ]
asvpra( Z Ujpj, Z uipi) 2 §H| Z urerll]* =
JEI(Q) i€J(Q) keJ(Q)
|- ]| je norma na V/ r linedrné nezavislé
= | Z uprl|| =0 = Z uppr =0 e u=0
keJ(2) keJ(Q)
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Lemma 11 lze pouzit proto, ze funkce ), J() Uk¥k Je z prostoru Vi, vzhledem k definici
(1.11) a vzhledem k tomu, Ze v suméch v (1.51) se vzdy s¢ita pfes index nélezejici pouze
do mnoziny J(2). Tyto skute¢nosti jsou odtivodnénim také pro pfedposledni implikaci v
(1.51).

V (1.51) jsme tedy zjistili, Ze pouze nulovy vektor uw vyhovuje rovnici (1.50), takze
matice A je regularni, a tedy existuje pravé jedno feseni tlohy 9.

m
1.9 Odhad chyby reseni SUPG formulace
Lemma 13: Bud

a) u FeSeni tlohy 2,

b) uwe H*(Ty),

¢) uy, Feseni tlohy 7.

Pak plati

= wll[ < inf 4 f[ju— 2] + 2 sup 28urEUL 20 V) (1.52)
zn €U . v €V H|vh|||
<

Duikaz: Z predpokladii a) a b) a z linearity integralu a jeho aditivity vzhledem k
integracnimu oboru plyne

O\CL:LaG(u,v)—FG(v)@s/QVU-VU—I—/Q(b-Vu)U—/va:

b), GV
= Z 5/ Vu~Vv+/(b-Vu)v—/ fv =
rer, JK K K
= Z —5/(Au)v+/(b-Vu)v—/ fvz/ (—eAu+b-Vu-— f)v Yo eV.
Ket K K K Q
Z toho s vyuzitim pfedpokladu c¢) plyne
—cAu+b-Vu=f skoro vSude v €. (1.53)
Potom plati
(1.30) a), (1.53)
aSUpg<u, Uh) = ag(u, ’Uh) + Z / (—ﬁAU +b- Vu) (Tb . VU}L) =
KeT;, int(K)
(1.31) c)
Fa(vn) + Z / f(rb-Vu,) = Fsypg(vh) = asupc(un,vn) Vo € V.
int(K)

KeTy
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Tedy forma asypa je tzv. konzistentni, tj.

asupc(u,vp) = asupa(un, vp) Yoy, € V. (1.54)

Dale ozna¢me z, libovolnou funkci z Uj,. Pak u, — 2z, € V,, Vz, € Uy, a tedy pro z,
riznou od uy, je

(1.47)
1 2
§H|Uh - Zh||| < aSUPG(Uh — Zh, Up — Zh) = CLSUPG(Uh,Uh - Zh) - CLSUPG(ZmUh - Zh) =

(1.54)

~ oy o B Nl
= aSUPG(Ua Up, Zh) CLSUPG(Zha Up, Zh) = GSUPG(U Zh, Up, Zh)m =
< sup Gswpel =AUy e T
eV [[|vnll| (1.55)
1.55
Po zkraceni |||up, — zp||| v (1.55) dostavame
[[un — 2| <2 sup asupa(t = 2, vn) Yz € Up. (1.56)
UEVR [[|vn] |
Nakonec mame
(1.56)
~——
w —unll] < [[lu—2alll + [I]zn —unll] < (1.57)

oneVi [Hvalll

Vz, € Uy.

Protoze nerovnost (1.57) plati pro vSechna zj, € Uy, 1ze na jeji pravé strané prejit k infimu
pres vsechna z;, € Up, z ¢ehoz plyne dokazované tvrzeni.

|
Bud K libovolny d-simplex a budte j = 1,2, ...,d + 1 indexy jeho vrcholt.
Pak definujeme body
1 1 .
Yk,j = §CLK7J‘—|— ECK’ J € {1,2,,d—|—1}, (158)

YV

d+1 d+1
I(K) = {Zaij,j,Zaj = 1,0éj Z OV] -~ {1,2,,d—|— 1}} .
j=1 j=1

Je I(K) C int(K).
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Uvazujeme referenc¢ni element K deﬁnovany predpisem (1.16), libovolny element K €
Ty, afinni regularni zobrazeni Fp : LK K, libovolnou funkci v € Py o(K

) a definujeme
funkci v:=vo Fk. Je v € P2k+2(K ). ProtoZe Pory2(RY) je koneéné dimenzionalni prostor
jsou na ném vsechny normy ekvivalentni, a tedy existuje konstanta C'z > 0 takova, ze

/|v| meaSEK) /Iﬁl ~ meas(I(K))

- menslllE)) fo) <
meas(K) meas(/(K)) ./
K
< oy measU(K)) meas(/(K))

1.59

VS (1.59)
=~ 0, / o],

meas I K

I(K)

=)

Protoze jsme pfesli k referenénimu elementu K , konstanta C'g nezévisi na volbé ele-
mentu K.

Pro odhad ¢lenu ¢ z nerovnosti (1.52) dokazeme néasledujici lemma

Lemma 14: Bud w € H?(7T) libovolna funkce, ;1 konstanta z lemmatu 10 o inverzni
nerovnosti a predpokladejme platnost nerovnosti (1.45). Déale predpokladejme, Ze

Tk € Pi(K) VK € T,

Jk e NU{0} : b € (Py(K))* VK € Th.

(1.60)
(1.61)
Uvazujeme t¢zisté elementu K podle definice (1.10). Dale definujeme konstantu

Vv

~1
T(C
e = (d o V() b2+ 02 (max{e,nbn%w (K)}) W (162)

2CE
kde CF je konstanta z nerovnosti (1.59). Pak plati

asupc(w, vy)
lwlll+2 sup dsuretw.tn) ( ) e
b A TN T 2

1/2
2||w||OK+|w|1K+h ||Aw||OK)> .
KE’/},

Dukaz:
vrcholi 1,2

o

J/

(1.63)
V celém dikazu budeme uvazovat, ze dany element K € 7, ma indexy svych
sy d+ 1.

Z predpokladu (1.60) vyplyva, ze pro kazdy element K € T, existuji pt € R,i €
{1,2,...,d + 1}, a gk € R takova, 7e

7lie (@ Zpr[z ‘o, KeT, zekK. (1.64)
=1
1 je pouze horni index, nikoliv exponent
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Bud K € 7}, libovolny element. Odhadneme stabiliza¢ni parametr 7|x. Na jednu stranu
plati

(1.10) dt1 (1.64)
Tlxlak;) = 7lk ((d+1)cK— Z aK’k)‘“_’"

k=1,k#j

d+1
S (<d+1>cm— S aK,km>+qK:

k=1,k#j

d d+1 d
= (d+1) <ZP§<CKM + QK> - Y (ZPZK@K,kM + qK) =

i=1 k=1,k#j \i=1

d+1 720 »

=(d+Drlclex) = > 7lrlaxs) < (d+1)7(ck) Vje{1,2,..,d+1},
k=1,k#j
(1.65)

takze je

(1.60) (1.65)

Tlk(ak;) < (d+1)7(ck). (1.66)

Tk <maxT7|g(z) = max
zeK je{1,2,....d+1}
Na druhou stranu plati
(1.58) (1.64)

S—— 1 1 S—~—
Tle(yrg) = 7l | gars +50x | =

/1 1
= ZPK (ECLKJM + §CK[¢]> +ax =
=1
"y "y (1.67)
3 (S o) + 3 (S o) -
=1 i=1

T>0
1 1 ~—1
= §T(yK,j) + 57(01{) > 57'(01(),

takze je
1.64 (1.67)
min T(x)( = ) min  7(yx,;) > 17'(CK). (1.68)
zel(K) je{1,2,...,d+1} J - 2
Dale je

(1.46) HN, (1.66)

N—— 1/2

lwll] 7= (lwliq + 720 V3 q) <

1/2 1/2
< (Z (e+<d+1>T<cK>r|b||aoo,K)|w|%,K) < (Z mwm) <

KeTy KeTy,

(1.69)

[1]
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Z definice formy agype (1.30) je

CLSUPG<w7 Uh) -

:5/ Vw-Vvh+/b-Vwa-Vvh+ Z / —5Awrb-Vvh—|—/(b-Vw)vh.
_Ja Q int(K) Q

v \I(Eﬂl v

S} ~ S}
1 6, 3

Odhadneme postupné vyrazy ©;, Oy a Os.
Odhad vyrazu Oq:

uy 2
©, :/81/2Vw-51/2VUh+/Tl/2b~Vle/2b-Vvh < Nwlll el < Zxll]osl]l-
Q Q
(1.70)
Odhad vyrazu O,:
N (1.45) o (1.46)
~ ~—— £ ~——
€ < > elAwlokllth- Vonlox < Y = Awllox[T2b - Voullose <
KeTy KeT
. 1/2 . 1/2 .
< - (Z 5h%(HAwH(2),K> [Honll| < = <Z VthxHAwH%,K> Honlll < =Exll|vnll]-
H KeTy K KeTy, H

(1.71)
Odhad vyrazu O3:

Nyni bud K € 7T}, libovolny element. Je v,|x € Py(K), takZe s uvdzenim predpokladu
(1.61) je (b- Vup)? € Pyry2(K), a tedy je

(1.59)
2 ¥ 2
7(cx)||b - VUhH(LK < Cpr(ck)|b- vUh”o,I(K) <

(1.68)

IN

2CE mi b- V|2 =
Exg}}r;()f(x)!\ Unllo,r(x) .
= 2Cg||( min T(a:))l/2b-Vvh||gI o < (1.72)
z€l(K) A(K) =
S 20E|’7'1/2b . VUhH%,K S
(1.46)
< 20E<6|vh|iK+ ||71/Qb-Vvh||(2)7K).

Odhad (1.72) vydélime vyrazem 2Cg, odmocnime a vynasobime vyrazem ||bl/p o i, @
dostavame tak odhad

1/2
T\C
oo (et ) 16 Fonllose < Wlceelonfa + 1772 el (173)
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Dale je ale také

HN
<~
16 Vopllox <

HbHo,oo,K|Uh|1,K =
= 2|blo,ss, e |Vnl1i < (1.74)
(1.46)

< e blloco i (elonlf i + 117120 - Voul§ )12
Odhad (1.74) vynasobime vyrazem £'/2) a dostavame tak odhad
2(1b - Vopllox < 11Bllo,co i (Elvnlf s + 17120 - Voullg ) /2. (1.75)

Odhady (1.73) a (1.75) maji stejnou pravou stranu, takze z nich vyplyva odhad

1/2
T\C
o {/ o (i) } I+ Tl < oo (clonl s + 172 Fenl )2

(1.76)
Maximum na levé strané odhadu (1.76) je vzdy kladné, takZze jim mtizeme tento odhad
vydélit, a dostavame tak odhad

16 - Vupllox <

2\ 1.77
T(cK) (1.77)
(maX{gl/{"b"fJ’m’K(ch) }) [0llce s elon e+ 17778 - o f.0) 7>
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Element K byl volen libovolné, takze konecné je

d GV, (1.2) d HN
oW —— ovy, ~
@32/ b[i}_vh = —/ b[i]w = — /(b-VUh)w <
9121 Oy QZZI Oy I;Th K
(1.77)
~——
<Y b Vollogllwlox <
KeTy
12Y\ ~
S EN)
KeT;, B
HN
(Bllo.0o, i (elvnl? s + 720 - Vunll§ )2 llwllore <

0,K

() . 1/2 (1.78)
T(C
< (Z 10 e (e {2 101 e ) ol ) -

KeTy
1/2 (1.46)
)

| (Z (elonl? i+ 725 - Fun2 1)

KeTy
o1y 12 (1.62)
T\CK _
=<Zub||3,oo,K(max{e,ub s ) hihK2||w|rz,K> lenll] ™%
KeT;, E
1/2
< (Z wh;nwuaK) llenll < Exllonll
KeTy,

Dokazovanou nerovnost (1.63) pak dostaneme seCtenim nerovnosti (1.70), (1.71) a
(1.78), vynasobenim vysledné nerovnosti ¢lenem 2/|||vy||| s predpokladem |||vy]|| > 0,
prechodem k supremu pres v, € Vj na levé strané vysledné nerovnosti, coz lze, protoze
v, € V}, bylo libovolné, a nakonec pfi¢tenim nerovnosti (1.69) k vysledné nerovnosti.

[ |
Definujeme vyznam operace ~.
T~y dfinie 3C4, Cy > 0 nezavisld na h : Ciy < z < Cyy, x,y € R. (1.79)

Vyrok x ~ y ¢teme ,x se chova jako y“. Déle definujeme vyznam operace <.

defini I
r <y “ES° 30 > 0 nezévisla na b : x < Oy, x,y € R.
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Lemma 15: Existuji [ € N, Cp > 0 nezavislé na h takova, ze interpolacni operator

Iy € L(H?(Q),Up) N LIH*(Q) N Hy (), Vi)

spliiuje
VK €T, Vm e {1,2,...,1} Yo € H"H(K)
v — yollox + [v — ywlik + hglv — Havlax < Cphio|mi k. (1.80)
Dukaz: Viz [2].
|

Véta 16: Bud k € {1,2,...,1} takové, Ze feSeni u tlohy 2 splituje u € H*1(Q), bud
aP € H*(Q) rozsifeni u® a bud a2 = 11,a?, tj. a? je funkce, jejiz stopa aproximuje funkei
uB. Pak existuje konstanta C' > 0 nezavisla na h takova, ze feSeni uy, tlohy 7 splituje odhad
chyby

1/2

llu = unlll < CR* (Z VKIU\iH,K) : (1.81)
KeTy

Jestlize navic stabiliza¢ni parametr spliiuje relaci

: hi i
T(ck) @ min{ —— —= VK € T, (1.82)
[6lo,005 " &

pak existuje konstanta C, > 0 nezavisla na h takova, ze feSeni u;, tlohy 7 spliuje odhad
chyby

[lu = upl|| < Ce(e + Albllo,co,0) > hF 1t s1.0- (1.83)
Dukaz: Plati
d 2 d 2 HN d 2
0% 0% ~ 0%v
ol = [ 1S5 </ (Z 18—> S a3 || —deBe (89
v li=1 [d] % i=1 [4] booi=1 [d]

28



Je

lemma 13 lemma 14

zp, = I u w:=u— Iyu

— asupc(u — Iyu, vy) ~- g

Uh h
1/2 (1.84)
-2 )

Z ’YK HU_HhU”0K+ |U_Hhu|1K+h HA(U_Hhu)HOK) <
KeTy,

1/2
< Vi (5+ )(Zw« 2l — Tl + = Tyl + Akl — Hhu@,K)) <

KeTy,
) 1/2 (1.80)
S \/g (5 + —) ( Z YK (h;(1||u — HhUHO,K + |U — Hhu|17K + hK|u — Hhu|27K)2> S
KeTy,
1/2 (1.9) 1/2
~—~—
< OpVd <5 + ) (Z Vil K> =~ Ch* (Z 7K|U|z+1,K> :
KeTy KeTh
Déle, je-li nejprve
hk h?
2 < K 1.85
Blor = < 15
pak z (1.82) plyne
hi
T(cK) =~ W (1.86)
0,00,K
(1.85) je ekvivalentni také s
g S HbHO,oo,KhK~ (187)
Odhadneme nejdiiv maximum v konstanté vy .
(1.86), (1.79)
7(ck) C11b]]o,00,x P
max § 2, [B12 o st X max e, Peonlic L
2Ce 20 (1.88)

o (1.87) .
> i {1, 20 bl bl actact = min {1, o

Pak je

(1.86), (1.88), (1.79)
<

. O\
Vi + (d+ 1)Cs||bllo,00, i + (mm {1, —1}) 16]l0,00,xhE <

2CE

-1
<max? 1, (d+1)Ch+ (mind1, CL (e + [Blosorchr)
2Cg o
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Je-1li nyni naopak

hi h3,
> K 1.90
[ )
pak z (1.82) plyne
h2
7(ex) >~ . (1.91)
€
(1.90) je také ekvivalentni nyni s
e > ||bl|o.co. K- (1.92)

Odhadneme opét nejdfiv maximum v konstanté .

(1.91), (1.79)

—_— Cylb||? h?
max €’||b||3ooKT<CK) pe ma 7 1” Ho,oo,K K >
R QCE QCES
(1.93)
: (1.92) :
1 . —~—1 .
> Sin {1, 00 b [0l S Smin {1,504
Pak je
(1.79), (1.91), (1.93) o (1.92)
~ ”bH(%,oo,Kh%( ) 4 Rt
VK < e+ (d+1)0o——————+ (ming 1, — e <
g QCE
: SR 1.94
<e+4(d+1)Coe+ (minq 1, — e < (1.94)
2CE

< (1 +(d+1)Cy + (min {1, Z%E}>_l> €.

Z (1.9) a odhadt (1.89) a (1.94) plyne vk < e+]6]|0,00,x hic, cOZ po dosazeni do jiz dokazané
nerovnosti (1.81), po uvazeni vztahu L*-normy a integra¢niho oboru a po tpravach dava
dokazovanou nerovnost (1.83).

Poznamka: Motivace pro to, aby stabiliza¢ni parametr spliioval pravé relaci (1.82), je
nasledujici. Je

b||2 h?
i 2 e+ e (195
Je-li nejprve € < 7(ck)||b]1§ o1 Plyne z (1.95)
2 hic
i 2 () bl (196
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V rovnici (1.96) pozadujeme stejné chovani ¢lenti obsahujicich 7(ck), tj. pozadujeme

h? hk
()bl o o = —2 = T(cK) &~ —. 1.97
( K)H HO, K T(CK) ( K) HbHO,oo,K ( )
Je-li nyni & > 7(cx)||bl[§ o 1> Plyne z (1.95)
19113, 00,5 1

i 2 & 4 7(e) B e + o (1.98)

V rovnici (1.98) pozadujeme stejné chovani druhych dvou ¢lent, tj. pozadujeme

19113 00,51 hi

T(ex)|[Bl|2 o i = 07” = 7lex) = K. (1.99)

Pozadavky (1.97) a (1.99) pak sjednotime do jediného pozadavku (1.82).
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2. Situace pro d =1

V celé této kapitole budeme uvazovat d = 1. S ohledem na ptredpoklad (1.2) budeme dale

v celé této kapitole uvazovat

b(z) =be R\{0},  ael.

(2.1)

2.1 Modelovy problém — klasicka a Galerkinova for-

mulace
Uvazujeme data
Q=1(0,1), b jako v (2.1),
f(x) =0, r€Q,
uP(0) = u’ € R, uP(1) =u' € R,
a definujeme
b
Q=-.
€

Reseni tlohy 1 s daty (2.2) s vyuzitim definice (2.3) je

(1= (@ - 1)) -t (epl-Q) — expllz — 1)

u(z) =

1 —exp(—Q)
x € .
Uvazujeme data
Q=(0,1), b=1,
f(z) =0, x € Q,
uP(0) = 1, uP (1) =1/2,

a jako triangulaci uvazujeme rovnomeérné déleni

card(7,) = M € N,
h:=1/card(T,) = 1/M,
NT = {nj S [O, ].] Ny :]h/Q,j S {0,2,4,

Ng={n; €0,1] : n; = jh/2,5 € {1,3,5, ...
—
Ny ={n; € [0,1] : n; = jh/2,j € {0,1,2,
Ny =2M + 1,

J=1{0,1,2,..,2M},
J(Q) ={1,2,3,...,2M — 1},
J(02) = {0,2M},

o 2MYY,

oM — 1)}

. 2M} ),

77L = {[njanj+2]7j € {072747 72M - 2}7

hx =hVK €Ty,
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Reseni tlohy 1 a 8 s daty (2.4), riiznymi € a délenim (2.5) s M = 10 jsou vyobrazena
na nasledujicich obrazcich.

u(z) un ()
1+ 1
0 i 0 I
0 l & 0 1 =
Obrazek 1: feSeni tlohy 1 Obrazek 2: feseni Glohy 8 s daty (2.4),
s daty (2.4) ae=0,1 e =0,1 a délenim (2.5) s M =10
u(x) up(z)
1 1
0 I 0 i
0 1 & 0 1 =
Obrazek 3: feeni tlohy 1 Obrazek 4: feseni tlohy 8 s daty (2.4),
s daty (2.4) a ¢ = 0,02 € = 0,02 a délenim (2.5) s M =10
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u(x) up()
1 o
0 | 0 |
0 1 » 0 1 =
Obrazek 5: feSeni ulohy 1 Obrazek 6: feSeni ulohy 8 s daty (2.4),
s daty (2.4) a € = 0,005 e = 0,005 a délenim (2.5) s M =10

Pro dané ¢ mé byt feSeni tlohy 8 pribliZznym feSenim tulohy 1, z obrazkt 1 az 6 je
ale zfejmé, ze v TeSenich tlohy 8 se vyskytuji nefyzikalni oscilace, coz je nezadouci jev.
Prozkoumame dalsi souvislosti tykajici se téchto oscilaci. Porovname obrazkek 1 resp. 3
resp. 5 s obrazkem 2 resp. 4 resp. 6 a vidime, ze velikost absolutni hodnoty derivace reseni
ulohy 1 odpovida velikosti oscilaci feseni tlohy 8 v tom smyslu, ze ¢im vétsi absolutni
hodnota derivace se v Teseni tulohy 1 vyskytuje, tim vétsi jsou oscilace v feseni tulohy 8.
Pritom oscilace v TeSeni tlohy 8 se nachézeji v okoli bodu x = 1, coz je bod, ve kterém
vektor b ,sméfuje ven z vypocetni oblasti“. Toto okoli je tim vétsi, ¢im mensi je €, a tedy
¢im vice prevlada konvekce nad difuzi.

Dale, kdyby bylo u® = u!, bylo by feseni trivialné rovné u® v celém intervalu [0, 1].
ProtoZe je ale u® # u' a konvekce je prevladajici jev, je feseni skoro v celém intervalu [0, 1]
priblizné rovno u° a jeho hodnota se méni na hodnotu u! az pobliz bodu x = 1. Hodnota
u! svou odlisnosti od hodnoty u° ve spojeni s pfevlddajici konvekei tedy blizce souvisi s
prudkymi risty ¢i poklesy feseni, s ¢imz je, jak je uvedeno vyse, spojen vyskyt oscilaci. Na
tom je postavena myslenka potlaceni oscilaci, kterd je uvedena nize.

Pojem ,bod, ve kterém vektor b sméfuje ven z vypocetni oblasti a ve kterém okrajova
podminka pfedepisuje hodnotu feseni odlisnou od hodnoty feSeni vyskytujici se ve vétsiné
bodt z intervalu [0, 1],“ se jevi byt dulezity, budeme tedy tento pojem precizovat obecnéjsi
definici.

Vytokovd hranice oblasti £ je mnozina

0

0 :={x €00 :b(x)-v(z)>0}. (2.6)
V ptipadé tlohy 8 s daty (2.4) a délenim (2.5) je podle definice (2.6)
o, = {1}, J(0Q) = {2M}. (2.7)

Uvazujeme nasledujici myslenku z prace [10].
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Myslenka ¥: Potlaceni oscilaci mize byt dosazeno co nejvétsim zmensSenim vlivu
okrajové podminky ve vypocetnich uzlech z vytokové hranice oblasti €2 na hodnoty feseni
ve vypocetnich uzlech z vnitiku oblasti.

Soustava rovnic (1.42) v tloze 8 po pouziti dat (2.2) a déleni (2.5) prejde na tvar

2M—1
E ac(pj, pi)u; = —uoag(cpo,gpi) — ulag(QOQM, ©i), ie{l,2,....2M —1}. (2.8)
- ———

i=1 al

Zminény vliv z myslenky ¥ je v pfipadé tlohy 8 v soustaveé rovnic (2.8) realizovan vyrazem
oznacenym G'1 protoze ten jako jediny v této soustavé obsahuje hodnotu u!, coZ je hodnota
okrajové podminky na vytokové hranici oblasti €). Vyraz G1 je pfitom nenulovy jen pro
ta ¢, pro kterd maji nosice funkci ¢9p; a ¢; potazmo jejich gradient neprazdny prinik.
V takovém vyrazu je pak totiz podle definice (1.6) obecné nenulova hodnota ag(@2nr, ¢i)-
Zavedeme tedy obecnéjsi definici. Definujeme vytokovou hranicni vrstru,

L:={KeT,:3ieJ),jec J(0): K =supp(e;) Nsupp(y;)} (2.9)
V ptipadé tlohy 8 s daty (2.4) a délenim (2.5) je podle definice (2.9)
L=A{[1-h1]}, JLNQ)={2M —2,2M — 1}. (2.10)

Realizace myslenky s se budeme snazit dosdhnout pouzitim metody SUPG s vhodnou
volbou stabiliza¢niho parametru.

2.2 Modelovy problém — SUPG formulace, volba sta-
biliza¢niho parametru
Ukazeme, ze metoda SUPG dava narozdil od metody Galerkinovy piiblizné feSeni s vyrazné

potlac¢enymi nezadoucimi oscilacemi.
Uvazujeme data

Q=(0,1), b >0,
feC((0,1)), (2.11)
uP(0) = u’ € R, uP(1) =u' € R,

Po pouziti dat (2.11) a déleni (2.5) pfejde rovnice (1.43) v tloze 9 na tvar

2M—1
Z CLSUPG(%‘7 %)Uj = FSUPG(%) - UOGSUPG(SDO, Sﬁz‘) - }LIGSUPG(QDQM, 901‘)17 (2 12)
j=1 R :

ie{1,2,..,2M — 1},
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V piipadé tlohy 9 s daty (2.11) a délenim (2.5) podle definic (2.6) a (2.9) opét plati
(2.7) a (2.10). Ozna¢me jediny element v L jako T,

T:=[1-h,1].

Vypocetnim uzlim, které obsahuje, ponechdme ty indexy, které jsou jim pfirazeny v definici
déleni (2.5), tj. levy krajni resp. stfedni resp. pravy krajni vypocetni uzel mé index 2M — 2
resp. 2M — 1 resp. 2M.

Myslenka % nyni znamena praveé to, ze chceme, aby soustava (2.12) co nejméné zavisela
na hodnoté u!. Ta se objevuje na jeji pravé strané ve vyrazu oznacdeném G2. TakZe pozadu-
jeme

a/SUPG(SOQM,QOi) ~ 0, 1€ J(LQQ) (213)

Pfipomenme, Ze asypa (o, i) = 0Vi € J(Q\L).
Uvazujeme ptevladajici konvekei, tedy € < |b|h, takze v definicich (1.6) a (1.30) lze zaned-
bat ¢leny obsahujici €, a je pak

osvpclu,0) & [ () + V),

Q

takze pozadavek (2.13) lze preformulovat na pozadavek
/ (bh) (s +70) =0, i€ J(LNQ). (2.14)
T

2.2.1 Volba stabiliza¢niho parametru metodou C

Jde o volbu po elementech konstantniho stabilizacniho parametru, kterda vychazi z prace
[6]. Nejprve definujeme

h 1 b
= " ( coth(Pe) — — pe =122 2.15
[Ty (CO (Pe) Pe)’ “7 % (2.15)

Velicina Pe je tzv. Pécletovo cislo. Pak polozime
T|K = Tc, K e 77L

kde 7¢ je definovéno v (2.15).

2.2.2 Volba stabilizacniho parametru metodou 1

V prvni metodé prosté vyfesime soustavu rovnic (2.14),

/ by (ani—2 + TOPy o) = 0,
r (2.16)

/ bSDI2M(<P2M—1 + 7'590/2]\4—1) =0.
T
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V soustavé (2.16) jsou celkem dvé rovnice linedrni v parametru 7. Nabizi se tedy
volit 7|7 jako afinni funkci, protoZze takova funkce ma pravé dva parametry. To je novy
pristup oproti pracim [6] a [10], ve kterych se parametr 7 voli vZdy konstantni na kazdém
elementu K € 7j,.

Uvazujeme tedy 7|7 v nasledujicim tvaru vyjadfeném pomoci barycentrickych soufadnic
na elementu 7"

7'|T = Trom—2AT2Mm—2 + TramAranm, Tram-2, Tram € R. (2'17)

Do soustavy rovnic (2.16) dosadime za bazové funkce z vyjadreni (1.15) a za 7 z vyjadieni
(2.17), roznasobime integrandy, pouzijeme vétu 5, zkratime, a dostaneme tak soustavu

rovnic
b, b _ h
’ [ . (2.18)
b s 3b TT,QM h
——

M

Pro determinant matice M plati
detM, = 2b* # 0.

To, Ze je determinant matice M nenulovy, plyne z predpokladu kladeného na b v (2.4).
Soustava (2.18) tedy mé jediné feSeni. Tim je

h
TraM-2 = 7 1120 = 0. (2.19)

Z rovnic (2.17) a (2.19) vzhledem k pfedpokladim h > 0 a (2.4) a vzhledem k definici
barycentrickych soutadnic (1.12) plyne, Ze 7 je nezédporné na celém elementu 7.
Na kazdém elementu K € T,\L zvolime 7|x = 7¢, viz (2.15).

2.2.3 Volba stabiliza¢niho parametru metodou 2

Ted pouze za Gc¢elem volby T uvazujeme jinou bazi prostoru X, nez je base(X}), a totiz

) o Aram, §J=2M
basea(Xa) := {w” € Xni vy = { o j=01,.om—1 (- (220

Plati supp(yp;) = supp(v;) V5 € {0,1,...,2M}, takze vytokova hrani¢ni vrstva je stejnd
jako ve vypoctech pro pfedchozi metodu, a tedy je t¥eba splnit opét pozadavek (2.14), do
kterého nyni dosadime oy = ¥opr a @; = ;. Dostavame soustavu rovnic

[ bttt + b ) =0,
“ (2.21)

/Qb%M(%M—1 + Thyp 1) = 0.
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Do soustavy (2.21) dosadime za béazové funkce tentokrat funkce z mnoziny (2.20) a za 7
dosadime opét z vyjadieni (2.17), roznasobime integrandy, pouzijeme vétu 5, zkratime, a
dostaneme tak soustavu rovnic

5b, b _ h
i . (2.22)
b,—b TT2M —h
———
Mo

Pro determinant matice M, plati
detMy = —6b* # 0.

To, 7Ze je determinant matice M nenulovy, plyne opét z predpokladu kladeného na b v
(2.4).
Soustava (2.22) tedy mé jediné feSeni. Tim je

TTo2M—2 = 0, TToM = g

Z rovnic (2.17) a (2.19) vzhledem k pfedpokladim h > 0 a (2.4) a vzhledem k definici
barycentrickych soutadnic (1.12) opét plyne, Ze T je nezdporné na celém elementu 7.
Na kazdém elementu K € T,\ L zvolime stejné jako v metodé 1 7|k = 7¢, viz (2.15).

2.2.4 Rozdil mezi metodou 1 a 2

Metodou 1 i 2 je potladena zdvislost feSeni tlohy 9 na hodnoté u'. Soutadnice feSeni u;, j €
{1,2,...,2M — 1}, jsou pocitany vzhledem k bazi base(X}), a to bez ohledu na pouzitou
metodu volby stabiliza¢niho parametru. V pripadé metody 1 je stabiliza¢ni parametr volen
opét vzhledem k bazi base(X}), zatimco v pfipadé metody 2 je stabiliza¢ni parametr volen
vzhledem k bazi bases(X},), kterd se od baze base(X}) lisi. Pro bazi base(X},) totiz plati
Wonr(napr—1) = 0, zatimco pro bazi baseq(Xy) plati ¥opr(noa—1) = 1/2, a tak pro hodnoty
upa soufadnice feSeni vzhledem k béazi base(X},) plati

up(nj) = uj, je{l1,2,....2M — 1},

tj. souradnice feseni jsou hodnotami wu, ve vypocetnich uzlech, zatimco pro hodnoty u; a
soutfadnice feSeni vzhledem k bazi basey (X)) plati

up(nj) = uj, jed{1,2,....,2M — 2},

1
up(napr—1) = uapr—1 + éul.

Na zékladé této odlisnosti baze pro vypocet feseni od baze pro volbu stabilizacniho parametru

v piipadé metody 2 proto lze ocekavat, Ze hodnota wuy(nqy 1) bude v pfipadé metody 2
zatizena velkou chybou.
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2.3 Modelovy problém — numerické vysledky

Reseni tlohy 1 a 9 s daty (2.4), riiznymi ¢, délenim (2.5) s M = 10 a 7 ziskanymi metodou C,
1 a 2 jsou vyobrazena na nasledujicich obrazcich. Pro prehlednost je zobrazen dvojnasobek
stabilizacniho parametru, déale je prerusovanou ¢arou naznacen element 7.

u()
1 1|
| |
| ") ua(a)
|
|
|
|
: |
| |
i [ 27(z)
0 : I 0 j il
0 1 z g %

Obrazek 8: feseni tlohy 9 s daty (2.4),
€ = 0,02 a délenim (2.5) s M = 10,
7 voleno metodou C

Obrazek 7: feseni tlohy 1
s daty (2.4) a e =0,02

1 1
|
' un(z) N un(w)
| |
| |
| |
| |
N 27(z) / 27(z)
0 f I ; 0 f |
0 1l =z 0 1 =z
Obrazek 9: feseni tlohy 9 s daty (2.4), Obrazek 10: feseni tlohy 9 s daty (2.4),
€ = 0,02 a délenim (2.5) s M = 10, € = 0,02 a délenim (2.5) s M = 10,
7 voleno metodou 1 7 voleno metodou 2
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u()
il I 1
| |
| : up ()
[
|
|
|
: |
| | 21"(3?)
0 — 0 —
0 1 & 0 L &

Obréazek 12: feseni tlohy 9 s daty (2.4),
€ = 0,005 a délenim (2.5) s M = 10,
7 voleno metodou C

Obrazek 11: feseni tlohy 1
s daty (2.4) a € = 0,005

1 1

[ |

L un(®) 1\ un(z)

| |

[ |

| |

| |

I 27‘(.’1:) / 21‘(:5)
0 L 0 f }

0 T B 0 1 B
Obrazek 13: feeni tlohy 9 s daty (2.4), Obrazek 14: feeni tlohy 9 s daty (2.4),
e = 0,005 a délenim (2.5) s M = 10, e = 0,005 a délenim (2.5) s M = 10,
7 voleno metodou 1 7 voleno metodou 2
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u()
1 | 1 :
|
| "V up(w)
| [
|
: |
| [
| o 27(x)
M
L I I R 0 | I1 T
0 1 x ’

Obréazek 16: feseni tlohy 9 s daty (2.4),
e =10"% a délenim (2.5) s M = 10,
7 voleno metodou C

Obrazek 15: feseni tlohy 1
s daty (2.4) ae=10"8

N 27(2) / 2r(z)
0 T 0 —

0 1 & 0 1 5
Obrazek 17: feeni tlohy 9 s daty (2.4), Obrazek 18: feseni tlohy 9 s daty (2.4),
e =10"% a délenim (2.5) s M = 10, e =10"% a délenim (2.5) s M = 10,

T voleno metodou 1 T voleno metodou 2

2.4 Obecny problém — volba stabilizacniho parametru

Uvazujeme b jako v (2.1) a obecné nerovnomérné déleni vypocetniho intervalu, tj. K, T €
Tny, K # T : hg # hy. Zobecnime metodu C, 1 a 2.

volba po éastech konstantniho stabilizaéniho parametru metodou C (viz
praci [6]):

e Uvazujeme

|b|h i
2

h 1
Tl = ok = — <coth(Pe) — —) , Pe = K €Ty

4/ Pe
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volba po ¢astech afinniho stabilizacniho parametru metodou 1 a 2:
Pro dany element K € 7, pritadimé jeho levému resp. pravému krajnimu bodu index 1
resp. 2.

e Pro obé metody uvazujeme

Tk = Tk1 K1 + Tk 2 K 2, TK,1,TK,2 € R, K e,
TKk1 = TK2 = TCK> K e T,\L.

e Pro metodu 1 uvazujeme

TK,1=}|LTK, K e LNag €,

T2 =0, K e LNags € 02
e Pro metodu 2 uvazujeme

Tr1 = 0, KeLANagy €9,

TK,zz%T, K e LAagy € 09,

2.5 Dalsi numerické vysledky
Uvazujeme data
Q=(0,1), b=1,
f(z) = sin(mx), x €€, (2.23)
u?(0) = uP(1) = 0.
Reseni tlohy 1 s daty (2.23) s vyuzitim definice (2.3) je

-t sin(mz) — Q cos(mx Q(exp(—@) 1 2ep(@fe - 1)))
") = g ( () = o coslma) w1~ exp( Q) ) |

Reseni tlohy 1 a 8 s daty (2.23), rfiznymi ¢ a délenim (2.5) s M = 10 jsou vyobrazena
na nasledujicich obrazcich. Pro prehlednost je opét zobrazen dvojnasobek stabiliza¢niho
parametru a dale je opét prerusovanou carou naznacen element 7.
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u(z)
1 - | 1+ |
| |
| |
up(x)
|
|
|
!
| |
| 27(x) |
0 t— 0 ' l
0 1 = . -

Obréazek 20: feseni tlohy 9 s daty (2.23),
€ = 0,02 a délenim (2.5) s M = 10,
7 voleno metodou C

Obrazek 19: feseni tlohy 1
s daty (2.23) a ¢ = 0,02

1 I 1+ |
| |
. uale) |
Up|\T
| up(x)

I |
| I
| |
27(z) | 2r(z) |

0 — 0 f—

0 1 = 0 1l &
Obrazek 21: feseni tlohy 9 s daty (2.23), Obrazek 22: feseni tlohy 9 s daty (2.23),
e = 0,02 a délenim (2.5) s M = 10, € = 0,02 a délenim (2.5) s M = 10,
7 voleno metodou 1 7 voleno metodou 2
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u(z)

1+ | 1 —+ |

| |

; |
L, un()

| |

|

: |

: 27(x) |

0 - 0 —

0 1 0 L &

Obréazek 24: feSeni ulohy 9 s daty (2.23),
e =10"% a délenim (2.5) s M = 10,
7 voleno metodou C

Obrazek 23: feSeni tlohy 1
s daty (2.23) ae =10"8

1 I 1+ |
| |
I I
up(x) up(x)
| |
| [
| |
27(z) | 27(z) |
0 — 0 =
0 1l = 0 1l =
Obrazek 25: feseni tlohy 9 s daty (2.23), Obrazek 26: feseni tlohy 9 s daty (2.23),
e =10"% a délenim (2.5) s M = 10, e =10"% a délenim (2.5) s M = 10,
7 voleno metodou 1 7 voleno metodou 2
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3. Situace pro d =2

V celé této kapitole budeme uvazovat d = 2.

3.1 Modelovy problém — klasicka a Galerkinova for-
mulace

Uvazujeme data

Q=1(0,1) x (0,1),

b(z) = (1,2), r€Q,
f(z) =0, x €1, (31)
WPla)=1- = (1 — exp(@Qi (2 — 1))) (1 — exp(Q2(2p — 1)))
- 4 1 —exp(—Q1) 1 —exp(—Q2) ’
x € 0f,
kde

Q1= @7 Qo = @ (3.2)

€ €

Pro feSeni tlohy 1 s daty (3.1) s vyuzitim definice (3.2) plati
u(z) = u” (), x € S

Uvazujeme triangulaci vyobrazenou na nasledujicim obrazku.

T2

1 &

Obrazek 27: triangulace 7 1

Triangulace 7;,; ma 10 x 10 stejnych dil¢ich ¢tverct, dale délenych svymi diagonalami.
Resen{ tlohy 1 a 8 s daty (3.1), rliznymi € a triangulaci 7y ; jsou vyobrazena na nésle-
dujicich obrazcich.
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IRl q

0

Obrazek 28: feseni Glohy 1 s daty (3.1), ¢ = 0,1 a triangulaci 7,1 z obrazku 27

uh(:c)

IRl q

0

Obrazek 29: feseni tlohy 9 s daty (3.1), ¢ = 0,1 a triangulaci 7,1 z obrazku 27
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i

IRl q

0

Obrazek 30: feseni tlohy 1 s daty (3.1), ¢ = 0,02 a triangulaci 7 1 z obrazku 27

uh(:c)

i

IRl q

0

Obrazek 31: feseni tlohy 9 s daty (3.1), ¢ = 0,02 a triangulaci 7 1 z obrazku 27
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TR 1

0

Obrazek 32: feseni tlohy 1 s daty (3.1), ¢ = 0,005 a triangulaci 7y 1 z obrézku 27

“MW‘ '?‘(,; m*

uh(:c)

——--—-—"'—
——

\J\
TR] 4

0

Obrazek 33: feseni tlohy 9 s daty (3.1), ¢ = 0,005 a triangulaci 7,1 z obrazku 27

Pro dané ¢ a b mé opét byt feseni tlohy 8 pfibliznym feSenim tlohy 1, z obrazki 28 az
33 je ale opét zfejmé, ze v fesenich tlohy 8 se vyskytuji nefyzikalni oscilace, coz je nezadouci

48



jev. Porovname obrazek 28 resp. 30 resp. 32 s obrazkem 29 resp. 31 resp. 33 a vidime, zZe
velikost gradientu feSeni ulohy 1 odpovida velikosti oscilaci feSeni tlohy 8 v tom smyslu,
ze ¢im veétsi gradient se v Tfeseni tlohy 1 vyskytuje, tim vétsi jsou oscilace v feSeni tlohy 8.
Ptitom oscilace v feSeni tilohy 8 se nachazeji v okoli ¢asti hranice ({1} x [0, 1])U([0, 1] x{1}),
coZ je v této modelové tiloze vytokova hranice oblasti €2 podle definice (2.6). Toto okoli je
tim vétsi, ¢im mensi je €, a tedy ¢im vice prevlada konvekce nad difuzi.

3.2 Obecny problém — SUPG formulace, volba stabi-
lizacniho parametru

Ukazeme, ze metoda SUPG dava narozdil od metody Galerkinovy priblizné feseni opét s
vyrazné potlacenymi nezadoucimi oscilacemi.
Uvazujeme obecna data

Q) = mnohothelnik, be L¥(Q), f e L*Q), u® € C(09).
a pfipomenme rovnici (1.43) z tlohy 9
Y asura(ep iy = Fsuralp) = Y u(ny)asura(p;, 1), ieJ(). (33)
JEJ() J€J(99)
G3

Myslenka Y nyni znamend pravé to, Ze chceme, aby soustava (3.3) co nejméné zavisela
na hodnotach u?(n;), j € J(9€1). Ty se objevuji na jeji pravé strané ve vyrazu oznadeném
G3. Postup obdobny postupu z pfipadu pro d = 1 by byl pozadovat G3 ~ 0,7 € J(2),j €
J(082). My vsak tento pozadavek zuzime jen na nékteré Cleny, ty budeme specifikovat
dale. K tomu budeme potiebovat nasledujici tivahy a pojmy.

V ptipadé d = 2 existuje ve vytokové hrani¢ni vrstveé nékolik typt elementt. Tyto typy
se lisi prinikem elementu s vytokovou hranici oblasti 2.

Méjme déan libovolny element K € L. Néasledné pro ucely dalsich avah a vypoctia
pritadime indexy vypocetnim uzlim nalezejicim elementu K.

Objekt: Oznaceni:

vypocetni uzly, které jsou zaroven

vrcholy elementu K, N1, Ng, N3

tedy prvky mnoziny Ny N K

vypocetni uzly, které jsou zaroven N12, N23, N31,

stiedy hran elementu K, n;; = stfed hrany mezi uzly n; a n;,
tedy prvky mnoziny Ng N K i,7€{1,2,3}

(3.4)
Oznaceni (3.4) budeme od ted dél uvazovat vzdy, kdyz bude dén néjaky element K € L.
Pfifazeni indextt vypocetnim uzlim v (3.4) zatim nezohlediiuje vztah elementu K a
vytokové hranice oblasti 2. Zvlast se budeme zabyvat dvéma typy element z vytokové
hranic¢ni vrstvy. Tyto typy definujeme nasledujicimi dvéma definicemi.
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e Rekneme, Ze element K € L je typu 1, jestlize méa s vytokovou hranici oblasti (2
spole¢nou pravé jednu hranu, v takovém pripadé dale uvazujeme

ny € ), KnoQp ={(1—-c)na+cng,ce[0,1]}. (3.5)

e Rekneme, Ze element K € L je typu 2, jestlize méa s vytokovou hranici oblasti (2
spolecny pravé jeden vrchol, v takovém piipadé dale uvazujeme

ny,Ne € Q, Kn 8QL = {ng} (36)

Mnozinu vSech elementi K € L, které jsou typu 1 nebo 2, budeme znacit L(1,2).
Uvazujeme po elementech konstantni aproximaci vektoru b,

b’K:bKERQ, KGE,
|bk || > 0, K e L(1,2)
Definujeme normalu k vytokové hranici elementu typu 1 a 2,

() = { v(ngs), K je typu 1,

(3.7)

v(ng), K je typu 2,

(pfipominéme definici normély ve vrcholu vypocetni oblasti (1.1))
a dale definujeme prumét vektoru by do sméru v(K),

b = (bg - v(K))v(K), K € L(1,2).
Opét uvazujeme prevladajici konvekei, tedy ¢ < ||b]|h, takZe v definicich (1.6) a (1.30)
lze opét zanedbat c¢leny obsahujici €. Plati
e < Hth
asvrc (P, i) > / (bk - Vi) (@i + Tbi - Vipi) =
KeTh

Z /bK Vi) (pi + Tbi - Vi) + Z /bK V) (pi + bk - Vi),

KeL(1,2) KeT\L(lQ
(3.8)
kde
= T [0+ O~ 50) - Vi) + 0% + 0~ 50) - Vi) =
KeL(1,2)
= > /b” V)i +7bi - Vo) + /b” Vi) (T(bx — by) - Vipi) +
K€L12) K6L12
GGJZ Gm
- / (bic — bi) - Vo) (i + 7(bi + (bie — b)) - Vi),
KeL(1,2)
GSJ‘Z‘

(3.9)
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takze po dosazeni priblizné rovnosti (3.8) a rovnosti (3.9) do G3 a pouziti linearity sum ve
vyrazu s podvyrazem G6;; je

~ Y Y / W Vo) pi + b - V) + Y (G5 + GTji 4+ G8y),

KeL(l 2) jEJ(0Q) JjeJ(092)

J

i€ J(Q).

Myslenku % pouZijeme na vyraz G9, tedy s vyuzitim definice (2.9) pozadujeme

Yoo > WPy /K (b - Vi) (i + 7b - Vipi) =0, i€ J(QNL). (3.10)

KeL(1,2) jeJ(8QLNK)

Jednou z postacujicich, nikoliv vSak nutnych podminek pro splnéni pozadavku (3.10)
je pozadavek
> ) [ G- Vet i Vi) =0
JEJ(O0LNK) K (3.11)
VK € L(1,2), Vie J(QNK).

Z pozadavku (3.11) budeme pro volbu stabiliza¢niho parametru v této praci nadale vychazet.
Pti volbé stabiliza¢niho parametru budeme typ daného elementu zohlednovat.
Jesté pred popisem voleb stabilizacniho parametru zavedeme znaceni

Sri = b Vg, T € L(1,2), i€{1,2,3). (3.12)

Veli¢ina S7; mé kromé zjednoduseni zapisu jistych vyrazi také dalsi uzitecné vlastnosti.
Diky rovnici (1.14) a linearité skaldrniho soucinu plati

> Sri=0, T e L(1,2). (3.13)

1€{1,2,3}

Déle, protoze trojuhelnik nemutize mit zadné své dvé rtizné strany rovnobézné a protoze
gradient barycentrické souradnice definované na trojihelniku je kolmy ke strané pro-
tilehlé vrcholu, ke kterému je tato barycentrickd soufadnice pridruzena, nemuzou byt
rovnobézné ani zadné dva gradienty pfislusné dvéma riznym barycentrickym soufadnicim.
Takze uvazujeme-li element 7' € L(1,2), pak plati nasledujici.

Je-li pro néjaké i € {1,2,3} splnéno Sr,; =0,

pak z nenulovosti by musi byt Sy ; # 0,7 € {1,2,3}\{i}, (3.14)
takze z (3.13) pak plyne Sr; = —Sri # 0,75,k € {1,2,3},j # i, k # 1.
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3.2.1 Volba stabiliza¢niho parametru metodou C

Jde o volbu opét po elementech konstantniho stabilizacniho parametru, ktera je obdobou
volby metodou C z ptripadu d = 1. Nejprve definujeme

TC2K “— —5 07 th(Pe) — — Pe = : 1
[0 ||b || (CO I ( 6) PG) s e = % (3 5)

Pak polozime
Tk = Teaxk, K eT,.

kde Toox je definovano v (3.15).

3.2.2 Volba stabilizacniho parametru metodou 1

Méjme dén libovolny element T' € L(1,2).
Pripad, kdy element T je typu 1

Uvazujeme znaceni (3.4) a navic to, ze je splnéno (3.5). Pak z pozadavku (3.11) dostaneme
soustavu rovnic

> uB(nj)/(bé’p Vi) + 107 - V) =0, i€ {1,12,13}. (3.16)

j€{2,23,3}
Uvazujeme-li specialné okrajovou podminku
u®(ng) = uP(ng3) = u”(ns), (3.17)

lze uP(n;) za sumy v soustavé (3.16) vytknout, a pouzijeme-li déle linearitu integralu,
skalarniho souéinu a gradientu, je pro platnost soustavy (3.16) postacujici platnost soustavy

T

j€{2,23,3}

V soustavé (3.18) jsou celkem t¥i rovnice linedrni v parametru 7. Nabizi se tedy volit
7|7 opét jako afinni funkci, protoZze takova funkce mé pravé t¥i parametry.

Uvazujeme tedy 7|7 v nasledujicim tvaru vyjadfeném pomoci barycentrickych soufadnic
na elementu 7"

Ty = TraAr1 + TroAre + Trsirs, Tr1, Tr2, 13 € R. (3.19)

Do soustavy rovnic (3.18) dosadime za bazové funkce z vyjadreni (1.15). Pti dosazovani
je pro usnadnéni vypoctu vhodné pouzit Gpravy
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v Z il = V<2()\T,2 + Ar3)° — (A2 + )\T,3)> —

j€{2,23,3}
(4(AT,2 4 ) — 1)V(AT,2 FArs) = (4Ars — 3)VAgs.
—— —_———
G10 G10
G10 "= 1 - Ay

Déle do doustavy (3.18) dosadime za 7 z vyjadfeni (3.19), rozndsobime integrandy,
pouzijeme znaceni (3.12) a vétu 5 a provedeme ekvivalentni tipravy. Dostaneme tak sous-
tavu

St1, —357,1, —357.1, 1 -2 0
ST,l 7ST71 + 6ST’2, 22ST71 + 7ST,2, 115T,1 + 7ST72, TT,2 + 7 = 0
7ST71 + 68713, 115T,1 + 7ST73, 2281“71 + 7ST73, T3 7 0
_ 7
(3.20)
Soustava (3.20) je ve tvaru ,souéin = 0“, stadi tedy vyfesit soustavu
TT1 2
M3 TT,2 == —7 (321)
T3 —7
Je
detM3 = S7,1(82557, + 275571572 + 275S7,1573) =
(3.13)
= S1.1(55057,, +2758r1 Y Sri) = 55053, #0

i€{1,2,3}

To, Ze je determinant matice M3 nenulovy, plyne z definice vytokové hranice oblasti (2
(2.6) a z toho, ze
de>0:VAry = —cv(nogg).

Soustava (3.21) tedy mé jediné feSeni. Vypocitdme ho Cramerovym pravidlem.
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Je

detM sy = 2571(132S71 + 778715 + T7Sr3) =
(3.13)

=257 (5551 + 77 > Srg) < 11057,

i€{1,2,3}

detM32 = ST,l(_lesT,l + 93{[‘72 — 1413T73) =
(3.13)

== ST71(—231 Z ST7’£ + 2405]‘72 + QOST,S) == ST71<24OST72 + 9037173),
1€{1,2,3}

detM33 = ST,l(_2315T,1 — 14157172 —+ QSTyg) =

(3.13)
= Sr1(=231 Y Spi+ 90872 +240Sr3) = S7.1(90872 + 240573).
i€{1,2,3}
Jediné FeSeni soustavy (3.21) pak je
1 24579 + 9573 9572 + 24573
T = T = T =
T,1 5ST,1 ) T,2 555%71 ) T3 555%’1

Pripad, kdy element T je typu 2

Uvazujeme opét znaceni (3.4) a navic to, Ze je splnéno tentokrat (3.6). Pak z pozadavku
(3.11) dostaneme soustavu rovnic

uB(ng)/(b%~Vg03)(goi+Tb%~Vgoi) _0, ie{1,12,2,1323}. (3.22)
T

Volime 7|7 opét jako afinni funkci, tedy ve tvaru (3.19). Do soustavy rovnic (3.22)
dosadime za bazové funkce z vyjadieni (1.15) a za 7 z vyjadfeni (3.19), rozndsobime inte-
grandy, pouzijeme znaceni (3.12) a vétu 5 a provedeme ekvivalentni ipravy. Dostaneme
tak soustavu

QST,l, STJ, QSTJ 1 0
ST72, 28712, 28T72 Tr1 1 0
St Sti1+2Sr2, 2571+ Sr2, —3Sr1— 3572 T2 | +| 1 =10
3ST’1 — 25T73, 3ST71 — ST73, 14ST71 + 3ST73 T3 3 0
3St2 — Sts, 3572 —2Sr3, 14572+ 3573 3 0
(3.23)
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Soustava (3.23) je ve tvaru ,souéin = 0“, staci tedy vyfesit soustavu

1 2571, St.1, 25711 -1
2 St2, 2572, 2579 TT,1 -1
3 STJ + ZSTQ, QSTJ + STyg, —BSTJ - 3ST72 TT,2 = -1 . (324)
4 3Sr1 — 2513, 3Sri—Srs, 14571 +3Sr3 7.3 -3
5] SST,Q — ST,g, ?)ST’Q — QST,g, 14ST72 + 3ST’3 -3
A S M4 7/ Er,—/

Jako M, ;i €{1,2,3,4,5}, oznacime i-ty fadek matice M.

Soustava (3.24) je pfeurcend, je tedy tfeba néjak zeslabit pozadavky na feseni. Jednou
z moznosti je metoda nejmensich ¢tvercti. VysSetiime linedrni nezéavislost sloupcti matice
M ,. Pfi tom vyuzijeme vlastnosti (3.14).

(3.14) My,
° ST,l =0 = ST73 = —STQ 7é 0 = det M473 = —305%72 7é 0.
M, 5
(314) M.,
) ST72 =0 = ST73 = —STJ 7& 0 = det M473 = 305’%1 7& 0.
M, ,
(314) M.,
o Sr5=0 5 Spy=—Sp £0=>det | My, | =-308%, #0.
M, ,
My,
° (STJ ?é 0OA STQ 7é 0A ST’3 7é O) — det M4’2 = 15ST’15T’QST’3 7é 0.
M,

V kazdém piipadé tedy existuje ¢tvercova podmatice matice M4 stupné 3, jejiz deter-
minant je nenulovy, takze matice M, ma linearné nezavislé sloupce. Mizeme tedy najit
jednoznac¢né urcené piiblizné feseni metodou nejmensich ¢tvercti vyfesenim soustavy nor-
malnich rovnic

TT,1
MiM,| s | =M;jr. (3.25)
T3
Dokonceni metody 1

Nebudeme analyzovat, kdy je stabilizacni parametr ziskany metodou 1 nezaporny a
shora omezeny. Misto toho navrhujeme postup, ktery jeho nezapornost a omezenost shora
v kazdém pripadé zajisti.

Zvolime vhodné 73,4x > 0 a definujeme

i = i i '7, E 1,2,3, 326
Troq =TT, (jer{r;}gg} Tr) i€ { } (3.26)
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Trs; o= min{Tarax, 712, }, ie{1,2,3},

a nakonec predefinujeme
TTJ‘ = TT3,i7 1 c {1, 2, 3}

Na kazdém elementu K € T,\L(1,2) zvolime 7|x = 7caxk, viz (3.15).

3.2.3 Volba stabiliza¢niho parametru metodou 2

Bude se jednat o heuristické zobecnéni metody 2 ze situace pro d = 1.
Uvazujeme 7|7 ve tvaru (3.19).
Méjme déan libovolny element 7' € L(1,2).

Pripad, kdy element T je typu 1

Uvazujeme znaceni (3.4) a navic to, Ze je splnéno (3.5). Polozime

hu(n23)

1 =0, Tr2 = Tr,3 = % (3.27)
16777l

Pripad, kdy element T je typu 2

Uvazujeme opét znaceni (3.4) a navic to, Ze je splnéno tentokrat (3.6). Polozime
h;(NB)
677

: (3.28)

Tr1 = Tr2 = 0, 71,3

kde v(n3) je definovano v (1.1).
Dokonceni metody 2

Jestlize se b blizi vektoru tecnému k 09, pak z (3.27) a (3.28) plyne, ze 7 — o0
nékde na 0€2;. Vzhledem k pfedpokladu (1.45) je tedy potfeba néjak omezit shora vSechna
714,01 € {1,2,3}. Navrhujeme tedy volit vhodné 73,4x > 0, polozit

Tro; = Min{Tprax, T}, i€ {1,2,3},

a predefinovat
TTi = TT2,i5 i€{1,2,3}.

Na kazdém elementu K € T,\L(1,2) zvolime 7|k = Teok, viz (3.15).
Poznamka: Heuristické zobecnéni metody 1 z pfipadu d = 1 obdobné tomu, které
bylo pravé popsano, nedavalo dobré vysledky.
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3.3 Modelovy problém — numerické vysledky

Reseni tlohy 1 a 9 s daty (3.1), riiznymi ¢, triangulaci 7, a 7 ziskanymi metodou C, 1
a 2 jsou vyobrazena na néasledujicich obrazcich. Pro prehlednost je zobrazen dvojnasobek
stabilizacniho parametru. Pro vypocet je voleno

TmMax = 1,

3.29
b‘K = b(CK), K € 771 ( )
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IRl q

0

Obrazek 34: feseni tlohy 1 s daty (3.1), ¢ = 0,02 a triangulaci 7 1 z obrazku 27

27(x)

L)

Obrazek 35: feseni tlohy 9 s daty (3.1), ¢ = 0,02 a triangulaci 75 1 z obrdzku 27, 7 voleno metodou C
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Obrazek 37: feseni tlohy 9 s daty (3.1), ¢ = 0,02 a triangulaci 7j, 1 z obrazku 27, 7 voleno metodou 2
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IRl q

0

Obrazek 38: feseni tlohy 1 s daty (3.1), ¢ = 0,005 a triangulaci 7 1 z obrazku 27

27(x)

L)

Obrazek 39: feseni tlohy 9 s daty (3.1), ¢ = 0,005 a triangulaci 75 1 z obrazku 27, 7 voleno metodou C
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27(x)

Z2]

Obrazek 41: feseni tlohy 9 s daty (3.1), ¢ = 0,005 a triangulaci 7, 1 z obrdzku 27, 7 voleno metodou 2
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i

IRl q

0

Obrazek 42: feseni tlohy 1 s daty (3.1), e = 1078 a triangulaci 7,1 z obrazku 27

27(x)

L)

Obrazek 43: feseni tlohy 9 s daty (3.1), ¢ = 1078 a triangulaci 7}, 1 z obrazku 27, 7 voleno metodou C
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27(x)

Z2]

Obrazek 45: feseni tlohy 9 s daty (3.1), ¢ = 1078 a triangulaci 7, 1 z obrazku 27, 7 voleno metodou 2

63



Uvazujeme dvé dalsi triangulace ,7;, 2 a 7y 3, které se od triangulace 7j 1 1isi pouze ori-
entaci dil¢ich diagonal. VSechny tfi triangulace jsou vyobrazeny na nasledujicich obrazcich.

X9 9 I

1 & 1 & 1 oy

Obrazek 46: triangulace 7}, 1 Obrazek 47: triangulace T, 2 Obrazek 48: triangulace 7, 3

Reseni tiloh 1 a 9 s daty (3.1), e = 1078, triangulacemi 7j, 5 a Ty, 3 a T ziskanymi metodou
C, 1 a 2 jsou vyobrazena na nasledujicich obrazcich.
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Wi

= =
S =

\j

L

| T

1

Z2]

107% a triangulaci Tj, 2 z obrazku 47

lohy 1 s daty (3.1), €

feSeni 0

Obrazek 49:

107% a triangulaci Tp, 2 z obrdzku 47, T voleno metodou C

lohy 9 s daty (3.1), €

feseni 1

Obrazek 50:
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2 7 obrazku 47, 7 voleno metodou 1

)

1078 a triangulaci Ty,

lohy 9 s daty (3.1), e =

;.

FeSeni

Obrazek 51

2 7z obrazku 47, 7 voleno metodou 2

3

17

lohy 9 s daty (3.1), e = 1078 a triangulac

;.

feseni 1

Obrazek 52
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| T

1

Z2]

107% a triangulaci 7y, 3 z obrdzku 48

lohy 1 s daty (3.1), €

feSeni 0

Obrazek 53:

107% a triangulaci Tj, 3 z obrdzku 48, T voleno metodou C

lohy 9 s daty (3.1), €

feseni 1

Obrazek 54:
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107% a triangulaci 7j, 3 z obrazku 48, T voleno metodou 1

lohy 9 s daty (3.1), €

FeSeni

Obrazek 55:

108 a triangulaci Th,3 z obrazku 48, T voleno metodou 2

ilohy 9 s daty (3.1), €

feseni 1

Obrazek 56:
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3.4 Dalsi numerické vysledky

Uvazujeme data

() = vnitiek konvexniho mnohothelnika s opsanou kruznici splnujici rovnici x[Ql] + x[22] =1,

1 3 _
o) = e @en(@), ww=o-(-32), el
flz) = %(—xm —zp +1), r €,
u®(z) = —%sin <g(2x[1] - x[g])> , x € 09,

(3.30)

a triangulaci vyobrazenou na nasledujicim obrazku.

L]
1

Zn

Obrazek 57: triangulace T, 4

Resen{ tilohy 9 s daty (3.30), e = 1078, triangulaci 7,4 a 7 ziskanymi metodou C, 1
a 2 jsou vyobrazena na nasledujicich obrazcich. Data (3.30) jsou volena tak, aby nebyly
splnény predpoklady (3.7) a (3.17), a mohly se tak projevit pfipadné nepfesnosti FeSeni
ziskaného metodou 1. Pro vypodet je voleno opét (3.29).
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i

107® a triangulaci Tj, 2 z obrézku 47, 7 voleno metodou C

lohy 9 s daty (3.30), €

v

feseni 1

Obrazek 58:

RSN
N, /.. s V/ﬁ\/i\.ﬁ

1

el
R

p. &Y

)

0\

9 >

_\«vmsss.//, 5

T

Seni z obrazku 58

Te

$né k

rislu

Obrazek 59: 7 p
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LD

10~® a triangulaci Th,2 z obrazku 47, T voleno metodou 1

lohy 9 s daty (3.30), €

feseni 1

Y

Obrazek 60:

A
SR
iy

,.%Jw._,,

zr
e

gV

NG

=

$né k feseni z obrazku 60

rislu

Obrazek 61: 7 p
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10~® a triangulaci Th,2 z obrazku 47, T voleno metodou 2

lohy 9 s daty (3.30), €

v

feseni 1

Obrazek 62:

ANy \

)

N

R

RS
NN
DL

(x)

$né k resSeni z obrazku 62

rislu

Obrazek 63: 7 p
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Zaveér

Volbou stabiliza¢niho parametru afinniho po elementech vytokové hrani¢ni vrstvy navrho-
vanymi metodami 1 a 2 bylo dosazeno zpiesnéni ptibliznych feseni oproti standardni volbé
stabiliza¢niho parametru konstantniho po elementech metodou C.

V ptipadé d = 1 vysla metoda 1 jako lepsi nez metoda 2. Metoda 1 dava velmi dobré
vysledky — feseni je velmi pfesné ve vSech uzlech, zatimco metoda 2 dava vysledky nepfesné
v uzlu z vypocetni oblasti nejbliz§im k vytokové hranici, jak se o¢ekavalo v oddilu 2.2.4. V
ostatnich uzlech vSak i metoda 2 dava vysledky velmi presné. Zminéna nepfesnost metody
2 prilis nenarusuje celkovy charakter reseni.

V pripadé d = 2 vysla jako lepsi naopak metoda 2 nez metoda 1, ackoliv metoda 2 je v
pripadé d = 2 pouhym heuristickym zobecnénim metody 2 z pripadu d = 1, zatimco metoda
1 je v ptipadé d = 2 odvozena peclivéji nez metoda 2. Metoda 2 se v pfipadé d = 2 chova
podobné jako v pripadé d = 1 — dava celkem presné feSeni az na piipad uzli z vypocetni
oblasti nejblizsich vytokové hranici, nepfesnost v téchto uzlech vsak opét prilis nenarusuje
celkovy charakter feseni. Naproti tomu metoda 1 davéa reseni, jehoz podstatné nepiesnosti
na jednu stranu nejsou tak velké jako zminéna nepiesnost feseni ziskaného metodou 2,
na druhou stranu se tyto nepresnosti vyskytuji v Sirsi vrstvé uzli podél vytokové hranice
oproti metodé 2. Navic maji tyto nepresnosti lehce oscilacni charakter.

Nepfesnosti Feseni ziskanych metodou 1 v pfipadé d = 2 pfisuzujeme tomu, ze v (3.8) a
(3.9) byl vySetiovan jen ¢len vesmés s projekei vektoru konvekce do sméru vnéjsi normaly a
ostatni cleny vysetfovany nebyly. Odhadujeme, Ze zlepSeni metody 1 by se dalo dosdhnout
vySetfenim i téchto ostatnich c¢lenti. Dalsim problémem je to, Zze metoda 1 vyuziva po
elementech konstantni aproximaci vektoru konvekce, viz (3.7), pfedpoklad konstantnosti
okrajové podminky v uzlech vytokové hranice, viz (3.17), metodu nejmensich ¢vercti, viz
(3.25), a elevaci hodnot stabiliza¢niho parametru za icelem dosazeni jeho nezépornosti. viz
(3.26). Odhadujeme, Ze dalsiho zlepseni metody 1 by se dalo dosdhnout pouZitim jinych
predpokladii a postupt, nez jsou posledné zminéné. Naptiklad by se dalo vyuzit metody
nezapornych nejmensich ¢tverc.
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