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xistuje. Stejně tak sféry přitažlivosti nemajı́ obecnou strukturu. Podobné je
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voted to exceedances over elliptical thresholds. We consider extreme values
as those which belong to remote regions and investigate convergence of their
distribution to the limit distribution. The regions are either halfspaces or ellip-
soids. Working with halfspaces we distinguish between two setups: we either
assume that the distribution of extreme values is directionally homogeneous
and we let the halfspaces diverge in any direction, or we assume that there are
some irregularities in the sample cloud which show us the fixed direction we
should let the halfspaces drift out. In the first case there are three limit laws.
The domains of attraction contain unimodal and rotund-exponential distribu-
tions. In the second case there exist a lot of limit laws without general form.
The domains of attraction also fail to have common structure. The similar si-
tuation occurs for the exceedances over elliptical thresholds. The task here is
to investigate convergence of the random vectors living in the complements
of ellipsoids. For all, the limit distributions are determined by affine transfor-
mations and distribution of spectral measure.
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Úvod

Pro všechny investory vlastnı́cı́ nějaké finančnı́ portfolio, je důležité znát
rizikovost svého portfolia. Rizikovost udává, jak je hodnota portfolia citlivá
na změny cen podkladových aktiv. Existuje mnoho rizikových měr. Nej-
použı́vanějšı́ je asi hodnota v riziku neboli VaR. VaR na hladině α udává, že
s pravděpodobnostı́ 1 − α neklesne hodnota portfolia o vı́ce než je hodnota
VaR. Pokud zvolı́me α = 0, 05 nebo 0, 01, můžeme VaR odhadnout z histo-
rických dat. Čı́m menšı́ ale α bude, tı́m méně pozorovánı́ máme k dispozici.
Pro α = 0, 05 klesne hodnota portfolia o vı́ce než VaR v pěti přı́padech ze sta.
Při α = 0, 001 už jen v jednom z tisı́ce. Ted’ si představme, že chceme znát
rozdělenı́ hodnot, které překročı́ VaR pro velmi malé α. Na odhad distribučnı́
funkce máme jedno či dvě pozorovánı́. Empirickou distribučnı́ funkci použı́t
nemůžeme. Pro tyto přı́pady přicházı́ na scénu teorie extrémnı́ch hodnot
neboli anglicky ”extreme value theory“. Je to statistická metoda pro odhad
chvostů rozdělenı́. Teorie extrémnı́ch hodnot vlastně rozdělenı́ extrapoluje
do oblastı́, o kterých nic nevı́me, protože pozorovánı́, které se dajı́ nazvat
extrémnı́mi, máme většinou velmi málo. Dělá to však s využitı́m všech
dostupných informacı́. Existuje mnoho přı́padů, kdy byla teorie extrémnı́ch
hodnot s úspěchem použita a nejedná se jen o svět financı́. Uved’me napřı́klad
odhad výšky hrázı́ v Nizozemsku, kdy tamnı́ vláda požadovala, aby se moře
přes hráze přelilo v průměru jednou za 10 tisı́c let.

Základy teorie extrémnı́ch hodnot můžeme najı́t již před druhou světovou
válkou. Skutečný rozvoj však nastal až v poslednı́ch desetiletı́ch s nástupem
počı́tačů. V poslednı́ch letech se o teorii extrémnı́ch hodnot hovořı́ hlavně
v souvislosti s finančnı́ krizı́. V nynějšı́ době přı́sných regulacı́ bankovnı́ho
trhu se potřeba po stress-testovánı́ a modelovánı́ extrémnı́ch situacı́ rapidně
zvýšila.

Základnı́m kamenem teorie extrémnı́ch hodnot je definovat, co je vlastně
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extrém. V jednorozměrném přı́padě (jako je napřı́klad VaR nebo výška
hrázı́) je situace jednoduchá. Extrém je velká hodnota (napřı́klad ztráta).
Přechodem do vı́ce rozměrů se však situace komplikuje. Předpokládejme,
že máme portfolio, které tvořı́ tři různé cenné papı́ry. Hodnota jednoho
z nich prudce klesne, zatı́mco u zbylých dvou se nepatrně zvýšı́. Je toto
extrém? Kdy můžeme řı́ci, že nastala extrémnı́ situace? Existuje několik fo-
rem teorie vı́cerozměrných extrémnı́ch hodnot a každá považuje za extrémnı́
pozorovánı́ něco jiného. Mezi dnes již klasické patřı́ teorie souřadnicových
extrémů nebo teorie přesahů. Profesor Embrechts a doktor Balkema ve své
knize ”High Risk Scenarios“ [3] z roku 2007 představili nový, geometrický
pohled na věc. Za extrémnı́ pozorovánı́ se považujı́ ty, které překročı́ nějakou
hranici. Tvar této hranice je závislý na tvaru rozdělenı́ nebo spı́še hustoty.
Autoři se omezujı́ na přı́pad přesahů přes lineárnı́ hranice - poloprostory
a přesahů přes eliptické hranice - elipsoidy. Výhodou takové teorie je, že
nezávisı́ na souřadnicı́ch, které si tı́m pádem můžeme libovolně volit.

Zatı́m bohužel scházejı́ konkrétnı́ statistické postupy, jak tuto metodu
v praxi použı́t a odhadnout potřebné parametry. Vše se držı́ spı́še v teoretické
rovině. Na druhou stranu již existuje několik článků, které se alespoň pro
speciálnı́ přı́pady konkrétnı́m odhadům a praktickým přı́kladům věnujı́.
Lze uvést třeba Abdous [1], Fougères [7] nebo Fougères [8], kde se autoři
zaměřujı́ na dvourozměrné přı́pady.

Účelem této diplomové práce je ukázat, vysvětlit a ilustrovat metody uve-
dené v knize Balkema [3] (viz výše), která je napsána dosti složitým mate-
matickým jazykem. Práce je rozdělena následovně. Prvnı́ kapitola se věnuje
jednorozměrným extrémům. Druhá uvádı́ základnı́ definice a věty o Po-
issonových bodových procesech. Třetı́ kapitola se zabývá vı́cerozměrnými
souřadnicovými extrémy. Prvnı́ tři kapitoly sloužı́ jen pro připomenutı́ a de-
finici nezbytných pojmů. Jádro práce tvořı́ dalšı́ tři kapitoly. Kapitola 4 se
věnuje přesahům přes lineárnı́ prahy v přı́padě, že podkladové rozdělenı́ je
směrově homogennı́. Jedná se o rozdělenı́, jejichž úrovňové množiny jsou
konvexnı́. Kapitola 5 se pak zabývá přesahy přes horizontálnı́ prahy. To je
přı́pad, kdy se extrémnı́ hodnoty nacházejı́ v jednom směru a vyšetřujeme
chovánı́ náhodného vektoru za podmı́nky, že ležı́ v poloprostorech, které
tı́mto směrem divergujı́, Poslednı́ kapitola 6 se pak věnuje přesahům přes
eliptické prahy.
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Kapitola 1

Teorie extrémnı́ch hodnot

V této kapitole uvedeme základnı́ pojmy z jednorozměrné teorie
extrémnı́ch hodnot (anglicky ”Extreme Value Theory“). Kapitola je rozdělena
na dvě podkapitoly, jedna se věnuje maximům a druhá přesahům.

1.1 Maxima

Necht’ máme náhodné veličiny Z;Z1, Z2, . . ., které jsou nezávislé, stejně
rozdělené, nedegenerované s distribučnı́ funkcı́ F .
Označme funkci přežitı́ jako

F̄ = 1− F = 1− F (z) = P (Z > z)

a výběrové maximum jako

M1 = Z1, Mn = max (Z1, . . . , Zn).

Snadno se odvodı́, že

P (Mn ≤ z) = P (Z1 < z, . . . , Zn < z) = F n(z), z ∈ R, n ∈ N.

Označme z∞ = sup {z ∈ R : F (z) < 1} jako pravý koncový bod rozdělenı́
s distribučnı́ funkcı́ F . U rozdělenı́ s konečným nosičem je tedy tento bod
konečný, u rozdělenı́ s neomezeným nosičem je z∞ =∞.

Podobně jako u centrálnı́ limitnı́ věty nás zajı́má, zda existuje nedegene-
rovaná limitnı́ náhodná veličina W tak, že vhodně znormované maxima kon-
vergujı́ v distribuci k W :

Mn − dn
cn

d−→ W, n→∞, cn > 0 a dn ∈ R.
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Pokud označı́me un = un(z) = cnz + dn a Q bude distribučnı́ funkce limitnı́
náhodné veličiny W , můžeme vyjádřenı́ výše přepsat jako

lim
n→∞

P (Mn ≤ cnz +dn) = lim
n→∞

P (Mn ≤ un(z)) = lim
n→∞

F n(un(z)) = Q(z). (1.1)

Nynı́ označme Bn :=
∑n

i=1 I{Zi>un}. Jelikož máme náhodný výběr, má
Bn binomické rozdělenı́ Bi(n, F̄ (un)). Následujı́cı́ dvě podmı́nky jsou ekvi-
valentnı́:

1. Bn
d−→ B∞ ∼ Pois(λ), λ > 0;

2. limn→∞ nF̄ (un) = λ ∈ (0,∞).

S počtem pozorovánı́ jdoucı́m do nekonečna má Bn Poissonovo rozdělenı́
s parametrem λ. Jako důsledek dostaneme, že pro n→∞

P (Mn ≤ un) = P (Bn = 0)→ P (B∞) = e−λ.

Z (1.1) se odvodı́, že λ = − logG(z). Bn lze interpretovat jako počet přesahů
přes mez un. Tyto úvahy ukazujı́ spojenı́ mezi teoriı́ extrémnı́ch hodnot a bo-
dovými procesy, respektive Poissonovým bodovým procesem s intenzitou λ.
Podobná analogie existuje i u vı́cerozměrných souřadnicových extrémů.

Normovacı́ konstanty cn a dn jsou pozitivnı́ afinnı́ transformace. Jak
uvidı́me v kapitole 3, tyto transformace tvořı́ grupu pozitivnı́ch afinnı́ch
transformacı́.

Centrálnı́ limitnı́ věta řı́ká, že vhodně transformovaný součet nezávislých,
stejně rozdělených náhodných veličin konverguje v distribuci k normálnı́mu
rozdělenı́. Je to proto, že normálnı́ rozdělenı́ je jistým způsobem sta-
bilnı́: součet normálně rozdělených veličin, má opět normálnı́ rozdělenı́. Tento
součet můžeme transformovat, aby měl libovolnou střednı́ hodnotu a rozptyl.
Jeho rozdělenı́ je přitom pořád normálnı́. Pro jiná než normálnı́ rozdělenı́ ta-
kové transformace neexistujı́. Jediné limitnı́ rozdělenı́ je proto normálnı́.

V přı́padě maxim je situace podobná. Limitnı́ rozdělenı́ budou právě ta, jež
splňujı́ podmı́nku stability. Necht’ W1,W2, . . . jsou nezávislé, stejně rozdělené
náhodné veličiny. Pak jejich rozdělenı́ je stabilnı́, právě když

max (W1, . . . ,Wn)
d
= cnW1 + dn, (1.2)

pro přı́slušné normovacı́ konstanty cn > 0 a dn ∈ R.
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Náhodné veličiny, které splňujı́ tuto stabilitu pro posloupnost nezávislých,
stejně rozdělených náhodných veličin, se nazývajı́ maximálně stabilnı́. Narozdı́l
od CLV existujı́ pro maxima tři limitnı́ maximálně stabilnı́ rozdělenı́. Jejich
výčet uvádı́ následujı́cı́ věta 1.1.

Věta 1.1. (Fisherova-Tipettova věta, Embrechts [6], str. 121)
Necht’ je Zn posloupnost nezávislých, stejně rozdělených náhodných veličin. Jestliže
existujı́ posloupnosti normovacı́ch konstant cn > 0 a dn ∈ R a existuje nedegenero-
vaná limitnı́ náhodná veličina W , že

c−1n (Mn − dn)
d−→ W, (1.3)

pak rozdělenı́ W patřı́ mezi jeden typ rozdělenı́ s následujı́cı́mi distribučnı́mi funk-
cemi:

(1) Fréchetovo rozdělenı́: Φα(w) =

{
0 , w ≤ 0
exp {−w−α} , w > 0

pro α > 0,

(2) Gumbelovo rozdělenı́: Λ(w) = exp{−e−w}, w ∈ R,

(3) Weibullovo rozdělenı́: Ψα(w) =

{
exp {−(−w)−α} , w ≤ 0
1 , w > 0

pro α < 0.

Uvedená limitnı́ rozdělenı́ se nazývajı́ rozdělenı́ extrémnı́ch hodnot (anglicky

”extreme value distributions“ (EVD)).

Ke každému z těchto limitnı́ch rozdělenı́ konvergujı́ maxima jiných typů
rozdělenı́. Pro Fréchetovo rozdělenı́ jsou to maxima náhodných veličin, jež
majı́ těžké chvosty. Maxima náhodných veličin s lehkými chvosty konver-
gujı́ ke Gumbelovu rozdělenı́ a maxima náhodných veličin s omezeným
nosičem konvergujı́ k Weibullovu rozdělenı́. Narozdı́l od CLV však tato kon-
vergence neplatı́ pro všechna rozdělenı́. Napřı́klad Poissonovo nebo geome-
trické rozdělenı́ k žádnému EVD nekonvergujı́. Na druhou stranu většina
rozdělenı́ se spojitou distribučnı́ funkcı́ použı́vaných v matematických mode-
lech k jednomu z limitnı́ch rozdělenı́ konverguje. Dostáváme se k následujı́cı́
definici.

Definice 1.2. (Sféra přitažlivosti maxim, Embrechts [6], str. 128)
Řekneme, že náhodná veličina Z s distribučnı́ funkcı́ F patřı́ do sféry přitažlivosti
maxim (anglicky ”maximum domain of attraction“ (MDA)) limitnı́ náhodné veličiny
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W s distribučnı́ funkcı́ Q, právě když existujı́ čı́selné posloupnosti cn > 0 a dn ∈ R
tak, že

c−1n (Mn − dn)
d−→ W,

pı́šeme Z ∈MDA(W ) nebo F ∈MDA(Q).

Do MDA tedy patřı́ takové náhodné veličiny, jejichž maxima v distribuci
konvergujı́ k některému z EVD. Pro každé rozdělenı́ extrémı́ch hodnot je
MDA charakterizována. Vı́me, které typy rozdělenı́ konvergujı́ k EVD (a ke
kterým EVD konvegujı́) a které ne. Podmı́nky kladené na distribučnı́ funkci F,
aby konvergovala k EVD, se nazývajı́ Von Misesovy podmı́nky, viz napřı́klad
Embrechts [6], kapitola 3.

Dalšı́mi důležitými pojmy jsou pomalu a pravidelně se měnı́cı́ funkce,
které popisujı́ sféry přitažlivosti EVD.

Definice 1.3. (Pravidelně se měnı́cı́ funkce v Karamataově smyslu, Embrechts
[6], str. 564)

a) Positivnı́, Lebesgueově měřitelná funkce L na (0,∞) je pomalu se měnı́cı́
v nekonečnu (anglicky ”slowly varying“), pı́šeme L ∈ R0, právě když
limz→∞

L(tz)
L(z)

= 1, t > 0.

b) Positivnı́, Lebesgueově měřitelná funkce h na (0,∞) je pravidelně se měnı́cı́
v nekonečnu (anglicky ”regularly varying“) s indexem α ∈ R, pı́šeme h ∈ Rα,
právě když limz→∞

h(tz)
h(z)

= tα, t > 0.

Nynı́ můžeme popsat, které distribučnı́ funkce patřı́ do kterých sfér
přitažlivosti.

• Sféra přitažlivosti Fréchetova rozdělenı́ obsahuje distribučnı́ funkce
s z∞ =∞ a F̄ (z) = z−αL(z), α > 0 a L ∈ R0.

• Sféra přitažlivosti Weibullova rozdělenı́ obsahuje distribučnı́ funkce
s z∞ <∞ a F̄ (z∞ − z−1) = zαL(z), α < 0 a L ∈ R0.

• Sféra přitažlivosti Gumbelova rozdělenı́ obsahuje distribučnı́ funkce
s x∞ ≤ ∞ a

F̄ (z) = c(z) exp {−
∫ z

z0

g(t)

a(t)
dt}, z0 < z < z∞,

kde c(z)→ c > 0, g(z)→ 1, a′(z)→ 0 pro z → z∞.
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Do sféry přitažlivosti Fréchetova limitnı́ho rozdělenı́ patřı́ rozdělenı́ s těžkými
chvosty, napřı́klad Cauchyho, Paretovo či loggama. Do MDA Weibullova
rozdělenı́ patřı́ rozdělenı́ s z∞ < ∞, napřı́klad rovnoměrné či beta rozdělenı́.
Do sféry přitažlivosti Gumbelova rozdělenı́ patřı́ rozdělenı́ s lehkými chvosty,
napřı́klad normálnı́, exponenciálnı́ nebo gama.

Všechna tři limitnı́ rozdělenı́ lze zapsat pomocı́ jedné formule. Můžeme
tak definovat zobecněné rozdělenı́ extrémnı́ch hodnot (anglicky ”generalized
extreme value distribution“ (GEV)).

Definice 1.4. (Zobecněné rozdělenı́ extrémnı́ch hodnot, Embrechts [6], str.
152)
Definujme distribučnı́ funkci Qτ jako

Qτ (w) =

{
exp {−(1 + τw)−1/τ} , pro τ 6= 0
exp {−e−w} , pro τ = 0

(1.4)

kde 1 + τw > 0. Pokud

• τ = α−1 > 0, pak Qτ odpovı́dá Fréchetovu rozdělenı́ s distr. funkcı́ Φα,

• τ = α−1 = 0, pak Qτ odpovı́dá Gumbelovu rozdělenı́ s distr. funkcı́ Λ,

• τ = α−1 < 0, pak Qτ odpovı́dá Weibullovu rozdělenı́ s distr. funkcı́ Ψα.

Parametr τ v definici 1.4 charakterizuje chovánı́ chvostů rozdělenı́ s dis-
tribučnı́ funkcı́ F . Je-li F ∈ MDA(Qτ ), pak pro τ > 0 má F těžké konce. Pro
τ < 0 má F konečný pravý koncový bod a pro τ = 0 má F lehké chvosty.

1.2 Přesahy

Alternativou k hledánı́ limitnı́ho rozdělenı́ pro maxima je stanovit si nějakou
vysokou hranici a za extrémnı́ hodnoty považovat všechny ty, které ji
překročı́. Následně zjistit limitnı́ rozdělenı́ těchto hodnot, když hranici po-
sunujeme výš a výš do nekonečna.

Definice 1.5. (Přesahová distribučnı́ funkce, Embrechts [6], str. 160)
Necht’ Z je náhodná veličina s distribučnı́ funkcı́ F a pravým koncovým bodem z∞.
Pro pevné u < z∞ definujme přesahovou distribučnı́ funkce Fu(z) jako:

Fu(z) = P (Z ≤ z + u |Z > u), z ≥ 0.

Je to přesah distribučnı́ funkce Z nad hraničnı́ bod u.
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Přesahová distribučnı́ funkce (anglicky ”excess distribution function“)
vlastně udává rozdělenı́ přebytku Z nad u, když už Z překročı́ hranici u.
Má uplatněnı́ v mnoha oblastech, napřı́klad v pojišt’ovnictvı́ se Fu obvykle
nazývá ”excess-of-loss distribution function“. V demografii je Fu známá jako
reziduálnı́ životnı́ funkce. .

Nynı́ zadefinujeme zobecněné Paretovo rozdělenı́ (anglicky ”generali-
sed Pareto distribution“ (GPD)). Vztah GPD a přesahové distribučnı́ funkce
uvidı́me za chvı́li.

Definice 1.6. (Zobecněné Paretovo rozdělenı́, Embrechts [6], str. 162)
Definujme distribučnı́ funkci Gτ jako

Gτ (w) =

{
1− (1 + τw)−1/τ , když τ 6= 0,
1− e−w , když τ = 0,

(1.5)

kde
w ≥ 0 , když τ ≥ 0,
0 ≤ w ≤ −1/τ , když τ < 0.

(1.6)

Gτ je nazývána standardnı́m zobecněným Paretovým rozdělenı́m.

Limitnı́ rozdělenı́ GPD je tedy definováno na intervalu [0,∞). Jak
uvidı́me dále, pokud vezmeme polopřı́mku Hu = [u,∞) takovou, že
P (Z ∈ Hu) → 0+, u → z∞, tak je funkce přežitı́ GPD limitnı́m rozdělenı́m
vhodně normalizované podmı́něné náhodné veličny ZHu = Z|Z ∈ Hu.

Mı́rnou úpravou zı́skáme obecnějšı́ tvar Gτ ;β tak, že z v definici 1.6
zaměnı́me za z/β, pro β > 0. G0 je limita Gτ pro τ → 0. Je to standardnı́
exponenciálnı́ rozdělenı́.
To využijeme v následujı́cı́ větě.

Věta 1.7. (Pickandsova-Balkemova-de Haanova věta, Chavez-Demoulin [5],
str. 16)
Necht’ Z1, Z2, . . . jsou i.i.d. náhodné veličiny s distribučnı́ funkcı́ F . Pak platı́
následujı́cı́:
F ∈MDA(Qτ ), τ ∈ R, právě když

lim
n→z∞

sup
0<z<z∞−u

|Fu(z)−Gτ,β(u)(z)| = 0

pro nějakou měritelnou funkci β(·).
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Pokud distribučnı́ funkce F patřı́ do sféry přitažlivosti některého li-
mitnı́ho rozdělenı́ extrémnı́ch hodnot, jejı́ přesahová funkce pro vysoké
prahy u, blı́zké koncovému bodu z∞, se chová jako distribučnı́ funkce zo-
becněného Paretova rozdělenı́. Pro vysoké u můžeme Fu modelovat pomocı́
GPD.

Větu 1.7 můžeme přepsat pro funkci přežitı́ přesahové distribučnı́ funkce

F̄u(z) = P (Z > z + u|Z > u) =
1− F (z + u)

1− F (u)
, z > 0,

jako
lim
n→z∞

sup
0<z<z∞−u

|F̄u(z)− Ḡτ,β(u)(z)| = 0.

Nynı́ zavedeme sféru přitažlivosti přesahů.

Definice 1.8. (Sféra přitažlivost přesahů, Balkema [3], str. 101)
Řı́káme, že F patřı́ do sféry přitažlivosti přesahů distribučnı́ funkce G na [0,∞),
pı́šeme F ∈ D+(G), pokud F splňuje

1− F (z + u)

1− F (u)
→ 1−G(z), z → z∞.

Z Pickandsovy-Balkemovy-de Haanovy věty 1.7 vidı́me, že limitnı́
rozdělenı́ přesahů G je zobecněné Paretovo rozdělenı́ Gτ . Můžeme tedy
značit D+(Gτ ) = D+(τ).

Sféry přitažlivosti maxim a přesahů si odpovı́dajı́. Pokud distribučnı́
funkce F patřı́ do MDA Gumbelova rozdělenı́, F ∈ MDA(Q0), jejı́ přesahová
distribučnı́ funkce konverguje k G0 a proto F patřı́ do D+(0). Pokud dis-
tribučnı́ funkce F patřı́ do MDA Fréchetova rozdělenı́, F ∈MDA(Qτ ), τ > 0,
jejı́ přesahová distribučnı́ funkce konverguje k Gτ , a proto F patřı́ do
D+(τ), τ > 0. Podobně sféra přitažlivosti přesahů pro τ < 0 odpovı́dá MDA
Weibullova rozdělenı́. Funkce Gτ má konečný pravý koncový bod pro τ < 0.
Sféry přitažlivosti pro tato dvě poslednı́ rozdělenı́ jsou dány podmı́nkami na
funkci přežitı́ distribučnı́ funkce F . Požaduje se, aby se F̄ pravidelně měnila.

Následujı́cı́ věta charakterizuje sféru přitažlivosti přesahů D+(0) expo-
nenciálnı́ho limitnı́ho rozdělenı́, která má volnějšı́ strukturu.
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Věta 1.9. (Balkema [3], str. 101)
Distribučnı́ funkce F patřı́ do D+(0), a tı́m pádem i do MDA Gumbelova rozdělenı́
Λ, právě když

1− F (z)→ eψ(z), pro z → z∞,

kde ψ je dvakrát diferencovatelná funkce na levém okolı́ z∞ splňujı́cı́

ψ
′
(z) > 0, ψ(z)→∞, (1/ψ

′
)
′
(z)→ 0, z → z∞. (1.7)

V dalšı́ch kapitolách budeme uvažovat náhodnou veličinu Y , která bude
reprezentovat ztrátu portfolia v nějakém pevně zvoleném budoucı́m čase.
Hodnota portfolia bude −Y . Budeme předpokládat, že Y patřı́ do D+(0). To,
jestli náhodná veličina, patřı́ do sféry přitažlivosti, záležı́ na chovánı́ konce
neboli chvostu jejı́ho rozdělenı́ či hustoty. Tedy na něčem, o čem většinou
máme jen velmi kusé informace, jestli nějaké vůbec máme. Extrémnı́ch po-
zorovánı́ nenı́ mnoho, takže vlastně nemůžeme nikdy řı́ci, jestli rozdělenı́,
z něhož máme jen konečné výběry, bude mı́t svůj chvost v požadované formě.
Na druhou stranu teorie extrémnı́ch hodnot byla v praxi mnohokrát použita
a dobře odhadla extrémnı́ chovánı́. Autoři článku Balkema [2] uvádějı́ dva
důvody, proč by toto limitnı́ chovánı́ mělo platit.

1) Finačnı́ trh je komplexnı́ ekonomický systém, který se chová tak složitě
a nepředvı́datelně, že ho jako celek nelze postihnout nějakým matema-
tickým modelem. Náhodné veličiny, které z takového trhu pocházejı́,
však většinou majı́ rozdělenı́ s hustotami, které majı́ spojité konce. Je-
jich chvosty se tedy nemůžou chovat nijak divoce a dramaticky měnit
předchozı́ trend.

2) Vezměme P (Y ≥ u) = α. I když požadujeme, aby limitnı́ rozdělenı́
existovalo pro α → 0+, ve skutečnosti nás extrémně malé hodnoty
α, řekněme α < 10−99, nezajı́majı́. Nemajı́ totiž žádné reálné použitı́
a vysvětlenı́. Extrémnı́mi událostmi s tak malými pravděpodobnostmi
výskytu je nemožné se zabývat.
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Kapitola 2

Poissonovy bodové procesy

V této kapitole uvedeme základnı́ definice a vlastnosti bodových procesů,
zvláště pak Poissonových bodových procesů.

Na náhodné vektory Zi (respektive náhodné veličiny Zi) se můžeme
dı́vat jako na náhodné body prostoru Rd (respektive R). Bodový proces
N je pak rozdělenı́m těchto náhodných vektorů v daném prostoru. Máme-
li náhodné body Zi a množinu A ⊂ Rd, náhodná veličina N(A) udává počet
Zi ∈ A. Nejdůležitějšı́ jsou ty bodové procesy, pro které má N(A) Poisso-
novo rozdělenı́: počet náhodných bodů v množině A se řı́dı́ Poissonovým
rozdělenı́m. Rozšı́řenı́, kdy parametr λ v Poissonově rozdělenı́ nahradı́me
mı́rou ρ, propojuje teorii extrémnı́ch hodnot s bodovými procesy. Bodové pro-
cesy se totiž vyskytujı́ jako slabé limity výběrových bodových procesů popi-
sujı́cı́ch chovánı́ výběrových mraků. To znamená, že

(Nn(A1), . . . , Nn(Am))
d−→ (N(A1), . . . , N(Am)),

pro jakékoliv množiny Ai ⊂ Rd, i = 1, . . . ,m.

Obecně se mı́sto d-rozměrného euklidovského prostoru Rd použı́vá
v teorii bodových procesů obecnějšı́ stavový prostor (anglicky ”state space“).
Pro naše účely je však tento pojem nadbytečný. Vı́ce o stavovém prostoru lze
najı́t napřı́klad v sekci 4.2 knihy Balkema [3].

Jak již bylo řečeno N(A) = N(A, ω) je náhodná veličina udávajı́cı́ počet
bodů v množině A. Dále N(·, ω) je mı́ra, která nabývá hodnot 1, 2, 3, . . .. Tedy
něco jako čı́tacı́ mı́ra. Bodový proces N je jednoduchý, když se žádné jeho
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body neopakujı́.

Rozdělenı́ bodového procesu N je určeno rozdělenı́m konečně
rozměrných vektorů

(N(A1), . . . , N(Am)) pro m ≥ 1.

Množiny A1, . . . , Am jsou podmnožiny Rd.

Definujme Diracovu mı́ru εz pro z ∈ Rd tak, že

εz =

{
1 , z ∈ A,
0 , z 6∈ A, A ⊂ Rd.

Bodový proces pak můžeme zapsat jako N =
∑∞

i=1 εZi pro posloupnost
náhodných vektorů Z1,Z2, . . . z Rd. Pro ω ∈ Ω je

N(A, ω) =
∞∑
i=1

εZi(ω)(A), A ⊂ R.

Jednı́m z bodových procesů, který má uplatněnı́ v teorii extrémnı́ch hod-
not, je bodový proces přesahů (anglicky ”point process of exceedances“). V jed-
norozměrném přı́padě ho pro interval I , posloupnost náhodných veličin
Z1, Z2, . . . a hranici u můžeme zapsat jako:

Nn(I) =
n∑
i=1

εn−1i(I)1{Zi>u}, n = 1, 2, . . . .

Pokud I = (0, 1], počı́tá Nn(I) počet přesahů sekvence náhodných veličin
Z1, . . . , Zn přes práh u :

Nn((0, 1]) = #{i : 0 < n−1i ≤ 1 a Zi > u} = #{i ≤ n : Zi > u}.

Z toho je zřejmé napojenı́ na teorii extrémnı́ch hodnot, protože:

P (Nn((0, 1]) = 0) = P (#{i ≤ n : Zi > u} = 0) =

=P ( žádný z bodů Zi nepřekročı́ u) = P (max (Z1, . . . , Zn) ≤ u} = P (Mn ≤ u).
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Bodové procesy je možné vnı́mat jako kolekci čı́tacı́ch veličin, které
nabývajı́ hodnot 1, 2, 3, . . .. Vezměme v úvahu jednoduchou náhodnou čı́tacı́
veličinu

Bn =
n∑
i=1

1{Zi∈An}, An ⊂ R,

Zi jsou nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny. Pak Bn má binomické
rozdělenı́: udává počet úspěchů {Zi ∈ An} mezi Z1, . . . , Zn pokusy při
pravděpodobnosti úspěchu pn = P (Z1 ∈ An). Pokud roste počet pozorovánı́
n do∞ a npn → λ, pak Bn

d−→ Poi(λ). Tı́m se dostáváme k definici Poissonova
bodového procesu. Nejprve však musı́me definovat Radonovu mı́ru.

Definice 2.1. Mı́ra na otevřené podmnožině Rd je Radonova mı́ra, právě když je
konečná pro kompaktnı́ podmnožiny dané otevřené množiny.

Definice 2.2. (Poissonův bodový proces, Embrechts [6], str. 227)
Necht’ ρ je Radonova mı́ra na Rd, bodový procesN je Poissonovým procesem se střednı́
mı́rou ρ, právě když

(a) pro ∀A ⊂ Rd P (N(A) = k) =

{
e−ρ(A) (ρ(A))

k

k!
, když ρ(A) <∞,

0 , když ρ(A) =∞,

(b) pro ∀m ≥ 1 a A1, . . . , Am po dvou disjunktnı́ množiny z Rd konečné mı́ry
ρ(Ai), i = 1, . . . ,m, jsou N(A1), . . . , N(Am) nezávislé náhodné veličiny.

Radonova mı́ra ρ se nazývá střednı́ mı́ra, protože EN(A) = ρ(A). Je to
střednı́ hodnota Poissonova procesu. Často tato mı́ra bývá čı́tacı́, jelikož uvádı́
počet bodů, které patřı́ do nějaké množiny A. Protože je Poissonovo rozdělenı́
určeno svou střednı́ hodnotou, určuje ρ Poissonův bodový proces.

Přı́klad 2.3. (Homogennı́ Poissonův bodový proces)
Homogennı́ Poissonův proces (N(t))t≥0 na prostoru R s intenzitou λ splňuje
následujı́cı́ podmı́nky:

i) N(0) = 0, začı́ná v nule,

ii) má nezávislé a stacionárnı́ přı́růstky,

iii) ∀t ≥ 0 má N(t) Poissonovo rozdělenı́ s parametrem λt.
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Protože (N(t))t≥0 je neklesajı́cı́ proces, definujme:

N((s, t]) = N(t)−N(s), 0 ≤ s < t <∞.

S touto konstrukcı́ je pak homogennı́ Poissonův proces (N(t))t≥0 Poissonovým bo-
dovým procesem na [0,∞) se střednı́ mı́rou ρ:

N(t) = N((0, t]), ρ((0, t]) = λ|(0, t]| = λt, kde | · | je Lebesgueova mı́ra.

Pro 0 ≤ s < t <∞ je pak

N((s, t]) = N((0, t])−N((0, s]),

ρ((s, t]) = ρ((0, t])− ρ((0, s]) = λ|(0, t]| − λ|(0, s]| = λ(t− s).

�

Jestliže je střednı́ mı́ra ρ absolutně spojitá vzhledem k Lebesgueově mı́ře,
to znamená, že existuje funkce f ≥ 0 tak, že

ρ(A) =

∫
A

f(z)dz, A ⊂ Rd,

pak je f nazývána intenzitou procesu N . Je-li
∫

Rd f(z)dz = 1, pak je f hustota
mı́ry ρ.

Necht’ ρ je střednı́ mı́ra Poissonova bodového procesu N a g je Borelovská
funkce taková, že

∫
|g|dρ je konečný. Pak

E

∫
gdN =

∫
gdρ; var

∫
gdN =

∫
g2dρ ≤ ∞.

Následujı́cı́ věta řı́ká, že pokud transformujeme Poissonův bodový proces
pomocı́ měřitelného zobrazenı́, zůstane Poissonovým bodovým procesem.

Věta 2.4. (Embrechts [6], str. 230)
Necht’ N je Poissonův bodový proces se střednı́ mı́rou ρ na Rd. Necht’ jsou body N
transformovány měřitelným zobrazenı́m T : Rd → Rm, m ≥ 1. Pak T (N) je Pois-
sonův bodový proces se střednı́ mı́rou ρ(T−1), ρ((T−1)(·)) = ρ{z ∈ Rd : T (x) ∈ ·}.

Než přistoupı́me k definici vágnı́ konvergence Radonových měr, uvedeme
pro připomenutı́ definici konvergence v distribuci neboli slabou konvergenci.
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Definice 2.5. (Slabá konvergence)
Necht’ Z; Z1,Z2, . . . jsou náhodné vektory z Rd s rozdělenı́mi π0; π1, π2, . . .. Řı́káme,
že Zn konvergujı́ v distribuci k Z, právě když pro všechny spojité omezené funkce
ϕ z Rd do R platı́: ∫

ϕdπn →
∫
ϕdπ0, n→∞.

Konvergenci v distribuci značı́me: Zn
d−→ Z nebo řı́káme, že πn → π0 slabě.

Ekvivalentně lze mı́sto spojité a omezené funkce ϕ, uvažovat spojitou
funkci ϕ s kompaktnı́m nosičem.

Definice 2.6. (Vágnı́ konvergence)
Necht’ ρ0; ρ1, ρ2, . . . jsou Radonovy mı́ry na prostoru Rd. Řekneme,že ρn jdou
k ρ0 vágně, právě když pro všechny spojité nezáporné funkce ϕ : Rd → R s kom-
paktnı́m nosičem platı́: ∫

ϕdρn →
∫
ϕdρ0, n→∞.

Vágnı́ konvergence je slabšı́ než konvergence v distribuci, jelikož u slabé
konvergence nepožadujeme, aby funkce ϕ byla nezáporná.
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Kapitola 3

Teorie vı́cerozměrných extrémnı́ch
hodnot

V této kapitole přejdeme od jednorozměrných k vı́cerozměrným
extrémům. Teorie vı́cerozměrných extrémnı́ch hodnot se těšı́ velkému
zájmu vědců i praktiků. Jedná se napřı́klad o přı́pad, kdy máme v portfoliu
vı́ce cenných papı́rů a zajı́má nás, jaké je rozdělenı́ náhodného vektoru
složeného z cen nebo logaritmů cen těchto cenných papı́rů, když jedna nebo
vı́ce jeho složek dosahuje extrémnı́ch hodnot.

Narozdı́l od jednorozměrného přı́padu nenı́ u vı́cerozměrných extrémů
zřejmé, co je to extrém. Existuje několik reprezentacı́, z nichž každá
považuje za extrém něco jiného. V této kapitole se budeme zabývat
souřadnicovými extrémy (anglicky ”coordinatewise extremes“). Je to analogie
jednorozměrných maxim.

Jiná interpretace je analogiı́ excesů přes vysoké meze. V každém rozměru
si stanovı́me hranici. Jakékoliv pozorovánı́ přesahujı́cı́ některou z těchto
hranic považujeme za extrémnı́. Napřı́klad na obrázku 3.1 má ve dvou-
rozměrném přı́padě horizontálnı́ hranice hodnotu 3 a vertikálnı́ hranice
hodnotu 2,5. Nejvı́ce informacı́ nám samozřejmě dávajı́ ty pozorovánı́, které
překračujı́ všechny hranice.

Pro souřadnicové extrémy uvažujme náhodný výběr z d-rozměrného
rozdělenı́ o velikosti n. O náhodném výběru z vı́cerozměrného rozdělenı́ se
někdy hovořı́ jako o výběrovém mraku. Máme vektory Z1, . . . ,Zn z Rd, kde
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Zi = (Zij)j=1,...,d, i = 1, . . . , n. Označme maximum v každé složce jako

Mn
j = max {Zij, . . . , Znj}, j = 1, . . . , d.

V každé souřadnici tedy vybereme tu největšı́ složku vektorů z výběru. Vektor
těchto složek bude tvořit vı́cerozměrný extrém

Mn = (Mn
1 , . . . ,M

n
d )
′
.

Realizace tohoto maximálnı́ho vektoru m = Mn(ω) nemusı́ samozřejmě být,
a většinou také nenı́, bod původnı́ho náhodného výběru. To také ostatně
můžeme vidět na obrázku 3.1, který ukazuje rozdı́l mezi souřadnicovými
extrémy a přesahy. Souřadnicové maximum má hodnotu [3, 6; 4, 6], je složeno
ze dvou bodů náhodného výběru.

Obrázek 3.1: Část náhodného výběru 10 000 bodů z dvourozměrného
normálnı́ho rozdělenı́, černý puntı́k zobrazuje souřadnicový extrém, černé
přı́mky pak hranice přesahů

Stejně jako v jednorozměrném přı́padě normalizujeme vektor Mn pomocı́
afinnı́ch transformacı́. Předpokládáme, že jsou tyto transformace pozitivnı́
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a působı́ po složkách (anglicky se nazývajı́ ”coordinatewise affine transfor-
mations“ (CATs)). Majı́ tedy tento tvar:

γ(z) = (a1z1 + b1, . . . , adzd + bd)
′
, aj > 0, bj ∈ R, j = 1, . . . , d.

S operacı́ skládánı́ zobrazenı́ tvořı́ tyto transformace grupu tranformacı́ γt tak,
že γt+s = γt◦γs, γ1 = γ. Pro libovolné tmajı́ afinnı́ transformace v každé složce
tvar:

γt(zj) =

{
zj + tb , a = 1
at(zj − c) + c , a 6= 1, c = b/(1− a).

V prvnı́m přı́padě se jedná o translaci, ve druhém o změnu měřı́tka se
středem v bodě c. Tyto jednorozměrné transformace tvořı́ grupu pozitivnı́ch
afinnı́ch transformacı́, kterou budeme značit A+.

Celkově máme vektor

γt(z) = (γt1(z1), . . . , γ
t
d(zd))

′
, t ∈ (R), z = (z1, . . . , zd)

′
.

Chceme, aby afinnı́ tranformace normalizovali vektor Mn tak, aby konver-
goval k nedegenerovanému náhodnému vektoru W.

Definice 3.1. (Sféra přitažlivosti, Balkema [3], str. 113)
Náhodný vektor Z s distribučnı́ funkcı́ F patřı́ do sféry přitažlivosti limitnı́ho vektoru
W s distribučnı́ funkcı́ Q, jestliže W je nedegenerovaný a existujı́ složkové afinnı́
transformace γn tak, že

(γn)−1(Mn) = ((γn1 )−1(Mn
1 ), . . . , (γnd )−1(Mn

d ))
′ d−→W = (W1, . . . ,Wd)

′
, n→∞;

F n(γn(w))→ Q(w).

Pı́šeme F ∈ D∨(Q) nebo Z ∈ D∨(W).

Pokud Z patřı́ do D∨(Q), konvergujı́ v distribuci komponenty normalizo-
vaného souřadnicového maxima k jednorozměrnému limitnı́mu rozdělenı́:

(γnj )−1(Mn
j )

d−→ Wj, n→∞.

Wj má rozdělenı́ extrémnı́ch hodnot (viz. 1.1) a Fj ∈MDA(Qτj).
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Stejně jako v jednorozměrném přı́padě musı́ vektor W splňovat podmı́nku
stability, aby mohl být limitnı́m vektorem. Jedině ke stabilnı́m nedegenero-
vaným vektorům můžou maxima konvergovat. Necht’ je nynı́ Mn vektor ma-
xim nezávislých, stejně rozdělených náhodných vektorů W1, . . . ,Wn s dis-
tribučnı́ funkcı́ Q. Požadujeme tedy, aby

(γn)−1(Mn)
d
= W1.

Jelikož platı́
P (Mn < w) = P (Mn

1 < w1, . . . ,M
n
d < wd) =

= P (W11 < w1, . . . ,W1d < wd) · . . . · P (Wn1 < w1, . . . ,Wnd < wd) = Qn(w),

má podmı́nka stability tvar:

Qn(γn(w)) = Q(w). (3.1)

Všechny mocniny Qn jsou stejného typu vzhledem k souřadnicovým afinnı́m
transformacı́m.

Předpokládejme, že limitnı́ distribučnı́ funkce Q je pozitivnı́ na (0,∞)d

a splňuje podmı́nku stability. Mocniny Qn pro všechny n > 0 jsou také dis-
tribučnı́ funkce. Definujme funkci

R(w) = − logQ(w), Q(w) = e−R(w) na (0,∞)d.

Pro libovolné ε > 0 je Qε−1 funkce, která má v (∞, . . . ,∞) hodnotu 0. Funkce
Qε−1
ε

je vı́cerozměrná obdoba funkce přežitı́ mı́ry s mohutnostı́ 1/ε na [0,∞)d.
Jelikož platı́ následujı́cı́:

lim
ε→0+

Qε − 1

ε
= logQ(w) = −R(w),

je funkce R vı́cerozměrná obdoba funkce přežitı́ mı́ry ρ na [0,∞)d\{0}, defi-
novaná jako

ρ([0,∞)d\[0,w)) = R(w) = − logQ(w).

Definice 3.2. Mı́ře ρ se řı́ká exponentová mı́ra (anglicky ”exponent measure“).

Exponentová mı́ra ρ na (0,∞)d je konečná pro všechny kompaktnı́
podmnožiny [0,∞)d\[0,w] pro jakékoliv w ∈ (0,∞)d. Je to tedy Radonova
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mı́ra (viz 2.1).

Jak ukazujı́ autoři knihy Balkema [3] v kapitolách 7.1 a 7.2 , lze pomocı́
max-Lévyho procesu odvodit, že Q splňuje podmı́nku stability, právě když
existujı́ složkové afinnı́ transformace tak, že pro exponentovou mı́ru ρ platı́

γt(ρ) = etρ, t ∈ R.

Toto je důležitý výsledek, který bude mı́t velký význam v dalšı́ch kapitolách.
Právě takovou vlastnost totiž budeme požadovat po přesahových mı́rách,
aby byly limitnı́mi mı́rami přesahů přes horizontálnı́ a eliptické prahy.

Předpokládejme, že F patřı́ do sféry přitažlivosti limitnı́ho rozdělenı́ s dis-
tribučnı́ funkcı́ Q.

F n(γn(w))→ Q(w), Q(w) = e−R(w).

Protože − logF (γn(w)) je asymptoticky rovno 1− F (γn(w)) pro w > 0 a

logF n(γn(w)) = n logF (γn(w)),

kde γn(w) = z, tak pro velké n platı́:

−n logF (γn(w)) = n(1− F (γn(w))).

Označme n(1− F (γn(w))) = Rn(w). Pak Rn(w) → R(w) pro w ∈ (0,∞)d.
Funkce Rn(w) je opět vı́cerozměrná obdoba funkce přežitı́ mı́ry ρn = nπn,
kde πn je funkce přežitı́ normalizovaného vektrou (γn)−1(Z). Dále ρn je střednı́
mı́ra bodového procesu daného normalizovaným náhodným výběrem:

Nn = {(γn)−1(Z1), . . . , (γ
n)−1(Zn)}, Rn(w) = ρn([0,w]c).

Bodová konvergence F n(γn(w)) → Q(w) implikuje bodovou konvergenci
Rn(w) → R na (0,∞)d a vágnı́ konvergenci ρn → ρ pro n → ∞. Tyto úvahy
shrnuje následujı́cı́ věta.

Věta 3.3. (de Haanova-Resnickova věta, Balkema [3], str. 113)
Necht’ má náhodný vektor Z z [0,∞)d rozdělenı́ π a distribučnı́ funkci F a γn jsou
souřadnicové afinnı́ transformace. Necht’ Q je limitnı́ vektor na [0,∞)d s exponento-
vou mı́rou ρ na (0,∞)d. Následujı́cı́ podmı́nky jsou ekvivalentnı́:

F n(γn(w))
d−→ Q(w),

ρn = n(γn)−1(π)→ ρ vágně na (0,∞)d.
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Pro ρn lze dokázat slabou konvergenci ρn → ρ na (0,∞)d\[0, w] pro
∀w ∈ Rd. Výběrový mrak Nn pak konverguje v distribuci k Poissonovu
bodovému procesu N0 na (0,∞)d. Poissonův bodový proces N0 dává
asymptotický popis krajů výběrového mraku při velkých výběrech. Navı́c
složkové maximum Mn normalizovaného výběru Nn konverguje v distribuci
ke složkovému maximu W procesu N pro n→∞.

Vı́me již tedy, co musı́ splňovat limitnı́ vektor W, ale pořád nevı́me, jak ho
odvodit. Rozdělenı́ jakéhokoliv limitnı́ho vektoru je určeno:

1. d maginálnı́mi rozdělenı́mi,

2. závislostnı́ strukturou.

Tyto podmı́nky mohou být určeny nezávisle na sobě. Marginálnı́ rozdělenı́
známe - jsou to jednorozměrná limitnı́ rozdělenı́. Tyto marginálnı́ rozdělenı́
potřebujeme spojit vzájemnou strukturou, která určı́ druhy závislostı́ mezi
jednotlivými marginálami, a spojı́ tak marginálnı́ distribučnı́ funkce do
sdružené distribučnı́ funkce vektoru W. Jelikož majı́ rozdělenı́ extrémnı́ch
hodnot spojité distribučnı́ funkce, můžeme tuto strukturu určit pomocı́ ko-
puly.

Definice 3.4. (Kopula)
Necht’ je W = (W1, . . . ,Wd) náhodný vektor se sdruženou distribučnı́ funkcı́
Q a s marginálnı́mi distribučnı́mi funkcemi Qi, Wi ∼ Qi, i = 1, . . . , n. Distribučnı́
funkce C s rovnoměrně rozdělenými maginálnı́mi distribučnı́mi funkcemi na [0, 1] se
nazývá kopula, právě když

Q = C(Q1, . . . , Qd).

Sklarova věta zaručı́ existenci a jednoznačnost kopuly.

Věta 3.5. (Sklarova věta)
Necht’ Q je d-rozměrná distribučnı́ funkce s marginálnı́mi distribučnı́mi funkcemi
Q1, . . . , Qd. Pak existuje právě jedna kopula C s rovnoměrně rozdělenými mar-
ginálami taková, že

Q(w1, . . . , wd) = C(Q1(w1), . . . , Qd(wd)).

V praxi se použı́vajı́ různé kopuly podle toho, jaký druh závislosti máme
v datech nebo který chceme podchytit. Oblı́bené jsou Gaussovská kopula, Gu-
mbelova kopula či Galambosova kopula.
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Kapitola 4

Limitnı́ rozdělenı́ vysokého rizika

Tato a dvě přı́štı́ kapitoly tvořı́ jádro, hlavnı́ část práce. Nynějšı́ kapitola
zpracovává látku z Kapitoly III knihy Balkema [3]. Značenı́ z knihy bylo
zachováno v co největšı́ možné mı́ře. V angličtině se rozdělenı́ vysokého
rizika nazývá ”high risk scenario“.

Kapitola je rozdělena na sedm podkapitol. V prvnı́ sekci uvádı́me
motivaci, základnı́ definice a důležité věty. Druhá podkapitola popisuje
vı́cerozměrné zobecněné Paretovo rozdělenı́. Třetı́ sekce se zabývá symet-
riemi limitnı́ch rizikových rozdělenı́. Dalšı́ tři podkapitoly se věnujı́ sférám
přitažlivosti limitnı́ch rizikových rozdělenı́. Poslednı́ sekce uvádı́ základnı́
informace o afinnı́ch transformacı́ch.

4.1 Limitnı́ rozdělenı́ vysokého rizika

Motivaci pro následujı́cı́ postup najdeme v teorii rizika. Nejprve
předpokládejme, že máme portfolio, které tvořı́ d cenných papı́rů (napřı́klad
akciı́ či obligacı́). Trh, ze kterého pocházejı́ cenné papı́ry našeho portfolia, se
vyvı́jı́ náhodně dle nějakého náhodného procesu. Běžně se použı́vá napřı́klad
vı́cerozměrný Brownův proces s danou střednı́ hodnotou a regulárnı́ kova-
riančnı́ maticı́. Současnou pozici portfolia z0 ∈ Rd známe. Je to vektor cen
nebo logaritmů cen jednotlivých složek portfolia. Zajı́má nás jeho budoucı́
pozice, budoucı́ ceny, třeba za deset obchodnı́ch dnı́. Budoucı́ pozice portfolia
je náhodný vektor, označme ho Z = (Z1, . . . , Zd)

′ ∈ Rd, kde Zi, i = 1, . . . , d,
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jsou náhodné veličiny. Jsou to opět ceny či logaritmy cen jednotlivých kom-
ponent portfolia. Rozdělenı́ takového náhodného vektoru bude rozprostřeno
okolo bodu z0. Počet cenných papı́rů v portfoliu se může značně lišit, od
deseti pro malého investora až k několika stům.

Předpokládejme, že hodnota portfolia je lineárnı́ kombinacı́ jeho složek.

V (θ) = θ
′
Z =

d∑
i=1

θiZi, (θ1, . . . , θd)
′
je vektor vah.

Váhy velmi často reprezentujı́ množstvı́ cenného papı́ru v portfoliu. Jejich
znaménka se lišı́ podle toho, jestli jsme u daného cenného papı́ru v krátké
nebo dlouhé pozici. Jsme-li v dlouhé pozici, spekulujeme na růst ceny
podkladového aktiva, které jsme koupili. Hodnota portfolia se zvýšı́, když
stoupne jeho cena a naopak. Přı́slušná váha má kladné znaménko. Jsme-li
v krátké pozici, spekulujeme na pokles ceny podkladového aktiva. Prodáme
cenný papı́r a očekáváme, že jej v budoucnu koupı́me nazpět za nižšı́ cenu.
V této situaci se hodnota portfolia zvýšı́, když se cena daného cenného papı́ru
snı́žı́ a naopak. Přı́slušná váha má záporné znaménko.

V teorii extrémnı́ch hodnot nás zajı́má, co se stane, když nastane extrémnı́
událost: trh výrazně klesne, hodnota portfolia se o hodně zmenšı́ (bude mı́t
menšı́ hodnotu než q):

{V (θ) ≤ q}.

Pravděpodobnost takového poklesu je velmi malá, protože je to výjimečná
událost. Výraz {V (θ) ≤ q}můžeme interpretovat geometricky:

vektor Z = (Z1, . . . , Zd)
′ patřı́ do poloprostoru určeného směrem (θ1, . . . , θd)

′

a reálným čı́slem q, což je vzdálenost nadroviny určené tı́mto směrem od
středu soustavy souřadnic.

Napřı́klad v operačnı́m riziku často řešı́me následujı́cı́ úlohu.

Přı́klad 4.1. Máme vektor ztrát L = (L1, . . . , Ld)
′ za určité obdobı́. Celková ztráta je

dána součtem L1 + . . .+Ld. Zajı́má nás rozdělenı́ vektoru L za podmı́nky, že celková
ztráta L1+ . . .+Ld je vysoká. Součet L1+ . . .+Ld = 1

′
L, kde 1 je d-rozměrný vektor

jedniček, určuje poloprostor ve směru (1, . . . , 1)
′ . To znamená, že chceme odhadnout

rozdělenı́ vektoru L za podmı́nky, že L patřı́ do poloprostoruH = {1′L ≥ q} určeného
směrem 1 a vzdálenostı́ q, kde q je dostatečně velké.
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Názorně si můžeme situaci představit ve dvourozměrném přı́padě.

Přı́klad 4.2. Necht’ naše portfolio tvořı́ dva cenné papı́ry, napřı́klad dluhopisy.
U obou jsme v dlouhé pozici. Náhodný vektor Z = (Z1, Z2)

′ ∈ R2 je mı́nus změna
ceny těchto dluhopisů oproti výchozı́ hodnotě z0 = (z1, z2)

′ . Čı́m většı́ nabýváZ1 nebo
Z2 hodnoty, tı́m je menšı́ hodnota portfolia. Rizikový region proto bude tvořit hlavně
prvnı́ kvadrant, protože symbolizuje pokles hodnoty v obou složkách. Mějme dva po-
loprostory H1 a H2 jako na obrázku 4.1. Pozorovánı́, které bude patřit alespoň do jed-
noho z těchto poloprostorů, budeme považovat za extrémnı́. Poloprostory jsou dané
nerovnicemi:

x

5
+ y ≥ 1, 5 a x+ y ≥ 2.

Pro H1 je θ = (1
5
, 1)

′ a q = 1, 5. Pro H2 je θ = (1, 1)
′ a q = 2.

U poloprostoru H1 je váha prvnı́ho dluhopisu menšı́ než váha druhého dluho-
pisu. To může napřı́klad znamenat, že prvnı́ho dluhopisu máme v portfoliu pětkrát
méně než druhého. Pokles jeho ceny proto neovlivnı́ tolik celkovou hodnotu portfolia
jako stejný pokles ceny u druhého dluhopisu. Na změnu ceny druhé složky je hod-
nota portfolia mnohem citlivějšı́. Do tohoto poloprostoru patřı́ body, pro které klesne
hodnota portfolia V (θ) o vı́ce než 1,5.

U poloprostoru H2 jsou obě váhy stejné. Obou dluhopisů je v portfoliu stejné
množstvı́. Hodnota portfolia reaguje symetricky na změnu ceny jednotlivých složek.
Do tohoto poloprostoru patřı́ body, pro které klesne hodnota portfolia V (θ) o vı́ce než
2.

Pozorovánı́ A na obrázku 4.1 má souřadnice [−1; 1]. To znamená, že cena prvnı́ho
dluhopisu se o jedna zvýšila a cena druhého se o jedna snı́žila oproti výchozı́ hodnotě.
Toto pozorovánı́ nepatřı́ ani do jednoho z poloprostorů, a proto to nenı́ extrém. Pokles
hodnoty portfolia nenı́ dostatečně velký, abychom ho považovali za extrémnı́.

Pozorovánı́B má souřadnice [2; 0, 5]. Ležı́ v poloprostoru H2. Pokud máme v port-
foliu stejné množstvı́ obou dluhopisů, je B extrém. Zároveň však tento bod neležı́
v poloprostoru H1. Hodnota portfolia klesne pro tento bod při vahách (1

5
, 1)

′ o 9
10

. To
je méně než 1,5, a proto toto pozorovánı́ nepředstavuje extrém.

Pozorovánı́ C má souřadnice [1; 2, 5]. Patřı́ do obou poloprostorů. Při obou
volbách vah je toto pozorovánı́ extrémnı́. Pokles hodnoty portfolia je v obou přı́padech
dostatečně velký (2, 7; 3, 5), abychom řekli, že nastala extrémnı́ situace.

�

26



Obrázek 4.1: Poloprostory a extrémnı́ pozorovánı́ v R2

Obecně předpokládejme, že máme náhodný vektor Z a poloprostor H .
Chceme zjistit, k jakým limitnı́m rozdělenı́m konverguje podmı́něný vektor
Z | Z ∈ H , když P (Z ∈ H) = α, α > 0 se blı́žı́ nule. Představme si, že
máme náhodný výběr o n prvcı́ch z rozdělenı́ π náhodného vektoru Z. Jak
můžeme vidět na obrázku 4.2, realizace takového náhodné výběru graficky
tvořı́ bodový mrak. Budeme ho nazývat výběrový mrak. Zajı́má nás limitnı́
rozdělenı́ vektoru Z, když Z ležı́ v poloprostoru Hn = {z ∈ Rd : θ

′z ≥ qn}
a P (Z ∈ Hn) → 0+, n → ∞. S rostoucı́m počtem pozorovánı́ posunujeme
poloprostor Hn, aby počet pozorovánı́, které do něho patřı́, šel k nule.
Řı́káme, že Hn diverguje.

V této kapitole se budeme zabývat přı́padem, kdy poloprostor H může di-
vergovat jakýmkoliv směrem. Nemáme žádnou konkrétnı́ představu o tom,
kde by se měly extrémy vyskytovat. Váhy portfolia určujı́cı́ směr po-
loprostoru jsou libovolné. V přı́štı́ kapitole se naopak budeme zabývat
přı́padem, kdy máme váhy portfolia pevně stanovené a zajı́má nás tedy je-
den konkrétnı́ směr. V tomto směru chceme vyšetřit, jak vypadajı́ chvosty
rozdělenı́. Je to napřı́klad situace z přı́kladu o operačnı́m riziku 4.1. Zde
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Obrázek 4.2: Náhodný výběr 10 000 bodů z dvourozměrného normálnı́ho
rozdělenı́ a dva poloprostory, šipečky naznačujı́ směr jejich divergence

vyšetřujeme divergenci ve směru vektoru (1, . . . , 1)
′ .

At’ již máme konkrétnı́ směr či ne, určı́me v obou přı́padech společný
předpoklad: budeme uvažovat nejjednoduššı́ přı́pad - přesahy přes lineárnı́
hranice. Proto použı́váme poloprostory. Pokud bychom měli v portfoliu
deriváty cenných papı́rů jako opce nebo futures, nebude hodnota portfo-
lia lineárnı́ funkcı́ jeho složek a vyšetřovánı́ konvergence bude podstatně
složitějšı́.

Jelikož v této kapitole nerozlišujeme směr, jakým poloprostorH diverguje,
musı́ být výběrový mrak silně směrově homogennı́. Můžeme si představit
napřı́klad rozdělenı́ s lehkými chvosty jako sféricky symetrické rozdělenı́
nebo normálnı́ či eliptické rozdělenı́, jejichž úrovňové křivky jsou elipsy.
Obecně splňujı́ tuto podmı́nku unimodálnı́ rozdělenı́, tj. rozdělenı́, jejichž
úrovňové množiny jsou konvexnı́. U takovýchto rozdělenı́ nevykazuje
výběrový mrak žádné nepravidelnosti. Nenajdeme zde žádný konkrétnı́
směr, ve kterém by body divergovaly, tedy se tam vyskytovaly extrémy.
Výběrový mrak se skládá z černé centrálnı́ části, kolem které je rozprostřen
prstenec izolovaných bodů, jejichž počet klesá s rostoucı́ vzdálenostı́ od
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středu centrálnı́ části. Takové výběrové mraky se anglicky nazývajı́ ”bland“,
tedy něco jako jemné, uhlazené.

Pro takové rozdělenı́ existuje mnoho poloprostorů H takových,
že P (Z ∈ H) = α. Ale každý takový poloprostor je jedinečný
v tom smyslu, že pro každý směr θ existuje právě jedno q tak, že
P (Z ∈ H) = α, H = {z : θ

′z ≥ q}. Ukážeme, že pro takové rozdělenı́
existujı́ limitnı́ rozdělenı́.

Tato teorie je podobná vı́cerozměrné teorii přesahů z kapitoly 3, kde
volı́me pro každou souřadnici samostatnou hranici ui, po jejı́mž překročenı́
hovořı́me o extrémech. Extrémy pak jsou všechny body, které ležı́ mimo
kvádr pokrývajı́cı́ centrálnı́ část výběrového mraku, jak je to naznačeno na
obrázku 3.1. V teorii přesahů přes lineárnı́ prahy povolujeme lineárnı́ kom-
binace jednotlivých souřadnic, takže se neomezujeme jen na vı́cerozměrné
kvádry, ale obecněji na poloprostory.

Pokud máme ve výchozı́m portfoliu cenné papı́ry, jejichž cena je funkcı́
některých jiných cenných papı́rů v portfoliu obsažených (napřı́klad deriváty,
jejichž podkladové aktivum je rovněž v portfoliu), vykazuje výběrový mrak
takového portfolia nepravidelnosti a tuto teorii na něj nelze použı́t.

Shrňme naši situaci:

• vyšetřujeme asymptotické rozdělenı́ přesahů přes hranice, které jsou
lineárnı́mi poloprostory,

• výběrový mrak nevykazuje žádné nepravidelnosti, úrovňové množiny
se chovajı́ hezky (jsou konvexnı́),

• je jedno v jaké směru poloprostory divergujı́.

Uvažujeme tedy nejjednoduššı́ přı́pad přesahů přes lineárnı́ hranice (ang-
licky ”exceedances over linear thresholds“) za téměř dokonalých podmı́nek,
kdy má hustota konvexnı́ úrovňové množiny. Limitnı́ rozdělenı́ takovýchto
rozdělenı́ nazveme vı́cerozměrným zobecněným Paretovým rozdělenı́m. Toto
rozdělenı́ žije na poloprostoru

H+ = Rh × [0,∞), h = d− 1.

Je to analogie jednorozměrného GPD, které je definováno na polopřı́mce
[0,∞).
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Abychom mohli porovnat podmı́něné rozdělenı́ vektorů ZHn (Z žije
na Hn), normalizujeme ZHn pomocı́ afinnı́ch transformacı́ γn. Od složkých
afinnı́ch transformacı́ se lišı́ tı́m, že nepůsobı́ na jednotlivé komponenty, ale na
celý vektor. Normalizace γn zobrazujı́ základnı́ poloprostor H+ na Hn. Afinnı́
transformace má následujı́cı́ tvar:

w 7→ z = γ(w) = Aw + a,

kde a ∈ Rd je vektor posunutı́ a A je regulárnı́ matice dimenze d. Ke každé
afinnı́ transformaci existuje jejı́ inverze, takže spolu s operacı́ skládánı́ zobra-
zenı́ tvořı́ množina afinnı́ch transformacı́ na prostoru Rd grupu, označme ji
A(d). Vı́ce lze najı́t v poslednı́ sekci této kapitoly, která se afinnı́m transfor-
macı́m věnuje podrobněji.

Proč nás zajı́majı́ zrovna afinnı́ zobrazenı́, je zřejmé z následujı́cı́ch úvah.
Transformace musı́ poloprostor Hn otočit tak, aby měl stejný směr jako H+,
tedy směr vertikálnı́ osy (vektor kolmý na hranici poloprostoru Hn byl rov-
noběžný s vertikálou). Po otočenı́ má Hn tvar {zd ≥ q}. Posunutı́m po ver-
tikálnı́ ose dolů se dostaneme na H+. Otočenı́ vykoná lineárnı́ část a posunutı́
translačnı́ část afinnı́ho zobrazenı́. Je výhodné zvolit nové souřadnice a psát
vektor Z jako:

Z = (X, Y )
′
, X ∈ Rh, Y ∈ R, d = h+ 1.

Náhodná veličina Y , reprezentujı́cı́ vertikálnı́ souřadnici, je minus hodnota
portfolia, tedy −θ′Z. Čı́m většı́ bude Y , tı́m vı́ce bude hodnota portfolia
klesat. Riziko a extrémy se proto budou nacházet ve velkých hodnotách
Y . Náhodný vektor X reprezentuje horizontálnı́ složku. V těchto nových
souřadnicı́ch se na něj můžeme dı́vat jako na šum. Nová vertikálnı́ složka
Y nemusı́ mı́t při zobrazenı́ v původnı́ch souřadnicı́ch s běžně chápaným
vertikálnı́m směrem, směrem nahoru a dolů, nic společného. V tomto geo-
metrickém pojetı́ máme výhodu, že si můžeme volit souřadnice libovolně.
Pokud tedy nově určı́me osu Y jako diagonálu původnı́ho prostoru, pak
bude naše vertikála symbolizovat směr šikmo.

V jednorozměrném přı́padě má podmı́něná náhodná veličina
Y s podmı́nkou Y ≥ s, pro dostatečně vysoké s (P (Y ≥ s) → 0+, s → ∞)
asymptoticky zobecněné Paretovo rozdělenı́ na [0,∞).

Nynı́ definujme, jak vypadá extrémnı́ rozdělenı́.
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Definice 4.3. Necht’ máme náhodný vektor Z ∈ Rd. Pro každý uzavřený poloprostor
H v Rd takový, že P (Z ∈ H) > 0, je extrémnı́ vektor ZH definovaný jako vektor Z,
který podmı́něně ležı́ vH : Z|Z ∈ H . Má-li vektor Z rozdělenı́ π, pak ZH má extrémnı́
rozdělenı́ πH :

dπH(z) =
1H(z)dπ(z)

π(H)
. (4.1)

Rovnice (4.1) znamená, že pro množinu A ⊂ Rd a A ∩H 6= 0,

πH(A) =

∫
A

1H(z)dπ(z)

π(H)
.

Jak již bylo napsáno dřı́ve, omezujeme se na rozdělenı́, která jsou v jistém
smyslu symetrické, jejich hustoty vypadajı́ pěkně: jsou unimodálnı́.

Definice 4.4. (Unimodalita)
Pravděpodobnostnı́ rozdělenı́ na Rd je unimodálnı́, právě když má unimodálnı́ hus-
totu. Funkce (hustota) f : Rd → [0,∞) je unimodálnı́, právě když množiny {f > c}
pro c > 0 jsou konvexnı́. Množiny {f > c} se nazývajı́ úrovňové množiny funkce f .
Křivky {f = c} se nazývajı́ úrovňové křivky.

Běžně se užı́vá jiná definice unimodality: unimodálnı́ hustota je ta, která
má jen jeden vrchol. Přı́kladem, kdy se tyto dvě definice rozcházejı́, je Cau-
chyho rozdělenı́. Toto rozdělenı́ má jen jeden vrchol, který se však v jistých
směrech svažuje velmi pomalu a tvořı́ tak navazujı́cı́ hřebeny, kde hustota
klesá pomalu, zatı́mco v ostatnı́ch směrech je pokles mnohem rychlejšı́.
Úrovňové množiny majı́ proto tvar křı́že, nejsou konvexnı́. Eliptická nebo
třeba dvojitě exponenciálnı́ rozdělenı́ jsou unimodálnı́ v obou přı́padech.

Stejně jako u složkových vı́cerozměrných extrémů potřebujeme u limitnı́ch
vektorů nějakou formu stability. Ted’ má tento tvar:

Pro poloprostory H a J s malou pravděpodobnostı́ Z ∈ H a Z ∈ J , které se relativně
hodně překrývajı́, je rozdělenı́ πH extrémnı́ho vektoru ZH a πJ extrémnı́ho vektoru

ZJ přibližně stejného typu (tvaru).

Rozdělenı́ πJ a πH jsou stejného typu právě, když existuje afinnı́ transformace
γ taková, že γ(πJ) = πH . Tato stabilita znamená, že když máme vzdálený po-
loprostor H a základnı́ poloprostor H+, které se navzájem hodně překrývajı́,
lze extrémnı́ rozdělenı́ πH na H převést pomocı́ afinnı́ transformace na
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vı́cerozměrné zobecněné Paretovo rozdělenı́ na H+.

Afinnı́ zobrazenı́ γ zobrazı́ základnı́ poloprostor H+ na vzdálený polo-
prostorH . Ve skutečnosti se dı́váme na posloupnost uzavřených poloprostorů
Hn = {z ∈ Rd | y ≥ cn} tak, aby při růstu počtu pozorovánı́ do nekonečna
šla pravděpodobnost P (Z ∈ Hn) → 0+ a poloprostory Hn tak obsahovaly jen
extrémy, jejichž rozdělenı́ chceme znát.

Necht’ máme náhodné vektory ZHn , ZHn = Z | Z ∈ Hn, které norma-
lizujeme pomocı́ afinnı́ch transformacı́ (γn)−1: ZHn přenášı́me na základnı́
poloprostor H+. Dostaneme tak vektory Wn = (γn)−1(ZHn). Pak vyšetřujeme
konvergenci v distribuci Wn naH+ k nedegenerovanému limitnı́mu rozdělenı́
W, Wn

d−→W.

Uvažujeme, že π(Hn) jde k nule, at’ již Hn diverguje v jakémkoliv směru.
Podmı́nka P (Z ∈ Hn) → 0+ je k ničemu, když napřı́klad vektor Z žije na
krychli v prostoru R3 a hustota na hranicı́ch této krychle je pozitivnı́. Pak sice
P (Z ∈ Hn) klesá, blı́žı́me-li se s Hn k hranici krychle, ale nemůžeme ji udělat
libovolně malou. Proto potřebujeme podmı́nku regularity. Ta má následujı́cı́
tvar:

π(H) > 0⇒ π(∂H) < π(H). (4.2)

Chceme, aby se pravděpodobnost nekoncentrovala na hranici H . Nynı́
můžeme definovat sféru přitažlivosti pro limitnı́ vektor W.

Definice 4.5. (Sféra přitažlivosti)
Necht’ Z je náhodný vektor s rozdělenı́m π na Rd, W je náhodný vektor s rozdělenı́m
πW na základnı́m poloprostoru H+ ⊂ Rd. W je limitnı́ rizikový vektor (anglicky

”high risk limit vector“) a πW je limitnı́ rizikové rozdělenı́, právě když πW je nedege-
nerované, π splňuje podmı́nku regularity a existujı́ afinnı́ transformace (normalizace)
γn zobrazujı́cı́ H+ na Hn tak, že

Wn = (γn)−1(ZHn)
d−→W, π(H)→ 0+, n→∞. (4.3)

Pak Z patřı́ do sféry přitažlivosti vektoru W, pı́šeme Z ∈ D(W) nebo π ∈ D(πW).

Teorie limitnı́ch rizikových vektorů je lokálnı́ a geometrická. Lokálnı́ je
proto, že určujeme chovánı́ rozdělenı́ na okraji jeho výběrového mraku.
Nezáležı́ na tom, jak vypadá jeho střednı́ část. Geometrická je proto, že nenı́
ovlivněna volbou souřadnic. To je podstatou následujı́cı́ věty.
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Věta 4.6. (Geometrická invariance)
Předpokládejme, že Z patřı́ do sféry přitažlivosti limitnı́ho rizikového vektoru W
(Z ∈ D(W)) s normalizacemi (γH)−1. Necht’ existujı́ afinnı́ transformace α a β. Pak
β(Z) ležı́ ve sféře přitažlivosti limitnı́ho rizikového vektoru α(W) s normalizacemi
(ϕβ(H))−1, které zobrazujı́ β(H) na α(H+), kde

ϕβ(H) = β ◦ γH ◦ α−1. (4.4)

Situaci ve větě vystihuje následujı́cı́ diagram. Je z něho dobře patrné, že
pro normalizace ϕβ(H) platı́ rovnost (4.4).

Z, H β−−→ β(Z), β(H)

−−−−−→
(
γ
H
) −

1

(ϕ
β
(H

)) −
1

−−−−−−→

W, H+
α−−→ α(W), α(H+)

Afinnı́ transformace měnı́ souřadnice: lineárnı́ část změnı́ měřı́tko a vektor
posunutı́ polohu středu. Věta 4.6 nám řı́ká, že na měřı́tku a poloze nezáležı́.
Náhodný vektor Z si můžeme upravit změnou parametrů měřı́tka a polohy
tak, aby jeho rozdělenı́ bylo v základnı́m, standardizovaném tvaru. To
uděláme pomocı́ afinnı́ transformace a takto upravený vektor je stále ve sféře
přitažlivosti limitnı́ho rizikového rozdělenı́.

To je velká výhoda. Napřı́klad u normálnı́ho rozdělenı́ určuje polohu
střednı́ hodnota a měřı́tko variančnı́ matice. Dı́ky této větě můžeme normálnı́
rozdělenı́ transformovat, aby mělo nulovou střednı́ hodnotu a jednotkovou
variančnı́ matici, a omezit se na vyšetřovánı́ konvergence v jednoduššı́m,
standardnı́m tvaru. Nemusı́me se proto primárně zabývat asymptotickou
nezávislostı́. Limitnı́ vı́cerozměrné GPD můžeme rozdělit pouze na základě
parametru τ určujı́cı́ho tvar rozdělenı́. Parametry určujı́cı́ měřı́tko (anglicky

”scale parameter“) a polohu (anglicky ”location parameter“) nehrajı́ roli.

Jak již bylo zmı́něno, v této limitnı́ teorii záležı́ na tom, jak se rozdělenı́
chová na hranici svého nosiče. Asymptotické chovánı́ rizikového vektoru
ZHn pro P (Z ∈ H) → 0+ nezávisı́ na tvaru rozdělenı́ Z na kompaktnı́ch
podmnožinách vnitřku jeho nosiče. Pokud jsou dvě rozdělenı́ asymptoticky
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totožné a jedno patřı́ do sféry přitažlivosti nějakého limitnı́ho rizikového
rozdělenı́, pak tam patřı́ i druhé a to se stejnými normalizacemi. Jelikož
může být nosič rozdělenı́ omezený, měli bychom přesně definovat divergenci
poloprostorů a asymptotickou rovnost rozdělenı́ ve vı́ce rozměrech.

Definice 4.7. (Divergence a asymptotická rovnost)
Necht’ je O otevřená množina v euklidovském prostoru Rd. Řekneme, že posloupnost
bodů zn z O diverguje v O, právě když každá kompaktnı́ podmnožina O obsahuje
pouze konečně mnoho bodů této posloupnosti. Pı́šeme zn → ∂.
Stejné značenı́ budeme použı́vat i pro poloprostory Hn. Hn → ∂, právě když všechny
Hn protı́najı́ O, ale každá kompaktnı́ podmnožina K ⊂ O má neprázdný průnik s Hn

pouze pro konečně mnoho n.
Dvě nezáporné funkce f a g definované na O jsou asymptoticky rovné na O, právě
když pro každé ε > 0 existuje kompaktnı́ podmnožina K ⊂ O taková, že

e−εf(z) ≤ g(z) ≤ eεf(z), z ∈ O\K.

Pı́šeme f(z) ∼ g(z), z→ ∂.

Asymptotická rovnost tedy platı́ právě, když g(zn)
f(zn)

→ 1 pro divergujı́cı́
posloupnost (zn).

Věta 4.8. (Asymptotická invariance)
Necht’ máme pravděpodobnostnı́ mı́ry (rozdělenı́) π0 a π1 na Rd, dπi = fidµ, i = 0, 1.
Necht’ O je vnitřek konvexnı́ho nosiče mı́ry µ a µ(Rd\O) = 0. Předpokládejme, že
f1(z) ∼ cf0(z), z → ∂ v O, kde c > 0 je konstanta. Jesliže π0 patřı́ do sféry
přitažlivosti rozdělenı́ πw limitnı́ho vektoru W, pak i π1 ∈ D(πw) a to se stejnými
normalizacemi.

Jak již bylo zmı́něno, do sféry přitažlivosti patřı́ s rozdělenı́m i rozdělenı́,
které jsou s nı́m asymptoticky rovné, a to s těmi samými normalizacemi.

U vı́cerozměrných rozdělenı́ známe častěji jejich hustotu než distribučnı́
funkci. Pokud má Z rozdělenı́ π a hustotu f , pak ZHn má hustotu

fHn(z) =
f(z)1Hn(z)

π(Hn)
(4.5)

a normalizovaný vektor Wn = (γn)−1(ZHn) má z věty o transformaci
náhodného vektoru 4.22 hustotu

gHn(w) =
f(γn(w)) | det γn | 1H+(w)

π(Hn)
.
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Je však zřejmé, že tyto hustoty nám neřı́kajı́ nic o asymptotickém chovánı́
vektoru ZHn .

K ověřenı́ konvergence (4.3), je dostačujı́cı́ určit, zda hustota gHn vektoru
Wn konverguje bodově k hustotě g vektoru W na {g > 0}, kde g je hustota na
H+:

gHn(w)→ g(w), P (Z ∈ Hn)→ 0+, n→∞. (4.6)

K tomu ale potřebujeme určit hodnotu π(Hn). To zahrnuje d-násobné inte-
grovánı́. Proto je jednoduššı́ ověřit:

hHn(w) =
f(γn(w))

f(γn(w0))
→ h(w), H → ∂, (4.7)

skoro všude na H+, h je nezáporná funkce na H+. Můžeme předpokládat, že
g ∝ h, nebot’ hHn se lišı́ od gHn jenom o konstantu a platı́ konvergence (4.6).
V (4.7) ale konvergence skoro všude nestačı́ k zajištěnı́

Wn = (γn)−1(ZHn)
d−→W.

Potřebujeme silnějšı́ podmı́nku.

Tvrzenı́ 4.9. (Podmı́nky konvergence)
Z ∈ D(W)⇔ gHn → g skoro všude na H+ pro π(Hn)→ 0+⇔ hHn → h v L1(H+)
pro π(Hn)→ 0+.

Vezměme nynı́ hustotu normalizovaného vektoru

gHn(w) =
| det γn | f(γn(w))

π(Hn)

f(γn(w))

f(γn(w0))

f(γn(w0))

1
=

=
| det γn | f(γn(w0))

π(Hn)
hHn(w)→ g(w), n→∞.

Za w zvolme w0. Jelikož hHn(w0) = 1, tak

gHn(w0) =
| det γn | f(γn(w0))

π(Hn)
→ g(w0),

když Hn diverguje, g(w0) > 0 a g je hustota limitnı́ho rizikového vektoru W.
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Asymptoticky proto platı́, že

π(Hn) ∼ | det γn | f(γn(w0))

g(w0)

pro n → ∞ a posloupnost divergujı́cı́ch poloprostorů Hn. Máme tak odhad
π(Hn) bez integrace.

Pokud platı́ podmı́nky věty 4.9, nemůže mı́t hustota f ostré vrcholy v O.
Můžeme proto předpokládat, že f je spojitá funkce s konvexnı́mi úrovňovými
množinami {f > c} pro c > 0. Jak již vı́me, rozdělenı́ s takovými husto-
tami se nazývajı́ unimodálnı́. Nosič f , O = {f > 0}, je konvexnı́ a otevřený.
Z toho vyplývá, že i funkce hHn a h majı́ konvexnı́ úrovňové množiny. Moc-
niny ht a f t jsou proto integrovatelné pro všechny t ≥ 1 a htHn → ht v L1(H+).
Z toho plyne, že gt = ht/C0(t) je hustota limitnı́ho rizikového vektoru a hus-
tota ft = f t/C1(t) ležı́ v jejı́ sféře přitažlivosti. Tı́m se dostáváme k následujı́cı́
větě.

Věta 4.10. (Mocniné rodiny rozdělenı́ (anglicky ”Power Famillies“))
Předpokládejme, že Z má rozdělenı́ π s omezenou unimodálnı́ hustotou f . Necht’ exis-
tuje spojitá intergrovatelná funkce h na H+, afinnı́ transformace γn : H+ 7→ Hn

a bod w0 z H+ takový, že konvergence (4.7) platı́ stejnoměrně na omezených
podmnožinách poloprostoru H+. Jestliže Z ∈ D(W), pak W má hustotu g propor-
cionálnı́ k h (g ∝ h), a pro všechny t ≥ 1 je gt ∝ ht hustota limitnı́ho rizikového
vektoru, jehož sféra přitažlivosti obsahuje hustoty ft ∝ f t. Normalizace nezávisı́ na
t.

Třı́du limitnı́ch rizikových rozdělenı́ tedy můžeme rozšı́řit o mocninná
rozdělenı́:

gt(w) = gt(w)/C0(t), q ≥ 1,

kde g je unimodálnı́ funkce na H+. Pro hustotu f standardnı́ho
vı́cerozměrného normálnı́ho rozdělenı́ a limitnı́ hustotu g standardnı́ho
normálně-exponenciálnı́ho rozdělenı́ nepřinášı́ věta 4.10 žádná nová limitnı́
riziková rozdělenı́. Normálnı́ a normálně-exponenciálnı́ rozdělenı́ na H+ jsou
totiž invariantnı́ vůči pozitivnı́m mocninným transformacı́m: má-li vektor
(X, Y )

′ hustotu g, pak (X/
√
t, Y/t)

′ má hustotu proporcionálnı́ k gt. Hus-
toty f t a gt jsou po normalizaci opět hustotami normálnı́ho nebo normálně-
exponenciálnı́ho rozdělenı́.
V přı́štı́ sekci zavedeme rodinu mocninných Euklidových-Paretových
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rozdělenı́ a rodinu mocninných parabolických rozdělenı́. Hustoty gt těchto
rozdělenı́ konvergujı́ pro t → ∞ k hustotě normálně-exponenciálnı́ho
rozdělenı́.

4.2 Vı́cerozměrné zobecněné Paretovo rozdělenı́

Nynı́ uvedeme rozdělenı́ limitnı́ch rizikových vektorů, které se nazývá
vı́cerozměrné zobecněné Paretovo rozdělenı́ (anglicky ”multivariate gene-
ralized Pareto distribution“). Podobně jako jednorozměrné GPD, má i jeho
vı́cerozměrná verze tři tvary: pro rozdělenı́ s těžkými chvosty, s lehkými
chvosty a s omezeným nosičem.

Limitnı́ rizikový vektor budeme opět značit

W = (U, V )
′
, U ∈ Rh, V ∈ R, d = h+ 1.

Vı́cerozměrná GPD žijı́ na základnı́m poloprostoru H+ = Rh × [0,∞).

Exponenciálnı́ rozdělenı́ (τ = 0) v jednorozměrném standardnı́m
GPD v definici 1.6 je centrálnı́ rozdělenı́, které je mostem mezi Pare-
tovým rozdělenı́m s těžkými chvosty (τ > 0) a mocninnými rozdělenými
(τ < 0) s konečným pravým koncovým bodem w∞. Podobná situace je
i ve vı́cerozměrném světě. Vertikálnı́ složka V limitnı́ho rizikového vektoru
W = (U, V )

′ má jednorozměrné standardnı́ GPD. Jeho parametr τ použijeme
pro klasifikaci vı́cerozměrných limitnı́ch rozdělenı́. V jednorozměrném stan-
dardnı́m GPD patřı́ τ ∈ R. Pro vı́cerozměrné GPD je parametr τ ∈ [−2/h,∞).

Definice 4.11. (Vı́cerozměrné standardnı́ zobecněné Paretovo rozdělenı́)
Vı́cerozměrné standardnı́ GPD rozdělenı́ πτ má hustotu gτ (u, v):

gτ (u, v) =


((1 + τv)2 + τuTu)−1/(2τ)−d/2/Cτ , τ > 0

e−(v+uT u/2)/(2π)h/2 , τ = 0

(1 + τv + τuTu/2)
−1/τ−1−h/2
+ /Cτ ,−2/h < τ < 0,

(4.8)

kde konstanty Cτ jsou

Cτ =

{
(π/|τ |)h/2Γ ((1 + 1/|τ |)/2)/Γ ((1 + h+ 1/|τ |)/2) , τ > 0
(2π/|τ |)h/2Γ (1/|τ | − h/2)/Γ (1/|τ |) ,−2/h < τ < 0.
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Hustota dvourozměrného limitnı́ho zobecněného Paretova rozdělenı́ gτ je
pro τ = 2 > 0 zobrazena na obrázku 4.3, pro τ = 0 na obrázku 4.4 a pro
τ = −1/2 < 0 na obrázku 4.5. Všechny tři obrázky majı́ stejný rozsah os, aby
byly navzájem dobře vidět rozdı́ly ve tvaru jednotlivých hustot.

Obrázek 4.3: Hustota gτ , τ > 0 dvourozměrného GPD s volbou τ = 2

Pro τ = −2/h je pravděpodobnostnı́ mı́ra π−2/h singulárnı́; žije na části
paraboloidu

{2v = h− uTu} ∩ {v ≥ 0} ⊂ Rd. (4.9)

Jak taková část paraboloidu v trojrozměrném prostoru (u1, u2, v) vypadá, se
můžeme podı́vat na obrázku 4.6. Ze stejného obrázku je zřejmé, že pokud
bychom se na tento paraboloid dı́vali shora a promı́tli ho do horizontálnı́ ro-
viny {v = 0}, dostaneme rovnoměrné rozdělenı́ na kruhu {uTu < h}. Li-
mitnı́ rizikový vektor pak bude W = (U, V )

′ , kde U je rovnoměrně rozdělené
na kruhu o průměru h v Rh a vertikálnı́ složka V je funkcı́ horizontálnı́:
V = (h−UTU)/2.

Pro každé τ ≥ −2/h má vertikálnı́ veličina V standardnı́ jednorozměrné
GPD s parametrem τ a horizontálnı́ vektor U má sféricky symetrickou hus-
totu. Vı́cerozměrné GPD má střednı́ hodnotu pro τ ≤ 1 a rozptyl pro τ ≤ 1/2:

E(U, V ) =
1

1− τ
(0, 1), var(U, V ) =

1

1− τ
diag

(
1,

1

(1− τ)(1− 2τ)

)
.
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Obrázek 4.4: Hustota g0 dvourozměrného GPD

Obrázek 4.5: Hustota gτ , τ < 0 dvourozměrného GPD s volbou τ = −1/2
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Obrázek 4.6: Část parabolidu daného rovnicı́ (4.9), modrá rovina zobrazuje
useknutı́ červeného paraboloidu v v = 0

Pro τ > 0 je gτ proporcionálnı́ hustotě Euklidova-Paretova rozdělenı́ a pro
τ ∈ (−2/h, 0) je gτ hustota proporcionálnı́ hustotě mocninného parabolického
rozdělenı́. Toto mocninné parabolické rozdělenı́ je vlastně rovnoměrné
rozdělenı́ na části paraboloidu Q+ = {(u, v) : 0 ≤ v ≤ 1 − uTu} ⊂ Rd × R.
Ostatnı́ dvě limitnı́ rizikové rozdělenı́ žijı́ na H+.

4.3 Symetrie

Vrat’me se k otázce, proč by vı́cerozměrné zobecněné Paretovo rozdělenı́ ve
tvaru (4.8) mělo být limitnı́m rizikovým rozdělenı́m. Po jednorozměrných
a vı́cerozměrných souřadnicových limitnı́ch rozdělenı́ch jsme jako formu
stability požadovali, aby všechny mocniny jejich distribučnı́ funkce byly
stejného typu vzhledem k pozitivnı́m afinnı́m transformacı́m (viz (1.2)),
respektive ke složkovým afinnı́m transformacı́m (viz (3.1)).

U limitnı́ch rizikových rozdělenı́ch jsme uvedli na začátku kapitoly 4,
jakou stabilitu požadujeme pro tyto modely. Nynı́ se pokusı́me vysvětlit,
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proč je zrovna v tomto tvaru.

Budeme uvažovat, že limitnı́ rizikový vektor má normálně-exponenciálnı́
rozdělenı́. Označme ρ0 Radonovu mı́ru, která má hustotu

e−uT u/2e−v/(2π)h/2

na celém prostoru Rd. Tato mı́ra je nekonečná v tom smyslu, že ρ0(Rd) = ∞.
Mı́ra ρ0 má hustotu standardnı́ho normálně-exponenciálnı́ho rozdělenı́, ale
na celém Rd. Rozšiřuje tedy toto rozdělenı́ na celý prostor.

Necht’ Z má rozdělenı́ π a patřı́ do sféry přitažlivosti normálně-
exponenciálnı́ho rozdělenı́ (platı́ konvergence (4.3)), Z ∈ D(0). Rozdělenı́ ZH

proto bude pro vzdálené poloprostory H , když zvolı́me vhodné souřadnice
(to znamená, že extrémnı́ vektor ZH znormalizujeme pomocı́ afinnı́ch trans-
formacı́) přibližně normálně-exponenciálnı́. Necht’ je H0 takový vzdálený po-
loprostor, pro který je π(H0) malé. Zvolme afinnı́ transformaci a vhodné
souřadnice, aby H0 = H+. Pak je πH0 ≈ π0, kde π0 je normálně-exponenciálnı́
rozdělenı́ limitnı́ho rizikového vektoru. Existuje množina poloprostorů H1,
které jsou blı́zké k H0 v tom smyslu, že H1 a H0 majı́ přibližně stejnou mı́ru
a relativně hodně se překrývajı́.

Vezměme jeden takový poloprostor a pro jednoduchost uvažujme
π(H1) = π(H0). Podmı́nka stability řı́ká, že extrémnı́ rozdělenı́ na těchto po-
loprostorech budou stejného typu (afinnı́mi transformacemi lze jedno převést
na druhé):

πH1 ≈ γ(π0), kde γ : H0 7→ H1.

Tedy π0 ≈ γ(π0) na průniku H1 ∩ H0, jelikož se πH1 a πH0 rovnajı́ tam,
kde se tyto poloprostory překrývajı́. Limitně zı́skáváme rovnost ρ0 = γ(ρ0)
pro mnoho afinnı́ch transformacı́ γ. Toto platı́ dı́ky tomu, že konvergence
k limitnı́m rizikovým vektorům musı́ platit na všech poloprostorech H , bez
ohledu na jejich směr. Stačı́, že P (Z ∈ H)→ 0+.
Ty afinnı́ transformace, pro které platı́ ρ0 = γ(ρ0), můžeme použı́t pro
normalizaci extrémnı́ho vektoru ZH , nebot’ nezměnı́ mı́ru ρ0. Jinými slovy,
limitnı́ rizikový vektor s normálně-exponeciálnı́m rozdělenı́m je stabilnı́ vůči
těmto transformacı́m. To je to, co od limitnı́ho rozdělenı́ chceme, aby mohlo
být limitnı́. Transformace, vůči kterým je limitnı́ rozdělenı́ stabilnı́, tvořı́
symetrickou grupu.
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Necht’ H je uzavřený poloprostor tvaru:

H = {y ≥ φ(x)}, kde φ(x) = c0 + c1x1 + . . .+ chxh ∈ R. (4.10)

Poloprostor H obsahuje všechny body z = (x, y) ležı́cı́ nad přı́mkou (afinnı́
funkcı́) y = φ(x). Mı́ra H , ρ0(H) = e−φ(x), je konečná a

dρH = 1Hdρ0/ρ0(H)

je pravděpodobnostnı́ mı́ra na poloprostoru H . Existujı́ afinnı́ transformace
γH : H+ 7→ H zobrazujı́cı́ základnı́ poloprostor H+ na H tak, že ρH je obraz
standardnı́ho normálně-exponenciálnı́ho rozdělenı́ πH na H+:

γH(π0) = ρH .

Tedy, pokud mı́ru ρ0 na Rd zúžı́me na poloprostor H , podělı́me velikostı́
tohoto poloprostoru ρ0(H), abychom dostali pravděpodobnostnı́ mı́ru
ρH , ρH(H) = 1, a pak ρH posuneme a změnı́me měřı́tko (tzn. přeneseme
ji pomocı́ afinnı́ch transformacı́ na H+), je tato transformovaná mı́ra
normálně-exponenciálnı́. Přitom Radonova mı́ra ρ0 má tu vlastnost, že
toto zúženı́ a přenesenı́ můžeme udělat pro každý poloprostor H konečné
mı́ry a výsledná pravděpodobnostnı́ mı́ra bude vždy normálně-exponenciánı́.

Jako S označme symetrickou grupu mı́ry ρ0. Je to množina všech afinnı́ch
transformacı́ γ takových, že γ(ρ0) = cγρ0, kde cγ je pozitivnı́ konstanta. Grupa
je to proto, že jde o afinnı́ transformace (ty majı́ své inverze a operaci skládánı́
zobrazenı́). Je to podgrupa grupy d-rozměrných afinnı́ch transformacı́ A(d).
Jak je patrné z obrázku 4.4, patřı́ do S podgrupa všech rotacı́ kolem vertikálnı́
osy, nebot’ normálně rozdělená horizontálnı́ složka je sféricky symetrická a je
nezávislá na vertikálnı́ složce (γ(ρ0) = ρ0, tedy cγ = 1). Dále do S patřı́
translace podél vertikálnı́ osy γt(v) = v + t, nebot’ hustota γt(ρ0) je dle věty
o transformaci náhodné vektoru 4.22:

g0((γ
t)−1(u, v))| det(γt)−1| = g(u)e−(v−t)1 = g(u)e−vet, cγ = et

a γt(ρ0) = etρ0.
Navrch je zde ještě jedna symetrie. Úrovňové množiny hustoty g0 jsou pa-

raboloidy, ve dvourozměrném prostoru pak paraboly, jak můžeme vidět na
obrázku 4.7. Afinnı́ transformace tvaru:

γ(u, v) = (u + b, v − bTu− ‖b‖2/2), (u, v) ∈ Rh × R, b ∈ Rh (4.11)
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Obrázek 4.7: Úrovňové křivky hustoty g0(x, y) pro x ∈ (−3, 3) a y ∈ (−1, 3)

mohou zobrazit vrchol paraboloidu na jakýkoliv dalšı́ bod tohoto parabo-
loidu. Napřı́klad střed soustavy souřadnic (0, 0) přenesou na paraboloid

u = −b, v = −uTu/2.

Hustotu g0 mı́ry ρ0 transformujı́ na sebe sama:

g0(γ
−1(u, v))| det γ−1| = g0(u− b, v + bTu− ‖b‖2/2)1 =

= e−v−bT u+‖b‖2/2−‖u‖2/2+2uT b/2−‖b‖2/2/(2π)h/2 =

= e−uT u/2e−v/(2π)h/2 = g0(u, v),

a γt(ρ0) = ρ0. Mı́ra ρ0 je tedy vzhledem k těmto transformacı́m invariantnı́.

Poloprostory H tvaru (4.10) tvořı́ d-rozměrný prostor. Symetrická grupa
S mı́ry ρ0 může zobrazit jakýkoliv poloprostor z tohoto prostoru na jakýkoliv
jiný (grupa S je transitivnı́). Tyto úvahy shrneme do tvrzenı́.

Tvrzenı́ 4.12. Pro každý poloprostor H konečné mı́ry ρ0(H) < ∞ existuje afinnı́
transformace γH : H+ 7→ H taková, že transformuje normálně-exponenciálnı́
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rozdělenı́ π0 na H+ na pravděpodobnostnı́ mı́ru (rozdělenı́) ρH na H . Tato trans-
formace je symetrie mı́ry ρ0: γH(ρ0) = cHρ0, kde cH = ρ0(H). Obráceně pro
každou symetrii γH mı́ry ρ0 platı́, že γH(π0) je pravděpodobnostnı́ mı́ra tvaru
dρH = 1Hdρ0/ρ0(H) na H = γH(H+).

Shrnuto: at’ zvolı́me jakýkoliv vzdálený poloprostor H , můžeme ho
pomocı́ afinnı́ch transformacı́ ze symetrické grupy S zobrazit na základnı́
poloprostor H+ a mı́ra se změnı́ maximálně o konstantu. Normálně-
exponenciálnı́ limitnı́ rozdělenı́ je vůči těmto symetriı́m stabilnı́. Afinnı́
transformace z S a transformace vzniklé jejich složenı́m jsou právě ty
transformace, které můžeme použı́t k normalizaci extrémnı́ch vektorů ZH .
I ostatnı́ limitnı́ rizikové vektory majı́ podobné symetrické grupy.

Symetrické grupy vždy přı́slušı́ Radonovým mı́rám, které rozšiřujı́
přı́slušné limitnı́ rizikové rozdělenı́.

• Mı́ra ρ0 na Rd rozšiřuje normálně-exponenciálnı́ rozdělenı́.

• Mı́ra ρτ , τ ∈ (−2/h, 0) na paraboloidu Q = {v + uTu < 0} s hustotou
−(v + uTu)−1/τ−1−h/2 rozšiřuje mocninné parabolické rozdělenı́.

• Mı́ra ρτ , τ > 0 na Rd\{0} s hustotou 1/ ‖ w ‖1/τ+d rozšiřuje Euklidovo-
Paretovo rozdělenı́.

Transformace, které generujı́ jednotlivé symetrické grupy:

• Symetrické grupa normálně-exponenciálnı́ho rozdělenı́ je generována
rotacemi kolem vertikálnı́ osy, translacemi podél vertikálnı́ osy a para-
bolickými translacemi (4.11).

• Symetrické grupa mocninného parabolického rozdělenı́ je gene-
rována rotacemi kolem vertikálnı́ osy, parabolickými translacemi (4.11)
a lineárnı́mi zobrazenı́mi (u, v)→ (cu, c2v), c > 0.

• Symetrická grupa Euklidova-Paretova rozdělenı́ je generována
skalárnı́mi zobrazenı́mi w → cw, c > 0 a ortogonálnı́mi transfor-
macemi na Rd.

Na závěr uvedeme přı́klad ukazujı́cı́, že limitnı́ rizikový vektor s normálně
exponenciálnı́m rozdělenı́m nepatřı́ do své sféry přitažlivosti.
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Přı́klad 4.13. Necht’ W = (X, Y )
′ je vektor s normálně-exponenciálnı́m rozdělenı́m

na poloprostoru H+ a hustotou

g(x, y) = e−xT x/2e−y.

Je to limitnı́ rizikový vektor pro rozdělenı́ s lehkými chvosty, napřı́klad pro
vı́cerozměrné normálnı́ rozdělenı́. Jako divergujı́cı́ poloprostory vezměme
Hn = {(x, y) ∈ Rd : y ≤ 1/n}. Platı́ tedy předpoklad P (W ∈ Hn) → 0+

pro n→∞.

Náhodná veličina Yn, což je Y za podmı́nky, že Y ležı́ v poloprostoru Hn, má tuto
dle (4.5) hustotu:

fn(y) = e−y1[0,1/n](y)
1∫ 1/n

0
e−tdt

.

Afinnı́ transformace γn(v) = nv zobrazı́ prostor H+ na Hn. Inverznı́ transfor-
mace má tvar: (γn)−1(y) = y/n a transformuje Yn na normalizovanou veličinu Vn,
Vn = Yn/n. Vektor X γn neovlivnı́. S použitı́m věty o transformaci náhodných veličin
4.22 má Vn hustotu:

gn(v) = fn((γn)−1(v))
∂(γn)−1(v)

∂v
= fn(v/n)

1

n
;

gn(v) = e−v/n1[0,1](v)(1− e−1/n)−1
1

n
.

Jelikož

lim
n→∞

e−v/n 1
n

1− e−1/n
= 1

platı́, že gn(v)
n→∞−−−→ h(v) = 1[0,1](v). Pro n jdoucı́ do nekonečna, konverguje

Vn k rovnoměrnému rozdělenı́ na intervalu [0, 1].

Celý normalizovaný vektor

WHn = (γn)−1((X, Yn)
′
) = (X, Vn)

′

konverguje v distribuci k limitnı́mu rizikovému vektoru W = (U, T )
′ , kde U je

h-rozměrný normálně rozdělený vektor a T je rovnoměrně rozdělená náhodná
veličina na intervalu [0, 1] nezávislá na U.
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WHn tedy nekonverguje k normálně exponenciálnı́mu limitnı́mu rizikovému
rozdělenı́, nepatřı́ do jeho sféry přitažlivosti. Pokud bychom se podı́valy na výběrový
mrak z normálně exponenciálnı́ho rozdělenı́, je zřejmé, že toto rozdělenı́ nemůže být
ve své sféře přitažlivosti. Nesplňuje totiž podmı́nku směrové homogenity, protože je
definováno na poloprostoru H+, má hustotu ve směru vertikálnı́ osy uřı́znuté a tı́m
pádem nesymetrické.

�

4.4 Sféra přitažlivosti normálně-exponenciálnı́ho
limitnı́ho rizikového rozdělenı́

V této sekci prozkoumáme sféru přitažlivosti D(0) normálně-exponenciálnı́ho
limitnı́ho rozdělenı́ π0.

Do D(0) patřı́ sféricky symetrické rozdělenı́ s lehkými chvosty. To je jasné
z požadavků na rozdělenı́ vektoru Z (směrová homogenita jeho výběrového
mraku). Sféricky symetrická rozdělenı́ jsou napřı́klad vı́cerozměrná normálnı́
rozdělenı́ nebo obecněji eliptická rozdělenı́. My tuto třı́du rozdělenı́ rozšı́řı́me.
Konvergenci eliptických rozdělenı́ k normálně-exponenciálnı́mu limitnı́mu
rozdělenı́ poprvé dokázal pro dvourozměrný přı́pad Berman [4], pro
vı́cerozměrný přı́pad Hashovra [9].

Začněme s třı́dou sférických Weibullových rozdělenı́ s hustotou:

e−‖z‖
c

/Cc, c > 0,

kterou rozšı́řı́me na třı́du rotund-exponenciálnı́ch rozdělenı́. Označme ji RE .
Rozdělenı́ z této třı́dy nemusejı́ být eliptická, ale majı́ konvexnı́ centrálnı́
část výběrového mraku obklopenou rychle klesajı́cı́m prstencem izolo-
vaných bodů. Hustoty z RE jsou definovány dvěma parametry. Rotundovou
množinou D, která popisuje tvar centrálnı́ části výběrového mraku, a kle-
sajı́cı́ funkcı́ −ψ, která popisuje rychlost klesánı́ prstence izolovaných bodů
(chvosty rozdělenı́).

Funkci e−rc ve Weibullově hustotě nahradı́me obecnějšı́ funkcı́ e−ψ, která
splňuje Von Miseovy podmı́nky (1.7). Euklidovskou normu ‖ · ‖ na jed-
notkové kouli nahradı́me normovou funkcı́ nD na rotundové množině D.

46



Dostáváme tak rotund-exponenciálnı́ hustotu

f(z) = e−ψ(nD(z))/C.

Nejprve definujme rotundovou množinu a jı́ přı́slušnou normovou funkci
(anglicky se nazývá ”gauge function“). Každá konvexnı́, omezená, otevřená
množina D na Rd, která obsahuje počátek soustavy souřadnic, jednoznačně
určuje funkci

nD : Rd → [0,∞),

která splňuje:

1) nD(tz) = tnD(z), t > 0, z ∈ Rd, (je 1-homogennı́),

2) D = {nD < 1}.

Definice 4.14. (Rotundová množina a normová funkce)
Necht’ D ⊂ Rd je konvexnı́, omezená, otevřená množina obsahujı́cı́ počátek sou-
stavy souřadnic. Funkce nD definovaná výše je normovou funkcı́ množiny D. Pak
D se nazývá rotundová množina, právě když nD je dvakrát diferencovatelná na okolı́
počátku a matice

n∗D =
∂2nD(z)

∂2z
+

(
∂nD(z)

∂z

)(
∂nD(z)

∂z

)′
je pozitivně definitnı́ pro všechny z 6= 0.

Prvnı́ člen na pravé straně rovnosti v definici je matice d × d druhých
parciálnı́ch derivacı́ podle z; druhý člen je součin vektorů prvnı́ch parciálnı́ch
derivacı́ podle z. Dohromady tvořı́ matici o rozměru d× d.

Rotundové množiny majı́ tvar vajı́čka. Normovou funkci nD(z) můžeme
považovat za normu vektoru z. Von Misesovy podmı́nky (1.7) na funkci
ψ zajišt’ujı́, že jsou úrovňové křivky rozdělenı́ z RE ekvidistantnı́. Všechny
úrovňové množiny jsou skalárnı́mi násobky rotundové množinyD: tD, t > 0.
Jsou tedy všechny konvexnı́ a tyto rozdělenı́ majı́ unimodálnı́ hustoty. Rotun-
dové množiny nezávisejı́ na souřadnicı́ch. Ty si můžeme volit libovolně, jak
se nám to hodı́. Vı́ce o rotundových množinách lze najı́t v sekci 9.2 knı́žky
Balkema [3].

Pro rotund-exponenciálnı́ rozdělenı́ platı́ následujı́cı́ dvě věty: věta o kon-
vergenci k limitnı́mu rizikovému rozdělenı́ a věta o konvergenci výběrových
mraků.
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Věta 4.15. Necht’ Z má rozdělenı́ π a rotund-exponenciálnı́ hustotu

f(z) = e−ψ(nD(z))/C,

kde ψ je rostoucı́ neomezená funkce splňujı́cı́ Von Misesovy podmı́nky: je dvakrát
diferencovatelná na [0, t∞) s t∞ ∈ (0,∞] tak, že ψ′ je pozitivnı́ a platı́ konvergence
(1/ψ

′
)
′
(z) → 0, z → t∞. Funkce nD je normová funkce rotundové množiny D.

Jestliže je t∞ konečné, předpokládá se, že f je nula mimo množinu t∞D. Pak Z patřı́ do
sféry přitažlivosti normálně-exponenciálnı́ho limitnı́ho rozdělenı́ D(0): existujı́ afinnı́
transformace γn zobrazujı́cı́ základnı́ poloprostor H+ na H tak, že

Wn = (γn)−1(ZHn)
d−→W, P (Z ∈ H)→ 0+, n→∞.

Navı́c všechny momenty normalizovaného vektoru Wn = (Un, Vn) konvergujı́:

EWn → (0, 1)
′
, cov(Wn)→ I,

EV r
n → Γ (r + 1), E‖Un‖r → 2(h+r)/2Γ ((h+ r)/2)/Γ (h/2).

Věta 4.16. Necht’ platı́ předpoklady předcházejı́cı́ věty 4.15 a Hn je takový polo-
prostor, že

nP (Z ∈ Hn)→ c0 > 0, n→∞.

Necht’ ρ0 je Radonova mı́ra s hustotou

ce−uT u/2e−v, c = c0/(2π)h/2.

Necht’ πn = (γn)−1(π) je rozdělenı́ normalizovaného vektoru (γn)−1(Z). Pak pro
všechny m ≥ 1 platı́

nπn → ρ0 slabě na Rd\Cm, Cm = {v < −m(1+ ‖ u ‖)}.

Věta 4.16 popisuje lokálnı́ asymptotické chovánı́ výběrových mraků na
jejich hranici. Mı́ra nπn je střednı́ mı́ra bodového procesu, která konverguje
ke střednı́ mı́ře ρ0 limitnı́ho Poissonova bodového procesu. Napřı́klad
výběrový bodový proces (výběrový mrak) z jednorozměrného standardnı́ho
normálnı́ho rozdělenı́, vhodně normalizovaného, konverguje k Poissonovu
bodovému procesu se střednı́ mı́rou (intenzitou) e−v na R, když jde rozsah
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náhodného výběru do nekonečna. Vı́cerozměrný přı́pad je podobný. Pro
výběr ze standardnı́ho vı́cerozměrného normálnı́ho rozdělenı́ je limitnı́
proces bodový Poissonův proces se střednı́ mı́rou ρ0 = euT ue−v na Rh × R.

Zavedenı́ rotund-exponenciálnı́ch rozdělenı́ je užitečné z toho důvodu, že
výběrové mraky majı́ často unimodálnı́ rozdělenı́, ale nemajı́ eliptický tvar.

Normalizace γn jsou v tomto přı́padě explicitně dány. Necht’ Hn je tečný
poloprostor k nosiči tnD v bodě pHn ,

γn = Ap ◦ γtn , γtn(u, v) = (btnu, tn + atnv), p = pHn/tn,

atn = 1/ψ
′
(tn), btn =

√
tnatn . (4.12)

Transformace Ap jsou počátečnı́ transformace rotundové množiny D pro bod
p, viz sekce 9.3 v knize Balkema [3].

Do sféry přitažlivosti D(0) patřı́ kromě rotund-exponenciálnı́ch
i rozdělenı́, které se od rozdělenı́ z RE mı́rně lišı́. Označme hustotu
rotund-exponenciálnı́ho rozdělenı́

f0(z) = e−ψ(nD(z))/C0.

Z věty 4.15 vı́me, že normalizovaný extrémnı́ vektor konverguje v distribuci
k limitnı́mu normálně-exponenciálnı́mu vektoru W. Z tvrzenı́ 4.9 dostáváme,
že je to ekvivalentnı́ konvergenci

f0(γn(w))

f0(γn(0))
→ e−uT ue−v v L1(H+), (4.13)

normalizace γn majı́ tvar (4.12). Označme O = {f0 > 0} a necht’ f je hustota
pozitivnı́ na O, která splňuje (4.13) se stejnými normalizacemi. Pak f můžeme
psát jako f = Lf0, kde L je plochá funkce. Je to vı́cerozměrná varianta pomalu
se měnı́cı́ funkce, viz definice 1.3.

Definice 4.17. (Plochá funkce)
Spojitá pozitivnı́ funkce L na Rd splňujı́cı́

L(z + w)

L(z)
→ 1, ‖z‖ → ∞,w ∈ Rd,

se nazývá plochá (anglicky ”flat function“).
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Ploché funkce na O jsou ty, které jsou daleko v O lokálně konstantnı́. Jako
přı́klad můžeme uvést L(z) = z, L(z) = ez.

Hustoty f = Lf0 se daleko v O, v nekonečnu, od f0 lišı́ jen o málo, o kon-
stantu. Zajı́majı́ nás podmı́nky, za kterých tyto hustoty patřı́ do D(0).

Věta 4.18. Necht’ má vektor Z ∈ Rd hustotu f0(z) = e−nD(z)2/2/C, kde nD je
normová funkce rotundové množiny D. Necht’ normovacı́ afinnı́ zobrazenı́ γn majı́
tvar (4.12) a L je plochá funkce. Pak je hustota f = Lf0 integrovatelná a platı́
pro ni konvergence (4.13) v L1(H+). Náhodný vektor s hustotou f/CL patřı́ do
sféry přitažlivosti normálně-exponenciálnı́ho limitnı́ho rizikového rozdělenı́ D(0) se
stejnými normalizacemi γn a normalizované hustoty konvergujı́ v L1.

Zato, že funkce f = Lf0 je pouze asymptoticky rotund-exponenciálnı́,
jsme pro zajištěnı́ konvergence zaplatili tı́m, že v definici f0 má dřı́ve obecná
funkce ψ tvar ψ(nD(z)) = nD(z)2/2. Jak uvidı́me ve dvourozměrném přı́padě
nı́že, idea plochých funkcı́ je ta, že výběrové mraky funkcı́ f = Lf0 můžou
mı́t nějaké nepravidelnosti, které ale směrem ke kraji mraku postupně vymizı́
(s tı́m, jak se plochá funkce L postupně měnı́ v konstantu). Prvnı́ úrovňové
množiny nemusı́ být konvexnı́, ale postupně se jimi stávajı́, jak můžeme vidět
na obrázku 4.8.

V článku Fougères [8] uvedli autoři dvourozměrnou verzi této věty, kterou
se ted’ budeme zabývat. Nejprve uved’me tvrzenı́ o sféře přitažlivosti Gum-
belova rozdělenı́, které se bude později hodit.

Tvrzenı́ 4.19. (Embrechts [6], str. 158)
Náhodná veličina Z s distribučnı́ funkcı́ F patřı́ do sféry přitažlivosti maxim Gume-
belova rozdělenı́ (viz. definice 1.2 a věta 1.1), právě když

lim
z→z∞

F̄ (z + zη(l))

F̄ (z)
= e−l,

kde η je pomocná funkce (anglicky ”auxiliary function“). Pomocná funkce splňuje:
η(z) = o(z) pro z∞ =∞ a η(z) = o(z∞ − z), pro z∞ <∞.

Pro připomenutı́, do MDA Gumbelova rozdělenı́, stejně jako do D(0),
patřı́ rozdělenı́ s lehkými chvosty. Proto se zde také použı́vá. Následujı́
potřebné předpoklady.
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Předpoklady: Necht’ náhodný vektor Z = (X, Y )
′ ∈ R2 má hustotu

f(x, y) = f0(x, y)L(x, y) = e−p(n(x,y))L(x, y),

kde L je plochá funkce a pro p(r) a n(x, y) platı́:

p(r) =

∫ r

0

1

η(s)
ds,

η(s) je absolutně spojitá funkce s limx→∞ η
′
(x) = 0 a n : R2 → R splňuje

n(rx, sy) = rsn(x, y), konstanty r, s > 0; n2 je dvakrát diferencovatelná a n má
pozitivně definitnı́ matici druhých parciálnı́ch derivacı́ (Hessian). Funkce n je
dvourozměrná verze normové funkce.

Věta 4.20. Při splněnı́ předpokladů výše, patřı́ X a Y do sféry přitažlivosti Gumbe-
lova limitnı́ho rozdělenı́ s pomocnou funkcı́ η a jsou asymptoticky nezávislé. Existujı́
reálná čı́sla ι a σ, že

lim
q→∞

P (X ≤ ιq + σ
√
qη(q)x;Y ≤ q + η(q)y|Y > q) = Φ(x)(1− e−y),

kde Φ je distribučnı́ funkce standardnı́ho normálnı́ho rozdělenı́.

Pracujeme zde s poloprostorem Hq = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ q}. Normalizace
zobrazujı́ základnı́ prostor H+ na Hq a majı́ tvar:

γq(x, y) = (ιq + σ
√
qη(q)x; q + η(q)y).

Jak může vypadat rozdělenı́ splňujı́cı́ předpoklady této věty ukážeme
v následujı́cı́m přı́kladě, který je převzatý z článku Fougères [8].

Přı́klad 4.21. Necht’ h je hustota na R a g je hustota na [−π/2, π/2]. Funkce f defi-
novaná jako

f(x, y) =
h(y2 + (x− ιy)2/(1− ι2))√
y2 + (x− ιy)2/(1− ι2)

g(arctan ((x− ιy)/(y
√

1− ι2)))

je dvourozměrná hustota na R2. Pokud zvolı́me ι = 0.6, h(t) = e−t
2/2/
√

2π
a g(t) = c(1 + (t2 − (π/4)2)2), c dopočı́táme tak, aby g byla hustota a f
rovněž přinásobı́me vhodnou konstantou, aby se na R2 vyintegrovala na 1. Pak f
splňuje předpoklady věty 4.20. Obrázek 4.8 zobrazuje úrovňové křivky hustoty f .
Jsou asymptoticky eliptické, nepravidelnosti způsobujı́cı́ nekonvexnost úrovňových
množin postupně vymizı́. Naše teorie je lokálnı́, takže i přes tuto nekonvexnost, kon-
vergence platı́.

�
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Obrázek 4.8: Úrovňové křivky hustoty f(x, y) z přı́kladu 4.21

4.5 Sféra přitažlivosti Euklidova-Paretova li-
mitnı́ho rizikového rozdělenı́

V této sekci prozkoumáme sféru přitažlivosti D(τ), τ > 0, Euklidova-
Paretova limitnı́ho rozdělenı́ πτ . Až do konce sekce budeme automaticky
uvažovat τ > 0 bez dalšı́ho upozorňovánı́.

D(τ) obsahuje sféricky symetrické hustoty f(z) = f1(‖z‖), kde f1 je
pravidelně se měnı́cı́ funkce s exponentem −(τ + d) (viz 1.3). Rozdělenı́
z D(τ) majı́ těžké chvosty. Jako přı́klad můžeme uvést vı́cerozměrné sférické
Studentovo rozdělenı́.

Kromě toho, že podmiňujeme vektor Z, aby ležel ve vzdáleném polo-
prostoru H , existuje i jiný model. V něm vyšetřujeme konvergenci

Zs/s
d−→W, s→∞ na (sB)c,

kde Zs je vektor Z za podmı́nky, že ležı́ mimo kouli sB ⊂ Rd, B je jednot-
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ková koule. Tento model pracuje s polárnı́mi souřadnicemi. Limitnı́ vektor
W můžeme psát jako W = ΘR, R = ‖W‖ ≥ 1 udává poloměr a Θ je náhodná
veličina jednotkové sféry udávajı́cı́ směr. Vı́ce lze najı́t napřı́klad v Mikosch
[10].

4.6 Sféra přitažlivosti mocninného parabolického
limitnı́ho rizikového rozdělenı́

V této sekci prozkoumáme sféru přitažlivosti D(τ), τ ∈ (−2/h, 0), moc-
ninného parabolického limitnı́ho rozdělenı́ πτ . Opět budeme až do konce
sekce automaticky uvažovat τ ∈ (−2/h, 0) bez dalšı́ho upozorňovánı́.

D(τ) obsahuje sféricky symetrické hustoty, které majı́ omezený nosič.
Poloprostory H již tedy nemůžou divergovat do nekonečna, ale musı́ se blı́žit
k nějaké konečné hranici.

Necht’ D je rotundová množina v Rd. Je-li Z rovnoměrně rozdělený
na D, pak pro každý poloprostor H protı́najı́cı́ D má extrémnı́ vektor
ZH rovnoměrné rozdělenı́ na D ∩ H . Křivost hranice množiny D je spo-
jitá funkce, takže když půjde mohutnost |D ∩ H| k nule (a tı́m pádem
i P(ZH ∈ |D ∩ H|) → 0), bude křivost hranice D ∩ H konstantnı́ (hranici
můžeme lokálně považovat za přı́mku). Extrémnı́ vektor ZH vhodně norma-
lizovaný afinnı́mi transformacemi bude konvergovat v distribuci k limitnı́mu
rizikovému vektoru W, který je rovnoměrně rozdělen na části paraboloidu
Q+ = Q ∩H+, kde Q je paraboloid

Q = {(u, v) : v ≤ 1− uTu} ⊂ Rh × R.

Do D(τ) tedy patřı́ rovnoměrně rozdělené náhodné vektory na rotundových
množinách.

Necht’ máme náhodný výběr Z1, . . . ,Zn z rovnoměrného rozdělenı́
na rotundové množině D. Normalizovaný výběr (výběrový mrak)
Nn = ((γn)−1(Z1), . . . , (γ

n)−1(Zn)) konverguje vágně ke standardnı́mu
Poissonovu bodovému procesu na otevřeném paraboloidu Q. Normalizace
γn jsou afinnı́ transformace zobrazujı́cı́ H+ na Hn tak, že (γn)−1(D) → Q pro
|D ∩ Hn| ∼ |Q+|/n. Tento Poissonův bodový proces tedy popisuje lokálnı́
chovánı́ výběrového mraku na jeho hranici, když je n dostatečně velké (máme
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velký výběr, velký výběrový mrak).

Hustota f , která je spojitá na uzávěru D a pozitivnı́ na hranici D, patřı́
rovněž do D(τ). Necht’ s je funkce splňujı́cı́:

s = s(z) = (1− nD(z))+.

Pak náhodný vektor Z na D s hustotou f(z) ∝ s(z)c−1, c > 0 je konstanta,
patřı́ do sféry přitažlivosti mocninného parabolického limitnı́ho rozdělenı́ na
Q+. Hustota f tedy nemusı́ být jen konstantnı́, aby patřila do D(τ).

Pro τ = −2/h je limitnı́ rozdělenı́ singulárnı́. Do jeho sféry přitažlivosti
patřı́ rozdělenı́, která žijı́ na ∂D, hranici rotundové množiny. Napřı́klad pro
jednotkový kruh je to rovnoměrné rozdělenı́ na jednotkové kružnici.

4.7 Afinnı́ transformace

Afinnı́ transformace γ má následujı́cı́ tvar:

γ : w 7→ z, z = γ(w) = Aw + a, a ∈ Rd, A ∈ Rd × Rd, det(A) 6= 0,

maticeA je čtvercová matice plné hodnosti, tedy regulárnı́, a proto existuje jejı́
inverznı́ matice a můžeme určit inverznı́ afinnı́ transformaci:

γ−1 : z 7→ w, w = γ−1(z) = A−1(z− a).

S operacı́ skládánı́ zobrazenı́: γt ◦ γs = γt+s, s, t > 0; γ1 = γ, tvořı́ afinnı́
transformace γt grupu d-rozměrných afinnı́ch transformacı́ A(d). Zobrazenı́
se skládajı́ následovně:

γ2(w) = γ(γ(w)) = γ(Aw + a) = A(Aw + a) + a = A2w + Aa+ a2.

Afinnı́ zobrazenı́ se skládá ze dvou částı́: matice A reprezentuje lineárnı́
část, vektor a pak posunutı́ neboli translaci. Pokud je a = 0, mluvı́me
o lineárnı́m zobrazenı́. Afinnı́ transformace se obvykle zapisujı́ maticově v ho-
mogennı́ch souřadnicı́ch. To znamená, že vytvořı́me virtuálnı́ souřadnici,
která bude reprezentovat vektor posunutı́ a. Dostanem matici o rozměrech
(d+ 1)× (d+ 1):

γ(w) = Aw + a;

(
1 0
a A

)(
1
w

)
=

(
1
z

)
.
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Prvnı́ řádek zvětšené čtvercové matice odpovı́dá virtuálnı́ souřadnici. Pokud
je vektor posunutı́ nulový a máme tı́m pádem lineárnı́ zobrazenı́, stačı́ k jeho
reprezentaci standardnı́ matice o rozměrech d × d. Virtuálnı́ souřadnici
nepotřebujeme.

Afinnı́ zobrazenı́ se dá výhodně rozepsat do řady jako exponenciála:

γt = etC =
∞∑
k=0

(Ct)k

k!
.

Matici C se řı́ká generátor zobrazenı́. Je to čtvercová matice plné hodnosti
s rozměry (d + 1) × (d + 1) v přı́padě afinnı́ho zobrazenı́ a d × d v přı́padě
lineárnı́ho zobrazenı́. Každé afinnı́ zobrazenı́ generuje právě jedna matice C.
Generátor C bývá lehčı́ na zápis než matice reprezentujı́cı́ γt.

Rozlišujeme několik základnı́ch typů afinnı́ch zobrazenı́ (v závorce
uvádı́me anglické názvy): translaci či posunutı́ (translation), zrcadlenı́
(reflection), změnu měřı́tka (scaling), zkosenı́ (shear), projekce (projection)
a otáčenı́ (rotation). Dalšı́ transformace vznikajı́ jejich skládánı́m.

Pro představu uvedeme matice a generátory některých typů v R2:

• translace: γt(w1, w2) = (w1;w2+t),

 1 0 0
0 1 0
t 0 1

 , maticeA je jednotková

a vektor posunutı́ a má tvar (0, t)
′ . Generátor C je:

 0 0 0
0 0 0
1 0 0

. Sčı́tánı́

takových matic je jednoduché, jelikož po několika málo umocněnı́ch do-
staneme matici se samými nulami. U generátoru C výše se tak stane už
při umocněnı́ na druhou. Z nekonečné sumy nám tedy zůstanou jen dva
sčı́tance:

γt = etC = I + tC =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

+

 0 0 0
0 0 0
t 0 0

 .

• změna měřı́tka: γt(w1, w2) = (eλtw1; e
µtw2),

(
eλt 0
0 eµt

)
, matice A se

shoduje s maticı́ reprezentujı́cı́ toto zobrazenı́, vektor posunutı́ je nu-
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lový. Generátor C má tvar:
(
λ 0
0 µ

)
. Zde je již součet trochu složitějšı́,

ale pořád se dá vcelku rozumně vyřešit. Generátor C umocněný na k-tou

má tento tvar:
(
λk 0
0 µk

)
. Součet je následujı́cı́:

γt = etC = I + tC + t2C2 + . . . =

(
1 0
0 1

)
+

(
tλ 0
0 tµ

)
+ . . . =

=

( ∑∞
k=0(tλ)k 0

0
∑∞

k=0(tµ)k

)
,

λ a µ jsou parametry. Jsou-li oba kladné, jedná se o expanzi; jsou-li oba
záporné, jde o kontrakci.

• rotace: γt(w1, w2) = (w1 cosλt+ w2 sinλt;−w1 sinλt+ w2 cosλt),(
cosλt sinλt
− sinλt cosλt

)
, matice A se shoduje s maticı́ reprezentujı́cı́ toto

zobrazenı́, vektor posunutı́ je nulový. Generátor C má tvar:
(

0 λ
−λ 0

)
.

Součet je složitý, násobenı́m generátoru dostaneme v jednotlivých
buňkách nekonečné řady, které se sečtou na kosiny a siny. Tato trans-
formace je ortogonálnı́, nebot’ ATA = I .

Vezměme vektor Z a afinnı́ transformaci γ, pak W = γ−1(Z) = A−1(Z − a)
je normalizovaný vektor. Konvergence γn(w) = Anw + an → γ = Aw + a
znamená, že An → A a an → a.

Předpokládejme, že (γn)−1(Zn)
d−→ W, když jde počet pozorovánı́ n → ∞,

W je nedegenerovaný vektor. Normalizace γn nejsou jednoznačné. Mohou být
nahrazeny normalizacemi δn, které jsou asymptoticky rovny γn:

δn ∼ γn ⇔ (γn)−1δn → id,

kde id je identické zobrazenı́.

Často budeme použı́vat následujı́cı́ větu o transformaci náhodného vek-
toru.

Věta 4.22. (Transformace náhodného vektoru)
Necht’ vektor W má hustotu g. Necht’ γ je regulárnı́ a prosté zobrazenı́, γ : Rd → Rd

a z = γ(w). Pak Z má hustotu

f(z) = g(γ−1(z)) | Dγ−1(z) |,
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kde Dγ−1 je Jacobiho matice inverznı́ho zobrazenı́, je to matice parciálnı́ch derivacı́
o velikosti d× d.

Pokud je γ afinnı́ zobrazenı́ (to je regulárnı́ a prosté), má věta následujı́cı́
zněnı́:

Z = γ(W) = Aw + a, W = γ−1(Z) = A−1(Z− a),

Náhodný vektor Z pak má hustotu

f(z) =
1

| detA |
g(A−1(z− a)).

Jacobiho matice afinnı́ho zobrazenı́ je přı́mo matice A. Častěji budeme
použı́vat obrácenou verzi, kdy známe hustotu Z a chceme zjistit hustotu W:

g(w) =| detA | f(Aw + a).
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Kapitola 5

Přesahy přes horizontálnı́ prahy

Tato kapitola zpracovává látku z Kapitoly IV knihy Balkema [3]. Značenı́
z knihy bylo zachováno v co možná největšı́ mı́ře.

Kapitola je rozdělena na čtyři podkapitoly. V prvnı́ vymezı́me zadánı́ a
řešený problém, definujeme základnı́ pojmy a uvedeme důležité věty. Druhá
podkapitola popisuje vlastnosti přesahových měr. Třetı́ sekce se věnuje
konkrétnı́m tvarům přesahových měr ve dvourozměrném prostoru. Čtvrtá
sekce se zabývá sférami přitažlivosti.

5.1 Přesahy přes horizontálnı́ prahy

Narozdı́l od předchozı́ kapitoly nenecháme poloprostor H divergovat
jakýmkoliv směrem, nýbrž jen jednı́m, konkrétnı́m. Tı́m pádem nemusı́me
klást takové podmı́nky na rozdělenı́ vektoru Z. Stejně jako v minulé kapitole
zvolı́me nové souřadnice a rozdělı́me Z na horizontálnı́ a vertikálnı́ část:

Z = (X, Y )
′
,X ∈ Rh, Y ∈ R.

Náhodná veličina Y je opět minus hodnota portfolia a náhodný vektor
X můžeme považovat za šum.

Narozdı́l od kapitoly 4, kde jsme požadovali, aby rozdělenı́ náhodného
vektoru Z bylo směrově symetrické, je teorie v této kapitole založená na

58



předpokladu, že má výběrový mrak nepravidelnosti, které nám ukážı́, kde
ležı́ extrémy daného rozdělenı́. Pod nepravidelnostmi výběrového mraku si
můžeme představit shluky bodů, které se formujı́ v jedné části mraku a počet
těchto bodů klesá s rostoucı́ vzdálenostı́ od středu jen pozvolna.

Nepravidelnosti reprezentujı́ riziko. Pokud se shluk bodů line jednı́m
směrem, znamená to, že tı́mto směrem je šance na velké hodnoty Z. Pokud je
hustota Z rozprostřena okolo současné pozice (hodnoty) portfolia, tak velké
hodnoty Z znamenajı́ výraznou odchylku od nynějšı́ hodnoty a tı́m pádem
značné riziko, že budoucı́ hodnota portfolia klesne. V nových souřadnicı́ch
bude riziko skryto ve velkých hodnotách Y . Konvergenci extrémnı́ch vektorů
tudı́ž budeme vyšetřovat ve vertikálnı́m směru.

Zajı́majı́ nás horizontálnı́ poloprostory

H t = {y ≥ t} = Rh × [t,∞)

a asymptotické chovánı́ podmı́něného vektoru Z za podmı́nky, že Z ležı́ v H t:

ZHt

= Zt = Z|Z ∈ H t pro t→ t∞.

Necht’ existujı́ afinnı́ transformace γt:

(γt)−1(Zt)
d−→W, P (Y ≥ t)→ 0+,

kde W = (U, V )
′ ∈ Rh × R je nedegenerovaný limitnı́ rizikový vektor,

který žije na základnı́m horizontálnı́m poloprostoru J0 = {v ≥ j0}. To je
napřı́klad H+. Normalizace γt zobrazujı́ J0 na H t, horizontálnı́ poloprostory
na horizontálnı́ poloprostory.

Jelikož uvažujeme divergenci poloprostorů jen v jednom směru, může mı́t
rozdělenı́ Z volnějšı́ strukturu. Na druhou stranu limitnı́ rizikové rozdělenı́
nebudou mı́t tak jednoduchou strukturu jako v předchozı́ kapitole a bude
jich mnohem vı́ce. Pojem limitnı́ho rizikového rozdělenı́ zobecnı́me na
přesahovou mı́ru (anglicky ”excess measure“). Začneme s definicı́ afinnı́ch
transformacı́.

Definice 5.1. Afinnı́ transformace γt dané maticı́

 1 0 0
p A q
b 0 a

 ;

γ(x, y) = (p+ Ax + qy, ay + b) ∈ Rd,
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tvořı́ grupu Ah afinnı́ch transformacı́ zobrazujı́cı́ch horizontálnı́ poloprostory na ho-
rizontálnı́ poloprostory. Vertikálnı́ složku tvořı́ pozitivnı́ afinnı́ transformace

γ̃(y) = ay + b, a > 0, b ∈ R,

z grupy pozitivnı́ch afinnı́ch transformacı́ A+.

Definice 5.2. Radonova mı́ra ρ na Rd (viz 2.1) je přesahová mı́ra, právě když splňuje

γt(ρ) = etρ, t ∈ R; γ ∈ Ah, (5.1)

a existuje základnı́ poloprostor J0 takový, že ρ(J0) = 1.

Zatı́mco v minulé kapitole jsme pro Radonovy mı́ry rozšiřujı́cı́ limitnı́
rozdělenı́ hledali transformace ze symetrické grupy takové, že γ(ρ) = cγρ,
nynı́ se omezujeme na konkrétnı́ tvar konstant cγ : cγ = et.

Pro množinu A ⊂ Rd má identita (5.1) tvar:

γt(ρ)(A) = ρ((γt)−1(A)) = etρ(A).

Má-li přesahová mı́ra hustotu g, pak má (5.1) dle věty o transformaci
náhodného vektoru 4.22 pro hustoty tvar:

g((γt)−1(w))/| detA|t = etg(w), w ∈ J0,

kde γt(w) = Atw + b(t).

Rovnost (5.1) znamená, že mı́ra ρ klesá ve vertikálnı́ složce jako e−t.
Tı́m, jak se dostáváme ke vzdálenějšı́m podmnožinám J0 (na vzdálenějšı́ po-
loprostory H t), je mı́ra množin et menšı́. Pro představu je asi mı́sto (5.1)
výhodnějšı́ zápis:

(γt)−1(ρ) = e−tρ, t ∈ R, (5.2)

(γt)−1(ρ)(A) = ρ((γt)(A)) = e−tρ(A), A ⊂ Rd.

Je proto důležité, aby H t byly podmnožiny základnı́ho poloprostoru
J0 a afinnı́ transformace zobrazovaly horizontálnı́ poloprostory na hori-
zontálnı́ poloprostory. Rovnost (5.1) je tedy podmı́nkou stability. Transfor-
mace γt tvořı́ symetrickou grupu mı́ry ρ, nebot’ je ρ stabilnı́ vůči γt v tom
smyslu, že se při transformaci měnı́ jen o et.
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Tvar ρ je na všech poloprostorech H t ⊂ J0 stejný. Mı́ra ρ je jen zmenšená
o konstantu. Mı́ra H t je et menšı́ než mı́ra J0. Vzdálenějšı́ poloprostory majı́
menšı́ a menšı́ pravděpodobnost, že Z ∈ H t, přičemž volı́me P (Z ∈ H t) = e−t.
Tato volba je výhodná a vede k dobrým výsledkům.

Vertikálnı́ složka ρ̃ mı́ry ρ má symetrickou grupu, kterou tvořı́ pozitivnı́
afinnı́ transformace γ̃t z A+. Platı́-li

(γt)−1(Zt)
d−→W

a Z = (X, Y )
′ , W = (U, V )

′ na H+ s γt(H+) = H t, pak

(γ̃t)−1(Y [t,∞))
d−→ V, (5.3)

kde V má GPD na [0,∞). Vertikálnı́ složka Y [t,∞) extrémnı́ho vektoru
Zt konverguje v distribuci s vhodnými normalizacemi z A+ k zobecněnému
Paretovu rozdělenı́ na [0,∞).

Nynı́ můžeme definovat sféru přitažlivosti.

Definice 5.3. Vektor Z = (X, Y )
′ ∈ Rh+1 s rozdělenı́m π patřı́ do sféry přitažlivosti

limitnı́ho rizikového vektoru W = (U, V )
′ ∈ Rh+1 s rozdělenı́m πw, právě když

• (γt)−1(Zt)
d−→W, P (Y ≥ t)→ 0+,

• normalizace γt zobrazujı́ základnı́ horizontálnı́ poloprostor J0 = Rh × [j0,∞)
na H t,

• rozdělenı́ πw vektoru W je nedegenerované.

Pı́šeme Z ∈ Dh(W) nebo π ∈ Dh(πw).

Dı́ky 5.3 můžeme na Y použı́t jednorozměrnou teorii extrémnı́ch hodnot.
Podobně jako v sekci 4.1 použijeme parametr τ ze zobecněného Paretova
rozdělenı́ veličiny V ke klasifikaci vı́cerozměrných limitnı́ch rozdělenı́. Ver-
tikálnı́ složka ρ̃ přesahové mı́ry ρ je přesahová mı́ra, která rozšiřuje rozdělenı́
V . Žije na intervalu, který je orbitou bodu j0 při zobrazenı́ γ̃t ∈ A+:

(j∗, j
∗) = {γ̃t(j0)|t ∈ R}. (5.4)

Je-li γ̃ translace v 7→ v + b, pak (j∗, j
∗) je celý prostor R. Je-li transformace

γ̃ expanze v 7→ a(v−c)+c, a > 1, pak (j∗, j
∗) je interval (c,∞). Je-li γ̃ kontrakce
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v 7→ a(v − c) + c, 0 < a < 1, pak (j∗, j
∗) je interval (−∞, c). Jednorozměrná

mı́ra ρ̃ také splňuje podmı́nku stability

γ̃t(ρ̃) = etρ̃.

Vezmeme-li základnı́ interval [j0,∞) takový, že je ρ̃[j0,∞) = 1, pak

ρ̃[γ̃t(j0),∞) = e−t.

V jednorozměrném světě existujı́ jenom tři druhy přesahových měr:

ρ̃[v,∞) =


e−v , v ∈ R;
v−1/|τ | , v > 0;
|v|1/|τ | , v < 0.

(5.5)

Každá tato přesahová mı́ra je zároveň střednı́ mı́rou Poissonova bodového
procesu Ñ , který je limitnı́m procesem normalizovaného výběru z rozdělenı́
vertikálnı́ souřadnice.

Nynı́ přejdeme k dvěma důležitým větám: větě o rozšı́řenı́ a větě o repre-
zentaci. Začneme definicı́ měnivosti.

Definice 5.4. Necht’ β(t) a γ jsou afinnı́ transformace z Ah, t ∈ [0,∞). Pak β(t) se
měnı́ jako γt, právě když

β(sn)−1β(sn + tn)→ γt, sn →∞, tn → t, t ∈ R.

Jiná interpretace měnivosti řı́ká, že β(t) se měnı́ pravidelně v nekonečnu
s indexem C, kde C je generátor grupy γt afinnı́ch transformacı́ pro hori-
zontálnı́ přesahy. Použı́tı́ vı́cerozměrné pravidelné měnivosti v nekonečnu
je výhodné, protože pro funkce obecně udává podmı́nky na chovánı́ jejich
chvostů. Přitom tyto podmı́nky nejsou omezujı́cı́. Bez pravidelné měnivosti
bychom museli pro každou funkci stanovit podmı́nky na chovánı́ jejı́ho
pravého konce zvlášt’.

Věta o rozšı́řenı́ řı́ká, že pro rozdělenı́ π ∈ Dh(πw) náhodného vektoru
Z s normalizacemi γt konvergujı́ mı́ry

ρt =
(γt)−1(π)

π(H t)
(5.6)
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slabě k přesahové mı́ře ρ, která rozšiřuje limitnı́ rizikové rozdělenı́ πw, na
všech poloprostorech R × [v,∞), kde je ρ konečná. Mı́ry ρt jsou vlastně
pravděpodobnostnı́ mı́ry podmı́něného vektoru Zt normalizované na prostor
J0. Pro množinu A ⊂ J0 totiž platı́ (γt : J0 7→ H t):

ρt(A) =
(γt)−1(π)(A)

π(H t)
=
π(γt(A))

π(H t)
=
P (Z ∈ γt(A))

P (Z ∈ H t)
,

ρt(J0) =
(γt)−1(π)(J0)

π(H t)
= 1.

Protože předpokládáme (5.1), respektive (5.2) a ρ(J0) = 1, je mı́ra prostoru
H t rovna e−t:

ρ(H t) = ρ(γt(J0)) = (γt)−1(ρ)(J0) = e−tρ(J0) = e−t.

Proto v následujı́cı́ větě v limitnı́m vztahu násobı́me normalizované rozdělenı́
vektoru Z čı́slem et, respektive 1/e−t.

Věta 5.5. (Věta o rozšı́řenı́)
Necht’ π ∈ Dh(πw), přesahová mı́ra ρ rozšiřuje limitnı́ rozdělenı́ πw a splňuje
γt(ρ) = etρ pro afinnı́ transformace γt ∈ Ah, t ∈ R. Pak existuje spojité zobra-
zenı́ β : [0,∞)→ Ah, které se měnı́ jako γt, takové, že

etβ(t)−1(π)→ ρ slabě na R× [v,∞), t→∞, v > j∗,

kde (j∗, j
∗) (orbita bodu j0 viz (5.4)) je nosič vertikálnı́ složky ρ̃ přesahové mı́ry ρ.

Důležitost této věty spočı́vá v tom, že zobrazenı́ β(t) je spojité. Hori-
zontálnı́ poloprostory H t můžeme spojitě posunovat po vertikálnı́ ose. Ne-
stane se, že by byl v zobrazenı́ β(t) : J0 7→ H t skok. Každému t při projekci na
vertikálnı́ osu odpovı́dá právě jedno v. Zobrazenı́ z [0,∞) na [j0, v∞)

t 7→ v(t) = β(t)(j0), t ≥ 0,

je vzájemně jednoznačné a v(0) = β(0)(j0) = j0. Slabá konvergence znamená
konvergenci v distribuci. Protože tato konvergence platı́ na všech poloprosto-
rech Rh × [v,∞), můžeme za v vybrat bod j0 a dostaneme tak konvergenci na
základnı́m poloprostoru J0.
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Věta 5.6 o reprezentaci řı́ká, že přesahové mı́ry majı́ součinovou strukturu.
Definujme zobrazenı́ Φ:

Φ : (u, t) 7→ γt(u, j0), Φ : Rh+1 7→ Rh × (j∗, j
∗),

kde (j∗, j
∗) = {γ̃t(j0)|t ∈ R} je orbita bodu j0 a základnı́ poloprostor má tvar

J0 = Rh×[j0,∞). Zobrazenı́ Φ je vzájemně jednoznačné. Horizontálnı́mu bodu
u ∈ Rh a čı́slu t přiřadı́ obraz bodu u při afinnı́ transformaci γt. Vertikálnı́ bod
je jen obrazem základnı́ho bodu j0 při dané transformaci. Přesahová mı́ra je
tedy transformacı́ součinové mı́ry

ρ∗ × T, ρ = Φ(ρ∗ × T ),

kde T má standardnı́ exponenciálnı́ rozdělenı́ T (dt) = e−tdt a ρ∗ je mı́ra hori-
zontálnı́ složky, když v(0) = j0. Mı́ra ρ∗ na prostoru Rh se nazývá spektrálnı́
mı́ra.

Pro přesahovou mı́ru ρ platı́:

ρ = Φ(ρ∗, T ) = γT (ρ∗, j0).

Přesahová mı́ra vypadá tak, že ve vertikálnı́ složce klesá exponenciálně
a rozdělenı́ horizontálnı́ složky je pro každé v(t) = γ̃t(j0) transformacı́
základnı́ spektrálnı́ mı́ry. Vertikálnı́ složka je rozdělena exponenciálně,
protože předpokládáme (5.1).

Věta 5.6. (Věta o reprezentaci)
Necht’ W = (U, V )

′ je limitnı́ rizikový vektor s rozdělenı́m πw. Přesahová mı́ra
ρ rozšiřuje πw a platı́ pro ni γt(ρ) = etρ, kde γt jsou afinnı́ transformace z grupy
Ah. Pak existuje náhodný vektor U∗ ∈ Rh a nezávislá náhodná veličina T se stan-
dardnı́m exponenciálnı́m rozdělenı́m tak, že W je rozdělený jako γT (U∗, 0).

Náhodný vektor U∗ odpovı́dá spektrálnı́ mı́ře ρ∗. Za podmı́nky V = v(t) je
vektor (U, v(t))

′ rozdělen jako γt(U∗, j0). Přitom podmı́něné rozdělenı́ závisı́
na v spojitě. Všechny tyto podmı́něné rozdělenı́ jsou tedy stejného tvaru:
jedno na druhé lze převést pomocı́ afinnı́ transformace.

5.2 Přesahové mı́ry

Tato sekce shrnuje vlastnosti přesahových měr pro horizontálnı́ přesahy.
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Základnı́ předpoklad je, aby přesahová mı́ra splňovala γt(ρ) = etρ, kde
grupa afinnı́ch transformacı́ γt = etC patřı́ do Ah. Stejná rovnost pak platı́ i pro
vertikálnı́ složku ρ̃: γ̃t(ρ̃) = etρ̃, kde γ̃t jsou pozitivnı́ afinnı́ transformace. Ty
majı́ jen dva tvary:

• expanze či kontrakce v 7→ eτt, když τ > 0 nebo τ < 0,

• translace v 7→ v + t, když τ = 0.

Parametr τ je parametr jednorozměrného GPD. Když je τ = 0, tak potřebnou
exponenciálu v rovnosti γ̃t(ρ̃) = etρ̃ dodá GPD, jelikož má hustotu e−v.
Je-li τ 6= 0, neobsahuje hustota GPD exponenciálu, a proto ji musı́ dodat
normalizace γ̃t.

Generátor a matice grupy γt majı́ tvar:

 0 0 0
p0 C∗ q0
b0 0 τ

,

 1 0 0
p(t) At q(t)
b(t) 0 at

, At = etC
∗
, at = eτt.

Trojice (C, ρ∗, j0) určuje přesahovou mı́ru ρ:

• generátor C určuje tvar afinnı́ch transformacı́ γt tak, aby splňovaly
γt(ρ) = etρ,

• spektrálnı́ mı́ra ρ∗ určuje podmı́něné rozdělenı́ horizontálnı́ složky U na
hladině v(t), vertikálnı́ složka V má exponenciálnı́ rozdělenı́,

• bod j0 určuje na vertikálnı́ ose začátek základnı́ho poloprostoru J0, or-
bitu prostoru, na kterém je definována ρ̃, a v(t) = γ̃t(j0).

Je vhodné volit j0 v závislosti na znaménku τ tak, že j0 = sign(τ) ∈ {−1, 0, 1}.
Interval (j∗, j

∗) je pak budˇ jedna z polopřı́mek (0,∞), (−∞, 0), nebo celá
reálná přı́mka R.

Z věty 5.6 o reprezentaci má horizontálnı́ část U za podmı́nky V = v(t)
rozdělenı́ jako AtU∗+m(t), kde U∗ je náhodný vektor odpovı́dajı́cı́ přesahové
mı́ře ρ∗ a m(t) = p(t) + v(0)q(t) ∈ Rh. Parametr t je určen z

P (T > t) = P (V > v(t)),
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T má exponenciálnı́ rozdělenı́.

Jak uvidı́me v přı́kladech nı́že, má-li U∗ normálnı́ rozdělenı́, pak
všechny tyto podmı́něné rozdělenı́ majı́ normálnı́ rozdělenı́. Má-li U∗ rov-
noměrné rozdělenı́ na jednotkové kouli v Rh, pak všechny tyto podmı́něné
rozdělenı́ majı́ rovnoměrné rozdělenı́ na elipsoidu se středem v m(t). Má-
li U∗ rovnoměrné rozdělenı́ na jednotkové krychli (−1, 1)h, pak všechny
tyto podmı́něné rozdělenı́ majı́ rovnoměrné rozdělenı́ na parallelopipedu se
středem v m(t). Afinnı́ rozdělenı́ vezmou původnı́ rozdělenı́ U∗, posunou ho
a otočı́, roztáhnou, zmenšı́, . . . . Proto napřı́klad z jednotkové koule vznik-
nou elipsoidy: dostaneme je nestejnoměrným roztaženı́m koule do různých
směrů.

5.3 Přesahové mı́ry v R2

V této sekci vypočteme konkrétnı́ tvary limitnı́ch rizikových rozdělenı́, re-
spektive přesahových měr. Budeme předpokládat, že spektrálnı́ mı́ra má hus-
totu.

Přı́klad 5.7. Necht’ W = (U, V )
′ ∈ R2 je limitnı́ rizikový vektor, τ = 0 a ver-

tikálnı́ složka V má tedy standardnı́ exponenciálnı́ rozdělenı́. Pozitivnı́ afinnı́
transformace γ̃t je pak proto translace v 7→ v + t. Generátor C je daný maticı́: 0 0 0

0 0 1
1 0 0

. Prvnı́ řádek odpovı́dá virtuálnı́ souřadnici, druhý horizontálnı́

souřadnici u a třetı́ vertikálnı́ souřadnici v. Grupa afinnı́ch transformacı́ γt = etC

má matici:

 1 0 0
t2/2 1 t
t 0 1

. Matice At = 1, vektory p(t) = t2/2 a q(t) = t.

Dále b(t) = t a at = 1.

Předpokládejme, že náhodná veličina U∗ odpovı́dajı́cı́ spektrálnı́ mı́ře ρ∗ je rov-
noměrně rozdělena na intervalu (−1, 1) a má hustotu f0. Jelikož je τ = 0, vezmeme
za základnı́ poloprostor J0 = H+. Základnı́ bod vertikálnı́ složky je potom j0 = 0.
Jelikož v(t) = γ̃t(j0) a γ̃t je posunutı́, je v(0) = γ̃0(0) = 0. To zcela odpovı́dá tomu,
že rozdělenı́ U horizontálnı́ složky je na začátku základnı́ho poloprostoru J0 (na hla-
dině v = j0) rovno spektrálnı́mu rozdělenı́ (v našem přı́padě rovnoměrné rozdělenı́ na
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(−1, 1)). Na dalšı́ch hladinách, jak postupujeme po vertikálnı́ ose nahoru, je U trans-
formacı́ U∗ (U = γ̈t(U∗), kde γ̈ je část afinnı́ transformace působı́cı́ na U ). Napišme
rovnici γt(u(0), v(0)) = (u(t), v(t)): 1 0 0

t2/2 1 t
t 0 1

 1
u
0

 =

 1
t2/2 + u

t

.

Vertikálnı́ složka je tedy v(t) = t. To také vyplývá z rovnosti

P (T > t) = P (V > v(t)),

e−t = e−v(t).

Podmı́něná náhodná veličina Ut reprezentujı́cı́ horizontálnı́ složku za podmı́nky
V = v(t) má tedy rozdělenı́

Ut = t2/2 + U∗.

Dle věty o transformaci náhodné veličiny 4.22 dostaneme spolu s |detAt| = 1 jejı́
hustotu: f0(u− t2/2).

Limitnı́ rizikový vektoru W má hustotu

g(u, v) = e−vf0(u− v2/2), v > 0.

To je také hustota přesahové mı́ry rozšiřujı́cı́ rozdělenı́ W, ale tentokrát pro v ∈ R.
Hustota g(u, v) pro v > 0 je zobrazena na obrázku 5.1 nı́že. Můžeme si všimnout, že
počátečnı́ interval (−1, 1) se s klesajı́cı́ výškou postupně zužuje a otáčı́.

�

Přı́klad 5.8. Narozdı́l od minulého přı́kladu budeme nynı́ uvažovat přı́pad
τ = 3/4 > 0. Afinnı́ transformace vertikálnı́ složky proto budou expanze
γt(v) = eτtv, v(0) = j0 = 1. Základnı́ poloprostor je J0 = Rh × [1,∞). Ma-

tice generátoru C je:
(
τ 1
0 τ

)
. Matice má jen dva řádky, protože uvažujeme

lineránı́ transformaci bez posunutı́. Jde o zkosenı́. Prvnı́ řádek odpovı́dá horizontálnı́
souřadnici u a druhý vertikálnı́ souřadnici v. Grupa γt = etC má pak matici:(
eτt teτt

0 eτt

)
. Matice At = eτt, vektory p(t) a b(t) (viz minulá sekce) v matici

nejsou, protože posunutı́ chybı́, q(t) = teτt a at = eτt.
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Obrázek 5.1: Hustota g(u, v) limitnı́ho rizikového vektoru W z přı́kladu 5.7
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Necht’ rozdělenı́ náhodné veličiny U∗ je standardnı́ normálnı́ s hustotou f0. Jelikož
rozdělenı́ Ut, veličiny U |V = v(t), vznikne afinnı́ transformacı́ U∗, bude pro všechny
t rovněž normálnı́. Při τ > 0 se zobecněné Paretovo limitnı́ rozdělenı́ V rovná Pare-
tovu rozdělenı́ s hustotou:

g(v) =
λ

vλ+1
.

Jak γt transformujı́ základnı́ rozdělenı́ (U∗, 0) opět odvodı́me z rovnice
γt(u(0), v(0)) = (u(t), v(t)):(

eτt teτt

0 eτt

) (
u
1

)
=

(
eτtu+ teτt

eτt

)
.

Vidı́me, že u(t) = eτtu + teτt a v(t) = eτt. Z následujı́cı́ch rovnostı́ zjistı́me
hodnotu parametru λ Paretova rozdělenı́.

P (T > t) = P (V > v(t)),

e−t = 1/(eτt)λ

Parametr λ je tedy: λ = 1/τ > 0. Z věty o transformaci náhodné veličiny 4.22
vyplývá spolu s |detAt| = eτt = v, že Ut = (eτtU∗+teτt) má hustotu f0((u−t)/eτt),
střednı́ hodnotu teτt a rozptyl e2τt. Hustota limitnı́ho rizikového vektoru W je pak:

g(u, v) =
1/τ

v1/τ+1
f0

(
u− log v/τ

v

)
1

v
, t =

1

τ
log v, v ≥ 1.

Hustota g(u, v) je rovněž hustota přesahové mı́ry ρ, ale tentokrát pro v > 0. Hustota
g(u, v) pro v ≥ 1 je zobrazena na obrázku 5.2. Pomocné černé čáry na grafu ukazujı́,
že pro každé v má horizontálnı́ složka normálnı́ hustotu.

�

Přesahové mı́ry určuje trojice (C, ρ∗, j0). Nejdřı́ve se podı́vejme, jak vypa-
dajı́ generátory C. Pokud τ = 0 a γ̃ jsou tı́m pádem translace jako v přı́kladu
5.7, existujı́ dva druhy matice generátoru C v Jordanově tvaru, µ ∈ R: 0 0 0

1 0 0
0 1 0

,

 0 0 0
1 0 0
0 0 µ

.
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Obrázek 5.2: Hustota g(u, v) limitnı́ho rizikového vektoru W
z přı́kladu 5.8
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Prvnı́ řádek odpovı́dá virtuálnı́ souřadnici, druhý pak vertikálnı́ a třetı́
horizontálnı́.

Pokud τ > 0 (respektive τ < 0) a γ̃ jsou potom expanze (respektive kon-
trakce) jako v přı́kladu 5.8, existujı́ tři druhy matice generátoru C v Jordanově
tvaru. Jeden s translacı́ a dva lineárnı́: 0 0 0

1 0 0
0 0 τ

,
(
τ 0
0 µ

)
,
(
τ 0
1 µ

)
.

U prvnı́ matice odpovı́dá prvnı́ řádek opět virtuálnı́ souřadnici, druhý
vertikálnı́ a třetı́ horizontálnı́. U zbylých dvou matic je prvnı́ řádek vertikálnı́
souřadnice a druhý horizontálnı́.

Každý z těchto generátorů určuje přesahovou mı́ru. Když vezmeme
v úvahu znaménko µ (µ > 0, µ < 0) a speciálnı́ přı́pad µ = 0, určujı́ prvnı́
dvě matice spı́še celkem 4 = 1 + 3 než 2 kvalitativně rozdı́lné přesahové
mı́ry. U dalšı́ch třı́ matic je situace obdobná. V závislosti na znaménku µ − τ
(> 0, < 0) a se speciálnı́m přı́padem µ = τ , určujı́ poslednı́ tři matice celkem
7 = 1 + 3 + 3 přesahových měr. To je pro τ > 0. Pro τ < 0 je to symetricky
dalšı́ch 7 přesahových měr. Dohromady máme 18 různých přesahových měr.

Bod j0 je pevně daný. Je bud’ 1, -1 nebo 0 v závislosti na znaménku τ .
Žádné dalšı́ přesahové mı́ry tedy neurčuje. Narozdı́l od spektrálnı́ mı́ry ρ∗.
Podle toho, jaké má rozdělenı́, vznikajı́ dalšı́ přesahový mı́ry.

Vidı́me, že přesahových měr pro horizontálnı́ přesahy existuje již ve
dvourozměrném prostoru mnoho. S rostoucı́m počtem rozměrů se jejich
počet nadále zvyšuje. To je velký rozdı́l oproti kapitole 3, kde jsme měli jen
tři druhy limitnı́ch rizikových rozdělenı́.

Pro trojrozměrný prostor R3 lze najı́t generátory přesahových měr v sekci
14.9 knihy Balkema [3]. Jak pı́šı́ autoři, ve třech rozměrech už existuje jenom
v závislosti na generátorech C 103 kvalitativně různých přesahových měr. Ty
se dále dělı́ podle toho, jaké rozdělenı́ má spektrálnı́ mı́ra.
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5.4 Sféry přitažlivosti

O sférách přitažlivosti pro přesahy přes horizontálnı́ prahy toho pro mnoho
symetrických grup γt nenı́ moc známého. Čı́m složitějšı́ γt je, tı́m vı́ce
podmı́nek a omezenı́ musı́me klást na vektor Z, aby Z ∈ Dh(W). To samé
platı́ pro spektrálnı́ mı́ru ρ∗.

Je dobré začı́t s jednoduchými afinnı́mi transformacemi a jednoduchým
spektrálnı́m rozdělenı́m. Afinnı́ transformace můžou být napřı́klad čisté
translace (u, v) 7→ (u, v + t). Za rozdělenı́ spektrálnı́ho vektoru U∗ můžeme
vzı́t normálnı́ rozdělenı́ nebo rovnoměrné rozdělenı́ na jednotkové kouli. To
nám dohromady určı́ tvar přesahové mı́ry, která rozšiřuje rozdělenı́ limitnı́ho
rizikového vektoru.

Limitnı́ rizikový vektor W má hustotu ve tvaru

g(u, v) = gv(u)g̃(v),

kde g̃ je hustota jednorozměrného GPD a gv(u) je hustota podmı́něného vek-
toru U|V = v. Proto, když chceme zkonstruovat vektor Z s hustotou f , aby
Z ∈ Dh(W), je přirozené uvažovat f ve tvaru

f(x, y) = fy(x)f̃(y),

kde všechny fy(x) jsou stejného typu. Hustota f̃(y) musı́ patřit do sféry
přitažlivosti jednorozměrného GPD.

Vı́ce o sférách přitažlivosti lze najı́t v kapitole 15 knihy Balkema [3].
Autoři se zde omezujı́ na tři základnı́ symetrické grupy: čisté translace (viz
výše), skalárnı́ kontrakce (u, v) 7→ eτt(u, v), kde τ < 0, a skalárnı́ expanze
(u, v) 7→ eτt(u, v), kde τ > 0. Jako spektrálnı́ rozdělenı́ pak berou normálnı́
nebo rovnoměrné rozdělenı́. Pro translace patřı́ do sféry přitažlivosti náhodné
vektory s lehkými chvosty, pro kontrakce vektory s omezeným nosičem a pro
expanze vektory s těžkými chvosty.
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Kapitola 6

Přesahy přes eliptické prahy

Narozdı́l od minulých kapitol nebudeme v této považovat za extrémnı́
ty pozorovánı́, které ležı́ ve vzdáleném poloprostoru, ale ty, které ležı́ mimo
oblast ohraničenou elipsou. Použité věty a definice jsou převzaty z kapitoly
16 knihy Balkema [3].

Až do ted’ jsme vyšetřovali přesahy přes lineárnı́ prahy - poloprostory.
V kapitole 4 se jsme pracovali s rozdělenı́mi, jejichž úrovňové množiny
byly konvexnı́. Oblast rizika, kde se nacházejı́ extrémnı́ hodnoty, byla dána
vzdálenými poloprostory. Dı́ky konvexitě bylo jedno v jaké směru se pohy-
bujeme, limitnı́ rozdělenı́ bylo pro všechny směry stejné. V kapitole 5 jsme
naopak vyšetřovali podobu limitnı́ch rozdělenı́ jen pro jeden směr. Pracovali
jsme s rozdělenı́mi, jejichž úrovňové množiny nejsou konvexnı́. Riziko
a extrémnı́ hodnoty se pak nacházı́ v jednom směru. Vždy jsme nejprve
transformovali soustavu souřadnic, aby byl tento směr horizontálnı́. V této
kapitole lineárnı́ přesahy opustı́me a budeme pracovat s elipsoidy. Oblast,
kde se nacházı́ riziko, bude doplněk elipsy v prostory Rd. Nezáležı́ tedy
na směru. Vezměme otevřený jednotkový kruh B ∈ Rd. Extrémnı́ hodnoty
budou takové body, že když budeme nafukovat kruh B, tak tyto body budou
stále v jeho doplňku.

Tato teorie je vhodná pro rozdělenı́ s těžkými chvosty.

Necht’ γn jsou lineárnı́ expanze a En = γn(B) jsou elipsoidy. Lineárnı́
expanze vezmou jednotkovou kouli a s rostoucı́m n ji nafukujı́. Rychlost
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nafukovánı́ nemusı́ být ve všech směrech stejná. Proto z koule vzniknou
elipsoidy. Zajı́má nás rozdělenı́ náhodného vektoru Z ∈ Rd za podmı́nky, že
Z ∈ Ec

n.

Podmı́nka stability má tento tvar:

Pro okolı́ počátku soustavy souřadnic B a lineárnı́ expanzi γ je rozdělenı́ náhodného
vektoru Z za podmı́nky Z ∈ Bc a rozdělenı́ náhodného vektoru Z za podmı́nky

Z ∈ γ(B)c asymptoticky stejného tvaru či typu.

Podmı́nka stability řı́ká, že extrémnı́ vektory, které žijı́ na vzdáleném okolı́
nuly, můžeme pomocı́ lineárnı́ch transformacı́ posunout zpět na základnı́
okolı́ nuly. Na tomto základnı́m okolı́ je můžeme porovnat a zjistit k jakému
limitnı́mu rozdělenı́ konvergujı́. Zajı́má nás tedy konvergence v distribuci:

Wn = (γn)−1(ZEcn)
d−→W na Bc, n→∞,

kde ZEcn = Z|Z ∈ Ec
n.

Necht’ máme náhodný výběr Z1, . . . ,Zn z rozdělenı́ π s těžkými chvosty.
Předpokládejme, že

ρt = etβ(t)−1(π)→ ρ slabě na (εB)c, t→∞, ε > 0, (6.1)

kde ρ je Radonova mı́ra na Rd/{0}, která je kladná a konečná na všech komple-
mentech jednotkové koule B. Pomocı́ ε můžeme z εB udělat libovolně malé
okolı́ nuly. Proto je ρ definována na Rd/{0}. Normalizace β(t) : [0,∞)→ A(d)
jsou spojité a měnı́ se jako γt:

β−1(sn)β(sn + tn)→ γt, sn →∞, tn → t ∈ R. (6.2)

Normalizace γt jsou lineárnı́ expanze, viz následujı́cı́ definice.

Definice 6.1. Grupa γt, t ∈ R, je grupa lineárnı́ch expanzı́, jestliže jsou transfor-
mace γt lineárnı́ a všechny vlastnı́ čı́sla matice těchto transformacı́ ležı́ v komplexnı́
rovině mimo jednotkový kruh.

Nepotřebujeme již afinnı́ transformace, stačı́ nám lineárnı́. Je to proto,
že elipsoidy nemusı́me posouvat, jen zvětšovat. Podmı́nka na vlastnı́ čı́sla
zaručuje, že při transformaci dojde ke zvětšenı́ množin.

Nynı́ definujme přesahovou mı́ru pro expanze.
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Definice 6.2. Přesahová mı́ra pro expanze je nenulová Radonova mı́ra ρ na Rd/{0},
která splňuje γt(ρ) = etρ pro grupu expanzı́ γt, t ∈ R.

Přesahová mı́ra ρ pro expanze je konečná na Bc (a tedy i na (εB)c, ε > 0)
a splňuje tedy (6.1). Označme R0 = γ(B)/B a Rn = γn(R0). Množiny
Rn, n = 0, 1, . . ., jsou prstence, které na sebe navazujı́ a vyplňujı́ celý pro-
stor Rd/B. Protože Radonova mı́ra je konečná na kompaktnı́ch množinách,
je ρ(R0) = o konečná. Protože platı́ γn(ρ) = enρ, tak ρ(Rn) = o/en a celkově
máme

ρ(Bc) = o+ o/e+ o/e2 + . . . <∞.

Výraz (6.1) je podobný tomu z věty 5.5. Mı́ry ρt = β−1(t)(π)
π(Ect )

jsou pravděpodobnostnı́ mı́ry na komplementu jednotkové koule.
Předpokládáme, že P (Z ∈ Ec

t ) = π(Ec
t ) = e−t. Elipsoidy zvětšujeme

tak, že pravděpodobnost, že do nich vektor Z patřı́, exponenciálně klesá.
Výhoda β(t) spočı́tá v tom, že je toto zobrazenı́ spojité. Normalizace γn určené
počtem pozorovánı́ jsou definované pro přirozená čı́sla. V zobrazenı́ můžou
vzniknout skoky. To u β(t) nenastane. Přitom však existuje vztah mezi
β(t) a γn: β(t) se měnı́ jako γn.

Předpokládejme, že platı́ (6.1) a (6.2). Pak

β−1(sn)β(sn + tn)(ρsn+tn) = β−1(sn)β(sn + tn)esn+tnβ−1(sn + tn)(π) =

= esn+tnβ−1(sn)(π) = etnρsn .

Když n→∞, tak z toho plyne, že

γt(ρ) = etρ,

nebot’ z (6.2) jde β−1(sn)β(sn + tn) → γt a z (6.1) jde ρsn → ρ. Pro přesahovou
mı́ru platı́ stejná symetrie jako v kapitole 5. Ted’ to však nenı́ předpoklad, ale
důsledek jiných předpokladů.

Nynı́ můžeme definovat sféru přitažlivosti pro přesahy přes eliptické
prahy.

Definice 6.3. Necht’ má náhodný vektor Z ∈ Rd rozdělenı́ π a mı́ra ρ je Radonova
mı́ra na Rd/{0}, která je nedegenerovaná (nežije na nadrovině). Řı́káme, že π a Z patřı́
do sféry přitažlivosti mı́ry ρ, jestliže platı́ (6.1) a (6.2) (a tı́m pádem γt(ρ) = etρ).
Pı́šeme π ∈ D∞(ρ).
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V jednorozměrném přı́padě patřı́ náhodná veličina do sféry přitažlivosti
Fréchetova rozdělenı́ (viz 1.1), jestliže se pravidelně měnı́ v nekonečnu. Ve
vı́ce rozměrech má pro mı́ry podmı́nka pravidelné měnivosti následujı́cı́ po-
dobu.

Definice 6.4. Konečná mı́ra µ na Rd se měnı́ pravidelně, právě když existuje spojitá
funkce β : [0,∞)→ GL(d) tak, že platı́ (6.2) a

etβ(t)−1(µ)→ ρ vágně na Rd/{0}

pro Radonovu mı́ru ρ,pro kterou ρ(Bc) <∞. Mı́ra µ se měnı́ pravidelně v nekonečnu,
když lze navı́c každou omezenou množinu pokrýt elipsoidy Et = β(t)(B), kde B je
otevřená jednotková koule.

Grupa GL(d) je grupa invertibilnı́ch d-rozměrných matic. Protože
předpokládáme (6.1), patřı́ do sféry přitažlivosti D∞(ρ) právě ty rozdělenı́,
které se v nekonečnu pravidelně měnı́. Je to analogie jednorozměrného
přı́padu.

Předpokládejme, že cl(Es) ⊂ Et pro 0 ≤ s < t, kde cl(·) značı́ uzávěr
množiny. Elipsoidy Et = β(t)(B) se zvětšujı́ tak, že do každé většı́ vždy patřı́
i uzávěr menšı́. Připomeňme, že předpokládáme, že Et jsou otevřené. Pak
můžeme zavést exponenciálnı́ polárnı́ souřadnice. Definujme vzájemně jed-
noznačné zobrazenı́ Φ:

Φ : (p, t) 7→ γt(p), Φ : ∂B × R→ Rd/{0}.

Znak ∂ značı́ hranici množiny. Grupa expanzı́ γt pak odpovı́dá zobrazenı́

(p, s) 7→ (p, s+ t), (p, s) ∈ ∂B × R.

To znamená, že na expanze se můžeme dı́vat tak, že vezmeme bod na hra-
nici základnı́ množiny B a posuneme ho dále od této hranice. Pokud to tak
uděláme pro všechny body z této hranice, dostaneme novou hranici, která je
většı́ než ta původnı́. Z toho plyne, že stejně jako v minulé kapitole, bude
i nynı́ mı́t přesahová mı́ra ρ součinovou strukturu. Tato struktura již ale
nebude dána horizontálnı́ a vertikálnı́ souřadnicı́, ale směrovou a radiálnı́
složkou. Přesahová mı́ra ρ na Rd/{0} odpovı́dá součinové mı́ře

dρ∗ × e−tdt na ∂B × R.
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Mı́ra ρ∗ na ∂B je spektrálnı́ mı́ra mı́ry ρ.

Rozdělenı́ mı́ry ρ si můžeme představit jako rozdělenı́ spektrálnı́ mı́ry na
hranici jednotkového kruhu B, které postupně spojitě roztahujeme pomocı́
transformace γt a zaplnı́me tak celý prostor. Každý bod je jednoznačně
dán směrem z hranice B a vzdálenostı́ t. Pracujeme tedy s polárnı́mi
souřadnicemi. Pro každou vzdálenost t je rozdělenı́ na hranici Et = γt(B)
transformacı́ spektrálnı́ho rozdělenı́ mı́ry ρ∗. Přitom je toto hraničnı́ rozdělenı́
zmenšeno o et. S rostoucı́ vzdálenosti mı́ra množin klesá o et. To od-
povı́dá tom, že platı́ γt(ρ) = etρ. Podobně tomu bylo i v kapitole 5. Tam
ovšem vzdálenost nahradila vertikálnı́ souřadnice a hranici B horizontálnı́
souřadnice.

K určenı́ přesahové mı́ry ρ (a tı́m pádem i limitnı́ho rizikového rozdělenı́)
potřebujeme dvě věci: spektrálnı́ mı́ru ρ∗ a generátor C grupy lineárnı́ch
expanzı́.

Pokud by ρ měla hustotu g pak z věty o transformaci náhodného vektoru
4.22 platı́:

g(γt(w)) = g0(w)e−t/(det γ)t, w ∈ ∂B, t ∈ R.

Funkce g0 je spojitá nezáporná funkce na hranici B. Odpovı́dá spektrálnı́
mı́ře. Transformovaná hustota je spektrálnı́ hustota zmenšená o et. S rostoucı́
vzdálenostı́ od B, klesá hustota g exponenciálně.

Sféry přitažlivosti pro eliptické prahy jsou prozkoumány vı́ce než pro
lineárnı́ přesahy. Sekce 16.3 knihy Balkema [3] se věnuje sférám přitažlivosti
z obecnějšı́ho hlediska. Je tam napřı́klad dokázáno, že můžeme předpokládat,
že normalizace β(t) jsou lineárnı́. Ve stejné knize jsou pak v kapitole 17 blı́že
popsány sféry přitažlivosti pro přesahové mı́ry určené diagonálnı́mi symet-
riemi γt. Zajı́mavý výsledek napřı́klad je, že když jsou lineárnı́ transformace
γt skalárnı́: γt(w) = et/λw, λ > 0 je parametr, náhodný vektor Z ≥ 0 a jeho
marginály majı́ tvar

1− Fi(t) ∼ ciL(t)/tλ, t→∞, ci > 0, i = 1, . . . , d,

pro nějakou pomalu se měnı́cı́ funkci L (viz 1.3), pak Z ∈ D∞(ρ), právě když
Z patřı́ do sféry přitažlivosti souřadnicových extrémů.
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