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Úvod

Jak jiº název napovídá, diplomová práce se zabývá °ízením portfolia na trhu,
kde se v p°ípad¥ jednotlivých transakcí s akciemi platí proporcionální transak£-
ní náklady. P°irozeným cílem investora, který se na takovém trhu pohybuje, je
dosáhnout co nejv¥t²ího zisku. Na po£átku investování vlastní investor ur£ité bo-
hatství a musí se správn¥ rozhodnout, jakou jeho £ást vloºí do akcií a jakou do
bezrizikového aktiva, tedy nap°íklad do banky.

V celé práci p°edpokládáme, ºe vklady v bance se neúro£í. Proto, chce-li in-
vestor rozmnoºit své bohatství, m·ºe tak u£init jedin¥ nákupem a prodejem akcií.

Na reálném trhu jsou za kaºdý nákup nebo prodej akcií placeny transak£ní
poplatky. Jinými slovy °e£eno, investor akcii nakupuje za vy²²í a prodává za niº²í
hodnotu, neº je její trºní cena. Cílem práce je vyuºít model stínové ceny, abychom
ur£ili optimální strategii pro investora. P°evedeme tedy situaci, kdy jsou placeny
transak£ní poplatky, na situaci bez nich; cena, za kterou budou v takovém p°ípad¥
akcie nakupovány £i prodávány, se nazývá práv¥ stínová cena.

Poté, co najdeme optimální proporci, tedy pom¥r bohatství vloºený do akcií
k celkovému bohatství investora tak, aby byla maximalizována asymptotická míra
geometrického r·stu bohatství, provedeme tzv. �odstínování� ; tj. vrátíme se zp¥t
k situaci, kdy stínovou cenu neuvaºujeme. Takto najdeme interval, ve kterém by
se m¥l pohybovat zmín¥ný pom¥r bohatství, ale tentokrát pro p°ípad obchodování
na reálném trhu.

V práci je ukázáno, ºe nalezená strategie je skute£n¥ optimální. Pokud bychom
tedy uvaºovali libovolný jiný zp·sob investování, pak dosaºená míra r·stu nikdy
nebude v¥t²í neº v p°ípad¥ optimální strategie.
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1. Merton·v problém

Teorie portfolia s proporcionálními transak£ními náklady úzce souvisí s tzv. Mer-
tonovým problémem. Jedná se o situaci, kdy investor v £ase 0 vlastní ur£ité bo-
hatství a je postaven p°ed rozhodnutí, jak dále postupovat. �ást svého majetku
spot°ebuje a zbytek rozd¥lí mezi riziková a bezriziková aktiva, tedy akcie a dlu-
hopisy nebo vklad do banky. Cílem investora je maximalizace asymptotické míry
geometrického r·stu bohatství, kterého dosáhne vhodným prodejem a nákupem
akcií.

Cenu akcií budeme povaºovat za proces, který lze modelovat jako geometrický
Brown·v pohyb. Jeho de�nici uvedeme v následující £ásti D·leºité pojmy.

1.1 D·leºité pojmy

Abychom se mohli v¥novat teorii portfolia s proporcionálními transak£ními ná-
klady, je nutné nejprve de�novat n¥kolik základních pojm·. Jako první uvedeme
de�nici pravd¥podobnostního prostoru, která je p°evzata z [5], strana 7.

De�nice 1.1. Trojice (Ω,A, P ) se nazývá pravd¥podobnostní prostor, pokud A
je σ-algebra na Ω a mnoºinová funkce P de�novaná na σ-algeb°e A je pravd¥po-
dobnostní míra, tzn. platí pro ni:

• P (∅) = 0;

• P (A) ≥ 0 pro v²echna A ∈ A;

• Pro Ai ∈ A, kde Ai ∩ Aj = ∅, je-li i ̸= j, platí P (
∪∞
i=1Ai) =

∑∞
i=1 P (Ai).

Abychom mohli korektn¥ de�novat Brown·v pohyb, je nutné nejprve de�novat
náhodný proces se stacionárními a nezávislými p°írustky1. Takový totiº bude i
Brown·v pohyb2.

De�nice 1.2. Nech´ {Xt, 0 ≤ t < ∞} je náhodný proces a nech´ 0 ≤ t1 < t2 <
t3 < . . . < tn, n ∈ N, je libovolné d¥lení intervalu [0, tn]. Potom se jedná o proces
s nezávislými p°írustky, pokud pro v²echna n ∈ N jsou náhodné veli£iny

Xt1 −Xt0 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1

vzájemn¥ nezávislé.

De�nice 1.3. Nech´ {Xt, 0 ≤ t <∞} je náhodný proces a m¥jme 0 < s < t <∞.
Potom Xt je náhodný proces se stacionárními p°írustky, pokud náhodné veli£iny
Xt+s −Xs a Xt −X0 mají stejné rozd¥lení.

De�nice 1.4. Reálný náhodný proces {Wt; t ≥ 0} na pravd¥podobnostním pro-
storu (Ω,A, P ) se nazývá Brown·v pohyb nebo také Wiener·v proces, jestliºe
platí:

1P°evzato z [4], strana 11, 12
2De�nice p°evzata z [4], strana 12
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• W0 = 0;

• kaºdá trajektorie Wienerova procesu je spojitá, tzn. funkce t→ Wt je spo-
jitá;

• jedná se o proces s nezávislými a stacionárními p°írustky;

• m¥jme 0 ≤ s ≤ t < ∞; pak pro kaºdé takové s a t platí, ºe Wt −Ws má
normální rozd¥lení se st°ední hodnotou 0 a s rozptylem t− s.

1.2 Martingal

Abychom mohli de�novat pojem martingalu, nejprve je nutné znát pojmy �ltrace
a adaptovaný proces. Následující de�nice jsou p°evzaty z [8].

De�nice 1.5. Nech´ F je σ-algebra a {Ft; 0 ≤ t <∞} je systém pod-σ-algeber F
takový, ºe pro v²echna s ≤ t platí Fs ⊆ Ft. Potom se mnoºina {Ft; 0 ≤ t < ∞}
nazývá �ltrace.

De�nice 1.6. �ekneme, ºe reálný proces {Xt; 0 ≤ t < ∞} je adaptovaný vzhle-
dem k �ltraci {Ft}, pokud pro v²echna t ≥ 0 platí, ºe Xt je Ft-m¥°itelná náhodná
veli£ina.

Nyní m·ºeme p°ejít k de�nici samotného martingalu.

De�nice 1.7. Nech´ {Xt; 0 ≤ t < ∞} je proces adaptovaný vzhledem k �ltraci
{Ft}. Potom {Xt} je martingal, pokud spl¬uje následující podmínky:

• E (|Xt|) <∞, 0 ≤ t <∞

• E (Xt|Fs)
s.j.
= Xs, 0 ≤ s ≤ t <∞.

1.3 Itôova formule

Dal²ím pojmem, který bude v diplomové práci hojn¥ vyuºívaný, je Itôova for-
mule3. Abychom ho mohli korektn¥ zapsat, je nejprve nutné de�novat Itô·v pro-
ces. Ozna£me FW

t zúpln¥nou kanonickou �ltraci vzhledem k Wienerovu procesu
{Wt, t ≥ 0}. Ve²keré �ltra£ní vlastnosti v diplomové práci jsou vztahovány práv¥
k této �ltraci.

De�nice 1.8. �ekneme, ºe proces {Xt; t ≥ 0} je Itô·v, pokud je moºné ho zapsat
ve tvaru

Xt = xo +

∫ t

0

a(s)ds+

∫ t

0

b(s)dWs, t ≥ 0, (1.1)

kde a(s) a b(s) jsou progresivn¥ m¥°itelné procesy, které spl¬ují podmínky

P

(∫ T

0

|a(s)|ds <∞
)

= 1 (1.2)

a

P

(∫ T

0

|b(s)|2ds <∞
)

= 1. (1.3)

3Pojmy týkající se Itôovy formule a Itôova procesu jsou p°evzaty z [8].
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Nyní máme de�novaný Itô·v proces a m·ºeme p°ejít k Itôov¥ formuli v jejím
obecném tvaru.

Tvrzení 1.1. (Itôova formule) Nech´ f ∈ C2,2 (R+ × R) a {Xt; t ≥ 0} je Itô·v
proces, který spl¬uje

dXt = a(s)ds+ b(s)dWs. (1.4)

Potom Yt = f(t,Xt) je op¥t Itô·v proces s diferenciálem

df(t,Xt) =
∂f

∂t
(t,Xt)dt+

∂f

∂x
(t,Xt)dXt +

1

2

∂2f

∂x2
(t,Xt)b

2(t)dt.4 (1.5)

1.4 Box kalkulus

Box kalkulus je soubor pravidel, který výrazn¥ zjednodu²uje práci s formálními
symboly dt a dWt. M·ºeme °íct, ºe se jedná o algebru na mnoºin¥ A, kterou
tvo°í v²echny lineární kombinace symbol· dt a dWt. Funkce p°íslu²ející k dt a
dWt povaºujeme v rámci popisované algebry za skalární veli£iny. Pro násobení
prvk· mnoºiny A platí asociativita a transitivita a násobení £len· dt a dWt je
vyjád°eno následující tabulkou:

· dt dWt

dt 0 0
dWt 0 dt

Tabulka 1.1: Násobení £len· dt a dWt pro dva procesy.

Pro ilustraci uvedeme p°íklad vyuºití Box kalkulu. Nech´ Xt a Yt jsou dva
procesy, pro které platí:

dXt = αdt+ βdWt,

dYt = γdt+ δdWt.

Potom sou£in dXt · dYt lze zapsat ve tvaru:

dXt · dYt = (αdt+ βdWt) (γdt+ δdWt)
= βδdt

(1.6)

Box kalkulus je moºné roz²í°it pro p°ípad, kdy máme více neº jeden proces.
P°edpokládejme nezávislost Wienerových proces· W 1

t a W 2
t . Pak je moºné uve-

denou tabulku p°epsat do následujícího tvaru:

4Itôova formule platí i pro procesy, které vzniknou sou£tem Itôova procesu a spojitého adap-
tovaného procesu s lokáln¥ kone£nou variací.
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· dt dW 1
t dW 2

t

dt 0 0 0
dW 1

t 0 dt 0
dW 2

t 0 0 dt

Tabulka 1.2: Násobení £len· dt a dWt pro více proces·.

1.5 Itôova formule pro dva procesy

De�nujme také Itôovu formuli pro dva Itôovy procesy.

Tvrzení 1.2. (Itôova formule pro dva Itôovy procesy) Nech´ f ∈ C2,2 (R× R) a
{Xt; t ≥ 0} a {Yt; t ≥ 0} jsou Itôovy procesy, které spl¬ují

dXt = a(t)dt+ b(t)dWt

a
dYt = α(t)dt+ β(t)dWt.

Potom platí:

df(Xt, Yt) =
∂f

∂x
(Xt, Yt)dXt +

∂f

∂y
(Xt, Yt)dYt +

1

2

∂2f

∂x2
(Xt, Yt)b

2(t)dt

+
∂2f

∂x∂y
(Xt, Yt)b(t)β(t)dt+

1

2

∂2f

∂y2
(Xt, Yt)β

2(t)dt. (1.7)

S vyuºitím Box kalkulu pro dva Itôovy procesy lze uvedenou rovnost zapsat
ve tvaru

df(Xt, Yt) =
∂f

∂x
(Xt, Yt)dXt +

∂f

∂y
(Xt, Yt)dYt +

1

2

∂2f

∂x2
(Xt, Yt)dXtdXt

+
∂2f

∂x∂y
(Xt, Yt)dXtdYt +

1

2

∂2f

∂y2
(Xt, Yt)dYtdYt, (1.8)

protoºe platí následující:

dXtdXt = (a(t)dt+ b(t)dWt) (a(t)dt+ b(t)dWt)
= b2(t)dt,

dXtdYt = (a(t)dt+ b(t)dWt) (α(t)dt+ β(t)dWt)
= b(t)β(t)dt,

dYtdYt = (α(t)dt+ β(t)dWt) (α(t)dt+ β(t)dWt)
= β2(t)dt.

(1.9)

Dal²í d·leºitou de�nicí je kvadratická variace.

De�nice 1.9. Nech´ {Xt, t ≥ 0} a {Yt, t ≥ 0} jsou spojité procesy. Ozna£me

[X]Tt =
∑
k∈N

(
Xt∧tk −Xt∧tk−1

)2
10



elementární kvadratickou variaci procesu Xt vzhledem k lokáln¥ kone£nému d¥lení
T = {0 = t0 < t1 < . . . tn, n ∈ N}, kde tn → ∞ pro n → ∞. Pokud pro kaºdou
posloupnost d¥lení Tn ⊆ Tn+1, n ∈ N, takových, ºe ∪nTn je hustá podmnoºina
[0,∞), platí, ºe pro kaºdé t ≥ 0 máme následující konvergenci v pravd¥podobnosti

sup
s≤t

|[X]Tns − Ys| → 0 pro n→ ∞,

pak °ekneme, ºe Y je kvadratická variace procesu X a budeme ji zna£it ⟨X⟩t.

Tvrzení 1.3. (Kvadratická variace Itôova procesu) Nech´ {Xt} je Itô·v proces,
pro který platí

dXt = a(t)dt+ b(t)dWt.

Potom existuje kvadratická variace procesu {Xt} a je dána vztahem

⟨X⟩t =
∫ t

0

b2(s)ds, t ≥ 0.

D·kaz. D·kaz Tvrzení 1.3 je moºné nalézt v [8].

Tvrzení 1.4. Nech´ Wt je Wiener·v proces. Pak platí ⟨W ⟩t
s.j.
= t, kde t > 0.

D·kaz. D·kaz plyne z Tvrzení 1.3.

1.6 Silný zákon velkých £ísel pro martingaly

K d·kazu Silného zákona velkých £ísel pro martingaly vyuºijeme tzv. Doobovy
nerovnosti.

Lemma 1.5. (Doobovy nerovnosti)5 Nech´ X je zprava spojitý martingal nebo
nezáporný submartingal. Potom platí

(a) p ≥ 1 ⇒ P
[
sup0≤s≤t |X(s)| ≥ a

]
≤ a−pE|X(t)|p, t ∈ R+, a > 0,

(b) p > 1 ⇒ E sup0≤s≤t |X(s)|p ≤
(

p
p−1

)p
E|X(t)|p.

V¥ta 1.6. (Silný zákon velkých £ísel pro martingaly) Nech´ Mt je spojitý
martingal, jehoº kvadratická variace má maximáln¥ lineární r·st

⟨M⟩t ≤ Kt+ L,

kde K > 0, L ≥ 0 jsou konstanty, a M0 = 0. Potom

Mt

t

s.j.→ 0, t→ ∞. (1.10)

5Doobovy nerovnosti p°evzaty z [2], str. 243.
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D·kaz. Na základ¥ Lemmatu 1.5 a z p°edpokladu linearity vyplývá, ºe

E

(
sup
s≤t

|Ms|
)2

≤ 4E⟨M⟩t ≤ 4(Kt+ L),

a tedy musí platit

E
∑
n

(
1

n2
sup
s≤n2

|Ms|

)2

≤ 4
∑
n

Kn2 + L

n4
<∞.

Ozna£me T = {n2, n ∈ N}. Pak také platí

|Mt|
t

≤ sup
s≤t

|Ms|
t

≤ sup
s≤⌈t⌉T

|Ms|
t

≤
sups≤⌈t⌉T |Ms|

⌈t⌉T
⌈t⌉T
t

s.j.→ 0, t→ ∞,

kde ⌈t⌉T = inf{x ∈ T ; x ≥ t}, protoºe pokud ⌈t⌉T = (nt + 1)2, nt ∈ N0, pak
nt → ∞ pro t→ ∞ a

1 ≤ ⌈t⌉T
t

≤ (nt + 1)2

n2
t

→ 1

pro t→ ∞.

1.7 Skorochod·v problém

V¥ta 1.7. Bu¤te −∞ < a < b <∞, Wt bu¤ Ft-Wiener·v proces a B, S : [a, b] →
R bu¤te reálné lipschitzovsky spojité funkce. Pak existuje aº na nerozli²itelnost6

práv¥ jedna trojice spojitých Ft-semimartingal·
(
Xt, X

↑
t , X

↓
t

)
taková, ºe platí:

• dXt = B(Xt)dt+ S(Xt)dWt + dX↑
t − dX↓

t

• procesy X↑
t , X

↓
t jsou neklesající, spl¬ující

1[Xt ̸=a]dX
↑
t = 0, 1[Xt ̸=b]dX

↓
t = 0,

tedy diferenciál dX↑
t je soust°ed¥n na mnoºin¥ [Xt = a] a diferenciál dX↓

t

na mnoºin¥ [Xt = b].

D·kaz. D·kaz V¥ty 1.7 lze nalézt v [6] £i [7].

De�nice 1.10. Proces Xt ze zn¥ní V¥ty 1.7 nazveme (B, S)-difúzním procesem
s odráºecími bariérami v bodech a, b, a < b. Na procesy X↑

t , X
↓
t se pak budeme od-

kazovat jako na p°íslu²né interven£ní procesy a na dX↑
t , dX

↓
t jako na interven£ní

diferenciály.

Interven£ní procesyX↑
t , resp.X

↓
t rostou jen na mnoºin¥ [Xt = a], resp. [Xt = b]

a jsou zodpov¥dné za udrºení procesu Xt v intervalu [a, b].

6Procesy Xt a Yt nazveme nerozli²itelné, pokud Xt
s.j.
= Yt, t ≥ 0.
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Poznámka 1.8. Nech´ Xt je (B, S)-difúzní proces s bariérami v x < x. Pokud
Zt = f(Xt), kde f : [x, x] → [y, y] je rostoucí bijekce t°ídy C2, pak také Zt je
(B̃, S̃)-difúzní proces s bariérami v bodech z, z, kde

z = f(x),
z = f(x̄),

a pro S̃ a B̃ platí

S̃(z) = f ′(x)S(x),

B̃(z) = f ′(x)B(x) + f ′′(x)S2(x)
2

, kde z = f(x).

Jeli (Xt, X
↑
t , X

↓
t ) °e²ení prvního problému, pak

dXt = B(Xt)dt+ S(X)dWt + dX↑
t − dX↓

t ,

kde X↑
t roste jen na [Xt = x] = [Zt = z] a X↓

t jen na [Xt = x] = [Zt = z]. Pak
Zt = f(Xt) je op¥t spojitý semimartingal s diferenciálem, který získame z Itôovy
formule s diferenciálem

dZt = df(Xt) = f ′(Xt)dXt+
f ′′(Xt)d⟨X⟩t

2
= B̃(Zt)dt+S̃(Zt)dWt+f

′(Xt)dX
↑
t−f ′(Xt)

↓.

Protoºe X↑
t roste pouze na [Xt = x] a X↓

t pouze na [Xt = x], platí, ºe (Zt, Z
↑
t , Z

↓
t )

°e²í (B̃, S̃)-Skorochod·v problém s bariérami v bodech [z, z], kde

Z↑
t := f ′(x)X↑

t

Z↓
t := f ′(x)X↓

t .

V¥ta 1.9. (Doléans Equation) Nech´ U a V jsou spojité Ft-semimartingaly a
nech´ ξ je reálná F0-m¥°itelná náhodná veli£ina. Poloºme

Z := exp
{
V − V0 −

1

2
⟨V ⟩
}
, Y := ξ +

∫
Z−1d(U − ⟨U, V ⟩).

Potom X := Y Z je skoro jist¥ jednozna£ným °e²ením rovnice

X
s.j.
= ξ + U +

∫
XdV.

D·kaz. D·kaz tvrzení je moºné nalézt v [2] na stran¥ 292.
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2. Optimální strategie pro
obchodování s akciemi

2.1 Nástin problému

P°edpokládejme op¥t, ºe investor má moºnost investovat £ást svého bohatství
do bezrizikového aktiva a £ást do akcií, tedy do aktiva rizikového. Za kaºdou
transakci, tedy kaºdý nákup nebo prodej akcie, platí investor transak£ní poplatky.
Ty vznikají, protoºe investor prodává kaºdou akcii za niº²í (a nakupuje za vy²²í)
cenu, neº je její cena trºní.

Ozna£me Wt celkové bohatství investora v £ase t, φt po£et akcií v portfoliu
investora a ψt mnoºství pen¥z vloºených do bezrizikového aktiva, nap°. uloºených
v bance. Pro bohatství platí vyjád°ení

Wt = ψt + φtSt. (2.1)

Pro jednoduchost budeme uvaºovat situaci, kdy se �nan£ní prost°edky v bez-
rizikovém aktivu v pr·b¥hu £asu neúro£í. Tento p°edpoklad lze odstranit (viz
Poznámka 2.1).

Cenu akcie v £ase t ≥ 0 lze modelovat pomocí Brownova procesu následujícím
zp·sobem:

St = s0 exp

{(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σWt

}
, s0 > 0, (2.2)

jedná se tedy o hodnotu s náhodnými multiplikativními �uktuacemi v cen¥. Zde
µ ∈ R a σ > 0 jsou konstanty, které vyjad°ují míru návratnosti a volatilitu ceny.

Jak uº bylo °e£eno v p°edchozí kapitole, cílem investora je maximalizovat
asymptotickou míru geometrického r·stu portfolia (na základ¥ tzv. Kellyho kri-
téria).

Poznámka 2.1. V práci budeme uvaºovat nulovou diskontní sazbu δ. V p°ípad¥,
ºe δ ̸= 0 bude pevná deterministická úroková míra, pak je moºné situaci °e²it
následujícím zp·sobem. Ozna£me S̈t diskontovanou cenu akcie, tedy

S̈t = e−δtSt = s0 exp
{(

µ− δ − σ2

2

)
t+ σWt

}
;

pak
dS̈t = S̈t (µ̈dt+ σdWt) , kde µ̈ = µ− δ.

Pro bohatství investora1 v situaci zahrnující nenulovou diskontní sazbu platí

Ẅt = e−δtWt a dẄt = S̈tφt (µ̈dt+ σdWt) ,

a tedy
1

t
log Ẅt = −δ + 1

t
logWt.

Maximalizujeme-li lim sup 1
t
logWt, pak sou£asn¥ maximalizujeme i lim sup 1

t
log Ẅt

pro t→ ∞; budeme-li °e²it situaci s nenulovou diskontní sazbou δ, pak sta£í uva-
ºovat µ̈ místo µ.

1Odvození tvaru bohatství investora je uvedeno v následující £ásti.
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2.2 �ízení portfolia bez transak£ních náklad·

Nejprve odvodíme optimální chování investora na trhu s akcií v p°ípad¥, ºe ne-
existují transak£ní náklady. Uvaºujme strategii (φt, ψt) takovou, ºe odpovídající
bohatství (2.1) je neustále kladné. Ozna£me

πt =
φtSt
Wt

=
φtSt

ψt + φtSt
(2.3)

jako pom¥r bohatství investora vloºeného do akcií k jeho celkovému bohatství.
V celé práci se pom¥r πt bude pohybovat v intervalu (0, 1). Nebudeme uvaºovat
p°ípad πt = 0, tedy situaci, kdy investor uchovává ve²keré své prost°edky v bez-
rizikovém aktivu, nebo πt = 1, coº znamená, ºe investor investoval celé bohatství
do akcií.

Protoºe �nan£ní prost°edky vloºené na bankovní ú£et se neúro£í, pro celkové
bohatství investora platí rovnost

dWt = φtdSt, (2.4)

to znamená, ºe jediná zm¥na v bohatství investora m·ºe nastat díky obchodování
s akciemi. Pouºitím Itôovy formule dostáváme s pomocí (2.2) dSt. Podrobn¥j²í
výpo£et je proveden v Appendixu, výsledkem je

dSt = St (µdt+ σdWt) . (2.5)

Dosadíme-li do (2.4), dostaneme

dWt = φtSt(µdt+ σdWt). (2.6)

Uvedenou rovnici lze s vyuºitím vztahu πt = φtSt

Wt
p°epsat jako

dWt = πtWt(µdt+ σdWt). (2.7)

�e²ení rovnice (2.7) získáme op¥t aplikací Itôovy formule2; výsledkem je bohatství
ve tvaru

Wt
s.j.
= W0 exp

{∫ t

0

(µπs −
1

2
σ2π2

s)ds+

∫ t

0

σπsdWs

}
. (2.8)

Ozna£me
θ =

µ

σ2
a ρ = θ − 1

2
. (2.9)

V dal²í £ásti ukáºeme, ºe pro maximalizaci míry návratnosti je nutné, aby pro
podíl πt bohatství investora vloºeného do akcií platilo πt = θ.

2.3 �ízení portfolia s transak£ními náklady

Nyní budeme uvaºovat nákup a prodej akcií s transak£ními poplatky. Tyto nákla-
dy tvo°í ur£itý (konstatní) podíl z celkové ceny obchodovaného aktiva, pro nákup

2Nástin odvození je uveden v Appendixu.
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se jedná o λ↑ ∈ (0,∞) a pro prodej o λ↓ ∈ (0, 1). Pomocí t¥chto pom¥r· lze
jednodu²e zapsat cenu akcie v p°ípad¥ nákupu, resp. prodeje jako

St = (1 + λ↑)St resp. St = (1− λ↓)St. (2.10)

Ozna£me dále φ↑
t jako po£et akcií koupených do okamºiku t a φ↓

t po£et akcií
prodaných do okamºiku t. Pak m·ºeme psát

φt = φ0 + φ↑
t − φ↓

t , (2.11)

kde φ0 je po£et akcií na po£átku, a tedy φt je zm¥na po£tu akcií do £asu t.
P°edpokládáme, ºe nedochází k prodeji a nákupu akcií ve stejný £asový okamºik.
Pak (2.11) p°edstavuje minimální rozklad na neklesající procesy startující z nuly.

Poznámka 2.2. Nyní m·ºeme ur£it, v jakém intervalu se musí pohybovat po-
m¥r bohatství vloºeného do akcií, aby investor mohl odejít z trhu s kladným
z·statkem. Jsme schopní zapsat, jak se zm¥ní bohatství investora p°i transakci
v d·sledku placení transak£ních náklad·. Nech´ △φ↓

t , resp. △φ
↑
t ozna£uje po£et

akcií prodaných, resp. nakoupených v t, pak zm¥na bohatství investora v d·sled-
ku transak£ních náklad· je

△Wt = −λ↓St△φ↓
t ,

pokud investor prodává akcie, a

△Wt = −λ↑St△φ↑
t ,

pokud je nakupuje. △Wt je vºdy záporné, protoºe bohatství investora p°i nákupu
i prodeji klesne o transak£ní poplatky.

Hodnota Wt+λ
↑Stφt pro nákup, resp. Wt−λ↓Stφt pro prodej, je stejná p°ed i

po transakci. Ukáºeme tuto skute£nost nejprve pro p°ípad nákupu akcií, následn¥
pro prodej.

△(Wt + λ↑Stφt) = △Wt + λ↑St△φt = △Wt + λ↑St△φ↑
t = 0.

Poslední uvedenou rovnost dostaneme, kdyº za △Wt dosadíme tuto hodnotu
uvedenou pro nákup akcie. △φt = △φ↑

t , protoºe v daný £asový okamºik dochází
pouze k nákupu akcií.

Analogicky je moºné odvodit △(Wt − λ↓Stφt) = 0 i pro prodej:

△(Wt − λ↓Stφt) = △Wt − λ↓St△φt = △Wt − λ↓St(−△φ↓
t ) = 0.

△φt = −△φ↓
t , protoºe v daný £asový okamºik dochází k prodeji akcií a tudíº

klesá jejich po£et drºený investorem.
Nyní ukáºeme, ºe pom¥r bohatství drºeného v akciích πt musí být v intervalu

πt ∈
(
− 1

λ↑
,
1

λ↓

)
, t ≥ 0. (2.12)

Jinak by platilo následující: pokud by πt ≤ − 1
λ↑
, pak p°i nákupu by

△Wt(1 + λ↑πt) ≤ △Wt

(
1 + λ↑

(
− 1

λ↑

))
= 0,
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coº znamená, ºe by investor zbankrotoval. Analogicky, bude-li πt ≥ 1
λ↓
, m·ºeme

pro prodej akcií psát

△Wt(1− λ↓πt) ≤ △Wt

(
1− λ↓

(
1

λ↓

))
= 0.

Bude-li tedy investor drºet pom¥r bohatství vloºeného do akcií v tomto intervalu,
znamená to, ºe m·ºe z trhu odejít s kladným z·statkem.

2.4 Stínové ceny

Na²ím cílem je p°evést situaci, kdy máme cenu akcie St a transak£ní poplatky
dané λ↑, λ↓, na p°ípad bez transak£ních poplatk·. Bude se jednat o situaci, kdy
cena St bude nahrazena stínovou cenou S̃t.

Jak je uvedeno ve vztahu (2.2), cenu akcie v £ase t lze zapsat pomocí Brownova
pohybu. P°edpokládejme nyní, ºe lze stínovou cenu S̃t zapsat jako

S̃t = St exp{C̃t}, (2.13)

kde C̃t je Itô·v proces. Víme, ºe St ≤ S̃t ≤ St a sou£asn¥ platí (2.10). Potom
musí platit

(1− λ↓)St ≤ St exp{C̃t} ≤ (1 + λ↑)St

1− λ↓ ≤ exp{C̃t} ≤ 1 + λ↑

log(1− λ↓) ≤ C̃t ≤ log(1 + λ↑). (2.14)

Lemma 2.3. Nech´ Wt, resp. W̃t je nominální, resp. stínové bohatství investora,
odpovídající optimální strategii a nech´ platí

W↑
t = φtSt + ψt > 0, W↓

t = φtSt + ψt > 0, t ≥ 0. (2.15)

Pak W̃t > 0 platí pro kaºdé t ≥ 0. Pokud navíc πt ∈ [α, β] ⊆ (−1/λ↑, 1/λ↓),

potom log W̃t

Wt
je omezený proces. Z toho plyne, ºe

1

t
E log

W̃t

Wt

→ 0 a
1

t
log

W̃t

Wt

s.j.→ 0, pro t→ ∞.

Poznámka 2.4. P°edpokládáme, ºe nominální bohatství je kladné a nominální
pozice je v intervalu

(
− 1
λ↑
, 1
λ↓

)
. Podmínka (2.15) je posta£ující podmínkou pro to,

aby jakékoliv stínové bohatství odpovídající strategii (φt, ψt) bylo kladné.

D·kaz. (Lemmatu 2.3)
Protoºe platí W↑

t = Wt(1 + λ↑πt) > 0 a W↓
t = Wt(1− λ↓πt) > 0, dostáváme

min{1+λ↑πt, 1−λ↓πt} ≤ W↑
t ∧W↓

t

Wt

≤ W̃t

Wt

≤ W↑
t ∨W↓

t

Wt

= max{1+λ↑πt, 1−λ↓πt}.

Z omezenosti hodnot πt plyne záv¥r lemmatu.
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Poznámka 2.5. Stínové transak£ní poplatky m·ºeme také de�novat následujícím
zp·sobem:

λ̃↑t =
St

S̃t
− 1 ≥ 0, λ̃↓t = 1− St

S̃t
≥ 0, (2.16)

na základ¥ (2.10). Dále se budeme zabývat optimální strategií odpovídající stínové
cen¥ S̃t spl¬ující

λ̃↑tdφ
↑
t = 0 λ̃↓tdφ

↓
t = 0. (2.17)

Výhodou této strategie je skute£nost, ºe zde není t°eba p°i nákupu a prodeji uva-
ºovat ºádné transak£ní poplatky, nebo´ v tomto p°ípad¥ platí

dC̃t = (St − S̃t)dφ
↑
t + (S̃t − St)dφ

↓
t = S̃t(λ̃

↑
tdφ

↑
t + λ̃↓tdφ

↓
t ) = 0.

Tvrzení 2.6. Uvaºujme strategii (φt, ψt) spl¬ující (2.15) a stínovou cenu S̃t, která
spl¬uje (2.17) a

dS̃t = S̃t
(
σ̃2
t π̃tdt+ σ̃tdWt

)
(2.18)

pro n¥jaký omezený, progresivn¥ m¥°itelný proces σ̃t. Dále nech´ (φ̄t, ψ̄t) je libo-
volná jiná strategie spl¬ující (2.15) se stínovým bohatstvím

W̄t = φ̄tS̃t + ψ̄t > 0, t ≥ 0.

Potom máme následující asymptotické srovnání stínového bohatství

lim sup
t→∞

1

t
log

W̄t

W̃t

s.j.

≤ 0, a lim sup
t→∞

1

t
E log

W̄t

W̃t

≤ 0. (2.19)

Poznámka 2.7. V následujícím d·kazu, pop°ípadn¥ i dále, budeme vyuºívat ná-
sledující zna£ení zkracující formule. Budeme místo (2.18) psát

dS̃t = S̃tdF̃t,

kde F̃t ozna£uje spojitý semimartingal s diferenciálem

dF̃t = σ̃2
t π̃tdt+ σ̃tdWt.

D·kaz. Protoºe platí dC̃t = 0, dostáváme

W̃t = φtdS̃t − dC̃t = φtS̃tdF̃t = π̃tW̃tdF̃t,

a tak W̃t = W̃0Ẽt, kde

Ẽt = exp
{∫ t

0

(π̃sdF̃s −
1

2
π̃2
s σ̃

2
sds)

}
.

Následn¥ celkové transak£ní náklady, které p°íslu²í ke strategii (φ̄t, ψ̄t), ozna£ené
C̄t, spl¬ují

dC̄t = (St − S̃t)dφ̄
↑
t + (S̃t − St)dφ̄

↓
t = S̃t(λ̃

↑
tdφ̄

↑
t + λ̃↓tdφ̄

↓
t ) ≥ 0.

Nyní podobn¥ jako v p°ípad¥ strategie (φt, ψt) odvodíme velikost stínového bo-
hatství tentokrát pro strategii

(
φ̄t, ψ̄t

)
, která v²ak jiº £elí vý²e zmín¥ným ne
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nutn¥ nenulovým transak£ním poplatk·m. Nejprve sestavíme Doléans SDE pro
bohatství v následujícím tvaru

dW̄t = φ̄tdS̃t − dC̄t = φ̄tS̃tdF̃t − dC̄t = π̄tW̃tdF̃t − dC̄t.

Zde π̄t = φ̄tS̃t

W̃t
.

Podle V¥ty 1.9 má Doléans SDE práv¥ jedno °e²ení jednozna£né aº na neroz-
li²itelnost, které je tvaru

W̄t = Ēt · (W̄0 −
∫ t

0

Ẽ−1
s dC̄t), kde Ēt = exp{

∫ t

0

(π̄sdF̃s −
1

2
π̄2
s σ̃

2
sds)}.

Protoºe C̄t je neklesající proces, získáme W̄t ≤ ĒtW̄0 a

log
W̄t

W̃t

≤ log
W̄0

W̃0

+ Lt −
1

2
⟨L⟩t, kde Lt =

∫ t

0

σ̃s(π̄s − π̃s)dWs,

protoºe W̄t

W̃t
= W̄0

W̃0

Ēt
Ẽt

a

Ēt
Ẽt

= exp
{∫ t

0
(π̄s − π̃s) dF̃s − 1

2

∫ t
0
σ̃2
s (π̄

2
s − π̃2

s) ds
}

= exp
{
− 1

2

∫ t
0
σ̃2
s (π̄s − π̃s)

2 ds+
∫ t
0
σ̃s (π̄s − π̃s) dWs

}
.

(2.20)

Jelikoº σ̃t, π̃t, π̄t jsou také omezené procesy, platí, ºe Lt je lokální martingal startu-
jící v L0 = 0 s K-lipschitzovskou spojitou kvadratickou variací ⟨L⟩t, K ∈ (0,∞).
Potom Lt je martingal a na základ¥ V¥ty 1.6 platí

ELt = 0 a
1

t
Lt

s.j.→ 0 pro t→ ∞.

Protoºe log(W̃0

W0
) je omezená náhodná veli£ina, dostáváme

1

t
E log

W̃t

W̄t

≤ 1

t
E log

W̃0

W̄0

→ 0,
1

t
log

W̃t

W̄t

≤ 1

t
log

W̃0

W̄0

+
1

t
Lt

s.j.→ 0.

Tvrzení 2.8. Je-li C̃t Itô·v proces s diferenciálem

dC̃t = µ̃C(C̃t)dt+ σ̃C(C̃t)dWt, (2.21)

kde µ̃C a σ̃C jsou omezené borelovské funkce na
[
log
(
1− λ↓

)
, log

(
1 + λ↑

)]
. Pak

stínová cena S̃t je také Itô·v proces s diferenciálem

dS̃t = S̃t

[
µ̂(C̃t)dt+ σ̂(C̃t)dWt

]
, (2.22)

kde
µ̂(x) = r + µ̃C(x) +

1
2
(σ + σ̃C(x))

2 ,
σ̂(x) = σ + σ̃C(x).

(2.23)

Poznámka 2.9. Pro d·kaz uvedeného tvrzení je²t¥ zavedeme zna£ení

Ft = rt+ σWt, kde r = ρσ2. (2.24)
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D·kaz. Protoºe St = S0 exp{Ft}, m·ºeme stínovou cenu p°epsat následovn¥:

S̃t = S0 exp{Ft + C̃t}. (2.25)

Z Itôovy formule plyne, ºe

dS̃t = S̃td(Ft + C̃t) +
1

2
S̃td ⟨F + C⟩t . (2.26)

Poloºme
Mt = Ft + C̃t +

1

2
⟨F + C⟩t . (2.27)

Z (2.24) plyne, ºe dFt = σdWt + rdt. Potom platí, ºe

d(Ft + C̃t) = dFt + dC̃t =
(
r + µ̃C(C̃t)

)
dt+

(
σ + σ̃C(C̃t)

)
dWt (2.28)

a
d ⟨F + C⟩t =

(
σ + σ̃C(C̃t)

)2
dt. (2.29)

Dosazením do (2.27) dostaneme

dMt =
(
r + µ̃C(C̃t)

)
dt+

(
σ + σ̃C(C̃t)

)
dWt +

1
2

(
σ + σ̃C(C̃t)

)2
dt

=

[
r + µ̃C(C̃t) +

1
2

(
σ + σ̃C(C̃t)

)2]
dt+

(
σ + σ̃C(C̃t)

)
dWt.

(2.30)

Z (2.26) plyne

dS̃t = S̃t

[(
r + µ̃C(C̃t) +

1
2

(
σ + σ̃C(C̃t)

)2)
dt+

(
σ + σ̃C(C̃t)

)
dWt

]
= S̃t

[
µ̂(C̃t)dt+ σ̂(C̃t)dWt

]
.

(2.31)

Porovnáme-li poºadavek (2.18) s (2.22), pak platí

π̃t =
µ̂(C̃t)

σ̂2(C̃t)
=

1

2
+

r + µ̃C(C̃t)(
σ + σ̃C(C̃t)

)2 . (2.32)

Nyní pot°ebujeme vyjád°it funkce µ̃C a σ̃C . Op¥t p°edpokládejme, ºe π̃ ∈ (0, 1).
Poloºme

β̃t = log

(
π̃t

1− π̃t

)
; (2.33)

pak platí

β̃t = log

(
φtS̃t
ψt

)
= logφt + log S̃t − logψt. (2.34)

Chce-li investor obchodovat podle optimální strategie, pak nakupuje jen tehdy,
kdyº se stínová cena rovná cen¥ nabídky a prodává, pokud se rovná cen¥ poptávky.
To znamená, ºe dokud stínová cena nedosáhne jedné z t¥chto hodnot, investor
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neprovádí ºádné transakce. Skute£nost, ºe se stínová cena rovná cen¥ nabídky,
resp. cen¥ poptávky, lze vyjád°it následovn¥:

S̃t = St, resp. S̃t = St. (2.35)

Uvaºujme C↑, C↓ ∈ R takové, ºe

St = St exp{C↑}, (2.36)

St = St exp{C↓}. (2.37)

Ze vztahu (2.14) plyne, ºe

C↑ = log
(
1 + λ↑

)
C↓ = log

(
1− λ↓

)
.

(2.38)

Ozna£me rozdíl mezi C↑ a C↓ jako λ:

λ = C↑ − C↓. (2.39)

Potom m·ºeme (2.38) vyjád°it jako

λ = log

(
1 + λ↑

1− λ↓

)
. (2.40)

Nyní ozna£me
τ = inf

{
t > 0, C̃t ∈ {C↓, C↑}

}
; (2.41)

lze tedy °íct, ºe investor neobchoduje do £asu τ a tudíº φt je konstantní na [0, τ).
Protoºe platí dψt = Stdφ

↓
t − Stdφ

↑
t , pak také d log(ψt) = 0 do £asu τ . S vyuºitím

rovnice (2.34) získáme následující vztah pro βt:

dβt = σ̂(C̃t)dWt +

(
µ̂(C̃t)−

1

2
σ̂2(C̃t)

)
dt do £asu τ. (2.42)

2.5 Funkce g

Poznámka 2.10. Nech´ g ∈ C2
[
β, β

]
je spojitá funkce, spl¬ující oby£ejnou dife-

renciální rovnici

g′′(y) =

(
−2θ +

2

1 + e−y

)
+

(
4θ − 2

1 + e−y
− 1

)
g′(y) + (1− 2θ) (g′(y))

2
,

(2.43)
s okrajovými podmínkami

g
(
β
)
= C↑, g

(
β
)
= C↓

g′
(
β
)
= 0, g′

(
β
)
= 0.

(2.44)

Potom p°edpokládejme, ºe pomocí Itôva procesu β̃t lze vyjád°it proces C̃t jako

C̃t = g(β̃t). (2.45)
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P°edtím, neº uvedeme následující v¥ty a tvrzení, je²t¥ provedeme variaci pro-
m¥nných. Nech´ σ̃ :

[
β, β

]
→ R a r̃ :

[
β, β

]
→ R jsou funkce de�nované p°edpi-

sem:
σ̃(x) = σ̂(g(x))
r̃(x) = r̂(g(x)),

(2.46)

kde
r̂(x) = µ̂(x)− 1

2
σ̂2(x). (2.47)

Potom platí rovnosti
σ̃(β̃t) = σ̂(C̃t)

r̃(β̃t) = r̂(C̃t)

µ̃(β̃t) = µ̂(C̃t).

(2.48)

Poznámka 2.11. K popisovanému problému lze p°istupovat také prost°ednictvím
Itôova procesu θ̃t, pro který platí

θ̃t =
µ̃(β̃t)

σ̃2(β̃t)
, (2.49)

a funkce f ∈ C2
[
θ, θ
]
, která je °e²ením oby£ejné diferenciální rovnice

x− 1

2
= ρ [1− x (1− x) f ′(x)]

2
+

1

2
x2 (1− x)2 f ′′(x) (2.50)

s po£áte£ními podmínkami

f (θ) = C↑, f
(
θ
)
= C↓

f ′ (θ) = 0, f ′ (θ) = 0.
(2.51)

V tomto p°ípad¥ bychom kladli

C̃t = f(θ̃t). (2.52)

D·kaz existence a tvar °e²ení oby£ejné diferenciální rovnice pro funkci f je uveden
v Appendixu.

Pro d·kaz následujícího tvrzení de�nujeme logaritmickou derivaci. Odvození
°e²ení rovnice (2.56) je uvedené v Appendixu.

De�nice 2.1. Nech´ f(y) je funkce na R. Potom logaritmickou derivaci funkce
f de�nujeme jako

d log

dy
f(y) =

d
dy
f(y)

f(y)
. (2.53)

Tvrzení 2.12. Ozna£me

g(y) =

{
y + 1

2ρ
log
(

κ1
1+e−y + κ2

)
ρ ̸= 0,

y −K1
1

1+e−y +K2 ρ = 0
(2.54)

a

h(y) = κ1
e2ρy

1 + e−y
+ κ2e

2ρy, (2.55)
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kde κ1, κ2, K1 a K2 jsou konstanty.
Potom g(y) °e²í oby£ejnou diferenciální rovnici

g′′(y) =

(
−2θ +

2

1 + e−y

)
+

(
4θ − 2

1 + e−y
− 1

)
g′(y)+(1− 2θ) (g′(y))

2 (2.56)

a h(y) oby£ejnou diferenciální rovnici

h′′(y)−
(
4θ − 2

1 + e−y
− 1

)
h′(y)− 4ρ

(
1

1 + e−y
− θ

)
h(y) = 0. (2.57)

D·kaz. Ozna£me k1(y) = e2ρy

1+e−y a k2(y) = e2ρy. Potom h(y) = κ1k1(y) + κ2k2(y)
a k1(y) a k2(y) tvo°í fundamentální systém rovnice (2.57), coº ov¥°íme za pomoci
logaritmické derivace.

d
dy
k1(y)

k1(y)
= d

dy
log(k1(y))

= d
dy

(
2ρy + log

(
1

1+e−y

))
= 2ρ+ 1

1+ey
d2

dy2
k1(y)

k1(y)
=

(
d log
dy
k1(y)

)2
+ d

dy
d log
dy
k1(y)

= (2ρ(1+ey)+1)2−ey

(1+ey)2
d
dy
k2(y)

k2(y)
= d

dy
log(k2(y))

= d
dy

(2ρy) = 2ρ
d2

dy2
k1(y)

k1(y)
=

(
d log
dy
k1(y)

)2
+ d

dy
d log
dy
k1(y)

= 4ρ2

(2.58)

Nyní protoºe se jedná o fundamentální systém rovnice (2.57), musí k1(y) i
k2(y) tuto rovnici °e²it. To ov¥°íme dosazením logaritmických derivací do rovnice
(2.57) v následujícím tvaru:

h′′(y)

h(y)
−
(
4θ − 2

1 + e−y
− 1

)
h(y)′

h(y)
− 4ρ

(
1

1 + e−y
− θ

)
= 0 (2.59)

Následující dosazení ukazuje, ºe k1(y) je °e²ením rovnice (2.57).

(2ρ(1+ey)+1)2−ey
(1+ey)2

−
(
4θ − 2

1+e−y − 1
) (

2ρ+ 1
1+ey

)
− 4ρ

(
1

1+e−y − θ
)

= 4ρ2(1+ey)2+4ρ(1+ey)+1−ey

(1+ey)2
− 1+4ρ

(1+ey)
+ 4ρ−4ρ

1+e−y + 2
(1+e−y)(1+ey)

− 2ρ− 8ρ2 + 2ρ+ 4ρ2

=
−(1+e−y)(1+ey)+(1+e−y)(1−ey)+2(1+ey)

(1+e−y)(1+ey)2

= 0
(2.60)

Obdobn¥ lze ukázat, ºe také k2(y) °e²í (2.57).

4ρ2 −
(
4θ − 2

1+e−y − 1
)
2ρ− 4ρ

(
1

1+e−y − θ
)

= 4ρ2 − 8ρ2 − 2ρ+ 4ρ2 + 2ρ+ 4ρ
1+e−y − 4ρ

1+e−y

= 0

(2.61)

Nyní jsme ov¥°ili, ºe k1(y) a k2(y) tvo°í fundamentální systém rovnice (2.57),
z £ehoº plyne, ºe

κ1k1(y) + κ2k2(y)
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danou rovnici °e²í.

Ov¥°ení, ºe g(y) je °e²ením rovnice (2.56), provedeme zderivováním a dosaze-
ním. Nejprve ukáºeme pro p°ípad, kdy ρ ̸= 0. První a druhá derivace g(y) mají
následující tvar:

g′(y) = 1 + 1
2ρ

1
(1+ey)(1+

κ2
κ1

(1+e−y))

g′′(y) = 1
2ρ
κ2
κ1

e−y

(1+ey)
(
1+

κ2
κ1

(1+e−y)
)2 − 1

2ρ
ey

(1+ey)2
(
1+

κ2
κ1

(1+e−y)
) (2.62)

Jejich dosazením do (2.56) op¥t ov¥°íme, ºe g(y) v uvedeném tvaru skute£n¥
danou ODR °e²í.(

−2θ + 2
1+e−y

)
+
(
4θ − 2

1+e−y − 1
)
g′(y) + (1− 2θ) (g′(y))2

=
(
−2θ + 2

1+e−y

)
+
(
4θ − 2

1+e−y − 1
)(

1 + 1
2ρ

1
(1+ey)(1+

κ2
κ1

(1+e−y))

)
+

+ (1− 2θ)

(
1 + 1

ρ
1

(1+ey)(1+
κ2
κ1

(1+e−y))
+ 1

4ρ2
1

(1+ey)2(1+
κ2
κ1

(1+e−y))2

)
= 1

2ρ
1

1+ey
1

1+
κ2
κ1

(1+e−y)

(
1− 2

1+e−y − 1
1+ey

1
1+

κ2
κ1

(1+e−y)

)
= g′′(y) + 1

2ρ
1

1+ey
1

1+
κ2
κ1

(1+e−y)

(
1− 1

1+e−y − 1
1+ey

1
1+

κ2
κ1

(1+e−y)
− κ2

κ1
e−y

1+
κ2
κ1

(1+e−y)

)
(2.63)

Nyní sta£í ukázat, ºe

1− 1

1 + e−y
− 1

1 + ey
1

1 + κ2
κ1
(1 + e−y)

− κ2
κ1

e−y

1 + κ2
κ1
(1 + e−y)

= 0,

coº získáme úpravou p°edchozího výrazu:

(1 + ey)
(
1 + κ2

κ1
(1 + e−y)

)
− ey

(
1 + κ2

κ1
(1 + e−y)

)
− 1− κ2

κ1
e−y(1 + ey)

(1 + ey)
(
1 + κ2

κ1
(1 + e−y)

) = 0.

(2.64)

Nyní ukáºeme, ºe g(y) °e²í rovnici (2.56) také pro ρ = 0. V tomto p°ípad¥ je
θ = 1

2
a rovnice (2.54) má tvar

g′′(y) =

(
2

1 + e−y
− 1

)
+

(
1− 2

1 + e−y

)
g′(y). (2.65)

Zderivováním g(y) dostáváme

g′(y) = 1−K1
1

2+ey+e−y

g′′(y) = K1
ey−e−y

(2+ey+e−y)2
.

(2.66)

Nyní derivace dosadíme do (2.65):

g′′(y) =
(

2
1+e−y − 1

)
+
(
1− 2

1+e−y

) (
1−K1

1
2+ey+e−y

)
= K1

1
2+ey+e−y

[
−1 + 2

1+e−y

]
= K1

ey−e−y

(2+ey+e−y)2
.

(2.67)

Tím je tvrzení dokázáno.
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V¥ta 2.13. Existuje °e²ení rovnice

g′′(y) =

(
−2θ +

2

1 + e−y

)
+

(
4θ − 2

1 + e−y
− 1

)
g′(y)+(1− 2θ) (g′(y))

2 (2.68)

ve tvaru

g(y) =

{
y + 1

2ρ
log
(

κ1
1+e−y + κ2

)
ρ ̸= 0,

y −K1
1

1+e−y +K2 ρ = 0,
(2.69)

kde κ1, κ2, K1 a K2 jsou konstanty, spl¬ující po£áte£ní podmínky

g(β) = C↑, g(β) = C↓, (2.70)

g′(β) = 0, g′(β) = 0. (2.71)

Navíc platí g′(y) < 0 pro y ∈
(
β, β

)
, a tedy funkce g je na intervalu

(
β, β

)
klesající.

Pro d·kaz existence °e²ení vyuºijeme následující lemma.

Lemma 2.14. Funkce v : (0,∞) → (−∞, 0), v(y) = 2y + e−y − ey je klesající
bijekce.

D·kaz. Derivace funkce v ve tvaru 2− e−y − ey je záporná pro kladná y, tudíº se
jedná o klesající funkci. Dále platí

lim
y→0+

v (y) = 0, lim
y→∞

v (y) = −∞

a ze spojitosti plyne, ºe funkce v nabývá hodnot v intervalu (−∞, 0).

Nyní p°istoupíme k samotnému d·kazu V¥ty 2.13.

D·kaz. (V¥ta 2.13)
ρ = 0 :
Ukáºeme, ºe g je klesající bijekce z (0,∞) do (−∞, 0). Pro tento ú£el ozna£me

w(y) = g′(y), (2.72)

takºe po£áte£ní prodmínky pro funkci g lze p°epsat jako

w(β) = 0, w(β) = 0, (2.73)∫ β

β

w(y)dy = C↓ − C↑ = −λ. (2.74)

Na základ¥ okrajových podmínek pro první derivaci, kterou tentokrát uvedeme
ve tvaru

g′(y) = 1−K1
1

4 cosh2(y
2
)
, (2.75)

platí:
0 = 1−K1

1

4 cosh2(β
2
)

0 = 1−K1
1

4 cosh2(
β

2
)
.

(2.76)
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Pro β a β m·ºeme psát

β = 2 arccosh
(
1
2

√
K1

)
β = −2 arccosh

(
1
2

√
K1

)
.

(2.77)

Vidíme, ºe β = −β. Pro jednoduchost ozna£me

β = β = −β. (2.78)

Z podmínek pro první derivaci dále ur£íme hodnotu konstanty K1 jako

K1 = 2 + eβ + e−β (2.79)

a vyjád°íme
∫ β
β
w(y)dy = C↓ − C↑:

− λ =

∫ β

−β
1− K1

2 + ey + e−y
dy = 2β − eβ + e−β. (2.80)

Vidíme, ºe toto vyjád°ení spl¬uje podmínky Lemmatu 2.14 a tudíº se jedná o
klesající bijekci. Potom musí existovat práv¥ jedno β > 0 takové, ºe

v (β) = −λ,

a tedy existuje °e²ení rovnice (2.68) spl¬ující uvedené po£áte£ní podmínky.

Na základ¥ (2.75) a (2.79) pro první derivaci funkce g platí

g′(y) = 1−
cosh2

(
β
2

)
cosh2

(
y
2

) < 0 pro |y| < β.

Funkce g je tedy klesající pro ρ = 0 na intervalu
(
β, β

)
.

Pro úplnost je²t¥ uvedeme tvar konstanty K2. Z okrajových podmínek pro
funkci g plyne

C↑ = −β −K1
1

1+e−β +K2

C↓ = β −K1
1

1+eβ
+K2.

(2.81)

Po se£tení rovnic (2.81) dostáváme

C↑ + C↓ = 2K2 −K1

(
1

1+e−β + 1
1+eβ

)
, (2.82)

tedy

K2 =
K1

2
+
C↑ + C↓

2
.

ρ ̸= 0 :
Pro d·kaz existence °e²ení ODE pro funkci g vyuºijeme existenci °e²ení ODE

pro funkci f , která je uvedená v Appendixu. Nejprve vyjád°íme funkci g pomocí
funkce f prost°ednictvím

π(β) =
1

1 + e−β
. (2.83)
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Pro funkci g platí
g(β) = f(π(β)) (2.84)

a tedy

g(y) = f

(
1

1 + e−y

)
= y +

1

2ρ
log

(
K1

K2

+
1

1 + e−y

)
+

1

2ρ
logK2. (2.85)

Vidíme, ºe funkce g je ur£ena jednozna£n¥ aº na aditivní konstantu. Na základ¥
(3.55) platí, ºe K1

K2
= ω2−θ2

2ρ
a porovnáme-li derivace obou vyjád°ení funkce g(y),

vidíme, ºe také nutn¥
κ2
κ1

=
ω2 − θ2

2ρ
. (2.86)

Nyní ov¥°íme, ºe jsou spln¥ny po£áte£ní podmínky

g′(β) = 0, g′(β) = 0.

Na základ¥ (3.56) vyjád°íme nejprve β, resp. β jako

β = log
θ + ω

1− θ − ω
, resp. β = log

θ − ω

1− θ + ω
. (2.87)

Dosazení pom¥ru κ2
κ1

ve tvaru (2.86) do g′(β), resp. g′(β) ukáºe, ºe derivace v t¥chto
bodech jsou skute£n¥ nulové a po£áte£ní podmínky jsou spln¥ny.

Ryzí monotonii funkce g pro ρ ̸= 0 ukáºeme také pomocí funkce f . Derivace
funkce f je ve tvaru

f ′(x) =
1

x(1− x)
+

1

2ρx− (θ2 − ω2)
=

2ρx− (θ2 − ω2) + x(1− x)

(2ρx− (θ2 − ω2))(x(1− x))
, (2.88)

a protoºe

2ρx− (θ2 − ω2) + x(1− x) = ω2 − (θ − x)2 < 0 pro |x− θ| < ω,

derivace funkce f je záporná pro daná x. Potom podle v¥ty o derivaci sloºené
funkce také derivace funkce g(y) je záporná pro y ∈

(
β, β

)
, coº odpovídá pod-

mínce |x− θ| < ω. Funkce g je tedy klesající na
(
β, β

)
.

2.6 Optimální strategie investora

V¥ta 2.15. Bu¤ β̃t difúzní proces s re�exními bariérami v bodech −∞ < β <

β <∞ a interven£ními procesy β̃↑
t , β̃

↓
t spl¬ující následující SDE

dβ̃t = r̃(β̃t)dt+ σ̃(β̃t)dWt + dβ̃↑
t − dβ̃↓

t , (2.89)

tedy p°edpokládáme, ºe trojice
(
β̃t, β̃

↑
t , β̃

↓
t

)
je °e²ením odpovídajícího Skorocho-

dova problému z V¥ty 1.7. Pokud g je funkce de�novaná ve V¥t¥ 2.13, striktn¥
monotónní na intervalu

(
β, β

)
, pak

C̃t = g(β̃t) (2.90)
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je Itô·v proces s diferenciálem

dC̃t =
[
r̃(β̃t)− r

]
dt+

[
σ̃(β̃t)− σ

]
dWt, (2.91)

kde

σ̃(y) =

{
−2ρσ (1 + ey)

(
1 + κ2

κ1
(1 + e−y)

)
ρ ̸= 0,

σ
K1

(1 + ey) (1 + e−y) ρ = 0
(2.92)

r̃(y) =

 2ρ2σ2 (1 + ey) (ey − 1)
(
1 + κ2

κ1
(1 + e−y)

)2
ρ ̸= 0,

σ2

2K2
1
(ey − 1) (1 + ey) (1 + e−y)

2
ρ = 0

(2.93)

a následn¥ stínová cena S̃t = St exp{C̃t} je také Itô·v proces s diferenciálem

dS̃t = S̃t

[(
1

2
σ̃2(β̃t) + r̃(β̃t)

)
dt+ σ̃(β̃t)dWt

]
. (2.94)

D·kaz. Aplikujeme-li Itôovu formuli na rovnost C̃t = g(β̃t), potom spolu s (2.89)
dostáváme, ºe C̃t je Itô·v proces s diferencálem

dC̃t = dg(β̃t) = g′(β̃t)r̃(β̃t)dt+ g′(β̃t)σ̃(β̃t)dWt +
1

2
g′′(β̃t)σ̃

2(β̃t)dt. (2.95)

Máme tedy (2.21) s µ̃C a σ̃C jednozna£n¥ dané na intervalu {g(x); β ≤ x ≤ β}
následujícími rovnostmi:

µ̃C(g(x)) = g′(x)r̃(x) + 1
2
g′′(x)σ̃2(x)

σ̃C(g(x)) = g′(x)σ̃(x).
(2.96)

Z Tvrzení 2.8 pak dostaneme, ºe S̃t je také Itô·v proces s diferenciálem (2.22).
K ov¥°ení platnosti V¥ty 2.15 pak sta£í ukázat následující rovnosti:

r̃(β̃t)− r = µ̃C(C̃t)

σ̃(β̃t)− σ = σ̃C(C̃t)
(2.97)

a
1
2
σ̃2(β̃t) + r̃(β̃t) = µ̂(C̃t)

σ̃(β̃t) = σ̂(C̃t).
(2.98)

Dále víme z Tvrzení 2.8, ºe dC̃t lze zapsat ve tvaru

dC̃t = µ̃C(C̃t) + σ̃C(C̃t)dWt.

Dosadíme-li (2.98) do (2.47), vidíme, ºe r̂(C̃t) = µ̂(C̃t) + r, tedy

µ̃C(C̃t) = r̂(C̃t)− r, (2.99)

a pro σ̃C platí
σ̃C(C̃t) = σ̂(C̃t)− σ. (2.100)

S vyuºitím p°edchozích vztah· dostáváme dC̃t v poºadovaném tvaru

dC̃t =
[
r̃(β̃t)− r

]
dt+

[
σ̃(β̃t)− σ

]
dWt.
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Nyní poloºíme do rovnosti (2.91) a (2.95) a budeme porovnávat £leny u dt a
dWt. Pro dWt platí

g′(β̃t)σ̃(β̃t) = σ̃(β̃t)− σ

σ̃(β̃t) = σ

1−g′(β̃t)
,

(2.101)

pro dt dostáváme

g′(β̃t)r̃(β̃t) +
1
2
g′′(β̃t)σ̃

2(β̃t) = r̃(β̃t)− r

r̃(β̃t) =
1
2
g′′(β̃t)σ̃2(β̃t)+r

1−g′(β̃t)

(2.102)

Parametry σ̃(y) a r̃(y) uvedené v (2.92), resp. (2.93), získáme dosazením g′(y)
do vztah· (2.101) a (2.102); konkrétní tvary derivace g′(y) a g′′(y) jsou uvedeny
v d·kazu Tvrzení 2.12 pro ρ = 0 a ρ ̸= 0.

Nyní odvodíme diferenciál pro stínovou cenu S̃t. Víme, ºe

S̃t = St exp{C̃t} (2.103)

a z (2.24)
St = S0 exp{σWt + ρσ2t}; (2.104)

kombinací p°edchozích vztah· dostáváme, ºe

S̃t = S0 exp{
∫ t
0
r̃(β̃s)ds+

∫ t
0
σ̃(β̃s)dWs − σWt − rt} exp{(σWt + rt)}

= S0 exp{
∫ t
0
r̃(β̃s)ds+

∫ t
0
σ̃(β̃s)dWs}.

(2.105)
Pouºitím Itôovy formule získáme tvar diferenciálu stínové ceny S̃t:

dS̃t = S̃t

[(
r̃(β̃t) +

1

2
σ̃2(β̃t)

)
dt+ σ̃(β̃t)dWt

]
(2.106)

V dal²ím odstavci odvodíme tvar stínového bohatství. K jeho odvození pot°e-
bujeme krom¥ diferenciálu stínové ceny op¥t optimální proporci π̃t.

Z (2.4) plyne, ºe

dW̃t = φtS̃t

[(
r̃(β̃t) +

1

2
σ̃2(β̃t)

)
dt+ σ̃(β̃t)dWt

]
(2.107)

a s vyuºitím optimální proporce dostáváme vztah pro diferenciál stínového bo-
hatství:

dW̃t = π̃tW̃t

[(
r̃(β̃t) +

1

2
σ̃2(β̃t)

)
dt+ σ̃(β̃t)dWt

]
. (2.108)

Tvrzení 2.16. Bu¤te β̃t a S̃t jako ve V¥t¥ 2.15 a bu¤ π̃t daný p°edpisem

π̃t =
1

1 + e−β̃t
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na základ¥ (2.33). Pak následující procesy

φt =
π̃tW̃t

S̃t
(2.109)

a
ψ = W̃t (1− π̃t) (2.110)

jsou procesy s lokáln¥ kone£nou variací s následujícími diferenciály

dφt =
φt

1 + eβ̃t

(
dβ̃↑

t − dβ̃↓
t

)
(2.111)

a

dψt =
W̃t(

1 + eβ̃t
)(

1 + e−β̃t
) (dβ̃↓

t − dβ̃↑
t

)
. (2.112)

D·kaz. Tvrzení dokáºeme s vyuºitím Itôovy formule. Nejprve odvodíme diferen-
ciál ψt, který následn¥ vyuºijeme pro odvození diferenciálu φt. Protoºe pro ψt
platí (2.110), m·ºeme psát

ψt = W̃t

(
1− 1

1 + e−β̃t

)
=

W̃t

1 + eβ̃t
. (2.113)

Pro vyuºití Itôovy formule zvolíme funkci

f(x, y) =
x

1 + ey
, (2.114)

jejíº první a druhé derivace jsou ve tvaru:

∇f =

(
1

1+ey

− x
2+ey+e−y

)
∇2f =

(
0 − 1

2+ey+e−y

− 1
2+ey+e−y

x(ey−e−y)
(2+ey+e−y)2

)

Pouºitím Itôovy formule dostáváme

dψt =
1

1 + eβ̃t
dW̃t−

W̃t

2 + eβ̃t + e−β̃t
dβ̃t−

1

2 + eβ̃t + e−β̃t
dβ̃tdW̃t+

1

2

W̃t

(
eβ̃t − e−β̃t

)
(
2 + eβ̃t + e−β̃t

)2dβ̃tdβ̃t.
(2.115)

Pro vyjád°ení dβ̃tdW̃t a dβ̃tdβ̃t pouºijeme Box kalkulus a získáme následující
tvary:

dβ̃tdW̃t = π̃tW̃t

[(
1
2
σ̃2(β̃t) + r̃(β̃t)

)
dt+ σ̃(β̃t)dWt

] [
r̃(β̃t)dt+ σ̃(β̃t)dWt + dβ̃↑

t − dβ̃↓
t

]
= π̃tW̃tσ̃

2(β̃t)dt,
(2.116)

dβ̃tdβ̃t =
[
r̃(β̃t)dt+ σ̃(β̃t)dWt + dβ̃↑

t − dβ̃↓
t

] [
r̃(β̃t)dt+ σ̃(β̃t)dWt + dβ̃↑

t − dβ̃↓
t

]
= σ̃2(β̃t)dt.

(2.117)
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Dosadíme-li tato vyjád°ení do (2.115), dostaneme diferenciál dψt

dψt =
1

1 + eβ̃t
π̃tW̃t

[(
1

2
σ̃2(β̃t) + r̃(β̃t)

)
dt+ σ̃(β̃t)dWt

]
(2.118)

− W̃t

2 + eβ̃t + e−β̃t

[
r̃(β̃t)dt+ σ̃(β̃t)dWt + dβ̃↑

t − dβ̃↓
t

]
− 1

2 + eβ̃t + e−β̃t
π̃tW̃tσ̃

2(β̃t)dt+
1

2

W̃t

(
eβ̃t − e−β̃t

)
2 + eβ̃t + e−β̃t

σ̃2(β̃t)dt. (2.119)

Nyní ukáºeme, ºe koe�cienty u £len· dt a dWt jsou nulové. Vyuºijeme k tomu
vztah

µ̃(β̃t) = r̃(β̃t) +
1

2
σ̃2(β̃t). (2.120)

Potom pro koe�cienty £lenu dt platí

π̃tW̃t

1+eβ̃t
µ̃(β̃t)− W̃t

2+eβ̃t+e−β̃t
r̃(β̃t)− π̃tW̃t

2+eβ̃t+e−β̃t
σ̃2(β̃t) +

1
2

W̃t

(
eβ̃t−e−β̃t

)
(2+eβ̃t+e−β̃t)

2 σ̃2(β̃t)

= W̃t

(1+eβ̃t )(1+e−β̃t )

(
r̃(β̃t) +

1
2
σ̃2(β̃t)

)
− W̃t

2+eβ̃t+e−β̃t
r̃(β̃t)−

− π̃tW̃t

2+eβ̃t+e−β̃t
σ̃2(β̃t) +

1
2

W̃t

(
eβ̃t−e−β̃t

)
(2+eβ̃t+e−β̃t)

2 σ̃2(β̃t)

= W̃tσ̃2(β̃t)

(1+eβ̃t )(1+e−β̃t )

[
(1+eβ̃t )(1+e−β̃t )−2(1+eβ̃t )+eβ̃t−e−β̃t

2(1+eβ̃t )(1+e−β̃t )

]
= 0,

(2.121)
podobn¥ pro koe�cienty u £lenu dWt máme

π̃tW̃tσ̃(β̃t)

1+eβ̃t
− W̃tσ̃(β̃t)

2+eβ̃t+e−β̃t

= W̃tσ̃(β̃t)
[

1

(1+eβ̃t )(1+e−β̃t )
− 1

2+eβ̃t+e−β̃t

]
= 0.

(2.122)

Nyní uº zbývají jen koe�cienty u £len· dβ̃↑
t , resp. dβ̃

↓
t , které vypadají následovn¥:

− W̃t

2 + eβ̃t + e−β̃t
, resp.

W̃t

2 + eβ̃t + e−β̃t
. (2.123)

Diferenciál ψt má tedy výsledný tvar

dψt =
W̃t

(1 + eβ̃t)(1 + e−β̃t)

(
−dβ̃↑

t + dβ̃↓
t

)
. (2.124)

S vyuºitím diferenciálu ψt odvodíme také diferenciál φt; nejprve vyjád°íme φt
pomocí ψt.

φt =
π̃tW̃t

S̃t
=
φtS̃t

S̃t
=
(
W̃t − ψt

)
S̃−1
t (2.125)

Vyuºijeme-li (2.106), m·ºeme vyjád°it S̃−1
t jako

S̃−1
t = S̃−1

0 exp
{
−
∫ t

0

σ̃(β̃s)dWs −
∫ t

0

r̃(β̃s)ds
}

(2.126)
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a diferenciál má potom z Itôovy formule tvar

dS̃−1
t = S̃−1

t

[
−σ̃(β̃t)dWt +

(
−r̃(β̃t) + 1

2
σ̃2(β̃t)

)
dt
]

= S̃−1
t

[
−σ̃(β̃t)dWt +

(
−µ̃(β̃t) + σ̃2(β̃t)

)
dt
]
.

(2.127)

Pro Itôovu formuli vyuºijeme funkci

f(x, y, z) = (x− y)z, (2.128)

jejíº první a druhé derivace mají tvar:

∇f =

 z
−z
x− y

 ∇2f =

 0 0 1
0 0 −1
1 −1 0


Z Itôovy formule dostaneme

dφt = S̃−1
t dW̃t − S̃−1

t dψt +
(
W̃t − ψt

)
dS̃−1

t + dW̃tS̃
−1
t − dS̃−1

t dψt. (2.129)

Stejn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ vyjád°íme diferenciály dW̃tdS̃
−1
t a dS̃−1

t dψt.

dW̃tdS̃
−1
t = π̃tW̃t

[(
1
2
σ̃2(β̃t) + r̃(β̃t)

)
dt+ σ̃(β̃t)dWt

]
·S̃−1
t

[(
−µ̃(β̃t) + σ̃2(β̃t)

)
dt− σ̃(β̃t)dWt

]
= −π̃tW̃tS̃

−1
t σ̃2(β̃t)dt

(2.130)

dS̃−1
t dψt = S̃−1

t

[(
−µ̃(β̃t) + σ̃2(β̃t)

)
dt− σ̃(β̃t)dWt

]
·
[
− W̃t

(1+eβ̃t )(1+e−β̃t )
dβ̃↑

t +
W̃t

(1+eβ̃t )(1+e−β̃t )
dβ̃↓

t

]
= 0

(2.131)

Dosazením do (2.129) dostaneme dφt v následujícím tvaru a ukáºeme, ºe koe�ci-
enty u dt a dWt jsou op¥t nulové.

dφt = S̃−1
t π̃tW̃t

[(
1

2
σ̃2(β̃t) + r̃(β̃t)

)
dt+ σ̃(β̃t)dWt

]
(2.132)

−S̃−1
t

[
− W̃t

(1 + eβ̃t)(1 + e−β̃t)
dβ̃↑

t +
W̃t

(1 + eβ̃t)(1 + e−β̃t)
dβ̃↓

t

]
(2.133)

+
(
W̃t − ψt

)
S̃−1
t

[(
−µ̃(β̃t) + σ̃2(β̃t)

)
dt− σ̃(β̃t)dWt

]
(2.134)

−π̃tW̃tS̃
−1
t σ̃2(β̃t)dt. (2.135)

Koe�cienty u dt £lenu jsou ve tvaru

π̃tW̃t

S̃t

(
µ̃(β̃t)− σ̃2(β̃t)

)
− W̃t−ψt

S̃t

(
µ̃(β̃t)− σ̃2(β̃t)

)
= φt

(
µ̃(β̃t)− σ̃2(β̃t)− µ̃(β̃t) + σ̃2(β̃t)

)
= 0,

(2.136)

pro dWt platí
π̃tW̃t

S̃t
σ̃(β̃t)−

W̃t − ψt

S̃t
σ̃(β̃t) = 0. (2.137)
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Odtud plyne, ºe dφt m·ºeme vyjád°it jako

dφt = π̃tW̃t

S̃t

1

(1+eβ̃t )
dβ̃↑

t − π̃tW̃t

S̃t

1

(1+eβ̃t )
dβ̃↓

t

= φt

1+eβ̃t

(
dβ̃↑

t − dβ̃↓
t

)
.

(2.138)

Poznámka 2.17. (Optimální proporce) Nech´ β̃t je jako ve V¥t¥ 2.15. To nám
dává stínovou cenu S̃t spl¬ující (2.34). Analogicky zavedeme nominální ekvivalent
procesu β̃t p°edpisem

β̂t = logφt − logψt + logSt = β̃t − C̃t = β̃t − g(β̃t). (2.139)

Z V¥ty 2.13 máme, ºe C2-funkce x→ x−g(x) je na intervalu
[
β, β

]
rostoucí. Dle

Poznámky 1.8 bude proces β̂t difúzním procesem s odráºecími bariérami v bodech

β − log(1 + λ↑) a β − log(1− λ↓).

Podobn¥ z Poznámky 1.8 dostaneme, ºe nominální pozice π̂t = 1

1+e−β̂t
je difúzní

proces s odráºecími bariérami v bodech

1

1 + e−β (1 + λ↑)
a

1

1 + e−β (1− λ↓)
. (2.140)

2.7 Shrnutí

V¥ta 1.7 nám °íká, ºe kdykoli si p°edepí²eme lipschitzovské funkce B, S na kom-
paktním intervalu, pak existuje trojice proces· (Xt, X

↑
t , X

↓
t ) takové, ºe proces Xt

se chová jako difúzní proces unvit° intervalu a na hranicích je odráºen pomocí
interven£ních neklesajících proces· X↑

t , X
↓
t tak, aby ze zvoleného kompaktního

intervalu nevypadl.
Existují dva ekvivalentní p°ístupy; bu¤ tento postup pouºijeme na stínovou

pozici π̃t nebo na transformovaný proces, který zna£íme β̃t. V druhém p°ípad¥
v souladu s (2.89) roli B bude hrát funkce r̃ a roli S funkce σ̃.

V¥ta 1.7 nám pak °íká, ºe je moºno matematicky zkonstruovat model, na který
je moºné aplikovat V¥tu 2.15. Zde je uvedeno, jak zkonstruovat stínovou cenu S̃t.
Prost°ednictvím vztahu mezi β̃ a π̃t je dána stínová pozice, která jednozna£n¥
ur£uje stínovou strategii a to následujícími rovnostmi

φt = π̃tW̃t

S̃t

ψt = W̃t(1− π̃t).
(2.141)

Abychom mohli v·bec uvaºovat dvojici (φt, ψt) jako strategii obchodování v po-
pisovaném modelu, musí být spln¥na podmínka samo�nancovatelnosti, která je
zde ve tvaru

0 = dψ↑
t + Stdφ

↑
t

0 = dψ↓
t + Stdφ

↓
t .
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V na²em p°ípad¥ dle Tvrzení 2.16 platí

0 = dφt + S̃tdφt.

Odpovídající stínové bohatství a stínová pozice jsou pak dány vztahem

W̃t = ψt + φtS̃t > 0, π̃t =
φtS̃t

W̃t

.

Podle Lemmatu 2.3 lze úlohu maximalizace dlouhodobé míry geometrického
r·stu portfolia p°eformulovat tak, ºe nominální bohatství nahradíme stínovým.
Tvrzení 2.6 pak °íká, ºe stínov¥ optimální strategii máme, pokud je spln¥na pod-
mínka (2.17) a podmínka, ºe stínová pozice má odpovídat log-optimální proporci
ve stínovém modelu. Podmínka (2.17) uvádí, ºe stínové transak£ní polatky mají
být nulové, kdykoli z hlediska uvaºované stínové strategie vstupují do hry, coº na-
stává, dochází-li k nákupu £i k prodeji akcií. Zna£íme-li θ̃t p°íslu²nou log-optimální
stínovou pozici, pak v kontextu V¥ty 2.15 je vý²e zmín¥ná podmínka tvaru

π̃t = θ̃t =
1

2
+

r̃(β̃t)

σ̃2(β̃t)
.

Na základ¥ (2.92) a (2.93) dostáváme

r̃(y)

σ̃2(y)
= −1

2

1− ey

1 + ey
.

P°i£tením jedné poloviny máme

1

2
+

r̃(y)

σ̃2(y)
=

1

1 + e−y
,

£ímº získáme následující rovnost poºadovanou jako p°edpoklad v Tvrzení 2.6:

θ̃t =
1

2
+

r̃(β̃t)

σ̃2(β̃t)
=

1

1 + e−β̃t
= π̃t.

Podmínku (2.17) ov¥°íme výpo£tem s tím, ºe je t°eba mít na mysli, ºe φt roste
práv¥ tehdy, kdyº roste β̃↑ a klesá práv¥ tehdy, kdyº roste β̃↓, coº nastává po °ad¥
na mnoºinách [β̃t = β] a [β̃t = β]. Potom

S̃t = Ste
C̃t =

{
St exp{log(1 + λ↑)} = St pokud β̃t = β

St exp{log(1− λ↓)} = St pokud β̃t = β
. (2.142)
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3. Appendix

Odvození v £ástech 3.1 a 3.2 vychází z Doléans Equations uvedených ve V¥t¥ 1.9.

3.1 Vyjád°ení dSt pomocí Itôovy formule

Chceme vyjád°it diferenciál ceny akcie St pomocí Itôovy formule. Funkci f v Itôo-
v¥ formuli zvolíme následovn¥:

f(t,Wt) = S0 exp

{(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σWt

}
. (3.1)

Pak platí

∇f(t,Wt) = St

(
µ− 1

2
σ2

σ

)
(3.2)

∇2f(t,Wt) = St

( (
µ− 1

2
σ2
)2 (

µ− 1
2
σ2
)
σ(

µ− 1
2
σ2
)
σ σ2

)
(3.3)

Odtud dostáváme

dSt = StσdWt + St
(
µ− 1

2
σ2
)
dt+ 1

2
Stσ

2dt
= St (µdt+ σdWt) ,

(3.4)

protoºe pro Wiener·v proces platí Tvrzení 1.4.

3.2 �e²ení SDE dWt = πtWt(µdt + σdWt)

�e²ení rovnice (2.7) získáme s vyuºitím Itôovy formule pro funkci f(t, x) = log(x).
Ta °íká, ºe pro °e²ení stochastické diferenciální rovnice

dWt = α(t,Wt)dt+ β(t,Wt)dWt

platí:

d log(Wt) =
∂f(t, x)

∂x
α(t,Wt)dt+

∂f(t, x)

∂x
β(t,Wt)dWt +

1

2

∂2f(t, x)

∂x2
(β(t,Wt))

2dt.

V na²em p°ípad¥ máme α(t,Wt) = µπtWt a β(t,Wt) = σπtWt a dále

∂f(t, x)

∂t
= 0,

∂f(t, x)

∂t
=

1

x
,

∂2f(t, x)

∂x2
= − 1

x2
.

Dohromady tedy dostáváme

d log(Wt) = 1
Wt
µπtWtdt+

1
Wt
σπtWtdWt − 1

2(Wt)2
(σπtWt)

2dt

= (µπt − 1
2
σ2π2

t )dt+ σπtdWt.
(3.5)
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Integrací získáme

log(Wt) = log(W0) +

∫ t

0

(µπs −
1

2
σ2π2

s)ds+

∫ t

0

σπsdWs (3.6)

a odlogaritmování dá

Wt = W0 exp
{∫ t

0

(µπs −
1

2
σ2π2

s)ds+

∫ t

0

σπsdWs

}
. (3.7)

3.3 Odvození tvaru funkce g

�e²ení rovnice (2.56) odvodíme nejprve pro speciální p°ípad, kdy ρ = 0 a poté
obecn¥.

ρ = 0 :

Pro ρ = 0 máme θ = 1
2
a tedy (2.56) má tvar:

g′′(y) = 2
(

1
1+e−y − θ

)
+
(
4θ − 2

1+e−y − 1
)
g′(y)

= 1−e−y

1+e−y − 1−e−y

1+e−y g
′(y)

= 1−e−y

1+e−y (1− g′(y))

(3.8)

Provedeme-li substituci
p(y) = 1− g′(y), (3.9)

dostaneme rovnici (3.8) ve tvaru

− p′(y)

p(y)
=

1− e−y

1 + e−y
, (3.10)

nebo-li

− d

dy
log p(y) =

1− e−y

1 + e−y
. (3.11)

�e²ením oby£ejné diferenciální rovnice (3.11) potom je

p(y) = K exp
{
−
∫

1− e−y

1 + e−y
dy
}
, (3.12)

kde K je konstanta a ∫
1− e−y

1 + e−y
dy = −y − 2 log

(
1 + e−y

)
. (3.13)

Vzhledem k (3.9) nyní máme diferenciální rovnici

1− g′(y) = K exp
{
− y − 2 log

(
1 + e−y

)}
, (3.14)

jejímºe °e²ením je

g(y) = y +K1
1

1 + e−y
+K2, (3.15)

kde K1 a K2 jsou konstanty.
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ρ ̸= 0:
Nech´ ρ ̸= 0. Nyní budeme uvaºovat funkci

h(y) = e2ρg(y); (3.16)

první a druhá derivace této funkce mají tvar

h′(y) = 2ρh(y)g′(y), (3.17)

h′′(y) = h(y) · 2ρ
[
g′′(y) + 2ρ [g′(y)]

2
]
. (3.18)

S vyuºitím rovnice (3.17) a (2.56) ve tvaru

g′′(y) + 2ρ (g′(y))
2
= 2

(
1

1 + e−y
− θ

)
+

(
4θ − 2

1 + e−y
− 1

)
g′(y)

m·ºeme (3.18) zapsat jako

h′′(y)

2ρh(y)
= 2

(
1

1 + e−y
− θ

)
+

(
4θ − 2

1 + e−y
− 1

)
h′(y)

2ρh(y)
(3.19)

h′′(y)−
(
4θ − 2

1 + e−y
− 1

)
h′(y)− 4ρ

(
1

1 + e−y
− θ

)
h(y) = 0, (3.20)

coº je op¥t homogenní diferenciální rovnice. Pak h0(y) = e2ρy je °e²ením (3.20),
protoºe g(y) = y °e²í rovnici (2.56). Hledáme tedy °e²ení rovnice (3.20) ve tvaru

h(y) = d(y)e2ρy.

Dosazením do (3.20) získáme

0 = d′′(y)h0(y) + d′(y)h′0(y) + d′(y)h′0(y) + d(y)h′′0(y)−
−
(
4θ − 2

1+e−y − 1
)
[d′(y)h0(y) + d(y)h′0(y)]− 4ρ

(
1

1+e−y − θ
)
d(y)h0(y)

0 = d′′(y)h0(y) + d′(y)
[
h′0(y) + h′0(y)−

(
4θ − 2

1+e−y − 1
)
h0(y)

]
+

+d(y)
[
h′′0(y)−

(
4θ − 2

1+e−y − 1
)
h′0(y)− 4ρ

(
1

1+e−y − θ
)
h0(y)

]
(3.21)

a protoºe h0(y) °e²í (3.20), tak

h′′0(y)−
(
4θ − 2

1 + e−y
− 1

)
h′0(y)− 4ρ

(
1

1 + e−y
− θ

)
h0(y) = 0.

Odtud plyne

d′′(y)h0(y) + d′(y)

[
2h′0(y)−

(
4θ − 2

1 + e−y
− 1

)
h0(y)

]
= 0. (3.22)

Pro zjednodu²ení provedeme p°ezna£ení

A(y) = h0(y)
B(y) = 2h′0(y)−

(
4θ − 2

1+e−y − 1
)
h0(y)

(3.23)

a
w(y) = d′(y); (3.24)
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nyní máme rovnici (3.22) ve tvaru

A(y)w′(y) +B(y)w(y) = 0. (3.25)

Jedná se o homogenní rovnici, jejímº °e²ením je

w(y) = C · exp
{
−
∫
B(y)

A(y)
dy
}
, (3.26)

kde C je konstanta. Z (3.23) vidíme, ºe

B(y)

A(y)
=

2h′0(y)−
(
4θ − 2

1+e−y − 1
)
h0(y)

h0(y)
(3.27)

a po vy°e²ení p°íslu²ného integrálu získáme

w(y) = C (h0(y))
−2 · exp

{
4θy − 3y − 2 log(1 + e−y)

}
(3.28)

Protoºe w(y) = d′(y), máme

d′(y) = C (h0(y))
−2 · exp

{
4θy − 3y − 2 log(1 + e−y)

}
d(y) = C

∫
(h0(y))

−2 · exp
{
4θy − 3y − 2 log(1 + e−y)

}
dy

= C
∫
(exp {2ρy})−2 · exp {4θy − 3y − 2 log(1 + e−y)}dy

= C
∫
ey(−4ρ+4θ−3) 1

1+2e−y+e−2y dy

(3.29)

Nyní vidíme, ºe funkce h(y) má tvar

h(y) = C · e2ρy
[∫

e−x(4ρ−4θ+3) 1

1 + 2e−y + e−2y
dy

]
(3.30)

Vy°e²ení p°íslu²ného integrálu dává h(y) ve tvaru

h(y) = C · e2ρy
(

1

1 + e−y
+ c

)
, (3.31)

kde C, c jsou konstanty. Pro dal²í pouºití zapí²eme h(y) v kone£ném tvaru

h(y) = κ1
e2ρy

1 + e−y
+ κ2e

2ρy, (3.32)

kde κ1, κ2 jsou konstanty. Vyuºijeme-li vztah (3.16), potom p°edpis pro funkci
g(y) získáme z

e2ρg(y) = κ1
e2ρy

1 + e−y
+ κ2e

2ρy; (3.33)

odtud

g(y) = y +
1

2ρ
log

(
κ1

1 + e−y
+ κ2

)
. (3.34)
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3.4 Funkce f a vyjád°ení C̃t = f (θ̃t)

Tvrzení 3.1. Nech´ f ∈ C2
[
θ, θ
]
je spojitá funkce, spl¬ující oby£ejnou diferenci-

ální rovnici

x− 1

2
= ρ [1− x (1− x) f ′(x)]

2
+

1

2
x2 (1− x)2 f ′′(x), (3.35)

s okrajovými podmínkami

f (θ) = C↑, f
(
θ
)
= C↓

f ′ (θ) = 0, f ′ (θ) = 0.
(3.36)

Potom taková funkce f existuje a má tvar

f(x) =

{
log x

1−x +
1
2ρ
log (K1 +K2x) , ρ ̸= 0

log x
1−x +K1x+K2, ρ = 0,

(3.37)

kde K1 a K2 jsou konstanty.

Poznámka 3.2. P°edpokládejme, ºe pro pomocí Itôva procesu θ̃t, pro který platí

θ̃t =
µ̃(β̃t)

σ̃2(β̃t)
, (3.38)

lze vyjád°it proces C̃t, pro který platí

C̃t = f(θ̃t). (3.39)

D·kaz. Nejprve vy°e²íme p°ípad pro ρ ̸= 0 a následn¥ jednodu²²í variantu, kdy
ρ = 0.

ρ ̸= 0:
Tvar funkce f :
Zvolme pomocnou funkci h(x), pro kterou platí

h(x) = exp{2ρf(x)}. (3.40)

První a druhá derivace funkce h tedy mají tvar

h′(x) = h(x)2ρf ′(x), h′′(x) = h(x)2ρ
[
2ρf ′(x)2 + f ′′(x)

]
. (3.41)

Potom m·ºeme rovnici (3.35) p°epsat pomocí funkce h do tvaru

2ρh(x) (x− θ) = −2ρ (1− x)h′(x) +
1

2
x2 (1− x)2 h′′(x).

Tuto rovnici °e²í nap°íklad

h0(x) = x2ρ (1− x)−2ρ

h1(x) = x2θ (1− x)−2ρ ;
(3.42)

pomocí variace konstant získáme obecné °e²ení rovnice (3.35) ve tvaru

h(x) = [K1 +K2x]x
2ρ (1− x)−2ρ . (3.43)
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Potom tvar funkce f na základ¥ (3.40) je

f(x) = log x− log (1− x) +
1

2ρ
log (K1 +K2x) . (3.44)

Správnost °e²ení ov¥°íme dosazením funkce f a jejích derivací do (3.35).

f ′(x) =
1

x
+

1

1− x
+

1

2ρ

K2

K1 +K2x
, f ′′(x) = − 1

x2
+

1

(1− x)2
− 1

2ρ

K2
2

(K1 +K2x)
2 ,

(3.45)
dostaneme tedy

ρ [1− x (1− x) f ′(x)]2 + 1
2
x2 (1− x)2 f ′′(x)

= ρ
[
1− x (1− x)

(
1
x
+ 1

1−x +
1
2ρ

K2

K1+K2x

)]2
+ 1

2
x2 (1− x)2

(
− 1
x2

+ 1
(1−x)2 −

1
2ρ

K2
2

(K1+K2x)
2

)
=

K2
2

(K1+K2x)
2

1
4ρ
x2(1− x)2 + x− 1

2
− K2

2

4ρ
x2(1−x)2

(K1+K2x)
2

= x− 1
2
,

(3.46)
£ímº je ov¥°ena správnost tvaru funkce f .

Existence funkce f :
Budeme vycházet z okrajových podmínek pro funkci f , nejprve vezmeme

v úvahu
f ′(θ) = 0, f ′(θ) = 0.

Z tvaru první derivace funkce f dostáváme

1
θ(1−θ) +

1
2ρ

1
K1
K2

+θ
= 0 = 1

θ(1−θ) +
1
2ρ

1
K1
K2

+θ

2ρ
(
θ + K1

K2

)
+ θ (1− θ) = 2ρ

(
θ + K1

K2

)
+ θ

(
1− θ

)
.

(3.47)

Nyní provedeme substituci

ρ = θ − 1

2
, ρ = θ − 1

2
; (3.48)

potom θ(1−θ), resp. θ(1−θ), má tvar 1
4
−ρ2, resp. 1

4
−ρ2. Dosazením do p°edchozí

rovnice dostáváme

2ρ
(
ρ+ 1

2

)
+ 1

4
− ρ2 = 2ρ

(
ρ+ 1

2

)
+ 1

4
− ρ2

ρ2 − 2ρρ− ρ = ρ2 − 2ρρ− ρ.
(3.49)

P°i£teme-li k ob¥ma stranám rovnice ρ2, potom máme vyjád°ení

ρ2 − 2ρρ+ ρ2 = ρ2 − 2ρρ+ ρ2(
ρ− ρ

)2
= (ρ− ρ)2∣∣ρ− ρ

∣∣2 = |ρ− ρ|2
(3.50)

P°edpokládejme, ºe ρ a ρ mají tvar

ρ = ρ− ω, ρ = ρ+ ω (3.51)

a vyjád°eme tvar ω.
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Op¥t budeme vycházet z okrajových podmínek pro první derivaci funkce f .
Platí následující:

2ρ
(
θ + K1

K2

)
+ θ (1− θ) = 0

2ρ
(
ρ+ 1

2
+ K1

K2

)
+ 1

4
− ρ2 = 0

ρ (1 + ρ)−
(
ρ− ρ

)2
+ 1

4
+ 2ρK1

K2
= 0.

(3.52)

Na základ¥ (3.51) máme

ρ (1 + ρ)− ω2 +
1

4
+ 2ρ

K1

K2

= 0 (3.53)

a tedy

ω2 = ρ (1 + ρ) +
1

4
+ 2ρ

K1

K2

= θ2 + 2ρ
K1

K2

. (3.54)

Na základ¥ vztahu (3.54) m·ºeme vyjád°it pom¥r K1

K2
jako

K1

K2

=
ω2 − θ2

2ρ
. (3.55)

Nyní se budeme v¥novat okrajovým podmínkám funkce f

f(θ) = C↑, f(θ) = C↓.

Zde je podstatný rozdíl f(θ) − f(θ), který je konstatní a závisí na transak£ních
poplatcích. Víme, ºe de�ni£ní obor funkce f je interval Df =

[
θ, θ
]
, tedy pro

x ∈ Df platí:
θ ≤ x ≤ θ

ρ+ 1
2

≤ x ≤ ρ+ 1
2

ρ− ω + 1
2

≤ x ≤ ρ+ ω + 1
2

θ − ω ≤ x ≤ θ + ω.

(3.56)

Nyní m·ºeme vyjád°it rozdíl f(θ)− f(θ) jako f(θ + ω)− f(θ − ω); vyuºijeme-li
(3.37) a (3.55), dostaneme následující:

f(θ + ω)− f(θ − ω) = log
(

θ+ω
1−θ−ω

1−θ+ω
θ−ω

)
+ 1

2ρ
log
(
K1+K2(θ+ω)
K1+K2(θ−ω)

)
= log

(
θ+ω

1−θ−ω
1−θ+ω
θ−ω

)
+ 1

2ρ
log
(
ω2−θ2+2ρ(θ+ω)
ω2−θ2+2ρ(θ−ω)

)
= log

(
θ+ω

1−θ−ω
1−θ+ω
θ−ω

)
+ 1

2ρ
log
(
ω+θ
ω−θ

ω+θ−1
ω−θ+1

)
.

(3.57)

Abychom ov¥°ili existenci, musí být p°edchozí vztah roven
∫ θ+ω
θ−ω f

′(x)dx. To uká-
ºeme pomocí rozkladu na parciální zlomky.∫ θ+ω

θ−ω f
′(x)dx =

∫ θ+ω
θ−ω

ω2−(θ−x)2
x(1−x)[2ρx−(θ2−ω2)]

dx

=
∫ θ+ω
θ−ω

1
x
+ 1

1−x +
1

2ρx−(θ2−ω2)
dx

=
[
log x

1−x +
1
2ρ
log (2ρx− (θ2 − ω2))

]θ+ω
θ−ω

= log
(

θ+ω
1−θ−ω

1−θ+ω
θ−ω

)
+ 1

2ρ
log
(

(ω+ρ)2−(θ−ρ)2
(ω−ρ)2−(θ−ρ)2

)
.

(3.58)
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Vidíme, ºe ob¥ vyjád°ení se shodují. Vyuºijeme Lemma 3.3, které °íká, ºe pokud
se ob¥ vý²e popsaná vyjád°ení rovnají, pak existuje °e²ení oby£ejné diferenciální
rovnice (3.35).

ρ = 0:
Tvar funkce f:
Je²t¥ zbývá p°ípad, kdy ρ = 0, °e²íme tedy rovnici

x− 1

2
=

1

2
x2(1− x)2f ′′(x). (3.59)

Vyuºijeme-li rozklad na parciální zlomky, dostaneme °e²ení oby£ejné diferenciální
rovnice ve tvaru

f(x) = log
x

1− x
+K1x+K2, (3.60)

kde K1, K2 jsou konstanty.

Existence funkce f:
Nyní se v¥nujme okrajovým podmínkám. Z f ′(θ) = 0, f ′(θ) = 0 a následné

substituce
ρ = θ − 1

2
, ρ = θ − 1

2
vyplývá rovnost:

1
θ(1−θ) +K1 = 0 = 1

θ(1−θ) +K1

θ(1− θ) = θ(1− θ)

ρ+ 1
2
−
(
ρ+ 1

2

)2
= ρ+ 1

2
−
(
ρ+ 1

2

)2(
1
2
+ ρ
) (

1
2
− ρ
)

=
(
1
2
+ ρ
) (

1
2
− ρ
)

1
4
− ρ2 = 1

4
− ρ2∣∣ρ∣∣ = |ρ| ,

(3.61)

a protoºe θ < θ, tak
ρ = −ρ a ρ < ρ. (3.62)

Na základ¥ první rovnosti v (3.61) je²t¥ vyjád°íme konstantu K1.
1

θ(1−θ) +K1 = 0

K1 = 1
ρ− 1

4

.
(3.63)

Nyní op¥t porovnáme p°írustek f(θ)− f(θ) s ur£itým integrálem
∫ θ
θ
f ′(x)dx.

f(θ)− f(θ) = log
1
2
+ρ

1
2
−ρ − log

1
2
+ρ

1
2
−ρ +K1

(
1
2
+ ρ
)
+K2 −K1

(
1
2
+ ρ
)
−K2

= log
(

1
2
+ρ

1
2
−ρ

)2
+ 2K1ρ

= log
(

1
2
+ρ

1
2
−ρ

)2
+ 2ρ

ρ− 1
4

.

(3.64)
Dále ∫ θ

θ
f ′(x)dx =

∫ θ
θ

1
x
+ 1

1−x +K1dx

= log θ
1−θ +K1θ +K2 −

(
log θ

1−θ +K1θ +K2

)
= log

(
1
2
+ρ

1
2
−ρ

)2
+ 2ρ

ρ− 1
4

,

(3.65)

tedy °e²ení existuje i pro p°ípad, kdy ρ = 0.
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Lemma 3.3. Nech´ θ ∈ (0, 1) a

ξ+(x) = x
1 + λ↑

1 + λ↑x
, ξ−(x) = x

1− λ↓

1− λ↓x
.

Ozna£íme-li ω̃ := |θ| ∧ |1 − θ| ∧ sup{ω ≥ 0 : supDω < 0} > 0, kde Dω = {x ∈
[θ − ω, θ + ω] → 2ρ− (θ2 − ω2)}, pak existuje práv¥ jedno ω ∈ (0, ω̃) tak, ºe∫ θ+ω

θ−ω

ω2 − (θ − x)2

x(1− x) [2ρx− (θ2 − ω2)]
dx+ log

1 + λ↑

1− λ↓
= 0.

D·kaz. D·kaz je moºné nalézt v [1], strana 241.

3.5 Odvození ODE pro funkci f

Budeme vycházet z p°edpokladu, ºe C̃t lze vyjád°it jako f(θ̃t) a na základ¥ toho
odvodíme oby£ejnou diferenciální rovnici pro funkci f . Víme, ºe platí

S̃t = St exp{C̃t} = exp{C̃t + logSt}. (3.66)

Vyjád°íme diferenciál d logSt a z Itôovy formule také diferenciál dC̃t:

d logSt = rdt+ σdWt

dC̃t = f ′(θ̃t)dθ̃t +
1
2
f ′′(θ̃t)d⟨θ̃⟩t.

(3.67)

Pom¥r dS̃t

dW̃t
m·ºeme psát ve tvaru

dS̃t

dW̃t

=
S̃0

W̃0

exp
{∫ t

0

σ̃s(1− π̃t)dWs +

∫ t

0

σ̃2
s(1− π̃s)

[
θ̃s −

1

2
− π̃s

2

]
ds
}
. (3.68)

Pokud v £ase t neobchodujeme, pak nedochází ke zm¥n¥ po£tu akcií a φt je
konstantní. Potom diferenciál dπ̃t vyjád°íme jako

dπ̃t = φt
S̃t

W̃t

[
σ̃t(1− π̃t)dWt + σ̃2

t (1− π̃t)
[
θ̃s − 1

2
− π̃s

2

]
dt+ 1

2
σ̃2
t (1− π̃t)

2dt
]

= π̃t(1− π̃t)
[
σ̃tdWt + σ̃2

t (θ̃t − π̃t)dt
]
.

(3.69)
Z d·vodu log-optimality volíme θ̃t = π̃t. Potom platí

dθ̃t = θ̃t(1− θ̃t)σ̃tdWt. (3.70)

Nyní vyjád°íme dC̃t + d logSt jako

dC̃t + d logSt = f ′(θ̃t)dθ̃t +
1
2
f ′′(θ̃t)d⟨θ̃⟩t + rdt+ σdWt

=
(

1
2
f ′′(θ̃t)θ̃

2
t (1− θ̃t)

2σ̃2
t + r

)
dt+

(
f ′(θ̃t)θ̃t(1− θ̃t)σ̃t + σ

)
dWt

(3.71)
a sou£asn¥

dC̃t + d logSt = d log S̃t
=

(
µ̃t − 1

2
σ̃2
t

)
dt+ σ̃tdWt.

(3.72)

Porovnáním koe�cient· u £len· dt a dWt dostaneme oby£ejnou diferenciální rov-
nici pro funkci f ve tvaru

x− 1

2
= ρ [1− x (1− x) f ′(x)]

2
+

1

2
x2 (1− x)2 f ′′(x).
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Záv¥r

Cílem diplomové práce bylo seznámit se s °ízením portfolia s proporcionálními
transak£ními náklady a popsat vyuºití nástroje stínových cen k nalezení optimální
strategii pro investora s takovým portfoliem.

Pro ú£ely diplomové práce p°edpokládáme trh, kde investor vlastní ur£ité
po£áte£ní bohatství a má pouze dv¥ moºnosti, jak investovat - bu¤ m·ºe peníze
vloºit do banky, tedy investovat do bezrizikového aktiva, nebo m·ºe nakupovat
a prodávat akcie. Za kaºdý nákup a prodej platí investor transak£ní poplatky;
navíc p°edpokládáme, ºe peníze vloºené do banky se neúro£í. Z toho plyne, ºe
jediným zp·sobem, jak investor m·ºe své bohatství rozmnoºit, je investice do
akcií. Diplomová práce ukazuje, jaké mnoºství svého bohatství by m¥l investor
do akcií vloºit, aby dosáhl maximální asymptotické míry geometrického r·stu
bohatství.

Samotný zp·sob hledání optimální strategie je zaloºen na stínových cenách.
Nejprve jsme p°evedli ceny, za které investor nakupuje £i prodává, na cenu je-
dinou; jedná se práv¥ o zmín¥nou stínovou cenu. P°i transakcích za tuto cenu
nejsou placeny transak£ní poplatky, investor nakupuje tehdy, kdy se stínová cena
rovná cen¥ nabídky a prodává, pokud se rovná cen¥ poptávky.

S vyuºitím Itôova procesu a teorie martingal· jsme odvodili interval, ve kte-
rém se musí pohybovat tzv. optimální proporce, tj. pom¥r bohatství investora
vloºeného do akcií k celkovému bohatství. Potom jsme celou situaci zaloºenou na
stínových cenách p°evedli zp¥t na p°ípad, kdy je obchodování zatíºeno transak£-
ními poplatky a získali jsme interval pro optimální proporci na reálném trhu.

V práci je také dokázáno, ºe aplikací jakékoliv jiné strategie neº optimální by
investor na trhu dosáhl men²í míry r·stu bohatství; strategie popisovaná v diplo-
mové práci tedy skute£n¥ ukazuje, jak investovat nejefektivn¥ji.
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