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akcii dosdhl maximalni asymptotické miry geometrického rustu bohatstvi. Popsa-
ny pomér nazveme optimalni proporce. Ndkup a prodej akcii na redlném trhu je
zatizen transak¢énimi poplatky a aplikaci stinovych cen pfevedeme tuto situaci na
model bez transakénich poplatkii. Poté, co nalezneme optimalni strategii, vratime
se zpét k puvodnim cenédm zatizenym poplatky.

Samotné feSeni popsaného problému, tj. hledani optimélni strategie, je zalozeno
na aplikaci Itdovy formule a teorie martingali. Ceny akcii jsou modelovany jako
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Uvod

Jak jiz nazev napovida, diplomova prace se zabyva fizenim portfolia na trhu,
kde se v pripadé jednotlivych transakci s akciemi plati proporcionalni transakc-
ni néklady. Pfirozenym cilem investora, ktery se na takovém trhu pohybuje, je
dosdhnout co nejvétsiho zisku. Na pocatku investovani vlastni investor urcité bo-
hatstvi a musi se spravné rozhodnout, jakou jeho ¢ast vlozi do akcii a jakou do
bezrizikového aktiva, tedy napiiklad do banky.

V celé praci predpokladame, ze vklady v bance se neturo¢i. Proto, chce-li in-
vestor rozmnozit své bohatstvi, miuze tak ucinit jediné nakupem a prodejem akcii.

Na redlném trhu jsou za kazdy ndkup nebo prodej akcii placeny transakéni
poplatky. Jinymi slovy feceno, investor akcii nakupuje za vySsi a prodava za nizsi
hodnotu, nez je jeji trzni cena. Cilem prace je vyuzit model stinové ceny, abychom
urcili optiméalni strategii pro investora. Prevedeme tedy situaci, kdy jsou placeny
transakcni poplatky, na situaci bez nich; cena, za kterou budou v takovém piipadé
akcie nakupovany ¢i prodavany, se nazyva pravé stinové cena.

Poté, co najdeme optimalni proporci, tedy pomér bohatstvi vlozeny do akcii
k celkovému bohatstvi investora tak, aby byla maximalizoviana asymptoticka mira
geometrického rustu bohatstvi, provedeme tzv. ,odstinovani“; tj. vratime se zpét
k situaci, kdy stinovou cenu neuvazujeme. Takto najdeme interval, ve kterém by
se mél pohybovat zminény pomér bohatstvi, ale tentokrat pro pripad obchodovéani
na realném trhu.

V préci je ukdzano, ze nalezena strategie je skutecné optimalni. Pokud bychom
tedy uvazovali libovolny jiny zpiisob investovani, pak dosazen& mira ristu nikdy
nebude vétsi nez v piipadé optimalni strategie.



1. Mertontiv problém

Teorie portfolia s proporciondlnimi transakénimi néklady tizce souvisi s tzv. Mer-
tonovym problémem. Jedna se o situaci, kdy investor v ¢ase 0 vlastni urcité bo-
hatstvi a je postaven pred rozhodnuti, jak dale postupovat. Cast svého majetku
spotiebuje a zbytek rozdéli mezi rizikova a bezrizikova aktiva, tedy akcie a dlu-
hopisy nebo vklad do banky. Cilem investora je maximalizace asymptotické miry
geometrického ristu bohatstvi, kterého dosdhne vhodnym prodejem a nakupem
akeii.

Cenu akcii budeme povazovat za proces, ktery 1ze modelovat jako geometricky
Browniiv pohyb. Jeho definici uvedeme v nésledujici ¢asti Dilezité pojmy.

1.1 Ddlezité pojmy

Abychom se mohli vénovat teorii portfolia s proporcionalnimi transakénimi na-
klady, je nutné nejprve definovat nékolik zakladnich pojmii. Jako prvni uvedeme
definici pravdépodobnostniho prostoru, kterd je prevzata z |5], strana 7.

Definice 1.1. Trojice (€2, A, P) se nazyvéa pravdépodobnostni prostor, pokud A
je o-algebra na 2 a mnozinova funkce P definovana na o-algebie A je pravdépo-
dobnostni mira, tzn. plati pro ni:

e P(0)=0;
e P(A) >0 pro vSechna A € A;
e Pro Az S A, kde Az N AJ’ = @, je—li 1 7£ j, plati P (Ujil Az) = 2;)21 P(Az)

Abychom mohli korektné definovat Browniv pohyb, je nutné nejprve definovat
nadhodny proces se staciondrnimi a nezavislymi pifrustky!. Takovy totiz bude i
Browniv pohyb?.

Definice 1.2. Necht {X;,0 <t < oo} je ndhodny proces a necht 0 < t; < ty <
t3 < ...<tn, n €N, jelibovolné déleni intervalu [0, ¢,]. Potom se jednéa o proces
s nezavislymi prirustky, pokud pro vSsechna n € N jsou ndhodné veli¢iny

Xy, — Xy, Xoy — Xoyy oo, Xo, — Xty
vzajemné nezavislé.
Definice 1.3. Necht {X;,0 < ¢ < 0o} je ndhodny proces amé&jme 0 < s < ¢t < 00.

Potom X, je ndahodni proces se staciondrnimi prirustky, pokud ndhodné veli¢iny
Xirs — X5 a Xy — Xo maji stejné rozdéleni.

Definice 1.4. Reédlny nadhodny proces {W;;t > 0} na pravdépodobnostnim pro-
storu (€2, A, P) se nazyva Browniv pohyb nebo také Wieneriv proces, jestlize
plati:

'Pievzato z [4], strana 11, 12
*Definice pievzata z [4], strana 12



o Wy=0;
e kazda trajektorie Wienerova procesu je spojita, tzn. funkce t — W, je spo-
jité;

e jedna se o proces s nezavislymi a staciondrnimi ptirustky;

e méjme 0 < s <t < oo; pak pro kazdé takové s a t plati, ze W; — W, ma
normalni rozdéleni se stiedni hodnotou 0 a s rozptylem ¢ — s.

1.2 Martingal

Abychom mohli definovat pojem martingalu, nejprve je nutné znat pojmy filtrace
a adaptovany proces. Nasledujici definice jsou prevzaty z [8|.

Definice 1.5. Necht F je o-algebra a {F;;0 <t < oo} je systém pod-o-algeber F
takovy, Ze pro vSechna s <t plati Fs C F;. Potom se mnoZina {F;;0 <t < oo}
nazyvd filtrace.

Definice 1.6. Rekneme, Ze redlny proces {X;;0 <t < oo} je adaptovany vzhle-
dem k filtraci {F;}, pokud pro vSechna t > 0 plati, Ze X; je Fi-méfitelnd nahodnd
velicina.

Nyni mizeme ptejit k definici samotného martingalu.

Definice 1.7. Necht {X;;0 < t < oo} je proces adaptovany vzhledem k filtraci
{Fi}. Potom {X,} je martingal, pokud spliiuje ndsledujici podminky:

o F(|Xi) <00, 0<t <

e BE(XJF) 2 X, 0<s<t< .

1.3 Itoova formule

Dalsim pojmem, ktery bude v diplomové praci hojné vyuzivany, je Itoova for-
mule®. Abychom ho mohli korektné zapsat, je nejprve nutné definovat Itédiv pro-
ces. Oznaéme F}V zplnénou kanonickou filtraci vzhledem k Wienerovu procesu
{Wy,t > 0}. Veskeré filtra¢ni vlastnosti v diplomové praci jsou vztahovany prave
k této filtraci.

Definice 1.8. éekneme, Ze proces { Xy;t > 0} je Itouv, pokud je mozné ho zapsat
ve tvaru

t t
X =z, +/ a(s)ds +/ b(s)dWs, t >0, (1.1)
0 0

kde a(s) a b(s) jsou progresivné méritelné procesy, které splniuji podminky

P (/OT la(s)|ds < oo) —1 (1.2)

P (/OT b(s)|2ds < oo) _1 (1.3)

3Pojmy tykajici se Itdovy formule a Itéova procesu jsou pievzaty z [8].




Nyni mame definovany Itotuv proces a muzeme piejit k [toové formuli v jejim
obecném tvaru.

Tvrzeni 1.1. (Itoova formule) Necht f € C*? (RT x R) a {X;;t > 0} je Itodv
proces, ktery splnuje

dX; = a(s)ds + b(s)dW;. (1.4)
Potom Y, = f(t, X}) je opét Itoiv proces s diferencidlem
_of of 10°f 2 4
df (t, X;) = 5 (t, Xy)dt + B (t, X¢)dX; + 5 B2 (t, X;)b*(t)dt. (1.5)

1.4 Box kalkulus

Bozx kalkulus je soubor pravidel, ktery vyrazné zjednodusuje praci s formalnimi
symboly dt a dW;. Muzeme fict, 7e se jedna o algebru na mnoziné A, kterou
tvoii vSechny lineadrni kombinace symboli dt a dW;. Funkce piislusejici k dt a
dW; povazujeme v ramci popisované algebry za skalarni veli¢iny. Pro nasobeni
prvki mnoziny A plati asociativita a transitivita a nasobeni ¢lenu dt a dW; je
vyjadieno nasledujici tabulkou:

-l dt | dW;y
dat | 0 0
dW, | 0 | dt

Tabulka 1.1: Nasobeni ¢lenu dt a dW; pro dva procesy.

Pro ilustraci uvedeme piiklad vyuziti Box kalkulu. Necht X; a Y; jsou dva
procesy, pro které plati:
dX; = adt + BdW,,

dY; = ~vdt + §dW;.

Potom soucin dX; - dY; lze zapsat ve tvaru:

— Bodt (1.6)

Box kalkulus je mozné rozsitit pro piipad, kdy mame vice nez jeden proces.
Predpokladejme nezavislost Wienerovych procesit W} a W2. Pak je mozné uve-
denou tabulku piepsat do nasledujiciho tvaru:

4Ttoova formule plati i pro procesy, které vzniknou souétem Itdova procesu a spojitého adap-
tovaného procesu s lokalné kone¢nou variaci.



—[dt [ dWE [ dW?
i | 0] 0 | 0
awvilo| dt | 0
AWZ[ 0| 0 | dt

Tabulka 1.2: Nasobeni ¢lent dt a dW,; pro vice procesu.

1.5 Itoova formule pro dva procesy

Definujme také Itdovu formuli pro dva Itdéovy procesy.

Tvrzeni 1.2. (Itdova formule pro dva Itoovy procesy) Necht f € C** (R X R) a
{Xi;t >0} a{Yy;t >0} jsou Itbovy procesy, které spliiuji

dY; = a(t)dt + B(t)dW;.
Potom plati:

of of 102 f
df(Xt7 K) a (Xt7 }/;f)dXt + a_y(Xt7 K)d}/; 2 a 2 (Xt7 }/;f)b2( )d
T v pwdt+ 2 (x vp . (1.7
&’an ty Lt 26 2 ty L ¢t .

S vyuzitim Box kalkulu pro dva [toovy procesy lze uvedenou rovnost zapsat
ve tvaru

df (X, Y:) = gf (X, Yi)d X + g_f(Xb Y:)dY; + ;ZQJ;(Xt, Y;)d X d X,
2f 2f
protoze plati nasledujici:
dXdX; = (a(t)dt+ b(t)dW;) (a(t)dt + b(t)dW;)
= b*(t)dt,
dX.dY; = (a(t)dt + b(t)dW,;) (a(t)dt + B(t)dW) 1.9
— ()ALt (1.9)
dY,dY, = (a(t)dt + B(t)dWr) (a(t)dt + B(t)dWr)
= [B%(t)dt

Dalsi dulezitou definici je kvadratickd variace.

Definice 1.9. Necht {X;,t > 0} a {Y;,t > 0} jsou spojité procesy. Oznacme

X)) = Z (Xene, — Xentr_y)

keN

10



elementdrni kvadratickou variact procesu X; vzhledem k lokdlné konecnému délent
T={0=ty <ty <...th,n € N}, kde t, — oo pro n — oo. Pokud pro kaZdou
posloupnost deleni T,, C T,11, n € N, takovych, Ze U, T, je hustd podmnoZina
[0,00), plati, Ze pro kaZdé t > 0 mdame ndsledujici konvergenci v pravdépodobnosti

sg;t)HX}ST" =Y =0 pro n— oo,

pak fekneme, Ze Y je kvadratickd variace procesu X a budeme ji znacit (X),.

Tvrzeni 1.3. (Kvadraticka variace Itoova procesu) Necht {X;} je Itdouv proces,
pro ktery plati

Potom existuje kvadratickd variace procesu {X;} a je dana vztahem

(X)) = /Ot v*(s)ds, t>0.

Diikaz. Dikaz Tvrzeni 1.3 je mozné nalézt v [8]. O

Tvrzeni 1.4. Necht W, je Wieneriv proces. Pak plati (W), s t, kde t > 0.

Driikaz. Dikaz plyne z Tvrzeni 1.3. O

1.6 Silny zakon velkych cisel pro martingaly

K dukazu Silného zdkona velkych ¢isel pro martingaly vyuzijeme tzv. Doobovy
nerovnosti.

Lemma 1.5. (Doobovy nerovnosti)® Necht X je zprava spojity martingal nebo
nezaporny submartingal. Potom plati

(a) p>1 = P [supgc,<; | X (s)| > a] <aPE|X(t)P, t € Ry,a >0,

p
) p>1 = Eswea [ X(e)P < () EIXOP,

p—1

Véta 1.6. (Silny zakon velkych ¢isel pro martingaly) Necht M, je spojity
martingal, jehoZ kvadratickd variace md mazimdlné linedrni rist

kde K > 0, L > 0 jsou konstanty, a My = 0. Potom

M, S.j.
Tt 0, t— oo (1.10)

®Doobovy nerovnosti prevzaty z [2], str. 243.

11



Diikaz. Na zakladé Lemmatu 1.5 a z predpokladu linearity vyplyva, ze

2
E (sup |MS|> <4E(M), < 4(Kt+ L),

s<t
a tedy musi platit
1 ’ Kn®+ L
n®+
E — M, <4 — < 0.
;Qﬂﬁ'O“; N

Ozna¢me T = {n? n € N}. Pak také plati

M M M Supy M| [t s
M| OB M S M [ sy

o s<t t s<[t|r t ’VﬂT t
kde [ty = inf{x € T;x > t}, protoze pokud [t]r = (n; + 1)%, n; € Ny, pak
Ny — 00 prot — o0 a
2
L e 2
U

pro t — oo. ]

1.7 Skorochodiiv problém

Véta 1.7. Budte —oco < a < b < o0, Wy bud F;- Wieneriv proces a B, S : [a,b] —
R budte redlné lipschitzovsky spojité funkce. Pak ezistuje aZ na nerozlisitelnost®

prdavé jedna trojice spojityjch Fi-semimartingali (Xt, XtT, Xf) takovd, Ze plati:
o dX; = B(X;)dt + S(X,)dW, + dX, — dX;}
® procesy XJ, Xf jsou neklesajict, splnujici

]l[Xt#a]de =0, ]l[Xﬁ’fb]d‘Xti =0,

tedy diferencidl XmtT je soustredén na mnoziné (X, = a| a diferencidl dXti
na mnoziné [X; = b].

Diikaz. Dukaz Véty 1.7 lze nalézt v |6] ¢i [7]. O

Definice 1.10. Proces X; ze znéni Véty 1.7 nazveme (B, S)-difiznim procesem
s odrazecimi bariéramsi v bodech a, b, a < b. Na procesy XtT, Xf se pak budeme od-
kazovat jako na prislusné interven¢ni procesy a na dXtT, de jako na intervencni
diferencialy.

Intervenéni procesy X, , resp. X; rostou jen na mnoziné [X; = a], resp. [X; = b]
a jsou zodpovédné za udrzeni procesu X; v intervalu [a, b].

5Procesy X; a Y; nazveme nerozlifitelné, pokud X; £ Y, t > 0.

12



Poznamka 1.8. Necht X, je (B, S)-difuzni proces s bariérami v x < T. Pokud
Zy = f(Xy), kde [ : [2,7] — [y,7] je rostouci bijekce tiidy C*, pak také Z; je

(E, S)-difizni proces s bariérami v bodech z, Z, kde

[T

a pro S aB plati

S(z) = [fl(@)S(z),
B(z) = f(2)B(x)+ W80 ke 2= f(a).
Jeli (X;, X, X}) Feseni proniho problému, pak
dX, = B(X,)dt + S(X)dW, + dX] — dX},
kde X[ roste jen na [ X, = z] = [Z, = 2] a X} jen na [X, = T] = [Z, = Z|. Pak

Zy = f(Xy) je opét spojity semimartingal s diferencidlem, ktery ziskame z Itoovy
formule s diferencidlem

dZy = df (Xy) = f'(Xy)d X+

%ﬂm = B(Z)dt+S(Z)dW+['(X,)dX] — ' (X,)".

ProtoZe {(; roste pouze na [X; = x] a X} pouze na (X, = T, plati, ze (Z,, 2}, Z})
resi (B, S)-Skorochodiv problém s bariérami v bodech |z,Z], kde

z; = fa)X]
Zr = fl(@)X)

Véta 1.9. (Doléans Equation) Necht U a V' jsou spojité Fi-semimartingaly a
necht £ je realna Fy-méfitelnd ndhodnéa veli¢ina. Polozme

1
Z = exp {v V- 5<v>}, Y =€+ /Z—ld(U (U, V).
Potom X := Y Z je skoro jisté jednoznac¢nym FeSenim rovnice
XEeqru4 / Xadv.

Diikaz. Dukaz tvrzeni je mozné nalézt v [2] na strané 292. O

13



2. Optimalni strategie pro
obchodovani s akciemi

2.1 Nastin problému

Predpokladejme opét, Ze investor ma moznost investovat ¢ast svého bohatstvi
do bezrizikového aktiva a ¢ast do akcii, tedy do aktiva rizikového. Za kazdou
transakci, tedy kazdy nakup nebo prodej akcie, plati investor transakéni poplatky.
Ty vznikaji, protoZe investor prodava kazdou akcii za nizsi (a nakupuje za vyssi)
cenu, nez je jeji cena trzni.

Ozna¢me W, celkové bohatstvi investora v Case t, ¢; pocet akcii v portfoliu
investora a vy mnozstvi penéz vlozenych do bezrizikového aktiva, napf. uloZzenych
v bance. Pro bohatstvi plati vyjadieni

W, = Uy + ©iSt. (2.1)

Pro jednoduchost budeme uvazovat situaci, kdy se finan¢ni prostiedky v bez-
rizikovém aktivu v pribéhu ¢asu nearoc¢i. Tento predpoklad lze odstranit (viz
Poznamka 2.1).

Cenu akcie v ¢ase t > 0 lze modelovat pomoci Brownova procesu nésledujicim
zpusobem:

1
S; = spexp { (,u — 502) t+ aWt} , sg > 0, (2.2)

jedna se tedy o hodnotu s ndhodnymi multiplikativnimi fluktuacemi v cené. Zde
1€ R a o >0 jsou konstanty, které vyjadiuji miru navratnosti a volatilitu ceny.

Jak uz bylo feceno v predchozi kapitole, cilem investora je maximalizovat
asymptotickou miru geometrického ristu portfolia (na zakladé tzv. Kellyho kri-
téria).
Poznamka 2.1. V prdci budeme uvazovat nulovou diskontni sazbu 6. V pripadé,
zZe 0 # 0 bude pevnd deterministickd drokovd mira, pak je mozné situaci 7esit
ndsledujicim zpisobem. Oznacme S, diskontovanou cenu akcie, tedy

2

St = e %8, = s exp{ (,u -0 — %) t+ aWt};
pak .
dSt = St (,Udt + Uth) y kde ,U = MU — 0.
Pro bohatstvi investora' v situaci zahrnujici nenulovou diskontni sazbu plati
Wt = 6_6tWt a th = Stht ([Ldt + Uth) s
a tedy
1 n 1
n logW, = —6 + n log W.
Mazimalizujeme-Ili lim sup % log W, pak soucasné maximalizujeme i lim sup % log W,

pro t — 00; budeme-li Tesit situaci s nenulovou diskontni sazbou 0, pak staci uva-
Zovat jI misto L.

!Odvozeni tvaru bohatstvi investora je uvedeno v nasledujici ¢asti.
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2.2 Rizeni portfolia bez transaké¢nich nakladi

Nejprve odvodime optimalni chovani investora na trhu s akcii v piipadé, Ze ne-
existuji transakéni naklady. Uvazujme strategii (¢4, 1) takovou, ze odpovidajici
bohatstvi (2.1) je neustéle kladné. Ozna¢me

_ 05y _ 05t
W, U + oSy

T (2.3)
jako pomér bohatstvi investora vlozeného do akcii k jeho celkovému bohatstvi.
V celé préaci se pomér m; bude pohybovat v intervalu (0, 1). Nebudeme uvazovat
piipad m; = 0, tedy situaci, kdy investor uchovava veskeré své prostiedky v bez-
rizikovém aktivu, nebo m; = 1, coZ znamen4, 7e investor investoval celé bohatstvi
do akcii.

Protoze financ¢ni prostiedky vlozené na bankovni tcet se neturoci, pro celkové
bohatstvi investora plati rovnost

th = (,OtdSt, (24)

to znamena, ze jedina zména v bohatstvi investora miize nastat diky obchodovani
s akciemi. Pouzitim Itéovy formule dostavame s pomoci (2.2) dS;. Podrobnéjsi
vypocet je proveden v Appendixu, vysledkem je

Dosadime-li do (2.4), dostaneme

Uvedenou rovnici lze s vyuzitim vztahu m, = “’lfvft prepsat jako
th = WtWt(,udt + Uth). (27)

Regenf rovnice (2.7) ziskdme opét aplikaci Ttoovy formule?; visledkem je bohatstvi
ve tvaru

o t 1 t
W, Z Wy exp {/ (s — 50'27'(3)6[5 +/ U?TSdWS}. (2.8)
0 0
Ozna¢me 1
1

V dalsi ¢asti ukdzeme, ze pro maximalizaci miry navratnosti je nutné, aby pro
podil m; bohatstvi investora vloZeného do akcii platilo m, = 6.
2.3 Rizeni portfolia s transak¢nimi naklady

Nyni budeme uvazovat nakup a prodej akcii s transak¢énimi poplatky. Tyto nékla-
dy tvoii ur¢ity (konstatni) podil z celkové ceny obchodovaného aktiva, pro nakup

2Na4stin odvozeni je uveden v Appendixu.
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se jedna o AT € (0,00) a pro prodej o A¥ € (0,1). Pomoci téchto poméri lze
jednoduse zapsat cenu akcie v piripadé nédkupu, resp. prodeje jako

Sy =(1+ANS,  resp. S, = (1 =S, (2.10)

Oznacme dale gpz jako pocet akcii koupenych do okamziku ¢ a gof pocet akcif
prodanych do okamziku ¢. Pak mtzeme psat

01 = o + o1 — o, (2.11)

kde ¢o je pocet akcii na pocatku, a tedy ¢; je zména poctu akcii do casu t.
Predpokladame, 7e nedochazi k prodeji a nakupu akcii ve stejny c¢asovy okamzik.
Pak (2.11) pfedstavuje minimélni rozklad na neklesajici procesy startujici z nuly.

Poznamka 2.2. Nyni muzeme urcit, v jakém intervalu se musi pohybovat po-
mér bohatstvi vlozeného do akcii, aby investor mohl odejit z trhu s kladnym
zustatkem. Jsme schopni zapsat, jak se zméni bohatstvi investora pri transakci
v dusledku placeni transak¢nich naklada. Necht Agpi, resp. Acpz oznacuje pocet
akcii prodanych, resp. nakoupenych v ¢, pak zména bohatstvi investora v diisled-
ku transakcénich nakladu je

AW, = —\'S, Ayt
pokud investor prodava akcie, a
AW, = =\1S, Ay,

pokud je nakupuje. AW, je vidy zaporné, protoze bohatstvi investora pii nakupu
i prodeji klesne o transakéni poplatky.

Hodnota W; + A1S,p; pro nakup, resp. W; — A S, pro prodej, je stejna pied i
po transakci. Ukazeme tuto skutec¢nost nejprve pro piipad ndkupu akcii, nasledné
pro prodej.

AW, + )\TStSDt) =AW, + )\TStASDt =AW, + )‘TStAQOtT = 0.

Posledni uvedenou rovnost dostaneme, kdyz za AW, dosadime tuto hodnotu
uvedenou pro nakup akcie. Ay, = AQOI, protoze v dany casovy okamzik dochazi
pouze k nidkupu akcii.
Analogicky je mozné odvodit A(W; — ASyp;) = 0 i pro prode;:
AW, — X Syp,) = AW, — ASi Ay = AW, — ASi (= A = 0.

Ag, = —/Agr, protoze v dany ¢asovy okamzik dochézi k prodeji akeif a tudiz
klesa jejich pocet drzeny investorem.
Nyni ukdzeme, ze pomér bohatstvi drzeného v akciich 7 musi byt v intervalu

L1 >0 2.12
T € _F,ﬁ s t>0. ( )

Jinak by platilo nasledujici: pokud by m; < —/\1—T, pak pfi ndkupu by

AWL(1+ ATm) < AW, (1 Y (—%)) —0,
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coZ znamend, ze by investor zbankrotoval. Analogicky, bude-li 7, > A%, mizeme

pro prodej akcii psat

AWi(1 = N7) < AW, (1 — A (i)) =0.

Bude-li tedy investor drzet pomér bohatstvi vlozeného do akcii v tomto intervalu,
znamend to, ze muze z trhu odejit s kladnym zustatkem.

2.4 Stinové ceny

Nagim cilem je prevést situaci, kdy mame cenu akcie S; a transak¢ni poplatky
dané AT, M\, na pifpad bez transakénich poplatki. Bude se jednat o situaci, kdy
cena S; bude nahrazena stinovou cenou Sy.

Jak je uvedeno ve vztahu (2.2), cenu akcie v ¢ase t Ize zapsat pomoci Brownova
pohybu. Pfedpoklddejme nyni, ze lze stinovou cenu §t zapsat jako

St St eXp{C't} (213)

kde C, je Ttouv proces. Vime, ze S, < S, < 5, a soucasné plati (2.10). Potom
musi platit B
(1 —XNS, < Spexp{C,} < (14 1S,

1— M <exp{C} <14
log(1 — M) < €y < log(1 + A). (2.14)

Lemma 2.3. Necht W,, resp. VA\Z je nomindlni, resp. stinové bohatstvi investora,
odpovidajici optimdlni strategii a necht plati

WJ = QOtgt + ¢t > O, Wti = thﬁt + wt > O, t 2 0. (215)

Pak W, > 0 plati pro kazdé t > 0. Pokud navic m € [a, ] C (=1/AT,1/X5),
potom log L je omezeny proces. 7 toho plyne, Ze

1 Wt 1 Wt S.j-

—Elo——>() a lo——>0, ro t — 0.
Poznamka 2.4. P%edpokldddme zZe momindlni bohatstvi je kladné a nomindlnt
pozice je v intervalu ( ,\m M) Podminka (2.15) je postacugici podminkou pro to,
aby jakékoliv stinové bohatstvi odpovidajici strategii (py, ;) bylo kladné.

Diikaz. (Lemmatu 2.3)
Protoze plati )/VtT =W, (1+X'm) >0a VVti = Wi(1 — M) > 0, dostavame

WA WY W W, wjvwi

min{1+\'7, 1=} < W, < Wt Wi

= max{1+\'7, 1-\tm, )

Z omezenosti hodnot m; plyne zavér lemmatu.
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Poznamka 2.5. Stinové transakcéni poplatky mizZeme také definovat ndsledujicim
zpusobem:

XI:§—120, = —%zo, (2.16)
t t

na zdkladé (2.10). Ddle se budeme zabyjvat optimdlni strategii odpovidajici stinové
cené Sy spliugict _ B
Mdel =0 Ardet = 0. (2.17)

Vijhodou této strategie je skutecnost, Ze zde nent treba pri ndkupu a prodeji uva-
Zovat Zadné transakcéni poplatky, nebot v tomto pripadé plati

dC, = (S; — S))dg! + (S, — 8,)dgt = S;(Mde] + Ndet) = 0.

Tvrzeni 2.6. Uvazujme strategii (o, ;) splitujict (2.15) a stinovou cenu S,, kterd
spliuge (2.17) a
dS; = Sy (o7 dt + 5, dW;) (2.18)

pro néjaky omezeny, progresivné mévitelny proces ;. Dile necht (@, 1) je libo-
volnd jind strategie spliiujici (2.15) se stinovgm bohatstvim,

Wt:@tgt“‘q]}t >0, t>0.
Potom madme ndsledujici asymptotické srovnani stinového bohatstvi

1 N, sd: 1 W,
limsup—logg SJ 0, a limsup - F log — < 0. (2.19)

t—00 t t—o00 +

Poznamka 2.7. V ndsledujicim dikazu, popripadné i ddle, budeme vyuZivat nd-
sledugjici znaceni zkracujict formule. Budeme misto (2.18) psdt

dS, = SydF,
kde E oznacuje spojgity semimartingal s diferencidalem
dF, = 327,dt + G,dW,.
Diikaz. Protoze plati dét = 0, dostavame
W, = ¢S, — dCy = ©,S,dF, = T W,dF},

a tak VA\Z = ng}, kde
~ t ~ 1
E = exp { / (msdFs — 5%?55&9)}.
0

Nésledné celkové transakéni néklady, které prislusi ke strategii (@1, 1), oznacend
Cy, spliuji
dCy = (S, — S))de] + (S — S,)dgt = Si(\dp] + Xdpt) > 0.

Nyni podobné jako v piipadé strategie (¢, ;) odvodime velikost stinového bo-
hatstvi tentokrat pro strategii (@t,wt), kterd vsak jiz celi vySe zminénym ne
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nutné nenulovym transakénim poplatkim. Nejprve sestavime Doléans SDE pro
bohatstvi v nasledujicim tvaru

th gOtdSt dC_'t = @ts’/tdﬁ — dét = ﬁtV/\\_};dﬁt — dét

Podle Véty 1.9 m& Doléans SDE prave jedno feSeni jednozna¢né az na neroz-
lisitelnost, které je tvaru

t ~ _
Wi =& Wy — / E71dCy), kde & = exp{/ (7dF, — Eﬁsagds)}
0

Protoze C, je neklesajici proces, ziskame W, < EW, a

A 1 b _
log i <log YO + Ly — =(L)y, kde L, = / os(ms — ms)dWs,
t Wo 2 0
Wt W, gt
protoze W 17\72 A
% = exp fg (s — Ts) dF — 5 0'552 (72 —72) ds} (2.20)
= expy — % ()t~2 (7T — Ts) ds + f() 05 (s — Ts) dWs}. .

Jelikoz o4, 7y, 7y jsou také omezené procesy, plati, ze L; je lokalni martingal startu-
jici v Ly = 0 s K-lipschitzovskou spojitou kvadratickou variaci (L);, K € (0, c0).
Potom L; je martingal a na zakladé Véty 1.6 plati

1 S.j-
EL, =0 a ;Lt—J>O pro t— oo.

Protoze log(%) je omezena nahodnéa veli¢ina, dostavame

1Elog%i< Elog%%o %log% log%—l—lLt > 0.
O
Tvrzeni 2.8. Je-li ét Itouv proces s diferencidlem
dCy = fic(Cy)dt + 5 (Cy)dW, (2.21)

kde fic a oc jsou omezené borelovské funkce na [log (1 — )\i) , log (1 + )\T)}. Pak
stinovd cena Sy je také Itotv proces s diferencidlem

dS, = S, [a(Cydt + 8((1)th] , (2.22)
v fi(a) fic(@) + 1 (0 + (@)
wx) = r+pe(z +%U+50$ 2
5x) = o+50(). (2.23)

Poznamka 2.9. Pro dikaz uvedeného tvrzeni jesté zavedeme znaceni

F,=rt+oW, kde r = po’. (2.24)
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Diikaz. Protoze Sy = Spexp{F;}, mizeme stinovou cenu piepsat nasledovné:

S, = Sy exp{F, + C,}. (2.25)
7 Ttoovy formule plyne, 7e
-~ < ~ 1~
Polozme |
M, :Ft+Ct+§<F+C'>t. (2.27)

Z (2.24) plyne, ze dF; = odW; + rdt. Potom plati, ze

d(F, + C)) = dF, + dCy = (7" + ﬁc(@)) dt + <0 + &C((Z)> daw,  (2.28)

d(F+C), = (a+&0(@)>2dt. (2.29)

Dosazenim do (2.27) dostaneme

~ ~ 2
aMy = (r+ (@) dt+ (o +5c(C)) aWe+ } (o +5c(C)

= |r+7ic(C) + (0—1—00(@))2 dt+(a+5c(@)) W, (2:30)

Z (2.26) plyne

ds, = 5, (r + 1ic(Cy) + (a + aC(Ct))2> dt + <a + 50(@)) th}

= t //I dt + O'(Ct)th:| .

(2.31)
0

Porovname-li pozadavek (2.18) s (2.22), pak plati

CR(C I (0‘ + 50(@))2

Nyni potfebujeme vyjadrit funkee i a ¢. Opét predpokladejme, ze 7 € (0, 1).
Polozme

B, = log (1 Tt ) : (2.33)
pak plati
~ S -
By = log (90; t> = log ¢y + log Sy — log ;. (2.34)
t

Chce-li investor obchodovat podle optimalni strategie, pak nakupuje jen tehdy,
kdyz se stinové cena rovna cené nabidky a prodava, pokud se rovné cené poptavky.
To znamena, 7e dokud stinova cena nedosidhne jedné z téchto hodnot, investor
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neprovadi zadné transakce. Skutec¢nost, Ze se stinova cena rovnéd cené nabidky,
resp. cené poptavky, lze vyjadrit nasledovné:

§t = gt, resp. §t = §t' (235)
Uvazujme CT,CY¥ € R takové, Ze
gt = St eXp{CT}, (236)

S, = Syexp{C*}. (2.37)
Ze vztahu (2.14) plyne, ze

CT = log (1+ A1)

ct = log (1 — M) : (2.38)
Ozna¢me rozdil mezi CT a C* jako :
A=CT—Cv. (2.39)
Potom mizeme (2.38) vyjadiit jako
A = log (1t§i> . (2.40)
Nyni ozna¢me
7 = inf {t > 0,0, € {C*, cT}}; (2.41)

Ize tedy Tict, Ze investor neobchoduje do ¢asu 7 a tudiz ¢; je konstantni na [0, 7).
Protoze plati di, = id(pf — Sidyl, pak také dlog(v,) = 0 do Easu 7. S vyuZzitim
rovnice (2.34) ziskdme nasledujici vztah pro f;:

dpy = 5(Cy)dW, + (ﬁ(@) - %a%ég) dt do tasu 7. (2.42)

2.5 Funkce g

Poznamka 2.10. Necht g € C? [@, B] je spojitd funkce, splnujici obycejnou dife-
rencidlni rovnici

9" (y) = (—29 1 +2e—y) + (49 1 +2e_y - 1) g'(y) + (1 —26) (9’(y))(2, |
2.43

s okrajovymi podminkama

g(8)=C" () =C

g (B)=0, ¢ (B)=0. (2.44)

Potom predpokladejme, Ze pomoci Itéva procesu Bt lze vyjddrit proces a jako

@ = Q(Bt)- (2.45)
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Predtim, nez uvedeme nasledujici véty a tvrzeni, jesté provedeme variaci pro-
ménnych. Necht o : @,m —Rar: @,m — R jsou funkce definované predpi-

sem:

o(x) = o(g(x))

i) = lglo)), (2.46)
kde 1

r(x) = p(x) — 582(:1:). (2.47)

Potom plati rovnosti N N

#5) = &(C)

MG) = 7 (2.48)

1i(Br) 1i(Ct).

Poznamka 2.11. K popisovanému problému lze pristupovat také prostrednictvim
Itoova procesu 0y, pro ktery plati

g, = f(—ﬁi) (2.49)
a*(Br)
a funkce f € C? [Q,ﬂ, kterd je resenim obycejné diferencidlni rovnice
1 _ / 2 1 2 2 rn
g =pll - (- 2) F@)P + 52 (-2 (@) (2.50)

s pocdatecnimi podminkams

f@=ct, f(0) =ct
(@ =0, f(0)=0. (2.51)
V tomto pripadé bychom kladli
Co=f(60). (2.52)

Diikaz existence a tvar resent obycejné diferencidlni rovnice pro funkci f je uveden
v Appendizu.

Pro diikaz nésledujiciho tvrzeni definujeme logaritmickou derivaci. Odvozeni
feSeni rovnice (2.56) je uvedené v Appendixu.

Definice 2.1. Necht f(y) je funkce na R. Potom logaritmickou derivaci funkce
f definujeme jako

d
dlog i AC))
fly) =+ ) 2.53
a1 =) (2.53)
Tvrzeni 2.12. Oznacme
y+2_1plog(1+ﬁl—y+’€2) p#ou

— e 2.54
g(y) { y_K11+i7y+K2 p:(] ( )

’ e’ 2py
h(y) = k1 T + KoY, (2.55)



kde k1, ko, K1 a K5 jsou konstanty.
Potom g(y) 7esi obycejnou diferencidlni rovnici

70 = (-204 2 )+ (10 15 - 1) S+ - 20) W) 250

1+ev 1+ev

a h(y) obyéejnou diferencidlni rovnici

h'(y) — (49 -t 1) W(y) —4p (

- 9) h(y) = 0. (2.57)

1+ev 1+ev
Diikaz. Ozna¢me ky(y) = lfepfy a ky(y) = e*Y. Potom h(y) = r1k(y) + roka(y)

a k1(y) a ko(y) tvori fundamentalni systém rovnice (2.57), coz ovéfime za pomoci
logaritmické derivace.

%kl(y)

O d%log(kl(y))
= 4 (2py +1og (1))
] = 2p+ oo
Gz dlo 2 ddlo
sl = (Uemky(y) + ek (y)
= ety (2.58)
(1+ev) '
Soka2(y)
d%;y) = i log(ka(y))
= & Coy)=2p
%kl(y) . dlogk 2 d dlogk
RO (g—y 1(?/)) + 1(y)

Nyni protoZe se jedna o fundamentalni systém rovnice (2.57), musi ki (y) i
k2(y) tuto rovnici fesit. To ovéiime dosazenim logaritmickych derivaci do rovnice
(2.57) v nasledujicim tvaru:

L I R

Nésledujici dosazeni ukazuje, 7e k;i(y) je FeSenim rovnice (2.57).

G = (49— 20— 1) (2p+ 1) — 4p (= — 0)

(1+4ev)? I+e v Tfe v
402 (14e¥)?+4p(1+e¥)+1—eY 144 4p—4

—(14e=¥) (1+e¥)+(14e ¥ ) (1—e¥)+2(1+e)
(L+e¥)(14ev)?

0
(2.60)
Obdobné lze ukazat, ze také ko(y) Tesi (2.57).
4p? — (40 — 5= — 1) 2p —4p (= — 9)
= 49 =8 —2p+4p* + 20 + & — L (2.61)

=0

Nyni jsme ovéfili, 7e ki(y) a ko(y) tvoii fundamentalni systém rovnice (2.57),
z ¢ehoz plyne, ze
r1ki(y) + r2ka(y)
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danou rovnici fesi.

Ovéieni, ze g(y) je FeSenim rovnice (2.56), provedeme zderivovanim a dosaze-
nim. Nejprve ukazeme pro piipad, kdy p # 0. Prvni a druha derivace g(y) maji
néasledujici tvar:

= 1
Jy) = 1+5 e T )
9'(y) = 32 < ;— i v (2.62)
2p K1 (1+ey)<1+%(1+6_y)> 2p (1+ey)2 (1+%(1+e—y)>

Jejich dosazenim do (2.56) opét ovéiime, Ze ¢g(y) v uvedeném tvaru skutecné
danou ODR fesi.

(=20 + =) + (4 1) ¢'(y) + (1 —20) (¢'(4))"

_ 1 1
- ( 20 + I+e ,y) + (49 - 1+e v < 2p (L+ev)(1+2 (L+e~ y))) +

1
+ (1 - 20) (1 + ;(1+ey)(1+“2(1+e v)) 4p (l—i-ey)Q(l—i-"“2 (14e-v))2

11 1 1 -2 _ 1 1
2p 1+ev 1+%(1+e—y) 1+e~¥ 14e¥ 1+%(1+e—y)

_ 11 1 1 1 1 K eV
= 9”(?/) + 2p 1+e¥ 1+:—f(1+e*y) (1 T Tte v 1tev 1+Z—i(1+e*y) - ﬁm)
(2.63)
Nyni stac¢i ukazat, ze
1 1 1 Ko e Y B
I+ev 1+evl+2(14+eY) rl+2(1+eY) ’
K1 K1
coz ziskdme tupravou piedchoziho vyrazu:
(1+e?) (1+Z—?<1+e‘y)> - <1+Z—?<1+6‘y>) —1-EeV(1+eY) ~0
(1+ev) (1 +m2(1 4 e*y)>
(2.64)

Nyni ukdzeme, Ze g(y) Tesi rovnici (2.56) také pro p = 0. V tomto p¥ipadé je
0 = 1 a rovnice (2.54) ma tvar

0= (15 1)+ (17 15 ) 90 (269

Zderivovanim ¢(y) dostavame

gW) = 1-Kigmr= 2.66
//( ) - K eY—e Y ( . )
g\ 1(2+ey+e—y)2'

Nyni derivace dosadime do (2.65):

g//(y) = (ijy 1_ 1) + (1 - 1-53*1/) (1 - K 2+ey1+e*y)
= K 2 evtev [_1 + 1+e*y] (2.67)
eY—e—Y
- 1 (2+ev+e—v)?"

Tim je tvrzeni dokazéno. O]
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Véta 2.13. Existuje TeSent rovnice

7= (04 15 )+ (10 s 1) S -2 ) ey

ve tvaru . ( ) 4
Y+ 5 log (2= + Kk2) p#0,
o) = { Vgl ) 7 (2.60)
Yy 17 ey + Ko p= 07
kde k1, ko, K1 a K5 jsou konstanty, splnugici pocatecni podminky
g(B)y=C",  g(B) =, (2.70)
Jg(B)=0, 4B =0. (2.71)

Navic plati ¢'(y) < 0 pro y € (ﬁ, B), a tedy funkce g je na intervalu (Q,B)
klesajici.
Pro diikaz existence feSeni vyuzijeme néasledujici lemma.

Lemma 2.14. Funkce v : (0,00) — (—00,0), v(y) = 2y + e ¥ — €Y je klesajici
bijekce.

Driikaz. Derivace funkce v ve tvaru 2 —e™¥ — ¥ je zaporna pro kladna y, tudiz se
jedna o klesajici funkci. Dale plati

lim v (y) =0, lim v (y) = —o0
y—04 Y—>00
a ze spojitosti plyne, ze funkce v nabyva hodnot v intervalu (—oo,0). ]

Nyni pfistoupime k samotnému dikazu Véty 2.13.

Diikaz. (Véta 2.13)

p=0:
Ukazeme, Ze g je klesajici bijekce z (0, 00) do (—o00, 0). Pro tento ucel ozna¢me
w(y) = g'(y), (2.72)
takze poc¢ate¢ni prodminky pro funkci g lze piepsat jako
w(P) =0,  w(B)=0, (2.73)
B
/ w(y)dy = C* — CT = =\, (2.74)
B
Na zékladé okrajovych podminek pro prvni derivaci, kterou tentokrat uvedeme
ve tvaru 1
") =1—- K —————, 2.75
g (y) 14COSh2(%) ( )
plati:
0 - 1 - Kl L =
4cosh?(2)
0 — 1—K1;;. (2.76)
4cosh2(§)
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Pro § a B muzeme psat

B = 2 arccosh (%\/Kl) (2.77)
é = —2 arccosh (%\/Kl) ) |
Vidime, ze f§ = —f. Pro jednoduchost ozna¢me
B=F=-8 (2.78)

Z podminek pro prvni derivaci dale uré¢ime hodnotu konstanty /; jako
Ki=24¢e +e7 (2.79)

a vyjadifme ffw(y)dy =Cv-C
7 K
— A= 1———1 qy=28—¢° A, 2.80
[ a2 (2.80)

Vidime, ze toto vyjadfeni spliuje podminky Lemmatu 2.14 a tudiz se jedna o
klesajici bijekci. Potom musi existovat pravé jedno 8 > 0 takové, ze

a tedy existuje feSeni rovnice (2.68) spliujici uvedené poc¢ateéni podminky.

Na zakladé (2.75) a (2.79) pro prvni derivaci funkce g plati

cosh? (8
gl(y)zl—ﬁ<0 pro |y| <.
2

Funkce g je tedy klesajici pro p = 0 na intervalu (ﬁ, B)

Pro tplnost jesté uvedeme tvar konstanty K,. Z okrajovych podminek pro
funkci g plyne

T = - KL
A Lo 28)
Po se¢teni rovnic (2.81) dostavame
O+ O = 2K, — K, (H;_ﬂ + ﬁ) , (2.82)
tedy
p#0:

Pro dikaz existence feseni ODE pro funkci g vyuzijeme existenci feseni ODE
pro funkci f, kterd je uvedena v Appendixu. Nejprve vyjadiime funkci g pomoci
funkce f prostrednictvim

m(8) = : (2.83)




Pro funkci g plati
9(8) = f(=(B)) (2.84)

a tedy

K
9(y) = f( > =y+ %log (—1 + ! ) + %logKg. (2.85)

1+ev Ky 1+4ey

Vidime, ze funkce g je ur¢ena jednozna¢né az na aditivni konstantu. Na zékladé

(3.55) plati, ze % = ‘“22_{)92 a porovname-li derivace obou vyjadieni funkce g(y),

vidime, Ze také nutné

Ky  w?—6?

—= = ) 2.86
. % (2.86)
Nyni ovéfime, 7e jsou splnény pocatecni podminky
JB =0, JPB)=0.
Na zakladé (3.56) vyjadiime nejprve [3, resp. B jako
0+ w — 0—w
—log ——— i = log ———. 2.87
f=logr—p——,  resp B =log T—p— (2.87)

Dosazeni poméru £2 ve tvaru (2.86) do g'(83), resp. ¢'(3) ukaze, 7ze derivace v téchto
bodech jsou skutecné nulové a poc¢atecni podminky jsou splnény.

Ryzi monotonii funkce g pro p # 0 ukdzeme také pomoci funkce f. Derivace
funkce f je ve tvaru

f'(@) = =2 "= Cpr— (@ -2l —2) (2.88)

a protoze
201 — (0> —w?) +2(l—2)=w? -~ (0 —2)* <0 pro |v—0]<w,

derivace funkce f je zdporn& pro dan& x. Potom podle véty o derivaci slozené
funkce také derivace funkce g(y) je zaporna pro y € (é, B), coZz odpovida pod-

mince |z — 0| < w. Funkce g je tedy klesajici na (ﬁ, B) O
2.6 Optimalni strategie investora

Véta 2.15. Bud B} difiizni proces s reflexnimi bariérami v bodech —oo < B <

B < 00 a intervenénimi procesy B;T, B} splnugici ndasledujici SDE
dBy = T(Be)dt + 3 (B)dW; + dp — dj, (2:89)

tedy predpokldddame, Ze trojice (Et,@,§f> je TesSenim odpovidajictho Skorocho-
dova problému z Vety 1.7. Pokud g je funkce definovand ve Veéte 2.13, strikiné
monotonni na intervalu (ﬁ, 5), pak

Cy = g(B) (2.90)
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je Itétv proces s diferencidlem

dC, = [’f(ﬁt) . 7“] dt + [5(3}) . a} AW, (2.91)
kde
R et A A

2
2707 (14 ) (e = 1) (1+ 2 (14 e) p#£0,

T e -nar ke p=0

(2.93)

a nasledné stinovd cena §t =5 exp{@} je také Itouv proces s diferencidlem
-~ o~ 1 o~ o~ o~
dSt = St |:(§0'2<ﬁt) + T(ﬁt)) dt + U(Bt)th} . (294)

Diikaz. Aplikujeme-li Itoovu formuli na rovnost C, = g(ﬁt), potom spolu s (2.89)
dostavame, 7e C; je Itouv proces s diferencalem

4G, = dg(3) = ¢ GOF(Bdt + o (BIF(B)AW, + 3o (BIF(B)dr. (2.99)

Méame tedy (2.21) s fic a o¢ jednoznaéné dané na intervalu {g(z); 3 < z < B}
nasledujicimi rovnostmi:

ficlo(@)) = (@) + 1g"()F() 296
oc(g(x)) = g(x)o(x).

Z Tvrzeni 2.8 pak dostaneme, ze §t je také Itouv proces s diferencidlem (2.22).
K ovéfeni platnosti Véty 2.15 pak staci ukézat nasledujici rovnosti:

T(B) —r = pc(Cr)

s -~ 2.97
o(f) —o = oc(Cy) ( )
a e ~ ~
152 #B) = 0
a(B) = a(Cy).
Dale vime z Tvrzeni 2.8, Ze d@ lze zapsat ve tvaru
dCy = fic(Cy) + 5¢(Cy)dW,.
Dosadime-li (2.98) do (2.47), vidime, ze 7(C;) = 7i(Cy) + r, tedy
fic(Cy) =7(Cy) =, (2.99)
a pro oc plati N _

S vyuzitim piedchozich vztahu dostavame dét v pozadovaném tvaru
dC, = [?(Bt) _ 7«] dt + [5(@) . g} aw,.
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Nyni polozime do rovnosti (2.91) a (2.95) a budeme porovnavat ¢leny u dt a
th. Pro th pl&ti

g(B)F(B) = F(B) -0

o ! 2.101
() = g’ ( )

pro dt dostavame

,Et Ngt 1 " ﬁt ﬁ — f
9 (B)T(Be) + 39" (B1)7 (B) ) m (2.102)
1—g'(Bt)

Parametry o(y) a 7(y) uvedené v (2.92), resp. (2.93), ziskime dosazenim ¢'(y)
do vztahi (2.101) a (2.102); konkrétni tvary derivace ¢'(y) a ¢"(y) jsou uvedeny
v dikazu Tvrzeni 2.12 pro p =0 a p # 0.

Nyni odvodime diferencial pro stinovou cenu §t. Vime, ze
S, = S, exp{C,} (2.103)
7 (2.24)
S, = Syexp{oW, + pa’t}; (2.104)

kombinaci pfedchozich vztahu dostavame, ze

Sy = Sy exp{f0 Bs )ds + [, & 65 VAW, — oW, — rt} exp{(cW; + rt)}
= Soexp{fo ,35 )ds + [, o 55 )dW}.

(2.105)

Pouzitim Itoovy formule ziskdime tvar diferencialu stinové ceny S;:
dS, = K (B + a (&)) dt+5(5t)th] (2.106)
O

V dalsim odstavci odvodime tvar stinového bohatstvi. K jeho odvozeni potie-
bujeme kromé diferencidlu stinové ceny opét optimélni proporci 7.
Z (2.4) plyne, ze

AW, = ¢S, [(”f@ + %”&2(@})) dt + E(Bt)thl (2.107)

a s vyuzitim optimalni proporce dostavame vztah pro diferencial stinového bo-
hatstvi:

AW, = T, K?(Et) + %52@)) dt + 5(@)th} . (2.108)

Tvrzeni 2.16. Budte 5,5 a S, jako ve Véte 2.15 a bud 7 dany piedpisem

- 1
Ty = =
14 e P
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na zdklade (2.33). Pak ndsledujici procesy

Wy
o = 3 (2.109)
a N
V=W, (1-m) (2.110)
gsou procesy s lokdlné konecnou variaci s ndsledugicimi diferencidly
dpr = fte@ (dﬁj - dB}) (2.111)
a N
Wi (d@ —dB ) . (2.112)

YT (15 e

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme s vyuzitim Itdéovy formule. Nejprve odvodime diferen-
cial 1y, ktery nasledné vyuzijeme pro odvozeni diferencialu ;. Protoze pro 1y
plati (2.110), miuZeme psat

— 1 W,
V=W, (1— ~) = (2.113)
1+ e F 1+ ebe
Pro vyuziti [toovy formule zvolime funkci
f(z,y) - (2.114)
x,Y) = .
Y y 1 _|_ ey Y

jejiz prvni a druhé derivace jsou ve tvaru:

1
ﬁ 9 0 T 24evte v
Vf = . p V f = _ 1 x(eyfe’y)
2tevte v 2+evte Y (24evtev)?

Pouzitim [toovy formule dostavame

1 )/}\V}t <6/§t i efgt

1 W, 5 1 iy 343

d@bt — 3 th_ﬁ t—ﬁdﬁtdwt—f—é _ — Qdﬁtdﬂt'
1+ eb 2+ el + e P 2+ el e <2+eﬁt+e—ﬁt
(2.115)

Pro vyjadieni dgthNVt a dgtdgt pouzijeme Box kalkulus a ziskdme nasledujici
tvary:

AGdW, = T {(%&2(&) + ?(Bg) dt + a(ﬁt)dwt} [?(Et)dt 5 (B)dW, + dB) — d@]

- %tm52(§t)dt)
(2.116)
ABidB, = [F(B)dt +5(B)dW; + dB] — dB| [F(Bdt +(B)dw, + dB] - dB;|
= 52(B,)dt.
(2.117)
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Dosadime-li tato vyjadieni do (2.115), dostaneme diferencial di;

1 =15, - ~
dpy = ——=mWy {<—02(ﬁt) + T(ﬁt)) dt + U(ﬁt)dwtl (2.118)
1+ ef 2
N W, ~7 ~7 a3l
P (Bt + F(B)dw, + dB] — dB}]
- t+ - = = t. (2.119
2_‘_6&_1_@*&7“ 10~ (Br) 2 904 eft 4 o o () ( )

Nyni ukadzeme, ze koeficienty u c¢lenu dt a dW; jsou nulové. Vyuzijeme k tomu
vztah

~ = 1, ~
AB) = T(B) + 557 (B)- (2.120)
Potom pro koeficienty ¢lenu dt plati

W (eEt _e—§t>

T (7 Wy =R TV =205 1 ~2073
1fre5tt“(ﬁt) N 2+e5t+fe—5tr(f8t) T et il (B) + 3 (2+eﬁt+e*5’f)20 (B
— W (FBY L 52 — — (3 —
= e (T(ﬂ 2 29 (8 t>> vl C))
TN =20 1 Wi(eﬂt_e_ﬂt =203
T Yrebige il (6:) + 5(2+e5t+e*5t>20 (5
Wi (5r) [(1+e5t><1+e-5t>—2<1+e5t>+e5t—e-@]
- (1+€Et)(1+e*5t) 2(1+e§t)(1+675t)
= 0,
(2.121)
podobné pro koeficienty u ¢lenu dW; mame
FWVE(B) W58
1+eBt 2tePt e Bt
— WS (A, 1 _ 1 2.122
= Wio(5) [(1+e5t)(1+e—5z) 2+ePttePe ( )

= 0.

Nyni uz zbyvaji jen koeficienty u ¢lenu d@, resp. dg#, které vypadaji nasledovné:

W, W,
— %, resp. + (2123)
2 + e/Bt + e_/Bt 2 —+ eﬁt _|_ e_ﬁt
Diferencial ¢y ma tedy vysledny tvar
iy = _ _ (—dﬁ +dj ) . 2.124
R TRR o] QLR (2.124)

S vyuzitim diferencialu ¢, odvodime také diferencial ¢;; nejprve vyjadiime ¢,
pomoci ;. . N
4Y S, — ~
PAPLIA N s (Wt - ¢t> St (2.125)
Sy St

Vyuzijeme-li (2.106), mizeme vyjadrit S; " jako

Sl= 5! exp{ . /Ota(ﬁs)dws . /Ot ?(Bs)ds} (2.126)
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a diferencial ma potom z Itdovy formule tvar

—5(F)dW: + E—?’(E) +15%(3) ) dt|
+

syt = St
L I (2.127)
~5(Baw, + (—i(B) +5(B)) dt]

— §f1

Pro Itoovu formuli vyuzijeme funkci

f(l’,y,Z) = (l’ - y)Z, (2128)

jejiz prvni a druhé derivace maji tvar:

Vf= —Zz Vif =
T —y

Z Ttoovy formule dostaneme
do, = S AW, — SNy + (VNVt — 1/%) dS;t + dW, S — dS; Y dipy. (2.129)
Stejné jako v predchozim piipadé vyjadiime diferencidly dVA\jtdgt_ La dgt_ L),

WS = TN [ (55%(B) + 7)) dt+5<’ﬁl>dwtﬁ

S [(—u(ﬁt) +5 (@)) dt — () dW; (2.130)
= —FW,S;15%(By)dt
dS-\dy, = S [(—N(&)Jr&?(ﬁt)) t—a(ﬁt)dwt]

Dosazenim do (2.129) dostaneme dg; v néasledujicim tvaru a ukdzeme, ze koefici-
enty u dt a dW; jsou opét nulové.

do, = S FW, K%&?(@) + ?(Et)) dt + &(B;)dwt} (2.132)

W ~ W
- 7 44! "V 4 .
(1+ef)(1+ePr) By + 1+ eP) (1t o) 515] (2.133)

+ (W= ) S [ (<030 + 3B ) dt — 5(F)aw (2.134)
—F W52 (B,)dt. (2.135)

Koeficienty u dt ¢lenu jsou ve tvaru

”tWt ( (B) =7 (@)) Wt o ( (B) -5 wt))

- t( (B) = 5*(B) - <ﬂt>+a<ﬁt>) (2.136)
= 0,

pro dW; plati

WtWt~(gt> Wt (LS

t t

F(By) = (2.137)
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Odtud plyne, ze dp; muzeme vyjadiit jako

_ %tWt 1 o ﬂ'tWt 1
dSOt o §t (1+6Bi Bt St (1+e ﬁf /Bt (2 138)
= e (dF] - dfy)

]

Poznamka 2.17. (Optimalni proporce) Necht Et je jako ve Veété 2.15. To ndam
davd stinovou cenu Sy spliiugici (2.34). Analogicky zavedeme nomindlni ekvivalent
procesu [3; predpisem

By = log ¢ — logty +log Sy = By — Cy = By — g(By). (2.139)

Z Véty 2.13 mdme, Ze C*-funkce v — x — g(z) je na intervalu [@, B} rostouci. Dle

Pozndmky 1.8 bude proces By difuznim procesem s odrdzZecimi bariérami v bodech

B —log(1 + MY e B —log(l— \h).

Podobné z Pozndmky 1.8 dostaneme, Ze nomindlni pozice T; = o 17@ je difuzni
e

proces s odrdazZecimi bariérami v bodech

1 1
T+eZ(1+A) © Tred(l—n)

(2.140)

2.7 Shrnuti

Véta 1.7 nam 1ik4, ze kdykoli si predepiSseme lipschitzovské funkce B, S na kom-
paktnim intervalu, pak existuje trojice procesu (X, XZ, Xf) takové, ze proces X,
se chova jako diftiizni proces unviti intervalu a na hranicich je odrazen pomoci
intervencnich neklesajicich procesi XtT , Xti tak, aby ze zvoleného kompaktniho
intervalu nevypadl.

Existuji dva ekvivalentni piistupy; bud tento postup pouZijeme na stinovou
pozici 7; nebo na transformovany proces, ktery zna¢ime (5;. V druhém piipadé
v souladu s (2.89) roli B bude hrat funkce 7 a roli S funkce &.

Véta 1.7 nam pak fika, Ze je mozno matematicky zkonstruovat model, na ktery
je mozné aplikovat Vétu 2.15. Zde je uvedeno, jak zkonstruovat stinovou cenu ..
Prostfednictvim vztahu mezi S a 7; je dana stinova pozice, kterda jednozna¢né
urcuje stinovou strategii a to nasledujicimi rovnostmi

. W

T s (2.141)

wt - Wt(1 - 7Tt)-
Abychom mohli viibec uvazovat dvojici (¢4, 1) jako strategii obchodovani v po-
pisovaném modelu, musi byt splnéna podminka samofinancovatelnosti, ktera je
zde ve tvaru

0 = dif + Sidep]

0 = dyi +S,dyy.
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V naSem piipadé dle Tvrzeni 2.16 plati
0= dg@t + §td90t'

Odpovidajici stinové bohatstvi a stinova pozice jsou pak dany vztahem

Wt:¢t+g0t§t>0, %t: @ft

Wy

Podle Lemmatu 2.3 l1ze tlohu maximalizace dlouhodobé miry geometrického
rustu portfolia preformulovat tak, Ze nominalni bohatstvi nahradime stinovym.
Tvrzeni 2.6 pak 1ika, Ze stinové optimélni strategii mame, pokud je splnéna pod-
minka (2.17) a podminka, ze stinova pozice ma odpovidat log-optiméalni proporci
ve stinovém modelu. Podminka (2.17) uvadi, ze stinové transakéni polatky maji
byt nulové, kdykoli z hlediska uvazované stinové strategie vstupuji do hry, coz na-
stava, dochazi-li k nakupu ¢i k prodeji akcii. Znacime-li 6; prislusnou log-optimalni
stinovou pozici, pak v kontextu Véty 2.15 je vySe zminénd podminka tvaru

5 =0, = 17 (5)

2 32B)

Na zakladé (2.92) a (2.93) dostavame

T(y) 11—¢¥

2(y)  21+ev
Pri¢tenim jedné poloviny mame

Ly 1
2 5 y) 14ev’

¢imz ziskdme nasledujici rovnost pozadovanou jako predpoklad v Tvrzeni 2.6:

@:14_?(@): 1~:%t
2 oX(f) L+e P

Podminku (2.17) ovéfime vypoctem s tim, 7e je tieba mit na mysli, Ze ¢; roste
pravé tehdy, kdyz roste st ~a klesa pravé tehdy, kdyZ roste [+, coz nastava po rfadé

na mnozinach [5; = 8] a [5; = B]. Potom

(2.142)

[ S,exp{log(1 + AN} =S, pokud @ =4
o Siexp{log(1 - A} = S, pokud B =75
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3. Appendix

Odvozeni v ¢astech 3.1 a 3.2 vychézi z Doléans Equations uvedenych ve Vété 1.9.

3.1 Vyjadreni dS; pomoci Itoovy formule

Chceme vyjadiit diferencial ceny akcie S; pomoci Itoéovy formule. Funkci f v Itoo-
vé formuli zvolime nésledovné:

FTV) = Sy exp { (u - %UQ) L+ aWt} | (3.1)

Pak plati
VIt W) =S, ( a _a%"z ) (3.2)
V2f(t, W) = S, ( ((/5_— %%522))2 (1~ (7_%202) o ) (3.3)

Odtud dostavame

dSt == St(Tth + St ( - —0' ) dt+ 1St0_2dt
= St (/Ldt + O'th)

protoze pro Wieneriv proces plati Tvrzeni 1.4.

(3.4)

3.2 Reseni SDE dW, = mWi(pdt + odWy)

Reseni rovnice (2.7) ziskAme s vyuZitim Itoovy formule pro funkei f(t, z) = log(x).
Ta tika, Ze pro feSeni stochastické diferencialni rovnice

th = Oé(t, Wt)dt + ﬁ(t, Wt)th

plati:
af(t,z) of(t,x) L13*f(t,x)
dlog(W;) = or aft, Wr)dt + O Bt Wy)dWy + 2 o2 (ﬁ(t,Wt))Zdt
V nagem piipadé mame a(t, W;) = um W, a f(t, W;) = omW, a dale
af<t7 x) — 0’
ot
of(t,z) 1
oz
FPfltr) 1
B A

Dohromady tedy dostavame

leg(Wt) == Wi MﬁtWtdt + —UﬂtWtth (mrtWt)zdt

= (um — lazﬂf)dt + om dW;. (3:5)
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Integraci ziskdme

t 1 t
log(W;) = log(W,) +/ (ums — 5027r§)d3 +/ omsdWs (3.6)
0 0

a odlogaritmovani da
t 1 t
Wy = Wy exp { / (s — 5027T§)d8 +/ awdeS}. (3.7)
0 0

3.3 Odvozeni tvaru funkce g

Resen{ rovnice (2.56) odvodime nejprve pro specialni p¥ipad, kdy p = 0 a poté
obecné.

p=0:

Pro p = 0 mame 0 = 1 a tedy (2.56) m4 tvar:

P = 2(e —0) + (40— i — 1) ()
= T et W) (3.8)
= T=0-4dW)

Provedeme-li substituci

ply) =1-4'(y), (3.9)
dostaneme rovnici (3.8) ve tvaru
/ 1 Y
ply)  1+e
nebo-li y —
—e
- —1 = 3.11
a sp(V) = 1.5 (3.11)

Regenim obycejné diferencialni rovnice (3.11) potom je

p(y) = Kexp{ — / L= e_ydy}, (3.12)

14eY

kde K je konstanta a

1—eY
— . )
/1+6_ydy— y—2log (1+e€7Y). (3.13)

Vzhledem k (3.9) nyni mame diferencialni rovnici

1—g’(y):Kexp{—y—Qlog(l%—e’y) }, (3.14)

jejimze feSenim je

9(y) =y + K + K, (3.15)

14+ev
kde K7 a K5 jsou konstanty.
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# 0:
Necht p # 0. Nyni budeme uvazovat funkci

S

hy) = e*9W); (3.16)
prvni a druhé derivace této funkce maji tvar
h'(y) = 2ph(y)g'(y), (3.17)

W'(y) = h(y) - 20 ["(9) + 201 )] (3.18)

S vyuzitim rovnice (3.17) a (2.56) ve tvaru

9"(y)+2p(d' ()" =2 ( L 9) + (49 R 1) 9'(y)

1+ e7¥

muzeme (3.18) zapsat jako

Q]Z;l(éjy)) =2 (1 —|—1e—y a 9) - (49 1 —|—2e—y B 1) 2};/;53(/;) (3.19)
h'(y) — (49 -~ +2ey _ 1) W(y) —4p (1 +1€y _ 9) h(y) =0, (3.20)

coZ je opét homogenni diferencialni rovnice. Pak ho(y) = €2 je fesenim (3.20),
protoze g(y) = y fesi rovnici (2.56). Hledame tedy FeSeni rovnice (3.20) ve tvaru

h(y) = d(y)e*”.

Dosazenim do (3.20) ziskame

0 = d"(y)ho(y) + d'(y)ho(y) + d'(y)ho(y) + d(y)h”( )—
— (40 = 2= — 1) [ (»)ho(y) + (y) o)) = 4p (1e= — 0) d(W)ho(y)
0 = d"(yho(y) +d'(y) [hy(y) + hyly) — (46 — 1+e ;= 1) ho(y)] +
+d(y) [hg(y) — (40 — 5= — ) 0(y) = 4p (= — ) ho(y)]
(3.21)
a protoze ho(y) Tesi (3.20), tak
) = (10— 2 = 1) )~ 0 (15 = 0) o) =0
Odtud plyne
)+ ) |2 - (10- 25 - mi] —0. e
Pro zjednoduseni provedeme pfeznaceni
Aly) = ho(y)
Bly) = 2Ms) (10— 122 1) holy) (823
w(y) = d'(y); (3.24)
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nyni mame rovnici (3.22) ve tvaru
A(y)w'(y) + B(y)w(y) = 0. (3.25)
Jedna se o homogenni rovnici, jejimz feSenim je

w(y) =C- exp{ - / %dy}, (3.26)

kde C je konstanta. Z (3.23) vidime, ze

B(y)  2ho(y) — (40 — 2= — 1) ho(y)

= 3.27
A(y) ho(y) (827)

a po vyfeSeni piislusného integralu ziskame
w(y) = C (ho(y)) > - exp {493/ — 3y — 2log(1 + e_y)} (3.28)

Protoze w(y) = d'(y), mame

d(y) = C(hofy) -exp {40y — 3y — 2log(1 + )]
dly) = C [ (ho(y)) - exp {40y — 3y — 2log(1 + ) by (3.29)

= C [ (exp{2py}) ™" - exp {40y — 3y — 2log(1 + e ¥)}dy

— y(—4p+46-3) 1
= CJe T vie Y

Nyni vidime, Ze funkce h(y) mé tvar

1
hiv) = C - &2y —z(4p—46+3) d .
(y)=C-e {/ e 1 96y o % Y (3.30)

Vyfeseni prislugného integralu dava h(y) ve tvaru

1+ev

h(y):C-e2py( ! —|—c), (3.31)

kde C, ¢ jsou konstanty. Pro dalsi pouziti zapiseme h(y) v koneéném tvaru

e2ry

h(y) + Koe®Y, (3.32)

=K
"1tew

kde k1, K2 jsou konstanty. Vyuzijeme-li vztah (3.16), potom ptedpis pro funkci
g(y) ziskame z

e2rIW) — i, e + Kge?Y; (3.33)
14+ev ’
odtud
1 K1
gy) =y + % log (1 pari /@) : (3.34)
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3.4 Funkce f a vyjadreni C, = f(6;)

Tvrzeni 3.1. Necht f € C? [Q,ﬂ je spojitd funkce, splnujici obycejnou diferenci-
alni rovnici

v =pll (=) F@)F + 52 (-2 (), (3.35)
s okrajovymi podminkamsi
fO)=Cct, f(0)=ct
7@ =0, 1@ =0. (3:36)

Potom takovd funkce f eristuje a md tvar

log 7%= + 5 log (K + K»x) p#0

— 2p
/(@) {bgf;+Kw+K@ p=0, (3:37)

kde K1 a Ky jsou konstanty.

Poznamka 3.2. Predpokladejme, Ze pro pomoci Itéva procesu gt, pro ktery plati

(B

0 = — =, (3.38)
a%(fB)
lze vyjdadrit proces ét, pro ktery plati
C, = f(6,). (3.39)
Diikaz. Nejprve vyfesime piipad pro p # 0 a nasledné jednodussi variantu, kdy
p=0.
p # 0:

Tvar funkce f:
Zvolme pomocnou funkei h(z), pro kterou plati

h(z) = exp{2pf(x)}. (3.40)
Prvni a druha derivace funkce h tedy maji tvar
B (z) = h(x)2pf (), W'(z) = h(z)2p [2pf (z)* + ["(2)] . (3.41)

Potom muzeme rovnici (3.35) piepsat pomoci funkce h do tvaru
1
2ph(x) (x —0) = —2p (1 —z) W' (x) + 5352 (1—2)*h"(x).

Tuto rovnici fesi napiiklad

ho(x) = % (1 — x)_zp

_ 3.42
h(z) = 22 (1—2)"; (342)

pomoci variace konstant ziskdme obecné feseni rovnice (3.35) ve tvaru
hz) = [Ky + Kox] 2% (1 — 2)7. (3.43)
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Potom tvar funkce f na zakladé (3.40) je
1
f(z) =logz —log (1 —z) + 3 log (K1 + Ksx) . (3.44)

Spréavnost feSeni ovéiime dosazenim funkce f a jejich derivaci do (3.35).

1 1 1 K 1 1 1 K2
/.Z':——l— 4+ 7 //.QZ:———l— _ 2 ’
f(z) r 1—2 20K, + Kyx f(z) 2 (1-2)2 2p (K, + Kyz)?

(3.45)
dostaneme tedy
pli— (1 =) ')+ 5o (1 - ) )

2 K3

:p[l—x(l—x) (%—I—%—l—%p +K2m>] + 307 (1 - ) (‘;712"’ (ljx)2 _ﬁ(Kﬁsz)Q)
_ K 22(1—z)? + 1_ K3
o (K1+K2:r)2 4P 2 4P (K1+K296)
= r — 27

(3.46)

¢imz je ovéfena spravnost tvaru funkce f.

Existence funkce f:
Budeme vychazet z okrajovych podminek pro funkci f, nejprve vezmeme
v tvahu

fe)y=o0,  f0)=
Z tvaru prvni derivace funkce f dostavame
1 11 1 11
0(1-0) T3 %Jrg =0= 6(1-6) T3 %m (3.47)
2 (0+%)100-0 = 20(8+8)+501-7). |
Nyni provedeme substituci
-1 1
=0—- - =0—-—; 3.48
o p=f-; (3.49)

potom A(1—0), resp. O(1—60), ma tvar 1—p?, resp. ;1 —p°. Dosazenim do predchozi
rovnice dostavame

ety ri—p = 2(+3)+1-7
3 - (3.49)
P —=20p—p = p —2pp—p.

Pri¢teme-li k obéma stranam rovnice p?, potom mame vyjadieni

P - 2pg+pz = P =2pp+p°
(p=p) = (=0 (3.50)
o= = 1p—0nl
Predpokladejme, Ze p a p maji tvar
p=p—w, p=pt+w (3.51)

a vyjadreme tvar w.
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Opét budeme vychéazet z okrajovych podminek pro prvni derivaci funkce f.
Plati nasledujici:

+
2p<£+%+%>+%—22 =0 (3.52)

1 K,
1 —w+ =+ 20— =0 3.53
p(Ltp) =Wt o+ 2057 (3.53)
a tedy
1 K K
2=p(1 S 42— =02 4 2p— 3.54
wi=pdtp) o+ G +205 (3.54)
Na zakladé vztahu (3.54) miZeme vyjadiit pomér £ 7 jako
Kl CL)2 — 92
ik . 3.55
e 2 (3.55)

Nyni se budeme vénovat okrajovym podminkam funkce f
f@)=ct, [0 =ct

Zde je podstatny rozdil f(0) — f(8), ktery je konstatni a zavisi na transakénich
poplatcich. Vime, Ze defini¢ni obor funkce f je interval Dy = [Q,m, tedy pro
x € Dy plati:

0 <z< 0
p+3 <z< ptj
p—w+i <z< prw+; (3:56)
0—w << 0+w.
Nyni mizeme vyjadit rozdil f(0) — f(0) jako f(0 + w) — f(0 — w); vyuZijeme-li

(3.37) a (3.55), dostaneme néasledujici:

JO+w) = J(0-w) = log (2525 15%) + 55 log (Fias))

_ 0 0+w 1 w2—0%+2p(0+w)

- lOg ( ——g 9—: ) + 2 IOg w2—92+2;/;(9—w)) (357)
_ 0 1-04w 1 w40 wt+0—1

= log (5525 5555%) + o, log (5555205)

Abychom ovéfili existenci, musi byt predchozi vztah roven f;f; f/(x)dx. To uka-
zeme pomoci rozkladu na parcialni zlomky.

0+w o O0+w w?—(0—2)2
f,( ) - 99+ww T(l ;v)[2pa: (92—w2)]d$
= 0—w ;+_+2px (92 wQ)dx

= [10g = 3, log (2/):1: — (0 —w ))rw (3.58)

w 1-0+tw —27 6—p)®
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Vidime, ze obé vyjadieni se shoduji. Vyuzijeme Lemma 3.3, které tika, ze pokud
se obé vySe popsana vyjadieni rovnaji, pak existuje feseni obycejné diferencialni
rovnice (3.35).

p=0:

Tvar funkce f:

Jesté zbyva pripad, kdy p = 0, feSime tedy rovnici
1

g = %;ﬂ(l — )2 f"(x). (3.59)

Vyuzijeme-li rozklad na parcialni zlomky, dostaneme feseni obycejné diferencialni
rovnice ve tvaru

f(z) =log 1= Kz + Ko, (3.60)

kde K, K5 jsou konstanty.
Existence funkce f:

Nyni se vénujme okrajovym podminkam. Z f/(6) = 0, f/(f) = 0 a nasledné
substituce

1 - 1
60— - 60— —
= -2 2
vyplyva rovnost:
1 0 _1
g T =0= 6(1-6) f K
6(1—-0) = 60(1—-06)
1 1)2 -1 — 1
Pta— (£1+ 3 = RN (f +_§) (3.61)
(z+0) (51—22 = gi tr (-7
i~ P i=°F
ol = Ial
a protoze 6 < 0, tak
p=—p a  p<p. (3.62)
Na zéakladé prvni rovnosti v (3.61) jesté vyjadiime konstantu Kj.
+K, =0
o(1—0
o) R (3.63)

Nyni opét porovname piirustek f(0) — f(6) s uréitym integralem ff f(x)dx.

FO) = f(O) =

bg1 CH K (340) + Ko — Ko (5+p) — K>
2

—p
= log (%tg) + 2K1p
_ A
n log<% ﬁ) +ﬁ*1
(3.64)
Déle
f; f(x)dx = 9 = —l— -+ Kidz
log £ + K4 K (1og L v K8+ KQ) (3.65)
= log< +p) + ,251,
p=1
tedy TeSeni existuje i pro pripad, kdy p = 0. O]
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Lemma 3.3. Necht 6 € (0,1) a

1+ ) 1— N
{(2) = T §-(x) = TN

Oznacime-li w = 0| A |1 — 0| A sup{w > 0 : supD,, < 0} > 0, kde D, = {z €
[0 —w,0 +w] — 2p — (0> — w?)}, pak existuje prdve jedno w € (0,0) tak, Ze
04w 2_ (g — )2 AT
/ w —(0-2) dr + log ——— L+
0—w (1 —2)[2px — (6% — w?)] 1— A

Diikaz. Diukaz je mozné nalézt v |1|, strana 241. O

3.5 Odvozeni ODE pro funkci f

Budeme vychazet z predpokladu, ze C; 1ze vyjadiit jako f (gt) a na zakladé toho
odvodime obyc¢ejnou diferencialni rovnici pro funkci f. Vime, ze plati

S, =S, exp{ét} = exp{é’t +log S; }. (3.66)
Vyjadiime diferencidl dlog S; a z Itoovy formule také diferenciél dét:

dloggt = TdtN—f-O:Eth L (3.67)
dCy = f/(et)d9t+%f/,(9t)d<9>t- .

Pomér jy% miuzeme psat ve tvaru
t

ds, S, /t N N /t IO r 1 ]
— = — exp os(1 —m)dWy + o,(1—m)|0s—=——|ds 3.68
= el aa-R) [ F-7) |6~ 5 b (368)

Pokud v c¢ase t neobchodujeme, pak nedochéazi ke zméné poctu akcii a ¢; je
konstantni. Potom diferencial dm; vyjadiime jako

— F(1-7) [thWt 4520, — %t)dt} .
N (3.69)
Z duvodu log-optimality volime 6; = ;. Potom plati
6, = 6,(1 — 6,)5,dW,. (3.70)
Nyni vyjadiime dC, + dlog S; jako

dC, + dlog S, = f'(6,)df, + 2f"( )d(8), + rdt + odW,
= (477 @)80 0757 + ) di -+ (PGB~ )5, + 0 ) W,
(3.71)
a soucasné _ _
dCy +dlog S; = dlogS;
= (ut — —at) dt + o, dW.

Porovnénim koeficientii u ¢lenii dt a dW; dostaneme obyc¢ejnou diferencialni rov-
nici pro funkci f ve tvaru

1 1

r— s =pll—z(—2) @ + 52* (1 -2 '(2).

(3.72)
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Zaver

Cilem diplomové préace bylo seznamit se s fizenim portfolia s proporcionalnimi
transakénimi ndklady a popsat vyuziti nastroje stinovych cen k nalezeni optiméalni
strategii pro investora s takovym portfoliem.

Pro tucely diplomové prace predpokladame trh, kde investor vlastni urcité
pocatecni bohatstvi a ma pouze dvé moznosti, jak investovat - bud muze penize
vlozit do banky, tedy investovat do bezrizikového aktiva, nebo mize nakupovat
a prodavat akcie. Za kazdy nédkup a prodej plati investor transakcni poplatky;
navic predpokladame, ze penize vlozené do banky se netroci. Z toho plyne, Ze
jedinym zpusobem, jak investor muze své bohatstvi rozmnozit, je investice do
akcii. Diplomova prace ukazuje, jaké mnozstvi svého bohatstvi by mél investor
do akcii vlozit, aby dosdhl maximalni asymptotické miry geometrického rustu
bohatstvi.

Samotny zpusob hledéni optimélni strategie je zalozen na stinovych cenéach.
Nejprve jsme prevedli ceny, za které investor nakupuje ¢i prodava, na cenu je-
dinou; jedné se pravé o zminénou stinovou cenu. Pri transakcich za tuto cenu
nejsou placeny transakéni poplatky, investor nakupuje tehdy, kdy se stinova cena
rovna cené nabidky a prodava, pokud se rovna cené poptavky.

S vyuzitim Itdova procesu a teorie martingali jsme odvodili interval, ve kte-
rém se musi pohybovat tzv. optimélni proporce, tj. pomér bohatstvi investora
vlozeného do akcii k celkovému bohatstvi. Potom jsme celou situaci zalozenou na
stinovych cenach prevedli zpét na pripad, kdy je obchodovani zatizeno transakc-
nimi poplatky a ziskali jsme interval pro optiméalni proporci na realném trhu.

V préci je také dokazano, ze aplikaci jakékoliv jiné strategie nez optimalni by
investor na trhu dosahl mensi miry ristu bohatstvi; strategie popisovana v diplo-
mové praci tedy skutecné ukazuje, jak investovat nejefektivnéji.
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