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3.4 Počátečńı - okrajová úloha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4 Metoda konečných objemů 19
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Seznam použitých zkratek 70

2



Úvod

V následuj́ıćım textu jsou popsány rovnice mělké vody (angl. shallow water
equation, zkratka SWE), v literatuře je můžeme naj́ıt také pod názvem Saint–
Venantovy rovnice. Jedná se o hyperbolický systém rovnic s nenulovou pravou
stranou popisuj́ıćı prouděńı vody jej́ıž výška je malá vzhledem ke své š́ı̌rce, tj.
jedná se o př́ıpad prouděńı vody v řece s nerovným dnem. To že dno je nerovné
popisuje zdrojový člen, který je na pravé straně rovnic.

V prvńı kapitole je ze základńıch fyzikálńıch zákon̊u zachováńı odvozen vek-
torový zápis zákon̊u zachováńı, z kterého jsou v druhé kapitole odvozeny rovnice
popisuj́ıćı prouděńı mělké vody. Odvozeńı již bylo popsáno v několika literaturách,
je zde ale uveden detailńı popis a nav́ıc zjednodušeńı tohoto odvozeńı. Toto zjed-
nodušeńı spoč́ıvá v tom, že při odvozováńı hyperbolického systému se nám po-
dařilo obej́ıt Leibnizovu formuli, která je vždy už́ıvána k odvozováńı. K odvozeńı
numerických metod budeme potřebovat několik známých vlastnost́ı rovnice mělké
vody, tyto vlastnosti jsou popsány v třet́ı kapitole.

V kapitole čtyři se věnujeme metodě konečných objemů (MKO) s Vijayasun-
daramovým numerickým tokem pro rovnice mělké vody. Tato metoda je pouze
prvńıho řádu přesnosti, to zp̊usobuje, že výsledky jsou rozmazané a některé detai-
ly nejsou vyřešeny dostatečně přesně. Proto je v páté kapitole uveden popis jak
můžeme zvýšit řád metody pomoćı polynomiálńı (lineárńı, kvadratické, ...) re-
konstrukce a neosciluj́ıćıho ENO schémata. U polynomiálńı rekonstrukce docháźı
k oscilaćım, proto je zde popsána limitńı proceduru, která tyto oscilace zhlazuje.
V kapitole čtyři je také popsána metoda konečných objemů vyšš́ıho řádu, která
využ́ıvá lineárńı rekonstrukci.

V kapitole šest je popsána metoda ADER = ”Arbitrary hight order, with using
hight order DERivatives of polynomials”. Jedná se o schéma založené na diskreti-
zaci pomoćı metody konečných objemů kombinované s polynomiálńı rekonstrukćı
vyšš́ıho řádu. Je to zobecněńı ”klasické”Godunovovy metody na libovolný řád,
jak je uvedeno v [4].

Posledńı kapitola je věnovaná numerickým experiment̊um. Je zde naprogra-
mována MKO s numerickým tokem Vijayasundaramova typu a MKO druhého
řádu přesnosti využ́ıvaj́ıćı lineárńı rekonstrukćı. Tyto metody jsou otestované
na dvou úlohách. Numerické řešeńı srovnáváme s přesným řešeńım a s řešeńım
źıskaným pomoćı přesného Riemannova řešiče.

3



1. Obecné rovnice dynamiky
tekutin

Necht’ T > 0, (0, T ) je časový interval, Ωt ⊂ IR3 bud’ oblast vyplněná tekutinou
∀t ∈ (0, T ). Definujme množinu

M = {(x, t); x ∈ Ωt, t ∈ (0, T )} ⊂ IR4.

Základńı fyzikálńı zákony jsou zákon zachováńı hmotnosti, zákon zachováńı hyb-
nosti, zákon zachováńı momentu hybnosti a zákon zachováńı energie. Zákon za-
chováńı momentu hybnosti plat́ı právě tehdy, když je tenzor napět́ı T symetrický.
Zákon zachováńı hmotnosti je popsán rovnićı kontinuity

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0. (1.1)

Symbol ρ = ρ(x, t) označuje hustotu a v = v(x, t), v = (v1, v2, v3) je rychlost.
Zákon zachováńı hybnosti je popsán pohybovými (Navierovy-Stokesovými) rov-
nicemi

∂ρvi

∂t
+ div(ρviv) = ρfi + div(T )i, i = 1, 2, 3. (1.2)

Symbol f = f(x, t) označuje funkci hustoty vněǰśıch objemových sil. Matice
T = T (x, t), T = (τij)

3
i,j=1 reprezentuje tenzor napět́ı. Zákon zachováńı energie

je popsán rovnićı pro energii

∂E

∂t
+ div(Ev) = ρf · v + div(T v) + ρq − div(q). (1.3)

Symbol E = E(x, t) a q = q(x, t) označuje energii a hustotu tepelných zdroj̊u, q =
(q1, q2, q3)

T je tepelný tok. O funkćıch vystupuj́ıćıch v rovnićıch předpokládáme
následuj́ıćı: fi (i = 1, 2, 3), q jsou spojité funkce na M; ρ, vi (i = 1, 2, 3), E, τij (i, j =
1, 2, 3) a qi (i = 1, 2, 3) jsou tř́ıdy C1 na M.

Poznámka 1. Tenzor napět́ı T obsahuje vazkou část T ′ a nevazkou část Ti.
Obvykle se předpokládá, že pak je T tvaru

T = Ti + T ′.

V př́ıpadě T = −pI + T ′, tedy Ti = −pI, kde p představuje tlak a T ′ reprezen-
tuje vazkou složku tenzoru napět́ı, z rovnic (1.2) lze za splněńı tzv. Stokesových
postulát̊u (viz skripta [3]) odvodit Navier-Stokesovy rovnice.

Rovnice zákon̊u zachováńı lze zapsat po složkách (na oblasti M):
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ρ
ρv1

ρv2

ρv3

E




+
∂

∂x1




ρv1

ρv2
1

ρv2v1

ρv3v1

Ev1




+
∂

∂x2




ρv2

ρv1v2

ρv2
2

ρv3v2

Ev2




+
∂

∂x3




ρv3

ρv1v3

ρv2v3

ρv2
3

Ev3




=




0
ρf1

ρf2

ρf3

ρf · v + ρq




+
∂

∂x1




0
τ11

τ12

τ13

(T v)1 − q1




+
∂

∂x2




0
τ21

τ22

τ23

(T v)2 − q2




+
∂

∂x3




0
τ31

τ32

τ33

(T v)3 − q3




.

Vektorový zápis rovnic zákon̊u zachováńı

∂w

∂t
+

3∑

s=1

∂f s(w)

∂xs

= F (w) +
3∑

s=1

∂Ss(w,∇w)

∂xs

v M, (1.4)

kde
w = (ρ, ρv1, ρv2, ρv3, E)T

je vektor neznámých,

f s(w) =




ρvs

ρv1vs

ρv2vs

ρv3vs

Evs




představuje tzv. fyzikálńı tok a

F (w) =




0
ρf1

ρf2

ρf3

ρf · v + ρq




, Ss(w,∇w) =




0
τs1

τs2

τs3

(T v)s − qs




jsou členy vystupuj́ıćı na pravé straně rovnice. Zde w je stavový vektor a f s, s =
1, 2, 3 jsou nevazké (Eulerovy) toky, Ss, s = 1, 2, 3, jsou vazké toky.

Zanedbáme-li v tomto př́ıpadě vazkou část T ′ tenzoru napět́ı, dostaneme Eu-
lerovy rovnice

∂w

∂t
+

3∑

s=1

∂f s(w)

∂xs

= 0 v M. (1.5)
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2. Odvozeńı SWE

V této kapitole poṕı̌seme dva zp̊usoby formulace rovnic popisuj́ıćı prouděńı
mělké vody. V obou př́ıpadech budeme zjednodušovat rovnice (1.1)-(1.3). Pomoćı
prvńıho odvozeńı dokážeme, že rovnice pro mělkou vodu lze zapsat ve formálně
stejném tvaru jako rovnice (1.4), kde ovšem vektor w nebude mı́t význam výše
uvedených fyzikálńıch veličin, ale jiných. Druhým odvozeńım źıskáme hyperbo-
lický systém rovnic.

2.1 Formulace I.

Necht’ je v IR3 dán kartézský systém souřadnic a čas t ≥ 0. Budeme modelovat
prouděńı tekutiny v oblasti, jež je touto tekutinou vyplněna. Předpokládáme, že
fyzikálńı oblast je široká a ńızká, tj. pro každé t ≥ 0 je oblast neomezená v rovině
určené osami x1 a x2 a je omezená ve směru osy x3, a to zdola funkćı z = z(x1, x2)
(funkce popisuj́ıćı dno oblasti vyplněné tekutinou, nezáviśı na čase) a shora funkćı
H = H(x1, x2, t) (funkce popisuj́ıćı volnou hladinu tekutiny). Oblast vyplněná
tekutinou v čase t ≥ 0 je tedy množina

Qt =
{
(x1, x2, x3) ∈ IR3; x1 ∈ IR, x2 ∈ IR, z(x1, x2) < x3 < H(x1, x2, t)

}
,

viz obrázek 2.1.

x1x2

x3

h = h(x1, x2, t)

z(x1, x2)

H(x1, x2, t)

Obrázek 2.1: Oblast Qt vyplněná tekutinou (řez).

Necht’ funkce H a z jsou tř́ıdy C1 na př́ıslušných podmnožinách množiny M.
Z předchoźı kapitoly předpokládáme hladkost funkćı vystupuj́ıćıch v rovnićıch
zákon̊u zachováńı. Symbolem D

Dt
rozumı́me tzv. materiálovou derivaci, tj.

Du

Dt
=

∂u

∂t
+ v · ∇u,

kde v je rychlost.
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Pro prouděńı tekutiny v malých hloubkách plat́ı následuj́ıćı okrajové podmı́nky,
které jsou kĺıčové pro odvozeńı rovnic pro mělkou vodu (z d̊uvodu větš́ı přehlednosti
neṕı̌seme argumenty funkćı):

• Na hladině jsou dány okamžitá změna veličiny x3 −H a nulový tlak, tj. pro
t > 0, x1 ∈ IR, x2 ∈ IR, x3 = H(x1, x2, t) plat́ı

D

Dt
(x3 − H) = 0 a p = 0. (2.1)

• Na dně uvažujeme nulové změny veličiny x3 − z, tj. pro t ≥ 0, x1 ∈ IR,
x2 ∈ IR, x3 = z(x1, x2) plat́ı

D

Dt
(x3 − z) = 0. (2.2)

• Dále uvnitř oblasti (t ≥ 0, x ∈ Qt) plat́ı

Dv3

Dt
= 0. (2.3)

Předpokládejme, že prouděńı je nestlačitelné, tzn.

ρ = konst, (2.4)

nevazké (⇒ vazká část T ′ tenzoru napět́ı T je nulová matice) a adiabatické (tj.
hustota tepelných zdroj̊u q = 0 a tepelný tok q = 0). Dále předpokládejme, že
jedinou vněǰśı silou p̊usob́ıćı na tekutinu je gravitace, tj.

f =




0
0
−g


 ,

kde g = 9.81 je konstanta gravitačńıho zrychleńı.
Využit́ım těchto předpoklad̊u se rovnice (1.1) - (1.3) redukuj́ı na systém (na

množině M)

div(v) = 0,

∂ρvi

∂t
+ div(ρviv) = −ρgδi3 + div(−pI)i, i = 1, 2, 3,

∂E

∂t
+ div(Ev) = −ρgv3 + div(−pIv).

(2.5)

Úpravou druhé a třet́ı rovnice, využit́ım (2.4) a přepsáńım do vektorového tvaru
dostaneme

div(v) = 0 v M, (2.6)

ρ
Dv

Dt
= ρ




0
0
−g


−∇p v M, (2.7)

∂E

∂t
+ div(Ev) = −ρgv3 −∇p · v v M. (2.8)
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Vid́ıme, že se jedná o systém pěti rovnic o pěti neznámých p, v1, v2, v3 a E. Zároveň
v prvńıch čtyřech rovnićıch se nevyskytuje E. Proto se nadále budeme zabývat
pouze řešeńım prvńıch 4 rovnic, nebot’ budeme-li znát jejich řešeńı, budeme na
jejich základě schopni z páté rovnice vypoč́ıtat hodnoty E. Dostáváme pro 4
neznámé systém 4 rovnic pro mělkou vodu

div(v) = 0 v M,

ρ
Dv

Dt
= ρ




0
0
−g


−∇p v M.

(2.9)

2.2 Formulace II.

Předchoźı zápis rovnic pro mělkou vodu se ovšem v literatuře obvykle nevy-
skytuje. Důvodem je, že rovnice pro mělkou vodu jsou častěji formulovány ne
pro tlak p a rychlost v, ale pro hloubku h a rychlost v. Hloubka h je definována
následovně

h = H − z,

tedy jako vzdálenost hladiny ode dna (viz obrázek 2.1). Rovnice t́ımto zp̊usobem
přeformulujeme.

Ze čtvrté rovnice (2.9) ρ D
Dt

v3 = −ρg − ∂p

∂x3
a z předpokladu (2.3) D

Dt
v3 = 0

dostaneme

0 = −ρg − ∂p

∂x3

,

∂p

∂x3

= −ρg.

Integraćı źıskáme
p = −ρgx3 + c(x1, x2, t). (2.10)

Z okrajové podmı́nky pro tlak (2.1) dostaneme

0 = −ρgH + c(x1, x2, t) ⇔ c(x1, x2, t) = ρgH.

Dosazeńım předchoźı rovnice do (2.10) obdrž́ıme

p = ρg(−x3 + H). (2.11)

Lemma 1. Necht’ plat́ı (2.1), (2.3) a (2.7). Necht’ vi ∈ C2(M) pro i = 1, 2,
p ∈ C1(M) a ρ = konst. Pak v1, v2 nezáviśı na x3.

D̊ukaz. Pro i = 1, 2 źıskáme ze vztahu (2.7) rovnost

ρ
Dvi

Dt
= − ∂p

∂xi

.

Protože funkce H je nezávislá na proměnné x3 a plat́ı (2.4), plyne z předchoźıho
vztahu pro p, že funkce ∂p

∂x1
, ∂p

∂x2
také nezáviśı na x3 a proto i Dv1

Dt
, Dv2

Dt
jsou

nezávislé na x3. Kdyby vi, i = 1, 2 záviselo na x3, pak by

Dvi

Dt
=

∂vi

∂t
+ v · ∇vi

8



záviselo na x3 a to je spor, nebot’ Dvi

Dt
na x3 nezáviśı. Odtud dostáváme, že funkce

vi, i = 1, 2 nezáviśı na x3.

Volná hladina H je dána hloubkou vody h a dna z. Známe-li funkci h, můžeme
určit tlak p.

Poznámka 2. Pro účely odvozeńı rovnic předpokládáme libovolnou dostatečnou
hladkost funkćı, zde tedy např. vi ∈ C2(M). Při formulaci rovnic však jǐz takovou
hladkost požadovat nebudeme.

V následuj́ıćım textu přeformulujeme rovnice (2.9) do systému hyperbolických
rovnic vektorové funkce w = (h, hv1, hv2)

T.

Rovnice kontinuity

K odvozeńı následuj́ıćıho zápisu rovnice kontinuity je v literatuře vždy použitá
Leibnizova formule. Nám se povedlo obej́ıt Leibnitzovu formuli a to tak, že jsme
využili nezávislosti v1 a v2 na x3.

Nejprve zintegrujeme prvńı rovnici (2.9) podle x3 s mezemi z a H dostaneme

∫ H

z

(
∂v1

∂x1

+
∂v2

∂x2

+
∂v3

∂x3

)
dx3 = 0 (2.12)

Z lemmatu 1 v́ıme, že v1, v2 nezáviśı na x3, tedy plat́ı

(H − z)
∂v1

∂x1

+ (H − z)
∂v2

∂x2

+ v3

∣∣∣∣
x3=H

− v3

∣∣∣∣
x3=z

= 0 (2.13)

Nyńı chceme upravit členy v3

∣∣∣∣
x3=H

a v3

∣∣∣∣
x3=H

. Využijeme podmı́nky (2.1), jej́ım

rozepsáńım dostaneme

0 =
D

Dt
(x3 − H)

∣∣∣∣
x3=H

=

(
∂

∂t
(x3 − H) + (v · ∇)(x3 − H)

) ∣∣∣∣
x3=H

=




∂x3

∂t︸︷︷︸
=0

−∂H

∂t
+ v1

∂x3

∂x1︸︷︷︸
=0

−v1
∂H

∂x1

+ v2
∂x3

∂x2︸︷︷︸
=0

−v2
∂H

∂x2

+ v3
∂x3

∂x3︸︷︷︸
=1

−v3
∂H

∂x3︸︷︷︸
=0



∣∣∣∣
x3=H

= v3

∣∣∣∣
x3=H

− ∂H

∂t
− v1

∂H

∂x1

− v2
∂H

∂x2

.

(2.14)

Odtud vyjádř́ıme v3

∣∣∣∣
x3=H

a máme vztah

v3

∣∣∣∣
x3=H

=
∂H

∂t
+ v1

∂H

∂x1

+ v2
∂H

∂x2

. (2.15)

Analogicky dostaneme z podmı́nky (2.2) vztah

v3

∣∣∣∣
x3=z

=
∂z

∂t
+ v1

∂z

∂x1

+ v2
∂z

∂x2

. (2.16)
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Dosazeńım (2.15) a (2.16) do rovnice (2.13) zjist́ıme, že

(H − z)
∂v1

∂x1

+ (H − z)
∂v2

∂x2

+
∂H

∂t
+ v1

∂H

∂x1

+ v2
∂H

∂x2

− ∂z

∂t
− v1

∂z

∂x1

− v2
∂z

∂x2

= 0,

přerovnáme členy

(H − z)
∂v1

∂x1

+ (H − z)
∂v2

∂x2

+
∂(H − z)

∂t
+ v1

∂(H − z)

∂x1

+ v2
∂(H − z)

∂x2

= 0.

Vı́me, že H − z = h. Dosazeńım za H − z do předchoźı rovnice obdrž́ıme

h
∂v1

∂x1

+ h
∂v2

∂x2

+
∂h

∂t
+ v1

∂h

∂x1

+ v2
∂h

∂x2

= 0.

Dostáváme modifikovanou rovnici kontinuity pro mělkou vodu

∂h

∂t
+

∂hv1

∂x1

+
∂hv2

∂x2

= 0. (2.17)

Pohybové rovnice

Dále přeformulujeme rovnice (2.7).
Vyjdeme z modifikované rovnice kontinuity (2.17), vynásob́ıme j́ı vs, s = 1, 2

∂h

∂t
vs +

∂hv1

∂x1

vs +
∂hv2

∂x2

vs = 0. (2.18)

Z prvńı a druhé rovnice (2.7) plat́ı

ρ
D

Dt

(
v1

v2

)
= ρ

(
0
0

)
−
(

∂p

∂x1
∂p

∂x2
.

)

Pro třet́ı rovnici (2.7) jsme výše ukázali, že za daných okrajových podmı́nek a
podmı́nky (2.3) je tato rovnice ekvivalentńı s

p = ρg(−x3 + H), H = h + z.

Odsud plyne, že

∂p

∂xs

= ρg
∂H

∂xs

= ρg

(
∂h

∂xs

+
∂z

∂xs

)
, s = 1, 2.

Z předchoźıho vztahu dosad́ıme do s-té rovnice vztahu (2.7), s = 1, 2, vyděĺıme
ρ (předpokládáme, že ρ > 0) a dostaneme

∂vs

∂t
+ v1

∂vs

∂x1

+ v2
∂vs

∂x2

= −g
∂h

∂xs

− g
∂z

∂xs

/ · h,

∂vs

∂t
h + v1

∂vs

∂x1

h + v2
∂vs

∂x2

h = −gh
∂h

∂xs

− gh
∂z

∂xs

, s = 1, 2.
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Posledńı rovnici sečteme s rovnićı (2.18) a obdrž́ıme

∂
∂t

(hvs)︷ ︸︸ ︷
∂h

∂t
vs +

∂vs

∂t
h +

∂
∂x1

(v1vsh)

︷ ︸︸ ︷
∂hv1

∂x1

vs + v1
∂vs

∂x1

h +

∂
∂x2

(v2vsh)

︷ ︸︸ ︷
∂hv2

∂x2

vs + v2
∂vs

∂x2

h = −gh
∂h

∂xs︸ ︷︷ ︸
∂

∂xs
(− 1

2
gh2)

−gh
∂z

∂xs

,

tedy pro s = 1, 2

∂

∂t
(hvs) +

∂

∂x1

(v1vsh + δs1
1

2
gh2) +

∂

∂x2

(v2vsh + δs2
1

2
gh2) = −gh

∂z

∂xs

.

Předchoźı text byl čerpán z diplomové práce [8].

Rovnice pro mělkou vodu

Definujme nyńı ∀t ∈ (0, T ) oblast

Q̃ :=
{
(x1, x2) ∈ IR2; (x1, x2, x3) ∈ Qt pro nějaké x3 ∈ IR

}
,

necht’ Qt jsou takové, že Q̃ je omezená. Q̃ již nezáviśı na t, nebot’ jediná část
hranice Qt, která záviśı na t, je množina {x3 = H(x1, x2, t)}, ta již ovšem v Q̃
nevystupuje. Dále bud’

M̃ :=
{

(x, t); x ∈ Q̃, t ∈ (0, T )
}
⊂ IR3.

Dı́ky této volbě Q̃ je M̃ ⊂ M, čehož na následuj́ıćıch řádćıch využijeme.
Nakonec dostáváme rovnice pro mělkou vodu zformulované pro hloubku h a rych-
lost v (v množině M̃)

∂

∂t




h
hv1

hv2


+

∂

∂x1




hv1

hv2
1 + 1

2
gh2

hv2v1


+

∂

∂x2




hv2

hv1v2

hv2
2 + 1

2
gh2




=




0
−gh ∂z

∂x1

−gh ∂z
∂x2


 . (2.19)

Tyto rovnice lze zapsat ve vektorovém tvaru, který formálně odpov́ıdá tvaru
rovnice (1.4) (kde na pravé straně vystupuje pouze jeden člen), a to

∂w

∂t
+

2∑

s=1

∂f s(w)

∂xs

= s(w) v M̃, (2.20)

kde

w =




h
hv1

hv2


 , f s(w) =




hvs

hv1vs + δs1
1
2
gh2

hv2vs + δs2
1
2
gh2


 , s = 1, 2,

s(w) = −gh




0
∂z
∂x1
∂z
∂x2


 .
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Rovnice (2.19), kde funkce h = h(x1, x2, t), v1 = v1(x1, x2, t), v2 = v2(x1, x2, t),
resp. z = z(x1, x2) jsou tř́ıdy C1 na M̃, resp. na Q̃ ∀t ∈ (0, T ), se nazývaj́ı rovnice
pro mělkou vodu (zkratka SWE anglického shallow water equations). Někdy je
můžeme naj́ıt i pod názvem Saint-Venantovy rovnice.
Vektor pravé strany

s(w) = −gh




0
∂z
∂x1
∂z
∂x2




se nazývá zdrojový člen (angl. source term).

Důvodem, proč jsme odvodili systém (2.20) podle [10] bylo ukázat, že i přesto,
že rovnice mělké vody popisuj́ı nestlačitelné prouděńı, tvoř́ı formálně (pokud za-
nedbáme zdrojové členy) hyperbolický systém podobný systému pro Eulerovy
rovnice pro stlačitelný tok (1.5).
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3. Rovnice mělké vody

V předchoźı kapitole jsme si odvodili rovnice mělké vody (2.20) z obecných
rovnic dynamiky tekutin. Vektorový zápis rovnic mělké vody

∂w

∂t
+

2∑

s=1

∂

∂xs

f s(w) = s(w), (3.1)

s toky

f s(w) = (hvs, hv1vs + δs1
1

2
gh2, hv2vs + δs2

1

2
gh2)T

a zdrojovým členem
s(w) = (0,−gh∇z)T.

Neznámé veličiny w = w(x, t), x ∈ IR2 tvoř́ı vektor w ≡ (h, q)T ≡ (h, hv)T ≡
(h, hv1, hv2)

T, kde h a v označuje výšku hladiny a rychlost. Gravitačńı konstanta
g > 0 a funkce popisuj́ıćı dno z = z(x) jsou dány. Toky f s jsou definovány na
oblasti

D =
{
w = (h, q1, q2)

T ∈ IR3; h > 0
}

.

Dále se budeme také zabývat následuj́ıćımi rovnicemi pro mělkou vodu. Do-
staneme je tak, že polož́ıme v2 ≡ 0 a ∂

∂x2
≡ 0:

∂

∂t

(
h

hv1

)
+

∂

∂x1

(
hv1

hv2
1 + 1

2
gh2

)
=

(
0

−gh dz
dx1

)
, (3.2)

x1 ∈ (a1, b1), t ∈ (0, T ).

Rovnice (3.2), kde funkce h = h(x1, t), v1 = v1(x1, t), resp. z = z(x1) jsou tř́ıdy C1

na (a1, b1)× (0, T ), resp. na (a1, b1), a1, b1 ∈ IR, a1 < b1 se nazývaj́ı jednorozměrné
rovnice pro mělkou vodu (angl. one-dimensional shallow water equations).

Poznámka 3. Takto zformulované rovnice pro mělkou vodu dávaj́ı z fyzikálńıho
hlediska smysl pouze v jedné nebo ve dvou dimenźıch. D̊uvodem je, že neznámá
funkce h reprezentuje doplňkovou dimenzi. To je rozd́ıl např. oproti Navier-Stokesovým
nebo Eulerovým rovnićım, které popisuj́ı prouděńı i ve třech dimenźıch.

Je obecně známo, jaké vlastnosti maj́ı Eulerovy rovnice, např́ıklad jsou homo-
genńı, hyperbolické a rotačně invariantńı. Existuj́ı numerická schémata, která při
řešeńı Eulerových rovnic těchto vlastnost́ı využ́ıvaj́ı. Zjǐst’ujeme, zda následuj́ıćı
vlastnosti nemaj́ı rovnice pro mělkou vodu. To by umožnilo aplikovat př́ıslušná
schémata na rovnice pro mělkou vodu. Čerpali jsme z [8], [2], [3] a [7].

3.1 Homogenita

Vektorové funkce f s, s = 1, 2 jsou homogenńı zobrazeńı 1.̌rádu jestliže,

f s(αw) = αf s(w) pro ∀α > 0, s = 1, 2.
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Vlastnost homogenity známá pro Eulerovy rovnice

f s(w) = As(w)w, (3.3)

kde As(w) je Jacobiho matice Eulerova toku f s, s = 1, 2.
Tato rovnost pro SWE bohužel neplat́ı. Lze ale dokázat, že

f s(w) = As(w)w −




0
1
2
gh2δs1

1
2
gh2δs2


 , s = 1, 2 (3.4)

kde

As(w) =
Df s(w)

Dw
=

(
∂f si(w)

∂wj

)3

i,j=1

(3.5)

plat́ı homogenńı vlastnost pro SWE.

3.2 Rotačńı invariantnost rovnic mělké vody

Uvažujme ortonormálńı transformaci souřadnic

x̃ = Q0x + x̃0, (3.6)

kde Q0 ∈ IR2×2, QT
0 Q0 = Q0Q

T
0 = I a x̃0 ∈ IR2.

Věta 1. Vektorová funkce w = w(x, t) řeš́ı (v klasickém smyslu) systém SWE
(3.1) právě tehdy, když funkce

w̃ = w̃(x̃, t) = Qw(Q−1
0 (x̃ − x̃0), t)

řeš́ı transformovaný systém

∂w̃

∂t
+

2∑

s=1

∂

∂x̃s

fs(w̃) = s(w̃). (3.7)

Kde matice Q je definována v (3.9).

Tuto vlastnost nazýváme rotačńı invariantnost rovnic mělké vody.

Věta 2. Rovnice pro mělkou vodu (3.1) jsou rotačně invariantńı.

D̊ukaz. Lze naj́ıt v diplomové práci [8] věta 2.2 str.28.

Rotačńı invariance může být také uvedena jako vlastnost toku f s.

P (w,n) =
2∑

s=1

nsf s(w) (3.8)

nazýváme tok veličiny w ve směru n = (n1, n2)
T, |n| = 1. Řekneme, že tok ve

směru je rotačně invariantńı, jestliže

P (Qw, Q0n) = QP (w,n), Q =

(
1 0
0 Q0

)
∈ IR3×3 (3.9)

pro všechna n ∈ IR2 a všechny ortonormálńı matice Q0.
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Lemma 2. Necht’ w ∈ D a n ∈ IR2, |n| = 1. Potom

P (w,n) = Q−1f 1(Qw), Q0 = Q0(n) =

(
n1 n2

−n2 n1

)
. (3.10)

D̊ukaz. Matice Q0 je ortogonálńı a plat́ı Q0n = (1, 0)T. Z (3.9) vyplývá

P (w,n) = Q−1P (Qw, Q0n) = Q−1


(Q0n)1︸ ︷︷ ︸

=1

f 1(Qw) + (Q0n)2︸ ︷︷ ︸
=0

f 2(Qw)




= Q−1f 1(Qw).

Poznámka 4. Potom plat́ı

2∑

s=1

nsf s(w) = Q−1f 1(Qw).

Věta 3. Tok ve směru je rotačně invariantńı.

D̊ukaz. Důkaz spoč́ıtá v ověřeńı definice (3.9). Plat́ı, že q = hv.

P (w,n) =
2∑

s=1

nsf s(w) = n1




hv1

hv1v1 + 1
2
gh2

hv2v1


+ n2




hv2

hv1v2

hv2v2 + 1
2
gh2




= (n1v1 + n2v2)




h
hv1

hv2


+

1

2
gh2

(
0
n

)

=

(
n1hv1 + n2hv2

h

)(
h
q

)
+

1

2
gh2

(
0
n

)

=
nTq

h

(
h
q

)
+

1

2
gh2

(
0
n

)
.

P (Qw, Q0n) =
(Q0n)T

Q0q

h

(
h

Q0q

)
+

1

2
gh2

(
0

Q0n

)

=
nTq

h
Q

(
h
q

)
+

1

2
gh2Q

(
0
n

)
= QP (w,n)

3.3 Hyperbolicita rovnic mělké vody

Pro dostatečně hladké funkce lze už́ıt větu o derivaci složené funkce a rovnici
(2.20) dostaneme v tzv. kvazilineárńım tvaru

∂w

∂t
+

2∑

s=1

As(w)
∂w

∂xs

= s(w) v M̃, (3.11)

kde As(w) je Jacobiho matice zobrazeńı f s, s = 1, 2.
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Definice 1. Systém (3.11) se nazývá hyperbolický v oblasti D ∈ IR3, pokud
všechna řešeńı λj = λj(w,n), j = 1, . . . 3, algebraické rovnice třet́ıho stupně

det

(
λI −

2∑

s=1

nsAs(w)

)
= 0

jsou reálná pro každé n = (n1, n2)
T ∈ IR2 a w ∈ D. λj nazýváme zobecněnými

vlastńımi č́ısly. Pokud jsou nav́ıc zobecněná vlastńı č́ısla jednoduchá, pak je systém
nazýván ostře hyperbolický.
Řekneme, že systém je (ostře) diagonálně hyperbolický, jestlǐze matice
P :=

∑2
s=1 nsAs(w) je diagonalizovatelná. To znamená, že existuje regulárńı ma-

tice T = T(w,n) taková, že

T−1PT = Λ = Λ(w,n) = diag(λ1, . . . , λ3).

Podle (3.10) stač́ı k ověřeńı hyperbolicity systému (3.11) pouze tok f 1.

Lemma 3. Jakobiho matice A1 funkce f1 má následuj́ıćı tvar

A1(w) =




0 1 0
−v2

1 + gh 2v1 0
−v1v2 v2 v1


 . (3.12)

D̊ukaz. Označme w = (w1, w2, w3)
T = (h, hv1, hv2)

T. Pak lze f1(w) přepsat
následovně

f1(w) =




hv1

hv2
1 + 1

2
gh2

hv1v2


 =




w2
w2

2

w1
+ 1

2
gw2

1
w2w3

w1


 .

Pak

A1(w) =
Df 1(w)

Dw
=

(
∂f 1i(w)

∂wj

)3

i,j=1

=




0 1 0

−w2
2

w2
1

+ gw1 2w2

w1
0

−w2w3

w2
1

w3

w1

w2

w1


 =




0 1 0
−v2

1 + gh 2v1 0
−v1v2 v2 v1


 .

(3.13)

Lemma 4. Označme c =
√

gh. Matice A1(w) má vlastńı č́ısla

λ̃1(w) = v1 − c, λ̃2(w) = v1, λ̃3(w) = v1 + c. (3.14)

Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory maj́ı tvar

r1(w) =




1
v1 − c

v2


 , r2(w) =




0
0
1


 , r3(w) =




1
v1 + c

v2


 . (3.15)

D̊ukaz. Důkaz lze provést př́ımým výpočtem. Vlastńı č́ısla spočteme z rovnos-
ti det(A1(w) − λ̃I) = 0. Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory pak spočteme z rovnice
(A1(w) − λ̃iI)ri = 0, pro i = 1, 2, 3.
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Lemma 5. Vlastńı č́ısla matice A1(w) |n| jsou

λ̃1(w) = (v1 − c), λ̃2(w) = v1, λ̃3(w) = (v1 + c).

Zbývá vyjádřit vlastńı č́ısla matice P(w,n) a to jako vlastńı č́ısla matice
A1(w) |n|:

λP

1(w) = λ
A1|n|
1 (Qw) = n · v − c,

λP

2(w) = λ
A1|n|
2 (Qw) = n · v,

λP

3(w) = λ
A1|n|
3 (Qw) = n · v + c,

z čehož plyne následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 4. Rovnice mělké vody (2.20) tvoř́ı ostře diagonálně hyperbolický systém
pro w ∈ D, 0 6= n ∈ IR2.

D̊ukaz. Matici T vytvoř́ıme z vlastńıch vektor̊u, které ṕı̌seme po sloupćıch, tj.

T =
(
r1(w) r2(w) r3(w)

)
=




1 0 1
v1 − c 0 v1 + c

v2 1 v2


 . (3.16)

Plat́ı

T−1 =




v1+c
2c

− 1
2c

0
−v2 0 1
−v1−c

2c
1
2c

0


 . (3.17)

Pak

T−1A1T =




v1+c
2c

− 1
2c

0
−v2 0 1
−v1−c

2c
1
2c

0






0 1 0
−v2

1 + gh 2v1 0
−v1v2 v2 v1






1 0 1
v1 − c 0 v1 + c

v2 1 v2




=




v2
1
−c2

2c
c+v1−2v1

2c
0

−v1v2 −v2 + v2 v1
−v2

1
+c2

2c
−v1+c+2v1

2c
0







1 0 1
v1 − c 0 v1 + c

v2 1 v2




=




(v2
1
−c2)−(v1−c)2

2c
0 0

0 v1 0

0 0
(−v2

1
+c2)+(v1+c)2

2c


 =




v1 − c 0 0
0 v1 0
0 0 v1 + c


 = Λ.

Explicitńı vzorce pro vlastńı č́ısla a vektory (3.14) - (3.15) jsou d̊uležité na
konstrukci numerických tok̊u na základě přibližných Riemannových řešič̊u, jako
je např. Vijayasundaramův numerický tok (viz sekce 3.2 v [7]).
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3.4 Počátečńı - okrajová úloha

U některých problémů s hladkými počátečńı daty vznikaj́ı nespojitosti fy-
zikálńıch veličin v konečném čase. Z toho d̊uvodu se zavád́ı slabá formulace PDE
(parciálńıch diferenciálńıch rovnic) a okrajových podmı́nek.

Abychom našli výchoźı bod pro diskretizaci, potřebujeme formulaci úlohy s
počátečńı a okrajovou podmı́nkou na ohraničené oblasti a v konečném časovém
intervalu (0, T ).

Jednorozměrné rovnice pro mělkou vodu (3.2)

∂

∂t

(
h

hv1

)
+

∂

∂x1

(
hv1

hv2
1 + 1

2
gh2

)
=

(
0

−gh dz
dx1

)
,

x1 ∈ (a1, b1), t ∈ (0, T ).

kde (a1, b1) ∈ IR. Předeṕı̌seme počátečńı podmı́nku

w(x, 0) = w0(x), x ∈ Ω, (3.18)

kde w0 je daná funkce.
Otázka okrajových podmı́nek pro nelineárńı systémy je delikátńı problém

(v́ıce lze naj́ıt v [1]). Volba okrajových podmı́nek je obecně fyzikálńı problém, ale
muśı odpov́ıdat matematickému charakteru řešených rovnic. Předeṕı̌seme okra-
jové podmı́nky ve tvaru

w(x, t) − B(x,w(x, t)) = 0, (3.19)

kde B : ∂Ω ×D ×D → D je dané zobrazeńı, D ∈ IR2. Motivace k tomuto zápisu
bude jasná později. Zobrazeńı B představuje extrapolaci postupu použ́ıvanou v
metodě konečných objemů. T́ımto zp̊usobem je možné předepsat několik typ̊u
okrajových podmı́nek, a to

• Předepsaná výška hladiny

B(x, (h, q1)
T ) = B(x, (hD(x), q1)

T), x ∈ ∂Ω, (h, q1) ∈ D. (3.20)

kde hD : ∂Ω → IR je daná funkce.

• Předepsaná veličina q = hv

B(x, (h, q1)
T) = B(x, (h, qD

1 (x))T), x ∈ ∂Ω, (h, q1) ∈ D. (3.21)

kde qD
1 : ∂Ω → IR je daná vektorová funkce.

• Podmı́nky
B(x,w) = w, x ∈ ∂Ω, w ∈ D. (3.22)

Pro jednoduchost nebudeme uvažovat nulové okrajové podmı́nky (např. nepro-
pustnou stěnu), tzn. tyto podmı́nky nejsou zahrnuty ve (3.19).
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4. Metoda konečných objemů

4.1 Odvozeńı obecného schématu metody ko-

nečných objemů

Necht’ Ω ⊂ IRN je oblast vyplněná tekutinou, kde N ∈ {1, 2}. Předpokládáme,
že v př́ıpadě jedné dimenze se jedná o úsečku. V př́ıpadě dvou dimenźı necht’ je
Ω polygon. Nadále budeme popisovat pouze př́ıpad dvou dimenźı, př́ıpad jedné
dimenze je př́ımým zjednodušeńım.

Necht’ J ⊂ {0, 1, ..., n} je indexová množina a h > 0 je krok śıtě. Předpokládáme,
že Di, i ∈ J jsou uzavřené vzájemně disjunktńı mnohoúhelńıky takové, že

Ω =
⋃

i∈J

Di.

Potom systém Dh = {Di}i∈J nazýváme śıt’ konečných objem̊u v Ω a Di ∈ Dh

nazýváme konečné objemy. Dva konečné objemy Di, Dj ∈ Dh jsou bud’ r̊uzné,
nebo jejich pr̊unik je tvořen část́ı hranice ∂Di a ∂Dj. Jestliže ∂Di∩∂Dj obsahuje
aspoň jednu úsečku (pro N = 2), pak nazýváme Di a Dj sousedńımi konečnými
objemy (nebo jednoduše sousedy). Pro dva sousedy Di, Dj ∈ Dh polož́ıme

Γij = ∂Di ∩ ∂Dj = Γji. (4.1)

Dále budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı:
|Di| = N -rozměrná mı́ra Di = plocha Di jestliže N = 2,
|Γij| = (N − 1)-rozměrná mı́ra Γij = délka Γij jestliže N = 2,
nij = ((nij)1, . . . , (nij)N)T = jednotková vněǰśı normála k ∂Di na Γij,
hi = diam(Di),
h = supi∈J hi,

|∂Di| = (N − 1)-rozměrná mı́ra ∂Di,
s(i) = {j ∈ J ; j 6= i,Dj je soused Di}.

Zřejmě plat́ı, že nij = −nji.
Dále S(i) = indexová množina obsahuj́ıćı informace o

(i) sousedech,

(ii) hranách ∂Di, kde je předepsána okrajová podmı́nka.

Poznamenejme, že s(i) ⊂ S(i). Detaily viz [2], strana 186.

Poznámka 5. Obvykle je Γij tvořena konečným počtem βij ∈ IN , tj.:

Γij =

βij⋃

α=1

Γα
ij.

Budeme pro jednoduchost předpokládat, že Γij je tvořena pouze jedńım prvkem,
tzn. βij = 1 (úsečkou pro N = 2).

19



Množinu M̃ si formálně rozděĺıme na oblast Ω a časový interval (0, T ), tj.

M̃ = Ω × (0, T ).
Sestrojme děleńı 0 = t0 < t1 < . . . časového intervalu [0, T ] a označme τk =
tk+1 − tk časový krok mezi tk a tk+1, k ∈ IN0.
Předpokládejme, že w : Ω × [0, T ] → IRN+1 je klasické řešeńı rovnic pro mělkou
vodu (2.20)

∂w

∂t
+

N∑

s=1

∂fs(w)

∂xs

= s(w) v QT = Ω × (0, T ). (4.2)

Integrováńım rovnice (4.2) přes množinu Di×(tk, tk+1) a použit́ım Greenovy věty
na Di dostaneme

∫

Di

w(x, t) dx

∣∣∣∣
t=tk+1

t=tk

+

∫ tk+1

tk

(∫

∂Di

N∑

s=1

fs(w)ns dS

)
dt =

∫ tk+1

tk

(∫

Di

s(w)dx

)
dt,

(4.3)
kde n = (n1, n2)

T ∈ IR2 je jednotková vněǰśı normála k ∂Di.

Nyńı aproximujeme integrálńı pr̊uměry
∫

Di
w(x, tk)dx/|Di| veličiny w přes

konečný objem Di v časovém okamžiku tk pomoćı wk
i :

wk
i ≈ 1

|Di|

∫

Di

w(x, tk) dx, (4.4)

nazýváme ho hodnotou přiblǐzného řešeńı na objemu Di v čase tk. Můžeme tedy
psát

|Di|
(
wk+1

i − wk
i

)
+

∫ tk+1

tk


∑

j∈S(i)

∫

Γij

N∑

s=1

fs(w(x, t))(nij)s dS


 dt (4.5)

=

∫ tk+1

tk

(∫

Di

s(w)dx

)
dt.

Dále aproximujeme tok
∑N

s=1 fs(w)(nij)s veličiny w přes stěnu Γij ve směru
nij pomoćı tzv. numerického toku H(wk

i ,w
k
j ,nij), závisej́ıćım na hodnotě přibližného

řešeńı wk
i na konečném objemu Di, hodnotě wk

j na Dj a normále nij ve vhodných
časových okamžićıch tk:

N∑

s=1

fs(w)(nij)s ≈ H(wk
i ,w

k
j ,nij), (4.6)

Aproximace zdrojového členu

∫ tk+1

tk

(∫

Di

s(w)dx

)
dt =

∫ tk+1

tk



∫

Di

(−g)h




0
∂z
∂x1
∂z
∂x2


 dx


 dt

=

∫ tk+1

tk

(∫

Di

(−g)h

(
0
∇z

)
dx

)
dt ≈ τk

∫

Di

(−g)

(
0
∇z

)
h(x, tk)dx.
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Stejně jako u aproximace hodnoty integrálu 1
|Di|
∫

Di
w(x, tk)dx aproximujeme

h(x, tk) na Di konstantou hk
i . Dostaneme

∫ tk+1

tk

(∫

Di

s(w)dx

)
dt ≈ τk(−g)hk

i

∫

Di

(
0
∇z

)
dx.

Užit́ı Greenovy věty dává

τk(−g)hk
i

∫

Di

(
0
∇z

)
dx = τk(−g)hk

i

∫

∂Di

z

(
0
n

)
dx

τk(−g)hk
i

∑

j∈S(i)

∫

Γij

z

(
0

nij

)
dx.

Funkci

z

(
0

nij

)

aproximujeme na Γij funkćı Z(zi, zj,nij) závisej́ıćı na hodnotě zi na konečném
objemu Di, hodnotě zj na normále nij, kde

zi =
1

|Di|

∫

Di

z(x)dx (4.7)

označuje integrálńı pr̊uměr funkce z na konečném objemu Di.
Celkově dostáváme schéma metody konečných objemů

wk+1
i = wk

i −
τk

|Di|
∑

j∈S(i)

|Γij|
(
H(wk

i ,w
k
j ,nij) + ghk

i Z(zi, zj,nij)
)
,

Di ∈ Dh, tk ∈ [0, T ).

Funkce H je numerický tok veličiny w a Z aproximace veličiny z na hraně Γij

ve směru normály nij . Označ́ıme-li H̃ := H + ghk
i Z, neboli

H̃(wk
i ,w

k
j , zi, zj,nij) = H(wk

i ,w
k
j ,nij) + ghk

i Z(zi, zj,nij), (4.8)

jedná se opět o numerický tok a ṕı̌seme

wk+1
i = wk

i −
τk

|Di|
∑

j∈S(i)

|Γij| H̃(wk
i ,w

k
j , zi, zj,nij),

Di ∈ Dh, tk ∈ [0, T ).

Definice 2. Definujeme přiblǐzné řešeńı metody konečných objem̊u pro rovnice
mělké vody (2.19)

∂w

∂t
+

N∑

s=1

∂f s(w)

∂xs

= s(w)

jako po částech konstantńı vektorovou funkci wk
h, k = 0, 1, ..., definovanou s.v. v

Ω tak, že wk
h

∣∣∣
D◦

i

= wk
i pro každé i ∈ J , kde D◦

i je vnitřek Di (tj. D◦
i = Di

∖
∂Di),

a wk
i je dáno vztahem

21



wk+1
i = wk

i −
τk

|Di|
∑

j∈S(i)

|Γij| H̃(wk
i ,w

k
j , zi, zj,nij), (4.9)

kde Di ∈ Dh, tk ∈ [0, T ). Funkce wk
h je přiblǐzné řešeńı v čase t = tk. Vektor wk

i

je hodnota přiblǐzného řešeńı na konečném objemu Di v čase tk.
Hodnoty w0

i jsou dány z počátečńı podmı́nky.

4.2 Metoda konečných objemů a numerický tok

pro z = konst.

Pokud z = konst jedná se o př́ıpad plochého dna, tj. plat́ı ∇z = 0 a tedy také
s(w) = 0. Dostáváme metodu konečných objemů následuj́ıćıho tvaru

wk+1
i = wk

i −
τk

|Di|
∑

j∈S(i)

|Γij|H(wk
i ,w

k
j ,nij), (4.10)

Numerický tok H : D ×D × IRN → IRN+1. Necht’ S1 =
{
n ∈ IRN : |n| = 1

}

je jednotková koule v IRN . Požadujeme, aby H byl

(i) definovaný a spojitý na D ×D × S1,

(ii) konzistentńı s tokem f s, tj.:

H(w,w,n) =
N∑

s=1

f s(u)ns, u ∈ D, n ∈ S1,

(iii) konzervativńı, tj.: H(u,v,n) = −H(v,u,−n), u,v ∈ D, n ∈ S1.

Nav́ıc z rotačńı invariance tok̊u můžeme předpokládat, že numerický tok je dán
pomoćı zobrazeńı g : D ×D → IRN+1 tak, že

H(wk
i ,w

k
j ,nij) = Q−1g(Qwk

i , Qwk
j ), wk

i ,w
k
j ∈ D, nij = (n1, n2) ∈ IRN ,

(4.11)
kde

Q =




1 0 0
0 n1 n2

0 n2 −n1


 .

Existuj́ı dva základńı př́ıstupy ke tvorbě numerických tok̊u:

1. Numerický tok může být odvozen z konečných rozd́ıl̊u přibĺıžeńı, např.:
Lax-Friedrichs̊uv numerický tok.

2. Druhá možnost je založena na analýze řešeńı Riemannova problému. Př́ıkladem
je Godun̊uv numerický tok a r̊uzné přibližné Riemannovy řešiče - Vijaya-
sundaramův tok, Roeo tok a Osher-Solomon̊uv tok.

22



4.2.1 Numerický tok Vijayasundaramova typu pro SWE

Odvod́ıme numerický tok Vijayasundaramova typu pro SWE se z = konst.
Vyjdeme z Vijayasundaramova numerického toku pro stlačitelné Eulerovy rovni-
ce:

g(wk
i ,w

k
j ) = A+

1

(
wk

i + wk
j

2

)
wk

i + A−
1

(
wk

i + wk
j

2

)
wk

j , (4.12)

kde A+
1 (nebo A−

1 ) je kladná část (nebo záporná část) matice A1 (pro skalárńı
argumenty máme a+ = max(a, 0), a− = min(a, 0)). Užit́ım diagonálńıho rozkladu
A1 = TΛT−1, kde Λ = diag {λ1, · · · , λN+1}, můžeme zobecnit předchoźı vztah
pro matice argument̊u takto

A±
1 = Tdiag

{
λ±

1 , · · · , λ±
N+1

}
T−1.

Vzorec (4.12) je ekvivalentńı přesnému Riemannovu řešiči pro lineárńı hyper-
bolické systémy. Formulace této vlastnosti pro skalárńı lineárńı problém se dá
snadno zobecnit na hyperbolický lineárńı systém, využ́ıvaj́ıćı diagonálńı rozklad.

Lemma 6. Užijeme Riemann̊uv problém pro skalárńı lineárńı rovnici

∂u

∂t
+ λ

∂u

∂x
= 0, x ∈ IR, t > 0,

u(x, 0) =

{
uL, x < 0,

uR, x < 0.

Potom hodnota toku fλ(u) = λu na př́ımce x = 0 je

fλ(u(0, t)) = λ+uL + λ−uR pro t > 0.

D̊ukaz. Řešeńı je u(x, t) = u0(x − λt). Jestliže λ > 0 pak u(0, t) = uL. Jestliže
λ < 0 pak u(0, t) = uR. V obou př́ıpadech tvrzeńı plat́ı.

Obrázek 4.1: Klasický Riemann̊uv problém.

Vijayasundaramův tok pro Eulerovy rovnice je konzistentńı právě tehdy když
f 1(w) = A1(w)w pro všechny w ∈ D. Tato homogenńı vlastnost je splněna pro
lineárńı systém a pro Eulerovy rovnice, ale neńı splněna pro SWE. Plat́ı

A1(w)w = f 1(w) − 1

2
gh2e2,
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kde pro N = 2 máme w = (h, hv1, hv2)
T a e2 = (0, 1, 0)T (pro N = 1 w =

(h, hv1)
T a e2 = (0, 1)T). Byl v [7] navržen numerický tok Vijayasundaramova

typu, takto

g(wk
i ,w

k
j ) = A+

1

(
wk

i + wk
j

2

)
wk

i + A−
1

(
wk

i + wk
j

2

)
wk

j −
g

2

(
hk

i + hk
j

2

)2

e2.

(4.13)
Následuj́ıćı věta ukazuje, že Vijayasundaramův tok definovaný v (4.13) a (4.11)
je vhodný pro užit́ı v metodě konečných objemů.

Věta 5. Numerický Vijayasundaram̊uv tok definovaný v (4.13) a (4.11) je spojitý,
konzistentńı a konzervativńı.

D̊ukaz. Lze naj́ıt v disertaci [7] - str. 60.

4.2.2 CFL podmı́nka

Nakonec zbývá určit časový krok τk. Protože schéma je explicitńı, muśı být pro
zachováńı stability omezen časový krok τk. Užijeme Courant-Friedrichs-Levyho
(CFL) podmı́nku stability. Vyšetřováńım stability schématu (analogicky jako v
[5]) dostáváme na následuj́ıćı nerovnost

τk ≤ CFL |Di|
λi,max |∂Di|

,

kde CFL ∈ (0, 1) a

λi,max = max
r=1,...,m,j∈S(i)

∣∣λr(w
k
ij,nij)

∣∣ , m = N + 2,

kde λr(w
k
ij,nij) jsou vlastńı č́ısla matice

∑N

s=1(nij)sAs(w
k
ij).

4.3 Metoda konečných objemů a numerický tok

pro z 6= konst.

Nyńı se zaměř́ıme na př́ıpad z 6= konst. Hledáme metodu konečných objemů,
která zachovává stacionárńı řešeńı

h(x, t) = H0 − z(x), v(x, t) = 0, (4.14)

kde v ∈ IRN . Funkce w = (h, hv)T s komponentami danými (4.14) je pro N = 2
řešeńım (2.20). Použijeme po částech konstantńı aproximaci funkce z,

zi =
1

|Di|

∫

Di

z(x)dx, Di ∈ Dh.

Diskrétńı verze (4.14) je

hk
i = H0 − zi, vk

i = 0, Di ∈ Dh, k = 0, 1, . . . , N + 2. (4.15)
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Numerický tok, muśı zachovávat stacionárńı řešeńı (4.15), tj dostáváme metodu
konečných objemů následuj́ıćıho tvaru

wk+1
i = wk

i −
τk

|Di|
∑

j∈S(i)

|Γij| H̃ total(w
k
i ,w

k
j , zi, zj,nij), (4.16)

kde H̃ total je tvaru (4.8). A d́ıky rotačńı invarianci lze psát

H̃ total(w
k
i ,w

k
j , zi, zj,nij) = Q−1gtotal(Qwk

i , Qwk
j , zi, zj),

gtotal(Qwk
i , Qwk

j , zi, zj) = gconv(Qwk
i , Qwk

j , zi, zj) + ghk
i z∗(zi, zj)e2,

(4.17)

kde

z∗(zi, zj) =
zi + zj

2
.

4.3.1 Numerický tok Vijayasundaramova typu pro SWE

Nejprve vysvětĺıme pojem korekce. Za předpokladu, že máme po částech kon-
stantńıho řešeńı (4.15), pak zdroj −gh∇z je Diracova distribuce se středem ve
středu souřadnic. Začneme s analýzou lineárńıho Riemannova problému s Dira-
covou distribućı δ (v bodě x = 0) jako zdrojového členu.

Lemma 7. Necht’ A, B, uL, uR ∈ IR. Uvažujeme Riemann̊uv problém

∂u

∂t
+ A

∂u

∂x
= Bδ, v IR × (0,∞), (4.18)

u(x, 0) = u0(x) =

{
uL, x < 0,

uR, x > 0.
(4.19)

Potom existuje u, které řeš́ı (4.18), (4.19) v následuj́ıćım smyslu:

(1) u ∈ C(
[
0,∞

)
,D′), kde D′ je prostor distribućı na IR,

(2) u splňuje (4.18) ve smyslu distribućı,

(3) u(0) = u0.

Nav́ıc, řešeńı je jednoznačné. Jestlǐze A 6= 0, potom

u(x, t) =

{
u0(x − At) + B/ |A| (x − At)x < 0,

u0(x − At), (x − At)x ≥ 0.
(4.20)

D̊ukaz. Jestliže A 6= 0, potom nám metoda charakteristik dává (4.20). Jestliže
A = 0, potom řešeńı je u = u0+Btδ. Př́ımým výpočtem můžeme ukázat, že (1)-(3)
opravdu plat́ı. Jednoznačnost lze ukázat také užit́ım metody charakteristik.

Aby bylo možné odvodit přibližný Riemann̊uv řešič, potřebujeme hodnotu
toku Au v bodě x = 0. Zanedbáváme skutečnost, že na rozd́ıl od homogenńıho
př́ıpadu tok neńı spojitý na př́ımce x = 0 a použijeme středńı hodnotu

1

2

(
lim

x→0+

Au(x, t) + lim
x→0−

Au(x, t)

)
= A+uL + A−uR +

1

2
BsgnA.
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Všimněme si, že výsledek je ekvivalentńı numerickému toku Vijayasundaramova
typu pro SWE s z = konst (4.12) s př́ıdavnou korekćı 1

2
BsgnA. Zobecnili jsme

výraz na plný systému pomoćı diagonálńıho rozkladu A1. Polož́ıme

Bδ = −gh(n · ∇z) ≈ −gh(zj − zi)δ

a t́ım odvod́ıme numerický tok pro konvektivńı část nehomogenńı rovnice mělké
vody

gconv(Qwk
i , Qwk

j , zi, zj) = A+
1 (w∗)w

k
i + A−

1 (w∗)w
k
j

− 1

2
gh∗(zj − zi)(sgnA1(w∗))e2 −

1

2
gh2

∗∗e2. (4.21)

Funkce h∗∗ a z∗ jsou vhodné aproximace hodnot h a z na hranici Γij. Matice
sgnA1 je definována analogicky jako matice A±

1

sgnA1 = Tdiag {sgnλ1, sgn · · · , sgnλN+1}T−1.

A plat́ı

w∗ =
wk

i + wk
j

2
, h∗ =

hk
i + hk

j

2
,

h∗∗(w
k
i ,w

k
j ) =





hk
j , µ < −1,√

1+µ

2

(
hk

i

)2
+ 1−µ

2

(
hk

j

)2
, −1 < µ < 1,

hk
i , µ > 1,

kde µ = v1,∗√
gh∗

, v1,∗ =
v1,i+v1,j

2
.

Diskrétńı stacionárńı řešeńı (4.15) je zachováno.

4.4 Metoda konečných objemů vyšš́ıho řádu pro

1D úlohu

Metoda konečných objemů s numerickým tokem Vijayasundaramova typu pro
SWE je pouze prvńıho řádu přesnosti v prostorové proměnné. K výpočtu jsme
použ́ıvali po částech konstantńı aproximaci hodnot. V této kapitole využijeme
lineárńı rekonstrukci ke zvýšeńı přesnosti řešeńı na druhý řád. Detailńı popis
lineárńı rekonstrukce je v následuj́ıćı sekci 5.1. Aplikujeme lineárńı rekonstrukci
na následuj́ıćı schéma metody konečných objemů pro úlohu v 1D

wk+1
i = wk

i −
τk

|Di|
∑

j∈S(i)

(
H(wk

i ,w
k
j ,nij) + ghk

i Z(zi, zj,nij)
)
,

Di ∈ Dh, tk ∈ [0, T ).

U metody konečných objemů poč́ıtáme řešeńı ve středech konečných objemů.

Algoritmus lineárńı rekonstrukce:

1. Provedeme pouze jednou lineárńı rekonstrukci na počátečńı hodnoty úlohy
wk

i , dostaneme ŵ
k
i .
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Obrázek 4.2: Lineárńı rekonstrukce.

2. Spočteme si hodnoty v krajńıch bodech daného objemu Di a označ́ıme je
wL

i a wR
i .

3. Aplikujeme limiter popsaný v sekci 5.3.2.

U metody konečných objemů s lineárńı rekonstrukćı nebudeme uvažovat hodnoty
ve středech ale v kraj́ıch bodech wL

i a wR
i daného objemu, tzn. numerický tok

poč́ıtáme z těchto hodnot pomoćı numerického toku Vijayasundaramova typu

wk+1
i = wk

i −
τk

|Di|
(
H(wR

i ,wL
i+1,nij) + H(wL

i ,wR
i−1,nij) + ghk

i Z(zi, zj,nij)
)
,

Di ∈ Dh, tk ∈ [0, T ).
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5. Metoda vyšš́ı přesnosti

Schéma (4.9) je formálně prvńıho řádu přesnosti. To zp̊usobuje, že nespoji-
tosti v řešeńı jsou často rozmazané a některé detaily nejsou zachyceny dostatečně
přesně. Aby se zabránilo tomuto nedostatku, mohou být použité dvě techniky:

1. adaptivńı zjemněńı v bĺızkosti nespojitost́ı,

2. využit́ı tzv. vyšš́ıho řádu přesnosti metody konečných objemů.

Zde se budeme zabývat konstrukćı vyšš́ıho řádu přesnosti metody konečných ob-
jemů pro N=1. Tento př́ıstup je dnes široce použ́ıván jako konkurenčńı metoda k
Nespojité Galerkinově metodě konečných prvk̊u. Je založena na (p− 1)-stupňové
polynomiálńı rekonstrukci wk

i , wk
j ∈ P p−1 po částech konstantńıch řešeńı ko-

nečných objemů, které splňuj́ı

1. 1
|Di|
∫

Di
ŵ

k
i (x)dx = wk

i ,

2. w(x, tk)
∣∣∣
Di

= ŵ
k
i (x) + O(hp), jestliže w ∈ Cp(Ω).

5.1 Lineárńı rekonstrukce

Metoda druhého řádu přesnosti. Provedeme lineárńı rekonstrukci v 1D pro
p=2. Máme konstantńı aproximace wk

i a chceme naj́ıt lineárńı aproximaci ŵ
k
i .

Lineárńı funkci lze zapsat následovně

ŵ
k
i = a(x − xi) + b,

kde xi je těžǐstě objemu v Di (v 1D se jedná o střed intervalu Di) pro ∀i ∈ J .
Hledáme vyjádřeńı a a b. Za x dosad́ıme hodnotu xi a dostaneme

ŵ
k
i (xi) = a(xi − xi) + b = b.

Dále v́ıme, že v lineárńım př́ıpadě je integrálńı sťredńı hodnota funkce rovna
hodnotě funkce v těžǐsti, tzn.: pro ∀p ∈ P 1(Ω)

1

|Di|

∫

Di

p(x)dx = p(xi).

Hledáme ŵ
k
i ∈ P k

i (Ω) =
{

p ∈ P 1(Ω); 1
|Di|
∫

Di
p(x)dx = wk

i

}
. Integrálńı středńı

hodnota ŵ
k
i je rovna hodnotě v těžǐsti, odtud vyjádř́ıme

wk
i = ŵ

k
i (xi). (5.1)

A dostáváme, že
b = wk

i . (5.2)

Pokud jsme v 1D a Di neńı krajńı interval plat́ı, že Di−1, Di+1 jsou sousedy
objemu Di, pak xi−1 a xi+1 rozumı́me jejich středy. Hodnotu a urč́ıme jako ve [4]
tak, aby př́ımka a(x−xi)+wk

i procházela body (xi−1,w
k
i−1) a (xi+1,w

k
i+1). Toho
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nemůžeme obecně doćılit, proto budeme poč́ıtat ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u
tzn.:

ŵ
k
i = arg min

p∈P k
i (Ω)

∑

j∈L(i)

(
wk

j −
1

|Dj|

∫

Dj

p(x)dx

)2

,

kde L(i) je indexová množina objemů obklopuj́ıćıch Di, tj. {i − 1, i + 1}.

Obrázek 5.1: Lineárńı rekonstrukce.

Označme F (a) :=
(
wk

i−1−
[
a(xi−1 − xi) + wk

i

] )2

+
(
wk

i+1−
[
a(xi+1 − xi) + wk

i

] )2

.

Hledáme minimum funkce F , nejprve spočteme jeho derivaci. Položeńım derivace
rovné nule dostaneme minimum.

dF

da
=2
(
wk

i−1 −
[
a(xi−1 − xi) + wk

i

] )
(−1)(xi−1 − xi)

+ 2
(
wk

i+1 −
[
a(xi+1 − xi) + wk

i

] )
(−1)(xi+1 − xi)

=0.

Jelikož v́ıme, že xi−1 < xi < xi−1 máme

a
[
(xi−1 − xi)

2 + (xi+1 − xi)
2
]

= (wk
i−1 − wk

i )(xi−1 − xi) + (wk
i+1 − wk

i )(xi+1 − xi),

a =
(wk

i−1 − wk
i )(xi−1 − xi) + (wk

i+1 − wk
i )(xi+1 − xi)

[(xi−1 − xi)2 + (xi+1 − xi)2]
.

Zjistili jsme, že rovnice má následuj́ıćı tvar

ŵ
k
i =

(wk
i−1 − wk

i )(xi−1 − xi) + (wk
i+1 − wk

i )(xi+1 − xi)

[(xi−1 − xi)2 + (xi+1 − xi)2]
(x − xi) + wk

i . (5.3)

Kv̊uli numerické aplikaci je vhodné vyjádřit rekonstrukci ŵ
k
i = a(x − xi) + b ve

tvaru
ŵ

k
i =

∑

j∈{i}∪L(i)

wk
j Φi,j,

kde Φij jsou polynomy stupně 1 splňuj́ıćı

Φi,j ∈ Pij :=

{
p ∈ P 1(Ω);

1

|Di|

∫

Di

p(x)dx = δij

}
,
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Φi,j = arg min
p∈Pij(Ω)

∑

l∈L(i)

(
δjl −

1

|Dl|

∫

Dl

p(x)dx

)2

.

Hledáme je tedy ve tvaru:

Φi,i =ai(x − xi) + bi,

Φi,i−1 =ai−1(x − xi) + bi−1,

Φi,i+1 =ai+1(x − xi) + bi+1.

Nyńı muśıme spoč́ıtat ai, ai−1, ai+1 a bi, bi−1, bi+1. Chceme rovnice (5.3) vyjádřit
ve tvaru

ŵ
k
i = wk

i−1

(
ai−1(x−xi)+ bi−1

)
+wk

i

(
ai(x−xi)+ bi

)
+wk

i+1

(
ai+1(x−xi)+ bi+1

)

(5.4)
Roznásobeńım (5.3) dostáváme, že

ŵ
k
i =

(
wk

i−1

(xi−1 − xi)

[(xi−1 − xi)2 + (xi+1 − xi)2]
− wk

i

(xi−1 − xi)

[(xi−1 − xi)2 + (xi+1 − xi)2]

+ wk
i+1

(xi+1 − xi)

[(xi−1 − xi)2 + (xi+1 − xi)2]
− wk

i

(xi+1 − xi)

[(xi−1 − xi)2 + (xi+1 − xi)2]

)
(x − xi)

+ wk
i ,

ŵ
k
i = wk

i−1

(
(xi−1 − xi)

[(xi−1 − xi)2 + (xi+1 − xi)2]
(x − xi)

)

+ wk
i

(
(xi − xi−1) + (xi − xi+1)

[(xi−1 − xi)2 + (xi+1 − xi)2]
(x − xi) + 1

)

+ wk
i+1

(
(xi+1 − xi)

[(xi−1 − xi)2 + (xi+1 − xi)2]
(x − xi)

)
.

Porovnáńım tohoto s výrazem (5.4) dostáváme

ai−1 =
(xi−1 − xi)

[(xi−1 − xi)2 + (xi+1 − xi)2]
, bi−1 = 0,

ai =
(xi − xi−1) + (xi − xi+1)

[(xi−1 − xi)2 + (xi+1 − xi)2]
, bi = 1,

ai+1 =
(xi+1 − xi)

[(xi−1 − xi)2 + (xi+1 − xi)2]
, bi+1 = 0.

Jelikož hodnoty ai, ai−1, ai+1, bi, bi−1, bi+1 nezáviśı na wk
i−1 ani na wk

i ani na
wk

i+1. Źıskali jsme požadovaný tvar.

5.2 Kvadratická rekonstrukce

Provedeme kvadratickou rekonstrukci v 1D pro p = 2. Hledáme ŵk
i ve tvaru

ŵk
i = a(x − xi)

2 + b(x − xi) + c (5.5)

tak, aby platilo
1

|Di|

∫

Di

w(x, tk)dx = ŵk
i .
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A zároveň aby
∫

Dj

ŵk
i dx = wk

j |Dj| , pro j ∈ {i − 1, i, i + 1} , (5.6)

kde Di je úsečka a má sousedy Di−1 a Di+1.

Obrázek 5.2: Kvadratická rekonstrukce.

Rozepsáńı levé strany rovnice (5.6) dostaneme

LS =

∫

Dj

ŵk
i dx =

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

(
a(x − xi)

2 + b(x − xi) + c
)
dx

=

[
a(x − xi)

3

3
+

b(x − xi)
2

2
+ cx

]x
j+1

2

x
j− 1

2

=

(
a(xj+ 1

2

− xi)
3

3
+

b(xj+ 1

2

− xi)
2

2
+ cxj+ 1

2

)

−
(

a(xj− 1

2

− xi)
3

3
+

b(xj− 1

2

− xi)
2

2
+ cxj− 1

2

)

=a
(xj+ 1

2

− xi)
3 − (xj− 1

2

− xi)
3

3
+ b

(xj+ 1

2

− xi)
2 − (xj− 1

2

− xi)
2

2
+ c
(
xj+ 1

2

− xj− 1

2

)
.

Rozepsáńım pravé strany rovnice (5.6) źıskáme

PS = wk
j |Dj| = wk

j

(
xj+ 1

2

− xj− 1

2

)
.

Vyděleńım celého výrazu hodnotou
(
xj+ 1

2

− xj− 1

2

)
obdrž́ıme rovnici

a
(xj+ 1

2

− xi)
3 − (xj− 1

2

− xi)
3

3
(
xj+ 1

2

− xj− 1

2

) + b
(xj+ 1

2

− xi)
2 − (xj− 1

2

− xi)
2

2
(
xj+ 1

2

− xj− 1

2

) + c = wk
j ,

pro j ∈ {i − 1, i, i + 1}.
Máme soustavu tř́ı rovnic pro tři neznámé. Pro zjednodušeńı zápisu si zavedeme
značeńı:

Lj,1 =
(xj+ 1

2

− xi)
3 − (xj− 1

2

− xi)
3

3
(
xj+ 1

2

− xj− 1

2

) ,
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Lj,2 =
(xj+ 1

2

− xi)
2 − (xj− 1

2

− xi)
2

2
(
xj+ 1

2

− xj− 1

2

) .

Nejprve z rovnice pro j = i vyjádř́ıme c

c = wk
i − aLi,1 − bLi,2. (5.7)

Dosazeńım do rovnic pro j = i − 1 a j = i + 1 dostaneme

aLj,1 + bLj,2 + wk
i − aLi,1 − bLi,2 = wk

j .

tj.
a(Lj,1 − Li,1) + b(Lj,2 − Li,2) = wk

j − wk
i .

Jelikož v́ıme, že xi−1 < xi < xi+1 dostáváme, že Li+1,2 − Li,2 6= 0 a můžeme
vyjádřit b z rovnice pro j = i + 1

b =
wk

i+1 − wk
i

Li+1,2 − Li,2

− a
Li+1,1 − Li,1

Li+1,2 − Li,2

. (5.8)

Dosad́ıme do rovnice pro j = i − 1 a vyjádř́ıme a

a(Li−1,1 − Li,1) +
wk

i+1 − wk
i

Li+1,2 − Li,2

− a
Li+1,1 − Li,1

Li+1,2 − Li,2

(Li−1,2 − Li,2) = wk
i−1 − wk

i ,

a

(
(Li−1,1 − Li,1) −

Li+1,1 − Li,1

Li+1,2 − Li,2

(Li−1,2 − Li,2)

)
= wk

i−1 − wk
i −

wk
i+1 − wk

i

Li+1,2 − Li,2

,

a =
wk

i−1 − wk
i −

wk
i+1

−wk
i

Li+1,2−Li,2(
(Li−1,1 − Li,1) − Li+1,1−Li,1

Li+1,2−Li,2
(Li−1,2 − Li,2)

) ,

a = R2w
k
i−1 + (R1 − 1)R2w

k
i − R1R2w

k
i+1, (5.9)

kde

R1 =
1

Li+1,2 − Li,2

, R2 =
1

(Li−1,1 − Li,1) − Li+1,1−Li,1

Li+1,2−Li,2
(Li−1,2 − Li,2)

.

Dosad́ıme (5.9) do (5.8)

b =
wk

i+1 − wk
i

Li+1,2 − Li,2

−
(
R2w

k
i−1 + (R1 − 1)R2w

k
i − R1R2w

k
i+1

)(Li+1,1 − Li,1

Li+1,2 − Li,2

)

= R3

(
wk

i+1 − wk
i

)
−
(
R2w

k
i−1 + (R1 − 1)R2w

k
i − R1R2w

k
i+1

)
R4.

= R2R4w
k
i−1 + [(R1 − 1)R2R4 − R3] w

k
i + (R1R2R4 + R3) wk

i+1,

(5.10)

kde

R3 =
1

Li+1,2 − Li,2

a R4 =
Li+1,1 − Li,1

Li+1,2 − Li,2

.
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Dosad́ıme (5.9) a (5.10) do (5.8)

c =wk
i − aLi,1 − bLi,2

=wk
i −

(
R2w

k
i−1 + (R1 − 1)R2w

k
i − R1R2w

k
i+1

)
Li,1

−
(
R2R4w

k
i−1 + [(R1 − 1)R2R4 − R3] w

k
i + (R1R2R4 + R3) wk

i+1

)
Li,2

= (−R2Li,1 − R2R4Li,2) wk
i−1

+ {1 − (R1 − 1)R2Li,1 + [(R1 − 1)R2R4 − R3] Li,2}wk
i

+ (R1R2Li,1 + (R1R2R4 + R3) Li,2) wk
i+1

(5.11)

Ze vzorc̊u (5.9),(5.10) a (5.11) vypočteme hodnoty a, b a c. Pro snadněǰśı
numerické výpočty převede na tvar

ŵ
k
i =

∑

j∈{i}∪L(i)

wk
j Φi,j,

kde Φi,j = aj(x− xi)
2 + bj(x− xi) + cj pro j ∈ {i − 1, i, i + 1}. Dosad́ıme za a, b,

c do vzorce (5.5)
ŵ

k
i = a(x − xi)

2 + b(x − xi) + c

=
(
R2w

k
i−1 + (R1 − 1)R2w

k
i − R1R2w

k
i+1

)
(x − xi)

2

+
(
R2R4w

k
i−1 + [(R1 − 1)R2R4 − R3] w

k
i + (R1R2R4 + R3) wk

i+1

)
(x − xi)

+ (−R2Li,1 − R2R4Li,2) wk
i−1

+ {1 − (R1 − 1)R2Li,1 + [(R1 − 1)R2R4 − R3] Li,2}wk
i

+ (R1R2Li,1 + (R1R2R4 + R3) Li,2) wk
i+1

=


 R2︸︷︷︸

=ai−1

(x − xi)
2 + R2R4︸ ︷︷ ︸

=bi−1

(x − xi)−R2Li,1 − R2R4Li,2︸ ︷︷ ︸
=ci−1


wk

i−1

+[(R1 − 1)R2︸ ︷︷ ︸
=ai

(x − xi)
2 + [(R1 − 1)R2R4 − R3]︸ ︷︷ ︸

=bi

(x − xi)

+1 − (R1 − 1)R2Li,1 + [(R1 − 1)R2R4 − R3] Li,2︸ ︷︷ ︸
=ci

]wk
i

+[−R1R2︸ ︷︷ ︸
=ai+1

(x − xi)
2 + (R1R2R4 + R3)︸ ︷︷ ︸

=bi+1

(x − xi)

+R1R2Li,1 + (R1R2R4 + R3) Li,2︸ ︷︷ ︸
=ci+1

]wk
i+1

= Φi,i−1w
k
i−1 + Φi,iw

k
i + Φi,i+1w

k
i+1.

5.3 Limitńı procedura

V obou předchoźıch procedurách popsaných v sekćıch 5.1 a 5.2 dostáváme
interpolačńı skoky v aproximaci řešeńı. Proto zavád́ıme limitńı proceduru, která
odstraňuje tyto oscilace. Potom pro zhlazeńı oscilaćı v 1D použijeme Limitery
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popsané ńıže (sekce (5.3.1) a (5.3.2)). Nejprve zavedeme indikátor nespojitosti v
1D pro N=1 (lze naj́ıt v [2]).

g(i) =
(ŵk

i (xi+ 1

2

) − ŵ
k
i+1(xi+ 1

2

))2

|Di|2
+

(ŵk
i (xi− 1

2

) − ŵ
k
i−1(xi− 1

2

))2

|Di|2

5.3.1 Prvńı varianta limiteru.

Vı́me, že ŵ
k
i má následuj́ıćı tvar ŵ

k
i = wk

i−1Φi,i−1 + wk
i Φi,i + wk

i+1Φi,i+1. Rov-
nice modifikujeme tak, že

• wk
i+1 nahrad́ıme hodnotou wk

i , je-li g(i + 1) > 1,

• wk
i−1 nahrad́ıme hodnotou wk

i , je-li g(i − 1) > 1.

Lemma 8. Takovou modifikaćı dostaneme následuj́ıćı aproximaci

ŵ
k

i = ŵ
k
i +

∑

j∈L(i),g(j)>1

(wk
i − wk

j )Φi,j. (5.12)

D̊ukaz. Důkaz provedeme rozepsáńım všech možnost́ı.

• Pokud g(i + 1) > 1 a g(i − 1) > 1 dostáváme

ŵ
k

i =wk
i Φi,i−1 + wk

i Φi,i + wk
i Φi,i+1 ± wk

i−1Φi,i−1 ± wk
i+1Φi,i+1

=ŵ
k
i + (wk

i − wk
i−1)Φi,i−1 + (wk

i − wk
i+1)Φi,i+1.

• Pokud g(i + 1) > 1 a g(i − 1) < 1 dostáváme

ŵ
k

i = wk
i−1Φi,i−1 +wk

i Φi,i +wk
i Φi,i+1±wk

i+1Φi,i+1 = ŵ
k
i +(wk

i −wk
i+1)Φi,i+1.

• Pokud g(i + 1) < 1 a g(i − 1) > 1 dostáváme

ŵ
k

i = wk
i Φi,i−1 +wk

i Φi,i +wk
i+1Φi,i+1±wk

i−1Φi,i−1 = ŵ
k
i +(wk

i −wk
i−1)Φi,i−1.

• Pokud g(i + 1) < 1 a g(i − 1) < 1 dostáváme ŵ
k

i = ŵ
k
i .

5.3.2 Druhá varianta limiteru.

Numerické experimenty ukazuj́ı, že limiter popsaný v sekci (5.3.1) neńı dosta-
tečně účinný, aby se zabránilo oscilaci. Proto do limitńı procedury (5.12) přidáme
daľśı výraz na pravou stranu. Ćılem je upravit rekonstrukci na každém interva-
lu v závislosti na hodnotě indikátoru nespojitosti. Limitńı procedura (5.12) je
modifikována tak, že

• pro j ∈ L(i) a g(j) > 1 nahrad́ıme wk
j hodnotou wk

i ,
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• pro j ∈ L(i) a g(j) ≤ 1 nahrad́ıme wk
j hodnotou g(j)wk

i + (1 − g(j))wk
j ,

kde g(j) = min(g(j), 1).

Lemma 9. Takovou modifikaćı dostaneme následuj́ıćı aproximaci

ŵ
k

i = ŵ
k
i +

∑

j∈L(i)

g(j)(wk
i − wk

j )Φi,j, g(j) = min(g(j), 1). (5.13)

D̊ukaz. Rozeṕı̌seme všechny možnosti

• pro g(i − 1) > 1, g(i + 1) > 1 dostáváme g(j) = min(g(j), 1) = 1 a tedy

ŵ
k

i = ŵ
k
i +

∑

j∈L(i),g(j)>1

(wk
i − wk

j )Φi,j.

• Pro g(i− 1) ≤ 1, g(i + 1) ≤ 1 dostáváme g(j) = min(g(j), 1) = g(j) a tedy

ŵ
k

i =
(
g(i − 1)wk

i + (1 − g(i − 1)wk
i−1)
)
Φi,i−1 + wk

i Φi,i

+
(
g(i + 1)wk

i + (1 − g(i + 1))wk
i+1

)
Φi,i+1

= ŵ
k
i + g(i − 1)(wk

i − wk
i−1)Φi,i−1 + g(i + 1)(wk

i − wk
i+1)Φi,i+1

• Pro př́ıpad kdy g(i − 1) ≤ 1, g(i + 1) > 1, a nebo pro g(i − 1) > 1 a
g(i + 1) ≤ 1 postupujeme analogicky.

5.4 ENO rekonstrukce v 1D

Zkratka ENO znamená essentially non-oscillatory (neosciluj́ıćı metoda). Jedná
se o schéma vyšš́ıho řádu přesnosti. ENO schémata se už́ıvá pro řešeńı hyperbo-
lických rovnic zákonu zachováńı. Jsou vhodná zejména pro problémy obsahuj́ıćı
rázové vlny (např. turbulentńı prouděńı).

Hlavńı rozd́ıl mezi ENO metodou a lineárńı rekonstrukćı je, že při výpočtu wk
i

nepouž́ıváme pevnou mř́ıžku bod̊u, ale sestavuje interpolačńı formule na základě
informace o hladkosti řešeńı.

5.4.1 Základńı myšlenka

Mějme následuj́ıćı děleńı intervalu Ω = [a, b]

a = x 1

2

< x 3

2

< · · · < xn− 1

2

< xn+ 1

2

= b.

Označme Di =
[
xi− 1

2

, xi+ 1

2

]
, xi = 1

2
(xi− 1

2

+ xi+ 1

2

), |Di| = xi+ 1

2

− xi− 1

2

pro i =

1, 2, . . . , n a maximálńı délku intervalu l = max1≤i≤n |Di|.
Je dána středńı hodnota funkce w(x, t)

wk
i =

1

|Di|

∫

|Di|
w(ξ, tk)dξ, i = 1, 2, . . . , n. (5.14)

35



Našim ćılem je nalézt polynomiálńı rekonstrukci (angl. cell averages reconstructi-
on) pk(x) stupně m − 1 splňuj́ıćı

1

|Di|

∫

Di

pk(x)dx = wk
i , j = i − r, · · · , i + m − r + 1, (5.15)

kde k znač́ı časový krok a r určuje přes jaké intervaly se poč́ıtá, volba je popsaná
ńıže v sekci 5.4.3 . Polynomiálńı funkci pk(x) konstruujeme následovně. Necht’

i0 ∈ IN a V k(x) je primitivńı funkce k w tj.

V k(x) =

∫ x

xi0

w(ξ, tk)dξ, (5.16)

pak

V k(xi+ 1

2

) =
i∑

j=i0

wk
j |Dj| ,

kde k znač́ı časový krok. Vı́me, že existuje právě jeden interpolačńı polynom
P k(x) stupně ≤ m takový, že

P k(xj+ 1

2

) = V k(xj+ 1

2

) j = i − r, · · · , i + s. (5.17)

Lemma 10. Je-li pk(x) = (P k)′(x), pak stupeň m je ≤ n − 1 a pk(x) splňuje
podmı́nku (5.15).

D̊ukaz. Důkaz lze naj́ıt v [2].

Nav́ıc užit́ım z (5.17) a z lemma 10 dostaneme

P k(x) = V k(x) + O(lm+1), x ∈ Di, i = 1, . . . , n,

pk(x) = w(x, tk) + O(lm), x ∈ Di, i = 1, . . . , n.

Z výše uvedených úvah v́ıme jak konstruovat pk
i (x) = pk(x)

∣∣∣
Di

a dostáváme apro-

ximace m-tého řádu přesnosti funkce w(x, t)

wk−
i+ 1

2

= pk
i (xi+ 1

2

)

wk+
i− 1

2

= pk
i (xi− 1

2

), i = 1, . . . , n.

5.4.2 Výpočet pk

Hlavńı myšlenka je (jestliže je to možné) vyhnout se zahrnut́ı bodu nespoji-
tosti do šablony. Proto zavád́ıme Newton̊uv interpolačńı polynomu. Newtonovské
rozd́ıly diferenćı:

• 0-tý rozd́ıl diferenćı funkce (5.16) je definován takto

V k
[
xi+ 1

2

]
= V k(xi+ 1

2

) =
i∑

j=i0

wk
j |Dj| , i ∈ IN. (5.18)
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• j-tý stupeň rozd́ılu diferenćı, pro j ≥ 1, je definován induktivně

V k
[
xi− 1

2

, . . . , xi+j− 1

2

]
=

V k
[
xi+ 1

2

, . . . , xi+j− 1

2

]
− V k

[
xi− 1

2

, . . . , xi+j− 3

2

]

xi+j− 1

2

− xi− 1

2

.

(5.19)

Pro j = 1 dostáváme, dosazeńım předchoźıch výraz̊u, tento vztah

V k
[
xi− 1

2

, xi+ 1

2

]
=

V k(xi+ 1

2

) − V k(xi− 1

2

)

xi+ 1

2

− xi− 1

2

=

∑i

j=i0
wk

j |Dj| −
∑i−1

j=i0
wk

j |Dj|
xi+ 1

2

− xi− 1

2

=
wk

i |Di|
xi+ 1

2

− xi− 1

2

= wk
i , (5.20)

Můžeme tedy vypoč́ıtat rozd́ıl diferenćı V k(x) prvńıho a vyšš́ıho stupně pomoćı
př́ıslušných wk

j užit́ım (5.19) a (5.20).
Newton̊uv tvar m-tého stupně interpolačńıho polynomu P k(x), který interpo-

luje V k(x) v m + 1 po sobě jdoućıch bodech, může být vyjádřen užit́ım rozd́ılu
diferenćı (5.18)-(5.19)

P k(x) =
m∑

j=0

V k
[
xi−r− 1

2

, . . . , xi−r+j− 1

2

] j−1∏

q=0

(x − xi−r+m− 1

2

), (5.21)

kde r je dáno volbou šablony viz sekce 5.4.3. Z předchoźıho a z lemma 10 dosta-
neme pk(x) ve tvaru

pk(x) =
m∑

j=1

V k
[
xi−r− 1

2

, . . . , xi−r+j− 1

2

] j−1∑

q=0

j−1∏

l=0,l 6=q

(x − xi−r+l− 1

2

). (5.22)

Důležitý d̊usledek rozd́ılu diferenćı:

V k
[
xi− 1

2

, . . . , xi+j− 1

2

]
=

(V k)(j)(ξ)

j!
, (5.23)

pro nějaké ξ uvnitř intervalu: xi− 1

2

< ξ < xi+j− 1

2

, tak dlouhém aby funkce V k(x)

byla hladká na tomto intervalu. Jestliže V k(x) je nespojitá v nějakém bodu uvnitř
intervalu, potom lze ověřit, že

V k
[
xi− 1

2

, . . . , xi+j− 1

2

]
= O

(
1

|Dj|

)
. (5.24)

5.4.3 ENO procedura

Nyńı poṕı̌seme myšlenku ENO procedury užit́ım (5.21). Chceme naj́ıt interval
m + 1 po sobě jdoućıch bod̊u (zahrnuj́ıćıch xi− 1

2

a xi+ 1

2

) takových, že V k(x) je
”nejhladš́ı”v tomto intervalu ve srovnáńım s daľśımi možnými intervaly. Budeme
postupovat jako v [12] tak, že si práci rozděĺıme do krok̊u a v každém kroku
potom přidáme jenom jeden bod intervalu. Začneme s množinou obsahuj́ıćı dva
body

S̃2(i) =
{

xi− 1

2

, xi+ 1

2

}
. (5.25)
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(5.25) odpov́ıdá množině interval̊u S(i) = {Di} , tuto množinu nazýváme šablonou.
S̃ už́ıváme k určeńı šablony pro primitivńı funkci V k. Podle vzorce (5.21) může
být lineárńı interpolace na intervalu Di v (5.25) napsána v Newtonově tvaru jako

P k(x) = V k
[
xi− 1

2

]
+ V k

[
xi− 1

2

, xi+ 1

2

]
(x − xi− 1

2

).

V daľśım kroku máme jenom dvě možnosti rozš́ı̌reńı intervalu přidáńım jednoho
bodu:

• můžeme přidat levého souseda xi− 3

2

, výsledkem je následuj́ıćı kvadratická
interpolace

R(x) = P k(x) + V k
[
xi− 3

2

, xi− 1

2

, xi+ 1

2

]
(x − xi− 1

2

)(x − xi+ 1

2

),

• nebo přidáme pravého souseda xi+ 3

2

, výsledkem je následuj́ıćı kvadratická
interpolace

Q(x) = P k(x) + V k
[
xi− 1

2

, xi+ 1

2

, xi+ 3

2

]
(x − xi− 1

2

)(x − xi+ 1

2

).

Poznamenejme, že rozd́ıl P k(x) od R(x) nebo rozd́ıl P k(x) od Q(x) jsou stejné
funkce

(x − xi− 1

2

)(x − xi+ 1

2

)

vynásobené dvěmi rozd́ılnými konstantami

V k
[
xi− 3

2

, xi− 1

2

, xi+ 1

2

]
a V k

[
xi− 1

2

, xi+ 1

2

, xi+ 3

2

]
. (5.26)

Tyto dvě konstanty jsou druhého stupně rozd́ılu diferenćı V k(x) ve dvou rozd́ılných
intervalech. Jak jsme už uvedli v (5.23) a (5.24) nejmenš́ı rozd́ıl diferenćı impli-
kuje, že funkci je ”hladš́ı”v tomto daném intervalu. Srovnáńım dvou týkaj́ıćıch
se rozd́ıl̊u diferenćı (5.26) rozhodneme, který bod přidáme do intervalu. Vždy
vybereme ten s nejmenš́ı absolutńı hodnotou. Tedy jestliže

∣∣∣V k
[
xi− 3

2

, xi− 1

2

, xi+ 1

2

]∣∣∣ <
∣∣∣V k

[
xi− 1

2

, xi+ 1

2

, xi+ 3

2

]∣∣∣ ,

vezmeme třet́ı bod intervalu xi− 3

2

a

S̃3(i) =
{

xi− 3

2

, xi− 1

2

, xi+ 1

2

}
,

pak r = 1. Pokud nerovnost neplat́ı přidáme bod xi+ 3

2

a

S̃3(i) =
{

xi− 1

2

, xi+ 1

2

, xi+ 3

2

}
,

tedy r = 0. Tato procedura může pokračovat přidáváńım jednoho bodu k interva-
lu v každém kroku, podle nejmenš́ı absolutńı hodnoty dvou týkaj́ıćıch se rozd́ıl̊u
diferenćı, dokud nemáme m + 1 bod̊u v intervalu

S̃m+1(i) =
{

xi−r− 1

2

, . . . , xi−r+m+ 1

2

}
(5.27)

pak
S(i) = {Di−r, . . . , Di+m−r+1} , (5.28)

kde r je dáno t́ım jaké body jsou přidávány do množiny S̃j(i), j = 3, . . . ,m + 1.
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5.4.4 Algoritmus 1D ENO rekonstrukce pro m=3

Mějme pr̊uměry wk
i , i ∈ IN funkce w(w, t) v čase tk a intervalu Di. ENO

rekonstrukce hodnot wk−
i+ 1

2

,wk+
i− 1

2

aproximuj́ıćı w(x−
i+ 1

2

, tk), w(x+
i− 1

2

, tk) se źıská

následovně:

1. Vezmeme množinu S̃2(i) =
{

xi− 1

2

, xi+ 1

2

}
a S(i) = {Di}.

2. Urč́ıme S̃3(i) tak, že pomoćı ENO procedury přidáme bud’ xi− 3

2

nebo xi+ 3

2

do množiny S̃2(i).

• je-li
∣∣∣V
[
xi− 3

2

, xi− 1

2

, xi+ 1

2

]∣∣∣ ≤
∣∣∣V
[
xi− 1

2

, xi+ 1

2

, xi+ 3

2

]∣∣∣ přidáme xi− 3

2

do

šablony S̃2(i) a obdrž́ıme

S̃3(i) =
{

xi− 3

2

, xi− 1

2

, xi+ 1

2

}
. (5.29)

• Jinak přidáme xi+ 3

2

do šablony S̃2(i) a obdrž́ıme

S̃3(i) =
{

xi− 1

2

, xi+ 1

2

, xi+ 3

2

}
. (5.30)

Urč́ıme S̃4(i) tak, že pomoćı ENO procedury přidáme bod do S̃3(i).

• Je-li S̃3(i) =
{

xi− 3

2

, . . . , xi+ 1

2

}
pak

– je-li
∣∣∣V
[
xi− 5

2

, . . . , xi+ 1

2

]∣∣∣ ≤
∣∣∣V
[
xi− 3

2

, . . . , xi+ 3

2

]∣∣∣ přidáme xi− 5

2

do

šablony S̃3(i) a obdrž́ıme

S̃4(i) =
{

xi− 5

2

, . . . , xi+ 1

2

}
. (5.31)

– Jinak přidáme xi+ 3

2

do šablony S̃3(i) a obdrž́ıme

S̃4(i) =
{

xi− 3

2

, . . . , xi+ 3

2

}
. (5.32)

• Je-li S̃3(i) =
{

xi− 1

2

, . . . , xi+ 3

2

}
pak

– je-li
∣∣∣V
[
xi− 3

2

, . . . , xi+ 3

2

]∣∣∣ ≤
∣∣∣V
[
xi− 1

2

, . . . , xi+ 5

2

]∣∣∣ přidáme xi− 3

2

do

šablony S̃3(i) a obdrž́ıme

S̃4(i) =
{

xi− 3

2

, . . . , xi+ 3

2

}
. (5.33)

– Jinak přidáme xi+ 5

2

do šablony S̃3(i) a obdrž́ıme

S̃4(i) =
{

xi− 1

2

, . . . , xi+ 5

2

}
. (5.34)

3. Naṕı̌seme výslednou šablonu.
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• Je-li S̃4(i) definované vzorcem 5.31, pak S(i) = {Di−2, Di−1, Di}, tj.
vzorec (5.28) pro r = 2.

• Je-li S̃4(i) definované vzorcem 5.32 nebo 5.33, pak S(i) = {Di−1, Di, Di+1},
tj. vzorec (5.28) r = 1.

• Je-li S̃4(i) definované vzorcem 5.34, pak S(i) = {Di, Di+1, Di+2}, tj.
vzorec (5.28) r = 0.

Abychom ukázaly jak prob́ıhá výpočet zvoĺıme S̃3(i) =
{

xi− 3

2

, xi− 1

2

, xi+ 1

2

}

a S̃4(i) =
{

xi− 3

2

, . . . , xi+ 3

2

}
, tzn. r = 1. Na této šabloně budeme poč́ıtat

hodnotu pk(x). Pomoćı (5.22) lze pk(x) vypoč́ıtat podle vzorce (5.22) Ro-
zepsáńım (5.22) dostaneme

pk(x) =V k
[
xi− 3

2

, xi− 1

2

]
+ V k

[
xi− 3

2

, . . . , xi+ 1

2

] (
(x − xi− 1

2

) + (x − xi− 3

2

)
)

+ V k
[
xi− 3

2

, . . . , xi+ 3

2

] (
(x − xi− 1

2

)(x − xi+ 1

2

) + (x − xi− 3

2

)(x − xi+ 1

2

)

+ (x − xi− 3

2

)(x − xi− 1

2

)
)
.

4. Konstruujeme kvadratický polynom pk
i (x) na intervalu Di jako pk

i = pk
∣∣
Di

,

pk(x) je polynom stupně 2 (tj. m−1) splňuj́ıćı (5.15). Dosazeńım dostáváme
požadované hodnoty

wk−
i+ 1

2

= pi(xi+ 1

2

),

wk+
i− 1

2

= pi(xi− 1

2

).
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6. ADER

6.1 Odvozeńı schématu typu ADER pro SWE s

z = konst

Poṕı̌seme metodu ADER řádu 3 pro následuj́ıćı systém dvourozměrných rov-
nic mělké vody

∂w

∂t
+

2∑

s=1

∂fs(w)

∂xs

= 0, v QT = Ω × (0, T ),

w(x, 0) =

{
wL(x) je-li x < 0,

wR(x) je-li x > 0,

(6.1)

kde počátečńı podmı́nky wL(x), wR(x) jsou hladké vektorové funkce proměnné
x. Použijeme stejné značeńı jako v kapitole 4. Jako u metody konečných objemů
provedeme integraci přes množinu Di × (tk, tk+1) a použit́ım Greenovy věty do-
staneme

wk+1
i − wk

i +

∫ tk+1

tk


∑

j∈S(i)

∫

Γij

2∑

s=1

fs(w)(nij)s dS


 dt = 0. (6.2)

Nyńı zavedeme zobecněný numerický tok Ĥ aproximuj́ıćı integrálńı pr̊uměry toku∑2
s=1 fs(w)(nij)s přes množinu Γij × (tk, tk+1), tzn.

1

τk

1

|Γij|

∫ tk+1

tk

∫

Γij

2∑

s=1

fs(w)(nij)s dS dt ≈ Ĥ(ŵk
i , ŵ

k
j ,nij) (6.3)

kde ŵk
i , ŵk

j jsou polynomy stupně nejvýše p− 1, které źıskáme vhodnou polyno-
miálńı rekonstrukćı z integrálńıch pr̊uměr̊u wk

i , i ∈ J jako v kapitole 5. Jsou to
vektory polynomů proměnných x1, x2. Tzn. požadujeme, aby ŵk

i , ŵk
j splňovaly

následuj́ıćı podmı́nky

1. ∫

Di

ŵk
i (x) dx = wk

i (6.4)

2.
ŵk

i (x) = w(x, tk)|Di
+ O(hp), jestliže w ∈ Cp(Ω), (6.5)

kde h = maxi∈J diamDi je krok śıtě.
Dosazeńım numerického toku (6.3) do 6.1 obdrž́ıme explicitńı schéma následuj́ıćıho
tvaru

wk+1
i = wk

i −
τk

|Di|
∑

j∈S(i)

Ĥ(ŵk
i , ŵ

k
j ,nij)|Γij|, Di ∈ Dh, tk ∈ [0, T ). (6.6)

Nyńı vid́ıme, že schéma typu ADER se od metody konečných objemů lǐśı definićı
numerického toku (6.3). U metody konečných objemů záviśı numerický tok na
konstantńıch vektorech, ale u schéma typu ADER na vektorech ŵk

i , ŵk
j složených

z polynomů stupně nejvýše p − 1.
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6.1.1 Zobecněná Godunovova metoda

Systém je rotačně invariantńı, proto můžeme zavést transformaci souřadnic
x1, x2 do nového kartézského systému x̃1, x̃2. Tento kartézský systém má počátek
ve středu xij hrany Γij, osu x̃1 orientovanou ve směru normály nij a x̃2 je tečnou
ke hraně Γij, tzn. pro N = 2 máme

x̃ = Q0(x − xij), x, x̃ ∈ IR2, xij ∈ Γij (6.7)

a Q0 = Q0(nij) je matice rotace. Dostaneme

2∑

s=1

(nij)sfs(w(·, t))|Γij
≈ Q−1f1(q(·, t))|Γ̃ij

= Q−1f1(q̂RS(·, t; q̂L, q̂R))|Γ̃ij
, (6.8)

kde Q = Q(nij) je matice definovaná pro N = 2, Γ̃ij vznikne transformaćı hrany
Γij do systému souřadnic x̃1, x̂2. Vektory polynomů q̂L a q̂R jsou proměnných
x̃1, x̃2 stupně nejvýše p − 1 definovaných následovně

q̂L(x̃) = Qŵk
i (x) = Qŵk

i (Q
−1x̃ + xij) (6.9)

q̂R(x̃) = Qŵk
j (x) = Qŵk

j (Q
−1x̃ + xij) (6.10)

a q̂RS(x̃, t, q̂L, q̂R) je řešeńı zobecněného Riemannova problému, jehož počátečńı
data nejsou dána konstantńımi stavovými vektory, ale vektory polynomů q̂L, q̂R:

∂q

∂t
+

∂f1(q)

∂x̃1

= 0,

q(x̃, 0) =

{
q̂L(x̃), x̃1 < 0,
q̂R(x̃), x̃1 > 0.

(6.11)

Obrázek 6.1: Zobecněný Riemann̊uv problém.

Řešeńı problému (6.11) je věnována následuj́ıćı sekce 6.1.2, jeho existenćı se
v této práci nezabýváme. Poznamenejme, že řešeńı q(x̃, t) tohoto problému nyńı
záviśı na x̃1, x̃2 a t. Pro problém (6.11) definujeme tzv. zobecněný Godun̊uv tok

ĝG(q̂L, q̂R) :=
1

τk

1

|Γij|

∫ tk+1

tk

∫
˜Γij

f1(q̂RS(x̃, t; q̂L, q̂R)) dS dt (6.12)

ze vzor̊u (6.3) a (6.8) obdrž́ıme následuj́ıćı definici zobecněného numerického toku

Ĥ(ŵk
i , ŵ

k
j ,nij) = Q−1ĝG(q̂L, q̂R). (6.13)

Všimněme si, že definice
”
klasického“ Godunovova toku nijak nekoliduje s defi-

nićı zobecněného Godunovova toku (6.12). Schéma typu ADER je zobecněńım
Godunovovy metody.

42



6.1.2 Řešeńı zobecněného Riemannova problému

Hlavńı myšlenkou konstrukce řešeńı zobecněného Riemannova problému je
převedeńı na posloupnost

”
klasických“ Riemannových problémů, které řešit umı́me.

Začneme t́ım, že naṕı̌seme prvńıch p = 3 člen̊u Taylorova rozvoje q(x̃0, τ) v čase

q(x̃0, τ) ≈ q+(x̃0, 0) +

p−1∑

k=1

[
∂k

∂tk
q+(x̃0, 0)

]
τ k

k!

= q+(x̃0, 0) +
∂

∂t
q+(x̃0, 0)τ +

∂2

∂t2
q+(x̃0, 0)

τ 2

2
,

(6.14)

kde q+(x̃0, 0) = limt→0 q(x̃0, t). Vedoućı člen (6.14) odpov́ıdá řešeńı
”
klasického“

Riemannova problému s po částech konstantńımi daty pro x̃1/t = 0, které zkon-
struovat umı́me:

∂q

∂t
+

∂f1(q)

∂x̃1

= 0,

q(x̃, 0) =

{
q̂L(x̃0), x̃1 < 0,

q̂R(x̃0), x̃1 > 0.

(6.15)

Členy vyšš́ıho řádu urč́ıme ve dvou kroćıch:

1. Procedura Cauchyho–Kowalewské
Touto procedurou vyjádř́ıme časové derivace v Taylorově rozvoji (6.14) po-
moćı prostorových derivaćı. Budem postupně derivovat rovnice (6.1) trans-
formované do kartézského systému souřadnic x̃1, x̃2:

∂q

∂t
+

2∑

s=1

∂fs(q)

∂x̃s

= 0, q = Qw (6.16)

podle x̃1, x̃2 až do řádu p−1 (tj. 2. řád). Z těchto derivaćı následně vyjádř́ıme
časové derivace q.

∂q

∂t
= −

2∑

s=1

(
Dfs

Dq

)
∂q

∂x̃s

,

∂2q

∂t2
= −

2∑

s=1

[(
D2fs

Dq2

)
∂q

∂t

∂q

∂x̃s

+

(
Dfs

Dq

)
∂2q

∂t∂x̃s

]
.

(6.17)

Potřebujeme ještě vyjádřit časoprostorové derivace

∂2q

∂t∂x̃1

= −
2∑

s=1

[(
D2fs

Dq2

)
∂q

∂x̃1

∂q

∂x̃s

+

(
Dfs

Dq

)
∂2q

∂x̃1∂x̃s

]
,

∂2q

∂t∂x̃2

= −
2∑

s=1

[(
D2fs

Dq2

)
∂q

∂x̃2

∂q

∂x̃s

+

(
Dfs

Dq

)
∂2q

∂x̃2∂x̃s

]
.

(6.18)

2. Výpočet prostorových derivaćı
Postupným derivováńım rovnice (6.11) a vektor̊u q̂L, q̂R podle x̃1, x̃2 až
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do řádu 3 odvod́ıme evolučńı rovnice pro prostorové derivace. Dostaneme
rovnice

∂q(1,0)

∂t
+

(
Df

1
(q)

Dq

)
∂q(1,0)

∂x̃1

= −
(

D2f1(q)

Dq2

)(
q(1,0)

)2
,

∂q(0,1)

∂t
+

(
Df

1
(q)

Dq

)
∂q(0,1)

∂x̃1

= −
(

D2f1(q)

Dq2

)
q(1,0)q(0,1),

∂q(2,0)

∂t
+

(
Df

1
(q)

Dq

)
∂q(2,0)

∂x̃1

= −
(

D2f1(q)

Dq2

)
q(1,0)q(2,0) −

(
D3f1(q)

Dq3

)(
q(1,0)

)3

− 2

(
D2f1(q)

Dq2

)
q(1,0)q(2,0),

∂q(1,1)

∂t
+

(
Df

1
(q)

Dq

)
∂q(1,1)

∂x̃1

= −
(

D2f1(q)

Dq2

)
q(0,1)q(2,0) −

(
D3f1(q)

Dq3

)
q(0,1)

(
q(1,0)

)2

− 2

(
D2f1(q)

Dq2

)
q(1,0)q(1,1),

∂q(0,2)

∂t
+

(
Df

1
(q)

Dq

)
∂q(0,2)

∂x̃1

= −
(

D2f1(q)

Dq2

)
q(0,1)q(1,1) −

(
D3f1(q)

Dq3

)(
q(0,1)

)2
q(1,0)

−
(

D2f1(q)

Dq2

)(
q(0,2)q(1,0) + q(0,1)q(1,1)

)
,

(6.19)

kde

q(k1,k2) =
∂k1+k2q

∂x̃k1

1 ∂x̃k2

2

, 1 ≤ k1 + k2 ≤ 2.

Označme

• A1(q) = Df 1(q)/Dq,

• H(q, q(1,0), . . . , q(k1,k2)) nelineárńı člen závislý na q(x̃, t), q(1,0), . . . , q(k1,k2).

Nyńı můžeme všechny rovnice pro prostorové derivace q(k1,...,kN ) obecně za-
psat ve tvaru

∂q(k1,k2)

∂t
+ A1(q)

∂q(k1,k2)

∂x̃1

= H(q, q(1,0), . . . , q(k1,k2)). (6.20)

V Taylorově rozvoji (6.14) se vyskytuje pouze hodnota řešeńı pro pevný bod
x̃0 ∈ Γ̃ij a t → 0. Proto Toro v [11] nelineárńı člen H zanedbává z d̊uvodu,
že ovlivňuje řešeńı pouze pro t > 0, a proto ho také zanedbáváme. Rovnici
(6.20) linearizujeme okolo vedoućıho členu q+(x̃0, 0) časového rozvoje (6.14)

a nahrad́ıme data daná vektory polynomů q̂
(k1,k2)
L , q̂

(k1,k2)
R jejich hodnotami

v bodě x̃0. Popsaná zjednodušeńı vedou na následuj́ıćı lineárńı Riemann̊uv
problém pro prostorové derivace q:

∂q(k1,k2)

∂t
+ A0

∂q(k1,k2)

∂x̃1

= 0, A0 = A1(q
+(x̃0, 0)),

q(k1,k2)(x̃, 0) =

{
q̂

(k1,k2)
L (x̃0), x̃1 < 0,

q̂
(k1,k2)
R (x̃0), x̃1 > 0.

(6.21)
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Prostorové derivace v bodě x̃0 = 0 pro τ → 0 potom odpov́ıdaj́ı řešeńı
problému (6.21) pro x̃1/t = 0.

Máme-li všechny prostorové derivace, potom můžeme pomoćı Cauchyho–Kowalewské
procedury vyč́ıslit časové derivace pro Taylor̊uv rozvoj (6.14). Řešeńı zobecněného
Riemannova problému v bodě x̃0 tedy aproximujeme jako

q̂RS(x̃0, t, q̂L, q̂R) ≈ q(x̃0, t), (6.22)

kde q(x̃0, t) je dán rozvojem (6.14).

6.1.3 Konstrukce zobecněného Godunovova toku

Nyńı nám již zbývá pouze vypoč́ıtat zobecněný Godun̊uv tok. Vyjdeme z defi-
nice (6.12). K vyč́ısleńı integrálu přes Γ̃ij použijeme vhodnou kvadraturńı formuli
(např. Toro použ́ıvá pro N = 2, p = 3 dvoubodovou Gaussovu kvadraturu). Do-
staneme

ĝG(q̂L, q̂R) =
1

τk

∫ tk+1

tk

(
Kν∑

ν=1

f1(q̂RS(x̃ν , t, q̂L, q̂R)) ων

)
dt, (6.23)

kde x̃ν , ων jsou uzly resp. váhy kvadraturńı formule přes stěnu Γ̃ij a Kν je jejich
počet. Uvedeme dva zp̊usoby vyč́ısleńı zobecněného Godunovova toku (6.23):

1. metoda založená na numerické integraci
Použijeme pro vyč́ısleńı integrálu přes [tk, tk+1] Gaussovo kvadraturńı pra-
vidlo řádu nejméně p, zobecněný Godun̊uv tok potom vypadá takto:

ĝG(q̂L, q̂R) =

Kµ∑

µ=1

Kν∑

ν=1

f1(q̂RS(x̃ν , tµ, q̂L, q̂R)) ων ωµ, (6.24)

kde tµ, ωµ jsou uzly resp. váhy Gaussovy kvadratury přes [tk, tk+1], Kµ je
jejich počet a q̂RS(x̃ν , tµ, q̂L, q̂R) je řešeńı zobecněného Riemannova pro-
blému (6.11) dané aproximaćı (6.22) v uzlu kvadratury (x̃ν , tµ). Podobně
jako u

”
klasické“ Godunovovy metody nahrazujeme v praxi přesné řešeńı

Riemannova problému řešeńım přibližným.

2. metoda založená na Taylorově rozvoji
Druhý zp̊usob vycháźı z prvńıch p člen̊u Taylorova rozvoje funkce toku f1:

f1(q(x̃, τ)) = f1(q
+(x̃, 0)) +

p−1∑

k=1

[
∂k

∂tk
f1(q

+(x̃, 0))

]
τ k

k!
, (6.25)

kde x̃ ∈ Γ̃ij , q+(x̃, 0) je vedoućı člen Taylorova rozvoje (6.14) a členy
vyšš́ıho řádu źıskáme Cauchyho–Kowalewské procedurou (6.17). Vzhledem
k (6.22) můžeme aproximovat

f1(q̂RS(x̃, t, q̂L, q̂R)) ≈ f1(q(x̃, t)). (6.26)
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Dosazeńım (6.26) do (6.23) a následnou integraćı podle času dostaneme jiné
vyjádřeńı zobecněného Godunovova toku

ĝG(q̂L, q̂R) =
Kν∑

ν=1

(
f1(q

+(x̃ν , 0)) +

p−1∑

l=1

[
∂l

∂tl
f1(q

+(x̃ν , 0))

]
τ l
k

(l + 1)!

)
ων ,

(6.27)
kde τk = tk+1 − tk. Tedy pro integraci přes [tk, tk+1] neńı potřeba numerická
kvadratura. Nav́ıc v tomto př́ıpadě můžeme použ́ıt mı́sto vedoućıho členu
f1(q

+(x̃,0)) rozvoje v (6.27) některý z přibližných Riemannových řešič̊u.
Zbývaj́ıćı členy Taylorova rozvoje potom lze vyč́ıslit pomoćı Cauchyho–
Kowalewské procedury (6.17) s využit́ım odpov́ıdaj́ıćıho přibližného řešeńı
Riemannova problému.

6.1.4 Algoritmus ADER

Zformulujeme pro přehlednost pořad́ı výpočtu pomoćı následuj́ıćıho algorit-
mu: Na každé časové hladině tk, k = 0, 1, 2, . . . provedeme následuj́ıćı kroky:
VSTUP: Śıt’ konečných objemů Dh = {Di}i∈J , integrálńı pr̊uměry wk

i řešeńı přes
objemy Di v časovém okamžiku tk a požadovaný řád přesnosti p.

1. Pro každé Di ∈ Dh spočti z daných integrálńıch pr̊uměr̊u wk
j , j ∈ J vektor

polynomů ŵk
i stupně nejvýše p − 1 splňuj́ıćı (6.4) a (6.5) použit́ım vhodné

polynomiálńı rekonstrukce.

2. Pro každé Di ∈ Dh proved’:

(a) Vyřeš zobecněný Riemann̊uv problém (6.11) s počátečńımi daty q̂k
i a

q̂k
j , j ∈ S(i) převedeńım na Riemann̊uv problém (6.15) a posloupnost

lineárńıch Riemannových problémů (6.21) v každém uzlu xν kvadra-
turńı formule ve vzorci (6.23).

(b) Pomoćı Cauchyho–Kowalewské procedury (6.17) vyč́ısli všechny časové
derivace q(x̃ν , t) do řádu p − 1 v každém uzlu kvadraturńı formule
(6.23).

(c) Spočti zobecněné Godunovovy toky ĝG bud’ pomoćı metody založené
na numerické integraci tj. dosazeńım (6.14) do (6.24), nebo metodou
založenou na Taylorově rozvoji (6.25).

(d) Spočti numerické toky Ĥ(ŵk
i , ŵ

k
j ,nij) ze vztahu (6.13).

(e) Updatuj integrálńı pr̊uměr wk+1
i použit́ım schématu (6.6).

VÝSTUP: Updatované integrálńı pr̊uměry wk+1
i , i ∈ J přibližného řešeńı na

časové hladině tk+1. Předchoźı text je čerpán z diplomové práce K. Findejse [5].

6.2 ADER pro SWE s z 6= konst

Př́ıstup ADER definuje numerické toky a numerické zdroje tak, že expli-
citńı jednokroková formule (6.39) vypočte řešeńı (6.38) libovolně vysokého řádu
přesnosti (v prostoru i čase). Př́ıstup se skládá ze tř́ı krok̊u:
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1. rekonstrukce vyšš́ıho řádu polynomů ze středńıch hodnot řešeńı (polyno-
mická rekonstrukce, ENO,...),

2. řešeńı DRP (angl. Derivative Riemann problem = DRP) na rozhrańı buněk
a vyhodnoceńı toku f i+ 1

2

,

3. vyhodnoceńı numerického zdroje Si pomoćı vyšš́ıho řádu výpočtu časoprostorových
integrál̊u uvnitř kontrolńıho objemu

Poṕı̌seme metodu ADER řádu p = 3 pro následuj́ıćı systém dvourozměrných
rovnic mělké vody

∂w

∂t
+

2∑

s=1

∂fs(w)

∂xs

= s(w), v QT = Ω × (0, T ), (6.28)

w(x, 0) =

{
wL(x) jestliže x < 0,

wR(x) jestliže x > 0,

kde počátečńı podmı́nky wL(x),wR(x) jsou hladké vektorové funkce proměnné
x.

Jako u ADER pro z = konst dostaneme

wk+1
i = wk

i −
τk

|Di|
∑

j∈S(i)

|Γij| H̃ total(ŵ
k
i , ŵ

k
j , zi, zj,nij), (6.29)

kde H̃ total je tvaru

H̃ total(ŵ
k
i , ŵ

k
j , zi, zj,nij) = Q−1gtotal(Qŵk

i , Qŵk
j , zi, zj),

gtotal(Qŵk
i , Qŵk

j , zi, zj) = gconv(Qŵk
i , Qŵk

j , zi, zj) + ghk
i z∗(zi, zj)e2.

(6.30)

a kde ŵk
i , ŵk

j jsou polynomy stupně nejvýše p − 1, které źıskáme vhodnou poly-
nomiálńı rekonstrukćı z integrálńıch pr̊uměr̊u wk

i , i ∈ J .
Jako v předchoźı sekci provedeme transformaci souřadnic

x̂ = Q0(x − xij), x, x̂ ∈ IR2, xij ∈ Γij.

Z rotačńı invariace v sekci 3.2 a sekce 6.1.1 dostaneme

∂q

∂t
+

2∑

s=1

∂fs(q)

∂x̂s

= s(q),

q(x̃, 0) =

{
q̂L(x̃), x̃1 < 0,

q̂R(x̃), x̃1 > 0.

Tuto rovnici nazýváme Riemann̊uv problém (angl. Derivative Riemann pro-
blém = DRP) a znač́ıme ji DRPK , kde K reprezentuje počet netriviálńıch pro-
storových derivaćı počátečńı podmı́nky, tj.

K = max {KL, KR} ,

kde KL a KR jsou takové, že

∂(k)
x qL(x) ≡ 0 ∀k > KL, ∀x < 0,
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Obrázek 6.2: Riemann̊uv problém se zdrojovým členem.

∂(k)
x qR(x) ≡ 0 ∀k > KR, ∀x > 0.

Vı́ce lze naj́ıt v [9]. DRP0 se mysĺı, že všechny prvńı (k = 1) a vyšš́ı řády prosto-
rových derivaćı počátečńı podmı́nky, poč́ıtané dál od počátku, jsou nulové. Pak
problém odpov́ıdá Riemannovu problému s po částech konstantńımi daty.

Počátečńı stavy qL(x) a qR(x) předpokládaj́ı hladkost funkce v x. Dál od x = 0
můžeme ke konstrukci řešeńı q(x, t) už́ıt proceduru Cauchyho–Kowalewské. Bude
nás zaj́ımat řešeńı DRPK v x = 0, nebot’ zde mohou být počátečńı data nespojitá.

Počátečńı data jsou nespojitá v x = 0. Dál od x = 0 můžeme definovat jed-
nostranné prostorové derivace, potom na rozhrańı x = 0 máme skok v prostorové
derivaci. Tyto skoky tvoř́ı počátečńı data pro nový Riemann̊uv problém.

Řešeńım tohoto problému je funkce qLR(t), je to mocninná řada v x = 0. Lze
zapsat takto

qLR(τ) = q(0, 0+) +
K∑

k=1

[
∂

(k)
t q(0, 0+)

] τ k

k!
, (6.31)

kde 0+ = limt→0+
t. Řešeńı obsahuje vedoućı výraz q(0, 0+) a výrazy vyšš́ıho řádu

∂
(k)
t q(0, 0+). V následuj́ıćım poṕı̌seme metodu výpočtu každého výrazu rozvoje.

6.2.1 Výpočet vedoućıho členu

Vedoućı člen q(0, 0+) v rozvoji (6.31) je realizován pouze rozvojem hraničńıch
hodnot qL(0) a qR(0) v 6.28. Proto vedoućı člen q(0, 0+) vypočteme z podobnosti
řešeńı následuj́ıćı DRP0

∂q

∂t
+

2∑

s=1

∂fs(q)

∂xs

= 0, (6.32)

q(x, 0) =

{
qL(0) ≡ limx→0− qL(x) jestliže x < 0,

qR(0) ≡ limx→0+
qR(x) jestliže x > 0.

Zde je možné vliv zdrojového členu zanedbat. Označme vedoućı člen podobných
řešeńı D(0)(x/t), je dán vývojem tohoto řešeńı podél časové osy, to je x/t = 0, a
sice

q(0, 0+) = D(0)(0). (6.33)

Hodnotu D(0)(0) známe jako Godun̊uv stav odpov́ıdaj́ıćı numerickému toku spo-
jeným s prvńım řádem Godunovovu schématu.
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6.2.2 Výrazy vyšš́ıho řádu

K výpočtu výraz̊u vyšš́ıho řádu v (6.31) potřebujeme spoč́ıtat koeficienty par-
ciálńı derivace ∂(k)q(x, t) v x = 0 a t = 0+. Vypočteme je na obou stranách
počátečńı nespojitosti, tj. v x = 0. Nyńı můžeme implementovat př́ımý př́ıstup k
výpočtu výrazu vyšš́ıho řádu. Metoda ńıže ukazuje výpočet všech prostorových
derivaćı pomoćı časových derivaćı na rozhrańı.

Analogicky jako v sekci 6.1.2 vyjádř́ıme všechny časové derivace prostorovými
derivacemi. Aplikujeme proceduru Cauchyho–Kowalewské a užijeme skutečnosti,
že oba fyzikálńı toky a zdrojový člen jsou funkce vektorových konzervativńıch
proměnných. To dává následuj́ıćı vyjádřeńı časových derivaćı

∂
(k)
t q(x, t) = P

(k)(∂(0)
x q, ∂(1)

x q, . . . , ∂(k)
x q).

Tyto časové parciálńı derivace v x = 0 pro t > 0 maj́ı smysl, jestliže prostorové
derivace ∂

(0)
x q, ∂

(1)
x q, . . . , ∂

(k)
x q dávaj́ı smysl v x = 0 pro t > 0. Pro x < 0 a x > 0

jsou všechny prostorové derivace definovány a maj́ı smysl

∂(k)
x qL(x), ∂(k)

x qR(x), k = 1, 2, . . . , K.

Pro x = 0 máme jednostranné derivace

∂(k)
x qL(0) = lim

x→0−
∂(k)

x qL(x), k = 1, 2, . . . , K,

∂(k)
x qR(0) = lim

x→0+

∂(k)
x qR(x), k = 1, 2, . . . , K.

Máme množinu K pár̊u (∂
(k)
x qL(0), ∂

(k)
x qR(0)) konstantńıch vektor̊u takových, že

je můžeme už́ıt jako počátečńı podmı́nky pro K konvektivńıch Riemannových
problémů. Sečteme-li je, dostaneme množinu odpov́ıdaj́ıćıch evolučńıch rovnic
pro ∂

(k)
x q(x, t). Slabé řešeńı evolučńı rovnice může být jednoduše konstruováno.

Můžeme ověřit, že ∂
(k)
x q(x, t) se ř́ıd́ı následuj́ıćım systémem nelineárńıch nehomo-

genńıch evolučńıch rovnic

∂t

(
∂(k)

x q(x, t) + A1(q)∂x

(
∂(k)

x q(x, t)
))

= Hk, (6.34)

kde matice A1(q) je přesně Jakobiova matice systému (6.28). Rovnice (6.34) do-
staneme manipulaćı derivaćı (6.28). Zdrojový výraz Hk na pravé straně rovnice
(6.34)

Hk = Hk(∂(0)
x q, ∂(1)

x q, . . . , ∂(k)
x q)

je funkce prostorových derivaćı ∂
(k)
x q, pro k = 0, 1, . . . , K a zmiźı pokud Jako-

biova matice A1 je konstanta a S ≡ 0, tj. když počátečńı systém v (6.28) je
lineárńı a homogenńı s konstantńımi koeficienty. Aby bylo možné snadno vyřešit
tyto evolučńı rovnice, provád́ıme dvě zjednodušeńı, nejprve zanedbáme zdrojový
člen Hk a pak linearizujeme výsledné homogenńı rovnice.

Zanedbáńı zdrojového členu Hk je možné, pokud potřebujeme pouze ∂
(k)
x q(x, t)

prvńıho stupně interakce levých a pravých stav̊u. Máme homogenńı nelineárńı
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systémy prostorových derivaćı. Pak provedeme linearizaci homogenńıch systémů
o vedoućı člen rozvoje řady (6.31) takový, že za matici bereme konstantńı matici

A
(0)
LR = (Q(0, 0+)).

K nalezeńı prostorové derivace v x = 0, t = 0+ řeš́ıme následuj́ıćı homogenńı
linearizovaný konvektivńı Riemann̊uv problém

∂t

(
∂(k)

x q(x, t) + A
(0)
LR∂x

(
∂(k)

x q(x, t)
))

= 0, (6.35)

∂(k)
x q(x, 0) =

{
∂

(k)
x qL(0) jestliže x < 0,

∂
(k)
x qR(0) jestliže x > 0.

Všimněme si, že (konstantńı) Jakobiho matice A
(0)
LR má stejné koeficienty pro

každý ∂
(k)
x q(x, t) a je vypočtena pouze jednou s použit́ım vedoućıho výrazu roz-

voje.

Označme podobně řešeńı (6.35) jako D(k)(x/t). Ve výpočtu všech výraz̊u
vyšš́ıch řád̊u je řešeńı odpov́ıdaj́ıćıho Riemannova problému analytické a nevzniká
tedy otázka výběru Riemannova řešiče. Př́ıslušné hodnoty na rozhrańı dostaneme
na základě výpočtu v x/t = 0, tj.

∂(k)
x q(0, 0+) = D(k)(0).

Nazýváme to hodnota Godunova stavu, analogicky jako na rozhrańı stavu (6.33)
souvisej́ıćım s vedoućım koeficientem.

Vývoj všech prostorových derivaćı na rozhrańı x = 0 tvoř́ı časové derivace a
konečně definujeme řešeńı problému DRPK jako řešeńı rozvoje

qLR(τ) = w(0, 0+) + ∂xw(0, 0+)τ +
∂

(2)
x w(0, 0+)

2!
τ 2 + · · · + ∂

(k)
x w(0, 0+)

k!
τ k.

Ještě zbývá vyhodnoceńı numerického toku Ĥ(ŵk
i , ŵ

k
j ,nij) = Q−1ĝG(q̂L, q̂R).

Dále postupujeme analogicky jako v sekci 6.1.3 a vypočteme

ĝG(q̂L, q̂R) =

Kµ∑

µ=1

Kν∑

ν=1

f1(q̂RS(x̃ν , tµ, q̂L, q̂R)) ων ωµ, (6.36)

6.2.3 Aproximace zdrojového členu

Nyńı se budeme zabývat zdrojovým členem. Zavedeme značeńı

Si =

(
S

(1)
i

S
(2)
i

)
. (6.37)

Prvńı složka zdrojového členu (tj. zdroj rovnice kontinuity) je rovna nule. Pro

vyhodnoceńı druhé složky numerického zdroje S
(2)
i použijeme Gaussovo integračńı

pravidlo.
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6.3 Popis ADER schémata v 1D

Mějme hyperbolický systém tvaru

∂q

∂t
+

∂f(q)

∂x
= s(q) (6.38)

s počátečńımi a okrajovými podmı́nkami, kde q je vektor neznámých konzerva-
tivńıch proměnných, f(q) je fyzikálńı tok a s(q) je zdrojový člen. Př́ıstup ADER
definuje numerické toky a numerické zdroje tak, že pomoćı explicitńı jednokrokové
formule (6.39) vypočteme řešeńı rovnice (6.38) libovolně vysokého řádu přesnosti
(v prostoru i čase).

qk+1
i = qk

i +
τk

|Di|
(f i− 1

2

− f i+ 1

2

) + τkSi, (6.39)

kde

|Di| = xi+ 1

2

− xi− 1

2

,

τk = tk+1 − tk,

qk
i =

1

|Di|

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

q(x, tk),

f i+ 1

2

=

∫ tk+1

tk

f(q(xi+ 1

2

, t))dt,

Si =
1

|Di|
1

τk

∫ tk+1

tk

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

s(q)dxdτ.

(6.40)

Př́ıstup se skládá ze tř́ı krok̊u:

1. rekonstrukce vyšš́ıho řádu polynomů ze středńıch hodnot řešeńı (polyno-
mická rekonstrukce, ENO,...),

2. řešeńı DRP na rozhrańı buněk a vyhodnoceńı toku f i+ 1

2

,

3. vyhodnoceńı numerického zdroje Si pomoćı vyšš́ıho řádu výpočtu časoprostorových
integrál̊u uvnitř kontrolńıho objemu.

Rovnice (6.39) zahrnuj́ıćı integrálńı pr̊uměry (6.40) je na tomto mı́stě přesný
vztah, ale může být použita ke konstrukci numerických metod k výpočtu apro-
ximace řešeńı (6.38). To je dáno rozděleńım oblasti (která nás zaj́ımá) do mno-
ha disjunktńıch kontrolńıch objemů a definováńım aproximace toku integrál̊u,
tzv. numerické toky a ke zdrojovému integrálu, nazývaném numerický zdroj. Oz-
načme aproximace těchto vektor̊u stejnými symboly f i+ 1

2

a Si v (6.40). Pak vzorec

(6.39) je konzervativńı jednokrokovému schématu řešeńı (6.38). Zdrojem nám by-
ly články [6] a [9].
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6.3.1 Rekonstrukce hodnot v bodech

Hodnoty řešeńı v čase tk najdeme rekonstrukćı pomoćı polynomů vyšš́ıho
stupně. Můžeme už́ıt např́ıklad ENO rekonstrukci, t́ım se zabráńı rušivým os-
cilaćım, které vedou k nelineárńımu numerickému schématu. Provád́ıme (pouze
jednou) rekonstrukci jak pro neznámou q tak pro výšku dna z.
Poznamenejme, že pro r-tý řád přesnosti (v čase i prostoru) muśı být rekon-
strukčńı polynomy (r-1)-̌rádu. Po rekonstrukčńım kroku konzervativńı proměnné
v každé buňce jsou reprezentovány vektorem polynomu pi(x). Pak v každé buňce
rozhrańı můžeme představit následuj́ıćı DRP

∂q

∂t
+

∂f(q)

∂x
= s(q)

q(x, 0) =

{
qL(x) = pi(x), x < xi+ 1

2

qR(x) = pi+1(x), x > xi+ 1

2

.
(6.41)

Obrázek 6.3: Riemann̊uv problém se zdrojovým členem s lineárńı rekonstrukćı.

6.3.2 Řešeńı DRP

Po rekonstrukci řeš́ıme následuj́ıćı DRP

∂q

∂t
+

∂f(q)

∂x
= s(q)

q(x, 0) =

{
qL(x) = pi(x), x < xi+ 1

2

qR(x) = pi+1(x), x > xi+ 1

2

.
(6.42)

hledáme řešeńı v x = xi+ 1

2

, značeném qi+ 1

2

(τ), kde pi(x) označuje lineárńı (po-

lynomickou) rekonstrukci na objemu Di. Všechny prostorové derivace zi+ 1

2

jsou
známe. Užit́ım vhodného Gaussova pravidla najdeme numerický tok na hranici
objemů

F i+ 1

2

=
N∑

α=0

f(qi+ 1

2

(γα∆t))Kα,

kde γα jsou vhodné Gaussovy koeficienty. Řešeńı qi+ 1

2

(τ) DRP 6.42 najdeme
Taylorovým rozvojem

qi+ 1

2

(τ) = q(xi+ 1

2

, 0+) +
r−1∑

k=1

[
∂

(k)
t q(xi+ 1

2

, 0+)
τ k

k!

]
,

∂
(k)
t q(xi+ 1

2

, 0+) =
∂k

∂tk
q(xi+ 1

2

, 0+),

(6.43)
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kde 0+ = limt→0+ t. Vedoućı výraz q(xi+ 1

2

, 0+) źıskáme vyřešeńım klasického Ri-
emannova problému s po částech konstantńımi daty

∂tq + ∂xf(q) = 0 q(x, 0) =

{
pi(xi+ 1

2

), x < xi+ 1

2

pi+1(xi+ 1

2

), x > xi+ 1

2

,
(6.44)

a vyhodnoceńım řešeńı na (x−xi+ 1

2

)/t = 0. q(xi+ 1

2

, 0+) nazýváme Godun̊uv stav,

který je vypoč́ıtán užit́ım přesného Riemannova řešiče. Zbývaj́ıćı výrazy v (6.43)

jsou vypoč́ıtány tak, že nahrad́ıme všechny časové derivace ∂
(k)
t q(xi+ 1

2

, 0+) pro-

storovými ∂
(l)
x q(xi+ 1

2

, 0+) užit́ım Cauchy-Kowalewské procedury. Neznámé pro-

storové derivace v t = 0+ nalezneme z následuj́ıćıho linearizovaného Riemannova
problému

∂t(∂
(k)
x q)+A(q(xi+ 1

2

, 0+))∂xf(∂(k)
x q) = 0, A(q) =

∂f

∂q
,

∂(k)
x q(x, 0) =

{
d(k)pi(xi+ 1

2

), x < xi+ 1

2

d(k)pi+1(xi+ 1

2

), x > xi+ 1

2

,

(6.45)

kde A(q) je Jakobiho matice systému a symbol d(k) označuje k-tou derivaci vzhle-
dem k nezávislé proměnné x. Okrajové podmı́nky jsou uvedeny pomoćı polynomů
pi(x), pi+1(x), źıskanými ENO rekonstrukćı.

6.3.3 Aproximace zdrojového členu

Nyńı se budeme zabývat zdrojovým členem. Značeńı

Si =

(
S

(1)
i

S
(2)
i

)
. (6.46)

Pro vyhodnoceńı druhé složky zdrojového členu nejprve provedeme integraci po
částech:

S
(2)
i =

1

τk |Di|

∫ τk

0

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

(
−gh

∂z

∂x

)
dxdt =

−g

τk |Di|

∫ τk

0

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

h
∂z

∂x
dxdt

=
−g

τk

∫ τk

0

(
hz
∣∣∣
x

i+1
2

− hz
∣∣∣
x

i− 1
2

)
dt +

g

τk |Di|

∫ τk

0

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

(
z
∂h

∂x

)
dxdt.

(6.47)

Prvńı část je vyhodnocena pomoćı vhodných Gaussových integračńıch bod̊u a L
je celkový počet bod̊u v tomto pravidle. Taylor̊uv rozvoj pro h(xi± 1

2

, t). Druhý
integrál je aproximován Gaussovým integračńım pravidlem:

g

τk |Di|

∫ τk

0

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

(
z
∂h

∂x

)
dxdt = g

L∑

α=1

[
L∑

l=1

(
z(xα)

∂

∂x
h(xα, τl)

)
Kl

]
Kα.

(6.48)
Prvńı složka zdrojového členu (tj. zdroj rovnice kontinuity) je rovna nule. Inte-
grál v předchoźı rovnici muśıme vypoč́ıtat pomoćı dvou prostorových integrál̊u
(tj. integrál přes xi− 1

2

− xi a přes xi − xi+ 1

2

), nebot’ výška z(x) má na rozhrańı
i-tého objemu dva rekonstrukčńı polynomy.
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7. Numerické experimenty

7.1 1D problém pro z=0

Řeš́ıme jednorozměrnou rovnici pro mělkou vodu, v jejichž řešeńı se vyskytuje
nespojitost. Výpočty provád́ıme v programu Octave a vizualizaci v programu
Gnuplot. Př́ıklady řeš́ıme pomoćı následuj́ıćıch dvou metod.

1. Metoda konečných objemů s numerickým tokem Vijayasundaramova typu.
Tato metoda je pouze prvńıho řádu přesnosti. Výpočet provád́ıme pomoćı
programu SWE1D, který nám poskytl pan RNDr. Petr Kubery, Ph.D, pro-
vedli jsme v něm pouze několik úprav ve výstupu řešeńı.

2. Metoda konečných objemů druhého řádu přesnosti. Zde se využ́ıvá lineárńı
rekonstrukce ke zvýšeńı řádu přesnosti. Aby se zabránilo oscilaćım použ́ıváme
limitńı proceduru s limiterem popsaným v (5.3.2). Dále k výpočtu použ́ıváme
numerický tok Vijaysundaramova typu. Původńı program pana RNDr. Pet-
ra Kubery, Ph.D jsme rozš́ı̌rili o lineárńı rekonstrukci s limiterem viz sekce
4.4 a program nazýváme LIN.

Časem výpočtu mysĺıme pr̊uběh hlavńıho výpočtu numerického toku. Jeho výpočet
je pouze orientačńı, nebot’ vždy zálež́ı na typu poč́ıtače a jeho procesoru. Pro-
blémy řeš́ıme na oblasti (a1, b1)× (0, T ) s počátečńımi a okrajovými podmı́nkami.
Na intervalu (a1, b1) máme ekvidistantńı děleńı s n + 1 body děleńı. Hledáme
řešeńı pro g = 9.81 a CFL = 0.9.

Chybu řešeńı v bodech děleńı vypočteme pomoćı diskrétńı L1-normy:

E =
∥∥wk

h − w(·, tk)
∥∥

L1 =
n∑

i=1

∣∣wk
i (xi) − w(xi, tk)

∣∣
∣∣∣xi+ 1

2

− xi− 1

2

∣∣∣ ,

kde výpočet provád́ıme po složkách. Chyba má tedy dvě složky E = (E1, E2),
prvńı odpov́ıdá w1 a druhá odpov́ıdá w2.

7.1.1 Př́ıklad 1 - Př́ıklad se spojitým řešeńım.

Př́ıklad jsme převzali z disertace [7]. Mějme problém na oblasti Ω = (−1, 1) s
počátečńı podmı́nkou

∂w

∂t
+

∂

∂x
f 1(w) = 0, x ∈ (−1, 1), t > 0, (7.1)

w(x, 0) =

{
(1, 0)T, x ∈ (−1, 0),

(2, 4
(√

2g −√
g
)
)T, x ∈ (0, 1),

(7.2)

a hraničńımi podmı́nky

w(x, t) =

{
(1, 0)T, t ∈ (0, T ),

(2, 4
(√

2g −√
g
)
)T, t ∈ (0, T ).

(7.3)
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Obrázek 7.1: Řešeńı prvńı složky w (tj. h) pomoćı metody konečných objemů v
čase T = 0.05. Modrá znač́ı řešeńı źıskané MKO a zelená je přesné řešeńı.
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Řešeńı tohoto př́ıkladu známe, je spojité a má následuj́ıćı tvar

w(x, t) = (w1(x, t),w2(x, t)) = (h(x, t), h(x, t)v1(x, t)),

kde

h(x, t) =





1, x
t

<
√

g,
1
g

[√
g + 1

3

(
x
t
−√

g
)]2

,
√

g < x
t

<
√

2g,

2, x
t

>
√

2g,

v1(x, t) =





0, x
t

<
√

g,
2
3

(
x
t
−√

g
)
,

√
g < x

t
<

√
2g,

2
√

2g −√
g, x

t
>

√
2g.

Metoda konečných objemů

Na grafech (7.1) a (7.2) jsou znázorněny jednotlivé složky numerického řešeńı
źıskané pomoćı metody konečných objemů s Vijayasudaramovým numerickým
tokem (tj. po částech konstantńı řešeńı) a složky přesného řešeńı. Je vidět, že
s rostoućım počtem děĺıćıch bod̊u se graf řešeńı přibližuje přesnému řešeńı. Na
obrázku (7.3) jsou znázorněny obě složky rozd́ılu přibližného a přesného řešeńı
poč́ıtané ve středech konečných objemů Di, i ∈ {0, . . . , n} (tyto středy znač́ıme
xi, i ∈ {0, . . . , n}). Pro přehlednost jsou tyto body spojeny lomenou čarou. Prvńı
složka řešeńı má menš́ı chybu, což jsme předpokládali, nebot’ v druhé složce se
vyskytuje nav́ıc výška a chyby se tud́ıž násob́ı a tedy zvěťsuj́ı.
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Obrázek 7.2: Řešeńı druhé složky w (tj. hv1) pomoćı metody konečných objemů
v čase T = 0.05. Modrá znač́ı řešeńı źıskané MKO a zelená je přesné řešeńı.

 0

 1

 2

 3

 4

 5

-1 -0.5  0  0.5  1

hv

x

’Exact.txt’
’Numerical.txt’

(a) n=20.

 0

 1

 2

 3

 4

 5

-1 -0.5  0  0.5  1

hv

x

’Exact.txt’
’Numerical.txt’

(b) n=149.

 0

 1

 2

 3

 4

 5

-1 -0.5  0  0.5  1

hv

x

’Exact.txt’
’Numerical.txt’

(c) n=351.

 0

 1

 2

 3

 4

 5

-1 -0.5  0  0.5  1

hv

x

’Exact.txt’
’Numerical.txt’

(d) n=1000.

Obrázek 7.3: Chyba řeš́ı pomoćı metody konečných objemů v čase T = 0.05.
Modrá znač́ı chybu v druhé složce a zelená je chyba v prvńı složce.
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Obrázek 7.4: Řešeńı h pomoćı MKO s lineárńı rekonstrukćı v čase T = 0.05.
Modrá znač́ı řešeńı źıskané MKO s lineárńı rekonstrukćı a zelená je přesné řešeńı.
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(d) n=1000.

Metoda konečných objemů s lineárńı rekonstrukćı (značeńı: MKO
s LR)

Touto metodou źıskáme stejné řešeńı jako jsme źıskaly metodou konečných
objemů, zvětšuje se pouze čas výpočtu, nebot’ se provád́ı lineárńı rekonstrukce.
Po provedeńı lineárńı rekonstrukce na data úlohy zavoláme limiter popsaný v sekci
(5.3.2), tento limiter bohužel změńı data zase na p̊uvodńı data, proto dojdeme ke
stejnému výsledku, což můžeme vidět v tabulce 7.1.
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Obrázek 7.5: Řešeńı hv1 pomoćı MKO s lineárńı rekonstrukćı v čase T = 0.05.
Modrá znač́ı řešeńı źıskané MKO s lineárńı rekonstrukćı a zelená je přesné řešeńı.
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Obrázek 7.6: Chyba řeš́ı pomoćı metody konečných objemů s lineárńı rekonstrukćı
v čase T = 0.05. Modrá znač́ı chybu v druhé složce a zelená je chyba v prvńı složce.
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Metoda počet element̊u čas výpočtu E1 E2

MKO 20 0.016259 0.082287 0.432333
MKO 100 0.312408 0.045795 0.210608
MKO 149 0.708729 0.042050 0.192477
MKO 200 1.239709 0.036132 0.167006
MKO 351 3.713738 0.031046 0.144858
MKO 500 7.433404 0.033924 0.130970
MKO 1000 29.936717 0.024121 0.116583
MKO 1487 65.468604 0.022906 0.111615
MKO 2500 184.858986 0.021411 0.105653

MKO s LR 20 0.024290 0.082287 0.432333
MKO s LR 100 0.368387 0.045795 0.210608
MKO s LR 149 0.793962 0.042050 0.192477
MKO s LR 200 1.395398 0.036132 0.167006
MKO s LR 351 4.089763 0.031046 0.144858
MKO s LR 500 8.224278 0.033924 0.130970
MKO s LR 1000 32.027246 0.024121 0.116583
MKO s LR 1487 71.435971 0.022906 0.111615
MKO s LR 2500 202.333374 0.021411 0.105653

Tabulka 7.1: Tabulka výpočt̊u pomoćı MKO a MKO s LR v čase T = 0.05

Srovnáńı s metodou ADER

Metoda ADER řeš́ı rovnice mělké vody pomoćı přesného řešeńı zobecněného
Riemannova problému. Z graf̊u v (7.7) a (7.8) je jasné, že pro n = 351 se řešeńı
źıskané touto metodou a přesné řešeńı překrývaj́ı. Výsledky źıskané pomoćı me-
tody ADER jsou už pro malé děleńı velmi přesné. Na obrázćıch (7.7) a (7.8) jsou
grafy srovnávaj́ıćı přesné řešeńı, metodu konečných objemů a metodu ADER v
T=0.05.
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Obrázek 7.7: Řešeńı h pomoćı MKO a metody ADER. Modrá znač́ı řešeńı źıskané
MKO, zelená je přesné řešeńı a červená znač́ı ADER.
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7.1.2 Př́ıklad 2 - Př́ıklad s pohybuj́ıćı se nespojitost́ı.

Př́ıklad jsme převzali z disertace [7]. Mějme problém na oblasti Ω = (−1, 1) s
počátečńımi podmı́nkami

∂w

∂t
+

∂

∂x
f 1(w) =0, x ∈ (−1, 1), t > 0,

w(x, 0) =

{
(2,

√
3g)T, x ∈ (−1, 0),

(1, 0)T, x ∈ (0, 1).

(7.4)

a okrajovými podmı́nky

w(x, t) =

{
(2,

√
3g)T, pro t ∈ [0, T ] ,

(1, 0)T, pro t ∈ [0, T ] .
(7.5)

Řešeńı tohoto problému známe, má následuj́ıćı tvar

h(x, t) =

{
2, x

t
<

√
3g,

1, x
t

>
√

3g,

v1(x, t) =

{
1
2

√
3g, x

t
<

√
3g,

0, x
t

>
√

3g.

Metoda konečných objemů
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Obrázek 7.8: Řešeńı hv pomoćı MKO a metody ADER. Modrá znač́ı řešeńı źıskané
MKO, zelená je přesné řešeńı a červená znač́ı ADER.
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Obrázek 7.9: Řešeńı prvńı složky w (tj. h) pomoćı metody konečných objemů v
T = 0.05. Modrá znač́ı řešeńı źıskané MKO a zelená je přesné řešeńı.
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Obrázek 7.10: Řešeńı druhé složky w (tj. hv1) pomoćı metody konečných objemů
v T = 0.05. Modrá znač́ı řešeńı źıskané MKO a zelená je přesné řešeńı.
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Na obrázćıch (7.9) a (7.10) můžeme vidět srovnáńı přesného řešeńı a nu-
merických výsledk̊u źıskaných pomoćı MKO s numerickým tokem Vijayasuda-
ramova typu. Můžeme pozorovat, že s rostoućım počtem děĺıćıch bod̊u se křivka
znázorňuj́ıćı numerické řešeńı přibližuje křivce přesného řešeńı. Na obrázku (7.11)
jsou vykresleny obě složky rozd́ılu přibližného a přesného řešeńı poč́ıtané ve
středech konečných objemů. Pro přehlednost jsou tyto hodnoty spojeny lome-
nou čarou. Vid́ıme, že prvńı složka numerického řešeńı má řádově menš́ı chybu
než druhá složka.
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Obrázek 7.11: Chyba řeš́ı pomoćı metody konečných objemů v čase T = 0.05.
Modrá znač́ı chybu v druhé složce a zelená je chyba v prvńı složce.
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(d) n=1000.

Metody konečných objemů s lineárńı rekonstrukćı
Výpočet je proveden pomoćı metody konečných objemů s lineárńı rekonstrukćı a
numerickým tokem Vijayasundaramova typu. Jako v prvńım př́ıkladu źıskáváme
stejné řešeńı jako jsme źıskali pomoćı MKO. Limiter zase zp̊usobuje, že se vraćıme
k p̊uvodńım hodnotám, který jsme měli před linearizaćı. V tabulce 7.2 je uveden
čas výpočtu a chyba řešeńı obou složek, které dostáváme vyřešeńım př́ıkladu
pomoćı MKO a pomoćı metody konečných objemů s lineárńı rekonstrukćı. Z
tabulky je patrné, že při zvyšováńı počtu děĺıćıch bod̊u je řešeńı źıskané pomoćı
MKO přesněǰśı. Pro velké n se už ale chyba řešeńı výrazně nezmenšuje a z̊ustává
kolem hodnoty 0.026 v prvńı složce a 0.07 v druhé složce.
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Obrázek 7.12: Řešeńı h pomoćı MKO s lineárńı rekonstrukćı v T = 0.05. Modrá
znač́ı řešeńı źıskané MKO s lineárńı rekonstrukćı a zelená je přesné řešeńı.
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Obrázek 7.13: Řešeńı hv1 pomoćı MKO s lineárńı rekonstrukćı v T = 0.05. Modrá
znač́ı řešeńı źıskané MKO s lineárńı rekonstrukćı a zelená je přesné řešeńı.
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Obrázek 7.14: Chyba řeš́ı pomoćı metody konečných objemů v T = 0.05. Modrá
znač́ı chybu v druhé složce a zelená je chyba v prvńı složce.
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Metoda počet element̊u čas výpočtu E1 E2

MKO 20 0.019578 0.077344 0.309516
MKO 100 0.329730 0.032525 0.095241
MKO 149 0.692441 0.024159 0.054542
MKO 200 1.259777 0.024219 0.054779
MKO 351 3.869551 0.028945 0.084198
MKO 500 7.760762 0.026788 0.073909
MKO 1000 30.425304 0.026246 0.073611
MKO 1487 67.539980 0.026636 0.077024
MKO 2500 192.267866 0.026109 0.074750

MKO s LR 20 0.027485 0.077344 0.309516
MKO s LR 100 0.377637 0.032525 0.095241
MKO s LR 149 0.780878 0.024159 0.054542
MKO s LR 200 1.401848 0.024219 0.054779
MKO s LR 351 4.180349 0.028945 0.084198
MKO s LR 500 8.296677 0.026788 0.073909
MKO s LR 1000 32.853481 0.026246 0.073611
MKO s LR 1487 72.321536 0.026636 0.077024
MKO s LR 2500 202.884497 0.026109 0.074750

Tabulka 7.2: Tabulka výpočt̊u pomoćı MKO a MKO s LR
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Obrázek 7.15: Řešeńı h pomoćı MKO a metody ADER. Modrá znač́ı řešeńı źıskané
MKO, zelená je přesné řešeńı a červená znač́ı ADER.
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Srovnáńı s metodou ADER

Metoda ADER řeš́ı rovnice mělké vody pomoćı přesného řešeńı zobecněného
Riemannova problému. Výsledky jsme źıskali z programu HW-SWRPEXACT,
který naprogramoval E.F.Toro, který je volně k dispozici na www.numeritek.com.
Z graf̊u v (7.7) a (7.8) je jasné, že pro n = 100 se řešeńı źıskané touto metodou
a přesné řešeńı překrývaj́ı. Narozd́ıl od našich výsledk̊u jsou výsledky źıskané
pomoćı metody ADER jsou už pro malé děleńı velmi přesné. Na obrázćıch (7.7) a
(7.8) jsou grafy srovnávaj́ıćı přesné řešeńı, metodu konečných objemů a metodu
ADER v T=0.05.
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Obrázek 7.16: Řešeńı hv pomoćı MKO a metody ADER. Modrá znač́ı řešeńı
źıskané MKO, zelená je přesné řešeńı a červená znač́ı ADER.
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Závěr

Účelem této práce bylo popsat schémata typu ADER pro rovnice mělké vody.
V prvńı části práce jsme zavedli obecné rovnice dynamiky tekutin a z těchto

rovnic jsme detailně odvodili rovnice mělké vody. Př́ınosem této práce je zjed-
nodušené odvozeńı těchto rovnic a to tak, že se nám podařilo obej́ıt Leibnizovu
formuli, která se pro odvozeńı vždy použ́ıvá. Zavedli jsme si nejd̊uležitěǰśı vlast-
nosti rovnic mělké vody.

V druhé části práce jsme využili těchto vlastnost́ı v metodě konečných ob-
jemů pro popis numerického toku Vijayasundaramova typu. Dále se nám povedlo
popsat metodu konečných objemů druhého řádu a to využit́ım lineárńı rekon-
strukce a limiteru v metodě konečných objemů. Tuto metodu se nám podařilo
naprogramovat a otestovat na dvou př́ıkladech. Limiter opravdu zhlazuje osci-
lace, které vznikly při linearizaci, bohužel nám vraćı stejné hodnoty jako před
linearizaćı. V testovaných př́ıkladech dostáváme tedy stejné řešeńı jako pomoćı
MKO. U testovaných př́ıklad̊u nemá smysl brát v úvahu linearizaci, nebot’ má
metoda větš́ı časovou náročnost a dostáváme stejné řešeńı. Otázka zńı, zda lze
určit limiter tak, aby linearizace pracovala dobře. Je zde detailně popsaná meto-
da typu ADER, která byla p̊uvodně navrženou pro Eulerovy rovnice, pro rovnice
mělké vody. Srovnáváme řešeńı źıskané metodou ADER s přesným Riemannovým
řešičem a řešeńı źıskané metodou konečných objemů s numerickým tokem Vija-
yasundaramova typu. U metody ADER dostáváme již při malém děleńı dobré
řešeńı, narozd́ıl od metody konečných objemů.
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Seznam použitých zkratek

1D - jedna dimenze
ADER - Arbitrary hight order, with using hight order DERivatives of poly-

nomials
CFL - Courant-Friedrichs-Levyho podmı́nka stability
DRP - Riemann̊uv problém (angl. Derivative Riemann problem)
ENO - neosciluj́ıćı metoda (angl. essentially non-oscillatory)
MKO - metoda konečných objemů
MKO s LR - metoda konečncýh objemů s lineárńı rekonstrukćı
PDE - parciálńı diferenciálńı rovnice (angl. partial differential equations)
SWE - rovnice mělké vody (angl. shallow water equation)
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