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Abstrakt: V predlozené praci studujeme numerické feseni rovnic mélké vody.
Zavadime vektorovy zapis rovnic zdkonu zachovani a z nich odvodime rovnice
vlastnosti. Puvodnim ptinosem je odvozeni rovnic pro mélkou vodu bez vyuziti
Leibnizovy formule. Popisujeme zde metodu koneénych objemtu pro SWE s nu-
merickym tokem Vijayasundaramova typu. Uvadime popis linedrni rekonstruk-
ce, kvadratické rekonstrukce a ENO rekonstrukce a jejich vyuziti ke zvysSeni
radu presnosti. Ukazujeme vyuziti linedrni rekonstrukce v metodé konecnych ob-
jemu druhého tadu presnosti. Tato metoda je naprogramovand v jazyce Octave a
pouzita na feseni dvou tloh. Aplikujeme metodu typu ADER, puvodné navrzenou
pro Eulerovy rovnice, na rovnice mélké vody.
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Abstract: In the present work we study the numerical solution of shallow water
equations. We introduce a vectorial notation of equations laws of conservation
from which we derive the shallow water equations (SWE). There is the simplify
its derivation, notation and the most important features. The original contri-
bution is to derive equations for shallow water without the using of Leibniz s
formula. There we report the finite volume method with the numerical flow of
Vijayasundaram type for SWE. We present a description of the linear recon-
struction, quadratic reconstruction and ENO reconstruction and their using for
increasing of order accuracy. We demonstrate using of linear reconstruction in
finite volume method of second order accuracy. This method is programmed in
Octave language and used for solving of two problems. We apply the method
of the ADER type for the shallow water equations. This method was originally
designed for the Euler s equation.

Keywords: shallow water equations, finite volume method, linear reconstruction,
ENO reconstruction, ADER



4.3.1  Numerickv tok Vijavasundaramova tvpu pro SWH . . . . . 25

Mmmmmmwmm ....... 26
5 i 28

5.1 Dinedrni rekonstruked . . . . . . . . . . 28
5.2 Kvadratickd rekonstruked . . . . ... ... 30
5.3 imitni procedural . . . . . ... 33

5.3.1  Prvni varianta limiteru) . . . . . . . . . ... 34

5.41  Zakladnf my&lenka . . . .. ... 35
6.4.2 Vypocet p TR 36

5.4.3 ENO procedura . . . . . . oo 37

5.4.4  Algoritmus 1D ENO rekonstrukce prom=3 . . . . .. . . 39
l6_ADER 41

6.1 Odvozeni schématu tvpu ADER pro SWE s 2 — konsl . . . . . . 41
6.1.1 Zobecnénd Godunovovametoda . . . . . . .. ... ... 42
Regen{ cné i ©) 0010 [, 43

[6.1.3 Konstrukce zobecnéného Godunovova toku . . . . . . . . . 45
6.1.4 Algoritmus ADER . . . ... ... ... ... ... 46

62 ADER pro SWEs z £hkonsfl. . . . o oo oo 46
6.2.1 Vypocet vedouciho clend . . . . . ... 48
6.2.2  Vyrazy vy§sthofadu . . . . . . ... ... 49




fmz_fspﬁenf DRP . ... ... ...

[7_Numerické exnerimentyl

lz1




Uvod

V nésledujicim textu jsou popsany rovnice mélké vody (angl. shallow water
equation, zkratka SWE), v literatufe je muzeme najit také pod ndzvem Saint—
Venantovy rovnice. Jedna se o hyperbolicky systém rovnic s nenulovou pravou
stranou popisujici proudéni vody jejiz vyska je mala vzhledem ke své siice, tj.
jedna se o pripad proudéni vody v fece s nerovnym dnem. To Ze dno je nerovné
popisuje zdrojovy clen, ktery je na pravé strané rovnic.

V prvni kapitole je ze zdkladnich fyzikalnich zakonu zachovani odvozen vek-
torovy zapis zakonu zachovani, z kterého jsou v druhé kapitole odvozeny rovnice
popisujici proudéni mélké vody. Odvozeni jiz bylo popsano v nékolika literaturach,
je zde ale uveden detailni popis a navic zjednoduseni tohoto odvozeni. Toto zjed-
noduseni spocCiva v tom, ze pii odvozovani hyperbolického systému se nam po-
darilo obejit Leibnizovu formuli, kterd je vzdy uzivana k odvozovani. K odvozeni
numerickych metod budeme potiebovat nékolik znamych vlastnosti rovnice mélké
vody, tyto vlastnosti jsou popsany v tieti kapitole.

V kapitole étyti se vénujeme metodé koneénych objemu (MKO) s Vijayasun-
daramovym numerickym tokem pro rovnice mélké vody. Tato metoda je pouze
prvniho fadu presnosti, to zpusobuje, ze vysledky jsou rozmazané a nékteré detai-
ly nejsou vyteseny dostatecné presné. Proto je v paté kapitole uveden popis jak
muzeme zvysit fad metody pomoci polynomidlni (linedrni, kvadratické, ...) re-
konstrukce a neoscilujictho ENO schémata. U polynomialni rekonstrukce dochazi
k oscilacim, proto je zde popsana limitni proceduru, ktera tyto oscilace zhlazuje.
V kapitole ctyfti je také popsana metoda koneénych objemu vyssiho tadu, ktera
vyuziva linedrni rekonstrukei.

V kapitole Sest je popsdana metoda ADER = " Arbitrary hight order, with using
hight order DERivatives of polynomials”. Jedna se o schéma zalozené na diskreti-
zaci pomoci metody koneénych objemu kombinované s polynomialni rekonstrukei
vyssiho tadu. Je to zobecnéni ”klasické” Godunovovy metody na libovolny fad,
jak je uvedeno v [4].

Posledni kapitola je vénovand numerickym experimentum. Je zde naprogra-
movana MKO s numerickym tokem Vijayasundaramova typu a MKO druhého
radu presnosti vyuzivajici linedrni rekonstrukei. Tyto metody jsou otestované
na dvou ulohach. Numerické feSeni srovnavame s presnym feSenim a s feSenim
ziskanym pomoci presného Riemannova teSice.



1. Obecné rovnice dynamiky
tekutin

Necht T' > 0, (0, T) je ¢asovy interval, ; C IR bud oblast vyplnénd tekutinou
Vt € (0,7). Definujme mnozinu

M ={(z,t);x € Q,t € (0,T)} C R"

Zékladni fyzikalni zdkony jsou zakon zachovani hmotnosti, zdkon zachovani hyb-
nosti, zdkon zachovani momentu hybnosti a zakon zachovani energie. Zakon za-
chovani momentu hybnosti plati pravé tehdy, kdyz je tenzor napéti 7 symetricky.
Zakon zachovani hmotnosti je popsan rovnici kontinuity

0

a—f + div(pv) = 0. (1.1)
Symbol p = p(z,t) oznacuje hustotu a v = v(z,t), v = (v, v2,v3) je rychlost.
Zakon zachovani hybnosti je popsan pohybovymi (Navierovy-Stokesovymi) rov-

nicemi
Opv;

ot
Symbol f = f(x,t) oznacuje funkci hustoty vnéjsich objemovych sil. Matice
T = T(x,t), T = (7;); =1 reprezentuje tenzor napéti. Zakon zachovéni energie
je popsan rovnici pro energii

+ div(pvv) = pf; + div(T);, 1 =1,2,3. (1.2)

oF

e + div(Ev) = pf - v + div(7Tv) + pg — div(q). (1.3)
Symbol E = E(z,t) aq = q(z,t) oznacuje energii a hustotu tepelnych zdroju, g =
(q1, G2, q3)T je tepelny tok. O funkcich vystupujicich v rovnicich predpokladame
nasledujict: f; (i = 1,2, 3), ¢ jsou spojité funkce na M; p,v; (i =1,2,3), E, 7, (i,5 =
1,2,3) a ¢ (i =1,2,3) jsou tifidy C* na M.

Poznamka 1. Tenzor napéti T obsahuje vazkou c¢dst T’ a nevazkou cdst T;.
Obuvykle se predpokldadd, zZe pak je T tvaru

T=T+T"

V pripadé T = —pl + T, tedy T; = —pl, kde p predstavuje tlak a T’ reprezen-
tuje vazkou slozku tenzoru napéti, z rovnic (L2) lze za splnénd tzv. Stokesovijch
postuldti (viz skripta [3]) odvodit Navier-Stokesovy rovnice.

Rovnice zdkonu zachovani lze zapsat po slozkach (na oblasti M):



P pu1 pU2 pUs 0

g | PV P pui o PUﬂ;Q o | ruvs pfi
B pu2 | + 8_x1 pu2v1 | + a—% puy | + 8_563 p7121223 = pf2
pU3 pPU3V1 PU3V PU3 pf3
E Ev, Ev, Evs pf v+ pq
0 0 0
o Ti1 o T21 o 731
+8_:cl T12 + 8_1:2 T22 + (9_953 T32
T13 T23 733
(Tv) — ¢ (Tv): — @2 (Tv)s — g3

Vektorovy zapis rovnic zakontu zachovani

3 3

a afs( ) 858( 7v )
0 4y P pyy oy O T)  )

s=1 s=1

kde
w = (p7 PU1, PU2, PU3, E)T

je vektor neznamych,

pUs
PV
fo(w) = | pvavs
PU3Vs
Eu,
predstavuje tzv. fyzikdlni tok a
0 0
pf Ts1
F(’UJ) - pf? , Ss(w,V'w) = Ts2
pfS Ts3
pf v+ pq (Tv)s —gs

jsou ¢leny vystupujici na pravé strané rovnice. Zde w je stavovy vektor a f,, s =
1,2,3 jsou nevazké (Eulerovy) toky, S, s =1,2,3, jsou vazké toky.
Zanedbame-li v tomto piripadé vazkou ¢ast 77 tenzoru napéti, dostaneme Eu-

lerovy rovnice
3

ow of (w)
E*Za—%zo v M. (1.5)



2. Odvozeni SWE

V této kapitole popiseme dva zpusoby formulace rovnic popisujici proudéni
mélké vody. V obou piipadech budeme zjednodusovat rovnice (LII)-(L3]). Pomoci
prvniho odvozeni dokazeme, ze rovnice pro mélkou vodu lze zapsat ve formalné
stejném tvaru jako rovnice ([L4]), kde ovsem vektor w nebude mit vyznam vyse
uvedenych fyzikalnich veli¢in, ale jinych. Druhym odvozenim ziskdme hyperbo-
licky systém rovnic.

2.1 Formulace 1.

Necht je v IR? dan kartézsky systém soutadnic a ¢as t > 0. Budeme modelovat
proudéni tekutiny v oblasti, jez je touto tekutinou vyplnéna. Predpokladame, ze
fyzikalni oblast je Siroka a nizkd, tj. pro kazdé t > 0 je oblast neomezend v roviné
urcené osami xj a T a je omezena ve smeéru osy 3, a to zdola funkei 2z = z(xy, z5)
(funkce popisujici dno oblasti vyplnéné tekutinou, nezdvisi na ¢ase) a shora funkei
H = H(xy1,x9,t) (funkce popisujici volnou hladinu tekutiny). Oblast vyplnéna
tekutinou v ¢ase t > 0 je tedy mnozina

Qt = {(%1,1’2,1’3) S Rg;l'l € R, To € R,Z(l’l,mg) <3 < H(l’l,l'g,t)} ,

viz obrazek 211
X3 |

\-—(\/\/‘ H(Qﬁl,l'g,t)
h = h(ﬂ?l,xg,t)

)

Obrazek 2.1: Oblast @), vyplnéna tekutinou (fez).

Necht funkce H a z jsou t¥idy C! na pifslusnych podmnozinach mnoziny M.
7, predchozi kapitoly predpokladame hladkost funkci vystupujicich v rovnicich

zakonu zachovani. Symbolem D% rozumime tzv. materidlovou derivaci, tj.
Du  0u
— = — +v-Vu,
Dt ot

kde v je rychlost.



Pro proudéni tekutiny v malych hloubkach plati nasledujici okrajové podminky,
které jsou klicové pro odvozeni rovnic pro mélkou vodu (z duvodu vétsi prehlednosti
nepiseme argumenty funkef):

e Na hladiné jsou dany okamzitd zména veliciny x5 — H a nulovy tlak, tj. pro
t>0,21 € R, v5 € R, x3 = H(x1,x9,t) plati
D
—(x3—H)=0 a p=0. 2.1
Dt (3 ) p (2.1)
e Na dné uvazujeme nulové zmény veliciny x3 — z, tj. prot > 0, x; € IR,
x9 € IR, x3 = z(x1,x5) plati
D

E(% —2)=0. (2.2)

e Déle uvnitt oblasti (¢t > 0, = € @) plati

D?Jg

- =0 (2.3)

Ptredpokladejme, Ze proudéni je nestlacitelné, tzn.

p = konst, (2.4)

nevazké (= vazka ¢dst 7’ tenzoru napéti 7 je nulovd matice) a adiabatické (tj.
hustota tepelnych zdroju ¢ = 0 a tepelny tok ¢ = 0). Dale predpokladejme, ze

v e~

kde g = 9.81 je konstanta gravitaé¢niho zrychleni.
Vyuzitim téchto predpokladi se rovnice (L)) - (L3) redukuji na systém (na
mnoziné M)

div(v) = 0,
(9p?]i . o : S
g T div(puiv) = —pgdis + div(=pl);, i =1,2,3, (2.5)
oF
En + div(Ev) = —pgvz + div(—plv).

Upravou druhé a tteti rovnice, vyuzitim (24 a prepsdnim do vektorového tvaru
dostaneme

div(v) =0 v M, (2.6)
0
Dv
-9
E
oF + div(Ev) = —pgus — Vp-v v M. (2.8)

ot



Vidime, ze se jedné o systém péti rovnic o péti neznamych p, v1, vo, v3 a E. Zaroven
v prvnich ¢tyfech rovnicich se nevyskytuje E. Proto se nadale budeme zabyvat
pouze fesenim prvnich 4 rovnic, nebot budeme-li znat jejich feseni, budeme na
jejich zakladé schopni z paté rovnice vypocitat hodnoty E. Dostavame pro 4
neznamé systém 4 rovnic pro mélkou vodu

div(v) =0 v M,

0
Dv (2.9)
— = 0 |- :
P =P Vp v M

2.2 Formulace II.

Ptedchozi zapis rovnic pro mélkou vodu se ovSem v literature obvykle nevy-
skytuje. Duvodem je, ze rovnice pro mélkou vodu jsou ¢astéji formulovany ne
pro tlak p a rychlost v, ale pro hloubku A a rychlost v. Hloubka h je definovana
nasledovné

h=H —z,
tedy jako vzdélenost hladiny ode dna (viz obrazek 2.1]). Rovnice timto zpusobem

preformulujeme.

Ze ctvrté rovnice ZT) pLrvs = —pg — ;—i a z predpokladu (Z3) Zvs = 0
dostaneme

0=—pg— 9
81'3’
Ip
O3 = P9
Integraci ziskame
p = —pgrs + c(xy, T2, t). (2.10)

Z okrajové podminky pro tlak (Z1]) dostaneme
0=—pgH + c(x1,22,t) < c(x1,29,t) = pgH.
Dosazenim predchozi rovnice do (ZI0) obdrzime
p=pg(—zs+ H). (2.11)

Lemma 1. Necht plati (211), (233) a (27). Necht v; € C*(M) pro i = 1,2,
p € CY M) a p = konst. Pak vy, vy nezdvisi na x3.

Dikaz. Pro i = 1,2 ziskdme ze vztahu (2.1) rovnost

Dv; — 0Op
Protoze funkce H je nezdvisla na proménné x3 a plati (Z4), plyne z predchoziho
vztahu pro p, ze funkce %, aa—;; také nezavisi na x3 a proto i %”tl, %’f jsou
nezavislé na z3. Kdyby v;, ¢+ = 1,2 zaviselo na x3, pak by
DUZ' (%Z-
= +v -V,
Dt Ot ’

8



;. . ) . s 7 ’ ’ ~
zaviselo na 3 a to je spor, nebot %;Z na x3 nezavisi. Odtud dostavame, ze funkce
vi, © = 1,2 nezavisi na xs. O

Voln4 hladina H je dana hloubkou vody h a dna z. Zndme-li funkci h, muzeme
urcit tlak p.

Poznamka 2. Pro tcely odvozeni rovnic predpokliddme libovolnou dostatecnou
hladkost funkct, zde tedy napr. v; € C*(M). Pri formulaci rovnic vsak jiz takovou
hladkost pozZadovat nebudeme.

V nésledujicim textu preformulujeme rovnice ([2.9]) do systému hyperbolickych
rovnic vektorové funkce w = (h, hvy, hvo)™.

Rovnice kontinuity

K odvozeni nésledujiciho zapisu rovnice kontinuity je v literatuie vzdy pouzita
Leibnizova formule. Nam se povedlo obejit Leibnitzovu formuli a to tak, ze jsme
vyuzili nezavislosti v; a v, na xs.

Nejprve zintegrujeme prvni rovnici (Z29) podle x3 s mezemi z a H dostaneme

H
81)1 81)2 81)3
+ + drs =0 2.12
/z <8x1 81’2 8x3 3 ( )
7 lemmatu [l vime, Ze vy, vy nezavisi na w3, tedy plati
0 0
(H-)2 y (-2 v~y =0 (2.13)
81‘1 81'2 —H _
xrs3 Tr3==z
Nyni chceme upravit cleny vs a v . Vyuzijeme podminky (1), jejim
x3=H x3=H

rozepsanim dostaneme

D 0
0= E(.ﬁg —H) o = <§(I3 — H) -+ (’U V)($3 —H)) -
at, ot ' ox,  ox 0wy dwy  COxs  COws ||._p
= > ~ ~ X))
3 z3=H 0t 181’1 281’2
(2.14)
Odtud vyjadiime v3 a mame vztah
r3=H
0H OH 0H
= — — —_—. 2.15
R I T PR (2.15)

Analogicky dostaneme z podminky ([22)) vztah
0z 0z 0z

— tUvi— F v —.
8t 181[’1 281’2

(2.16)

U3

r3=z



Dosazenim (Z.I8) a (216) do rovnice ([213) zjistime, ze

oy ov, OH oH o0H 0z 0z 0z

on Ov, Lo, oo or 08 9% L,
D, 02 T ot Vo T Ron, ot Vom,

(H B Z) 6.932 N

+ (H — 2)

prerovname cleny

oy Jvy  O(H — 2) O(H — z) O(H — z)
H— 22—+ (H - —==0.
e L ™
Vime, ze H — z = h. Dosazenim za H — z do predchozi rovnice obdrzime
(%1 802 oh oh oh
h— 4+ h— 4+ — — — =0.
o, "oz, ot "om T ™om,
Dostavame modifikovanou rovnici kontinuity pro mélkou vodu
h h h
Oh | Ohwy | Ohvy (2.17)

E—i_ 8951 * ail'g

Pohybové rovnice

Déle preformulujeme rovnice (2.71).
Vyjdeme z modifikované rovnice kontinuity (2.I7), vyndsobime ji v, s = 1,2

6h 8hv1 8h1)2

O e+ L S, . 2.1
3tv + al‘lv 8372U O ( 8>

Z prvni a druhé rovnice (7)) plati

D (o) _ (0 _ 3k
th U2 P\o 59—”.
o
Pro tfeti rovnici (7)) jsme vyse ukazali, Ze za danych okrajovych podminek a
podminky (23] je tato rovnice ekvivalentni s
p=py(—z3+H), H=h+z

Odsud plyne, ze

dp  OH 8h+8z _ 19
8:r8_pg(9x5_pg Oor, Oxg)’ SThE

Z predchoziho vztahu dosadime do s-té rovnice vztahu 27), s = 1,2, vydélime
p (predpokladame, ze p > 0) a dostaneme

v, N % n % L oh B 0z oh
ot i 0xy 2 Ory gaxs g&vs ’
v, v, ov, oh 0z
—_— - ~1,2.
5t h + v, o h + v 0t h ghaxs gh@xs’ s ,

10



Posledn{ rovnici secteme s rovnici ([ZI8)) a obdrzime

%(hvé) ai;l('ulvsh) %(vzvsh)
‘Oh ov, 8hv1 ov, . Ohv, v, oh Oz
—v, 4+ —h h 4+ —=v, h= —gh —gh——,
ot ot o T e T as, T o, I . T,
625 (7%9}‘2)

tedy pro s = 1,2

0

0 0
5 — (vivsh + 051 = gh2) + —(vavsh + ds2= ghz) —qgh

8;1:1 Oz T2

(hvs) +
Predchozi text byl ¢erpan z diplomové préce [§].

Rovnice pro mélkou vodu

Definujme nyni V¢ € (0,7 oblast

Q= {(l’l,l'g) € IR* (x1, 19, 73) € Q; Pro néjaké rs € ]R} ,
necht @, jsou takové, ze Q je omezend. Q jiz nezavisi na t, nebot jeding cast
hranice @)y, kterd zavisi na t, je mnozina {x3 = H(z1,x9,1)}, ta jiz ovsem v @
nevystupuje. Déle bud
M = {(x,t);m ceQ,te (O,T)} c R®.

Diky této volbé Q je M C M, &ehoz na nésledujicich Fadeich vyuzijeme.

Nakonec dostdvame rovnice pro mélkou vodu zformulované pro hloubku h a rych-
lost v (v mnoziné M)

h hvy hvs
g hvy | + ai hv? + %gh2 + ai hvyvs
t hv, 11 hvyvy L2 hva + %gh2
0
= —ghagg1 . (2.19)
_ghazg

Tyto rovnice lze zapsat ve vektorovém tvaru, ktery formalné odpovida tvaru
rovnice (L)) (kde na pravé strané vystupuje pouze jeden ¢len), a to

dw o Of ,(w) -
s = 2.20
wn +8:1 e s(w) v M, (2.20)
kde
h hv
w=|hv |, f,(w)=|hvov,+da39h*], s=1,2,
hvs hvavs + 0s25 gh?
0
s(w) = —gh | 5=
Dz
Oxo
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Rovnice ([Z19)), kde funkce h = h(xy,zo,t), v1 = v1(21, 29, 1), Vo = vo(x1, X2, 1),
resp. z = z(xy, 25) jsou t¥idy C' na M, resp. na Q Vt € (0,T), se nazyvaji rovnice
pro mélkou vodu (zkratka SWE anglického shallow water equations). Nékdy je
muzeme najit i pod ndzvem Saint-Venantovy rovnice.

Vektor pravé strany

s(w) = —gh | 55

se nazyva zdrojovy célen (angl. source term).

Duvodem, pro¢ jsme odvodili systém ([2.20)) podle [I0] bylo ukézat, Ze i presto,
ze rovnice mélké vody popisuji nestlacitelné proudéni, tvoii formélné (pokud za-
nedbdme zdrojové ¢leny) hyperbolicky systém podobny systému pro Eulerovy
rovnice pro stlacitelny tok (5.
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3. Rovnice mélké vody

V predchozi kapitole jsme si odvodili rovnice mélké vody ([220) z obecnych
rovnic dynamiky tekutin. Vektorovy zapis rovnic mélké vody

ow 0
§+82—fs(w> = s(w), (3.1)

s toky
1 1
fs(w) = (hvg, hvyvs + 551§gh2, hvavg + 552§gh2)T

a zdrojovym ¢lenem

s(w) = (0, —ghV2)" .

Nezndmé veliciny w = w(x,t), z € IR? tvoii vektor w = (h,q)" = (h,hw)" =
(h, hvy, hvy)T, kde h a v oznacuje vysku hladiny a rychlost. Gravitaéni konstanta
g > 0 a funkce popisujici dno z = z(z) jsou dany. Toky f. jsou definovany na
oblasti

D= {'w = (h,q1,q2)" € IR*; h > O}.

Daéle se budeme také zabyvat nasledujicimi rovnicemi pro mélkou vodu. Do-
. - .~/ _ 0
staneme je tak, ze polozime vy =0 a 5= =

0 ( h 0 hv, 0
ot (hm) o, (hv? + %ghz) (—ghd%) ’ o

T € (al,bl), te (0,T)

Rovnice [32), kde funkce h = h(xy,t), vy = vi(z1,1), resp. z = z(x1) jsou tifdy C*
na (ay,by) x (0,7), resp. na (a1, b1),a1,b € IR, a; < by se nazyvaji jednorozmérné
rovnice pro mélkou vodu (angl. one-dimensional shallow water equations).

Poznamka 3. Takto zformulované rovnice pro mélkou vodu ddvaji z fyzikdlniho
hlediska smysl pouze v jedné nebo ve dvou dimenzich. Duvodem je, Ze mezndmd
funkce h reprezentuje doplnkovou dimenzi. To je rozdil napr. oproti Navier-Stokesovym
nebo Eulerovym rovnicim, které popisuji proudéni i ve trech dimenzich.

Je obecné znamo, jaké vlastnosti maji Eulerovy rovnice, napiiklad jsou homo-
genni, hyperbolické a rotacné invariantni. Existuji numericka schémata, ktera pti
feseni Eulerovych rovnic téchto vlastnosti vyuzivaji. Zjistujeme, zda nédsledujici
vlastnosti nemaji rovnice pro mélkou vodu. To by umoznilo aplikovat prislusna
schémata na rovnice pro mélkou vodu. Cerpali jsme z [8], [2], [3] a [1].

3.1 Homogenita
Vektorové funkce f,, s = 1,2 jsou homogenni zobrazeni 1.7adu jestlize,

filaw) =af,(w) proVa>0,s=1,2.
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Vlastnost homogenity znaméa pro Eulerovy rovnice

fo(w) = Ay(w)w, (3.3)

kde A (w) je Jacobiho matice Eulerova toku f,, s =1,2.
Tato rovnost pro SWE bohuzel neplati. Lze ale dokazat, ze

0
fo(w) = Aj(w)w — | 39h°60 |, s=1,2 (3.4)
%gh‘2532
o fow)  (0fi(w)\’
Df (w B q(w
Asw) = Dw _( w; )z’,j—l 39

plati homogenni vlastnost pro SWE.

3.2 Rotac¢ni invariantnost rovnic mélké vody
Uvazujme ortonormélni transformaci soutradnic
T = Q()ZL’ + f(), (36)
kde @0 € ]R2X2, gQQ = QoQg =1Ia i’o € R2.

Veéta 1. Vektorovd funkce w = w(x,t) 7esi (v klasickém smyslu) systém SWE
(Z1) prdveé tehdy, kdyz funkce

w = w(7,t) = Qu(Qy ' (T — o), t)

resi transformovany systém

O o~ D

=+ ; 5 fo(@) = s(w). (3.7)
Kde matice Q je definovana v (3.9).

Tuto vlastnost nazyvame rotacni invariantnost rovnic melké vody.

Véta 2. Rovnice pro mélkou vodu (31) jsou rotacné invariantny.
Diikaz. Lze najit v diplomové praci [§] véta 2.2 str.28. m

Rotaé¢ni invariance muze byt také uvedena jako vlastnost toku f,.

P(w,n) =3 n.f,(w) (3.8)

nazyvame tok veli¢iny w ve sméru n = (ng, no)', |n| = 1. Rekneme, Ze tok ve
sméru je rotacné invariantni, jestlize

P(@w.m) = QPw.n), 0= (g o) er (39)

pro vsechna n € IR? a viechny ortonormaln{ matice Q.
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Lemma 2. Nechf w € D an € IR?, |n| = 1. Potom

P(w,n) = Q' f,(Qw), Qp=Qy(n) = ( i ”)  B0)

—ng Ny

Dukaz. Matice Qg je ortogondlni a plati Qon = (1, O)T. Z [39) vyplyva

P(w,n) =Q ' P(Qw,Qn) = Q" | (Qn), f1(Qw) + (Qun)s f,(Qw)

=1 =0
= Q' f,(Quw).
]
Poznamka 4. Potom plati
Z nsf 1.f1<@w)
Veéta 3. Tok ve sméru je rotacné invariantni.
Diikaz. Dukaz spocitd v oveteni definice (3.9). Plati, ze g = hv.
]’LUl hUg
n) = Znsfs('w) =nq | hvyoy + %th + Ny hvyvs
hvavy huavs + 1 gh?
h 1L, /0
= (nlvl + TLQUQ) hUl + —gh
2 n
h?)g
nlhvl + nghvg h 1 9 0
= —gh
() (2) + 3 (2)
nTq (h 1 0
= — —gh? )
(o) <37 (2)
(Qo")T Qog [ h 1 o/ 0
P — (on) Rod Zoh
(Qw7 Q0n> h Qoq + Qg Qon
_ h 1 2 0 _
=40 (7) + g () ~erwn)
]

3.3 Hyperbolicita rovnic mélké vody

Pro dostateéné hladké funkece lze uzit vétu o derivaci slozené funkce a rovnici
[R20) dostaneme v tzv. kvazilinedrnim tvaru

ZA 89:5 s(w) v M, (3.11)

kde As(w) je Jacobiho matice zobrazeni f,, s =1,2.

S?

15



Definice 1. Systém (3I1) se nazyvd hyperbolicky v oblasti D € IR?, pokud
vSechna esent \; = \j(w,n), j=1,...3, algebraické rovnice trettho stupné

det ()\H -y nSAS('w)) =0

jsou redind pro kazdé m = (n1,ns)" € R* a w € D. \; nazjvdme zobecnénymi
vlastnimi c¢isly. Pokud jsou navic zobecnend vlastni ¢isla jednoduchd, pak je systém
nazyvan ostre hyperbolicks.

Rekneme, Ze systém je (ostre) diagondlné hyperbolicky, jestlize matice

P:.= Z§=1 nsAg(w) je diagonalizovatelnd. To znamend, Ze ezistuje requldarni ma-
tice T = T(w,n) takovd, Ze

T 'PT = A = A(w,n) = diag(\i, ..., \3).
Podle ([BI0) staci k ovéreni hyperbolicity systému ([B.11) pouze tok f;.

Lemma 3. Jakobiho matice Ay funkce fi md ndsledujici tvar

0 1 0
Aj(w)=|—vi+gh 20y 0]. (3.12)
—U1V2 V2 U1
Diikaz. Oznacme w = (wy,wy, w3)T = (h, hvy, hvy)T. Pak lze fi(w) prepsat
nasledovné
hvy , Wo
filw) = | hvf + 390% | = | 22 + jgu?
hUﬂ}Q wfu—q“lu?’
Pak
Df,(w af,;(w)\®
w Wy ij=1
0 1 0 0 1 0 (3.13)
w2 w
= —w—% + quwy 2111—? 0 = —’U% + gh 2'111 0
— %27 g2 X2 —V1V2 vy Uy
wy w1 w1
O
Lemma 4. Oznaéme ¢ = \/gh. Matice Ai(w) md vlastni ¢isla
:\1(w> = V1 — C, S\Q(UJ) =1, ;\3(’117) =11 +c. (314)
Odpovidagici vlastni vektory maji tvar
1 0 1
ri(w)=(vi—c]|, r(w)=|0], r3(w)=|vi+c]|. (3.15)
Vg 1 Vo

Diikaz. Dukaz lze provést piimym vypoctem. Vlastni ¢isla spocteme z rovnos-
ti det(A;(w) — Al = 0. Odpovidajici vlastni vektory pak spocteme z rovnice
(Ay(w) — AI)r; =0, proi =1,2,3. ]
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Lemma 5. Viastni ¢isla matice Ai(w) |n| jsou

AM(w) = (v —c¢), X(w) =vy, M(w)= (v +c).

Zbyva vyjadrit vlastni ¢isla matice P(w,n) a to jako vlastni ¢isla matice
A (w) |n|:

A (w) = A" (Quw) =n v —c
A (w) = 3""™(Qw) =n v,
N (w) = 25" ™M(Qw) =n vt e,

z ¢ehoz plyne nasledujici tvrzeni.

Véta 4. Rovnice meélké vody (Z20) tvori ostie diagondlné hyperbolicky systém
prow € D, 0#n € IR

Diukaz. Matici T vytvorime z vlastnich vektortu, které pisSeme po sloupcich, tj.

1 0 1
T=(r(w) ro(w) rs(w))=|vi—c 0 v+c|. (3.16)
Vo 1 Vo
Plati
ute _1
2c 2c
T'=| —v, 0 1 (3.17)
v1—C 1
— % 2 0
Pak
ute - 0 0 1 0 10 1
T'A,T = —Vy 0 1 —vf +gh 2v; O vp—c 0 vi+c
- Ulz;c i 0 —U1U2 Vg U1 Vg 1 Vg
v?—c? ctv1—2v
or + = 0 1 0 1
= | —vvy —vy+vy 1 vy—c 0 vy+c¢
—v?4+c® et
%c . 2c . O v2 1 v2
LI -md? 0 w—c 0 0
= 0 (%1 0 = 0 (%] 0 =A.
0 0 ottt 0 0 v+e
O

Explicitni vzorce pro vlastni ¢isla a vektory (3I4]) - (3.I5) jsou dulezité na
konstrukeci numerickych tokt na zakladé pribliznych Riemannovych fesicu, jako
je napi. Vijayasundaramuv numericky tok (viz sekce 3.2 v [1]).
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3.4 Pocatecni - okrajova uloha

U nékterych problému s hladkymi pocatecni daty vznikaji nespojitosti fy-
zikalnich velicin v koneéném case. Z toho duvodu se zavadi slaba formulace PDE
(parcidlnich diferencidlnich rovnic) a okrajovych podminek.

Abychom nasli vychozi bod pro diskretizaci, potfebujeme formulaci ulohy s
pocatecéni a okrajovou podminkou na ohranicené oblasti a v koneéném casovém
intervalu (0,7").

Jednorozmeérné rovnice pro meélkou vodu (B.2)

O (WY, 0 ( o N_{( 0
ot \ hvy Oy \hvi+gh?) — \—ghiZ )"

xr1 € (al,bl), te (O,T)
kde (a1, b;) € IR. Predepiseme pocateéni podminku
w(r,0) =w’(x), x €, (3.18)

kde w® je dana funkce.

Otézka okrajovych podminek pro nelinedrni systémy je delikdtni problém
(vice lze najit v [I]). Volba okrajovych podminek je obecné fyzikalni problém, ale
musi odpovidat matematickému charakteru fesenych rovnic. PredepiSeme okra-
jové podminky ve tvaru

w(z,t) — B(x,w(x,t)) =0, (3.19)

kde B : 9 x D x D — D je dané zobrazeni, D € IR%. Motivace k tomuto zépisu
bude jasna pozdéji. Zobrazeni B predstavuje extrapolaci postupu pouzivanou v
metodé konecnych objemu. Timto zpusobem je mozné predepsat nékolik typu
okrajovych podminek, a to

e Predepsana vyska hladiny
B(z, (h,q))") = B(x, (WP (z),q))"), = €09, (h,q) € D. (3.20)
kde hP : 9Q — IR je dand funkce.
e Predepsana velicina ¢ = hv
B(z, (h,q)") = B(x, (h, ¢ (z))"), €09, (h,q) € D. (3.21)
kde ¢P : 90 — IR je dané vektorova funkce.

e Podminky
B(zx,w)=w, x€d, weD. (3.22)

Pro jednoduchost nebudeme uvazovat nulové okrajové podminky (napf. nepro-
pustnou sténu), tzn. tyto podminky nejsou zahrnuty ve (B.19).
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4. Metoda konecnych objemu

4.1 Odvozeni obecného schématu metody ko-
necnych objemu

Necht 2 C IR je oblast vyplnéna tekutinou, kde N € {1, 2}. Piedpokldddme,
7e v pifpadé jedné dimenze se jedné o tsecku. V piipadé dvou dimenz{ necht je
Q) polygon. Nadale budeme popisovat pouze piipad dvou dimenzi, pripad jedné
dimenze je piimym zjednodusenim.

Necht J C {0,1,...,n} je indexovd mnozina a h > 0 je krok sité. Pfedpokldddme,
ze D;,1 € J jsou uzaviené vzajemné disjunktni mnohothelniky takové, ze

ieJ

Potom systém D), = {D;},., nazyvéame sit konecnych objemi v Q a D; € D,
nazyvame koneéné objemy. Dva konecné objemy D;, D; € Dy, jsou bud ruzné,
nebo jejich prunik je tvoren casti hranice 0D; a 0D;. Jestlize 0D; N 0D, obsahuje
aspon jednu tsecku (pro N = 2), pak nazyvame D; a D; sousednimi konecnymi
objemy (nebo jednoduse sousedy). Pro dva sousedy D;, D; € Dj, polozime

Déle budeme pouzivat néasledujici znaceni:
|D;| = N-rozmérna mira D; = plocha D; jestlize N = 2,
;| = (N — 1)-rozmeérna mira I';; = délka I';; jestlize N = 2,
’I'I,Z'j = ((ni]‘)l, ceey (nij)N)T = jednotkové Vl’léjél/ normala k 8D1 na Fija
h = Sup;e s hi,

|0D;| = (N — 1)-rozmérnd mira 0D,
s(i) ={jeJ;jF#1i, D;jjesoused D,}.
Zfejmé platl', ze n;; = —nj.
Déle S(i) = indexovd mnozina obsahujici informace o

(i) sousedech,

(ii) hranach 0D;, kde je predepsana okrajova podminka.
Poznamenejme, ze s(i) C S(i). Detaily viz [2], strana 186.
Poznamka 5. Obuvykle je I';; tvorena konecnym poctem 3;; € IN, tj.:

Bij
Iy =JTs.
a=1

Budeme pro jednoduchost predpokldadat, Ze I';; je tvorena pouze jednim prvkem,
tzn. Bij =1 (dseckou pro N = 2).
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Mnozinu M si formdlné rozdélime na oblast € a asovy interval (0,7), tj.
M =Q x (0,T).
Sestrojme délenf 0 = ¢, < t; < ... Casového intervalu [0,7] a oznacme 7, =
tgi1 — tx Casovy krok mezi tg a t, 1, k € INy.
Piedpoklddejme, ze w : Q x [0,T] — R*! je klasické feseni rovnic pro mélkou

vodu (Z20)

o 8?2”) —s(w) v Qr=Qx(0,7), (42)

Integrovanim rovnice (d.2)) pres mnozinu D; X (t, t;+1) a pouzitim Greenovy véty
na D; dostaneme

/ w(x,t) da: o /tHl(/aD Zf w)ng dS) dt = /tk+1 (/D s(w)dx) dt,

i s=1
(4.3)
kde n = (n1,n2)T € IR? je jednotkovéa vnéjsi norméla k 9D;.

Nyni aproximujeme integralni prumeéry [, w(x,t;)dx/|D;| velitiny w pres

koneény objem D; v ¢asovém okamziku t;, pomoci w?:

),
k
w; ~ — [ w(x,t) de, (4.4)
D S, ™!

nazyvame ho hodnotou priblizného Teseni na objemu D; v ¢ase t,. Muzeme tedy
psat

|D;| (wf* w§)+/ Z/ Zf (z,t))(nij)s dS | dt  (4.5)

_ /tt ( /D | s(w)daj) dt.

, . . N [ ~ < «
Déle aproximujeme tok » ., f.(w)(n;;)s veli¢iny w pfes sténu I';; ve sméru
n;; pomoci tzv. numerického toku H (wk, 'w;?, n,;;), zavisejicim na hodnoteé priblizného
feSeni w? na konecném objemu D;, hodnoté wf na D; a normale n;; ve vhodnych

casovych okamzicich t:

> fw)(ny)s = H(wi, w),ny), (4.6)

Aproximace zdrojového ¢lenu

[N tra1 80

/ (/ s(w)dx) dt:/ /(—g)h 5o | da | dt
tr D; tr D; 88_3
T2

_ / ( / o (VO) dm) wmm [ = ( VO) Mo, t)da.
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Stejné jako u aproximace hodnoty integralu Wlﬂ Il Diw(m,tk)dx aproximujeme
h(z,t.) na D; konstantou h¥. Dostaneme

/:H </D S("")dﬂf) dt = 7,(—g)h} /D (VOZ) da.

Uziti Greenovy véty dava

Funkeci

aproximujeme na I';; funkel Z(z;, z;, n;;) zavisejici na hodnoté z; na konetném
objemu D;, hodnoté z; na norméle n;;, kde

zi = |711| /Di z(z)dx (4.7)

oznacuje integralni prumeér funkce z na koneéném objemu D;.
Celkové dostavame schéma metody koneénych objemu

B _

Tk
7/ .

k_
DX

w Z ’Fm| (H<wfaw§:7nzj) + ghfZ(Zu Zjanij)) 5
)

jeS

D; € Dy, t, €10, 7).
Funkce H je numericky tok veliciny w a Z aproximace veli¢iny z na hrané I';;
ve sméru normaly n;; . Oznacime-li H := H + ghFZ, neboli

ﬁ(’lﬂf,’lﬂ?,zi, Zjvnij) = H(wfawfanzj) + ghfz(ziazjani_j)v (48>

jedna se opét o numericky tok a piseme

Tk -
'U)?"Fl = ’UJ,]: — |D Z |F1]| H(’UJ?,’UJ‘I;, Zi,Zj,nij),
7€ ()

il

D; € Dy, t, €[0,7).

Definice 2. Definujeme priblizné reseni metody konecnych objemii pro rovnice

meélké vody (2.139)

N

dw L Of,(w)
a2 Tan, W)
jako po ¢dstech konstantni vektorovou funkci wi, k = 0,1, ..., definovanou s.v. v

Q tak, ze wi| = w¥ pro kazdé i € J, kde D; je vnitiek D; (tj. Df = D;\0D;),
D?

a wk je ddno vztahem
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w’?“ = wk Z ’Fz]‘ H(wz ) w?a Zis Zjv nZJ) <49>

i i | |
JjES(3)

kde D; € Dy, t, € [0,T). Funkce w¥ je priblizné feseni v éase t = ty. Vektor w

je hodnota priblizného reseni na konecném objemu D; v case ty.
Hodnoty w{ jsou ddny z pocédteéni podminky.

4.2 Metoda kone¢énych objemu a numericky tok
pro z = konst.

Pokud z = konst jedna se o pripad plochého dna, tj. plati Vz = 0 a tedy také
s(w) = 0. Dostdavame metodu kone¢nych objemu nésledujiciho tvaru

(2 K

wht = wh — | i =Dy H(wh,wh, ny), (4.10)

JES(7)

Numericky tok H : D x D x RY — RN*!. Nechf S; = {n € R" : |n| =1}
je jednotkovd koule v IRY. Pozadujeme, aby H byl

(i) definovany a spojity na D x D x Sy,
(i) konzistentni s tokem f, tj

N
H(w,w,n) = Zfs(u)ns, ueD, nes,

s=1
(iii) konzervativni, tj.: H(u,v,n) = —H(v,u,—n), wu,v €D, n € 5.

Navic z rota¢ni invariance toku muzeme predpokladat, ze numericky tok je dan
pomoci zobrazeni g : D x D — IRN*! tak, 7e

H(w§>w?7nij) = @719(@10?;(@10?); 'wf,'w? €D, ni = (n1,ng) € RN;

(4.11)
kde
1 0 0
Q=10 n1 mno
0 Ng —MNy

Existuji dva zakladni pristupy ke tvorbé numerickych toki:

1. Numericky tok muze byt odvozen z koneénych rozdilu ptiblizeni, napf.:
Lax-Friedrichsuv numericky tok.

2. Druhd moznost je zalozena na analyze feSeni Riemannova problému. Prikladem
je Godunuv numericky tok a ruzné priblizné Riemannovy feSice - Vijaya-
sundaramuv tok, Roeo tok a Osher-Solomonuv tok.
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4.2.1 Numericky tok Vijayasundaramova typu pro SWE

Odvodime numericky tok Vijayasundaramova typu pro SWE se z = konst.
Vyjdeme z Vijayasundaramova numerického toku pro stlacitelné Eulerovy rovni-

ce:
g(wfaw§> = Air (% 'wf + AI % w?, (4.12)

kde A} (nebo A7) je kladnd ¢dst (nebo zapornd ¢dst) matice A; (pro skaldrni
argumenty mame o™ = max(a,0), a~ = min(a,0)). Uzitim diagonélniho rozkladu
Ay = TAT™!, kde A = diag {\, -+, A\n11}, muZzeme zobecnit piedchozi vztah
pro matice argumentu takto

AT = Tdiag {\{, -+ Ay} TN

bolické systémy. Formulace této vlastnosti pro skalarni linedrni problém se da
snadno zobecnit na hyperbolicky linedrni systém, vyuzivajici diagonalni rozklad.

Lemma 6. Uzijeme Riemanniv problém pro skaldarni linedrni rovnici

ou ou

—+A—=0 R, t>0
ot Tlop = TeM =0,
<0
u(:L‘,O) _ {UL;x )
ug,r < 0.

Potom hodnota toku f,(u) = Au na primce x =0 je
Fa(u(0,t)) = Xup + A ug pro t > 0.

Diikaz. Reseni je u(x,t) = ug(x — \t). Jestlize A > 0 pak u(0,t) = up. Jestlize
A < 0 pak u(0,t) = ug. V obou piipadech tvrzeni plati. ]

L

Ug

o X

Obrazek 4.1: Klasicky Riemannuv problém.
Vijayasundaramuv tok pro Eulerovy rovnice je konzistentni praveé tehdy kdyz

fi(w) = A;(w)w pro viechny w € D. Tato homogenni vlastnost je splnéna pro
linearni systém a pro Eulerovy rovnice, ale neni splnéna pro SWE. Plati

Ay(w)w = £,(w) — Zgh%e,.
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kde pro N = 2 mame w = (h, hvy, hve)t a e; = (0,1,0)T (pro N = 1 w =
(h,hv))T a e; = (0,1)"). Byl v [7] navrzen numericky tok Vijayasundaramova
typu, takto

2
wy + wj wh + w BE + bt
g(wi,wj) = Af <% wh + A7 ZTJ w?-% - 5 2] es.

(4.13)
Nésledujici véta ukazuje, ze Vijayasundaramuv tok definovany v (£13) a (£I1))
je vhodny pro uziti v metodé koneénych objemu.

Véta 5. Numericky Vijayasundaramuv tok definovany v ({-13) a (¢-11)) je spojity,
konzistentni a konzervativnd.

Diikaz. Lze najit v disertaci [7] - str. 60. O

4.2.2 CFL podminka

Nakonec zbyva uré¢it ¢casovy krok 7. Protoze schéma je explicitni, musi byt pro
zachovani stability omezen casovy krok 7. Uzijeme Courant-Friedrichs-Levyho
(CFL) podminku stability. Vysetiovanim stability schématu (analogicky jako v
[5]) dostdvame na néasledujici nerovnost

_ CFL|D,|
T _—
g )\i,max |8D1| ’

kde CFL € (0,1) a

Ai’mwB - T:l,..I.r,lnELi,}j{es(i) |A"'(wi€]7 n%])} 9 m=N + 27

kde \,(w*

ii» Mij) jsou vlastni cisla matice SN (1) Ay (wh).

4.3 Metoda kone¢énych objemu a numericky tok
pro z # konst.

Nyni se zaméfime na piipad z # konst. Hledame metodu konec¢nych objemii,
ktera zachovava stacionarni feseni

h(z,t) = Hy — z(z), wv(z,t) =0, (4.14)

kde v € IRN. Funkce w = (h, hv)" s komponentami danymi (LI4) je pro N = 2
fesenim (Z20). Pouzijeme po ¢astech konstantni aproximaci funkce z,

1
|D4’/Dz(m)dx, D, € Dy,

Zi =

Diskrétn{ verze (EI4) je

hY=Hy—2z, W=0 D;e€D, k=0,1,...,N+2. (4.15)

(2
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Numericky tok, musi zachovdvat stacionarni reseni ([{IH), tj dostdvame metodu
kone¢nych objemu nésledujiciho tvaru

Tk —
wht = wh — D) § 0| H o (w5, wh, 21, 25, m5), (4.16)
" jes(i

kde ﬁtatal je tvaru (L8). A diky rotacéni invarianci lze psét

T k k -1 k k
Htotal(wi 3 wj?'ziv Zj, nZ]) - Q gtotal((@wi ) ijv Zi, Z])a

gtotal(Qwi ) ij’ iy Zj) = gconv((@wi ) ij ) i Z]') + ghz‘ Z*(Ziv Zj)e2v

kde 7t 2
(25, 25) = %

4.3.1 Numericky tok Vijayasundaramova typu pro SWE

Nejprve vysvétlime pojem korekce. Za predpokladu, ze mame po ¢astech kon-
stantntho feseni ([AIHl), pak zdroj —ghVz je Diracova distribuce se sttedem ve
sttedu soutradnic. Za¢neme s analyzou linedrnitho Riemannova problému s Dira-
covou distribuci 0 (v bodé z = 0) jako zdrojového ¢lenu.

Lemma 7. Necht A, B, up, ur € IR. Uvazujeme Riemanniv problém

ou ou

E—FAa—x —B(S, v IR X (0,00), (418)
up, x <0,

u(z,0) = up(x) = { (4.19)
ug, x> 0.

Potom existuje u, které 7esi (4-18), (4-19) v ndsledujicim smyslu:
(1) u e C’([O, oo),D’), kde D' je prostor distribuci na IR,
(2) w spliuge (4.18) ve smyslu distribuct,
(3) u(0) = up.

Navice, Tesent je jednoznacné. Jestlize A # 0, potom

(4.20)

(2.4) = up(z — At) + B/ |A]  (x — At)x <0,
ey up(z — At), (z— At)z > 0.

Diikaz. Jestlize A # 0, potom nam metoda charakteristik dava ([A20). Jestlize
A = 0, potom TeSeni je u = ug+Btd. Piimym vypoctem muzeme ukézat, ze (1)-(3)
opravdu plati. Jednoznacnost 1ze ukézat také uzitim metody charakteristik. [

Aby bylo mozné odvodit priblizny Riemannuv fesi¢, potiebujeme hodnotu
toku Au v bodé x = 0. Zanedbavame skutecnost, ze na rozdil od homogenniho
pripadu tok neni spojity na piimce x = 0 a pouzijeme stfedni hodnotu

1 1
3 ( lir(r)l Au(z,t) + hI(I)l Au(x,t)) = A%up + A ug + §BsgnA.
x—04 z—0_
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Vsimnéme si, ze vysledek je ekvivalentni numerickému toku Vijayasundaramova
typu pro SWE s z = konst ([{12) s pridavnou korekei %BsgnA. Zobecnili jsme
vyraz na plny systému pomoci diagonalniho rozkladu A;. Polozime

By = —gh(n-Vz)~ —gh(z; — 2)6

a tim odvodime numericky tok pro konvektivni ¢ast nehomogenni rovnice mélké
vody
k k k - k
gcom}(Qwi ) ij ) iy Zj) = Ai’— (w*)wz + Al (w*)w]

1 1
— §gh*(2’j — 2;) (sgnA(w.))e; — 3

Funkce h.. a 2z, jsou vhodné aproximace hodnot h a z na hranici I';;. Matice
sgnA; je definovdna analogicky jako matice AT

gh?.es. (4.21)

sgnh; = Tdiag {sgnAi, sgn--- , sgninp1+ T

A plati
k k & k
'w*:M7 h*:hi"i_hj,
2 2
hé?’ < —1,
koo oky 3 - 5
heo(wh,wh) = &[5 (1) 4 55 (W), 1< <1,
hi' w>1,
kde = %’ I vlyigvl,j'

Diskrétni stacionarni feseni (L.I5]) je zachovano.

4.4 Metoda koneénych objemu vyssiho radu pro
1D 1dlohu

Metoda koneénych objemu s numerickym tokem Vijayasundaramova typu pro
SWE je pouze prvniho fadu presnosti v prostorové proménné. K vypoctu jsme
pouzivali po ¢astech konstantni aproximaci hodnot. V této kapitole vyuzijeme
linedrni rekonstrukci ke zvyseni piresnosti feSeni na druhy iad. Detailni popis
linedrni rekonstrukce je v nésledujici sekci Bl Aplikujeme linedrni rekonstrukei
na nasledujici schéma metody koneénych objemu pro ulohu v 1D

wh™ = wh — ’Tk| Z (H(wf,w;?,nij) + ghi Z (2, 25, 5))
" jes

D; € Dh, tr € [O,T)

U metody konecnych objemu pocitame tfeseni ve stredech konecnych objemu.

Algoritmus linearni rekonstrukce:

1. Provedeme pouze jednou linearni rekonstrukeci na poc¢atecni hodnoty tlohy
N
wk, dostaneme w; .
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i1 W,

1 i+1

Obrazek 4.2: Linearni rekonstrukcee.

2. Spoc¢teme si hodnoty v krajnich bodech daného objemu D; a oznacime je

L R

3. Aplikujeme limiter popsany v sekci [£.3.2

U metody koneénych objemt s linearni rekonstrukei nebudeme uvazovat hodnoty
ve stiedech ale v krajich bodech w¥ a w? daného objemu, tzn. numericky tok
pocitame z téchto hodnot pomoci numerického toku Vijayasundaramova typu

Tk
wf—i_l = wf - ’D| (H<wz]'%7wiL+1?nij) + H(wiL>w£17nij) +9hfz<ziazj?nij)) )
7

D; € Dy, t, €[0,7).
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5. Metoda vyssi presnosti

Schéma ({9) je formélné prvniho Fadu presnosti. To zpusobuje, ze nespoji-
tosti v TeSeni jsou casto rozmazané a nékteré detaily nejsou zachyceny dostatecné
presné. Aby se zabranilo tomuto nedostatku, mohou byt pouzité dvé techniky:

1. adaptivni zjemnéni v blizkosti nespojitosti,
2. vyuziti tzv. vyssiho radu presnosti metody konecnych objemu.

Zde se budeme zabyvat konstrukei vyssiho radu presnosti metody konecnych ob-
jemu pro N=1. Tento pristup je dnes Siroce pouzivan jako konkurenc¢ni metoda k
Nespojité Galerkinoveé metodé konecénych prvki. Je zalozena na (p — 1)-stupnové
polynomialni rekonstrukci w? wk € PP~! po ¢astech konstantnich feseni ko-
necnych obJemu, které splnup

.|D|fD r)dr = w

2. w(z,ty)| =W (x)+O(h?), jestlize w € CP(Q).

5.1 Linearni rekonstrukce

Metoda druhého tadu presnosti. Provedeme linearni rekonstrukci v 1D pro

. , . i 1 ., . .~k
p=2. Méame konstantn{ aproximace w¥ a chceme najit linearni aproximaci ;.

(]
Linearni funkci 1ze zapsat nasledovné

B

w; =a(x —x;) + b,

7

Hledame vyjadieni a a b. Za x dosadime hodnotu z; a dostaneme
W" (z;) = a(w; — ;) +b=1b.

Déle vime ze v lineérnim pfl’padé je integralni stfedni hodnota funkce rovna

x)dx = p(x;).
|D|

| B | Ip, p(x)dx = } Integralni stfedni

hodnota w w je rovna hodnoté v tézisti, odtud VyJadrime
wk = @F (). (5.1)

A dostavame, ze
= wh, (5.2)

Pokud jsme v 1D a D; neni krajni interval plati, ze D; 1, D;,1 jsou sousedy
objemu D;, pak z; 1 a x;11 rozumime jejich stiedy. Hodnotu a urcime jako ve [4]
tak, aby pifmka a(z — z;) + w¥ prochdzela body (z;_1, w¥ ) a (z;41, wF ;). Toho
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nemuzeme obecné docilit, proto budeme pocitat ve smyslu nejmensich ¢tvercu

tzn.:
2
[ vl
p\r)ax )
1Dj| Jp,

kde L(7) je indexovd mnozina objemu obklopujicich D;, tj. {i — 1, i + 1}.

wF = arg min (w?—
ePE(Q)
PER) ST

A:lc
“i
“"}il
Wk I
i-1 | L
| X
| | I Wit
1 | I
1
| | |
| I 1
X, . X.
1—% X 15 11+1; 1+%
D D, D
1-1 i i+1

Obrézek 5.1: Linearni rekonstrukee.

2 2

Oznacme F(a) := (wf_l— la(zio1 — ;) + w!] ) +(wf+1— la(zip1 — ;) + w!] ) .

Hleddame minimum funkce F', nejprve spocteme jeho derivaci. Polozenim derivace
rovné nule dostaneme minimum.

Z—Z =2 ('wi-il — [a(zim1 — ;) + W] )(—1)(%,1 — @)

+2(wh = [a(win — o) +w] ) (=D — )
=0.

Jelikoz vime, ze x; 1 < x; < x;_1 mame

a (w1 = 2:)* + (21 — 1)) = (Wi — wi) (@1 — 23) + (Wi, — W) (T — 1),
_ (wi = wf)(zi1 —x;) + (W — wi) (i1 — 7))

[(wim1 — 23)? + (@341 — 24)?]
Zjistili jsme, ze rovnice ma nésledujici tvar

wk = (wiy —wi)(wia —z) + (wfﬂ — w})(zip1 — ;) r— 1) + wk
L (i1 — 24)% + (Tip1 — 74)?] ( i) +wi. (5.3)

Kvili numerické aplikaci je vhodné vyjadiit rekonstrukei @F = a(x — 2;) + b ve

tvaru
~k Z k
JE{ITUL(7)

kde ®;; jsou polynomy stupné 1 splnujici

1
O, ;€ b= {p € PH(Q); D / p(x)dx = 5@} :
7 D;
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1 2
®, ; = arg min (5 i — —/ p(:p)dm) .
’ pePy(@) S "Dl Jp,

Hledame je tedy ve tvaru:
®;; =a;(v — x;) + by,
;i1 =ai1(x — x;) + b1,
Qi it1 =i (® — x;) + bigy.
Nyni musime spocitat a;, a;_1, a;+1 a b;, b;_1, bir1. Chceme rovnice (5.3]) vyjadrit

ve tvaru

’l/l\Ji€ = 'wf_l <CLZ‘_1(£L' — IZ) + bi—l) + ’UJi€ (ai (ZE — JJZ) -+ bz> + ’lUf+1 (ai+1(l' — l’z) + bi+1>

(5.4)
Roznédsobenim (B.3]) dostavame, ze
'{I)i _ (’wf_1 (%51 - Iz) _— wf (%;1 - xz) _
[(zio1 — @) + (@1 — 7)) [(zio1 — 2:)? + (Tig1 — 71)?)
(Tiy1 — ;) K (Tig1 — ) )
+ wf — w; T — T
(@icr — 20)? + (w1 — 24)?] (i1 — 24)? + (T2 — 74)?] ( )
+ w",
~k k (Ti1 — @) )
w, =w,_ T — X
R e R E e L
(i — @i1) + (20 — i) )
+ wk ( T —x;)+ 1
(e — )2+ (@it — ]
(41 — ;) )
+ wf r—x;) |-
A (e ey (0
Porovnanim tohoto s vyrazem (B.4]) dostavame
(%‘—1 - 931)
ai—1 = ) bi— - O)
' [(Tim1 — 2:)% + (Tip1 — 23)?] '
0 — (x; — xiflz + (x; — $i+1)2 b=,
[(Tim1 — 2:)* + (21 — 21)?]
($i+1 - sz)
a; = y bl =0.
o (i1 — 24)? + (w31 — 23)?] o
Jelikoz hodnoty a;, a; 1, aiy1, bi, b1, bir1 nezavisi na w? | ani na w! ani na

w?, . Ziskali jsme pozadovany tvar.

5.2 Kvadraticka rekonstrukce

Provedeme kvadratickou rekonstrukci v 1D pro p = 2. Hledame ’lfviC ve tvaru

W' =a(z — ;)% + bz — 2;) + ¢ (5.5)

2

tak, aby platilo
1

w(z, ty)de = wr.
| D /Di
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A zaroven aby
/D 'Lbfdx:wf|Dj|, proje{i—1,i,i+1}, (5.6)
j
kde D; je tsecka a ma sousedy D; 1 a D;y;.

A:lc
“i

=

W,

ek

Obrazek 5.2: Kvadraticka rekonstrukce.

Rozepsani levé strany rovnice (B.6]) dostaneme

LS —/ whdr = / s (a(z — z;)* + b(x — ;) + ¢) du
D T

J

[\

(@50 —@i)” = (2,3 — ) (201 —2:)° — (z
—q J+3 ; J—3 +b Jt3 5 +c (ij_,'_% — l‘j_

Rozepsanim pravé strany rovnice (5.6) z{skdme
o B — ok _
PS = wj|D;| = wj (ijr% xj_%>.

Vydélenim celého vyrazu hodnotou (m JERRE ) obdrzime rovnici
2

i=3

—_ )3 _ . I
(xj-s-% ;) (xj— ) n b(Ij—i-% ;)
3 (a:jJr% — T

) Q(ijr%—aij%)
proj € {i—1,i,i+ 1}.

Mame soustavu ti{ rovnic pro tii nezndamé. Pro zjednoduseni zapisu si zavedeme
znaceni:

Wl
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P kil

Nejprve z rovnice pro j = ¢ vyjadiime ¢
Cc = ’UJ;€ — (ILZ‘J — bLi,Q. (57)
Dosazenim do rovnic pro j =7 — 1 a 7 =14+ 1 dostaneme

aLjJ + bLij + ’lUf — (ILZ‘J — bLZ‘72 = 'wf
t].
k k

a(Ljy — Lip) +b(Lj2 — Li2) = wj — w;.
Jelikoz vime, ze z;_1 < x; < x;41 dostavame, ze L;119 — L; 2 # 0 a muzeme
vyjadrit b z rovnice pro j =1+ 1

k k
Wi — W; Liti1— Lig

b= L —a ) 5.8
Liti2—Lis Litvi2— Lip (5:8)

Dosadime do rovnice pro 7 =17 — 1 a vyjadiime a

k k

wy,, — w; L; - L,

i+1 1 i+1,1 7,1 k k

G(Li—m - Lz‘,1) + 7 .. aL I (Li—l,Q - Li,2) =w; | —w;,
i+1,2 — L2 i+1,2 — L2

k k
Livii— Lia Wi — W;

Liiq— L) — 28 b p o L)) =wh | —wh — —
“ (( L1 ’1) Li+1’2 - Li72( a 72)> Wit i Li+1,2 - Li,2>

k i
. Wi = Wi = T o Lis
Lipy11—Li1 ’
((Licis = Lig) = 02 (L5 = Lig) )
a = RQ’(U?_l + (Rl — 1)f{2’ll7iC — Rle'wa, (59)
kde
1 1
Ri=———, Ry = . . i
' Livia— Lio  (Lisis — L) — T (L g5 — Li)
Dosadime (£.9) do (E.)
wk . — wh Liii1— L.
b=—=2L 1 _ (Ryw! Ry — DRow’ — Ry Ryw", ) [ 2Ll — ~il
Lij12— Lio ( 2w+ (B Jzw, ' 2wl+1) Liy12— Lip
= Rg ('lUf_‘_l — ’lUf) — (Rwa—l + (R1 — 1)R2'wf — RlRwa_‘_l) R4.
= RoRyw! | + [(Ry — 1)RoRy — Ryl w! + (Ri Ry Ry + R3) wh, 4,
(5.10)
kde . I I
Ro—m—— 4 R,— —JALLT il
* " Lipia — Lia Y Lijia — Lio
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Dosadime (5.9) a (5.10) do (5-8)

c :wf —al;; —bL;»
k

=w; — (Row} | + (R — 1)Ryw} — RiRow?, ) L4
— (RoRqw! | + [(R1 — 1)RoRy — R3] w! + (RiRoRy + R3) wiyy) Lio
= <_R2Li,1 - R2R4Li,2) wf_l
+{1— (R — 1)RyLiy + [(R — 1)RyRy — R3] Lin} w?
+ (RiRaLiy + (RiRoRy + R3) Lis) wk, -~
5.11

Ze vzorcu (£9),EI0) a (BII) vypocteme hodnoty a, b a ¢. Pro snadnéjsi

numerické vypocty prevede na tvar

~k
w, = Z wf@i,j,
je{i}UL()

kde @, ; = a;j(z — z;)* + bj(x — ;) +¢j pro j € {i — 1,4,i + 1}. Dosadime za a, b,
¢ do vzorce (B.3)

W = a(r —2;)* + bz —x;) + ¢

— (Rg’wf_l + (Ry — 1) Ryw" — Rlewa) (x — x;)*
+ (RoRsw! ; + [(R1 — 1)RoRy — Ry wf + (RiRoRy + Ry) wh, ) (v — ;)
+(=RaoLi; — RyRyLip) wk |
+{1 = (Ry — 1)RaL;1 + [(Ry — 1)RyRy — R3] L; 5} w"
+ (RiRaLiy + (RiRoRy + Rs) Lio) wh

= R2 (.CC — 33'2'>2 + R2R4<SC — .I',L> —RQL,L'J — R2R4Li72 wi-il
~—~ \;,./ N -~
=a;—1 =0i—1 =C;—1
+[(R1 — 1)Ro(x — x;)* + [(R1 — 1)Ra Ry — Rs)(x — ;)

41— (R = 1)RoLiy + [(Ry — 1)RoRy — Ry] Ly s]w}

g

=c;

+ —RlRQ(QZ — LCZ')2 + (R1R2R4 + Rg)(x — IZ)

=Qi+1 :bi+1

—|—R1R2Li71 + (R1R2R4 + R3) Li,?]w?—&-l

=Ci+1

k k k
= dp i wi + Q5w + Py wy .

5.3 Limitni procedura

V obou predchozich procedurdch popsanych v sekcich B.1] a dostavame
interpolac¢ni skoky v aproximaci feseni. Proto zavadime limitni proceduru, ktera
odstranuje tyto oscilace. Potom pro zhlazeni oscilaci v 1D pouzijeme Limitery
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popsané nize (sekce (B30 a (5:3.2)). Nejprve zavedeme indikator nespojitosti v
1D pro N=1 (lze najit v [2]).

. ({‘\Jf(%rl) - @fﬂ(i’fwl)y (ﬁ’f(%fl) @ffl(xifl»Q
g(Z) — 2 2 + 2 2
|D;i|? |D;i|?

5.3.1 Prvni varianta limiteru.

Vime, 7ze W, mé nasledujici tvar @} = w? | ®;; | +wrd;; + wk ®;, ;. Rov-
nice modifikujeme tak, ze

e w | nahradime hodnotou w¥, je-li g(i + 1) > 1,

e w’ | nahradime hodnotou w¥, je-li g(i — 1) > 1.

Lemma 8. Takovou modifikaci dostaneme nasledujici aprorimaci

wo=wt Y (wh - wh)e,, (5.12)
JEL()g()>1

Diikaz. Dukaz provedeme rozepsanim vsSech moznosti.

e Pokud g(i+1) > 1ag(i—1) > 1 dostavame
—k
w; :wfq)i,ifl + wfq)z',i + wfq)i,iﬂ =+ wf_l@i,pl =+ wf+1‘1)i,i+1

:ﬁ’f + (wf —wl )P + (wf — wfﬂ)q’i,m-

e Pokud g(i+1) >1ag(i—1) <1 dostdvame

—k
~ k k k k o ko k
w; = w; 1 Pi; 1 +wi P +wi P Fwi Piiyy = Wi+ (wi —wi )Py

e Pokud g(i+1) <1ag(i—1)>1 dostdvime

—k
~ k k k k ~k k k
w;, =w; P 1 +w;P,; +wi Py rw; (P = w; +(w; —wi )P

k ~k
= W.:

i

e Pokud g(i +1) < 1a g(i—1) < 1 dostavame w

5.3.2 Druha varianta limiteru.

Numerické experimenty ukazuji, Ze limiter popsany v sekci (5.3.1]) neni dosta-
tecné ucinny, aby se zabrénilo oscilaci. Proto do limitni procedury (512) pfiddme
dalsi vyraz na pravou stranu. Cilem je upravit rekonstrukci na kazdém interva-
lu v zavislosti na hodnoté indikdtoru nespojitosti. Limitni procedura (BI2)) je
modifikovana tak, ze
k

79

e pro j € L(i) a g(j) > 1 nahradime w} hodnotou w
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e pro j € L(i) a g(j) < 1 nahradime w’ hodnotou g(j)w} + (1 — g(j))w?,
kde g(j) = min(g(j), 1).

Lemma 9. Tukovou modifikaci dostaneme ndsledujici aproximaci

P =W+ Y gU)(wh —wh)dy,  g) = min(g(5), 1). (5.13)

Diikaz. Rozepiseme vsechny moznosti

e pro g(i —1) > 1, g(i+ 1) > 1 dostavame g(j) = min(g(j),1) = 1 a tedy

JEL(i),9(5)>1

e Prog(i —1) <1, g(i+1) <1 dostavame g(j) = min(g(j),1) = g(j) a tedy

w; = (9@_ 1)'w +(1—g(i— 1)w )) ii—1 +w§q)i,i
+ (9(2 + Dw} + (1 —g(i + 1))wy,,) i

=W, +g(i — 1)(wh —wh )i,y + g(i + 1) (wf —wh, )P

e Pro piipad kdy ¢g(: — 1) < 1, g(¢+1) > 1, a nebo pro g(i —1) > 1 a
g(i+ 1) < 1 postupujeme analogicky.

]

5.4 ENO rekonstrukce v 1D

Zkratka ENO znamenad essentially non-oscillatory (neoscilujici metoda). Jedna
se 0 schéma vysstho fadu presnosti. ENO schémata se uziva pro feseni hyperbo-
lickych rovnic zdkonu zachovani. Jsou vhodné zejména pro problémy obsahujici
razové viny (napf. turbulentni proudeéni).

Hlavn{ rozdil mezi ENO metodou a linedrn{ rekonstrukef je, ze pii vypoctu w?
nepouzivame pevnou mrizku bodu, ale sestavuje interpolacni formule na zakladé
informace o hladkosti feseni.

5.4.1 Zakladni myslenka

Meéjme nésledujici déleni intervalu €2 = [a, b]

a:x%<x%<---<w ;<xn+%:b.

. 1 .
Oznacme D; = [xi_%,miJr%], zi = 31 +201), [Dil = @1 —a; 1 proi =
1,2,...,n a maximalni délku intervalu [ = maxi<;<, | D;|.

Je déna stfedni hodnota funkce w(x,t)

1

wh =

i =
)

w(& t)ds, i=1,2,....n. (5.14)
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Nasgim cilem je nalézt polynomidlni rekonstrukei (angl. cell averages reconstructi-
on) pk(x) stupné m — 1 splitujici

1
W/ pk(qj)dl‘:’w?, j=i—r,,i+m—r+1, (515>
(3 D;

kde k znaci ¢asovy krok a r urcuje pres jaké intervaly se pocita, volba je popsana
nize v sekci BA3 . Polynomidlni funkei p*(x) konstruujeme ndsledovné. Necht
io € IN a V*(z) je primitivn{ funkce k w tj.

Vi) = [ wie tie (5.16)
.'L'Z‘O
pak '
k k
4 (37z+%) = ij |Djl
J=to
kde k znaci casovy krok. Vime, ze existuje pravé jeden interpola¢ni polynom

Pk(x) stupné < m takovy, Ze

Pk(x-Jr%):Vk(xH%) j=i—1r i+ Ss. (5.17)

J

Lemma 10. Je-li p*(x) = (P*)(z), pak stuperi m je < n —1 a p*(z) sphiuje

podminku (5.13).
Diikaz. Dukaz lze najit v [2. O

Navic uzitim z (5.17) a z lemma [I0 dostaneme
PH(z) =V*@a)+0(1™™), zeDyi=1,...,n,
pF(z) = w(x, ty) +0O(1™), xz€Dyi=1,...,n.
Z vyse uvedenych tvah vime jak konstruovat pf(r) = p*(x) b 2 dostavame apro-
ximace m-tého fadu presnosti funkce w(z,t)
wf:% =P}z,

k+ _ .k

5.4.2 Vypocéet p”

Hlavni myslenka je (jestlize je to mozné) vyhnout se zahrnuti bodu nespoji-
tosti do sablony. Proto zavadime Newtonuv interpolacni polynomu. Newtonovské
rozdily diferenci:

e 0-ty rozdil diferenci funkce (B.I0)) je definovan takto

vk [x+] = VHa, ) =Y wh (D), iV (5.18)

J=t0
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e j-ty stupen rozdilu diferenci, pro j > 1, je definovan induktivné

k k
V [asi+%,...,xi+j_%]—v [:1:2-_

X

1yeeo, Ly, 3
20—,

‘/’k‘ _
|:(L'Z_;,...7.I‘H_]_li| —
2 2 1 — X1

15 =3

(5.19)

Pro j = 1 dostavame, dosazenim predchozich vyrazu, tento vztah

B Vk(xwé) —Viz_) Y w} |D;| - > w} |Dj|

- .
Vk [xi_l,xi+l:| — 27 J=0 J=10
’ : Tiyl =1 Tiyd = Ti-]
k
__wilDl w, (5.20)
Tipl — T3 1L

Mizeme tedy vypoéitat rozdil diferenci V*(z) prvniho a vysstho stupné pomoci
prislusnych wf uzitim (GI9) a (E20).

Newtontiv tvar m-tého stupné interpolaéniho polynomu P¥(x), ktery interpo-
luje V*(x) v m + 1 po sobé jdoucich bodech, mize byt vyjadien uzitim rozdilu

diferenci (B.18)-(519)

m 7—1
PF(z) = Z 1% [%—r—%’ . ,xi_rﬂ-_%] H(x - xi_r+m_%), (5.21)
=0 =0

kde r je dano volbou sablony viz sekce B.4.3] Z predchoziho a z lemma [I0 dosta-
neme pF(x) ve tvaru

m j—1 5-1
ph(z) =S vk [xi_r_%, . ,xi_rﬂ_%} ST e-aiy). (5:22)
j=1

q=0 1=0,l#q

Dulezity dusledek rozdilu diferenci:

kY 0)
vk [ffi—lv-"vmz‘ﬂ‘—l] :U—(@, (5.23)
2 2 jl
pro néjaké & uvnitt intervalu: x;_ 1< § <@y 1 tak dlouhém aby funkce V*(z)
byla hladka na tomto intervalu. Jestlize V*(z) je nespojitd v néjakém bodu uvnitt

intervalu, potom lze ovérit, ze

1
k _
Vv xif%,...,QJij%} —O(—‘Dj|>. (5.24)

5.4.3 ENO procedura

Nyni popiseme myslenku ENO procedury uzitim (5.21]). Chceme najit interval
m + 1 po sobé jdoucich bodu (zahrnujicich Ti_1 A xH%) takovych, ze V*(z) je
"nejhladsi”v tomto intervalu ve srovnanim s dalsimi moznymi intervaly. Budeme
postupovat jako v [I2] tak, ze si préaci rozdélime do kroku a v kazdém kroku
potom pridame jenom jeden bod intervalu. Za¢neme s mnozinou obsahujici dva

body
(i) = {xi,é,x%} . (5.25)



(E27) odpovidd mnoziné intervalu S(i) = {D;} , tuto mnozinu nazyvdme Sablonou.
S uzivame k urcen{ Sablony pro primitivn{ funkci V*. Podle vzorce (B.2I) mize
byt linedrni interpolace na intervalu D; v (5.25]) napsana v Newtonoveé tvaru jako

P¥(z) =V* [xz } + vk [%’—%v‘ri—s—%] (:U—%_%).

1
—3
V dalsim kroku mame jenom dvé moznosti rozsiteni intervalu priddnim jednoho

bodu:

e muzeme pridat levého souseda z;_ s, vysledkem je nasledujici kvadraticka
interpolace

R(x) = P(z) + V* [9‘71737%7%,37”%] (x — xi*%)(x - $i+%)7

e nebo priddme pravého souseda x; 3, vysledkem je nasledujici kvadraticka
interpolace

Q(x) = P(z) +V* [5’717%7 xi+%7xi+%:| (z — xif%)(l' - xi+%)-

Poznamenejme, Ze rozdil P*(z) od R(x) nebo rozdil P*(z) od Q(z) jsou stejné
funkce
(z — Ii—%)(x - $i+%)
vynasobené dvémi rozdilnymi konstantami
k k

V xi_%,xi_%,xH%] a V [m-_%,xiJr%,xiJr% . (5.26)
Tyto dvé konstanty jsou druhého stupné rozdilu diferenci V*(z) ve dvou rozdilnych
intervalech. Jak jsme uz uvedli v (5.23) a (524]) nejmensi rozdil diferenci impli-
kuje, ze funkci je "hladsi”v tomto daném intervalu. Srovnanim dvou tykajicich

se rozdilu diferenci (B26]) rozhodneme, ktery bod priddme do intervalu. Vzdy
vybereme ten s nejmensi absolutni hodnotou. Tedy jestlize

k
‘V [5’517371" : 1’1’%]

k
< ‘V [xp%;i’?w%ax#%]

)

vezmeme tieti bod intervalu z; s a
2

tedy r = 0. Tato procedura muze pokracovat pridavanim jednoho bodu k interva-
lu v kazdém kroku, podle nejmensi absolutni hodnoty dvou tykajicich se rozdilu
diferenci, dokud neméame m + 1 bodu v intervalu

S (i) = {xi%%, . ,xi7r+m+%} (5.27)

pak
S(i) =4{Di—r,.--, Divm—ri1}, (5.28)
kde 7 je dano tim jaké body jsou pridavany do mnoziny gj(i), j=3,....,m+1.
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5.4.4 Algoritmus 1D ENO rekonstrukce pro m=3

Méjme pruméry w?, i € IN funkce w(w,t) v ¢ase t; a intervalu D;. ENO

rekonstrukce hodnot w J:hwfﬂ aproximujici w(z_ l,tk) w(xj_%,tk) se ziska
nasledovné:

1. Vezmeme mnozinu Sy(i) = {xi_%,xH%} a S(i) = {D;}.

2. Urcime Sg( ) tak, ze pomoci ENO procedury piiddme bud z, 3 nebo ;. 3

do mnoziny Sy(i).

e je-li V[xi_%,a: 1,xz+} ‘V[Z_f, Tipl, H_} i3 do
Sablony 52(2) a obdrzime
Sa(i) = {xi_%,ml_l,xw } (5.29)
e Jinak pridame z;, s do Sablony Sy(i) a obdrzime
Sy(i) = {xi—%7$i+%7mi+%} : (5.30)

Urcime S4( ) tak, ze pomoci ENO procedury ptidame bod do 53( ).

o Jeli S5(i) = {IF%,..., T 1 } pak

V[i 5, ..,J}i+1} <‘V[Ii_§,...,xi+§]
2 2 2
sablony Ss(i) a obdrzime

Su(i) = {x_é . ,xH%} . (5.31)

— je-li pridame ;s do

— Jinak pridame z;, s do sablony S(i) a obdrzime
Su(i) = {:1:_% . x+§} . (5.32)
o Jeli 5’3(2) = {xi_%, o ,ZL‘H_%} pak

— je-li ’V [$i_%,...,xi+%} < ‘V [asi_%,...,:pH%]

sablony S3(i) a obdrzime
Su()) = {30 ms ) (5.33)

pridame z,_ s do

— Jinak priddme z;, s do Sablony S3(i) a obdrzime

3. Napiseme vyslednou sablonu.
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o Je-li S4(i) definované vzorcem B31, pak S(i) = {D;_s, Di_1, D;}, tj.
vzorec (0.28)) pro r = 2.

o Je-li S4(i) definované vzorcem B32nebo533, pak S(i) = {D;_1, Dy, Dij1},
tj. vzorec (B28) r = 1.

o Je-li Sy(i) definované vzorcem B34, pak S(i) = {Di, Dit1, Dija}, ti.
vzorec (B:28) r = 0.

Abychom ukdazaly jak probihd vypocet zvolime S3(i) = {xi_ 5, Ti 1, Ty }

a 54(@') = {xi_%, e ,xi+%}, tzn. r = 1. Na této sabloné budeme pocitat

hodnotu p*(z). Pomoci (522) lze p*(x) vypocitat podle vzorce (B:22) Ro-
zepsanim ([0.22]) dostaneme

pH(x) =V* [‘rifgvxif%] +V* [371‘737 e >xi+§] ((x - xif%) + (z - xzfg))
FVF [ogmig] (@ =2 )@ —ay) + @ - oy -y

: )
(@ ag)e—2y)).

1
2

. Konstruujeme kvadraticky polynom p¥(z) na intervalu D; jako p¥ = p* D
p* () je polynom stupné 2 (tj. m—1) splitujici (EI5). Dosazenim dostdvame

pozadované hodnoty
k—
Wiy = PilTiy);
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6. ADER

6.1 Odvozeni schématu typu ADER pro SWE s
2z = konst

Popiseme metodu ADER fadu 3 pro nésledujici systém dvourozmérnych rov-
nic mélké vody

dw = If(w) B
E—i_z 8953 —0, VQT—QX(O,T>,

- (6.1)
w(x,0) wip () je-li z < 0,
x? - . .
wg(r) je-li z > 0,

kde pocédtecni podminky wy (x), wg(z) jsou hladké vektorové funkce proménné
x. Pouzijeme stejné znaceni jako v kapitole @ Jako u metody konecnych objemu
provedeme integraci pres mnozinu D; X (tg, tx+1) a pouzitim Greenovy véty do-
staneme

Wt +/tk+l Z/ Zf J(nig)s dS | dt =0, (6.2)

Nyni zavedeme zobecnény numericky tok H aproximujici integralni prumeéry toku
Zzzl f.(w)(n;;)s pres mnozinu Fij X (t, tgr1), tzn.

tet1

/ / w)(nij), dS dt =~ H(w" w" n;) (6.3)
Tk |F7’J| l] s=1 ’

kde ﬁzf, ﬁyf jsou polynomy stupné nejvyse p — 1, které ziskdme vhodnou polyno-

mialn{ rekonstruke{ z integralnich pramért w?, i € J jako v kapitole Bl Jsou to

vektory polynomu proménnych zq,xs. Tzn. pozadujeme, aby wl, f splnovaly

nasledujici podminky

1.
/ W' (x) de = wk (6.4)
D;

W' (x) = w(x, t)|p, + O(RY),  jestlize w € CP(Q), (6.5)

7

kde h = max;c;diamD; je krok sité.
Dosazenim numerického toku (6.3]) do[6Ilobdrzime explicitni schéma nésledujictho
tvaru

Tk LN N
w;:ﬂ:wf_'Dil > H(w},w}),n;)Tyl, Di€Dy 4 [0,T). (6.6)
Jes(i)

Nyni vidime, ze schéma typu ADER se od metody konec¢nych objemu lis{ definici
numerického toku (63). U metody konecnych objemu zavisi numericky tok na
konstantnich vektorech, ale u schéma typu ADER na vektorech ﬁ)f , Qbf slozenych
z polynomu stupné nejvyse p — 1.
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6.1.1 Zobecnéna Godunovova metoda

Systém je rota¢né invariantni, proto muzeme zavést transformaci souradnic
x1, r9 do nového kartézského systému 1, Zo. Tento kartézsky systém ma pocatek
ve stiedu x;; hrany I';;, osu Z; orientovanou ve sméru normaly n;; a Z2 je tecnou
ke hrané I';;, tzn. pro N = 2 mame

= Qg(w — mij); w,i € ]RQ, CBZ']' c Fij (67)

a Qo = Qp(n;;) je matice rotace. Dostaneme

2

> () f(w(-,t)

s=1

Iy ™~ Q_lfl<q('7 t))

Iy @_lfl(QRS('at; (:IL7(A1R))|1~“Z-]-7 (68>

kde Q = Q(n;) je matice definovand pro N = 2, T;; vznikne transformaci hrany
I';; do systému souradnic Z;,Z,. Vektory polynomu q; a gp jsou proménnych
Z1, T9 stupné nejvyse p — 1 definovanych nésledovné

q;(2) = Quy (x) = Qw; (Q'& + x;)) (6.9)
qp(@) = QW (z) = QW(Q & + z;) (6.10)

a qre(T,t,qr,qp) je teseni zobecnéného Riemannova problému, jehoz pocatecni
data nejsou déana konstantnimi stavovymi vektory, ale vektory polynomu q;, qp:

dq , 0fi(9)
ot o

~ QL(i)7 jl < 0,
,0) =< 907 _
q(2,0) { qp(x), 71 > 0.

=

(6.11)

q
~
qL

\_’/”T
\ q,

o x

Obrazek 6.1: Zobecnény Riemannuv problém.

Reseni problému (6I1]) je vénovana nasledujici sekce 612 jeho existenci se
v této praci nezabyvame. Poznamenejme, ze teseni q(&,t) tohoto problému nyni
zavisi na Iy, Ty a t. Pro problém (6.11) definujeme tzv. zobecnény Goduniv tok

~ e 11 [ S
dolanan) =~ [ | fla@nasaasa o)
7 Uyl Jo JT,

ze vzoru (63) a (6.8) obdrzime nésledujici definici zobecnéného numerického toku
H<ﬁ}i€7ﬁ]§7nm> = QilgG(QLJ}R)' (613>

Vsimnéme si, ze definice ,klasického* Godunovova toku nijak nekoliduje s defi-
nici zobecnéného Godunovova toku (6.12). Schéma typu ADER je zobecnénim
Godunovovy metody.
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6.1.2 Reseni zobecnéného Riemannova problému

Hlavni myslenkou konstrukce feseni zobecnéného Riemannova problému je
prevedeni na posloupnost ,klasickych“ Riemannovych problémi, které resit umime.
Zagneme tim, ze napiSeme prvnich p = 3 ¢lenu Taylorova rozvoje q(&o, T) v ¢ase

p=lor oo k
Fo.r) = qt (@0, 0) + 3 | gt (@0,0)| =
q( 077—) q 0 £ 875’“ 0 ]{?'
0 0? T2
— (5 0 I S~ 0 I S~ 0)—
q (w()? )+ at (w07 >T+ atgq <w07 ) 92 )
kde g™ (&g, 0) = lim;_o q(Zo, ). Vedouci ¢len (GI4]) odpovidé Feseni ,klasického®
Riemannova problému s po ¢dstech konstantnimi daty pro Z;/t = 0, které zkon-
struovat umime:

(6.14)

oq  0fi(a) _
ot 0,

4. (X r1 <0
- {0 B

qR(wo), €Ty > 0.

(6.15)

Cleny vyssiho tadu uréime ve dvou krocich:

1. Procedura Cauchyho—Kowalewské
Touto procedurou vyjadiime ¢asové derivace v Taylorové rozvoji (G.14]) po-
moci prostorovych derivaci. Budem postupné derivovat rovnice (G.]) trans-
formované do kartézského systému soutadnic Zq, Z:

Z 3x = q=Qu (6.16)

podle Zy, 9 az do fadu p—1 (tj. 2. Tdd). Z téchto derivaci nasledné vyjadiime
casové derivace q.

0a_ _y~ (DL g
o =\ Dq) oz

) (6.17)
q__§[(D£oa0a (DL g
o2 ~ |\ Dg* ) 0t O, Dgq ) 0toz, |’
Potiebujeme jesté vyjadrit casoprostorové derivace
0? oq 0 D 0?
9 _ _Z 99q , (DY _9q |
o0tox, 0%, 0% Dq ) 01107,
(6.18)

q dq 0q Df)\ 0J%q
OdTy _Z K ) 075 07, (Dq) a@a;zj '

2. Vypocet prostorovych derivaci
Postupnym derivovdnim rovnice (GIT]) a vektoru q;, qr podle Ty, %o az
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do tadu 3 odvodime evolucni rovnice pro prostorové derivace. Dostaneme
rovnice

0q"  (Df(q)\ 0  (D*f () (1.0)
o+ (PA) 2 - (B )W%

¢V (Df(q)\ 9¢°Y DQfl
ot +( Dq > 05 ( )q
dg*" Df (q) a‘1(2’0) D2fl (10)g D’fi(q) (1,0)\3
(75a7) T = () e (Dq ) ")

ot Dq 0r1 1

D?

( f1 CI)> q (1,0) (20
Gq(l’l) N Df;(‘l) 8q(1’1) _ D2f1 q 20 Dsfl( ) q(O,l) (q(1,0))2
ot Dq 07, Dq?
CyﬁQ)q1mu1

9q 02 . (Dfl(q)> 8q(~0’2) _ (DQfl )q (1,1) <D filq )) (q®D)? g0

ot Dq 0% Dq3
(D2f1 ) (0,2) (1 0) q(0,1)q(1,1)> 7
Dq?
(6.19)

kde akz +k

1 2

(klzkz):—q 1<k +ky <2,
q ailflﬁi? ) = ] 2 =

Oznacéme

e Ai(q) = Df(q)/Dq.

e H(q,q"Y, ... q**2) nelinedrni clen zévisly na q(,t), g%, ..., g%+,
Nyni mizeme viechny rovnice pro prostorové derivace g(¥1*#~) obecné za-
psat ve tvaru

aq(kLkZ) (‘3q(k’1,k2)
—— + A(q)——— = H(q,q"", ... q*™). 6.20
5 (9= (a.q q") (6.20)

V Taylorové rozvoji ([6.14]) se vyskytuje pouze hodnota feseni pro pevny bod
Ty € f‘ij at — 0. Proto Toro v [I1] nelinedrni ¢len H zanedbavé z duvodu,
ze ovliviiuje feseni pouze pro t > 0, a proto ho také zanedbavame. Rovnici
(E20)) linearizujeme okolo vedouciho ¢lenu g™ (&g, 0) casového rozvoje ([6.14)
a nahradime data dand vektory polynomu q(k1 k), qgl k2) jejich hodnotami
v bodé xy. Popsana zjednoduseni vedou na nasledujici linedrni Riemannuv

problém pro prostorové derivace q:

Hag F1-k2) Hqg k1-k2)
q + A 1 o =
ot 8371
~(k1,k2) / ~ ~
) < 07
q"™)(z,0) = {q o

(6.21)
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Prostorové derivace v bodé &y = 0 pro 7 — 0 potom odpovidaji feseni
problému (G21)) pro Z;/t = 0.

Mame-li vSechny prostorové derivace, potom muzeme pomoci Cauchyho-Kowalewské
procedury vy¢cislit casové derivace pro Tayloruv rozvoj (€14]). Reseni zobecnéného
Riemannova problému v bodé x, tedy aproximujeme jako

QRS(i07t7QL7£1R) ~ Q(io,t>, (622>

kde q(Zo,t) je dan rozvojem (G.14).

6.1.3 Konstrukce zobecnéného Godunovova toku

Nyni ném jiz zbyva pouze vypocitat zobecnény Godunuv tok. Vyjdeme z defi-
nice (6I12). K vy¢isleni integrélu ptes I';; pouzijeme vhodnou kvadraturni formuli
(napt. Toro pouziva pro N = 2, p = 3 dvoubodovou Gaussovu kvadraturu). Do-

staneme
. . . 1 tet1
9c(ar,ag) = _/
Tk

123

K,
(Z -fl<€IRS<53Va t7 (A]L7 QR)) wl/) dt? (623>

v=1

kde x,, w, jsou uzly resp. vahy kvadraturni formule pres sténu f‘ij a K, je jejich
pocet. Uvedeme dva zpusoby vy¢isleni zobecnéného Godunovova toku (6.23)):

1. metoda zaloZend na numerické integraci
Pouzijeme pro vycisleni integralu pres [tg, tx41] Gaussovo kvadraturni pra-
vidlo fddu nejméné p, zobecnény Godunuv tok potom vypada takto:

KM Ku

gG(QDQR) = ZZﬁ(qRS<a~:wtqu>‘}R)) Wy wu: (6'24>

p=1 rv=1

kde t,, w, jsou uzly resp. vahy Gaussovy kvadratury pies [ty,ty41], K, je
jejich pocet a qpg(Zy,t,,q;,qp) je TeSeni zobecnéného Riemannova pro-
blému (611 dané aproximaci ([6.22) v uzlu kvadratury (&,,t,). Podobné
jako u ,klasické* Godunovovy metody nahrazujeme v praxi presné reseni
Riemannova problému fesenim piibliznym.

2. metoda zaloZend na Taylorové rozvoji
Druhy zpusob vychazi z prvnich p ¢lent Taylorova rozvoje funkce toku fi:

p—1
Tk:

fila(z,7)) = fi(q +Z{3tk 0))1 o (6.25)

=1

kde & € f‘ij , g7 (2,0) je vedouci ¢len Taylorova rozvoje (G.I4]) a cleny
vysstho Fadu ziskdme Cauchyho-Kowalewské procedurou (6.17). Vzhledem
k (6:22) muzeme aproximovat

fi(ars(®,t,4r,qR) ~ fi(q(Z,1)). (6.26)
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Dosazenim ([6.26)) do (6.23) a ndslednou integraci podle ¢asu dostaneme jiné
vyjadreni zobecnéného Godunovova toku

P - . [ +( !
96(4r,4r) = ; (fl(cf(wu,o)) + 3 [@fl(q (wwo))] m) W,

(6.27)
kde 7 = tx4+1 —tg. Tedy pro integraci pres [ty, tx,1] neni potfeba numericka
kvadratura. Navic v tomto pripadé muzeme pouzit misto vedouciho ¢lenu
fi(g™(20)) rozvoje v ([627) néktery z pribliznych Riemannovych fesicu.
Zbyvajici ¢leny Taylorova rozvoje potom lze vycislit pomoci Cauchyho—
Kowalewské procedury (6.17)) s vyuzitim odpovidajicitho ptiblizného fesent
Riemannova problému.

6.1.4 Algoritmus ADER

Zformulujeme pro piehlednost poradi vypoctu pomoci néasledujiciho algorit-
mu: Na kazdé casové hladiné ¢, £ =0,1,2,... provedeme nésledujici kroky:
VSTUP: Sit kone¢nych objemt Dy, = {D; }scy, integralni priméry w? feseni pies
objemy D; v casovém okamziku t; a pozadovany fad presnosti p.

1. Pro kazdé D; € D), spocti z danych integralnich prumeéru wf, J € J vektor
polynomit w” stupné nejvyse p — 1 spliaujici [64) a [65) pouzitim vhodné
polynomialni rekonstrukce.

2. Pro kazdé D, € D, proved:

(a) Vyies zobecnény Riemanniv problém (BII) s pocateénimi daty ¢F a
?1?, j € S(i) pfevedenim na Riemannuv problém (6.I5) a posloupnost
linedrnich Riemannovych problému (621]) v kazdém uzlu «, kvadra-
turni formule ve vzorci (G.23)).

(b) Pomoci Cauchyho-Kowalewské procedury (617) vyéisli véechny casové
derivace q(&,,t) do fadu p — 1 v kazdém uzlu kvadraturni formule
©.23).

(c) Spocti zobecnéné Godunovovy toky g, bud pomoci metody zalozené
na numerické integraci tj. dosazenim (6.14]) do ([€.24]), nebo metodou
zalozenou na Taylorové rozvoji (6.25]).

(d) Spoéti numerické toky H (", 'ti;f, n;;) ze vztahu (6.13)).

(e) Updatuj integralni primér w**' pouzitim schématu (G.4).

VYSTUP: Updatované integralni priméry wh™ i € J piiblizného feeni na
casové hladiné t5, ;. Predchozi text je ¢erpan z diplomové prace K. Findejse [3].

6.2 ADER pro SWE s z # konst

Pristup ADER definuje numerické toky a numerické zdroje tak, ze expli-
citni jednokrokova formule ([6.39) vypocte feseni (6.38) libovolné vysokého Fadu
presnosti (v prostoru i ¢ase). Piistup se sklada ze ti{ kroku:
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1. rekonstrukce vyssiho fadu polynomu ze stfednich hodnot feseni (polyno-
mickd rekonstrukee, ENO,...),

2. teseni DRP (angl. Derivative Riemann problem = DRP) na rozhrani bunck
a vyhodnoceni toku f; 1

3. vyhodnoceni numerického zdroje S; pomoci vyssiho fadu vypoctu ¢asoprostorovych
integralu uvniti kontrolntho objemu

Popiseme metodu ADER tadu p = 3 pro nasledujici systém dvourozmérnych
rovnic mélké vody

dw = Of.(w)
2o, = s(w),

w(a:,O):{
(), w

kde pocétecni podminky wy (x
x.
Jako u ADER pro z = konst dostaneme

v Qr=Qx(0,7), (6.28)

wi(7) jestlize x <0,
wg(7) jestlize x>0,

r(z) jsou hladké vektorové funkce proménné

T T A A
’U)f+1 — wf — |;| Z ’FZ]| Hmml(wf, ’LU?, Ziy Zj, nij), (629)
"1 jes()

kde ﬁtotal je tvaru

Ty ~k Ak -1 ~k ~k
Htotal(wi7wj7zi7 Zj, nzy) - @ gtotal(Qwi ) @wj7zi7 Z])7

~k ~k ~k ~k k (630>
gtotzzl(@wi ) Qw]’a Ziy z]) = gconv((@wi ) Qw] ) Ziy z]) + ghz Z*(Ziv zj>62-

a kde w w jsou polynomy stupné nejvyse p — 1, které ziskame vhodnou poly-
nomlalm rekonstrukc1 7 integralnich priméra wk, i € J.
Jako v predchozi sekci provedeme transforma(n soutfadnic

= Qylx —xy), = xeclR, z;ely

7 rotacni invariace v sekci a sekce [6.1.1] dostaneme
dfs(q
+ = s(q),
Z axs (a)

q(z,0) = {?L(ﬁf)’ <0,

qrp(x), 11 >0.

Tuto rovnici nazyvame Riemannuv problém (angl. Derivative Riemann pro-
blém = DRP) a zna¢ime ji DRPy, kde K reprezentuje pocet netrivialnich pro-
storovych derivaci poc¢atecni podminky, tj.

K = max{KL,KR},
kde K a Kpg jsou takové, ze

OWq, (x)=0 Vk>K,,  Y&<O0,
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Obrazek 6.2: Riemannuv problém se zdrojovym clenem.

OWqp(x)=0  Vk>Kgi,  Yz>0.

Vice lze najit v [9]. DRP, se mysli, ze viechny prvni (k = 1) a vyssi rddy prosto-
rovych derivaci pocatecni podminky, pocitané dal od pocatku, jsou nulové. Pak
problém odpovida Riemannovu problému s po ¢astech konstantnimi daty.

Pocatecni stavy g (x) a gz (z) predpokladaji hladkost funkce v z. Ddl od x = 0
muzeme ke konstrukei feseni g(x, t) uzit proceduru Cauchyho-Kowalewské. Bude
nas zajimat feseni DRPy v o = 0, nebot zde mohou byt po¢dtecni data nespojité.

Pocéateéni data jsou nespojita v x = 0. Dal od x = 0 muzeme definovat jed-
nostranné prostorové derivace, potom na rozhrani x = 0 mame skok v prostorové
derivaci. Tyto skoky tvori poc¢ateéni data pro novy Riemanntuv problém.

Regenim tohoto problému je funkce q; (1), je to mocninné fada v o = 0. Lze

zapsat takto
k

ara(r) = 9(0,02) + Y |97q(0,04)] . (6.31)

k=1
kde 04 = limy_q, . Resenf obsahuje vedouci vyraz (0,0, ) a vyrazy vyssitho fadu
ng)q(o, 0.). V nésledujicim popiseme metodu vypoctu kazdého vyrazu rozvoje.

6.2.1 Vypocet vedouciho ¢lenu

Vedouci élen g(0, 0, ) v rozvoji (631)) je realizovan pouze rozvojem hrani¢nich
hodnot q;(0) a qz(0) vIE28 Proto vedouci ¢len g(0, 0, ) vypocteme z podobnosti
reSeni nasledujici DRF,

0q  ~ 0f(q)
ot T 6.32
ot * ; 0z ’ ( )
0) = lim, jestliz 0,
q(z,0) = q.(0) B 1m 0 qr(v) J.eS l.zve T <
qr(0) = lim, o, qg(z) jestlize x> 0.

Zde je mozné vliv zdrojového ¢lenu zanedbat. Ozna¢me vedouci clen podobnych
fegeni D) (x/t), je dén vyvojem tohoto feseni podél éasové osy, to je z/t =0, a
sice

q(0,0,) = DY(0). (6.33)

Hodnotu D®(0) zndme jako Goduntiv stav odpovidajici numerickému toku spo-
jenym s prvnim fadem Godunovovu schématu.
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6.2.2 Vyrazy vyssSiho radu

K vypoctu vyrazu vyssiho radu v ([631]) potfebujeme spocitat koeficienty par-
cidlni derivace O™ q(z,t) v x = 0 a t = 0,. Vypocteme je na obou stranch
pocatecni nespojitosti, tj. vz = 0. Nyni muzeme implementovat primy ptistup k
vypoctu vyrazu vyssiho radu. Metoda nize ukazuje vypocet vSsech prostorovych
derivaci pomoci ¢asovych derivaci na rozhrani.

Analogicky jako v sekci[6.1.2] vyjadiime vSechny ¢asové derivace prostorovymi
derivacemi. Aplikujeme proceduru Cauchyho-Kowalewské a uzijeme skutecnosti,
ze oba fyzikalni toky a zdrojovy ¢len jsou funkce vektorovych konzervativnich
proménnych. To dava nasledujici vyjadreni casovych derivaci

8,5(k)q(a;, t)=P®Wq,0lq, ... .0Wq).

T

Tyto casové parcidlni derivace v z = 0 pro ¢ > 0 maji smysl, jestlize prostorové
derivace 8§0)q, 83(61)q, e ,8£k)q déavaji smyslvae =0prot > 0. Proz <0ax >0
jsou vSechny prostorové derivace definovany a maji smysl

OWq, (z),0Wqp(z), k=1,2,... K.

xT

Pro z = 0 mame jednostranné derivace

aagk)qL(O) :xli%l_ aik)qL(x% k= 172a"’7K7

rT—U4

Mame mnozinu K péru (8§;k)q .(0), 8g(ck)q (0)) konstantnich vektoru takovych, ze
je muzeme uzit jako pocatecni podminky pro K konvektivnich Riemannovych
problému. Sec¢teme-li je, dostaneme mnozinu odpovidajicich evolu¢nich rovnic
pro o g(z,t). Slabé teseni evolucni rovnice muze byt jednoduse konstruovano.
Muzeme ovérit, ze Q;J(Dk)q(x, t) se tidi nasledujicim systémem nelinedrnich nehomo-
gennich evoluénich rovnic

0, (0W g, 1) + Ar(@)0, (0Wq(x.1))) = HY, (6.34)

kde matice A;(q) je presné Jakobiova matice systému (G.28). Rovnice (6.34) do-
staneme manipulaci derivaci (6.28]). Zdrojovy vyraz H ¥ na pravé strané rovnice

©.34)
H" = H*0"q,0Vq,...,0%q)

je funkce prostorovych derivaci aé%, pro k = 0,1,..., K a zmizi pokud Jako-
biova matice A; je konstanta a S = 0, tj. kdyz pocatecni systém v ([G2]) je
linearni a homogenni s konstantnimi koeficienty. Aby bylo mozné snadno vyresit
tyto evoluéni rovnice, provadime dvé zjednoduseni, nejprve zanedbame zdrojovy
¢len H"* a pak linearizujeme vysledné homogenni rovnice.

Zanedbani zdrojového ¢élenu H" je mozné, pokud potFebujeme pouze &gk)q(x, t)
prvniho stupné interakce levych a pravych stavi. Mame homogenni nelinearni
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systémy prostorovych derivaci. Pak provedeme linearizaci homogennich systému
o vedouci ¢len rozvoje tady (G.31]) takovy, Ze za matici bereme konstantni matici

APY = (Q(0,04)).

K nalezeni prostorové derivace vz = 0, t = 0, TeSime nésledujici homogenni
linearizovany konvektivni Riemannuv problém

o (00g(x.1) + A0, (0P g(2,1)) ) =0, (6.35)

o q (0)  jestlize x <0,
0§k)q(x,0) = (k) g C e
Oz 'qpr(0) jestlize x> 0.

Vsimnéme si, ze (konstantni) Jakobiho matice Ag),)% ma stejné koeficienty pro
kazdy Gg(ck)q(x, t) a je vypoctena pouze jednou s pouzitim vedouciho vyrazu roz-
voje.

Ozna¢me podobné feseni (G37) jako DW(x/t). Ve vypoétu vsech vyrazi
vyssich radu je feseni odpovidajictho Riemannova problému analytické a nevznika
tedy otazka vybéru Riemannova fesice. Prislusné hodnoty na rozhrani dostaneme
na zakladé vypoctu v z/t = 0, tj.

0{"q(0,0,) = D"(0).

Nazyvame to hodnota Godunova stavu, analogicky jako na rozhrani stavu (6.33))
souvisejicim s vedoucim koeficientem.

Vyvoj vSech prostorovych derivaci na rozhrani x = 0 tvoii casové derivace a
konecné definujeme feseni problému DR Py jako TeSeni rozvoje

0P w(0,0 o w (0,0
q;r(T) =w(0,04) + 0, w(0,0, )T + %7‘2 + et %Tk.
Jesté zbyva vyhodnoceni numerického toku H (ﬁ;f , ﬁjf ny) = Q! deldn. ap).

Déle postupujeme analogicky jako v sekci [6.1.3] a vypocteme

KM Ku

9¢(qL,4r) = Z Z Fi(@rs(@o, ty, AL, dR)) wo Wy, (6.36)

pn=1 v=1

6.2.3 Aproximace zdrojového ¢lenu

Nyni se budeme zabyvat zdrojovym ¢lenem. Zavedeme znaceni

S
Si = <sl.<2>> . (6.37)

Prvni slozka zdrojového ¢lenu (tj. zdroj rovnice kontinuity) je rovna nule. Pro

vyhodnoceni druhé slozky numerického zdroje SZ@ pouzijeme Gaussovo integracni
pravidlo.
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6.3 Popis ADER schémata v 1D
Meéjme hyperbolicky systém tvaru

oq 0f(q)
E—i_ ox

= s(q) (6.38)

s pocatecnimi a okrajovymi podminkami, kde q je vektor neznamych konzerva-
tivnich proménnych, f(q) je fyzikalni tok a s(q) je zdrojovy ¢len. Piistup ADER
definuje numerické toky a numerické zdroje tak, ze pomoci explicitni jednokrokové
formule (6.39) vypocteme feseni rovnice ([G.38)]) libovolné vysokého fadu presnosti
(v prostoru i case).

Tk
CI?H = CI? + D] (fzfé - fz+%) + ki, (6.39)
kde
|Di| = Tipl — Xy 1,

T = tey1 — tg,

1 /‘”i+%
k
q; = q(z,ty),
|DZ| x,

3 (6.40)
th+1
fz'+% = f(q(xi+%7t))dt7
ty
1 1 ffer [Tigd
S; = |D|7'_k/ / s(q)dxdr.
? tr T. 1

Pristup se sklada ze ti1 kroku:

1. rekonstrukce vysstho fadu polynomu ze stfednich hodnot feseni (polyno-
micka rekonstrukece, ENO,...),

2. teSeni DRP na rozhrani bunék a vyhodnoceni toku f; 1

3. vyhodnoceni numerického zdroje S; pomoci vyssiho fadu vypoctu ¢asoprostorovych
integralu uvnitt kontrolniho objemu.

Rovnice ([639) zahrnujici integralni prumeéry (640) je na tomto misté presny
vztah, ale muze byt pouzita ke konstrukci numerickych metod k vypoctu apro-
ximace Teseni ([6.38). To je ddno rozdélenim oblasti (kterd néds zajima) do mno-
ha disjunktnich kontrolnich objemu a definovanim aproximace toku integralu,
tzv. numerické toky a ke zdrojovému integralu, nazyvaném numericky zdroj. Oz-
nac¢me aproximace téchto vektoru stejnymi symboly f, L1a S; v ([€40). Pak vzorec

([E39) je konzervativni jednokrokovému schématu feseni (6.38). Zdrojem ndm by-
ly clanky [6] a [9).
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6.3.1 Rekonstrukce hodnot v bodech

Hodnoty teseni v case t, najdeme rekonstrukci pomoci polynomu vyssiho

stupné. Muzeme uzit naptiklad ENO rekonstrukci, tim se zabrani rusivym os-
cilacim, které vedou k nelinedrnimu numerickému schématu. Provadime (pouze
jednou) rekonstrukei jak pro neznamou g tak pro vysku dna z.
Poznamenejme, ze pro r-ty fad presnosti (v Case i prostoru) musi byt rekon-
strukéni polynomy (r-1)-tddu. Po rekonstrukénim kroku konzervativni proménné
v kazdé bunce jsou reprezentovany vektorem polynomu p;(x). Pak v kazdé burice
rozhrani muzeme predstavit nasledujici DRP

dq  0f(q)

ot + or s(q)
_ q.(z) = pi(x), T < Tl
q(z,0) = {qR @) =pia(e), o>z (6.41)

o x

Obrazek 6.3: Riemannuv problém se zdrojovym ¢lenem s linedarni rekonstrukei.

6.3.2 Reseni DRP

Po rekonstrukei fesime nésledujici DRP

dq  Of(q)
i C)
_ q.(z) = pi(x), T < Tl
e 0) = {QR(f’?) = piy1(T), T > T, (6.42)

hleddme reseni v x = x;,1, znaceném qi+%(7), kde p;(x) oznacuje linedarni (po-
lynomickou) rekonstrukei na objemu D;. VSechny prostorové derivace z, Zi1 jsou
zname. Uzitim vhodného Gaussova pravidla najdeme numericky tok na hranici
objemu

N
Z qz+ 704 At) ) K
a=0

m\»—t

kde v, jsou vhodné Gaussovy koeficienty. Resen{ q;, %(T) DRP [6.42] najdeme
Taylorovym rozvojem

k
.
Qi+%(7) = q<xi+%7 O+) + Z {3§k)q(:ci+§, O+)ﬁ )
k=1 ' (6.43)
(k) + o +
O Q($i+%70 ) = %Q(l’w%ao );



kde 07 = lim;_ ¢+ t. Vedouci vyraz q(z; Tipl, 0") ziskdme vyfesenim klasického Ri-
emannova problému s po castech konstantnimi daty

i\ ;1 1), <1
oq+90.f(q) =0 q(z,0) = pi(w +2) T < W1 (6.44)
pi+1($i+1), xr > xH%,

a vyhodnocenim feseni na (v —z,, ) /t=0.q(z, Tipl, 0%) nazyvame Godunuv stav,
ktery je vypocitan uzitim presneho Riemannova fesice. Zbyvajici vyrazy v (6.43])
jsou vypocitany tak, ze nahradime vSechny casové derivace 8t(k) (z; Tipl, 0%) pro-

storovymi Gg(cl)q( x, +1,O+) uzitim Cauchy-Kowalewské procedury. Nezndmé pro-

storové derivace v t = 07 nalezneme z nésledujiciho linearizovaného Riemannova
problému

(0N q)+A(q(r,,1,01))0. (0P ) =0, Alg) = %~
k
9 q(x,0) = {d( i) <

k
d( )pi+1(‘ri+%)v r > [L'H_%,

(6.45)

kde A(q) je Jakobiho matice systému a symbol d*) oznacuje k-tou derivaci vzhle-
dem k nezavislé proménné z. Okrajové podminky jsou uvedeny pomoci polynomu
pi(x), pit1(z), ziskanymi ENO rekonstrukef.

6.3.3 Aproximace zdrojového ¢lenu

Nyni se budeme zabyvat zdrojovym ¢lenem. Znaceni

S
S; = <SZ?2>) . (6.46)

7

Pro vyhodnoceni druhé slozky zdrojového clenu nejprve provedeme integraci po
castech:

ity
dxdt = h dxdt
T |D \ / / ( ) Th \D | / /
" hal = he dt + —9— / / ( )dxdt
Tk 0 xi+% xi—% Tk|D|

Prvni ¢ast je vyhodnocena pomoci vhodnych Gaussovych integra¢nich bodu a L
je celkovy pocet bodu v tomto pravidle. Tayloruv rozvoj pro h(z,, 1, t). Druhy
integrdl je aproximovan Gaussovym integrac¢nim pravidlem:

mm// ( )d“‘dt—ﬂ;[Z< ih(%,n))Kl]Ka.

(6.48)
Prvni slozka zdrojového ¢lenu (tj. zdroj rovnice kontinuity) je rovna nule. Inte-
gral v predchozi rovnici musime vypocitat pomoci dvou prostorovych integralu
(tj. integrédl pres x, 1 — x; a pres z; — x; 1 1), nebot vyska z(r) ma na rozhran{
i-tého objemu dva reﬁonstrukcm polynomy

(6.47)

1
2
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7. Numerické experimenty

7.1 1D problém pro z=0

Resime jednorozmérnou rovnici pro mélkou vodu, v jejichz feseni se vyskytuje
nespojitost. Vypocty provadime v programu Octave a vizualizaci v programu
Gnuplot. Priklady fesime pomoci nésledujicich dvou metod.

1. Metoda koneénych objemu s numerickym tokem Vijayasundaramova typu.
Tato metoda je pouze prvniho fadu presnosti. Vypocet provadime pomoci
programu SWE1D, ktery nam poskytl pan RNDr. Petr Kubery, Ph.D, pro-
vedli jsme v ném pouze nékolik tiprav ve vystupu feseni.

2. Metoda koneénych objemu druhého fadu presnosti. Zde se vyuziva linearni
rekonstrukce ke zvyseni tadu presnosti. Aby se zabranilo oscilacim pouzivame
limitni proceduru s limiterem popsanym v (5.3.2]). Déle k vypoctu pouzivame
numericky tok Vijaysundaramova typu. Puvodni program pana RNDr. Pet-
ra Kubery, Ph.D jsme rozsitili o linedrni rekonstrukcei s limiterem viz sekce
B4 a program nazyvame LIN.

Casem vypoctu myslime pribéh hlavniho vypoétu numerického toku. Jeho vypocet
je pouze orientacni, nebot vidy zélezi na typu pocitace a jeho procesoru. Pro-
blémy Fesime na oblasti (a1, by) x (0,7) s pocatetnimi a okrajovymi podminkami.
Na intervalu (aq,b;) méme ekvidistantni déleni s n + 1 body déleni. Hleddme
feSeni pro g = 9.81 a CFL =0.9.

Chybu teseni v bodech déleni vypocteme pomoci diskrétni L;-normy:

71— Y

B = ot =l ), = Y- ko) — (o)

kde vypocet provadime po slozkdch. Chyba mé tedy dvé slozky F = (E, Es),
prvni odpovida w; a druha odpovida ws.

7.1.1 Priklad 1 - Priklad se spojitym resenim.

Priklad jsme prevzali z disertace [7]. Méjme problém na oblasti Q = (—1,1) s
pocatecni podminkou

ow 0
E"‘%ﬁ(w) = 0, re(=1,1), t>0, (7.1)
B (1,0)T, x € (—1,0),
w(z,0) = {(274 (\/2__ \/ﬁ))T, re(0.1) (7.2)
a hranié¢nimi podminky
_ (Lo, te(0,7),
vt = {(2, LV a)T te (D) -
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Obrazek 7.1: Redeni prvnf slozky w (tj. h) pomoci metody koneénych objemi v
case T'= 0.05. Modré znaci feseni ziskané MKO a zelena je presné feSeni.

Exactixt —— Exactixt ——
‘Numerical.o* —— | L ‘Numerical. o’ ——

1 ‘_\_‘_‘_,_“ ‘ 1
(a) n=20. (b) n=149.
(c) n=351. (d) n=1000.

Reseni tohoto pifkladu zndme, je spojité a mé nésledujici tvar

w(z,t) = (wi(z, 1), ws(x,t)) = (h(x,t), h(x, t)vi(z, 1)),

kde
(1, z < /g,
hat) =13 lvaiti(G-val.  vi<i<v
(2, T >2g,
(0, 7 <V9,
vz, t) =93 (F - v9). VI < <V2g,
\2\/2__\/57 %>\/%

Metoda konecnych objemu

Na grafech (1)) a (T2) jsou zndzornény jednotlivé slozky numerického feseni
ziskané pomoci metody konecnych objemu s Vijayasudaramovym numerickym
tokem (tj. po ¢astech konstantni feSeni) a slozky presného feseni. Je vidét, ze
s rostoucim poctem délicich bodu se graf feseni priblizuje presnému feSeni. Na
obrdzku ([C3]) jsou znadzornény obé slozky rozdilu ptiblizného a presného feseni
pocitané ve stiedech konecnych objemu D;, i € {0,...,n} (tyto stiedy znacime
z;, 1 € {0,...,n}). Pro prehlednost jsou tyto body spojeny lomenou ¢arou. Prvni
slozka fesenif ma mensi chybu, coz jsme piedpokladali, nebot v druhé slozce se
vyskytuje navic vyska a chyby se tudiz nasobi a tedy zvétsuji.
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Obrazek 7.2: Reseni druhé slozky w (tj. hvy) pomoci metody koneénych objemu
v case T' = 0.05. Modra znaci teseni ziskané MKO a zelena je presné reseni.

T
'EXaCLIXI
*Numerical.tt]

‘Exact
"Numerical ktt —— |

T
‘Exagt
*Numerical.txf

" e
“Numerical fxt ——

Obrazek 7.3: Chyba fesi pomoci metody koneénych objemu v case T = 0.05.
Modra znaci chybu v druhé slozce a zelend je chyba v prvni slozce.

hixt’
hy_Lixt'
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04

02

hot ——
hy_Ltxt




Obrazek 7.4: Reseni h pomoci MKO s linearni rekonstrukei v ¢ase T' = 0.05.
Modré znaéi feseni ziskané MKO s linearni rekonstrukef a zelend je presné feseni.

T T T T T T
'Exactixt’
linear.xt'

Exactixt’
linear.txt'

"Exact.ixt’
“linear txt

“Exact.txt
linear.txt'

Metoda koneénych objemu s linedrni rekonstrukci (znaceni: MKO
s LR)

Touto metodou ziskame stejné teseni jako jsme ziskaly metodou konecnych
objemi, zvétsuje se pouze cas vypoctu, nebot se provadi linedrni rekonstrukce.
Po provedeni linearni rekonstrukce na data tlohy zavolame limiter popsany v sekci
(E332), tento limiter bohuzel zméni data zase na puvodni data, proto dojdeme ke
stejnému vysledku, coz muzeme vidét v tabulce [Z.1]
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Obrazek 7.5: Reseni hv; pomoci MKO s linearni rekonstrukei v ¢ase T = 0.05.
Modra znaéi teseni ziskané MKO s linearni rekonstrukci a zelend je presné reseni.

7 T T T 7 T T
'Exact2.txt’
linear2.txt'

"Exact2.txt
“linear2.txt

‘Exact2.txt!
‘linear2. et

"Exact2.txt
“linear2 txt

Obrazek 7.6: Chyba tesi pomoci metody konecnych objemu s linedrni rekonstrukei
v case T' = 0.05. Modra znac¢i chybu v druhé slozce a zelena je chyba v prvni slozce.

hixt D —
hv_Lxt hv_Lxt
25 25
2k 2b
2 15 2 15
1h s
05 1 05
o 0
1 05 0 05 1 1 05 0 05 1
X x
3 T T T 3 T T T
h.ix hot
hv_Lxt hv_Lo
251 25
2k 21
z 15 z 15
1E 1b
05 1 05
0 0
1 05 ) 05 1 4 05 0 05 1
X x
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Metoda | pocet elementu | ¢as vypoctu E, Ey
MKO 20 0.016259 | 0.082287 | 0.432333
MKO 100 0.312408 | 0.045795 | 0.210608
MKO 149 0.708729 | 0.042050 | 0.192477
MKO 200 1.239709 | 0.036132 | 0.167006
MKO 351 3.713738 | 0.031046 | 0.144858
MKO 500 7.433404 | 0.033924 | 0.130970
MKO 1000 29.936717 | 0.024121 | 0.116583
MKO 1487 65.468604 | 0.022906 | 0.111615
MKO 2500 184.858986 | 0.021411 | 0.105653

MKO s LR 20 0.024290 | 0.082287 | 0.432333
MKO s LR 100 0.368387 | 0.045795 | 0.210608
MKO s LR 149 0.793962 | 0.042050 | 0.192477
MKO s LR 200 1.395398 | 0.036132 | 0.167006
MKO s LR 351 4.089763 | 0.031046 | 0.144858
MKO s LR 500 8.224278 | 0.033924 | 0.130970
MKO s LR 1000 32.027246 | 0.024121 | 0.116583
MKO s LR 1487 71.435971 | 0.022906 | 0.111615
MKO s LR 2500 202.333374 | 0.021411 | 0.105653

Tabulka 7.1: Tabulka vypoctu pomoci MKO a MKO s LR v case T' = 0.05

Srovnani s metodou ADER

Metoda ADER fesi rovnice mélké vody pomoci presného feSeni zobecnéného
Riemannova problému. Z grafu v (Z1) a (Z8)) je jasné, ze pro n = 351 se Feseni
ziskané touto metodou a presné feseni prekryvaji. Vysledky ziskané pomoci me-
tody ADER jsou uz pro malé déleni velmi presné. Na obrazcich (1) a (7.8]) jsou
grafy srovnavajici presné reseni, metodu kone¢nych objemu a metodu ADER v
T=0.05.
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Obrézek 7.7: Reseni h pomoci MKO a metody ADER. Modré znaéf fesenf ziskané
MEKO, zelena je presné feseni a ¢ervena znaci ADER.

7.1.2 Priklad 2 - Priklad s pohybujici se nespojitosti.

Priklad jsme prevzali z disertace [7]. Méjme problém na oblasti 2 = (—1,1) s
pocateénimi podminkami

ow 0
EJr%fﬂ’w) =0, re(-1,1), t >0,
oy {2V we L) (74)
T 00, z € (0,1).

a okrajovymi podminky

w(w,t) = (2,v39)", prot € [0,77],
| (1,0)T,  prote[0,7].

Reseni tohoto problému zname, méa nasledujici tvar

W 1) 2, T <39,
xr,t) =
1, T >/39,
)3VBg, <3y,
Ul(x7t> - O T
y N > \/?)g.

Metoda konecnych objemu
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Obrézek 7.8: Reseni hv pomoci MKO a metody ADER. Modré znaéf fesenf ziskané

MKO, zelena je presné feseni a cervend znaci ADER.

6
Exact2. it
"Numerical2 txt
‘exarp20.out’ using 1:3 ——
sl
4L
= 3
2L
1|
[ :
1 05
6 T T T
"Exact2. it
"Numerical2.txtt ——
‘exarp149.out' using 1:3 ——
sl
sl
= 3
2L
1|
o T
1 05

' e
“Numerical2.txt
“exarp100.out using 1:3 ——

“exarp351.out' using 1:3 ——

Exact2.txt’
‘Numerical2.txt'

Obrazek 7.9: Reseni prvnf slozky w (tj. h) pomoci metody kone¢nych objemu v

T = 0.05. Modra znaci teseni ziskané MKO a zelend je presné teseni.

T
'Exact.tt
*Numerical.txt'

"Exact.ixt’
“Numerical.txt'
1
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“Numerical.txt'

“Numerical.txt'
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Obrézek 7.10: Reseni druhé slozky w (tj. hvy) pomoci metody koneénych objemt
v T = 0.05. Modré znaci teseni ziskané MKO a zelend je presné feseni.

6 T T — 6 T T
Exact.txt'

*Numerical.txt'
J |

Exactixt’
“Numerical.txt'

(a) n—=20.

"Exact.ixt’
“Numerical txt

“Exact.txt
‘Npmerical.txt'

hv
hv

ob . . LS S ok \—

-1 05 0 05 1 -1 05 0 05 1

(c) n=351. (d) n=1000.

Na obrazcich ([9) a (ZI0) muzeme vidét srovnéni piesného feseni a nu-
merickych vysledku ziskanych pomoci MKO s numerickym tokem Vijayasuda-
ramova typu. Muzeme pozorovat, ze s rostoucim poctem délicich bodu se kiivka
znazornujici numerické feseni priblizuje kiivee presného teseni. Na obrazku (Z.I1))
jsou vykresleny obé slozky rozdilu ptiblizného a presného feSeni pocitané ve
sttedech konecnych objemu. Pro prehlednost jsou tyto hodnoty spojeny lome-
nou carou. Vidime, ze prvni slozka numerického teseni ma radové mensi chybu
nez druha slozka.
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Obrazek 7.11: Chyba fesi pomoci metody koneénych objemu v ¢ase T" = 0.05.
Modra znaci chybu v druhé slozce a zelend je chyba v prvni slozce.

haxt ——— hixt ———
hy_Lxt —— hy_Lxt ——

Metody konecnych objemi s linearni rekonstrukci

Vypocet je proveden pomoci metody koneénych objemt s linedrni rekonstrukei a
numerickym tokem Vijayasundaramova typu. Jako v prvnim piikladu ziskdvame
stejné feSeni jako jsme ziskali pomoci MKO. Limiter zase zpusobuje, Ze se vracime
k puvodnim hodnotam, ktery jsme méli pred linearizaci. V tabulce je uveden
¢as vypoctu a chyba feseni obou slozek, které dostavame vyteSenim ptikladu
pomoci MKO a pomoci metody konecnych objemu s linearni rekonstrukei. Z
tabulky je patrné, ze pri zvySovani poctu délicich bodu je reseni ziskané pomoci
MEKO presnéjsi. Pro velké n se uz ale chyba feseni vyrazné nezmensuje a zustava
kolem hodnoty 0.026 v prvni slozce a 0.07 v druhé slozce.
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Obrazek 7.12: Reseni h pomoci MKO s linearni rekonstrukei v 7" = 0.05. Modra
znaci Tfeseni ziskané MKO s linearni rekonstrukei a zelend je presné feseni.

"Exactixt’
“linear txt

05 o 05 1

(a) n:X20.

"Exactixt’
“linear.txt ——

05 o 05 1

(c) n=351.

‘Exactixt’
“linear txt

*Exact.txt
linear.txtt ——

05 0 05 1

(d) n=1000.

Obrazek 7.13: Reseni hv; pomoci MKO s linearni rekonstrukei v 7" = 0.05. Modra
znaci Teseni ziskané MKO s linearni rekonstrukei a zelend je presné fesen.

hv

Exact2.
“linear2.txt

05
‘Exact2.xt ——
Ylinear2 txt
£ L L e
-1 0.5 0 05 1

(c¢) n=351.
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Obrazek 7.14: Chyba tesi pomoci metody kone¢nych objemu v 7' = 0.05. Modra
znaci chybu v druhé slozce a zelenda je chyba v prvni slozce.

05

(a) n=20. (b) n=149.

(c¢) n=351. (d) n=1000.
Metoda | pocet elementu | ¢as vypoctu By Es
MKO 20 0.019578 | 0.077344 | 0.309516
MKO 100 0.329730 | 0.032525 | 0.095241
MKO 149 0.692441 | 0.024159 | 0.054542
MKO 200 1.259777 | 0.024219 | 0.054779
MKO 351 3.869551 | 0.028945 | 0.084198
MKO 500 7.760762 | 0.026788 | 0.073909
MKO 1000 30.425304 | 0.026246 | 0.073611
MKO 1487 67.539980 | 0.026636 | 0.077024
MKO 2500 192.267866 | 0.026109 | 0.074750
MKO s LR 20 0.027485 | 0.077344 | 0.309516
MKO s LR 100 0.377637 | 0.032525 | 0.095241
MKO s LR 149 0.780878 | 0.024159 | 0.054542
MKO s LR 200 1.401848 | 0.024219 | 0.054779
MKO s LR 351 4.180349 | 0.028945 | 0.084198
MKO s LR 500 8.296677 | 0.026788 | 0.073909
MKO s LR 1000 32.853481 | 0.026246 | 0.073611
MKO s LR 1487 72.321536 | 0.026636 | 0.077024
MKO s LR 2500 202.884497 | 0.026109 | 0.074750

Tabulka 7.2: Tabulka vypo¢tu pomoci MKO a MKO s LR
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Obrézek 7.15: Reseni h pomoci MKO a metody ADER. Modré znadi feent ziskané
MEKO, zelena je presné feseni a ¢ervena znaci ADER.

22 : : — 22 T T T

Exact.txt'
"Numerical.txt'
‘exarp220.out’

'Exact.txt’
"Numerical.txt'
‘exarp2100.out’

Exact i’
"Numerical.txt!
‘exarp2149.out’

‘Exacttxt
‘Numerical. txt
‘exarp2351.out’

Srovnani s metodou ADER

Metoda ADER fesi rovnice mélké vody pomoci presného feSeni zobecnéného
Riemannova problému. Vysledky jsme ziskali z programu HW-SWRPEXACT,
ktery naprogramoval E.F.Toro, ktery je volné k dispozici na www.numeritek.com.
Z grafu v (1) a ([T8) je jasné, ze pro n = 100 se feSeni ziskané touto metodou
a presné teseni prekryvaji. Narozdil od nasich vysledku jsou vysledky ziskané
pomoci metody ADER jsou uz pro malé déleni velmi presné. Na obrézcich ([L71) a
([C]) jsou grafy srovnéavajici presné feseni, metodu kone¢nych objemu a metodu
ADER v T=0.05.
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Obrézek 7.16: Reseni hv pomoci MKO a metody ADER. Modré znaéi feseni
ziskané MKO, zelend je presné reseni a ¢ervena znaci ADER.

6 T T T 6 T T T
'Exact2.txt’ 'Exact2.txt'
’Numerical2.txt' ’Numerical2.txt'
“exarp220.out’ using 1:3 —— “exarp2100.out’ using 1:3 ——
5F 5F
ar ar
= 3 = 3t
2 2
1r 1r
0L 0L
1 0.5 o 05 1 -1 0.5 o 05 1
x x
6 T T T 6 T T T
'Exact2.txt' "Exact2.txt’
ﬂ “Numerical2.txt' ’Numerical2.txt'
‘exarp2149.out' using 1:3 —— ‘exarp2351.out’ using 1.3 ——
5F 5F
4l 4+
= 3 = 3f
2 2
1t 1t
of . ok . . ;
1 -0.5 -1 0.5 o 05 1
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Zaver

Uéelem této prace bylo popsat schémata typu ADER pro rovnice mélké vody.

V prvni ¢asti prace jsme zavedli obecné rovnice dynamiky tekutin a z téchto
rovnic jsme detailné odvodili rovnice mélké vody. Prinosem této prace je zjed-
nodusené odvozeni téchto rovnic a to tak, ze se nam podarilo obejit Leibnizovu
nosti rovnic meélké vody.

V druhé ¢asti prace jsme vyuzili téchto vlastnosti v metodé koneénych ob-
jemu pro popis numerického toku Vijayasundaramova typu. Dale se nam povedlo
popsat metodu konecénych objemu druhého fadu a to vyuzitim linearni rekon-
strukce a limiteru v metodé kone¢nych objemu. Tuto metodu se nam podarilo
naprogramovat a otestovat na dvou pftikladech. Limiter opravdu zhlazuje osci-
lace, které vznikly pfi linearizaci, bohuzel nam vraci stejné hodnoty jako ptred
linearizaci. V testovanych piikladech dostavame tedy stejné feseni jako pomoci
MEKO. U testovanych piikladii nemé smysl brat v ivahu linearizaci, nebot méa
metoda vétsi casovou narocnost a dostavame stejné feseni. Otazka zni, zda lze
urcit limiter tak, aby linearizace pracovala dobie. Je zde detailné popsana meto-
da typu ADER, ktera byla puvodné navrzenou pro Eulerovy rovnice, pro rovnice
mélké vody. Srovnavame feseni ziskané metodou ADER s presnym Riemannovym
resicem a teSeni ziskané metodou konecnych objemu s numerickym tokem Vija-
yasundaramova typu. U metody ADER dostavame jiz pri malém déleni dobré
reSeni, narozdil od metody konecnych objem.
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Seznam pouzitych zkratek

1D - jedna dimenze

ADER - Arbitrary hight order, with using hight order DERivatives of poly-
nomials

CFL - Courant-Friedrichs-Levyho podminka stability

DRP - Riemannuv problém (angl. Derivative Riemann problem)

ENO - neoscilujici metoda (angl. essentially non-oscillatory)

MKO - metoda koneénych objemu

MKO s LR - metoda kone¢ncyh objemu s linearni rekonstruket

PDE - parciélni diferencidlni rovnice (angl. partial differential equations)

SWE - rovnice mélké vody (angl. shallow water equation)
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