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4.1 Odhad pevného koeficientu a jeho vlastnosti . . . . . . . . . . . 33
4.2 Odhad komponent rozptylu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.3 Test hodnoty koeficientu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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Kapitola 1

Úvod

Panelová data jsou kombinacı́ dat časových a průřezových. Průřezová
data vznikajı́ pozorovánı́m vı́cero různých subjektů (firem, územnı́ch celků,
domácnostı́) v jednom časovém okamžiku a sloužı́ tak předevšı́m k porovnánı́
těchto subjektů. Časová data oproti tomu zaznamenávajı́ vývoj jednoho sub-
jektu v čase (každý rok, měsı́c, týden).

Panelová data jakožto kombinace těchto dvou typů tedy vznikajı́ opa-
kovaným pozorovánı́m souboru subjektů a majı́ tak dvě dimenze, časovou
a průřezovou. V přı́padě časové dimenze jsou pozorovánı́ chronologicky
uspořádána, asymptotické vlastnosti závisı́ na stacionaritě, svou roli zde často
hraje dynamická povaha dat. V průřezové dimenzi typicky žádné přirozené
uspořádánı́ subjektů nenı́ a většinou je lze považovat za nezávislé.

V teorii panelových dat se obvykle uvažuje takový soubor, který se
v průběhu sběru dat neměnı́ a ve kterém jsou si subjekty (průřezy, panely)
v jistém smyslu podobné natolik, že lze na všechny aplikovat model se stejnou
strukturou. Takové typy souborů budeme uvažovat i v této práci. Zároveň
se budeme zajı́mat jen o tzv. vyvážené soubory, tedy takové, ve kterých je
v každém průřezu stejný počet pozorovánı́, tj. Ti = T , pro každý průřez
i = 1, . . . , N .

Přı́kladem panelových dat je třeba velikost HDP v jednotlivých státech
USA za poslednı́ch 15 let, spotřeba benzı́nu v zemı́ch Evropské unie sle-
dovaná každý měsı́c či napřı́klad vývoj výše přı́jmu vybraných domácnostı́
ve Středočeském kraji v průběhu poslednı́ch 10 let.

Základnı́ lineárnı́ regresnı́ model, který se pro panelová data obvykle
uvažuje, lze popsat následovně:

yit = x1itβ1 + x2itβ2 + . . .+ xKitβK + uit,
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kde t = 1, . . . , T označuje časový a i = 1, . . . , N průřezový rozměr pozorovánı́.
β1, . . . , βK , K ∈ N0, označujı́ koeficienty lineárnı́ regrese a uit, označujı́cı́
reziduálnı́ (chybovou) složku regrese, jsou pro všechna i a t nezávislé
stejně rozdělené náhodné veličiny se střednı́ hodnotou 0 a rozptylem σ2

u.
x1it, . . . , xKit potom značı́ vysvětlujı́cı́ proměnné v čase t pro skupinu i, které
v této práci budeme považovat za náhodné. Předpokládá se, že reziduálnı́
složka nenı́ korelována s vysvětlujı́cı́mi proměnnými. Tento model, někdy
nazývaný poolový model, blı́že prostudujeme ve druhé kapitole.

Poté se v této práci zaměřı́me převážně na studium takových pane-
lových dat, jejichž průřezy lze považovat za nezávislé, ale pozorovánı́ v rámci
průřezů (tedy přes časovou dimenzi) mohou být korelována. Soustředı́me
se přitom na dva z praktického hlediska významné typy modelů. Prvnı́m
z nich je tzv. model komponentnı́ch chyb, jemuž věnujeme třetı́ kapitolu, kde
se zabýváme zejména jednoduchými modely s pevnými a náhodnými indi-
viduálnı́mi efekty.

Druhým typem jsou autoregresnı́ modely prvnı́ho řádu pro panelová
data, jejichž parametry a některé jejich vlastnosti odvozujeme ve čtvrté a
páté kapitole. Zabýváme se přitom modely s pevným i modely s náhodným
koeficientem. Na tyto kapitoly navazuje aplikace teoretických zı́skaných po-
znatků na simulovaná i reálná data. Vybrané definice a věty použı́vané v této
práci jsou pak shrnuty v Přı́loze A.

Nynı́ však pro ucelenı́ souvislostı́ nejprve popı́šeme historický vývoj mo-
delovánı́ panelových dat a uvedeme, jaké výhody či nevýhody modelovánı́
panelových dat přinášı́.

1.1 Historický přehled

Počátek modelovánı́ panelových dat lze vysledovat do druhé poloviny
19. stoletı́ (viz Nerlove, 2000), kdy v roce 1861 George Biddell Airy apliko-
val statistické metody na astronomická měřenı́ v podobě panelových dat.
Konkrétně použil tzv. model s náhodnými efekty, stejně tak jako o dva roky
později matematik a astronom William Chauvenet. Až na výjimky se však
podrobnějšı́mu výzkumu začali matematici věnovat až ve druhé polovině
20. stoletı́. Širšı́ využitı́ potom panelová data kvůli početnı́ náročnosti našla
až s rozvojem výpočetnı́ techniky.

Významným pokrokem byla v roce 1918 práce R. A. Fishera The Corre-
lation between Relatives on the Supposition of Mendelian Inheritance, viz Fisher
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(1918), jež se týkala kvantitativnı́ genetiky a v nı́ž zavedl pojmy
”
rozptyl“ a

”
analýza rozptylu“, které s panelovými daty též úzce souvisı́, jak uvidı́me

později. V pozdějšı́ch pracı́ch potom podrobně zpracoval koncept modelů
s pevnými a náhodnými efekty, což jsou dva základnı́ modely pro analýzu
panelových dat. Fisher však tyto dva modely zřetelně nerozlišoval, jak po-
znamenává Nerlove (2000).

Až později Ellis Daniels v práci The Estimation of Components of Variance
a Churchill Eisenhart v práci The Assumptions Underlying the Analysis
of Variance, viz Daniels (1939) a Eisenhart (1947), navrhli, aby byl model
s náhodnými efekty použı́ván předevšı́m pro neexperimentálnı́ (pozoro-
vaná) data, např. v astronomické či ekonomické oblasti. Model s pevnı́mi
efekty je naopak vhodný pro experimentálnı́ data, kdy je navržen konkrétnı́
(nenáhodný) postup pokusu, jako je tomu např. v zemědělstvı́ či průmyslu.

V roce 1950 v práci Combining Cross Section Data and Time Series Clifford
Hildreth u reziduálnı́ho členu v modelu simultánnı́ch rovnic rozlišuje tři
komponenty. Dvě z nich, časová a individuálnı́ složka, jsou pevné (a tedy
jsou zároveň i parametry, které majı́ být odhadnuty) a zbytková rezidua jsou
náhodná.

Autorem jedné z prvnı́ch ekonomických aplikacı́ byl Irving Hoch, který
v práci Estimation of Production Function Parameters Combining Time-Series and
Cross-Section Data, viz Hoch (1962), odhadoval Cobb-Douglasovu produkčnı́
funkci pro data shromážděná za šest let ze 63 farem v Minnesotě.

Poté se výzkum soustředil zejména na problematiku dynamických
modelů (tj. modelů zahrnujı́cı́ch zpožděné vysvětlujı́cı́ nebo vysvětlované
proměnné), jež jsou z hlediska uplatněnı́ v praxi velmi důležité, nebot’

předevšı́m modely ekonomického chovánı́ lze obvykle považovat za dyna-
mické, at’ už explicitně nebo implicitně.

Přı́kladem může být model vývoje poptávky po zemnı́m plynu v jed-
notlivých státech USA využı́vajı́cı́ zpožděných vysvětlujı́cı́ch proměnných a
pevných individuálnı́ch efektů, který navrhli Pietro Balestra a Marc Nerlove
v článku Pooling Cross Section and Time Series Data in the Estimation of a Dynamic
Model: The Demand for Natural Gas (viz Balestra a Nerlove, 1966).

V roce 1968 Institute for Social Research na Univerzity of Michigan začal
provádět v rámci projektu Panel Study of Income Dynamics (PSID) kon-
tinuálnı́ šetřenı́ domácnostı́. Zahrnovalo reprezentativnı́ vzorek (vzhledem
ke všem obyvatelům USA) čı́tajı́cı́ přibližně 18 000 obyvatel žijı́cı́ch v 4 800 ro-
dinách v USA. Tento průzkum probı́há dodnes. PSID mimo jiné sleduje údaje
ekonomické (přı́jmy, výdaje), demografické (zdravı́, úmrtnost) či sociolo-
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gické. Sběr a následné zveřejněnı́ zı́skaných informacı́ znamenalo významné
zvýšenı́ dostupnosti panelových datových souborů, což umožnilo širšı́ stu-
dium této oblasti.

Později vznikaly podobné projekty i v jiných zemı́ch, např. v roce
1984 German Socio-Economic Panel v Německu, v roce 1991 The British
Household Panel Survey ve Spojeném královstvı́ a v roce 1994 The European
Community Household Panel sledujı́cı́ domácnosti v Evropské unii.

V roce 1977 se v Pařı́ži konala prvnı́ konference zabývajı́cı́ se panelovými
daty, jež měla významný vliv na dalšı́ vývoj výzkumu a na zvýšenı́ zájmu
o tuto problematiku. K tomu přispěla i lepšı́ dostupnost datových souborů.
Hlavnı́ témata, kterými se výzkum po této konferenci zaobı́ral, a to jak v teo-
retické, tak i v aplikované rovině, lze shrnout do následujı́cı́ch bodů:

• testy specifikace - Jerry A. Hausman v roce 1978 představil test, kterým
lze vyhodnotit, zda model správně odpovı́dá datům - použı́vá se
pro rozlišenı́ mezi modely s pevnými a náhodnými efekty (viz Hausman
1978);

• problém korelovaných efektů - studujı́ se např. takové modely, kde jsou
zbytková rezidua či časové efekty modelovány jako autoregresnı́ pro-
cesy;

• alternativnı́ odhady pro dynamické modely panelových dat - použitı́
diferencı́ či zobecněné metody momentů (GMM);

• modelovánı́ diskrétnı́ch, kvalitativnı́ch či cenzorovaných proměnných -
zejména metodou maximálnı́ věrohodnosti nebo GMM;

• modelovánı́ rizika a durace;

• bayesovský přı́stup.

V červenci tohoto roku v Londýně proběhla již 19. mezinárodnı́ konfe-
rence na téma panelových dat, jež se zabývala mimo jiné nelineárnı́mi modely,
stabilitou panelových modelů, závislostı́ mezi panely, předpověd’mi, a také
různými aplikacemi v energetice či ekonomii.
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1.2 Aplikačnı́ přednosti a nedostatky

Možnosti aplikace modelů panelových dat jsou velmi rozsáhlé. Nacházejı́
své využitı́ v ekonomii a v sociálnı́ch vědách, ale také např. v již zmı́něné
astronomii, zemědělstvı́ a průmyslu, medicı́ně či ekologii.

Modely panelových dat přinášı́ několik významných výhod, jak uvádı́
např. Baltagi (2005). Zejména se tak zı́ská většı́ množstvı́ pozorovánı́ a tı́m
se dosáhne i většı́ různorodosti dat, než při použitı́ čistě průřezových dat, či
časových řad. Kromě toho se značně snı́žı́ nebezpečı́ multikolinearity mezi re-
gresory a zvýšı́ se počet stupňů volnosti. Většı́ množstvı́ informacı́ umožňuje
sledovat historii jednotlivých subjektů a studovat dynamiku změn. Pane-
lová data navı́c umožňujı́ konstruovat takové modely, které dovolujı́ testovat
složitějšı́ hypotézy ohledně vzájemného chovánı́.

V neposlednı́ řadě potom modely panelových dat umožňujı́ lépe analy-
zovat jak pozorované, tak i nepozorované individuálnı́ odlišnosti (hetero-
genitu). Napřı́klad za použitı́ modelů s pevnými efekty lze rozlišit, zda a
do jaké mı́ry se zbylá disturbance skládá z individuálnı́ složky, tedy časově
invariantnı́ho efektu specifického pro daný průřez, či z časové složky, neboli
průřezově invariantnı́ho efektu, který se měnı́ v čase pro všechny jednotky
stejně, viz Kapitola 3.

Naopak problémy nastávajı́ při designu průzkumů a sběru dat -
při šetřenı́ docházı́ v průběhu let k postupnému úbytku respondentů
nebo ke změně složenı́ zkoumaného souboru subjektů. Problematičtějšı́ je
i přı́padná imputace chybějı́cı́ch dat. Kromě toho může být časový rozměr
přı́liš krátký na to, aby bylo možné data smysluplně modelovat panelově.
Přesto v mnoha přı́padech pozitiva převažujı́ a užitı́ modelových dat je stále
častějšı́.
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Kapitola 2

Poolový model

Než přistoupı́me k modelům se složitějšı́ strukturou, popı́šeme v této
kapitole podrobněji základnı́ model zmı́něný v úvodnı́ části, nebot’ na něj
budeme v následujı́cı́ kapitole odkazovat při testovánı́ některých hypotéz.
Připomeňme si podobu tohoto modelu:

yit = β1xit1 + β2xit2 + . . .+ βKxitK + uit, (2.1)

kde K značı́ počet regresorů a xit1, . . . , xitK jsou (náhodné) regresory,
i = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T .

Tzv. poolový model (2.1) je ze zde uvažovaných modelů nejjednoduššı́.
Předpokládá se, že celková rezidua nejsou strukturovaná - neuvažujı́ se in-
dividuálnı́ ani časové efekty. Předpokládá se, že uit jsou nezávislé stejně
rozdělené náhodné veličiny se střednı́ hodnotou 0 a rozptylem σ2

u > 0 a že
tato rezidua nejsou korelovaná s regresory.

V takovém přı́padě se všechna pozorovánı́ zahrnou do jedné regrese
tak, jako kdyby data neměla panelovou strukturu. Parametry se pak odha-
dujı́ standardnı́ metodou nejmenšı́ch čtverců, viz např. Anděl (2007, kap. 5).
Přepišme nejprve model (2.1) do maticové podoby

Y = Xβ +U ,

kde Y = (y11, y12, . . . , y1T , . . . , yNT )
′, U = (u11, u12, . . . , u1T , . . . , uNT )

′, X =
(x′

11,x
′
12, . . . ,x

′
1T , . . . ,x

′
NT )

′, x′
it = (1, xit1, . . . , xitK) a β = (β1, . . . , βK)

′.
Při použitı́ metody nejmenšı́ch čtverců se minimalizuje výraz

S(β) = (Y −Xβ)′(Y −Xβ).
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Z rovnice

∂S(β)

∂β
= X ′(Y −Xβ) = 0

dostaneme odhad parametrů β, a to b = (b1, . . . , bK)
′ = (X ′X)−1X ′Y ,

za předpokladu, že použitá inverznı́ matice je regulárnı́. V přı́padě, že
je rozptyl σ2

u také neznámý, odhadne se obvyklým způsobem pomocı́
výběrového rozptylu

s2u =
1

NT −K
(Y −Xb)′(Y −Xb).

Tento model je vhodný zejména pro tzv. poolovaná data, kdy je v každém
obdobı́ vyšetřován nový náhodný výběr. Vznikajı́ tak nezávislé poolované
průřezy, na které může být použita metoda nejmenšı́ch čtverců. Výhodou
tohoto postupu je zvýšenı́ velikosti výběru, což vede k přesnějšı́m odhadům
parametrů a k většı́ sı́le testů.
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Kapitola 3

Modely komponentnı́ch chyb

Modely komponentnı́ch chyb (error component models) jsou dı́ky struktu-
rovaným celkovým reziduı́m základnı́m prostředkem pro modelovánı́ ne-
pozorované heterogenity dat. Tyto modely nejsou tolik striktnı́ ve svých
předpokladech jako poolový model (2.1). Umožňujı́ napřı́klad, aby každému
průřezu přı́slušel vlastnı́ intercept, a tak mnohdy lépe modelujı́ pozorovaná
data.

U jednoduchého modelu komponentnı́ch chyb (one-way error component
model) se předpokládá, že se celková rezidua skládajı́ jednak z klasických
zbytkových reziduı́ , tj. z nezávislých náhodných veličin s nulovou střednı́
hodnotou a konstantnı́m rozptylem, ke kterým se nynı́ navı́c přidává bud’

průřezově specifická složka, nebo časově specifická složka. U oboustranného
modelu komponentnı́ch chyb (two-way error component model) pak uvažujeme
všechny tři tyto složky současně.

Tyto individuálnı́ či časové složky lze přitom podle situace považovat
bud’ za nenáhodné parametry, které lze odhadnout (pak se jedná o model
s pevnými efekty) nebo se považujı́ za náhodné veličiny (pak jde o model
s náhodnými efekty). V podstatě se jedná o kombinaci regresnı́ analýzy a
analýzy rozptylu, tj. o analýzu kovariance.

V této kapitole nejprve popı́šeme jednoduchý model komponentnı́ch chyb
pro nezávislé průřezy, a to jak s pevnými, tak s náhodnými individuálnı́mi
efekty, včetně Hausmanova specifikačnı́ho testu a testů významnosti těchto
efektů. Poté stručně popı́šeme rozšı́řenı́ na oboustranný model kompo-
nentnı́ch chyb.
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3.1 Jednoduchý model komponentnı́ch chyb

V této části se tedy budeme zabývat jednoduchým modelem kompo-
nentnı́ch chyb s individuálnı́mi efekty µi:

yit = x′
itβ + uit, uit = µi + εit,

kde β = (β1, . . . , βK)
′ jsou parametry regrese, xit = (xit1, . . . , xitK)

′ jsou
(náhodné) regresory a εit, i = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T, značı́ nezávislá a stejně
rozdělená zbytková rezidua, pro něž předpokládáme

E(εit) = 0,

E(εitεjs) = σ2
ε > 0 i = j, t = s, (3.1)

= 0 jinak.

Individuálnı́ efekty µi, které lze podle situace považovat bud’ za náhodné,
nebo za pevné, vlastně odrážı́ nepozorovatelné nebo nepozorované vlivy in-
variantnı́ v čase, které jsou specifické pro jednotlivé subjekty. Může jı́t také
o vlivy těch regresorů, které jsou samostatně nevýznamné, avšak společně
ovlivňujı́ hodnoty závisle proměnné. Přı́kladem takových vlivů může být
např. pohlavı́, národnost, nepozorované individuálnı́ schopnosti nebo třeba
management firmy či způsob výpočtu ekonomických ukazatelů v dané zemi.
Složky εit jsou potom zbylé nevysvětlené efekty měnı́cı́ se jak s časem t, tak
s individui i - tedy klasická rezidua.

Nynı́ popı́šeme ony dva již zmı́něné základnı́ přı́stupy, jak lze k modelům
s efekty přistupovat. Nejprve se zaměřı́me na model s pevnými efekty a
odhad jeho parametrů, poté se soustředı́me na model s náhodnými efekty.
Současně uvedeme i testy významnosti efektů a Hausmanův specifikačnı́ test.

Dále se ovšem v kapitole o jednoduchých modelech budeme zabývat
pouze modely s individuálnı́mi efekty. V přı́padě modelu (3.2) s časovými
efekty λt, reprezentujı́cı́mi časově specifické vlivy ovlivňujı́cı́ všechny
subjekty stejnou měrou, se pak postupuje zcela analogicky. Přı́kladem
časových efektů může být výše cen nebo úrokových měr, celková nálada
na trhu, politika vlády apod.

yit = x′
itβ + λt + εit, i = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T, (3.2)
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3.1.1 Jednoduchý model s pevnými efekty

V modelu s pevnými1 efekty (fixed-effects model)

yit = x′
itβ + uit, (3.3)

uit = µi + εit

považujeme individuálnı́ efekty µi, i = 1, . . . , N , za nenáhodné parametry,
které je možné odhadnout stejně jako koeficienty β. Zároveň připouštı́me, že
členy uit mohou být korelované s ostatnı́mi regresory, nikoli však se zbytko-
vou chybou.

Stále předpokládáme, že εit ∼ iid(0, σ2
ε)

2. Metod pro odhad para-
metrů tohoto modelu je vı́ce, my zde uvedeme dva typické přı́stupy -
metodu nejmenšı́ch čtverců s tzv. dummy proměnnými a odhad pomocı́ vni-
trotřı́dnı́ho modelu. Zaměřme se nejprve na druhý jmenovaný.

Vnitrotřı́dnı́ model

Vnitrotřı́dnı́ model (within-groups model) měřı́ vztah mezi individuálnı́mi
odchylkami proměnných od časových průměrů. Zı́ská se snadno tak, že se
nejprve od modelovánı́ výchozı́ch proměnných v modelu

yit = x′
itβ + µi + εit (3.4)

přejde k modelovánı́ jejich časových průměrů:

ȳi = x̄′
iβ + µi + ε̄i, (3.5)

kde

ȳi =
1

T

T
∑

t=1

yit a ε̄i =
1

T

T
∑

t=1

εit

a podobně

x̄i =

(

1

T

T
∑

t=1

xit1,
1

T

T
∑

t=1

xit2, . . . ,
1

T

T
∑

t=1

xitK

)′

, i = 1, . . . , N.

1Někdy se také v češtině použı́vá výraz
”
fixnı́ efekty“.

2Označenı́
”
iid“ je zkratkou anglického independent and identically distributed, tzn. nezávislé

a stejně rozdělené.
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Následně se od modelu (3.4) odečte model (3.5), čı́mž se využije variace
dat v čase. Přecházı́me tak k vnitrotřı́dnı́mu modelu

yit − ȳi = β(xit − x̄i) + (εit − ε̄i), (3.6)

který již neobsahuje individuálnı́ efekty. Je dobré si uvědomit, že touto
úpravou v modelu (3.6) přicházı́me o nezávislost reziduı́ (εit − ε̄i). Přesto se
obvykle postupuje dál tak, jako kdyby rezidua nezávislá byla. Model (3.6)
zapišme maticově

YW = XWβ + εW ,

kde YW = (y11−ȳ1, y12−ȳ1, . . . , yNT−ȳN)
′, εW = (ε11−ε̄1, ε12−ε̄1, . . . , εNT−ε̄N)

′

a

XW =









(x11 − x̄1)
′

(x12 − x̄1)
′

. . .
(xNT − x̄N)

′









.

Parametry tohoto modelu lze odhadnout metodou nejmenšı́ch čtverců,
tj. minimalizacı́ výrazu

S(β) = (YW −XWβ)′(YW −XWβ).

Zı́skáme tak vnitrotřı́dnı́ odhad koeficientů

β̂W = (X ′
WXW )−1X ′

WYW , (3.7)

existuje-li uvedená inverznı́ matice.

Z modelu (3.5) za použitı́ odhadu β̂W potom snadno dopočteme odhady
individuálnı́ch efektů:

µ̂i,W = ȳi − x̄′
iβ̂W . (3.8)

Všimněme si ještě, že v modelu (3.6) se průměrovánı́m a následným
odečtenı́m vytrácı́ přı́padné dalšı́ časově invariantnı́ proměnné, takže
koeficient takového regresoru nelze tı́mto způsobem odhadnout. V přı́padě,
že by model obsahoval intercept, označme ho pro tento přı́pad α, lze k jeho
odhadu využı́t model celkových průměrů:

ȳ = α + βx̄+ ε̄, (3.9)
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kde x̄ =
(

1
NT

∑N

n=1

∑T

t=1 xit1,
1

NT

∑N

n=1

∑T

t=1 xit2, . . . ,
1

NT

∑N

n=1

∑T

t=1 xitK

)′
,

ȳ = 1
NT

∑N

n=1

∑T

t=1 yit, ε̄ = 1
NT

∑N

n=1

∑T

t=1 εit a kde využı́váme (zvolené) re-
strikce

N
∑

i=1

µi = 0.

Jinak je v přı́padech s časově invariantnı́mi proměnnými výhodnějšı́ použı́t
alternativnı́ způsob odhadu, např. metodu nejmenšı́ch čtverců s dummy
proměnnými.

Metoda nejmenšı́ch čtverců s dummy proměnnými

Poněkud jednoduššı́ a přı́mějšı́ metodu nejmenšı́ch čtverců s dummy,
tj. pomocnými, proměnnými (least squares dummy variables, LSDV) pro odhad
β a µi je vhodné použı́t, zejména pokud N nenı́ přı́liš vysoké.

Zaved’me do modelu (3.3) pomocné proměnné dhit, pro které

dhit = 1 i = h,

= 0 jinak,

i, h = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T.

Přejdeme tak k alternativnı́mu zápisu modelu (3.3):

yit =x′
itβ + µ1d1it + µ2d2it + · · ·+ µNdNit + εit, (3.10)

i = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T.

Maticově tento model pak zapı́šeme jako

Y = Xβ +Dµµ+ ε, (3.11)

kde µ = (µ1, . . . , µN)
′, ε = (ε11, . . . , εNT )

′ a Dµ = IN ⊗ 1T označuje ma-
tici pomocných proměnných o rozměrech NT × N (IN je jednotková matice
dimenze N , 1T jednotkový vektor dimenze T a ⊗ značı́ Kroneckerův součin,
viz Definice A.1). Parametry tohoto modelu lze taktéž odhadnout metodou
nejmenšı́ch čtverců, kdy se minimalizuje výraz

S(β,µ) = (Y −Xβ −Dµµ)
′(Y −Xβ −Dµµ).

12



Po zderivovánı́ podle přı́slušných proměnných sestavı́me rovnice

∂S(β,µ)

∂β
= X ′(Y −Xβ −Dµµ) = 0, (3.12)

∂S(β,µ)

∂µ
= D′

µ(Y −Xβ −Dµµ) = 0. (3.13)

Z tvaru matice pomocných proměnných Dµ je zřejmé, že matice (D′
µDµ)

−1

existuje. Z (3.13) tak dostaneme

µ̂LSDV = (D′
µDµ)

−1D′
µ(Y −Xβ̂LSDV ), (3.14)

což dosadı́me do rovnice z (3.12)

X ′Xβ̂LSDV = X ′(Y −Dµµ̂LSDV )

= X ′
[

Y −Dµ(D
′
µDµ)

−1D′
µY +Dµ(D

′
µDµ)

−1D′
µXβ̂LSDV

]

.

Odtud při označenı́ tzv. projekčnı́ matice QD = INT − Dµ(D
′
µDµ)

−1D′
µ

dostáváme odhad

β̂LSDV = (X ′QDX)−1X ′QDY , (3.15)

Symetricky se odvodı́ i odhad individuálnı́ch efektů:

µ̂LSDV = (D′
µQXDµ)

−1D′
µQXY ,

kde QX = INT −X(X ′X)−1X ′, přičemž předpokládáme existenci použitých
inverznı́ch matic.

Tento postup je výhodnějšı́ spı́še při nižšı́ch počtech průřezů. Jestliže
je totiž počet individuálnı́ch efektů N přı́liš vysoký, může být problémem
invertovánı́ matice dimenze N + K. V takovém přı́padě je vhodnějšı́ použı́t
spı́še postup s využitı́m vnitrotřı́dnı́ho odhadu.

Oba tyto postupy, jak LSDV, tak vnitrotřı́dnı́ regrese, přitom dávajı́ ekvi-
valentnı́ odhady β. Upravme nejprve vyjádřenı́ pro vnitrotřı́dnı́ odhad

β̂W = (X ′
WXW )−1X ′

WYW z (3.7). Platı́ totiž

XW = QWX a YW = QWY ,

13



kde QW = IT −1T (1
′
T1T )

−1
1
′
T je symetrická a idempotentnı́ matice (viz Anděl

(2007, str. 81)). Dı́ky tomu dostáváme

β̂W = [(QWX)′(QWX)]
−1

(QWX)′QWY

=

(

N
∑

i=1

X ′
iQWXi

)−1 N
∑

i=1

X ′
iQWYi, (3.16)

kde Yi = (yi1, yi2, . . . , yiT )
′, i = 1, . . . , N , a Xi = (x′

i1,x
′
i2, . . . ,x

′
iT )

′.

Odhad β̂LSDV = (X ′QDX)−1X ′QDY z (3.15) také můžeme dále upravit.
Platı́

QD = INT −Dµ(D
′
µDµ)

−1D′
µ

= INT − (IN ⊗ 1T ) [(IN ⊗ 1T )
′(IN ⊗ 1T )]

−1
(IN ⊗ 1T )

′

= INT − (IN ⊗ 1T )(IN ⊗ 1
′
T1T )

−1(IN ⊗ 1T )
′

= INT − (IN ⊗ 1T )
[

IN ⊗ (1′
T1T )

−1
]

(IN ⊗ 1T )
′

= INT ⊗ (IT − 1T (1
′
T1T )

−1
1
′
T ) = INT ⊗QW .

Odtud dostáváme

β̂LSDV = [X ′(INT ⊗QW )X]
−1

X ′(INT ⊗QW )Y

=

(

N
∑

i=1

X ′
iQWXi

)−1 N
∑

i=1

X ′
iQWYi, (3.17)

což je stejný výsledek jako (3.16). Oba odhady jsou tedy skutečně ekviva-

lentnı́. Proto je dále budeme označovat jednotně β̂FE .

Z ekvivalence těchto odhadů β však také přı́mo plyne ekvivalence odhadů
efektů µ. Stačı́ si uvědomit, že po rozepsánı́ (3.14) po složkách dostaneme
přı́mo (3.8). Oba odhady pevných efektů tak také můžeme označit jednotně
µ̂FE .

Počet stupňů volnosti je v obou přı́padech NT −N −K. U vnitrotřı́dnı́ho
odhadu je od standardnı́ch NT −K nutno odečı́st dalšı́ch N pro zohledněnı́
pevných efektů. Pak lze jako odhad σ2

ε použı́t výběrový rozptyl:

σ̂2
ε =

1

NT −N −K

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(yit − x′
itβ̂FE − µ̂i,LSDV )

2.
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Jelikož odhad β̂FE má tvar Aitkenova odhadu, viz Zvára (2008, str. 23),
můžeme vyjádřit rozptyl tohoto odhadu jako

var(β̂FE|X) = σ2
ε(X

′QDX)−1, (3.18)

v přı́padě neznámého rozptylu pak jako

var(β̂FE|X) = σ̂2
ε(X

′QDX)−1.

Doplňme ještě, že odhad β̂FE je konzistentnı́m odhadem β při N, T → ∞,
jestliže platı́ následujı́cı́ předpoklady:

(i) (NT )−1(X ′QDX) konverguje při N, T → ∞ podle pravděpodobnosti
k pozitivně definitnı́ konečné matici a

(ii) (NT )−1(X ′QDε)
p→ 0, N, T → ∞.

Pak totiž

plimN,T→∞β̂FE = plimN,T→∞

[

β +

(

(X ′QDX)

NT

)−1
X ′QDε

NT

]

= β. (3.19)

Obdobný postup lze zopakovat i pro důkaz konzistence odhadu indi-
viduálnı́ch efektů, avšak pouze pro T → ∞ a pevné N . Při N → ∞ odhad
parametru µ nenı́ konzistentnı́ - jedná se o tzv. incidentálnı́ parametr, což
znamená, že jeho dimenze se zvyšuje s velikostı́ výběru, viz Neyman a Scott
(1948).

Dosavadnı́ poznatky o odhadech parametrů v jednoduchých modelech
s pevnými efekty můžeme shrnout do následujı́cı́ věty:

Věta 3.1. Odhady parametrů zobecněnou metodou nejmenšı́ch čtverců v modelu
(3.3) s pevnými efekty s předpoklady (3.1) jsou

β̂FE = (X ′QDX)−1X ′QDY

µ̂LSDV = (D′
µQXDµ)

−1D′
µQXY

za předpokladu, že uvedené inverznı́ matice existujı́. Rozptyly těchto odhadů jsou pak
rovny

var(β̂FE|X) = σ2
ε(X

′QDX)−1 a var(µ̂FE|X) = σ2
ε(D

′
µQXDµ)

−1.

Předpokládáme-li navı́c, že
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(i) (NT )−1(X ′QDX) konverguje při N, T → ∞ podle pravděpodobnosti k pozi-
tivně definitnı́ konečné matici a

(ii) (NT )−1(X ′QDε)
p→ 0, N, T → ∞,

pak β̂FE je konzistentnı́m odhadem β pro N, T → ∞.

Podobně za předpokladů

(i) (T )−1(D′
µQXDµ) konverguje T → ∞ podle pravděpodobnosti k pozitivně defi-

nitnı́ konečné matici a

(ii) (T )−1(D′
µQXε)

p→ 0, T → ∞

je µ̂LSDV konzistentnı́m odhadem µ pro T → ∞.

Testovánı́ významnosti pevných efektů

Sdruženou významnost efektů v modelu s pevnými efekty (3.3) lze za do-
datečného předpokladu εit ∼ N(0, σ2

ε), i = 1, . . . , N , t = 1, . . . , T , testovat
F-testem, který je analogický F-testu pro analýzu rozptylu jednoduchého
třı́děnı́3, viz např. Anděl (2007, str. 210). Testuje se hypotéza

H0 : µ1 = µ2 = . . . = µN = 0.

Označme

RSS0 = (Y −Xb)′(Y −Xb)

reziduálnı́ součet čtverců v poolovém modelu (2.1) odhadnutém metodou
nejmenšı́ch čtverců, a

RSS = (Y −Xβ̂FE)
′(Y −Xβ̂FE)

reziduálnı́ součet čtverců v modelu s pevnými efekty. Pak má testová statis-
tika

F0 =
NT −N −K

N

(RSS0 −RSS)

RSS
(3.20)

3V přı́padě, že bychom v modelu (3.3) nepoužili žádné regresory, jednalo by se o model
jednoduchého třı́děnı́ analýzy rozptylu.
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za platnosti nulové hypotézy F rozdělenı́ s N a NT − N −K stupni volnosti
(viz Baltagi (2005)). Nulovou hypotézu tak zamı́tneme na hladině α, jestliže

F0 ≥ F1−α,N,NT−N−K ,

kde F1−α,N,NT−N−K je přı́slušný kvantil F rozdělenı́. V takovém přı́padě je
vhodnějšı́ použı́t model s pevnými efekty namı́sto poolového modelu.

3.1.2 Jednoduchý model s náhodnými efekty

Jestliže je počet průřezových jednotek v datovém souboru velmi vy-
soký, je při použitı́ pevných efektů vysoký i počet parametrů, které je třeba
odhadnout (koeficienty regresorů a pevný efekt pro každý průřez). Tı́m
ovšem ztrácı́me stupně volnosti. Proto je někdy výhodnějšı́ pohlı́žet na in-
dividuálnı́ efekty jako na nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny.

Uvažujme tedy model

yit = x′
itβ + uit, (3.21)

uit = µi + εit, i = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T,

ve kterém platı́

εit ∼ iid(0, σ2
ε > 0), (3.22)

µi ∼ iid(0, σ2
µ > 0),

E(µiµj) = 0, i 6= j,

E(εit, µj) = 0, i, j = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T.

Kromě toho budeme předpokládat, že pro všechna i a t jsou µi a εit nezávislé
náhodné veličiny a že regresory xit jsou nekorelované s µi a εit.

Vzhledem k nezávislosti průřezů, jsou i celkové chyby přı́slušné různým
subjektům nezávislé. Přı́tomnost dalšı́ náhodné složky v celkové disturbanci
však způsobuje jejı́ časovou korelovanost:

cov(uit, uis) = cov(µi + εit, µi + εis)

= var(µi) + cov(εit, εis) = σ2
µ 6= 0, t 6= s,

což znamená

corr(uit, ujs) =
σ2
µ

σ2
µ + σ2

ε

i = j, t 6= s,

= 1 i = j, t = s,

= 0 jinak.
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Variančnı́ matice disturbancı́ tak má za použitı́ značenı́ zavedeném u (3.11)
tvar

Σ = E(uu′) = DµE(µµ
′)D′

µ + E(εε′) = σ2
µ(IN ⊗ JT ) + σ2

ε(IN ⊗ IT ), (3.23)

kde JT je čtvercová matice jedniček dimenze T . Je tak porušen základnı́
předpoklad pro použitı́ standardnı́ metody nejmenšı́ch čtverců, totiž nekore-
lovanost reziduı́, což v důsledku může vést napřı́klad ke zkreslenı́ výsledků
některých testů, jak uvádı́ např. Cipra (2008, kap. 4.3). Proto se v takovém
přı́padě použije zobecněná metoda nejmenšı́ch čtverců (generalized least squa-
res, GLS), neboli Aitkenův odhad, viz např. Zvára (2008, str. 23)).

Předpokládejme nejprve, že jsou rozptyly σ2
ε a σ2

µ známé. Pak přı́mo
dostaneme Aitkenův odhad

β̂GLS = (X ′
Σ

−1X)−1X ′
Σ

−1Y , (3.24)

existujı́-li uvedené inverznı́ matice. Tento odhad je také konzistentnı́m
odhadem β při N, T → ∞, jestliže

plimN,T→∞
X ′

Σ
−1u

NT
= 0, (3.25)

plimN,T→∞
X ′

Σ
−1X

NT
= W ,

kde W je pozitivně definitnı́ konečná matice. Pro důkaz stačı́ zopakovat stejný

postup jako ve (3.19). Rozptyl β̂GLS se potom odhadne jako

var(β̂GLS|X) = (X ′
Σ

−1X)−1. (3.26)

Σ, matice dimenze NT , přitom typicky bývá velká. Proto je při invertovánı́
této matice výhodnějšı́ využı́t spektrálnı́ rozklad

Σ = (Tσ2
µ + σ2

ε)H + σ2
εM ,

kde H = Dµ(D
′
µDµ)

−1D′
µ a M = INT − H . Pro podrobné odvozenı́

viz např. Baltagi (2005, str. 15). Odtud pak snadno dostaneme inverzi matice
Σ:

Σ
−1 =

1

(Tσ2
µ + σ2

ε)
H +

1

σ2
ε

M .
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V přı́padě, že je variančnı́ matice Σ také neznámá, je třeba nalézt

jejı́ konzistentnı́ odhad Σ̂, aby mohl být parametr β odhadnut pomocı́
tzv. přı́pustného Aitkenova odhadu (feasible generalized least squares, FGLS),
viz Greene (2002, kap. 10.5).

Dı́ky tvaru Σ vyjádřeném v (3.23) stačı́, když konzistentně odhadneme
rozptyly σ2

µ a σ2
ε . To lze např. využitı́m vnitrotřı́dnı́ a mezitřı́dnı́ regrese.

Nejprve se zaměřme na vnitrotřı́dnı́ regresnı́ model (viz (3.6)):

yit − ȳi = β(xit − x̄i) + (εit − ε̄i), i = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T.

V tomto modelu jsme již dřı́ve odhadli β jako β̂W = (X ′
WXW )−1X ′

WYW , kde

XW =









(x11 − x̄1)
′

(x12 − x̄1)
′

. . .
(xNT − x̄N)

′









.

Protože var(εit − ε̄i) = E(εit − ε̄i)
2 = σ2

ε , odhadneme tento rozptyl pomocı́
výběrového rozptylu

σ̂2
ε = σ̂2

within =
1

NT −N −K

N
∑

i=1

T
∑

t=1

[

yit − ȳi − (xit − x̄i)
′β̂W

]2

. (3.27)

Odhad σ2
µ potom dostaneme z modelu mezitřı́dnı́ regrese (3.5)

ȳi = x̄′
iβ + µi + ε̄i, (3.28)

v němž pro celková rezidua vzhledem k předpokladům (3.22) platı́

var(µi + ε̄i) = σ2
between = σ2

µ +
σ2
ε

T
. (3.29)

Rozptyl σ2
between přitom opět můžeme odhadnout výběrovým rozptylem

σ̂2
between =

1

(N −K)

N
∑

i=1

(ȳi − x̄′
iβ̂B)

2,

kde β̂B = (X̄ ′X̄)−1X̄ ′Ȳ , Ȳ = (ȳ1, . . . , ȳN)
′ a X = (x̄′

1, . . . , x̄
′
N)

′. Z (3.29)
potom můžeme vyjádřit

σ̂2
µ = σ̂2

between −
σ̂2
ε

T
, (3.30)
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za předpokladu, že je tento rozdı́l nezáporný. V opačném přı́padě definujeme
σ̂2
µ = 0.

Výběrové rozptyly σ̂2
ε , σ̂2

between i odhad σ̂2
µ jsou za rutinnı́ch předpokladů

konzistentnı́mi odhady σ2
ε , σ2

between a σ2
µ. Zde ukážeme konzistenci σ̂2

ε , a to

za předpokladu, že (NT )−1
∑N

i=1

∑T

t=1 Eε
4
it → 0 a že

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(xit − x̄i)
2,

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(εit − ε̄i)(xit − x̄i)

konvergujı́ při N, T → ∞ podle pravděpodobnosti ke konečné hodnotě.
Upravme

σ̂2
ε =

NT

NT −N −K

[

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(εit − ε̄i)
2+

+
2

NT
(β − β̂W )

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(εit − ε̄i)(xit − x̄i) +
1

NT
(β − β̂W )2

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(xit − x̄i)
2

]

.

Vzhledem k tomu, že β̂W je konzistentnı́m odhadem β, viz (3.19), stačı́ už
jen dokázat, že

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(εit − ε̄i)
2 p−→ σ2

ε

při N, T → ∞. Po úpravě dostaneme

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(εit − ε̄i)
2 =

1

N

N
∑

i=1





1

T

T
∑

t=1

ε2it −
(

1

T

T
∑

t=1

εit

)2


 .

Protože εit, t = 1, . . . , T = TN , jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny se střednı́ hodnotou 0 a rozptylem σ2

ε , podle slabého zákona velkých
čı́sel A.10 platı́

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

εit
p−→ 0, T → ∞, i = 1, . . . , N.
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Podobně protože ε2it jsou podle (3.22) nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny se střednı́ hodnotou σ2

ε , platı́ za našich předpokladů

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

ε2it
p−→ σ2

ε , T → ∞, i = 1, . . . , N.

Z těchto výsledků je již vidět, že skutečně σ̂2
ε

p−→ σ2
ε , N, T → ∞. Konzis-

tence σ2
between lze dokázat analogicky, z čehož pak již plyne i konzistence σ2

µ.
Dosadı́me-li tedy do vyjádřenı́ variančnı́ matice (3.23) odhady (3.27) a

(3.30), dostaneme konzistentnı́ odhad Σ:

Σ̂ = σ̂2
µ(IN ⊗ JT ) + σ̂2

ε(IN ⊗ IT ).

Použitı́m tohoto odhadu ve (3.23) potom za předpokladu existence inverznı́ch
matic zı́skáme odhad parametru β

β̂FGLS = (X ′
Σ̂

−1X)−1X ′
Σ̂

−1Y , (3.31)

který je za analogických předpokladů jako ve (3.25) také konzistentnı́. Rozptyl
tohoto odhadu odhadneme jako

var(β̂FGLS|X) = (X ′
Σ̂

−1X)−1. (3.32)

Výsledky o jednoduchých modelech s náhodnými individuálnı́mi efekty
shrnujeme v následujı́cı́ větě:

Věta 3.2. Odhady parametrů zobecněnou metodou nejmenšı́ch čtverců v modelu
(3.21) s náhodnými efekty s předpoklady (3.22) jsou

β̂GLS = (X ′
Σ

−1X)−1X ′
Σ

−1Y

a majı́ rozptyl var(β̂GLS|X) = (X ′
Σ

−1X)−1, existuje-li uvedená inverznı́ matice.

Jsou-li splněny předpoklady

(i) plimN,T→∞
X

′
Σ

−1
u

NT
= 0 a

(ii) plimN,T→∞
X

′
Σ

−1
X

NT
= W , kde W je pozitivně definitnı́ konečná matice,
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pak β̂GLS je konzistentnı́m odhadem β.

Předpokládáme-li navı́c, že (NT )−1
∑N

i=1

∑T

t=1 Eε
4
it → 0, pak jsou odhady

σ̂2
ε =

1

NT −N −K

N
∑

i=1

T
∑

t=1

[

yit − ȳi − (xit − x̄i)
′β̂W

]2

a

σ̂2
µ =

1

(N −K)

N
∑

i=1

(ȳi − x̄′
iβ̂B)

2 − 1

T
σ̂2
ε

konzistentnı́mi odhady σ2
ε a σ2

µ.

Breuschův-Paganův LM test

U modelu s náhodnými efekty můžeme provést jistou analogii testovánı́
významnosti pevných efektů - v přı́padě náhodných efektů se v modelu (3.21)
testuje

H0 : σ
2
µ = 0,

H1 : σ
2
µ > 0.

Tuto hypotézu lze za dodatečného předpokladu normality reziduı́,
tj. εit ∼ N(0, σ2

ε), i = 1, . . . , N , t = 1, . . . , T , testovat Breuschovým-
Paganovým LM testem. K tomu sloužı́ statistika

LMµ =
NT

2(T − 1)

[

∑N

i=1(
∑T

t=1 ûit)
2

∑N

i=1

∑T

t=1 (ûit)2
− 1

]2

, (3.33)

kde ûit = yit−b1xit1−. . .−bKxitK značı́ rezidua odhadnutá na základě poolové
regrese, viz (2.1), tj. za platnosti nulové hypotézy.

Testová statistika (3.33) má za platnosti H0 a při T,N → ∞ asymptoticky
χ2
1 rozdělenı́, viz Breusch a Pagan (1980) či Baltagi (2005, kap. 4.2). Nulovou

hypotézu tak zamı́tneme na hladině α, jestliže

LMµ ≥ χ2
1−α,1

kde χ2
1−α,1 je (1 − α)-kvantil přı́slušný χ2

1 rozdělenı́. Je-li nulová hypotéza
zamı́tnuta, pak lze usoudit, že model s náhodnými efekty je vhodným
pro naše data.
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3.1.3 Hausmanův specifikačnı́ test

Popsali jsme, jak se modely s pevnými a náhodnými efekty odhadujı́,
avšak mnohdy nemusı́ být zřejmé, jaký model je v dané situaci vhodnějšı́.
Pak je možné řı́dit se následujı́cı́mi doporučenı́mi, viz také např. Baltagi (2005,
kap. 2.2 a 2.3):

Pevné efekty jsou vhodné zejména v přı́padech, kdy bude platnost
našich závěrů podmı́něna těmi konkrétnı́mi subjekty, které jsou sledovány.
Napřı́klad vyšetřujeme-li N konkrétnı́ch evropských států nebo třeba N
konkrétnı́ch českých pojišt’oven, budou naše závěry platit pouze pro těchto
N konkrétnı́ch států, resp. pojišt’oven. Model s pevnými efekty navı́c dovo-
luje, aby složky uit = µi+εit byly korelované s regresory. Nevýhodou modelu
s pevnými efekty je, že nelze předpovı́dat individuálnı́ efekty pro nové
subjekty, resp. časové efekty pro nové časové okamžiky.

Náhodné efekty je dobré uvažovat v přı́padě, že subjekty byly náhodně
vybrány a na základě údajů o těchto subjektech chceme činit závěry o celé po-
pulaci, ze které tyto subjekty pocházejı́. Přı́kladem mohou být již v úvodu
zmı́něné panelové studie pro šetřenı́ domácnostı́ USA, kdy se zı́skávajı́
data pouze od reprezentativnı́ho vzorku domácnostı́, ale závěry, které
se na základě těchto dat činı́, jsou považovány za platné pro celou populaci.
V takových přı́padech obvykle bývá N vysoké. Výhodou je, že tento model
netrpı́ tak velkou ztrátou stupňů volnosti jako třeba metoda nejmenšı́ch
čtverců s dummy proměnnými. Protože však předpokládáme, že efekty
pocházejı́ ze stejného rozdělenı́, nenı́ v přı́padě modelu s náhodnými efekty
žádoucı́ silná heterogenita mezi subjekty. U modelu s náhodnými efekty
je však také třeba, aby tyto efekty nebyly korelovány s regresory, protože
v opačném přı́padě nenı́ splněna podmı́nka pro konzistenci odhadů para-
metrů (3.25). V takovém přı́padě je pak vhodnějšı́ považovat efekty za pevné.

Kromě těchto doporučenı́ lze použı́t také Hausmanův specifikačnı́ test (viz
Hausman (1978) či např. Baltagi (2005, kap. 4.3)), kde se testuje právě hy-
potéza nekorelovanosti reziduálnı́ složky s regresory:

H0 : E(uitXit) = 0.

Necht’ β̂FE je i nadále odhad parametru β v modelu s pevnými efekty a

β̂RE bude značit odhad parametru β v modelu s náhodnými efekty (tj. β̂GLS

nebo β̂FGLS). β̂FE , jak bylo ukázáno v (3.19), je konzistentnı́m odhadem β jak

při H0, tak při alternativnı́ hypotéze. Odhad β̂RE je konzistentnı́m odhadem β
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pouze při H0, viz podmı́nka (3.25). Těchto vlastnostı́ se využije při konstrukci
testu.

Označme q = β̂FE−β̂RE a V (q) = var(β̂FE)−var(β̂RE). Potom za platnosti
nulové hypotézy platı́ var(q) = V (q), nebot’

var(q) = var(β̂FE − β̂RE)

= var(β̂FE) + var(β̂RE)− 2cov(β̂FE, β̂RE). (3.34)

Při nekorelovanosti, tj. za platnosti H0, platı́

cov(β̂RE, q) = cov(β̂RE, β̂FE − β̂RE)

= var(β̂RE)− cov(β̂RE, β̂FE) = 0. (3.35)

Tento nezbytný fakt je dokázán v Lemmatu 2.1 v (Hausman, 1978). Stručně

řečeno, pokud nenı́ kovariance cov(β̂RE, q) nulová, pak lze sestrojit odhad

s nižšı́m rozptylem, než má β̂RE , což je ovšem ve sporu s tı́m, že β̂RE je již
eficientnı́ odhad.

Z (3.35) potom okamžitě dostáváme

cov(β̂RE, β̂FE) = var(β̂RE),

z čehož po dosazenı́ do (3.34) vyplývá, že var(q) = V (q). Pro vyhodnocenı́
testu se za předpokladu existence [V (q)]−1 použije testová statistika

m = q′[V (q)]−1q,

která má za platnosti H0 asymptoticky χ2
K rozdělenı́, N, T → ∞. Nulovou

hypotézu tak zamı́tneme na asymptotické hladině α, jestliže m ≥ χ2
1−α,K , kde

χ2
1−α,K je kvantil přı́slušný χ2

K rozdělenı́. V takovém přı́padě je pak vhodné
použı́t model s pevnými efekty.

Následujı́cı́ Tabulka 3.1 shrnuje tři popsané testy pro jednoduché modely
komponentnı́ch chyb - F-test, LM test a Hausmanův test. Zároveň jsou
v nı́ uvedeny modely, které je vhodné použı́t, je-li daná nulová hypotéza
zamı́tnuta, či nikoli - konkrétně poolový model, tj. model bez efektů, jedno-
duchý model s pevnými efekty a jednoduchý model s náhodnými efekty.
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test H0 non H0

F-test poolový model pevné efekty
LM test poolový model náhodné efekty
Hausmanův test náhodné efekty pevné efekty

Tabulka 3.1: Testovánı́ v jednoduchých modelech komponentnı́ch chyb

3.2 Oboustranný model komponentnı́ch chyb

Přirozeným rozšı́řenı́m jednoduchého modelu komponentnı́ch chyb,
ve kterém uvažujeme bud’ pouze individuálnı́ efekty, nebo pouze časové
efekty, je oboustranný model komponentnı́ch chyb, který zahrnuje oba druhy
efektů současně. Zde si tento model popı́šeme pouze velmi stručně, nebot’

se odhadovánı́ jeho parametrů v principu nelišı́ od jednoduchého modelu.
V přı́padě zájmu lze nalézt podrobnějšı́ popis vhodných metod a vlastnostı́
odhadů parametrů jimi zı́skaných např. v Baltagi (2005, kap. 3).

Matematicky se tento oboustranný model popı́še následovně

yit = x′
itβ + uit, (3.36)

uit = µi + λt + εit, i = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T,

εit ∼ iid(0, σ2
ε > 0),

kde předpokládáme, že reziduálnı́ složka εit je nekorelovaná s regresory.
Opět můžeme efekty µi a λt, reprezentujı́cı́ nepozorovanou individuálnı́ a
časovou heterogenitu, v závislosti na povaze dat považovat za pevné nebo
za náhodné.

Oboustranný model s pevnými efekty

V přı́padě, že se rozhodneme efekty považovat za pevné, je vhodné
pro odhad parametrů dı́ky nižšı́ náročnosti na stupně volnosti použı́t vnit-
rotřı́dnı́ transformaci. Uvažujme pro i = 1, . . . , N , t = 1, . . . , T model

(yit − ȳi − ȳt + ȳ) = (xit − x̄i − x̄t + x̄)′β + (εit − ε̄i − ε̄t + ε̄), (3.37)

přı́padně totéž maticově

Y2W = X2Wβ + ε2W ,

kde se držı́me značenı́ zavedeného v sekci 3.1.1. Navı́c je zde ȳt průměrem yit
přes průřezy, přičemž analogický vztah platı́ i pro x̄t a ε̄t.
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Odhad regresnı́ch koeficientů zı́skáme aplikacı́ metody nejmenšı́ch
čtverců na model (3.37): β2W = (X ′

2WX2W )−1X ′
2WY2W , existuje-li inverznı́

matice. Efekty lze odhadnout za použitı́ zvolených restrikcı́
∑N

i=1 µi = 0 a
∑T

i=t λt = 0 ze

µ̃i = (ȳi − ȳ)− β2W (x̄i − x̄), i = 1, . . . , N,

λ̃t = (ȳt − ȳ)− β2W (x̄t − x̄), i = 1, . . . , T.

Odhady parametrů β jsou v tomto přı́padě konzistentnı́, at’ už pro N → ∞
nebo T → ∞ (zdůvodněnı́ je analogické (3.19)).

Závěry plynoucı́ z tohoto modelu jsou i zde podmı́něné konkrétnı́mi
subjekty a nadto ještě konkrétnı́mi časovými obdobı́mi, po které byly tyto
subjekty pozorovány.

Oboustranný model s náhodnými efekty

Považujme nynı́ naopak efekty µi, i = 1, . . . , N , a λt, t = 1, . . . , T , v modelu
(3.36) za náhodné a předpokládejme, že µi ∼ iid(0, σ2

µ > 0), λt ∼ iid(0, σ2
λ >

0) a εit ∼ iid(0, σ2
ε > 0). Dále předpokládejme, že jsou všechny tři složky

celkové reziduálnı́ chyby vzájemně nezávislé a nekorelované s vysvětlujı́cı́mi
proměnnými. Pak platı́

cov(uit, ujs) = σ2
µ + σ2

λ + σ2
ε i = j, t = s,

= σ2
µ i = j, t 6= s,

= σ2
λ i 6= j, t = s,

= 0 jinak.

Za těchto předpokladů můžeme pro odhad parametru β opět použı́t Ait-
kenův odhad:

β̃GLS = (X ′
Γ

−1X)−1X ′
Γ

−1Y , (3.38)

kde

Γ = σ2
µ(IN ⊗ IT ) + σ2

λ(JN ⊗ IT ) + σ2
ε(IN ⊗ IT ).

Je-li rozptylová matice neznámá, lze namı́sto nı́ použı́t některý jejı́ konzis-

tentnı́ odhad Γ̂ a pro odhad β přı́pustný Aitkenův odhad.
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Podobně jako u jednoduchého modelu, lze pak závěry z takové analýzy
zobecnit na celou populaci, ze které byl vzorek subjektů náhodně vybrán.

Na závěr této kapitoly uved’me, že podobně jako pro jednoduché
modely, tak i pro oboustranné modely komponentnı́ch chyb lze odvodit test
významnosti pevných efektů, test nulovosti rozptylů náhodných efektů a
Hausmanův specifikačnı́ test, a to analogickým způsobem, jako je uvedeno
v 2.2. Podrobný popis těchto testů, stejně tak jako dalšı́ poznatky z oblasti
modelů komponentnı́ch chyb lze nalézt např. v knize Baltagi (2005).

3.3 Přı́klad

Pro ilustraci uvedené metody aplikujeme na reálná data o meziročnı́m
procentnı́m růstu hrubého domácı́ho produktu (HDP), průmyslové výroby
(PROD), objemu investic (INV) a spotřeby domácnostı́ (CONS) v zemı́ch
Organizace pro hospodářskou spolupráci a rozvoj (OECD) v obdobı́ mezi lety
1992 a 2011. Při modelovánı́ nejsou z důvodu chybějı́cı́ch údajů použita data
Estonska, Islandu, Slovenska a Slovinska. Údaje o HDP ve zbylých 30 zemı́ch
uvádı́me v Přı́loze B. Data pocházejı́ z http://stats.oecd.org/, viz OECD
(2013).

Uvažujme model s individuálnı́mi efekty

HDPit = µi + β1PRODit + β2INVit + β3CONSit + εit,

i = 1, . . . , 30, t = 1992, . . . , 2011,

a považujme nejprve efekty µi za pevné. Pak použitı́m vzorců z Věty 3.1
dostaneme4 odhady

β̂1 = 0, 23, β̂2 = 0, 10, β̂3 = 0, 34,

které jsou všechny na základě t-testu významné (p-hodnoty jsou nulové).
Dostaneme také odhady pevných efektů, které jsou uvedeny v Tabulce 3.2.
Sdruženou významnost efektů můžeme testovat podle kapitoly 3.1.1. Testová
statistika má hodnotu 3, 71 a p-hodnota přı́slušná tomuto testu má nulovou
hodnotu. Zamı́táme tak (na hladině 0, 05) nulovou hypotézu o nevýznamnosti
pevných efektů.

4K výpočtům bylo použito prostředı́ R, konkrétně plm package, viz Croissant a Millo
(2008).
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Země Efekt Země Efekt Země Efekt

Austrálie 1, 17 Japonsko 0, 57 Polsko 0, 82
Belgie 0, 49 Kanada 0, 82 Portugalsko 0, 84

Česká republika 0, 64 Korea 1, 53 Rakousko 0, 63

Dánsko 0, 55 Lucembursko 2, 01 Řecko 0, 97

Finsko 0, 64 Mad’arsko −0, 11 Španělsko 1, 32

Francie 0, 83 Mexiko 0, 71 Švédsko 0, 92

Chile 1, 41 Německo 0, 57 Švýcarsko 0, 47
Irsko 1, 58 Nizozemsko 1, 10 Turecko 1, 21
Itálie 1, 52 Norsko 0, 81 USA 0, 80
Izrael 1, 40 Nový Zéland 1, 00 Velká Británie 1, 12

Tabulka 3.2: Odhady pevných individuálnı́ch efektů µi v jednoduchém
modelu.

Zkusme nynı́ uvažovat náhodné efekty v modelu

HDPit = α + µi + β1PRODit + β2INVit + β3CONSit + εit,

i = 1, . . . , 30, t = 1992, . . . , 2011.

Pak podle (3.31) dostaneme odhady

α̂ = 0, 87, β̂1 = 0, 22, β̂2 = 0, 10, β̂3 = 0, 36,

které jsou opět všechny na základě výsledků t-testů významné (p-hodnoty
jsou nulové). Odhad rozptylu µi je podle (3.32) roven 0, 08.

Náhodné efekty jsou také významné - testová statistika Breuschova-
Paganova testu má hodnotu 62, 12, p-hodnota tohoto testu je nulová.
Zamı́táme tak na hladině 0, 05 hypotézu nulového rozptylu náhodných
efektů, viz str. 22.

Zda se přiklonit k pevným, nebo náhodným efektům, můžeme rozhod-
nout na základě Hausmanova testu, viz str. 23. Jelikož p-hodnota tohoto
testu je přibližně rovna 0, 001 (testová statistika má hodnotu 16, 74), zamı́táme
na hladině 0, 05 nulovou hypotézu Hausmanova testu. Tudı́ž bychom se měli
přiklonit k použitı́ pevných efektů.

Zaměřme se ještě na oboustranný model komponentnı́ch chyb s pevnými
efekty:

HDPit = µi + λt + β1PRODit + β2INVit + β3CONSit + εit,

i = 1, . . . , 30, t = 1992, . . . , 2011.

Pak podle kapitoly 3.2 odhadneme

β̂1 = 0, 21, β̂2 = 0, 10, β̂3 = 0, 32,
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což jsou i zde významné parametry (p-hodnoty t-testů jsou nulové). Odhady
individuálnı́ch efektů jsou uvedeny v Tabulce 3.3, odhady časových efektů
v Tabulce 3.4.

Země Efekt Země Efekt Země Efekt

Austrálie 0, 27 Japonsko 0, 58 Polsko 0, 99
Belgie 0, 56 Kanada 0, 90 Portugalsko 0, 87

Česká republika 0, 73 Korea 1, 72 Rakousko 0, 71

Dánsko 0, 60 Lucembursko 2, 07 Řecko 1, 00

Finsko 0, 74 Mad’arsko 0, 00 Španělsko 1, 37

Francie 0, 86 Mexiko 0, 80 Švédsko 0, 99

Chile 1, 58 Německo 0, 61 Švýcarsko 0, 53
Irsko 1, 77 Nizozemsko 1, 15 Turecko 1, 35
Itálie 0, 54 Norsko 0, 87 USA 0, 88
Izrael 1, 55 Nový Zéland 1, 07 Velká Británie 1, 17

Tabulka 3.3: Odhady pevných individuálnı́ch efektů µi v oboustranném
modelu.

Rok Efekt Rok Efekt Rok Efekt Rok Efekt

1992 0, 96 1997 1, 16 2002 0, 95 2007 1, 03
1993 0, 91 1998 0, 95 2003 0, 72 2008 0, 62
1994 0, 77 1999 1, 26 2004 1, 21 2009 0, 49
1995 1, 26 2000 1, 62 2005 1, 18 2010 0, 50
1996 0, 93 2001 1, 14 2006 1, 35 2011 0, 87

Tabulka 3.4: Odhady pevných časových efektů λt v oboustranném modelu.

K testovánı́ sdružené významnosti časových efektů můžeme použı́t F-test.
P-hodnota tohoto testu je rovna 0, 0005 (testová statistika má hodnotu 2, 47),
tedy zamı́táme nulovou hypotézu, že časové efekty jsou nevýznamné (bez
ohledu na individuálnı́ efekty).

Avšak při zahrnutı́ časových efektů došlo oproti jednoduchému modelu
ke snı́ženı́ korigovaného koeficientu determinace (počı́taném stejným
způsobem jako u klasické lineárnı́ regrese), a to z 0, 82 na 0, 73. Navı́c z prak-
tického hlediska může být výhodnějšı́ uvažovat pouze individuálnı́ efekty,
což umožňuje předpovı́dat vysvětlovanou veličinu na dalšı́ časová obdobı́.

V tomto přı́padě bychom se tedy zřejmě přiklonili k jednoduchému
modelu komponentnı́ch chyb s pevnými individuálnı́mi efekty, ačkoliv
pro konečné závěry by bylo ještě třeba model korigovat s ohledem na různou
velikost rozptylů v jednotlivých průřezech.

Odhadnutý vývoj HDP na základě tohoto v porovnánı́ se skutečnými hod-
noty je pro vybrané země graficky znázorněn na Obr. 3.1.
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rok

%

1992 1995 1998 2001 2004 2007 2010

−
6

−
4

−
2

0
1

2
3

4
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Obrázek 3.1: Porovnánı́ skutečného vývoje (černě) a odhadnutého vývoje
(modře) růstu HDP ve vybraných zemı́ch mezi roky 1992-2011. Vývoj je od-
hadnut na základě modelu s pevnými individuálnı́mi efekty.
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Kapitola 4

AR(1) s pevným koeficientem

V předchozı́ch kapitolách jsme věnovali pozornost statickým modelům,
tedy takovým, jimiž lze modelovat pouze současné vztahy mezi
vysvětlujı́cı́mi a vysvětlovanými proměnnými. Avšak již v úvodu bylo
zmı́něno, že možnost modelovánı́ dynamiky dat, tj. vlivu předchozı́ch
hodnot na současné, je nejen z hlediska ekonomické praxe velmi důležitá.

Jednı́m z možných přı́stupů k modelovánı́ stacionárnı́ch řad je využitı́ au-
toregresnı́ch modelů. Na takové modely, konkrétně na autoregresnı́ modely
prvnı́ho řádu (tj. AR(1) modely) se zaměřı́me nynı́. V této kapitole od-
vodı́me odhady parametrů takového autoregresnı́ho modelu za předpokladu
nenáhodnosti jeho koeficientu, v následujı́cı́ kapitole potom budeme u téhož
modelu uvažovat náhodný koeficient.

Mějme tedy takové reálné náhodné procesy {Xit, t ∈ N0}, které jsou auto-
regresnı́mi posloupnostmi prvnı́ho řádu a které jsou přes i nezávislé. Navı́c
předpokládejme, že všechny tyto posloupnosti majı́ totožný koeficient ϕ,
v této kapitole nenáhodný. Matematicky zapsáno

Xit = ϕXi,t−1 + eit, i = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T, (4.1)

kde N i zde značı́ počet průřezů a T počet časových pozorovánı́. Nenı́-li
řečeno jinak, budeme N i T považovat za konečné. Zároveň předpokládejme,
že platı́ následujı́cı́:

(A1) {eit, t ∈ N} ∼ N(0, σ2
i ) jsou pro každé i = 1, . . . , N nezávislé stejně

rozdělené náhodné veličiny s nenulovým a konečným rozptylem;

(A2) procesy {Xit, t ∈ N0}, i = 1, . . . , N , jsou slabě stacionárnı́, tzn. majı́
konečné druhé momenty, konstantnı́ střednı́ hodnotu a cov(Xit, Xit−k)
jsou funkcı́ pouze k;
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(A3) rezidua {eit, t ∈ N} a modelované řady {Xit, t ∈ N0}, i = 1, . . . , N , jsou
nekorelované.

Z teorie náhodných procesů vı́me, viz např. Prášková (2007, kap. 5), že
předpoklad (A2) je splněn, platı́-li podmı́nka

|ϕ| < 1. (4.2)

Jelikož z předpokladu stacionarity vyplývá var Xit = var Xi,t−1 pro každé
i a t a protože

var Xit = var(ϕXi,t−1 + eit) = ϕ2var Xi,t−1 + σ2
i ,

je snadno vidět, že v rámci průřezu majı́ kovariance tvar

cov(Xit, Xit−k) = cov(ϕkXit−k, Xit−k) =
σ2
i

1− ϕ2
, k = 0, (4.3)

= ϕk σ2
i

1− ϕ2
, k = 1, . . . , t.

Dı́ky předpokladu (A2), resp. podmı́nce (4.2) je pro libovolné t ∈ N0

splněno

∞
∑

k=0

|cov(Xit, Xit−k)| =
σ2
i

1− ϕ2

t
∑

k=0

∣

∣ϕk
∣

∣ =
σ2
i

1− ϕ2

1− |ϕ|t+1

1− |ϕ| < ∞,

což je podle A.7 postačujı́cı́ podmı́nka pro to, aby procesy {Xit, t ∈ N0},
i = 1, . . . , N , byly ergodické 1, což znamená, že pro každé i platı́

plimT→∞
1

T

T
∑

t=1

Xit = E(Xi0).

Za předpokladů (A1)-(A3) a při uváženı́ jejich důsledků bude nynı́ našı́m
cı́lem odhadnout parametr ϕ a ukázat asymptotickou nestrannost a konzis-
tenci tohoto odhadu. Následně pro přı́pad, kdy nejsou rozptyly známé, od-
vodı́me i jejich odhady. Poté zkonstruujeme test pro tento parametr, pomocı́
kterého bude možné ověřit, zda je splněna podmı́nka stacionarity.

1Formálnı́ definice ergodicity je velmi technická, lze ji nalézt např. v práci Vaněček (2007,
kap. 6).
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4.1 Odhad pevného koeficientu a jeho vlastnosti

Necht’ jsou tedy splněny předpoklady (A1), (A2) a (A3). Na jejich základě
v této části textu odvodı́me maximálně věrohodný odhad parametru ϕ a jeho
základnı́ vlastnosti. Předpokládejme nejprve, že rozptyly σ2

i jsou známé.
Označme filtraci Ft = σ{Xis, s ≤ t, i = 1, . . . , N} a sestavme podmı́něnou

věrohodnostnı́ funkci L(ϕ), jež je definována jako podmı́něná hustota vektorů
(Xi1, . . . , XiT ), i = 1, . . . , N, za podmı́nky F0:

L(ϕ) =
N
∏

i=1

T
∏

t=1

1
√

2πσ2
i

exp

{

−(Xit − ϕXi,t−1)
2

2σ2
i

}

.

Maximum této funkce je totožné s maximem jejı́ho logaritmu:

l(ϕ) = −1

2

[

NT log(2π) +
N
∑

i=1

T
∑

t=1

log(σ2
i ) +

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(Xit − ϕXi,t−1)
2

σ2
i

]

.

Po zderivovánı́ této logaritmické věrohodnostnı́ funkce podle ϕ sestavı́me
věrohodnostnı́ rovnici

∂l(ϕ)

∂ϕ
=

N
∑

i=1

T
∑

t=1

Xi,t−1Xit − ϕX2
i,t−1

σ2
i

= 0,

z nı́ž odvodı́me maximálně věrohodný odhad parametru ϕ:

ϕ̂ =

∑N

i=1

∑T

t=1
Xi,t−1Xit

σ2

i

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ2

i

. (4.4)

Asymptotická nestrannost

Tento odhad je asymptoticky nestranným odhadem ϕ. Vzhledem
ke vztahu (4.1) totiž můžeme výraz (4.4) dále upravit na

ϕ̂− ϕ =

1
NT

∑N

i=1

∑T

t=1
Xi,t−1eit

σ2

i

1
NT

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ2

i

. (4.5)
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Pro čitatel zlomku na pravé straně (4.5) dı́ky nekorelovanosti reziduı́ a
modelované řady platı́

E

(

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

Xi,t−1eit
σ2
i

)

= 0.

Co se týče jmenovatele téhož zlomku, ukážeme, že konverguje
podle pravděpodobnosti k nenulové hodnotě. Již vı́me, že řady {Xit, t ∈ N0},
i = 1, . . . , N , jsou ergodické a stacionárnı́, z čehož dále podle věty o er-
godicitě funkcı́ A.9 vyplývá, že také řady

{

X2
i,t−1/σ

2
i , t ∈ N

}

jsou ergodické a
stacionárnı́. Proto platı́

var

(

X2
it

σ2
i

)

=
1

σ4
i

[

ϕ4varX2
i,t−1 + 4ϕ4varXi,t−1vareit + vare2it

]

= ϕ4var

(

X2
i,t−1

σ2
i

)

+
4ϕ4

1− ϕ2
+ 2,

kde jsme využili vlastnosti čtvrtých momentů normálnı́ho rozdělenı́

E(eit − Eeit)
4 = 3(var eit)

2.

Využijeme-li nynı́ stacionarity, dostaneme

var

(

X2
it

σ2
i

)

= var

(

X2
i,t−1

σ2
i

)

=
4ϕ4 + 2(1− ϕ2)

(1− ϕ2)(1− ϕ4)
.

Odtud

E

[

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(

X2
i,t−1

σ2
i

− 1

1− ϕ2

)

]2

=
1

N2T 2

N
∑

i=1

T
∑

t=1

var

(

X2
i,t−1

σ2
i

)

+
1

N2T 2

N
∑

i=1

T
∑

t=1

t−1
∑

k=1

cov

(

X2
i,t−1

σ2
i

,
X2

i,t−k−1

σ2
i

)

=
1

N2T 2

N
∑

i=1

T
∑

t=1

[

var

(

X2
i,t−1

σ2
i

)

+
t−1
∑

k=1

ϕ2kvar

(

X2
i,t−1

σ2
i

)

]

=
1

N2T 2

N
∑

i=1

T
∑

t=1

var

(

X2
i,t−1

σ2
i

)

1− ϕ2t

1− ϕ2

N,T→∞−→ 0.
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Protože

E

(

X2
it

σ2
i

)

= E

(

X2
i,t−1

σ2
i

)

=
1

1− ϕ2
,

platı́ podle slabého zákona velkých čı́sel pro trojúhelnı́kové schéma A.10

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(

X2
i,t−1

σ2
i

− 1

1− ϕ2

)

p−→ 0, N, T → ∞. (4.6)

přičemž vı́me, že 1/(1 − ϕ2) 6= 0. Jmenovatel pravé strany (4.5) tedy
konverguje podle pravděpodobnosti k nenulové hodnotě, zatı́mco střednı́
hodnota čitatele je nulová. Použitı́m Sluckého věty A.11 tak dostáváme
asymptotickou nestrannost odhadu ϕ̂.

Konzistence

Ukážeme ještě, že odhad ϕ̂ je konzistentnı́m odhadem ϕ. Vzhledem
k právě dokázané nestrannosti zbývá podle A.5 dokázat, že rozptyl odhadu
ϕ̂ konverguje s rostoucı́m počtem pozorovánı́ k nule.

Protože jsme již ukázali, že jmenovatel zlomku na pravé straně (4.5)
konverguje podle pravděpodobnosti k nenulové hodnotě, stačı́ dı́ky Sluckého
větě ukázat, že rozptyl čitatele téhož zlomku konverguje k nule. Označme

Yi,T =
1

T

T
∑

t=1

eitXi,t−1

σ2
i

.

Výraz

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

Xi,t−1eit
σ2
i

=
1

N

N
∑

i=1

Yi,T

je pak vzhledem k uvažované nezávislosti průřezů součtem nezávislých
náhodných veličin. Použitı́m (4.3) dostáváme

var Yi,T =
1

T 2

1

σ4
i

T
∑

t=1

var eit var Xi,t−1 =
1

T

1

1− ϕ2
.
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Konečně vzhledem k nezávislosti veličin Yi,T dostáváme

var

(

1

N

N
∑

i=1

Yi,T

)

=
1

N2

N
∑

i=1

var Yi,T

=
1

N

1

T

1

1− ϕ2
−→ 0,

při N, T → ∞.
Aplikujeme-li nynı́ opět Sluckého větu, dostaneme konvergenci rozptylu

ϕ̂ k nule, a tı́m i konzistenci odhadu ϕ̂ podle věty A.5.
Z dosavadnı́ch výsledků navı́c vyplývá, že tato konzistence je dokonce

typu
√
NT (ϕ̂ − ϕ) = OP (1) při N, T → ∞, tedy že ϕ̂ je

√
NT -konzistentnı́m

odhadem ϕ.

Pro přehlednost uvádı́me tyto výsledky v následujı́cı́ větě:

Věta 4.1. Za předpokladů (A1)-(A3) má odhad metodou maximálnı́ věrohodnosti
parametru ϕ v modelu (4.1) tvar

ϕ̂ =

∑N

i=1

∑T

t=1
Xi,t−1Xit

σ2

i

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ2

i

.

Tento odhad je při N, T → ∞ asymptoticky nestranným a
√
NT -konzistentnı́m

odhadem parametru ϕ.

Pokud se znovu podı́váme, jakým způsobem jsme výše uvedené vlast-
nosti odhadu ϕ̂ odvodili, zjistı́me, že nenı́ nutné předpokládat normalitu
reziduı́. Závěry Věty 4.1 tak zůstanou v platnosti i v přı́padě, že předpoklad
(A1) nahradı́me předpokladem

(A1*) {eit, t ∈ N} jsou pro každé i = 1, . . . , N nezávislé stejně rozdělené
náhodné veličiny s nulovou střednı́ hodnotou, s nenulovým a konečným
rozptylem σ2

i a s Ee4it < ∞.

Větu 4.1 tak můžeme uvést také v následujı́cı́ podobě:

Věta 4.2. Za předpokladů (A1*), (A2), (A3) a EX4
it < ∞ je odhad

ϕ̂ =

∑N

i=1

∑T

t=1
Xi,t−1Xit

σ2

i

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ2

i
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parametru ϕ v modelu (4.1) asymptoticky nestranným a
√
NT -konzistentnı́m

odhadem parametru ϕ.

4.2 Odhad komponent rozptylu

Dosud jsme předpokládali, že rozptyly σ2
i , i = 1, . . . , N , jsou známé.

V praxi tomu však obvykle nenı́ a je také třeba je odhadnout. K odhadu těchto
rozptylů použijeme opět metodu maximálnı́ věrohodnosti, tentokrát však
pro každý průřez zvlášt’. Předpokládejme, že platı́ (A1)-(A3). Pak pro každé
i = 1, . . . , N má nynı́ logaritmická věrohodnostnı́ funkce podmı́něná F0 tvar:

l(ϕ, σ2
i ) = −1

2

[

T log(2π) + T log(σ2
i ) +

T
∑

t=1

(Xit − ϕXi,t−1)
2

σ2
i

]

.

Po zderivovánı́ podle σ2
i z věrohodnostnı́ch rovnic

∂l(ϕ, σ2
i )

∂σ2
i

= −1

2

[

T

σ2
i

−
T
∑

t=1

(Xit − ϕXi,t−1)
2

σ4
i

]

= 0

dostaneme při známém ϕ

σ̂2
i =

1

T

T
∑

t=1

(Xit − ϕXi,t−1)
2, i = 1, . . . , N. (4.7)

Při neznámém koeficientu ϕ dosadı́me mı́sto něj jeho odhad, který
zı́skáme metodou nejmenšı́ch čtverců na základě všech pozorovánı́ (takový
odhad tak bude korespondovat s našı́m modelem v tom smyslu, že odhad
parametru ϕ bude identický pro všechny průřezy, stejně jako samotný para-
metr ϕ). Zı́skáme jej minimalizacı́ výrazu

S(ϕ) =
N
∑

i=1

T
∑

t=1

(Xit − ϕXi,t−1)
2.

Po jeho zderivovánı́ a vyřešenı́ normálnı́ rovnice dostáváme odhad

ϕ̂LS =

∑N

i=1

∑T

t=1XitXi,t−1
∑N

i=1

∑T

t=1 X
2
it

. (4.8)
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Analogickým postupem jako u ϕ̂ lze i u odhadu ϕ̂LS zdůvodnit asympto-

tickou nestrannost a
√
T -konzistenci při pevném N , jestliže uvážı́me rovnost

ϕ̂LS = ϕ+
1

NT

∑N

i=1

∑T

t=1 eitXi,t−1

1
NT

∑N

i=1

∑T

t=1 X
2
it

,

kde

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

X2
it

p−→ 1

N

N
∑

i=1

σ2
i

1− ϕ2
(4.9)

a

var

(

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

eitXi,t−1

)

=
1

N2T

N
∑

i=1

σ4
i

1− ϕ2
−→ 0, (4.10)

kde T → ∞ a N je pevné. Této vlastnosti
√
T -konzistence za okamžik

využijeme.
Dosazenı́m ϕ̂LS do (4.7) dostaneme maximálně věrohodné odhady

rozptylů σ2
i tvaru

σ̂2
i,ML =

1

T

T
∑

t=1

(Xit − ϕ̂LSXi,t−1)
2, i = 1, . . . , N. (4.11)

Ukážeme, že tyto odhady rozptylů jsou také
√
T -konzistentnı́

(při pevném N ). Vyjádřenı́ (4.11) můžeme upravit na následujı́cı́ tvar:

σ̂2
i,ML =

1

T

T
∑

t=1

[Xit − ϕXi,t−1 + (ϕ− ϕ̂LS)Xi,t−1]
2 (4.12)

=
1

T

T
∑

t=1

e2it + (ϕ− ϕ̂LS)
2

T

T
∑

t=1

eitXi,t−1 + (ϕ− ϕ̂LS)
2 1

T

T
∑

t=1

X2
i,t−1.

Protože pro každé i = 1, . . . , N jsou {e2it, t ∈ N} nezávislé stejně rozdělené
náhodné veličiny se střednı́ hodnotou σ2

i < ∞, podle slabého zákona velkých
čı́sel, resp. podle ergodické věty platı́, že pro každé i

1

T

T
∑

t=1

e2it
p−→ σ2

i , T → ∞.
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Zároveň již z předchozı́ch úvah vı́me, že ϕ̂LS je
√
T -konzistentnı́m

odhadem ϕ, tzn.
√
T (ϕ− ϕ̂LS)

p−→ 0 a T (ϕ− ϕ̂LS)
2 p−→ 0, T → ∞.

Vzhledem k předpokladům ergodicity a stacionarity Xit jsou
opět podle Věty A.9 ergodické a stacionárnı́ i procesy X2

i,t−1 a
eitXi,t−1 = (Xit − ϕXi,t−1)Xi,t−1. Tudı́ž z ergodické věty A.8 plyne, že
při T → ∞

1

T

T
∑

t=1

X2
i,t−1

p−→ σ2
i

1− ϕ2
< ∞,

1

T

T
∑

t=1

eitXi,t−1
p−→ 0.

Srovnáme-li tyto výsledky s tvarem (4.12), je již zřejmé, že pro každé

i = 1, . . . , N je σ̂2
i,ML

√
T -konzistentnı́m odhadem σ2

i .

Odhady σ̂2
i,ML použijeme při odhadu ϕ metodou maximálnı́ věrohodnosti

při neznámém rozptylu - dosazenı́m do (4.4) dostaneme

ϕ̂ML =

∑N

i=1

∑T

t=1
Xi,t−1Xit

σ̂2

i,ML

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ̂2

i,ML

, (4.13)

což je dı́ky Sluckého větě opět
√
NT -konzistentnı́ odhad ϕ.

V přı́padě potřeby lze dále postupovat iteračně - po vypočtenı́ ϕ̂ML se
tento odhad dosadı́ zpět do (4.7), čı́mž se zı́skajı́ nové odhady rozptylů, jež
se použijı́ pro nový výpočet ϕ̂ML atd.

Právě uvedené výsledky můžeme shrnout ve větě:

Věta 4.3. Za předpokladů (A1)-(A3) majı́ odhady rozptylů σ2
i , i = 1, . . . , N ,

v modelu (4.1) (modifikovanou) metodou maximálnı́ věrohodnosti tvar

σ̂2
i,ML =

1

T

T
∑

t=1

(Xit − ϕ̂LSXi,t−1)
2,

kde

ϕ̂LS =

∑N

i=1

∑T

t=1XitXi,t−1
∑N

i=1

∑T

t=1 X
2
it

.
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ϕ̂LS je
√
T -konzistentnı́ odhad parametru ϕ a odhady σ̂2

i,ML, i = 1, . . . , N , jsou

(po řadě)
√
T -konzistentnı́mi odhady parametrů σ2

i , i = 1, . . . , N , když T → ∞
a N je pevné.

Tak jako v přı́padě Věty 4.1 i zde si povšimněme toho, že pro konzistenci
odhadu komponent rozptylu nenı́ nutné předpokládat normálnı́ rozdělenı́
reziduálnı́ složky. Větu 4.3 tedy také můžeme dále upravit do následovné
podoby:

Věta 4.4. Za předpokladů (A1*),(A2) a (A3) jsou odhady komponent rozptylu σ2
i ,

i = 1, . . . , N , v modelu (4.1) tvaru

σ̂2
i,ML =

1

T

T
∑

t=1

(Xit − ϕ̂LSXi,t−1)
2,

kde

ϕ̂LS =

∑N

i=1

∑T

t=1 XitXi,t−1
∑N

i=1

∑T

t=1 X
2
it

je
√
T -konzistentnı́ odhad parametru ϕ, (po řadě)

√
T -konzistentnı́mi odhady para-

metrů σ2
i , i = 1, . . . , N .

4.3 Test hodnoty koeficientu

Dosud jsme pracovali za předpokladu, že jsou řady {Xit, t ∈ N0},
i = 1, . . . , N , stacionárnı́, tj. že |ϕ| < 1. V této části odvodı́me test, po-
mocı́ kterého bude možné tento předpoklad ověřit. Za předpokladů (A1)-(A3)
zkonstruujeme test hypotézy

H0 : ϕ = ϕ0, (4.14)

H1 : ϕ < ϕ0, (4.15)

kde |ϕ0| < 1.
Při konstrukci vhodné testové statistiky využijeme toho, že

√
NT (ϕ̂ − ϕ)

má asymptoticky normálnı́ rozdělenı́, což dokážeme pomocı́ centrálnı́ li-
mitnı́ věty pro martingalové diference A.13 a využitı́m Sluckého věty A.11.
Podı́vejme se tedy na tuto záležitost podrobněji.
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Již vı́me, že jmenovatel zlomku na pravé straně

ϕ̂− ϕ =

1
NT

∑N

i=1

∑T

t=1
Xi,t−1eit

σ2

i

1
NT

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ2

i

konverguje podle pravděpodobnosti k 1/(1 − ϕ2), viz (4.6). Stačı́ tedy

dokázat, že (1/
√
NT )(

∑N

i=1

∑T

t=1 eitXi,t−1σ
−2
i ) má asymptoticky normálnı́

rozdělenı́. K tomu použijeme zmı́něnou centrálnı́ limitnı́ větu pro martinga-
lové diference.

Označme nejprve

ZNt =
1√
N

N
∑

i=1

eitXi,t−1

σ2
i

.

Je zřejmé, že ZNt, t = 1, . . . , T = TN , je podle Definice A.12 posloupnost mar-
tingalových diferencı́. Přitom vzhledem k předpokladům (A1)-(A3) máme

EZ2
Nt =

1

N

N
∑

i=1

E

(

e2itX
2
i,t−1

σ4
i

)

=
1

1− ϕ2
> 0.

Ověřme nynı́ předpoklady Věty A.13.

(1) Prvnı́ předpoklad je zřejmě splněn, nebot’

1

T

T
∑

t=1

1

1− ϕ2
=

1

1− ϕ2
, T = 1, 2, . . . .

(2) Dı́ky ergodicitě máme ihned podle A.9

1

T

T
∑

t=1

Z2
Nt

p−→ EZ2
Nt =

1

1− ϕ2
, T → ∞.
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(3) Počı́tejme E |ZNt|2+δ pro δ = 2:

EZ4
Nt =

1

N2
E

(

N
∑

i=1

eitXi,t−1

σ2
i

)4

=
1

N2
E

[

N
∑

i=1

(

eitXi,t−1

σ4
i

)2

+ 2
N
∑

i=1

i−1
∑

j=1

eitXi,t−1

σ2
i

ejtXj,t−1

σ2
j

]2

≤

≤ 1

N2







√

√

√

√E

(

N
∑

i=1

e2itX
2
i,t−1

σ4
i

)2

+ 2

√

√

√

√E

(

N
∑

i=1

i−1
∑

j=1

eitXi,t−1

σ2
i

ejtXj,t−1

σ2
j

)2






2

,

kde jsme využili Minkowského nerovnost (viz např. Lachout (1998, str. 19)).
Dále dı́ky (A1)-(A3) platı́

E

(

N
∑

i=1

e2itX
2
i,t−1

σ4
i

)2

=
N
∑

i=1

E
e4itX

4
i,t−1

σ8
i

+ 2 ·
N
∑

i=1

i−1
∑

j=1

E
e2itX

2
i,t−1

σ4
i

e2jtX
2
j,t−1

σ4
j

< ∞,

nebot’ všechny momenty normálně rozdělených náhodných veličiny jsou
konečné. Podobně za využitı́ nezávislosti panelů platı́ také

E

(

N
∑

i=1

i−1
∑

j=1

eitXi,t−1

σ2
i

ejtXj,t−1

σ2
j

)2

=
N
∑

i=1

i−1
∑

j=1

E

(

eitXi,t−1

σ2
i

ejtXj,t−1

σ2
j

)2

< ∞.

Spojenı́m těchto výsledků tak dostaneme požadovanou vlastnost EZ4
Nt < ∞.

Všechny předpoklady Věty A.13 jsou tedy splněny, tudı́ž

1√
T

T
∑

t=1

1√
N

N
∑

i=1

eitXi,t−1

σ2
i

D−→ N

(

0,
1

1− ϕ2

)

, N, T → ∞. (4.16)

Čitatel pravé strany v (4.5) tak konverguje v distribuci k normálnı́mu
rozdělenı́ a jmenovatel konverguje podle pravděpodobnosti k nenulové
hodnotě 1/(1− ϕ2). Podle Sluckého věty tedy platı́

√
NT (ϕ̂− ϕ) =

1√
NT

∑N

i=1

∑T

t=1
eitXi,t−1

σ2

i

1
NT

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ2

i

D−→ N
(

0, 1− ϕ2
)

, N, T → ∞,
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respektive

√
NT

(ϕ̂− ϕ)
√

1− ϕ2

D−→ N(0, 1), N, T → ∞.

Dı́ky těmto výsledkům a dı́ky konzistenci odhadů rozptylů (4.12) můžeme
pro test hypotézy (4.15) použı́t testovou statistiku

√
NT

(ϕ̂ML − ϕ0)
√

1− ϕ̂2
ML

, (4.17)

která má také za platnosti H0 asymptoticky rozdělenı́ N(0, 1). H0 tak
zamı́tneme na asymptotické hladině α ∈ (0, 1), jestliže

√
NT

(ϕ̂ML − ϕ0)
√

1− ϕ̂2
ML

≤ uα,

kde uα je α-kvantil normovaného normálnı́ho rozdělenı́.
Speciálně můžeme uvažovat ϕ0 blı́zké 1 zleva nebo ϕ0 = 0. Ve druhém

jmenovaném přı́padě má testová statistika tvar

√
NT

ϕ̂ML
√

1− ϕ̂2
ML

≤ uα.

Obecně v přı́padě, že skutečný parametr ϕ nenı́ roven ϕ0, pak při pevném
(ϕ− ϕ0)

√
NT

|ϕ̂− ϕ0|
√

1− ϕ2
=

√
NT

|ϕ̂− ϕ+ ϕ− ϕ0|
√

1− ϕ2

p−→ ∞, N, T → ∞,

jinými slovy při alternativě H1 : ϕ 6= ϕ0 konverguje testová statistika
podle pravděpodobnosti do nekonečna.

Shrňme nové poznatky do následujı́cı́ věty:

Věta 4.5. Předpokládejme, že platı́ (A1)-(A3). Pak při N, T → ∞ pro odhad
parametru ϕ v modelu (4.1) tvaru

ϕ̂ =

∑N

i=1

∑T

t=1
Xi,t−1Xit

σ2

i

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ2

i

platı́
√
NT (ϕ̂− ϕ)

D−→ N
(

0, 1− ϕ2
)

.
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Pokud bychom i zde chtěli vypustit předpoklad normality, musı́me jej
nahradit podmı́nkou na konečnost momentů tak, aby byl splněn poslednı́
předpoklad centrálnı́ limitnı́ věty pro martingalové diference:

Věta 4.6. Za předpokladů (A1*), (A2) a (A3) a za předpokladu, že Ee4it < ∞ a
EX4

it < ∞, i = 1, . . . , N , t = 1, . . . , T , pro odhad

ϕ̂ =

∑N

i=1

∑T

t=1
Xi,t−1Xit

σ2

i

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ2

i

parametru ϕ v modelu (4.1) při N, T → ∞ platı́
√
NT (ϕ̂− ϕ)

D−→ N
(

0, 1− ϕ2
)

.

4.4 Aplikace na simulovaná data

Pro ilustraci zkusme výše uvedené poznatky použı́t k odhadu para-
metrů simulovaných AR(1) procesů s pevným koeficientem. Pro tyto účely
jsme (v prostředı́ R) vygenerovali soubor panelových dat o 10 průřezech
a 500 časových pozorovánı́. V každém průřezu byla data generována jako
AR(1) proces s koeficientem ϕ = 0, 5 s normálně rozdělenými rezidui.
Zvolené rozptyly reziduálnı́ch složek pro jednotlivé průřezy jsou uvedeny
v Tabulce 4.1.

Podle (4.4), (4.8) a (4.13) jsme zı́skali tyto odhady koeficientu ϕ:

ϕ̂ = 0, 4932, ϕ̂LS = 0, 4860, ϕ̂ML = 0, 4925.

Přitom ϕ̂ jsme vypočetli za použitı́ skutečných rozptylů, zatı́mco při výpočtu
ϕ̂ML byly použity odhady těchto rozptylů podle (4.11) - ty jsou taktéž uvedeny
v Tabulce 4.1.

σ2

1
σ2

2
σ2

3
σ2

4
σ2

5
σ2

6
σ2

7
σ2

8
σ2

9
σ2

10

skutečné hodnoty 1, 00 2, 00 1, 50 0, 50 0, 90 1, 70 3, 00 1, 10 0, 20 0, 80
odhady 1, 06 2, 02 1, 55 0, 47 0, 94 1, 72 2, 96 1, 22 0, 20 0, 81

Tabulka 4.1: Skutečné hodnoty rozptylů σ2
i a jejich odhady v AR(1) s pevným

koeficientem.

Vidı́me, že jak odhady ϕ, tak odhady σ2
i jsou poměrně dosti blı́zké

skutečným hodnotám, přičemž odhady využı́vajı́cı́ informaci o hodnotách
rozptylů, tj. ϕ̂ a ϕ̂ML, jsou o něco přesnějšı́ než ϕ̂LS .
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Obrázek 4.1: AR(1) proces s pevným koeficientem, ϕ = 0, 5,σ2
i = 1.

4.5 Přı́klad

Odvozené výsledky můžeme ilustrovat i na reálných datech. Opět
použijeme soubor obsahujı́cı́ údaje o meziročnı́m procentnı́m růstu hrubého
domácı́ho produktu v zemı́ch Organizace pro hospodářskou spolupráci a
rozvoj (OECD) v letech 1991-2012. Uvažujeme ty země, které jsou členem
organizace OECD k roku 2013, vyjma Estonska, Mad’arska a Slovenska,
které jsme ze souboru vyňali kvůli chybějı́cı́m pozorovánı́m. Údaje o HDP
ve zbylých 31 zemı́ch uvádı́me v Přı́loze B a pocházejı́ z internetové databáze
http://stats.oecd.org/ , viz OECD (2013).

Protože uvažujeme model bez interceptu, je třeba data pro každý stát
zvlášt’ upravit odečtenı́m jejich průměru (přes všechny roky):

HDP ∗
it = HDPit −

1

22

22
∑

t=1

HDPit, i = 1, . . . , 31. (4.18)

Pro takto upravená data jsme podle vyjádřenı́ (4.13) odhadli2 hodnotu
parametru ϕ v modelu

HDP ∗
it = ϕHDP ∗

i,t−1 + eit, i = 1, . . . , 31, t = 2, . . . , 22,
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tak, že ϕ̂ML = 0, 33.
Protože rozptyly jsou neznámé, bylo třeba je také odhadnout. Jejich od-

hady σ̂2
i , i = 1, . . . , 31, jsou uvedeny v Tabulce 4.2.

Země Rozptyl Země Rozptyl Země Rozptyl

Austrálie 2, 77 Japonsko 4, 72 Rakousko 2, 54

Belgie 2, 66 Kanada 2, 62 Řecko 4, 24

Česká republika 7, 30 Korea 13, 10 Slovinsko 9, 72

Dánsko 6, 81 Lucembursko 7, 45 Španělsko 3, 39

Finsko 4, 26 Mexiko 12, 29 Švédsko 6, 64

Francie 8, 96 Německo 2, 01 Švýcarsko 1, 98
Chile 8, 13 Nizozemsko 3, 00 Turecko 26, 91
Irsko 11, 21 Norsko 2, 00 USA 2, 43
Island 9, 84 Nový Zéland 3, 07 Velká Británie 2, 86
Itálie 3, 51 Polsko 2, 70
Izrael 5, 00 Portugalsko 4, 33

Tabulka 4.2: Odhady rozptylů σ2
i v modelu s pevným koeficientem.

Odhad ϕ̂ML dále můžeme použı́t k testovánı́ stacionarity podle kapi-
toly 4.3, zejména pak podle výsledků na str. 43. V kapitole 4.3 jsme však od-
vodili test pouze za podmı́nky, že |ϕ0| < 1. Proto v tomto přı́padě budeme
testovat

H0 : ϕ = 0, 99,

H1 : ϕ < 0, 99.

Testová statistika
√
NT

(ϕ̂ML − 0, 99)
√

1− ϕ̂2
ML

má hodnotu −18, 25, což je menšı́, než přı́slušný kvantil normovaného
normálnı́ho rozdělenı́ u0,05 = −1, 64. Hypotézu H0 tedy na (asymptotické)
hladině 0, 05 zamı́táme, což v tomto přı́padě nenı́ překvapujı́cı́.

Na závěr kapitoly přikládáme Obr. 4.2 s grafickým přehledem vývoje
růstu HDP pro vybrané země3 v porovnánı́ s jeho odhady zı́skané pomocı́
ϕ̂ML následovným způsobem:

ĤDP
∗
i1 = HDP ∗

i1,

ĤDP
∗
it = ϕ̂MLHDP ∗

i,t−1, t = 2, . . . , 22.

2K výpočtům bylo použito výpočetnı́ prostředı́ R.
3Za povšimnutı́ stojı́ v přı́padě Japonska a Německa výkyv v roce 2009, což lze zřejmě

považovat za důsledek světové finančnı́ krize v roce 2008
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Obrázek 4.2: Porovnánı́ skutečného vývoje (černě) a odhadnutého vývoje
(červeně) růstu HDP (po odečtenı́ průměru) ve vybraných zemı́ch mezi
roky 1991-2012. Vývoj je odhadnut na základě modelu AR(1) s pevným
koeficientem.
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Kapitola 5

AR(1) s náhodným koeficientem

V předchozı́ kapitole jsme předpokládali, že řady {Xit, t ∈ N0},
i = 1, . . . , N , lze modelovat jako autoregresnı́ posloupnosti prvnı́ho
řádu s pevným koeficientem. Nynı́ budeme uvažovat velmi podobnou
situaci, avšak s tı́m rozdı́lem, že v této kapitole půjde o AR(1) s náhodným
koeficientem ϕit. Jde tedy o obecnějšı́ přı́stup, nebot’ nynı́ je možné, aby
se koeficienty v různých průřezech do jisté mı́ry lišily. Konkrétně budeme
uvažovat model

Xit = ϕitXi,t−1 + eit = (ϕ+ bit)Xi,t−1 + eit, i = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T, (5.1)

s následujı́cı́mi předpoklady:

(B1) {eit, t ∈ N} ∼ N(0, σ2
i ) jsou pro každé i = 1, . . . , N nezávislé stejně

rozdělené náhodné veličiny s nenulovým a konečným rozptylem;

(B2) {bit, t ∈ N} ∼ N(0, ω2) jsou pro každé i = 1, . . . , N nezávislé stejně
rozdělené náhodné veličiny s nenulovým a konečným rozptylem;

(B3) {eit, t ∈ N} a {bit, t ∈ N} jsou pro každé i = 1, . . . , N vzájemně nezávislé;

(B4) procesy {Xit, t ∈ N0}, i = 1, . . . , N , jsou slabě stacionárnı́;

(B5) procesy {Xit, t ∈ N0} jsou pro každé i = 1, . . . , N nekorelované s procesy
{eit, t ∈ N} a {bit, t ∈ N}.

I nadále uvažujeme nezávislé průřezy, a také N, T konečné, nenı́-li řečeno
jinak.
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Za předpokladu (B4) platı́ pro každé i rovnost varXit = varXi,t−1 a vzhledem
ke tvaru modelu (5.1) také

varXit = var ((ϕ+ bit)Xit + uit) = ϕ2var Xi,t−1 + ω2varXi,t−1 + σ2
i .

Kovariance tohoto procesu tak majı́ obecný tvar

cov(Xit, Xit−k) =
σ2
i

1− ϕ2 − ω2
, k = 0,

= ϕk σ2
i

1− ϕ2 − ω2
, k = 1, . . . , t.

Aby však proces vůbec mohl být slabě stacionárnı́, musı́ mı́t podle definice
konečné druhé momenty. Proto jestliže předpokládáme (B4), předpokládáme
tak současně, že platı́ podmı́nka

ϕ2 + ω2 < 1. (5.2)

Za platnosti (5.2) jsou pak stacionárnı́ řady {Xit, t ∈ N0} dokonce ergodické
(viz A.7), nebot’ pro každé t ∈ N0 platı́

∞
∑

k=0

|cov(Xit, Xit−k)| =
σ2
i

1− ϕ2 − ω2

t
∑

k=0

∣

∣ϕk
∣

∣

=
σ2
i

1− ϕ2 − ω2

1− |ϕ|t+1

1− |ϕ| < ∞, (5.3)

jelikož 1 > ϕ2 + ω2 > ϕ2, a tudı́ž i |ϕ| < 1.
Než začneme odhadovat koeficient ϕ, definujme ještě filtraci

Gt = σ{bis, Xis, s ≤ t, i = 1, . . . , N} a poznamenejme, že model (5.1)
lze ekvivalentně zapsat jako

Xit = ϕXi,t−1 + uit, (5.4)

uit = bitXi,t−1 + eit.

Potom lze snadno vidět, že

var[uit|Gt−1] = ω2X2
i,t−1 + σ2

i . (5.5)

V přı́padě, že by ω bylo rovné nule, jednalo by se o přı́pad AR(1) s pevným
koeficientem z minulé kapitoly.
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5.1 Odhad náhodného koeficientu a jeho vlastnosti

Pro odhad parametru ϕ opět použijeme metodu maximálnı́ věrohodnosti.
Předpokládejme, že platı́ (B1)-(B5) a že rozptyly σ2

i , i = 1, . . . , N , a ω2 jsou
známé. Logaritmická věrohodnostnı́ funkce podmı́něná G0 potom bude mı́t
tvar

l(ϕ) = −1

2

[

NT log(2π) +
N
∑

i=1

T
∑

t=1

log(σ2
i + ω2X2

i,t−1) +
N
∑

i=1

T
∑

t=1

(Xit − ϕXi,t−1)
2

σ2
i + ω2X2

i,t−1

]

.

Maximalizacı́ této funkce dostaneme maximálně věrohodný odhad

ϕ̃ =

∑N

i=1

∑T

t=1
XitXi,t−1

σ2

i
+ω2X2

i,t−1

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ2

i
+ω2X2

i,t−1

= ϕ+

1
NT

∑N

i=1

∑T

t=1
uitXi,t−1

σ2

i
+ω2X2

i,t−1

1
NT

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ2

i
+ω2X2

i,t−1

. (5.6)

Asymptotická nestrannost

Nynı́ ukážeme, že tento odhad je asymptoticky nestranným odhadem
parametru ϕ při T → ∞ a pevném N . Označme w(Xit) = σ2

i +ω2X2
it a označme

také čitatele a jmenovatele zlomku na pravé straně předchozı́ho výrazu (5.6):

W
(NT )
1 =

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

uitXi,t−1

w(Xi,t−1)
,

W
(NT )
2 =

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

X2
i,t−1

w(Xi,t−1)
.

Stejně jako v Kapitole 4 budeme při dokazovánı́ nestrannosti postupovat tak,

že ukážeme, že jmenovatel W
(NT )
2 konverguje podle pravděpodobnosti k ne-

nulové hodnotě a že střednı́ hodnota čitatele W
(NT )
1 je rovna nule. Následně

použijeme Sluckého větu A.11.
Již vı́me, že pro každé i je řada {Xit, t ∈ N0} stacionárnı́ a ergodická. Dı́ky

větě o ergodicitě funkcı́ A.9 proto platı́:

1

T

T
∑

t=1

X2
i,t−1

w(Xi,t−1)

p−→ E

(

X2
i0

w(Xi0)

)

, T → ∞, (5.7)
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tudı́ž pro T → ∞ a N pevné máme

W
(NT )
2

p−→ 1

N

N
∑

i=1

E

(

X2
i0

w(Xi0)

)

> 0. (5.8)

Pro střednı́ hodnotu W
(NT )
1 platı́

EW
(NT )
1 =

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

E

(

E

[

Xi,t−1

w(Xi,t−1)
(bitXi,t−1 + eit)

∣

∣

∣

∣

Gt−1

])

(5.9)

=
1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

E

(

X2
i,t−1

w(Xi,t−1)
· E [bit|Gt−1] +

Xi,t−1

w(Xi,t−1)
· E [eit|Gt−1]

)

= 0,

což ve spojenı́ s výsledkem (5.8) podle Sluckého věty znamená, že odhad ϕ̃ je
skutečně asymptoticky nestranným odhadem ϕ.

Konzistence

Podobně za použitı́ A.5 dokážeme konzistenci odhadu ϕ̃ při T → ∞ a

pevném N . Ukážeme, že rozptyl W
(NT )
1 konverguje k nule při T → ∞. Potom

již opět stačı́ aplikovat Sluckého větu.

Rozptyl W
(NT )
1 za využitı́ nezávislosti průřezů vyjádřı́me jako

var W
(NT )
1 = E(W

(NT )
1 )2 =

1

N2T 2

N
∑

i=1

T
∑

t=1

E

(

X2
i,t−1

w(Xi,t−1)
2 · E

[

u2
it|Gt−1

]

)

=
1

N2T 2

N
∑

i=1

T
∑

t=1

E

(

X2
i,t−1

w(Xi,t−1)
2 · w(Xi,t−1)

)

=
1

N2T
·

N
∑

i=1

E

(

X2
i0

w(Xi0)

)

T→∞−→ 0, (5.10)

z čehož opět ve spojenı́ s výsledkem (5.8) podle výše uvedených vět plyne
konzistence odhadu ϕ̃. Podobně jako v Kapitole 4 se dokonce jedná o konzis-

tenci typu
√
T (ϕ̃− ϕ) = OP (1).
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Asymptotická normalita

Ukážeme ještě, že odhad ϕ̃ má při pevném N a T → ∞ asymptoticky
normálnı́ rozdělenı́, přičemž stačı́ tuto vlastnost dokázat pouze pro čitatel
zlomku na pravé straně

ϕ̃− ϕ =

1
NT

∑N

i=1

∑T

t=1
uitXi,t−1

σ2

i
+ω2X2

i,t−1

1
NT

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ2

i
+ω2X2

i,t−1

.

K tomu použijeme centrálnı́ limitnı́ větu pro ergodické a stacionárnı́ martinga-
lové diference A.14. Pro celý zlomek pak dostaneme asymptotickou normalitu
opět na základě použitı́ Sluckého věty.

Označme

Uit =
uitXi,t−1

σ2
i + ω2X2

i,t−1

=
(Xit − ϕXi,t−1)Xi,t−1

σ2
i + ω2X2

i,t−1

.

Uit, t = 1, . . . , T , je zřejmě pro každé i = 1, . . . , N posloupnost martinga-
lových diferencı́, které jsou stacionárnı́ a ergodické. Tyto posloupnosti jsou
přes i = 1, . . . , N nezávislé a N je pevné a konečné. Dále platı́

EU2
it = E

[

X2
i,t−1

w(Xi,t−1)
2E(u

2
it|Gt−1)

]

= E

(

X2
i,t−1

w(Xi,t−1)

)

.

Z nezávislosti konečného počtu průřezů pak podle Věty A.14 pro pevné
N máme

√
T

N
∑

i=1

T
∑

t=1

Uit
D−→ N

(

0,
1

N2

N
∑

i=1

E

(

X2
i0

w(Xi0)

)

)

, T → ∞,

a aplikacı́ Sluckého věty za použitı́ (5.8) opět pro pevné N dostaneme

√
T (ϕ̃− ϕ)

D−→ N



0,
1

∑N

i=1 E
(

X2

i0

w(Xi0)

)



 , T → ∞.

Shrňme tyto výsledky v následujı́cı́ větě:
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Věta 5.1. Za předpokladů (B1)-(B5) má odhad metodou maximálnı́ věrohodnosti
parametru ϕ v modelu (5.1) tvar

ϕ̃ =

∑N

i=1

∑T

t=1
XitXi,t−1

σ2

i
+ω2X2

i,t−1

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ2

i
+ω2X2

i,t−1

.

Tento odhad je asymptoticky nestranným a
√
T -konzistentnı́m odhadem parametru ϕ

při T → ∞ a pevném N . Navı́c platı́

√
T (ϕ̃− ϕ)

D−→ N



0,
1

∑N

i=1 E
(

X2

i0

w(Xi0)

)



 , T → ∞.

Kdybychom si znovu prošli způsob odvozenı́ těchto vlastnostı́, podobně
jako v Kapitole 4 zjistı́me, že ani zde nenı́ třeba předpoklad normality.
Uvažujme tedy alternativnı́ předpoklady:

(B1*) {eit, t ∈ N} jsou pro každé i = 1, . . . , N nezávislé stejně rozdělené
náhodné veličiny s nulovou střednı́ hodnotou a s nenulovým a konečným
rozptylem σ2

i a s Ee4it < ∞;

(B2*) {bit, t ∈ N} jsou pro každé i = 1, . . . , N nezávislé stejně rozdělené
náhodné veličiny s nulovou střednı́ hodnotou s nenulovým a konečným
rozptylem ω2 a s Eb4it < ∞.

Pak můžeme přeformulovat větu 5.1 následovným způsobem:

Věta 5.2. Za předpokladů (B1*), (B2*), (B3)-(B5) je odhad

ϕ̃ =

∑N

i=1

∑T

t=1
XitXi,t−1

σ2

i
+ω2X2

i,t−1

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ2

i
+ω2X2

i,t−1

parametru ϕ v modelu (5.1) asymptoticky nestranným a
√
T -konzistentnı́m odhadem

tohoto parametru, jestliže T → ∞ a N je pevné. Platı́ také

√
T (ϕ̃− ϕ)

D−→ N



0,
1

∑N

i=1 E
(

X2

i0

w(Xi0)

)



 , T → ∞.
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5.2 Odhad komponent rozptylu

Při konstrukci podmı́něného maximálně věrohodného odhadu ϕ̃ jsme
předpokládali, že známe rozptyly σ2

i , i = 1, . . . , N , a ω2. Pokud tomu tak nenı́,
lze namı́sto nich použı́t jejich odhady. Při jejich odvozenı́ nejprve použijeme
metodu nejmenšı́ch čtverců, jejı́ž pomocı́ nalezneme alternativnı́ odhad ϕ.
To vše za předpokladů (B1)-(B5). Tento alternativnı́ odhad pak dále použijeme
pro vlastnı́ odhady rozptylů.

Odhad ϕ metodou nejmenšı́ch čtverců a jeho vlastnosti

Hledáme tedy nejdřı́ve takový odhad parametru ϕ, který minimalizuje

S(ϕ) =
N
∑

i=1

T
∑

t=1

(Xit − ϕXi,t−1)
2,

což je

ϕ̃LS =

∑N

i=1

∑T

t=1XitXi,t−1
∑N

i=1

∑T

t=1X
2
i,t−1

= ϕ+

∑N

i=1

∑T

t=1 uitXi,t−1
∑N

i=1

∑T

t=1X
2
i,t−1

. (5.11)

Tento odhad má podobné vlastnosti jako maximálně věrohodný odhad,
což shrnuje následujı́cı́ věta:

Věta 5.3. Za předpokladů (B1)-(B5) je odhad

ϕ̃LS =

∑N

i=1

∑T

t=1 XitXi,t−1
∑N

i=1

∑T

t=1X
2
i,t−1

parametru ϕ v modelu (5.1) asymptoticky nestranným a
√
T -konzistentnı́m odhadem

tohoto parametru při T → ∞ a pevném N . Dále platı́

√
T (ϕ̃− ϕ)

D−→ N






0,

∑N

i=1 E (X2
i0w(Xi0))

(

∑N

i=1 EX
2
i0

)2






, T → ∞.

Důkaz. Pro důkaz stačı́ zopakovat týž postup jako u ϕ̃ (viz (5.7) - (5.10)) s tı́m,
že se mı́sto Xi,t−1/w(Xi,t−1) počı́tá pouze s Xi,t−1. Nastı́nı́me alespoň hlavnı́
body:
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Jmenovatel pravé strany výrazu

ϕ̃LS − ϕ =
1

NT

∑N

i=1

∑T

t=1 uitXi,t−1

1
NT

∑N

i=1

∑T

t=1 X
2
i,t−1

.

konverguje při T → ∞ dı́ky ergodicitě podle pravděpodobnosti ke

1

N

N
∑

i=1

EX2
i0 =

1

N

N
∑

i=1

σ2
i

1− ϕ2 − ω2
> 0.

Pro čitatel téhož zlomku platı́

E
1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

uitXi,t−1 =
1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

E (Xi,t−1E [uit|Gt−1]) = 0

a

var

(

1

NT

N
∑

i=1

T
∑

t=1

uitXi,t−1

)

=
1

N2T 2

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(

EX2
i,t−1E

[

u2
it|Gt−1

])

=
1

N2T

N
∑

i=1

E (Xi0w(Xi0))
T→∞−→ 0,

z čehož při využitı́ Sluckého věty vyplývá
√
T -konzistence a asymptotická

nestrannost.
Při důkazu asymptotické normality lze pak postupovat stejně jako

na str. 52.

Z důkazu také plyne, že tytéž vlastnosti můžeme odvodit i
bez předpokladu normality:

Věta 5.4. Za předpokladů (B1*), (B2*), (B3)-(B5) je odhad

ϕ̃LS =

∑N

i=1

∑T

t=1 XitXi,t−1
∑N

i=1

∑T

t=1X
2
i,t−1

parametru ϕ v modelu (5.1) asymptoticky nestranným a
√
T -konzistentnı́m odhadem

tohoto parametru při T → ∞ a pevném N . Platı́ také

√
T (ϕ̃− ϕ)

D−→ N






0,

∑N

i=1 E (X2
i0w(Xi0))

(

∑N

i=1 EX
2
i0

)2






.
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Odhad rozptylů ω2 a σ2
i

Odhad ϕ̃LS nynı́ použijeme k odhadu reziduı́:

ũit = Xit − ϕ̃LSXi,t−1.

Dále budeme vycházet z postupu v práci Vaněček (2007, str. 15) a
využijeme vlastnosti (5.5), tj. E[u2

it|Gt−1] = σ2
i + ω2X2

i,t−1. Za předpokladu, že
{X2

it, t ∈ N0}, i = 1, . . . , N , nejsou konstantnı́ řady, můžeme neznámé rozptyly
odhadnout z lineárnı́ regrese

ũ2
it = σ2

i + ω2X2
i,t−1 + νit, (5.12)

kde νit, i = 1, . . . , N , t = 1, . . . , T , je (přibližně) bı́lý šum. Metodou nejmenšı́ch
čtverců nynı́ snadno zı́skáme odhady všech N + 1 koeficientů v (5.12):

ω̃2 =

∑N

i=1

∑T

t=1(ũ
2
it − σ̃2

i )X
2
i,t−1

∑N

i=1

∑T

t=1 X
4
i,t−1

, (5.13)

σ̃2
i =

∑T

t=1 ũ
2
it

T
− ω̃2

∑T

t=1 X
2
i,t−1

T
, i = 1, . . . , N. (5.14)

Ty můžeme dále upravit dosazenı́m (5.14) do (5.13). Pak je

ω̃2 =

∑N

i=1

∑T

t=1 ũ
2
itX

2
i,t−1 −

∑N

i=1

(

∑T

t=1 ũ
2
it

1
T

∑T

t=1 X
2
i,t−1

)

∑N

i=1

∑T

t=1 X
4
i,t−1 −

∑N

i=1

(

∑T

t=1X
2
i,t−1

)2

=

∑N

i=1

∑T

t=1 ũ
2
it

(

X2
i,t−1 −X2

i

)

∑N

i=1

∑T

t=1(X
2
i,t−1 −X2

i )
2

=

∑N

i=1

∑T

t=1 (Xit − ϕ̃LSXi,t−1)
2
(

X2
i,t−1 −X2

i

)

∑N

i=1

∑T

t=1(X
2
i,t−1 −X2

i )
2

, (5.15)

kde

X2
i =

1

T

T
∑

t=1

X2
i,t−1, i = 1, . . . , N.

Podobně můžeme zapsat

σ̃2
i =

1

T

T
∑

t=1

(Xit − ϕ̃LSXi,t−1)
2 − ω̃2X2

i , i = 1, . . . , N. (5.16)
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Konzistence odhadů rozptylů

Tyto odhady rozptylů ω2 a σ2
i , i = 1, . . . , N , jsou

√
T -konzistentnı́

(při pevném N ), což lze ukázat postupem navrženým v práci Schick (1996,
Věta 3), přizpůsobeným našı́ situaci panelových modelů. Nejprve ukážeme
nenulovost následujı́cı́ho rozptylu:

var(X2
it) = var [(ϕ+ bit)Xi,t−1 + eit]

2

= var
[

(ϕ+ bit)
2X2

i,t−1 + 2(ϕ+ bit)Xi,t−1eit + e2it
]

= (ϕ4 + 4ϕ2ω2 + 3ω4)varX2
i,t−1 +

4σ4
i (ϕ

2 + ω2)

1− ϕ2 − ω2
+ 3σ4

i > 0,

kde využı́váme vlastnosti čtvrtých momentů normálnı́ho rozdělenı́:

E(bit − Ebit)
4

(var bit)2
− 3 = 0

tj. Eb4it = 3(var bit)
2 (5.17)

a analogicky pro eit. Označme

γi = var(X2
i0),

pak platı́

cov(X2
i0, w(Xi0)) = cov(X2

i0, σ
2
i + ω2X2

i0) = ω2γi,

takže za použitı́ Vět A.8 a A.9 dostáváme pro pevné N a T → ∞

ANT =
1

T

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(Xit − ϕXi,t−1)
2
(

X2
i,t−1 −X2

i

)

p−→
N
∑

i=1

(

Eu2
i1X

2
i0 − Eu2

i1EX
2
i0

)

=

=
N
∑

i=1

(

E
[

X2
i0 · E

(

u2
i1|G0

)]

− EX2
i0 · E

[

E
(

u2
i1|G0

)])

=
N
∑

i=1

cov(X2
i0, w(Xi0)) = ω2

N
∑

i=1

γi,

BNT =
1

T

N
∑

i=1

T
∑

t=1

Xi,t−1 (Xit − ϕXi,t−1)
(

X2
i,t−1 −X2

i

)

p−→
N
∑

i=1

{

E
[

X3
i0 · E (ui1|G0)

]

− EX2
i0 · E [Xi0 · E (ui1|G0)]

}

= 0,
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CNT =
1

T

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(X2
i,t−1 −X2

i )
2 p−→

N
∑

i=1

var(X2
i0) =

N
∑

i=1

γi.

Toho využijeme k důkazu konzistence:

ω̃2 =

1
T

∑N

i=1

∑T

t=1 [(Xit − ϕXi,t−1)− (ϕ̃LS − ϕ)Xi,t−1]
2
(

X2
i,t−1 −X2

i

)

1
T

∑N

i=1

∑T

t=1(X
2
i,t−1 −X2

i )
2

=
ANT − 2(ϕ̃LS − ϕ)BNT + (ϕ̃LS − ϕ)2CNT

CNT

p−→ ω2, T → ∞,

nebot’ ϕ̃LS je
√
T -konzistentnı́m odhadem ϕ. Z ergodické věty potom také

máme

σ̃2
i

p−→ σ2
i + ω2 · E(X2

i0)− ω2 · E(X2
i0) = σ2

i , T → ∞.

Odhady ω a σ2
i , i = 1, . . . , N , jsou tedy skutečně

√
T -konzistentnı́. Po jejich

dosazenı́ do (5.6) dostáváme odhad

ϕ̃ML =

∑N

i=1

∑T

t=1
XitXi,t−1

σ̃2

i
+ω̃2X2

i,t−1

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ̃2

i
+ω̃2X2

i,t−1

= ϕ+

∑N

i=1

∑T

t=1
uitXi,t−1

σ̃2

i
+ω̃2X2

i,t−1

∑N

i=1

∑T

t=1

X2

i,t−1

σ̃2

i
+ω̃2X2

i,t−1

. (5.18)

Právě odvozené výsledky můžeme opět shrnout do následujı́cı́ věty:

Věta 5.5. Za předpokladů (B1)-(B5), při pevném N a T → ∞ jsou odhady

ω̃2 =

∑N

i=1

∑T

t=1 (Xit − ϕ̃LSXi,t−1)
2
(

X2
i,t−1 −X2

i

)

∑N

i=1

∑T

t=1(X
2
i,t−1 −X2

i )
2

,

σ̃2
i =

1

T

T
∑

t=1

(Xit − ϕ̃LSXi,t−1)
2 − ω̃2X2

i , i = 1, . . . , N,

kde

ϕ̃LS =

∑N

i=1

∑T

t=1XitXi,t−1
∑N

i=1

∑T

t=1X
2
i,t−1

,

√
T -konzistentnı́mi odhady parametrů ω2 a σ2

i , i = 1, . . . , N .
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Je dobré si uvědomit, že i zde k obdobným závěrům dojdeme i
bez předpokladu normality:

Věta 5.6. Předpokládejme, že platı́ (B1*), (B2*), (B3)-(B5) a necht’ EX4
it < ∞,

i = 1, . . . , N , t = 1, . . . , T . Pak jsou odhady

ω̃2 =

∑N

i=1

∑T

t=1 (Xit − ϕ̃LSXi,t−1)
2
(

X2
i,t−1 −X2

i

)

∑N

i=1

∑T

t=1(X
2
i,t−1 −X2

i )
2

,

σ̃2
i =

1

T

T
∑

t=1

(Xit − ϕ̃LSXi,t−1)
2 − ω̃2X2

i , i = 1, . . . , N,

kde

ϕ̃LS =

∑N

i=1

∑T

t=1XitXi,t−1
∑N

i=1

∑T

t=1X
2
i,t−1

,

√
T -konzistentnı́mi odhady parametrů ω2 a σ2

i , i = 1, . . . , N .

5.3 Test náhodnosti koeficientů

Přirozenou otázkou je, zda-li je v daném přı́padě skutečně třeba uvažovat
náhodné koeficienty, nebo zda je dostatečně vhodný model s pevným
koeficientem z Kapitoly 4. Tato otázka vede přı́mo k testovánı́ hypotézy

H0 : ω
2 = 0,

H1 : ω
2 > 0.

Při zamı́tnutı́ H0 bychom se přiklonili k použitı́ náhodných koeficientů, při ne-
zamı́tnutı́ potom k použitı́ pevného koeficientu.

Pro konstrukci testu této hypotézy předpokládejme (B1)-(B5) a uvažujme
N pevné. Dále použijeme rozklad ω̃ ze str. 57:

ω̃2 =
ANT − 2(ϕ̃LS − ϕ)BNT + (ϕ̃LS − ϕ)2CNT

CNT

.
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Upravme

ANT =
1

T

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(bitXi,t−1 + eit)
2
(

X2
i,t−1 −X2

i

)

=
1

T

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(

b2it − Eb2it
)

X2
i,t−1

(

X2
i,t−1 −X2

i

)

+
1

T

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(

e2it − Ee2it
)

(

X2
i,t−1 −X2

i

)

+
1

T

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(

X2
i,t−1Eb

2
it + Ee2it

)

(

X2
i,t−1 −X2

i

)

+ 2
1

T

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(bitXi,t−1eit)
(

X2
i,t−1 −X2

i

)

.

Nynı́ se zaměřme na každý člen pravé strany zvlášt’:

I
(iT )
1 =

1

T

T
∑

t=1

(

b2it − Eb2it
)

X2
i,t−1

(

X2
i,t−1 −X2

i

)

je průměrem stacionárnı́ a ergodické posloupnosti martingalových diferencı́,
přičemž za využitı́ (5.17)

E
[

(

b2it − ω2
)

X2
i,t−1

(

X2
i,t−1 −X2

i

)]2

= 2ω4E
[

X4
i0

(

X2
i0 − EX2

i0

)2
]

.

Můžeme proto použı́t větu A.14, podle které

√
TI

(iT )
1

D−→ N
(

0, 2ω4E
[

X4
i0

(

X2
i0 − EX2

i0

)2
])

, T → ∞.

Totéž můžeme provést pro

I
(iT )
2 =

1

T

T
∑

t=1

(

e2it − σ2
i

)

(

X2
i,t−1 −X2

i

)

a dostaneme
√
TI

(iT )
2

D−→ N
(

0, 2σ4
i varX

2
i0

)

, T → ∞.
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A konečně platı́ také

√
TI

(iT )
3 =

1√
T

T
∑

t=1

(bitXi,t−1eit)
(

X2
i,t−1 −X2

i

)

D−→

D−→ N
(

0, ω2σ2
iE
[

X2
i0

(

X2
i0 − EX2

i0

)2
])

, T → ∞,

podle téže věty.
Pro zbývajı́cı́ člen na pravé straně rozkladu ANT pak platı́

I iT4 =
1

T

T
∑

t=1

(

ω2X2
i,t−1 + σ2

i

)

(

X2
i,t−1 −X2

i

)

= ω2 1

T

T
∑

t=1

(

X2
i,t−1 −X2

i

)2

.

Pokud spojı́me tyto výsledky s těmi na str. 57 a použijeme Sluckého větu,
pak vzhledem k nezávislosti průřezů dostaneme při pevném N

√
T (ω̃2 − ω2)

D−→ N(0, VN ) , T → ∞,

kde

VN =
2ω4

∑N

i=1 E
[

X4
i0 (X

2
i0 − EX2

i0)
2
]

+ 2
∑N

i=1 σ
4
i varX

2
i0

(

∑N

i=1 varX
2
i0

)2

+
4
∑N

i=1 ω
2σ2

iE
[

X2
i0 (X

2
i0 − EX2

i0)
2
]

(

∑N

i=1 varX
2
i0

)2 . (5.19)

Nynı́ můžeme odvodit rozdělenı́ ω̃2 za platnosti H0 : ω
2 = 0:

√
T ω̃2 asymp.,H0∼ N






0,

2
∑N

i=1 σ
4
i varX

2
i0

(

∑N

i=1 varX
2
i0

)2






.

Neznámé střednı́ hodnoty a rozptyly pak můžeme odhadnout přı́slušnými
průměry, které, jak jsme již ukázali dřı́ve, jsou dı́ky ergodicitě konzistentnı́mi
odhady těchto střednı́ch hodnot. Podobně v přı́padě neznámých rozptylů
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nahradı́me σ2
i konzistentnı́m odhadem σ̃2

i . Dı́ky konzistenci těchto odhadů
zůstává podle Sluckého věty zachována asymptotická normalita:

√
T ω̃2

√

2
∑N

i=1
σ̃4

i
1

T

∑T
t=1(X2

i,t−1
− 1

T

∑T
t=1

X2

i,t−1)
2

(

∑N
i=1

1

T

∑T
t=1(X2

i,t−1
− 1

T

∑T
t=1

X2

i,t−1)
2
)2

asymp.,H0∼ N(0, 1) .

Pomocı́ této statistiky můžeme nulovou hypotézu H0 : ω2 = 0 testovat -
zamı́tneme ji na asymptotické hladině α, jestliže

√
T ω̃2

√

2
∑N

i=1
σ̃4

i
1

T

∑T
t=1(X2

i,t−1
− 1

T

∑T
t=1

X2

i,t−1)
2

(

∑N
i=1

1

T

∑T
t=1(X2

i,t−1
− 1

T

∑T
t=1

X2

i,t−1)
2
)2

≥ u1−α, (5.20)

kde u1−α je (1− α)-kvantil normovaného normálnı́ho rozdělenı́.

Následujı́cı́ věta shrnuje odvozené poznatky o rozdělenı́ ω̃2:

Věta 5.7. Za předpokladů (B1)-(B5) a pevného N pro odhad rozptylu ω2 tvaru

ω̃2 =

∑N

i=1

∑T

t=1 (Xit − ϕ̃LSXi,t−1)
2
(

X2
i,t−1 −X2

i

)

∑N

i=1

∑T

t=1

(

X2
i,t−1 −X2

i

)2 ,

kde

ϕ̃LS =

∑N

i=1

∑T

t=1XitXi,t−1
∑N

i=1

∑T

t=1X
2
i,t−1

,

platı́

√
T (ω̃2 − ω2)

D−→ N(0, VN ) , T → ∞,

kde VN je tvaru (5.19).

Větu i zde můžeme zformulovat bez předpokladů normality, pokud ošetřı́me
konečnost vyššı́ch momentů Xit.
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Věta 5.8. Předpokládejme, že platı́ (B1*), (B2*), (B3)-(B5) a necht’ platı́ EX8
it < ∞,

i = 1, . . . , N , t = 1, . . . , T . Pak pro odhad

ω̃2 =

∑N

i=1

∑T

t=1 (Xit − ϕ̃LSXi,t−1)
2
(

X2
i,t−1 −X2

i

)

∑N

i=1

∑T

t=1(X
2
i,t−1 −X2

i )
2

,

kde

ϕ̃LS =

∑N

i=1

∑T

t=1XitXi,t−1
∑N

i=1

∑T

t=1X
2
i,t−1

,

při pevném N platı́

√
T (ω̃2 − ω2)

D−→ N(0, V ∗
N ) , T → ∞,

kde

V ∗
N =

∑N

i=1 var b
2
i0E
[

X4
i0 (X

2
i0 − EX2

i0)
2
]

+
∑N

i=1 vare
2
i0varX

2
i0

(

∑N

i=1 varX
2
i0

)2

+
4
∑N

i=1 ω
2σ2

iE
[

X2
i0 (X

2
i0 − EX2

i0)
2
]

(

∑N

i=1 varX
2
i0

)2 .

5.4 Aplikace na simulovaná data

Pro ilustraci výše uvedených poznatků použijeme tyto výsledky k odhadu
parametrů simulovaných AR(1) procesů s náhodným koeficientem. Pro tyto
účely jsme (v prostředı́ R) vygenerovali soubor panelových dat o 10 průřezech
a 500 časových pozorovánı́ tak, že v každém průřezu byla data generována
jako AR(1) proces s náhodným koeficientem, který má normálnı́ rozdělenı́ se
střednı́ hodnotou ϕ = 0, 5 a rozptylem ω2 = 0, 6. Je tedy splněna podmı́nka
stacionarity (5.2): ϕ2 + ω2 = 0, 25 + 0, 6 = 0, 85 < 1.

Zvolené rozptyly reziduálnı́ch složek pro jednotlivé průřezy, které jsou
stejné jako v Kapitole 4, jsou uvedeny v Tabulce 5.1. Pro σ2

1 je proces znázorněn
na Obr. 5.1. Pro rezidua také uvažujeme normálnı́ rozdělenı́.

Podle (5.6), (5.11), (5.18) a (5.15) odhadneme

ϕ̃ = 0, 4888, ϕ̃LS = 0, 4565, ϕ̃ML = 0, 4794, ω̃2 = 0, 3120.
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Obrázek 5.1: AR(1) proces s náhodným koeficientem, ϕ = 0, 5, ω2 = 0, 6,
σ2
i = 1.

Podobně jako v Kapitole 4 jsme ϕ̂ mohli vypočı́st dı́ky daným rozptylům,
zatı́mco při výpočtu ϕ̂ML použı́váme jejich odhady podle (5.16), které jsou
také uvedeny v Tabulce 5.1.

σ2

1
σ2

2
σ2

3
σ2

4
σ2

5
σ2

6
σ2

7
σ2

8
σ2

9
σ2

10

skutečné hodnoty 1, 00 2, 00 1, 50 0, 50 0, 90 1, 70 3, 00 1, 10 0, 20 0, 80
odhady 1, 38 3, 12 2, 63 1, 11 2, 13 2, 75 6, 00 2, 45 0, 76 1, 40

Tabulka 5.1: Skutečné hodnoty rozptylů σ2
i a jejich odhady v AR(1)

s náhodným koeficientem.

Z výsledků je vidět, že pokud využijeme alespoň přibližné znalosti
rozptylů, obvykle dostaneme přesnějšı́ odhad skutečného koeficientu. Od-
hady rozptylů jsou však v tomto přı́padě poměrně nepřesné, jak můžeme po-
rovnat v Tabulce 5.1.

Pro srovnánı́ ještě uved’me, že kdybychom zanedbali náhodnost
koeficientu (tj. uvažovali bychom pevný koeficient a metody pro jeho odhad,
pokud je ve skutečnosti koeficient náhodný), dostali bychom méně přesné od-
hady

ϕ̂ = 0, 4487, ϕ̂LS = ϕ̃LS = 0, 4565, ϕ̂ML = 0, 4441.
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5.5 Přı́klad

Navažme na přı́klad z kapitoly 4.5, kde jsme odhadovali pevný koeficient
autoregresnı́ho panelového modelu pro soubor dat sestávajı́cı́ z hodnot me-
ziročnı́ch procentnı́ch přı́růstků HDP z let 1991-2012 zemı́ OECD. Nynı́
pro stejný soubor dat (po téže úpravě jako ve (4.18)) budeme uvažovat model
s náhodným koeficientem, tedy

HDP ∗
it = (ϕ+ bit)HDP ∗

i,t−1 + eit, i = 1, . . . , 31, t = 1, . . . , 22.

V tomto přı́padě chceme odhadnout nejen parametr ϕ a rozptyly reziduı́
σ2
i , ale i rozptyl ω2 náhodné složky bit. Použitı́m vzorců odvozených v této

kapitole, konkrétně (5.6), (5.15) a (5.16), dostaneme odhady ϕ̃ = 0, 40 a ω̃2 =
0, 10. Odhady rozptylů uvádı́me v Tabulce 5.2.

Země Rozptyl Země Rozptyl Země Rozptyl

Austrálie 2, 77 Japonsko 4, 50 Rakousko 2, 38

Belgie 2, 54 Kanada 2, 32 Řecko 3, 99

Česká republika 6, 66 Korea 12, 42 Slovinsko 8, 32

Dánsko 5, 37 Lucembursko 6, 82 Španělsko 3, 09

Finsko 3, 98 Mexiko 11, 70 Švédsko 6, 19

Francie 7, 94 Německo 1, 88 Švýcarsko 1, 82
Chile 7, 35 Nizozemsko 2, 80 Turecko 25, 67
Irsko 9, 80 Norsko 1, 80 USA 2, 18
Island 8, 90 Nový Zéland 2, 78 Velká Británie 2, 54
Itálie 3, 34 Polsko 1, 90
Izrael 4, 63 Portugalsko 4, 00

Tabulka 5.2: Odhady rozptylů σ2
i v modelu s náhodným koeficientem.

Na Obr. 5.2 je znázorněn grafický přehled vývoje růstu HDP pro vy-
brané země v porovnánı́ s jeho odhady zı́skané pomocı́ ϕ̃ML následovným
způsobem:

ĤDP
∗
i1 = HDP ∗

i1,

ĤDP
∗
it = ϕ̃MLHDP ∗

i,t−1, t = 2, . . . , 22.

Nynı́ je přirozenou otázkou, zda-li je nutné uvažovat náhodný koeficient.
Otestujme tedy podle výsledků kapitoly 5.3 odhad ω̃2. Hodnota testové sta-
tistiky (5.20) je 0, 14, přičemž 95%-kvantil normovaného normálnı́ho rozdělenı́
má hodnotu 1, 64. Na (asymptotické) hladině α = 0, 05 tak nezamı́táme nulo-
vou hypotézu o nulovém rozptylu ω2.
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Obrázek 5.2: Porovnánı́ skutečného vývoje (černě) a odhadnutého vývoje (ze-
leně) růstu HDP (po odečtenı́ průměru) ve vybraných zemı́ch mezi roky 1991-
2012. Vývoj je odhadnut na základě modelu AR(1) s náhodným koeficientem.

Podle těchto výsledků můžeme usoudit, že náhodná složka koeficientu
ϕit nenı́ významná. Proto bychom se v tomto přı́padě měli přiklonit spı́še
k (jednoduššı́mu) modelu s nenáhodným koeficientem. Všimněme si, že i
v grafických záznamech na Obr. 4.2 a 5.2 dostáváme velice podobné odhady
růstu HDP. Pokud však porovnáme tyto obrázky s Obr. 3.1 je zřejmé a jistě ne
překvapujı́cı́, že v tomto přı́padě nejkvalitnějšı́ odhady dostaneme za použitı́
vhodných regresorů.
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Kapitola 6

Závěr

V této práci jsme se zabývali základnı́mi koncepty modelovánı́ panelových
dat s nezávislými průřezy. V prvnı́ části práce jsme shrnuli již známé postupy
při odhadovánı́ parametrů modelů komponentnı́ch chyb. Zejména jsme se
soustředili na jednoduchý model komponentnı́ch chyb s individuálnı́mi
efekty.

Nejprve jsme tyto efekty považovali za pevné parametry a popsali
jsme vybrané postupy při jejich odhadovánı́ společně s ostatnı́mi koefici-
enty regrese či rozptylem reziduálnı́ složky. Následně jsme uvažovali efekty
náhodné a za tohoto předpokladu jsme uvedli odhady ostatnı́ch para-
metrů. V práci je ukázána konzistence vybraných odhadů. Tuto problematiku
jsme doplnili popisem hlavnı́ myšlenky Hausmanova specifikačnı́ho testu
pro rozlišenı́ mezi náhodnými a pevnými efekty a stručným nástinem metod
pro oboustranné modely komponentnı́ch chyb.

Ve druhé části práce jsme přesunuli pozornost od statických modelů
k dynamickým autoregresnı́m modelům prvnı́ho řádu pro panelová data.
V Kapitole 4 jsme se zabývali AR(1) modelem s pevným koeficientem.
Odvodili jsme za předpokladu normálnı́ho rozdělenı́ reziduı́ maximálně
věrohodný odhad a odhad metodou nejmenšı́ch čtverců tohoto parametru,
a také maximálně věrohodné odhady rozptylů reziduálnı́ch složek. Zároveň
jsme studovali vlastnosti těchto odhadů, zejména jejich asymptotickou ne-
strannost, konzistenci a asymptotickou normalitu. Zjistili jsme také, že tyto
vlastnosti zůstávajı́ v platnosti i při vypuštěnı́ předpokladu normality. Použitı́
AR(1) modelu s pevným koeficientem jsme ilustrovali na simulovaných i
reálných datech.

V Kapitole 5 jsme představili autoregresnı́ model prvnı́ho řádu
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s náhodným koeficientem. Za předpokladu normálnı́ho rozdělenı́ tohoto
koeficientu i reziduálnı́ch složek jsme opět odvodili maximálně věrohodný
odhad a odhad metodou nejmenšı́ch čtverců koeficientu. Při odhadu kompo-
nent rozptylů pomocı́ lineárnı́ regrese jsme navázali na práci Vaněčka (2007),
kdy jsme tento koncept rozšı́řili na panelová data. Dále jsme podrobně studo-
vali chovánı́ vybraných odhadů a ukázali jsme jejich konzistenci a asympto-
tickou normalitu, a to i při vynechánı́ předpokladu o normálnı́m rozdělenı́
náhodného koeficientu a reziduı́. Na základě těchto vlastnostı́ jsme navrhli
test náhodnosti koeficientu autoregresnı́ho modelu. V závěru kapitoly jsme
ilustrovali použitı́ AR(1) modelu s náhodným koeficientem na simulovaných
i reálných datech.

Z aplikacı́ na simulovaná data se dá usoudit, že maximálně věrohodné od-
hady koeficientu AR(1) modelu, založené na předpokladu normality reziduı́,
resp. náhodného koeficientu, obvykle dávajı́ lepšı́ výsledky než odhady me-
todou nejmenšı́ch čtverců. Jsme si však vědomi, že v tomto ohledu je zde stále
prostor pro podrobnějšı́ simulačnı́ studii.

Jako námět pro dalšı́ výzkum také může sloužit rozšı́řenı́ autoregresnı́ch
modelů pro panelová data i na vyššı́ řády, jak s pevnými, tak s náhodnými
koeficienty, či zpracovánı́ problematiky dynamických modelů za současného
použitı́ nezávisle proměnných.
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Přı́loha A

Pomocná tvrzenı́

Definice A.1 (Kroneckerův součin). Necht’ A = (aij)
M,N
i=1,j=1 je matice m×n a B je

matice p×q. Pak jejich Kroneckerův součin A⊗B je definován jako matice o velikosti
mp× nq:

A⊗B =





a11B . . . a1nB
. . . . . . . . .

am1B . . . amnB



 .

Definice A.2 (Konvergence náhodných veličin). Necht’ Xn, n ∈ N0, je posloup-
nost reálných náhodných veličin s distribučnı́ funkcı́ Fn a X je reálná náhodná
veličina s distribučnı́ funkcı́ F . Pak

(i) řekneme, že Xn konverguje k X podle pravděpodobnosti, jestliže
limn→∞ P(|Xn −X| > ε) = 0 pro každé ε > 0. Značı́ se plimn→∞Xn = X

nebo také Xn
p−→ X , n → ∞;

(ii) řekneme, že Xn konverguje k X skoro jistě, jestliže P (limn→∞ Xn = X) = 1.

Značı́ se Xn
s.j.−→ X , n → ∞.

(iii) řekneme, že Xn konverguje k X v distribuci, jestliže limn→∞ Fn(x) = F(x).

Použı́vá se značenı́ Xn
D−→ X , n → ∞ nebo také, je-li např. X ∼ N(µ, σ2),

Xn
D−→ N(µ, σ2), n → ∞.

Definice A.3. Necht’ Xn, n ∈ N0, je posloupnost reálných náhodných veličin
a an > 0, n ∈ N0 je posloupnost čı́sel. Řekneme, že Xn = OP (an), jestliže
limC→∞ supn∈N0

P(|Xn| > Can) = 0.
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Definice A.4 (Konzistence). Řekneme, že odhad Tn = gn(X1, . . . , Xn) parametru

τ je jeho konzistentnı́m odhadem, jestliže Tn
p−→ τ, n → ∞.

Věta A.5. Necht’ ET 2
n < ∞ pro každé n ∈ N0. Jestliže ETn → τ a var Tn → 0,

n → ∞, pak je Tn konzistentnı́m odhadem parametru τ .

Důkaz. Viz Anděl (2007, kap. 7.2).

Definice A.6 (Slabá stacionarita). Řekneme, že náhodný proces Xt, t ∈ N0,
s konečnými druhými momenty je (slabě) stacionárnı́, jestliže má konstantnı́ střednı́
hodnotu a funkce cov(Xs, Xt) je funkcı́ pouze s− t.

Věta A.7 (O ergodicitě). Jestliže stacionárnı́ náhodný proces Xt, t = 1, 2, . . ., se
střednı́ hodnotou EXt = µ splňuje

∞
∑

j=0

|cov(Xt, Xt−j)| < ∞,

pak je tento proces ergodický.

Důkaz. Viz např. Hamilton (1994, kap. 3.1 a kap. 7.2).

Věta A.8 (Ergodická věta). Necht’ Xt, t = 1, . . . , T , je stacionárnı́ a ergodický
náhodný proces takový, že E |Xt| < ∞ a EXt = µ. Pak

X̄t =
1

T

T
∑

t=1

Xt
p−→ µ, t → ∞.

Důkaz. Viz White (1984, kap. 3).

Věta A.9 (Ergodicita funkcı́). Necht’ Xt, t = 1, . . . , T , je stacionárnı́ a ergodický
náhodný proces, pak f(Xt), t = 1, . . . , T , je také stacionárnı́ a ergodický proces
pro každou f(·) měřitelnou funkci.

Důkaz. Viz White (1984, kap. 3).
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Věta A.10 (Slabý zákon velkých čı́sel pro trojúhelnı́kové schéma). Necht’

{Xnt}Tn

t=1 jsou pro každé n ∈ N nezávislé náhodné veličiny. Jestliže T−1
n EX2

nt −→ 0,
n, Tn → ∞, pak

1

Tn

Tn
∑

t=1

(Xnt − EXnt)
p−→ 0, n, Tn → ∞.

Důkaz. Větu lze snadno dokázat pomocı́ Čebyševovy nerovnosti - pro každé
ε > 0 platı́:

P

(∣

∣

∣

∣

∣

1

Tn

Tn
∑

t=1

(Xnt − EXnt)

∣

∣

∣

∣

∣

> ε

)

≤
E
(

∑Tn

t=1(Xnt − EXnt)
)2

Tnε2
−→ 0, n, Tn → ∞.

Věta A.11 (Sluckého věta). Necht’ Xn, X a Yn jsou náhodné veličiny. Jestliže

Xn
D−→ X a Xn

p−→ c, n → ∞, pak

Xn + Yn
D−→ X + c,

YnXn
D−→ cX,

Y −1
n Xn

D−→ c−1X, je-li c 6= 0.

Důkaz. Viz Rao (1973, str. 122).

Definice A.12 (Posloupnost martingalových diferencı́). Náhodné veličiny
{Yt}∞t=1 s EYt = 0, t = 1, 2, . . ., nazveme posloupnostı́ martingalových diferencı́,
jestliže E (Yt|Ωt−1) = 0, kde Ωt−1 = σ {Yt−1, Yt−2, . . . , Y1}.

Věta A.13 (Centrálnı́ limitnı́ věta pro posloupnosti martingalových di-
ferencı́). Necht’ je {Ynt}nt=1 posloupnost martingalových diferencı́ (vzhledem
k Ωnt = σ {Ynt−1, . . . , Yn1}) takových, že EY 2

nt = σ2
nt > 0. Necht’ dále platı́

1. 1
n

∑n

t=1 σ
2
nt −→ σ2 > 0, n → ∞,

2. 1
n

∑n

t=1 Y
2
nt

p−→ σ2, n → ∞, a

3. E |Ynt|2+δ < ∆ < ∞ pro nějaké δ > 0 a všechna t = 1, . . . , n.
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Pak při n → ∞ platı́ 1√
n

∑n

t=1 Ynt
asymp.∼ N(0, σ2)

Důkaz. Viz např. White (1984, str. 130).

Věta A.14 (Centrálnı́ limitnı́ věta pro ergodické a stacionárnı́ posloupnosti

martingalových diferencı́). Necht’ je {Yt}Tt=1 stacionárnı́ a ergodická posloup-
nost martingalových diferencı́ (vzhledem k Ωt = σ {Yt−1, . . . , Y1}) takových, že

EY 2
t = σ2 > 0. Pak při T → ∞ platı́ 1√

T

∑T

t=1 Yt
asymp.∼ N(0, σ2)

Důkaz. Viz Billingsley (1961).
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Přı́loha B

Data

Země 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

Austrálie 0, 44 4, 11 4, 05 3, 99 3, 99 3, 90 4, 52 4, 95 3, 85
Belgie 1, 83 1, 53 −0, 96 3, 23 2, 38 1, 42 3, 74 1, 93 3, 54

Česká republika −11, 61 −0, 51 0, 06 2, 91 6, 22 4, 54 −0, 85 −0, 24 1, 68
Dánsko 1, 30 1, 98 −0, 09 5, 53 3, 07 2, 83 3, 20 2, 16 2, 56
Finsko −6, 00 −3, 48 −0, 81 3, 65 3, 96 3, 57 6, 21 5, 03 3, 91
Francie 1, 04 1, 48 −0, 67 2, 25 2, 05 1, 07 2, 18 3, 38 3, 29
Chile 7, 97 12, 28 6, 99 5, 71 10, 63 7, 37 6, 60 3, 26 −0, 73
Irsko 1, 93 3, 34 2, 69 5, 76 9, 63 9, 32 11, 50 8, 79 11, 05
Island −0, 22 −3, 37 1, 31 3, 61 0, 12 4, 79 4, 91 6, 32 4, 09
Itálie 1, 54 0, 83 −0, 85 2, 15 2, 89 1, 13 1, 87 1, 45 1, 45
Izrael 7, 73 7, 76 4, 12 7, 43 6, 60 5, 43 3, 18 4, 25 3, 29
Japonsko 3, 32 0, 82 0, 17 0, 86 1, 94 2, 61 1, 60 −2, 00 −0, 20
Kanada −2, 09 0, 88 2, 34 4, 80 2, 81 1, 62 4, 23 4, 10 5, 53
Korea 9, 71 5, 77 6, 33 8, 77 8, 93 7, 19 5, 77 −5, 71 10, 73
Lucembursko 8, 64 1, 82 4, 20 3, 82 1, 43 1, 52 5, 94 6, 49 8, 42
Mad’arsko − −3, 06 −0, 58 2, 95 1, 49 0, 16 3, 13 4, 07 3, 20
Mexiko 4, 22 3, 63 1, 95 4, 42 −6, 17 5, 15 6, 77 5, 03 3, 76
Německo 5, 11 1, 91 −1, 00 2, 47 1, 68 0, 79 1, 74 1, 86 1, 87
Nizozemsko 2, 44 1, 71 1, 26 2, 96 3, 12 3, 41 4, 28 3, 92 4, 68
Norsko 3, 11 3, 52 2, 79 5, 05 4, 19 5, 10 5, 39 2, 68 2, 03
Nový Zéland −1, 10 1, 11 6, 37 5, 01 4, 18 3, 25 2, 72 1, 31 5, 12
Polsko −7, 02 2, 51 3, 74 5, 29 6, 95 6, 24 7, 09 4, 98 4, 52
Portugalsko 4, 37 1, 09 −2, 04 0, 96 4, 28 3, 69 4, 41 5, 14 4, 07
Rakousko 3, 44 2, 09 0, 53 2, 40 2, 67 2, 47 2, 31 3, 79 3, 54

Řecko 3, 10 0, 70 −1, 60 2, 00 2, 10 2, 36 3, 64 3, 36 3, 42
Slovinsko −8, 90 −5, 46 2, 84 5, 33 4, 11 3, 65 4, 96 3, 51 5, 33

Španělsko 2, 55 0, 93 −1, 03 2, 38 2, 76 2, 42 3, 87 4, 47 4, 75

Švédsko −1, 12 −1, 20 −2, 06 4, 01 3, 94 1, 61 2, 71 4, 20 4, 66

Švýcarsko −0, 92 −0, 04 −0, 13 1, 27 0, 48 0, 48 2, 04 2, 73 1, 40
Turecko 0, 93 5, 98 8, 04 −5, 46 7, 19 7, 01 7, 53 3, 09 −3, 37
USA −0, 26 3, 40 2, 87 4, 11 2, 55 3, 79 4, 51 4, 40 4, 87
Velká Británie −1, 78 0, 86 3, 09 4, 58 3, 18 3, 11 3, 86 3, 51 3, 17

Tabulka B.1: HDP v zemı́ch OECD, 1991-1999.
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Země 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

Austrálie 1, 90 3, 91 3, 15 4, 15 3, 19 3, 04 3, 79 3, 77
Belgie 3, 67 0, 81 1, 36 0, 81 3, 27 1, 75 2, 67 2, 88

Česká republika 4, 19 3, 10 2, 15 3, 77 4, 74 6, 75 7, 02 5, 74
Dánsko 3, 53 0, 70 0, 47 0, 38 2, 30 2, 45 3, 39 1, 58
Finsko 5, 32 2, 28 1, 83 2, 01 4, 12 2, 92 4, 41 5, 34
Francie 3, 68 1, 84 0, 93 0, 90 2, 54 1, 83 2, 47 2, 29
Chile 4, 46 3, 35 2, 17 3, 96 7, 02 6, 18 5, 69 5, 16
Irsko 10, 74 5, 30 5, 64 3, 88 4, 36 5, 88 5, 40 5, 45
Island 4, 32 3, 92 0, 14 2, 43 7, 84 7, 23 4, 71 5, 99
Itálie 3, 65 1, 86 0, 45 −0, 05 1, 73 0, 93 2, 20 1, 68
Izrael 8, 66 −0, 18 −0, 07 1, 48 4, 90 4, 92 5, 80 5, 90
Japonsko 2, 26 0, 36 0, 29 1, 69 2, 36 1, 30 1, 69 2, 19
Kanada 5, 23 1, 78 2, 92 1, 88 3, 12 3, 02 2, 82 2, 20
Korea 8, 80 3, 97 7, 15 2, 80 4, 62 3, 96 5, 18 5, 11
Lucembursko 8, 44 2, 52 4, 09 1, 67 4, 37 5, 25 4, 94 6, 59
Mad’arsko 4, 23 3, 71 4, 51 3, 85 4, 80 3, 96 3, 89 0, 11
Mexiko 6, 59 −0, 03 0, 77 1, 39 4, 07 3, 28 5, 06 3, 36
Německo 3, 06 1, 51 0, 01 −0, 38 1, 16 0, 68 3, 70 3, 27
Nizozemsko 3, 94 1, 93 0, 08 0, 34 2, 24 2, 05 3, 39 3, 92
Norsko 3, 25 1, 99 1, 50 0, 98 3, 96 2, 59 2, 30 2, 65
Nový Zéland 2, 26 3, 58 4, 88 3, 89 3, 51 3, 22 1, 69 3, 56
Polsko 4, 26 1, 21 1, 44 3, 87 5, 34 3, 62 6, 23 6, 79
Portugalsko 3, 92 1, 97 0, 76 −0, 91 1, 56 0, 78 1, 45 2, 37
Rakousko 3, 67 0, 86 1, 69 0, 87 2, 59 2, 40 3, 67 3, 71

Řecko 4, 48 4, 20 3, 44 5, 94 4, 37 2, 28 5, 51 3, 54
Slovinsko 4, 27 2, 94 3, 83 2, 93 4, 40 4, 01 5, 85 6, 96

Španělsko 5, 05 3, 67 2, 71 3, 09 3, 26 3, 58 4, 08 3, 48

Švédsko 4, 45 1, 26 2, 48 2, 34 4, 23 3, 16 4, 30 3, 31

Švýcarsko 3, 67 1, 24 0, 19 0, 02 2, 42 2, 69 3, 75 3, 85
Turecko 6, 77 −5, 70 6, 16 5, 27 9, 36 8, 40 6, 89 4, 67
USA 4, 17 1, 09 1, 83 2, 55 3, 48 3, 08 2, 66 1, 91
Velká Británie 4, 24 2, 89 2, 43 3, 81 2, 91 2, 77 2, 60 3, 63

Tabulka B.2: HDP v zemı́ch OECD, 2000-2007.
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Země 2008 2009 2010 2011 2012 Průměr

Austrálie 1, 65 2, 09 2, 43 3, 36 −3, 45 3, 04
Belgie 0, 99 −2, 79 2, 42 1, 84 −0, 28 2, 09

Česká republika 3, 10 −4, 51 2, 47 1, 82 −1, 24 1, 73
Dánsko −0, 78 −5, 67 1, 58 1, 10 −0, 47 2, 40
Finsko 0, 29 −8, 54 3, 32 2, 78 −0, 21 5, 36
Francie −0, 08 −3, 15 1, 72 2, 03 0, 01 1, 88
Chile 3, 29 −1, 04 6, 10 5, 99 5, 56 1, 50
Irsko −2, 11 −5, 46 −0, 77 1, 43 0, 94 1, 91
Island 1, 19 −6, 57 −4, 10 2, 89 1, 64 1, 50
Itálie −1, 16 −5, 49 1, 72 0, 37 −2, 37 1, 51
Izrael 4, 11 1, 11 4, 98 4, 60 3, 18 1, 41
Japonsko −1, 04 −5, 53 4, 65 −0, 57 2, 00 2, 42
Kanada 0, 69 −2, 77 3, 21 2, 57 1, 84 4, 76
Korea 2, 30 0, 32 6, 32 3, 63 2, 04 4, 51
Lucembursko −0, 73 −4, 08 2, 91 1, 66 0, 31 0, 82
Mad’arsko 0, 89 −6, 77 1, 32 1, 65 −1, 73 1, 70
Mexiko 1, 22 −6, 00 5, 32 3, 92 3, 92 0, 94
Německo 1, 08 −5, 13 4, 16 3, 03 0, 67 5, 17
Nizozemsko 1, 80 −3, 67 1, 63 0, 99 −0, 96 3, 65
Norsko 0, 07 −1, 63 0, 48 1, 22 3, 09 2, 80
Nový Zéland −1, 85 0, 94 0, 24 1, 08 2, 97 2, 07
Polsko 5, 13 1, 63 3, 87 4, 52 1, 86 2, 63
Portugalsko −0, 01 −2, 91 1, 94 −1, 55 −3, 25 2, 56
Rakousko 1, 44 −3, 78 2, 05 2, 70 0, 85 3, 82

Řecko −0, 22 −3, 14 −4, 94 −7, 11 −6, 37 1, 46
Slovinsko 3, 38 −7, 84 1, 24 0, 60 −2, 34 2, 07

Španělsko 0, 89 −3, 74 −0, 32 0, 42 −1, 42 2, 17

Švédsko −0, 61 −5, 03 6, 56 3, 71 0, 74 2, 17

Švýcarsko 2, 16 −1, 94 3, 03 1, 93 0, 98 1, 42
Turecko 0, 66 −4, 83 9, 16 8, 77 2, 24 4, 04
USA −0, 36 −3, 11 2, 38 1, 80 2, 21 2, 14
Velká Británie −0, 97 −3, 97 1, 80 0, 99 0, 27 2, 45

Tabulka B.3: HDP v zemı́ch OECD, 2007-2012. Průměr HDP pro 1991-2012.
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Přı́loha C

Zdrojový kód v R

################################################### ##################################
gen<-function(phi,omega2,sigmaEps,t) {
################################################### ##################################
# Funkce: Generuje panelov ý AR(1) model s pevn ým nebo náhodn ým koeficientem.
#
# Předpoklady: Rezidu áln ı́ slo žka a n áhodn ý koeficient maj ı́ norm áln ı́ rozd ělen ı́.
# Počet pr ůřez ů je alespo ň 2.
#
# Vstup:
# phi - koeficient AR(1),
# omega2 - rozptyl n áhodn é slo žky koeficientu (jestli že je roven 0, pak
# generujeme AR(1) s pevn ým koeficentem),
# sigmaEps - vektor rozptyl ů rezidu áln ı́ch slo žek pr ůřez ů, jeho d élka ud áv á
# po čet pr ůřez ů,
# t - časov á délka simulovan ých řad.
#
# Výstup:
# sim.data - soubor dat obsahuj ı́c ı́ ve sloupc ı́ch length(sigmaEps) řad o d élce t+1.
#
# Př ı́klad pou žit ı́: gen(0.5,0.6,c(1,2,0.8),500)
################################################### ##################################

N=length(sigmaEps)
T=2* t

cells<-rnorm(T, 0, sqrt(sigmaEps[1]))
for(i in 2:N) {

k<-rnorm(T, 0, sqrt(sigmaEps[i]))
cells = rbind(cells,k)

}
eps<-t(cells)

x<-matrix(rep(0,N * T), nrow=T, ncol=N, byrow=TRUE)

for(j in 1:N) {
for(i in 2:T) {

bij<-0
bij<-rnorm(1,0, sqrt(omega2))
x[i,j]= phi * x[i-1,j]+bij * x[i-1,j] + eps[i,j]
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}
}

sim.data<-data.frame(x[t:T, 1:N])
return(sim.data)
}

################################################### ##################################
fixed<-function(data) {
################################################### ##################################
# Funkce: Odhaduje panelov ý AR(1) model s pevn ým koeficientem.
#
# Předpoklady: Po čet pr ůřez ů je alespo ň 2.
#
# Vstup:
# data - soubor panelov ých dat se sloupci reprezentuj ı́c ı́mi pr ůřezy.
#
# Výstup:
# phiLS - odhad koeficientu odovzen ý na z áklad ě metody nejmen š ı́ch čtverc ů,
# phiML - odhad koeficientu odvozen ý na z áklad ě metody maxim áln ı́ v ěrohodnosti,
# sigma2i - vektor odhad ů rozptyl ů rezidu áln ı́ch slo žek jednotliv ých pr ůřez ů.
################################################### ##################################

N<-length(data[1,])
time<-length(data[,1])

LSsoucet<-0
LSsoucet2<-0
for(j in 2:time) {

for(i in 1:N) {
LSsoucet<-LSsoucet+data[j,i] * data[j-1,i]
LSsoucet2<-LSsoucet2+data[j-1,i] * data[j-1,i]

}
}
phiLS<-LSsoucet/LSsoucet2
names(phiLS)<-"phi.LS"

sigma2i<-rep(0,N)
for (i in 1:N) {

sigma2i[i] = sum( (data[2:time,i] - phiLS * data[1:(time-1),i])ˆ2 )/time
}

MLsoucet<-0
MLsoucet2<-0
for(j in 2:time) {

for(i in 1:N) {
MLsoucet<-MLsoucet+data[j,i] * data[j-1,i]/(sigma2i[i])
MLsoucet2<-MLsoucet2+data[j-1,i] * data[j-1,i]/(sigma2i[i])

}
}
phiMLE<-MLsoucet/MLsoucet2
names(phiMLE)<-"phi.MLE"

return(c(phiLS,phiMLE, sigma2i))
}
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################################################### ##################################
random<-function(data) {
################################################### ##################################
# Funkce: Odhaduje panelov ý AR(1) model s n áhodn ým koeficientem.
#
# Předpoklady: Po čet pr ůřez ů je alespo ň 2.
#
# Požadavek: Reshape2 Package.
#
# Vstup:
# data - soubor panelov ých dat se sloupci reprezentuj ı́c ı́mi pr ůřezy.
#
# Výstup:
# phiLS - odhad koeficientu odovzen ý na z áklad ě metody nejmen š ı́ch čtverc ů,
# phiML - odhad koeficientu odvozen ý na z áklad ě metody maxim áln ı́ v ěrohodnosti,
# omega2 - odhad rozptylu n áhodn ého koeficientu,
# sigma2 - vektor odhad ů rozptyl ů rezidu áln ı́ch slo žek jednotliv ých pr ůřez ů.
################################################### ##################################

N<-length(data[1,])
time<-length(data[,1])

LSsoucet<-0
LSsoucet2<-0
for(j in 2:time) {

for(i in 1:N) {
LSsoucet<-LSsoucet+data[j,i] * data[j-1,i]
LSsoucet2<-LSsoucet2+data[j-1,i] * data[j-1,i]

}
}
phiLS<-LSsoucet/LSsoucet2
names(phiLS)<-"phi.LS"

u2 <-(data[2:time,] - phiLS * data[1:(time-1),])ˆ2
data.T<-data[-time,]
pom.data<-data.frame(data.T,u2)

require(reshape2)
col.X<-melt(pom.data[,1:N])
col.U<-melt(pom.data[,(N+1):(2 * N)])
panel.f<-factor(col.U$variable)
regrese<-lm(col.U$value˜panel.f+I(col.X$valueˆ2))

sigma2<-rep(0,N)
for (i in 2:N) {

sigma2[i]<-regrese$coef[1]+regrese$coef[i]
}
sigma2[1]<-regrese$coef[1]
for (i in 1:N) { if (sigma2[i]<0) sigma2[i]<-0 }
names(sigma2)<-"komponenty rozptylu"

if (regrese$coef[N+1]>0) omega2<-regrese$coef[N+1]
else omega2<-0

names(omega2)<-"omega2"

MLsoucet<-0
MLsoucet2<-0
for(j in 2:time) {
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for(i in 1:N) {
MLsoucet<-(MLsoucet+

data[j,i] * data[j-1,i]/(sigma2[i]+omega2 * data[j-1,i] * data[j-1,i]))
MLsoucet2<-(MLsoucet2+

data[j-1,i] * data[j-1,i]/(sigma2[i]+omega2 * data[j-1,i] * data[j-1,i]))
}

}
phiML<-MLsoucet/MLsoucet2
names(phiMLE)<-"phi.ML"

return(c(phiLS, phiML, omega2, sigma2))
}
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Nerlove, M. (2000). An Essay on the History of Panel Data Econometrics,
9th International Conference on Panel Data, červen 2000, Geneva,
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