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Uvod

Mnohorozmérnd statisticka ananlyza nabizi celou fadu ruznych metod pro analy-
zu mnohorozmérnych dat. Tyto metody jsou vsak typicky zaloZzeny na nasleduji-
cich predpokladech: vSechna pozorovani jsou nezavisld, pochéazeji z urcitého roz-
déleni a zndme parametry, které toto rozdéleni urcuji. Metody jsou navrzeny tak,
aby pfi splnéni téchto predpokladu déavaly v jistém smyslu optimalni vysledky.
Rada metod je vsak citlivd na jejich poruseni. Mnohdy staci jediné pozorovani,
které se néjak vymyka charakteru zbylého souboru dat, aby metoda vedla k za-
vadéjicim, nékdy az nesmyslnym vysledkum a zavérum. Takové atypické po-
zorovani se nazyva odlehlé a muze jim byt chyba méfeni, prepis, vadny vyrobek
nebo tieba vyjimecény jedinec v populaci. Statistické metody, které jsou vudi
vlivam odlehlych pozorovani imunni, zde budeme nazyvat robustni. Podotknéme
jesté, ze pojem robustnosti je v ruznych pracich chapan ruzné. Napriklad Hu-
ber a Ronchetti (2009) definuji robustnost obecné jako ,necitlivost vuci malym
odchylkam od predpokladu*.

Jednou z uloh, se kterymi se muzeme v mnohorozmérné statistice setkat, je
uloha klasifikace, ¢i jinak diskriminace. V takovém pripadé se nachazime v situaci,
kdy pozorujeme nékolik veli¢in na objektech, které jsou prirozené rozdéleny do
skupin. Nasim cilem je pak sestavit na zakladé téchto pozorovani pravidla, s je-
jichz pomoci od sebe jednotlivé skupiny dobie rozlisime. Tato pravidla nam navic
umoznuji klasifikovat do skupin nova pozorovani, o kterych doposud nevime, do
které skupiny patii. Napiiklad jedince v néjaké populaci muzeme rozdélit podle
toho, jestli trpi nebo netrpi uréitou chorobou. U kazdého jedince pak muzeme
zmerit nékolik velicin, u kterych predpoklddame, ze jsou chorobou ovlivnény.
Na zakladé zmérenych hodnot se pak pokusime sestavit pravidlo, které odlisi
zdravého jedince od nemocného. Pokud dava dobré vysledky, muzeme toto pra-
vidlo pouzit pro diagnostikovani nemoci u néjakého nového jedince.

Poznamemenjme, ze v této praci budeme pojmy klasifikace a diskriminace
chapat jako synonyma. Néktefi autori vSak tyto pojmy rozlisuji. Diskriminaci
pak chapou spise jako prvni ¢ast celého procesu. Tedy jako tlohu nalézt funkci,
ktera néjakym zpusobem kvantifikuje rozdily mezi skupinami a kterou je také
mozné interpretovat. Kalsifikaci pak mysli proces zarazovani objektu do skupin
na zakladé vysledku, které tato funkce dava.

V kapitole 1 nékteré metody klasifika¢ni analyzy popiseme. Uvedeme i postup,
jak vycislit schopnost pravidla spravné klasifikovat pozorovani do ptislusné sku-
piny. Ukazuje se vSak, ze tyto metody klasifikace nejsou ve své zakladni podobé
robustni. V kapitole 3 popiSeme, jak tento nedostatek odstranit. K tomu vsak
budeme potiebovat robustni odhad stfedni hodnoty a varianéni matice. Proto
nejprve v kapitole 2 popiseme, jaké vlastnosti se od robustnich odhadt obvykle
vyzaduji. Nasledné si nékolik zakladnich odhadu predstavime v kapitole 2.1.



Popiseme nékteré jejich vlastnosti a také algoritmy, diky kterym je muzeme
v praxi spocitat.

Pokud na objektech ve skupinach pozorujeme velké mnozstvi veli¢in, muze
byt sestavovani klasifikacnich pravidel obtizna tloha. Pfed samotnou klasifikaci
proto muze byt zadouci snizit dimenzionalitu dat. Oblibenou technikou, jak toho
docilit, je analyza hlavnich komponent. Strucné ji popiSeme v kapitole 4.1. Jeji
zakladni myslenka spociva v projekci dat do nékolika malo sméru, ve kterych se
projevuje nejvetsi variabilita dat. Tato metoda vsak také neni robustni a byly
proto navrzeny postupy, jak jeji robustifikaci realizovat. Ty popiseme v kapito-
le 4.2 spole¢né s prislusnymi algoritmy pro jejich vypocet.

V kapitole 5 porovname na zakladé simulaci chovani nerobustnich a nékolika
robustnich verzi klasifika¢nich pravidel pro nékolik modelu. Zaméiime se také
na to, jakym zpusobem klasifikaci ovlivni predchozi provedeni analyzy hlavnich
komponent, at uz robustni nebo nerobustni. V kapitole 6 pak obdobné srovnani
provedeme na realnych datech.



Kapitola 1

Klasifika¢ni analyza

V této kapitole popiseme klasicka klasifika¢ni pravidla. Nejprve je budeme uvazo-
vat v teoretické podobé a nasledné popiseme i jejich vybérové protéjsky, které jsou
znamy jako kvadratickd, resp. linearni diskriminacéni pravidla. Budeme pfitom
vychézet z knihy Rencher (1998), kde je toto téma zpracovano podrobnéji a jsou
zde uvedeny i potrebné dukazy. Tématu se castecné vénovala i prace Renso-

va (2008).
Budeme predpokladat, ze mame k, k > 2 disjunktnich skupin objektu, které
oznacime !, 72, ... 7% Horni index i bude vidy znagéit piislusnost k i-té skupiné.

Toto znaceni je sice neobvyklé, ale usnadni nam orientaci v dalsim textu. Na
kazdém objektu pozorujeme ndhodny vektor X, = (X, Xo,...,X,)". Pravidla
budeme sestavovat na zakladé hodnot & € RP pozorovanych na objektech, tj. na
konkrétnich realizacich X ,. Dale budeme pfedpoklddat, Ze rozdéleni X, je v kaz-
dé skupiné 7%, i = 1,2,...,k absolutné spojité s hustotou f’(x). Navic budeme
uvazovat apriorni pravdépodobnosti p?,i = 1,2,...,k, Ze pozorovani & pochdzi
ze skupiny 7. Zakladni klasifikacni pravidlo, pii kterém je minimalizovdna prav-
dépodobnost $patné klasifikace, méa nésledujici tvar.

Pravidlo 1 Pozorovdni & zaradime do skupiny 7, jestlize
pfix) > fl(x) proj=1,2,... k,j #1i (1.1)
tj. jestlize p' fi(x) = mjaxpjfj(w).
Uvedeme zde pqdobu pravidla 1 pro dulezity specialni pripad, kdy je rozd‘é—
leni ve skupinach 7*,i = 1,2,...,k, p-rozmérné normélni s parametry (u’,3").

Ziskame tak kvadratické klasifikacni pravidlo. Poznamenejme, ze | A| bude nadéle
znacit determinant ¢tvercové matice A.

Pravidlo 2 Pozorovini & zaradime do skupiny 7, jestlize
diy(m) > diy(x) pro j=1,2,...k,j #i (1.2)

kde diy(x) = =3 In |2 — L(x — ') (Z) "z — p') + Inp’.

)

Nerovnost (1.2) ziskdme lehce dosazenim hustoty normélniho rozdéleni do (1.1)
s vyuzitim faktu, ze tloha maxp’ f/(x) je, co do TeSeni, ekvivalentni s tilohou
J

max I (p7 f7 ().



Pokud jsou navic varianéni matice ve vsech skupindch shodné, ¥! = ¥? =
... = X" = %, pak se pravidlo 1 pro normaln{ rozdéleni zjednodusi na linedrni
klasifikacni pravidlo.

Pravidlo 3 Pozorovini & zaradime do skupiny 7, jestlize
di(z) > d)(x) proj=1,2,...k,j #i (1.3)
kde di(x) = p"E ' — LSl + Inp'.

Skuteéné hodnoty p!, 3¢, pifpadné 3, typicky nezndme. Béznou praxi je
nahradit je v (1.2) a (1.3) jejich vybérovymi protéjsky. Méjme pro kazdé i,i =
1,2..., k k dispozici vybér z N(u', X°), pifpadné z N(p', ), o rozsahu n', X' =
(@), @b, ..., x',). Zduraznéme, ze matice X' je typu p x n’. Jako odhad stfedn{
hodnoty p! vezmeme primér Ei' = E;il @’ /n' a jako odhad X' pouzijeme vybé-
rovou variancnf matici §* = 7", («} —%')(x}—%')'/(n'—1). V pifpadé shodnych
variancnich matic pouzijeme jako odhad X sdruzenou vybérovou variancni matici

k
S = ﬁ S (0 - 1)8, (1.4)

=1

kde N = Zle n'. Dostaneme tak vybérové kvadratické a viybérové linedrni klasi-
fikacéni pravidlo.

Pravidlo 4 Pozorovini & zaradime do skupiny 7, jestlize

ov(x) > djév(:c) proj=1,2,... k,j#i (1.5)
kde diyy () = —3In|S'| — 2 (x — Z)(S") " (x — T') + Inp'.
Pravidlo 5 Pozorovini & zaradime do skupiny 7, jestlize

(@) > dy (@) proj=1,2,...k,j #1, (1.6)
kde i\ (x) = xS 'x — 2" S™'T + Inp.

Pokud budeme pouzivat vybérové kvadratické klasifikacni pravidlo 4, budeme
ho v textu dale znac¢it QDA. Obdobné vybérové linedrni klasifikacni pravidlo 5
budeme znacit LDA.

Dalsimi parametry, které obvykle nezndme a musime je odhadnout, jsou apri-
orni pravdépodobnosti p,i = 1,2,...,k. Pokud vime, Ze rozsahy vybéria n'’
odpovidaji redlnému zastoupeni objektti ve skupindch, pak misto p’ pouZijeme
v pravidlech relativn{ ¢etnosti p* = n’/N. Pokud tomu tak neni, dosadime za p’
konstantu p' = 1/k. V takovém piipadé neméa ¢len In p’ na klasifikaci vliv, nebot
je pro vSechny skupiny stejny, a muzeme ho tedy vynechat.

Kvalitu jednotlivych klasifika¢nich pravidel mezi sebou muzeme porovnavat
na zakladé jejich pravdépodobnosti Spatné klasifikace. Tuto pravdépodobnost
budeme déle nazyvat strucné chyba klasifikace a znacit ji ER (z anglického error
rate). Predpokladejme, Ze jiz mame sestaveno konkrétni klasifikacni pravidlo.
Bude nés zajimat chyba klasifikace nového, dosud nezatazeného, objektu na



zékladé tohoto pravidla. Tuto chybu klasifikace budeme znacit AER (z anglického
terminu actual error rate) a definujeme ji vztahem

k
AER = ZpiP(ﬂl, Y S AR [ )
i=1

kde P(wt,... 7=t it . 7¥|7?) znaéf podminénou pravdépodobnost jevu, Ze
objekt bude zafazen do nékteré ze skupin 77,5 =1,...,i —1,i+1,...,k patii-li
ve skute¢nosti do skupiny 7f. Pokud v konkrétni situaci médme k dispozici vice
klasifikac¢nich pravidel, pouzijeme to, jehoz chyba klasifikace AER je nejmensi.
V praxi se tato velicina opét odhaduje. Nejprve popiseme odhad, ktery na-
zveme primy odhad chyby klasifikace a budeme ho znacit ApER (z anglického
terminu apparent error rate). Ten je zalozeny na jednoduchém principu. Klasi-
fikacni pravidlo sestavime na zakladé vsech N pozorovani ze vsch skupin. Toto
pravidlo posléze aplikujeme opét na vsechna pozorovani a ApER definujeme jako

podil Spatné zarazenych pozorovani mezi vSemi pozorovanimi, tj.
ApER = i (1.7)
N ‘
kde m® je pocet spatné klasifikovanych pozorovani z i-té skupiny. Protoze vsak
klasifikujeme stejnd pozorovani, na zakladé kterych jsme dané pravidlo sestavili,
dava ApER prilis optimistické vysledky.

také krosvalidace). Tento odhad budeme oznacovat zkratkou CV (z anglického
cross-validation). Nejpouzivanéjsi verzi kiizové validace je metoda leave-one-out,
ktera je zalozena na vynechani pravé jednoho vzorku z datového souboru. V tomto
pripadé pro kazdé pozorovani ZL’;,Z =1,2,...,k,j=1,2,...,n sestavime klasi-
fika¢ni pravidlo na zdkladé zbylych N — 1 pozorovani a pozorovani :v; podle
tohoto pravidla klasifikujeme. Odhad CV je pak opét podil Spatné zatrazenych
mezi vSemi pozorovanimi, tj.

DDARD DU
N=—7F7

, (1.8)
kde &} je 1, pokud bylo pozorovén{ ) spatné klasifikovdno, nebo 0 v opacném
piipadé. Tento odhad je vSak vypocetné naroény, a proto se pouziva predevsim
pro malé soubory dat.

Dalsim castym postupem, jak odhadnout AER, je rozdélit vybér ndhodné na
dveé ¢ésti - tréninkovou a testovaci. Na zakladé tréninkové ¢asti sestavime pravidlo,
které nasledné aplikujeme na pozorovani v testovaci ¢asti. Oznacme pro i =
1,2,...,k pozorovani ze skupiny 7 vybrand do tréninkové ¢ésti jako podvybér
X!, a jejich pocet n!,. Obdobné pozorovani zatazend do testovaci ¢dsti oznacime
X! a jejich pocet ni,. Pak mame tréninkovy vyber X, = (X} X2 ... XF)
s Ny = Zle n! pozorovanimi a testovaci vyber X, = (X,X2,...,XF)
s Ny = Zle ni, pozorovianimi. AER pak odhadneme jako podil $patné zaia-

zenych pozorovani z testovaci ¢asti. Oznacme tento odhad AFE R;s. Méme tedy
k is .
_ Dic Z;L 0;

AER, = ===, (1.9)
ts



kde 5; je opét rovno 1, pokud bylo pozorovani m; Spatné klasifikovano, a 0 jinak.
AFE Ry, se pouziva zejména v piipadech, kdy zkoumame rozsahly soubor dat.



Kapitola 2

Mnohorozmeérné odhady

Klasickou tilohou mnohorozmérné statistiky je odhad stfedni hodnoty a varianéni
matice, které nam davaji informaci o poloze dat v prostoru a jejich rozptylenosti.
Tyto odhady jsou pak ¢asto pouzivany jako vstupni parametry v mnoha statis-
tickych metodéch, jako naptiklad LDA a QDA. Proto na né klademe celou fadu
pozadavku. Bézné vyzadujeme, aby byl odhad variancni matice pozitivné definitni
matice, nebo aby odhady komutovaly s linearni transformaci aplikovanou na data.
V ptipadé, ze data obsahuji odlehla pozorovani, bude mezi tyto pozadavky patfit
i robustnost odhadu.

V prubéhu let byla navrzena celd fada robustnich odhadi a metod. Vylet do
historie tohoto hleddni nabizi Stigler (2010). Nejprve byla vénovéna pozoronost
odhadum parametru posunuti a linedrnimu regresnimu modelu. Mensi pozornost
se doposud vénovala odhadum stredni hodnoty a varianéni matice.

Béznou praxi je odhadnout stfedni hodnotu pomoci vybérového prumeéru a ja-
ko odhad varianéni matice pouzit vybérovou varianéni matici. Tyto odhady jsou
vSsak velmi citlivé na odlehla pozorovani, a nejsou tedy robustni. Tento fakt
muzeme ilustrovat na jednoduchém jednorozmérném ptipadé. Uvazujme hodnoty
1,2,...,10. Pak je jejich vybérovy prumér 5,5 a vybérovy rozptyl 9,2. Pokud
vsak misto hodnoty 10 vezmeme 100, zméni se hodnoty pruméru a rozptylu na
14,5 a 909,2. Tak napiiklad omylem posunutd desetinnd ¢arka muze zpusobit,
ze odhadnuty stied dat lezi zcela mimo tato data. Navic zasadné ovlivni i odhad
rozptylu. Tento kratky piiklad muze slouzit jako motivace pro hledani robustni al-
ternativy pro vybérovy prumeér a vybérovou varianéni matici. Nékolik takovych al-
ternativ popiseme v kapitole 2.1. Nejprve se vSak zamérime na znaceni a popiseme
nékteré vlastnosti, které budeme od odhadu vyzadovat. Budeme pfitom casto
vychézet z kapitoly 6 knihy Maronna, Martin a Yohai (2006), piipadné z knihy
Jureckova (2001).

Ozna¢me P, mnozinu vsech rozdéleni na R? a SPD(p) mnozinu vsech sy-
metrickych pozitivné definitnich matic typu p x p. Jednotkovou matici budeme
znacit I, n-rozmérny vektor skladajici se ze samych jednicek oznacime 1,, a eukli-
dovskou normu vektoru € R? oznacime ||x||.

Uvazujme ndhodny vybér X = (x1, @, . .., x,) z p-rozmérného rozdéleni P €
P, se stiedni hodnotou p a varianéni matici 3. Toto rozdéleni budeme dale
znacit P, s. Symbol X budeme chépat jednak jako vybér, jednak jako matici
typu p X n. Ozna¢me T'(X) € RP odhad stfedni hodnoty p a C(X) € SPD(p)
odhad varian¢ni matice ¥. Vzhledem k tomu, Ze v dalsim textu budeme casto



odhadovat T'(X) a C(X) spolecné, budeme je v takovych situacich uvazovat jako
jediny simultdnni odhad (T'(X), C(X)). Pro jednoduchost budeme nékdy, pokud
toto znaceni nebude zavadéjici, misto T'(X) a C(X) psat pouze T' a C. Pokud
budeme chtit zduraznit, ze odhad je zalozeny na vybéru o rozsahu n, vyznacime
tuto skutec¢nost indexem n u prislusného odhadu.

Nekteré zadouci vlastnosti odhadu jsou casto zaruceny pouze za predpokla-
du, Ze jsou body vybéru X ,dobte rozptyleny“. Co timto pozadavkem myslime,
objasnuje nasledujici definice.

Definice 2.1 Rekneme, Ze vibér X = (x1,x,...,x,) je v obecné pozici, jestliZe
v kazdém (p — 1)-rozmérném podprostoru RP nelezi vice nez p bodu vijbéru.

Informaci o globalnich robustnich vlastnostech odhadu muzeme ziskat pomoci
tzv. bodu selhdni. Ten popisuje citlivost odhadu na odlehld pozorovani.

Definice 2.2 Necht X = (x1, X2, ..., 2,) je ndhodny vybér z P, s € P,. Necht
X je ndhodny vibér, ktery vznikne z X nahrazenim m ndhodné vybranich bodu
2z X libovolnymi hodnotami z RP. Potom pro odhad T stredni hodnoty p definu-
jeme

e bod selhani odhadu T pti vybéru X
€ (T; X) = min{ ", (m; T, X) = oo}, (2.1)
n

kde 5(m; T, X) = sup x-

T(X")-T(X)|,
e bod selhani odhadu T
€(T) = lim €,(T; X).

Pro odhad C € SPD(p) variancéni matice 3 definujeme
e bod selhani odhadu C' pfti vybéru X

(C: X) = min{ " sup D(C(X), C(X7)) = o0},

kde pro A, B € SPD(p) je
D(A, B) = max{|\(A) = M(B)|, [\(A4)™ = A,(B) [},

)
M(A) > ... > N(A) gsou vlastni ¢isla matice A a A\(B) > ... > \,(B)
jsou vlastni ¢isla matice B,

e bod selhani odhadu C
€ (C) = lim €, (C; X).

Pro simultanni odhad (T, C) zavedeme bod selhéni (T', C) pii vybéru X jako
(T, C; X) = min{e, (T X), €,(C; X)}
a bod selhani (T, C) jako
(T, C) = min{e*(T), *(C)}.



Bod selhani odhadu nam vlastné rika, jakym nejmensim zlomkem musime pu-
vodni data ,kontaminovat®“, aby odhad ,selhal“. Pro odhad stfedni hodnoty T
to znamena, ze se jeho nova hodnota dostane libovolné daleko od jeho puvodni
hodnoty pro nekontaminovana data. Odhad varianéni matice C' selze, pokud.
sexploduje® nebo ,imploduje®, tj. pokud hodnoty v matici budou nabyvat libo-
volné velkych hodnot (a s nimi i nejvétsi vlastni ¢islo matice), nebo pokud bude
matice C singularni (a nejmensi vlastni ¢islo bude nulové). K tomu, aby selhal si-
multanni odhad (T', C), staci, aby selhal jeden z odhadit T', C. Cim vyssi je bod
selhani odhadu, tim je odhad odolnéjsi vuci odlehlym pozorovanim, a je tedy
robustnéjsi. Z tohoto hlediska 1ze za nejlepsi povazovat odhady, které dosahuji
maximalniho bodu selhani.

K popisu lokalnich robustnich vlastnsti se vyuziva koncept tzv. influencni
funkce (viz napt. Hampel, 1974). K jejimu vyjadieni potfebujeme sestrojit statis-
ticky funkcional odpovidajici nasemu odhadu. Predpokladejme tedy, ze ndhodny
vybér X = (1, s, ..., x,) pochdzi z rozdéleni Py € P,, kde 8 € O je odhadovany
parametr. Pro odhad stfedni hodnoty bude ® = R? a pro odhad varianéni matice
© = SPD(p), coz lze chépat jako podmnozinu RP?P+D/2 Oznaéme P, empirické
rozdéleni ndhodného vybéru X. Funkciondl T' : P, — © hleddme v takovém
tvaru, aby platilo T(X) = T'(F,). Napiiklad pro vybérovy prumér jako odhad
stfedni hodnoty p je odpovidajicim funkcionalem T'(P,) = Ep, (X).

Definice 2.3 Méjme ndhodné rozdéleni P € P,. Oznacme A, degenerované
rozdelent soustredéné v bode x. Pro x € RP definujeme influen¢éni funkci odhadu

Tl T((1— )P + A
[F(@: T, P) = lim L =P T Aa),
e\,0 €

pokud limita na pravé strane existuje.

Influenéni funkce méii limitni vliv, jaky ma na odhad mala kontaminace umisténa
do jediného bodu x. Je tedy zadouci, aby influenc¢ni funkce nami zvoleného
odhadu byla omezena. Od influenéni funkce odvozujeme dalsi robustni charak-
teristiky. V tomto piipadé se budeme drzet terminologie, kterou pouziva Jurec-
kové (2001). Nejhorsi mozny vliv kontaminace na odhad méii globdlni citlivost
(v anglické literatute znacena jako GES z gross-error sensitivity)

VT, P) =sup |[[F(z; T, P)||,

kde se supremum hleda ptes vSechna x, ve kterych je influen¢ni funkce definovan4.
Obdobné lze zavést lokdlni citlivost (Casto znacend LSS z local shift sensitivity)

IF(z;T,P)—-1F(y;T, P
N P) — sup MF@ T P) — IF(y: T, P)|
iy o=l

)

kterda meéri, jaky vliv ma na odhad posun pozorovani  do bodu y. Tematika
influen¢nich funkei je dulezitou soucasti robustni statistiky a je ji vénovana na-
piiklad kniha Hampel a kol. (1986).

V situaci, kdy uz mame pro soubor dat X sestrojené odhady T'(X) a C(X),
muzeme data v prostoru posunout ve sméru b € RP. V takovém pripadé intu-
itivné ocekdvame, ze odhad sttedni hodnoty se také posune ve sméru b (bude
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ekvivariantni vuci posunuti) a odhad varianéni matice se nezméni (bude invari-
antni vuéi posunuti). Jakkoliv je tento pozadavek prirozeny, neni jeho splnéni
samoziejmosti. Obdobné je tomu i s ekvivarianci odhadu viéi rotaci nebo zmeéné
méritka, kdy ocekavame, ze se odhad C odpovidajicim zpusobem ,deformuje®.
Tyto vlastnosti odhadu nyni definujeme ptesné.

Definice 2.4 Rekneme, Ze odhad T(X) je
e translacné ekvivariantni, jestliZe
T(X +bl)=T(X)+b,
pro libovolny vektor b € RP,
e ortogonalné ekvivariantni, jestliZe
T(AX +bl)) = AT(X)+b,
pro libovolny vektor b € RP a libovolnou ortogondlni matici A typu p X p,
e afinné ekvivariantni, jestliZe
T(AX +bl)) = AT(X)+b,
pro libovolny vektor b € RP a libovolnou requldrni matict A typu p X p.
Rekneme, Ze odhad C(X) je
e translacné invariantni, jestliZe
C(X +bl)=C(X),
pro libovolny vektor b € RP,
e ortogonalné ekvivariantni, jestliZe
C(AX +bl))=AC(X)A',
pro libovolny vektor b € RP a libovolnou ortogondlni matici A typu p X p,
e afinné ekvivariantni, jestliZe
C(AX +b1)=AC(X)A',
pro libovolny vektor b € RP a libovolnou requldrni matici A typu p X p.
Rekneme, Ze odhad (T'(X),C(X)) je

e translacné ekvivariantni, jestlize je odhad T(X) translacné ekvivariantni
a odhad C(X) translacné invariantn,

e ortogondlné ekvivariantni, jestlize jsou oba odhady T(X) a C(X) orto-
gondlne ekvivariantni,

e afinné ekvivariantni, jestlize jsou oba odhady T'(X) a C(X) afinné ekvi-
variantni.
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Afinné ekvivariantnim odhadum je vénovana znacna pozornost. Davies (1987)
urc¢il horni hranici pro bod selhéni afinné ekvivariantniho odhadu C(X). Tuto
horni hranici tedy nepfekro¢i ani bod selhéni pro spoleény odhad (T'(X), C(X)).

Véta 1 Necht ndhodny vigbér X = (a1, @9, ..., x,) pochdzi z rozdéleni P,
n > p+1 a vgbér X je v obecné pozici. Predpokladejme, zZe C(X) je afinné
ekvivariantni odhad 3. Pak pro jeho bod selhdni plati

n—p+1)/2]

e (C; X) < i - ) (2.2)

kde |k| znaci dolni celou cast k, tj. nejuétsi z € Z takové, Ze k > z.

Diikaz. Viz Davies (1987). O

Bodem selhani afinné ekvivariantnich odhadu se pak detailné zabyvali Lo-
puhad a Rousseeuw (1991). Mimo jiné odvodili, ze bod selhdni afinné ekvivari-
antnich odhadu je invariantni vuci afinni transformaci.

Véta 2 Necht ndhodny vgbér X = (@1, @, ..., @,) pochdzi z rozdéleni P, x
a (T'(X),C(X)) je afinné ekvivariantni odhad (p,X). Pak plati

&(T;AX +b1) = e (T:X),
¢(CiAX +b1) = €(CX),

pro libovolny vektor b € RP a libovolnou reguldrni matici A typu p X p.
K dikazu véty 2 budeme potiebovat nasledujici lemma.

Lemma 1 Necht A je symetrickd matice typu p X p a oznacéme jeji vlastni ¢isla

M(A) > A (A) > - > N\, (A). Pak plati

x’' Ax . Az
Ai(A) ST Ap(A) = Inf ———.
Diikaz. Viz Rao (1978, kap. 1£.2). O

Dukaz véety 2. Oznacme X ™ vybeér, ktery ziskdme nahrazenim m nahodnych
bodu z X libovolnymi hodnotami z RP. Pro b € R? a reguldrni matici A typu
pxpoznatme Z = AX +bl), a Z"= AX" +bl),.

Nejprve dokdzeme (2.3). Z afinni ekvivariance odhadu T' dostavame

IT(AX +b1,) - T(AX" +bL,)|| = [A(T(X) - T(X"))|.  (25)
S vyuzitim lemmatu 1 dostdvdme pro matici A’ A

' A Ax
x'x

pro  # 0. Dosadime T'(X) — T'(X™) za « a vzhledem k (2.5) dostdvame

A (A'A) < <M(4'4), (2.6)

IT(AX +b1)) — T(AX" + b1,)|?
IT(X) = T(X)|*

A (A'A) < < \(A'A).
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Odtud plyne, ze supx- || T(X) — T(X™)|| je koneéné (resp. nekonecné) pravée
tehdy, kdyz je koneéné (resp. nekoneéné) supy- ||T(Z) — T(Z")||. Dle definice
bodu selhdni (2.1) jsme tim dokézali (2.3).

Nyni dokazeme (2.4). S vyuzitim afinni ekvivariance C a lemmatu 1 pro C(Z)
dostavame

M(C(Z) = M(C(AX +) = M(AC(X)A) = sup ' AC wwa )A'z

_ 2’ AC(X)A'zx'AA'x
N a,#% '’ AA'x r'r

Odtud, z lemmatu 1 pro A\;(C(X)) a z analogie (2.6) pro matici AA’ plyne
M(C(X))A(AA]) < M (C(2Z)) < M(C(X))M(AA)). (2.7)
Tentyz vysledek plati také pro kontaminovany vybeér, tedy
AM(C(XT)N(AA]) < M(C(Z7)) < M(C(X7))M(AA). (2.8)
Z prvni nerovnosti v (2.7) a z druhé nerovnosti v (2.8) plyne po malé tipravé
M(C(Z)) = M(C(Z27)) 2 M(AA]) (M(C(X)) — M(C(XT))) —

kde a = \(C(X)) (M (AA") — N\(AA")). Analogicky z druhé nerovnosti v (2.7)

a z prvni nerovnosti v (2.8) plyne
M(C(Z)) = M(C(27)) < M(AA) (M(C(X)) = M(C(XT))) + o

Odtud vidime, ze supz- |\ (C(Z)) — A\ (C(Z7))| je koneéné prave tehdy, kdyz je
konecné sup x+ [A(C (X)) — M (C(X™))|.

Analogicky postupujeme i pro sup -
vlastni ¢islo C(Z) vyjadiime jako

1/0,(C(2)) — 1/7\,(C(Z"))|. Nejmensi

. TAC(X)A'z2’AA'x
M(C(2)) = ;;r;lé% T AA'x x'x

a z lemmatu 1 pro \,(C(X)) a z analogie (2.6) pro matici AA" dostdvdme

Ap(C(X))A(AAT) < A(C(Z)) < A(C(X))A(AA),
Ap(C(XT)A(AAY) < X(C(Z7)) < A(C(X7))M(AA').

7 téchto nerovnosti pak odvodime

1 1

1
1 1 1 1
M(C(2) M(C(Z7) ~ M(AA’ ( M(C(X p<c<x*>>> -

kde 3 = (1/M(AA") —1/),(AA")) /), (C(X
Odtud vidime, ze sup g |1/, (C(Z)) — 1/A ( (Z7))| je kone¢né prave tehdy,
kdyz je koneéné supx+ |1/, (C(X)) — 1/A,(C(X7))|.
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Tim je dokoncen dukaz (2.4), a tedy i celé véty. O

Rada modelu ve statistice vychdz{ z konceptu normélntho rozdéleni. To se
vsak tyka i robustnich statistickych metod, ktaré jsou typicky navrzeny pro data
z takového spojitého rozdéleni, které v urcitém smyslu lezi v okoli normélniho
rozdéleni. Nyni zavedeme obecnéjsi tiidu rozdéleni, ktera v sobé jako specialni
piipad zahrnuje pravé i mnohorozmérné normélni rozdéleni.

Definice 2.5 Rekneme, e p-rozmérny ndhodny vektor X p md stéricky symet-
rické (sférické) rozdéleni, jestlize md absolutné spojité rozdéleni s hustotou ve
tvary

f(@) = g(|l=[])- (2.9)
Rekneme, e p-rozmérny ndhodny vektor X md elipticky symetrické (eliptické)
rozdéleni, jestliZe md absolutné spojité rozdeleni s hustotou ve tvaru

fus(@) =27 g((x — p)S (@ — ), (2.10)
kde p € RP a 3 € SPD(p).

Typickym piikladem eliptického rozdéleni je p-rozmérné normélni N(u, 3), pro
které ma funkce g v (2.10) vyjadieni g(y) = (27) "2 exp(—y/2).

Pro sféricka a elipticka rozdéleni plati fada zajimavych vlastnsti. Naptiklad
pro nahondy vektor X se sférickym rozdélenim muzeme snadno odvodit jeho
stfedni hodnotu a variancni matici.

Véta 3 Necht ndhodny vektor X, = (X1, Xz,...,X,) md sférické rozdéleni
s hustotou (2.9). Pak za predpokladu, Ze existuje jeho komecnd stredni hodnotu
a vartancni matict plati

EX, = 0, (2.11)
var(X,) = «dl, (2.12)

kde ¢ > 0 je konstanta.

Dikaz. Pro libovolnou ortogonalni matici O typu p x p plati
g9([0z||) = g(V&'O'Ox) = g(|||).

Tedy ndhodné vektory X, a OX, maji stejné rozdéleni. Konkrétné pro O = —I
tak dostavdme, ze vektory X, a —X, maji stejné rozdéleni. Plati tedy

EX,=E(-X,) =-EX,,

a tudiz E X, = 0, ¢imz jsme dokazali (2.11).

Abychom dokézali (2.12), ukdzeme nejprve, ze slozky X, maji stejny rozptyl.
Uvazujme libovolnou permutaci soutfadnic (7(1),7(2),...,7(p)). Za O pak vez-
meme permutacni matici, kterd méa na mistech (i,7(7)),7 = 1,2..., p jednicky, ji-
nak nuly. Pak rozdéleni nahodnych vektorti X, a X oy = (Xza), Xrg), - -, Xa(p)
jsou stejnd. Tedy i pro jejich varianéni matice plati var(X,) = var(X (). Odtud
plyne, ze var(X;) = var(X;) = --- = var(X,) = c.
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K dokonc¢eni dukazu zbyva ukazat, ze pro i,7 = 1,2,...,p,i # j, plati
cov(X;, X;) = 0. K tomu staci pro kazdé i = 1,2,...,p uvazovat ortogonalni
matici O;, kterd ma na misté (i,7) hodnotu —1, na mistech (j,7),7 # ¢ hod-
notu 1 a jinde 0. Pak maji vektory X, a O;X, stejnd rozdéleni a plati tedy
cov(X;, X;) = cov(—X;, X;) = —cov(X;, X;) = 0,4,j = 1,2,...,p,7 # j. Tim
jsme dokazali (2.12). O

Sféricka a elipticka rozdéleni spolu uzce souviseji. Eliptické rozdéleni s para-
metry pu = 0 a X = ¢l je sférické. Na druhou stranu, pokud ma nahodny vektor
X, eliptické rozdéleni s hustotou (2.10), muzeme jej vyjadiit jako

X,=p+AY,, (2.13)

kde A je reguldrn{ matice typu p x p, AA" = ¥ a Y, je ndhodny vektor se
sférickym rozdélenim. Tato paramatrizace neni jednoznaénd, nebot na misté A
muzeme pouzit OA pro libovolnou O ortogonalni. Nicemu to ale nevadi. Na
zakladé této parametrizace a véty 3 pak muzeme ziskat vyjadieni stfedni hodnoty
a varian¢ni matice eliptického rozdéleni. Pro stfedni hodnotu plati

EX,=u+AEY,=pn
a pro varian¢ni matici
var(X,) = Avar(Y,)A' = cATA' = cX. (2.14)

Matici ¥ budeme nazyvat disperzni (v anglické literature byva oznacovana jako
dispersion matriz nebo také scatter matriz). Vzhledem k (2.14) se v modelech
s eliptickym rozdélenim casto misto varianéni matice odhaduje piimo disperzni
matice 3.

Pokud ma vektor X, eliptické rozdéleni s parametry (u, X), pak pro libovol-
nou afinni transformaci Z, = b+ BX,,b € RP, B regularni, je rozdéleni vekto-
ru Z, taktéz eliptické s parametry (b+ Bu, BXB'). Pii odhadovén{ stiedn{ hod-
noty a disperzni matice eliptického rozdéleni je tedy ptirozenym pozadavkem ek-
vivariance téchto odhadu. Pri splnéni tohoto pozadavku muzeme pro tyto odhady
ziskat urcitou predstavu o jejich limitnim hodnotéch.

Uvazujme tedy ndhodny vybér X = (xy, xo, ..., x,), ktery pochézi z eliptic-
kého rozdéleni P, s: s hustotou (2.10). Pro (T,(X), C,(X)) afinné ekvivariantni
odhad (p, ¥) oznaé¢me pro n — oo jeho limitni hodnotu (T'(X), Cu(X)).
Maronna a kol. (2006) ukazali, ze plati T'oo(X) = p a Coo(X) = X, kde ¢ je
konstanta.

Dobry robustni odhad by zaroven mél vykazovat dobré vysledky i v pri-
padé, ze vybér X neobsahuje odlehld pozorovani. Urc¢itou predstavu o tomto
chovani muzeme ziskat napt. z relativni asymptotické eficience. Tento postup
pouzivaji Maronna a kol. (2006). Uvazujme vybér X z rozdéleni Py a oznacme
6,, maximalné vérohodny odhad parametru 8 € RP s asymptotickou varian¢ni
matici V. Déle oznacme 6,, ndmi zkoumany odhad @ a predpokladejme, ze jeho
asymptotické rozdéleni je normélni s variancéni matici V. Pak muzeme definovat
relativni asymptotickou eficienci jako

/
ef(0,,) = min cVoe




Pro takto definovanou eficienci plati ef(0,) = M\ (V~'Vy), kde A\ (A) znaci
nejvetsi vlastni ¢islo A. Pokud plati V' = aV pro néjakou konstantu a, pak

ef(0,) = 1/a.

V piipadé, ze vybér X pochdzi z normélniho rozdéleni N(u, ), je maximélné
vérohodnym odhadem parametru @ = p vybérovy prumeér 0, = x, jehoz va-
rianéni matice je Vo = 3. Maronna a kol. (2006) uvadéji, ze pro 6, = T(X)
afinné ekvivariantni odhad p je jeho asymptoticka variancéni matice V- = v32, kde
v je konstanta. Jeho relativni asymptotickd eficience je tedy 1/v a zavisi pouze
na typu odhadu, nikoliv na parametrech (p,X).

2.1 Robustni mnohorozmeérné odhady

Nyni popiSseme nékolik robustnich odhadu stfedni hodnoty a varina¢ni matice,
kterym je v literatufe vénovana velkd pozornost a které se pouzivaji v praxi.
V kapitole 3 je pak pouzijeme k robustifikaci klasifikacnich metod z kapito-
ly 1. Protoze budeme v této kapitole casto pouzivat Mahalanobisovu vzdalenost,
uvedeme nyni jeji definici.

Definice 2.6 Pro x,y € R? a A € SPD(p) definujeme Mahalanobisovu vzdéle-
nost  od y mérenou v metrice indukované matici A jako

d@:y, A) = /(2 — yy A" (@ — y). (2.15)

Poznamenejme, ze budeme Mahalanobisovu vzdalenost (2.15) ¢asto oznacovat
strucné jen vzdalenost.

2.1.1 MVE-odhad

Jako prvni popiseme odhad, jehoz autorem je Rousseeuw (1985). Tento odhad je
zalozeny na nalezeni elipsoidu s nejmensim objemem mezi vSemi elipsoidy, které
pokryvaji pozadovanou ¢ast dat. Budeme ho znac¢it MVE-odhad podle anglického
terminu minimum volume ellipsoid estimator.

Definice 2.7 Necht X = (x1,@2,...,T,) je ndhodny vjbér z P, € Py, n >
p + 1. Pak definujeme MVE-odhad (T yve, Cuve) € (RP,SPD(p)) jako resni
tlohy minimalizace |C| vzhledem k podmince

#{i: (x; —T)C Y x;, —T) <} > h,
kde h=1|(n+p+1)/2] a #A znaci pocet proki mnoZiny A.

Konstantu ¢ lze volit tak, aby Cyvg byl konzistentni odhah varianéni matice
predpokladaného rozdéleni. Pokud vybér X pochézi z eliptického rozdéleni s hus-
totou (2.10), pak je pfirozenou volbou ta hodnota ¢, pro kterou

PUX — p) S (X — ) < 2} = / s(lel)de = 3.

[zl <c

Specidlné pochézi-li vybér z normalniho rozdéleni, pak ¢ = X;(O, 5).
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MVE-odhad je afinné ekvivariantni. Lopuhad a Rousseeuw (1991) odvodili
bod selhani MVE-odhadu v piipadé, ze je vybér X v obecné pozici. Ukazali,
ze pak dosahuje maximalni hodnoty pro afinné ekvivariantni odhady (2.2). Plati
tedy € (Tvve, Cuve) = [(n —p+1)/2] /n a bod selhdani MVE-odhadu je tedy
e (Twmve, Cuve) = .

Asymptotickymi vlastnostmi MVE-odhadu se zabyval Davies (1992). Odvodil
tvar asymptotického rozdéleni (T\vg, Cvve) a ukazal, ze MVE-odhad konver-
guje k tomuto rozdéleni v fadu n~'/? (detaily viz Davies, 1992). Diky této po-
malé konvergenci je MVE-odhad zna¢né neeficientni. Jednou moznosti, jak zvysit
eficienci odhadu, je vyuzit informaci, kterou mame o kontaminaci konkrétniho
vybéru X odlehlymi pozorovanimi. Pokud vime, Ze kontaminace neni vétsi nez
a,0 < a < 1/2, muzeme v definici 2.7 pouzit h = [n(l — «)] + 1. Bod selhani
MVE-odhadu se pak snizi na a.

Lopuhaé a Rousseeuw (1991) uvédéji druhy postup, ktery muze vést ke
zlepSeni eficience a pritom zachovdava bod selhdani odhadu. Uvazujme obecny
odhad (T'(X),C(X)) a vdhovou funkci w : [0,00) — [0,00), kterd je neros-
touci, omezend, kladnd pro y € [0, ¢| a nulova pro y € [c1,00) pro néjaké c¢; > c.
Pak muzeme definovat prevazeny odhad

T(X) = %;?fv—w(a(lx (2.16)

Ci(X) = Z?:lw(di)(wi_;rl(X)')(mi_Tl(X))/’ (2.17)

kde d; = d(zs; T(X),C(X)). Castou volbou funkce w(y) je I{y € [0,c1]}, kde
I{A} znaéi indikator jevu A.

V praxi neni ¢asto mozné MVE-odhad spocitat presné, a proto se pro vypocet
jeho priblizné hodnoty pouziva nasledujici postup. Nahodné vybereme mnozinu
p+1bodu z X, oznacme ji K, a spoc¢teme jejich vybérovy prumeér Zx a vybérovou
variancni matici Sk . Elipsoid uréeny Ty a Sk pak zvétsime nebo zmensime tak,
aby obsahoval pravé h bodu z X. Tento postup opakujeme N-krat. Jako odhad
(Tvive, Cuvve) pak vezmeme parametry toho elipsoidu, ktery ma mezi témito N
elipsoidy nejmensi objem. Pokud jsou rozsah vybéru n a dimenze p prijatelné
malé, muzeme pracovat se vSemi podvybéry, tj. N = (pil). V opacném pripadé
vybereme N podvybéru ndhodné.

2.1.2 MCD-odhad

Rousseeuw (1985) navrhl jesté jiny odhad, ktery mé vyhodnéjsi asymptotické
vlastnosti, a proto se pouziva ¢astéji nez MVE-odhad. Budeme ho znacit MCD-
odhad podle anglického terminu minimum covariance determinant estimator. Jak
anglicky nazev napovida, je zalozeny na nalezeni varianéni matice s minimalnim
determinantem.

Definice 2.8 Necht ndhodny vybér X = (x1,®o,...,T,) pochdzi z rozdéleni
P.s € P,, n > p+ 1. Z vybéru X wvybereme takovou podmnozinu pozorovdni
X = (@i, iy, ..., @i, ), h = [(n+p+1)/2], pro kterou md vybérovd variancni
matice Sy, vybéru X, minimdlni determinant. Potom definujeme MCD-odhad
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(T mep(X), Cuep(X)) jako

Tuen(X) = x; (2.18)

J

S| =
7=

1

1
h—1

J

Cucp(X) = «

>~ (@i, — Taen(X)) (@ — Taep(X))'. - (219)

Konstanta ¢ je, podobné jako pro MVE-odhad, volena tak, aby byl odhad (2.19)
konzistentni. Pison, Van Aelst a Willems (2002) ukézali, ze velikost odhadu
Chcp(X) je v piipadé malého rozsahu vybéru n podhodnocena - za odlehla
je ozna¢no vice pozorovani nez by meélo byt. Doporucuji proto odhad (2.19)
vynasobit jesté korekénim faktorem c,,,. Konstrukei ¢,,, navrhli tak, aby se jeho
hodnota blizila jedné pro n jdouci do nekonecéna (detaily viz Pison a kol., 2002).

MCD-odhad je afinné ekvivariantni a jeho bod selhdni dosahuje maximalni
hodnoty pro afinné ekvivariantni odhady

en(Tvep, Cyvep; X) = [(n —p+1)/2] /n,

a tedy €*(Tvcn, Cuep) = 3-

Butler, Davies a Jhun (1993) se zabyvali asymptotickymi vlastnostmi MCD-
odhadu. Mimo jiné ukazali, ze pokud vybér X pochazi z eliptického rozdéleni,
konverguje /n(Tycpn(X ) — p) k p-rozmérnému normalnimu rozdéleni s nulovou
sttedni hodnotou.

Pro zvyseni eficience MCD-odhadu je mozné pouzit stejné postupy jako v ka-
pitole 2.1.1 pro MVE-odhad. Tedy zménu konstanty h v definici 2.8 na zékladé
znalosti kontaminace vybéru nebo jednokrokové prevazeni (2.16), (2.17).

V praxi je pro velky rozsah vybéru n nemozné v realném case spocitat MCD-
odhad podle definice. Z tohoto duvodu se MCD-odhad prilis§ nepouzival, dokud
Rousseeuw a Van Driessen (1999) neprtisli s rychlym algoritmem pro jeho vypocet.
Tento algoritmus nazvali FAST-MCD a nyni ho popiSeme.

1. Néhodné zvolime pocatecni mnozinu Hy C {1,...,n}, |Hy| = h.
2. C-krok

(a) Pro mnozinu H; C {1,...,n},|H;| = h spo¢teme odhady stfedni hod-

noty a varianéni matice T; = 4 Y.y @; a
K3

(b) V ptipadeé, ze |C;| # 0, vypocitame vzdélenosti x; od T, tj. d;(j) =
d(CB], Tz‘, Cz),j = 1, 2, .o, N

(¢) Najdeme takovou permutaci m mnoziny {1,...,n}, pro kterou plati
di(m(1)) < di(7(2)) < ... < di(w(n)).

(d) Polozime H; 1 = {n(1),7(2),...,7(h)}.

3. Opakujeme C-krok, dokud pro néjaké i = m nenastane jedna z moznosti
|C.| = 0 nebo |C,| = |Ch1.
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Cely postup od vybéru pocatecni mnoziny H; az po nalezeni C,, nékolikrat
zopakujeme a jako MCD-odhad vezmeme tu dvojici (T,,,C,,), pro kterou je
|C',| minimélni.

Krok 3 vzdy vede k nalezeni C,,, nebot existuje jen koneéné mnoho h-prvko-
vych podmnozin {1,...,n} a plati |C;| < |C;_1|, pficemz rovnost nastane préve
tehdy, kdyz T'; = T;_1 a C; = C,;_; (viz Rousseeuw a Van Driesen, 1999). Autofi
také uvadéji jinou moznost volby pocatecni mnoziny Hi:

1.* Vezmeme mnozinu J tvorenou p+ 1 ndhodné vybranymi body z X a vypo-
¢itame Ty = zﬁ Yjesxjalo= zﬁ > ics (@; —To)(x; — Tp)". Spocteme
vzdalenosti do(j) = d(z;; Ty, Cy), setadime je podle velikosti do(7(1)) <
do(m(2)) < ... <dy(m(n)) a polozime H; = {m(1),...,m(h)}.

Autoii tuto volbu upfednostiiuji, nebot pro hodné kontaminovans data se zvysuje
pravdépodobnost, ze do H; budou vybrana i odlehld pozorovani. Autori déle
uvadéji dva zpusoby, jak vypocet odhadu pomoci FAST-MCD algoritmu vyrazné
zrychlit. Zjistili, ze uz po druhém nebo tfetim opakovani C-kroku je vétsinou
patrné, zda algoritmus povede k robustnimu nebo nerobustnimu feseni. Proto pro
kazdou pocatecni mnozinu H; provedeme pouze dva C-kroky algoritmu, tj. nalez-
neme mnozinu Hj. Dalsi C-kroky algoritmu provedeme pouze pro nékolik malo
(napt. deset) mnozin Hs, pro které je |C3| nejmensi. Déle navrhli autori zrychleni
algoritmu pro velky rozsah vybéru n:

e Pro n < 600 provedeme 500 vybéru H; a postupujeme podle algoritmu.

e Pro 600 < n < 1500 rozdélime pozorvani nahodné do nejvyse ctyt skupin
tak, aby kazda skupina obsahovala alespon 300 pozorovani a aby skupiny
byly pokud mozno stejné velké. V kazdé skupiné o ngp,, pozorovanich
provedeme nékolik vybéru H; (dohromady ve vSech skupinédch 500 vybéru),
kde misto n a h pocitdme S Ngpup & hopup = |Nskup(h/n)|, a spotteme
pro né dva C-kroky. V kazdé skupiné vybereme deset nejlepsich vysledku
(T skup: Cskup)- Spojime skupiny dohromady a déle pocitame jiz s celym
vybérem. Pro kazdou dvojici (T skup, Cskup) provedeme dva C-kroky s n a
h. Vezmeme opét deset nejlepsich vysledki (T'spoj, Cispoj) @ s kazdym z nich
pokracujeme s C-kroky. Nakonec najdeme koneény odhad (T'kon, Cron) S nej-
mensim diskrimnantem varianéni matice.

e Pro n > 1500 ndhodné vybereme ng,,; = 1500 pozorovani a ta rozdélime
do péti skupin po Ny = 300 pozorovénich. Stejné jako v predchozim
bodé najdeme pro kazdou skupinu deset dvojic (T skup, Cskup), které davaji
po dvou C-krocich nejlepsi vysledky. Spojime skupiny pozorovani dohro-
mady a pro vyslednou skupinu o velikosti ngy,; provedeme pro kazdou
z padesati dvojic (Tsgup, Cskup) dva C-kroky, tentokrat pocitame s ngp,,; a
Pspoj = |Mspoj(h/n)|. Vezmeme opét deset nejlepsich vysledki (Tsp05, C spoj)
a s kazdym z nich pokracujeme s C-kroky s tim, ze nyni uz do vypoctu
zahrneme vsechna pozorovani, tj. pocitame s n a h. Jako konecéné teseni
(Tkon, Cron) vezmeme to s nejmensim diskriminantem varianéni matice.

Vazenou obdobu MCD-odhadu navrhl Kalina (2012). Metoda je vsak vypo-
¢etné velmi naroéna pro data s vétsi dimenzi.
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2.1.3 M-odhad

Odhad, ktery popiseme v této kapitole, vychazi z konceptu maximélni vérohod-
nosti. Pro X vybér z eliptického rozdélelni s hustotou (2.10) mé vérohodnostni
funkce pro odhad parametru p a ¥ tvar

1 n
L(p, %) = DR [ 9@ (@s; 1, ).
i=1
Zlogaritmovanim a vynasobenim —2 pfevedeme tlohu na minimalizaci funkce

(1, 2) = nlog |B| + > p(d*(wi; 1, ),

=1

kde p(y) = —2log(g(y)). Za predpokladu, ze g(y) je spojité a diferencovatelnd,
dospéjeme derivovanim k soustavé rovnic

n

Zw(dQ(ﬂvi;u,E))(wi—u) =0

1

3wl D) — ) = %

~

kde w(y) = —2¢'(y)/g(y). Maximalné vérohodny odhad (f,X) je pak FeSenim
této soustavy. Podotknéme, ze pro p-rozmérné normalni rozdéleni N(u, ) je
w(s) = 1, a tudiz dostdvame vybérovy prumér a (n — 1)/n-ndsobek vybérové
varian¢ni matice jako maximalné vérohodné odhady stfedni hodnoty a varianéni
matice.

Maronna (1976) vytvoril M-odhad, ktery je zobecnénim maximélné vérohod-

ného odhadu.

Definice 2.9 Necht X = (x1, %2, ..., x,) je ndhodny vjbér z P, s € Py, n >
p + 1. Pak definujeme M-odhad (T, Cy) € (RP,SPD(p)) jako resni soustavy
rovnic

=Y wld)@-T) = 0 (2.20)
%ng(df)(wz —T)(z;—T) = C, (2.21)

kde d; = d(x;; T, C) a wy, we jsou redlné funkce na [0, 00) spliugjici:
(i) funkce w;(y),i = 1,2 jsou nezdporné, nerostouct a spojité,
(i) funkce @;(y) = yw;(y),i = 1,2 jsou omezené,

(i) funkce @a(y) je rostouci na intervalu, kde pa(y) < Ky pro Ky = sup,sq ¢a(y),
(iv) existuge yo takové, Ze va(ys) > p a wi(y) > 0 proy < yo (a tedy Ky > p).

Vlastnosti M-odhadu popsal Maronna (1976). Dokazal, ze pro vybér z elip-
tického rozdéleni a pti splnéni dodateéného predpokladu
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(v) Ky >pn/(n—p),

existuje Feseni soustavy (2.20), (2.21). Déle uvadi i postacujici podminky pro
jednoznacnost tohoto feseni.
Jestlize M-odhad (T, Cv) existuje, pak pro jeho bod selhani plati

6*(TM, CM) S min(l/KQ, 1 —p/Kg)

(viz Maronna (1976)). Protoze funkce min(1/ K>, 1—p/K>) nabyva svého maxima
pro Ky = p+ 1, plati

€(Ty,Cn) <1/(p+1)
a tudiz neni vhodné pouzivat M-odhad v ptripadé vétsi dimenze p.

Za funkce w; = 1,2 v definici M-odhadu muzeme zvolit naptiklad

wi(y) = ¥i(y)/y,
kde ¢1 - ¢H<y’ k)a 77Z)2 - 1/)H(?J= kz) a
Yu(y) = min{y, max{y, —k}}

je tzv. Huberova 1-funkce a k je konstanta.
M-odhad je afinné ekvivariantni. ReSenim soustavy rovnic

Epwi(d)(x—T) = 0
Epws(d®)(x —T)(x-T) = C,

kde d = d(x; T, C), ziskdme odpovidajici statisticky funkcional (T'\(P), Cy(P)).
M-odhad (T'n, Cayn) konverguje v pravdépodobnosti k (T (P), Cu(P)). Za
dodatecnych predpokladu Maronna (1976) ukazal, ze pro vybér z eliptického
rozdélent jsou Ty, a Cy, asymptoticky nezdvislé a ze limitn{ rozdéleni /n(T 'y, —
Ty(P), Cyyn — Cu(P)) je mnohorozmeérné normalni s nulovou stiedni hodnotou.
Pro odhad stifedni hodnoty T\, rovnéz odvodil jeho asymptotickou varianéni
matici, kterd ma tvar a/bC'y(P), kde

a=p ' Eg; (d(z;Tu(P),Cu(P))),

b =E (w; (d(z; Tn(P), Cu(P))) (1 = p~') + ¢} (d(z; Tn(P), Cu(P))) p~') -

Pro piipad sférického rozdéleni Py 421 také odvodil jeho influenén{ funkei a globalni
citlivost

[F(x; Ty, P) = wi(|z] /s)x/b,
v(T,P) = Kis/b.

Rovnici (2.20) z definice 2.9 lze ptreformulovat na tvar

Yo wi(di)®s
S ()
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Toho lze vyuzit pii vypoctu M-odhadu pomoci iterativniho algoritmu. Oznacéme
T ) a C o) pocatecni odhady algoritmu. V (m+1)-nim kroku algoritmu spocteme
odhady T(m+1), C(m+1) jako

T _ 2im wi(dim)
ey > it wi(di(m))

1 ¢ )
Cimiy = n Z w2(di(m))(wi - l"l’(m-i-l))(wi - M(m+1)) )
=1

kde dim) = d(Xi; By, Bmy)- Pro tzv. monotdnni M-odhady, kdy d*w,(d?) je
nerostouci, konverguje tento algoritmus k jedinému feseni a vybér pocatecnich
hodnot Ty a C\g) tak ovlivni pouze pocet kroki algoritmu nikoliv jeho vysledek.

2.1.4 S-odhad

Nyni popiseme tiidu odhadu, které zavedl Davies (1987) jako spojitou verzi
MVE-odhadu. Pouziva trochu odlisnou definici, kterd je vsak ekvivalentni s defi-
nici 2.10, pokud oslabime nékteré jeji predpoklady (viz Lopuhad, 1989).

Definice 2.10 Necht X = (zy, s, ..., ,) je ndhodny vjbér z P, s € P,. Necht
p: R — [0,00) je symetrickd funkce, md spojitou derivaci v, p(0) = 0 a necht
existuje 0 < ¢ < 0o takové, Ze p je rostouci na [0, c| a konstantni na [c,00). Pak
definujeme S-odhad (T's, Cs) € (RP,SPD(p)) jako tesent ilohy minimalizace |C|
vzhledem k podmince

S3 o) = Y (= TYC @ - T b (222

Konstantu b v (2.22) muzeme volit v souladu s predpoklddanym rozdélenim. Tak
pro eliptické rozdéleni s hustotou (2.10) muzeme vzit

b=Ep((X — pn)S7H(X — p)).

Oznaéme a = sup p, pak konstantu ¢ muzeme volit tak, aby 0 < b/a = r >
(n — p)/(2n). Lopuhad a Rousseeuw (1991) dokdzali, ze pfi této volbé je bod
selhani S-odhadu
e (Ts; X) =€ (Cs; X) = [nr] /n,

kde [k] znaci horni celou ¢ast k, tj. nejmensi z € Z takové, ze k < z. Pro
r = (n —p)/(2n) dosahuje bod selhani maximélni hodnoty [(n —p+1)/2] /n,
a tedy €"(T's,Cs) = 1/2.

S-odhad je afinné ekvivariantni. Castou volbou funkce p je tzv. Tukeyho
dvouvdhovd funkce

-+ poly <c
ply) =4 2 2 &V = (2.23)
5 pro |y| = c.

Lopuhad (1989) ukézal souvislost S-odhadu s M-odhady v tom smyslu, ze
feSeni tlohy minimalizace |C| vzhledem k (2.22) je zdroven feSenim soustavy
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nM_typu“

n

% Z(pu<di)($i —T)(x; —T) —v(d;))C) = 0,

i=1

kde v(y) = ¥ (y)y — p(y)y+b au(y) = ¥(y)/y. Tohoto faktu vyuziva pii odvozeni
influencni funkce a asymptotickych vlastnosti S-odhadu. Za dodatecnych pied-
pokladu (mimo jiné existence ¢'(y), spojitost a omezenost ¢'(y) a u(y)) ukazal,
ze influenéni funkce S-odhadu je stejného typu jako pro M-odhady. S-odhad je
konzistentni, tj. (T's,, Cs,) konverguje skoro jisté k odopovidajicimu funkciondlu
(T's(P),Cs(P)), ktery ziskdme jako feseni tlohy minimalizace |C| vzhledem
k podmince

Ep (\/(m —TYC (a — T)) —,

Rovnéz asymptotické chovéani je podobné jako pro M-odhady. Tedy limitni roz-
déleni v/n(Ts, — Ts(P),Cs, — Cs(P)) je normélni s nulovou stedn{ hodnotou.

Rocke (1996) poukazal na nedostatek S-odhadu pro bézné pouzivané funkce
p(y). Pro rostouci dimenzi se i pres vysoky bod selhani ztréci jeho schopnost
realné oznacit pozorovani za odlehlé. Tuto schopnost méri pomoci tzv. asymp-
totické pravdeépodobnosti zamitnuti (asymptotic rejection probability, dale APR).
Navrhl proto pouziti upravené dvouvahové funkce (translated biweight nebo také
t-biweight)

2

L, pro0 <y < M,

M2 MZ(MA-5M3c*+15c¢t)
2 2/1 | M* 3061;142 304M _ AM3

py) = +9°(G +om — ) (G5 — 55 (2.24)
2
s ) " o<y <are
c(bc+16
[ 4 4 ool proy > M-+

Konstanty ¢ a M je pak mozné volit tak, aby se dosahlo pozadovaného bodu
selhani a zéroven i APR (detaily viz Rocke, 1996).

Pro vypocet S-odhadu je mozné pouzit itertivni algoritmus podobny tomu pro
vypocet M-odhadu. V tomto ptipadé vsak algoritmus vede k nalezeni lokalniho
minima a vybér pocatecnich hodnot T’y a C\g) je nyni dulezity. Doporucuje se
volit MVE-odhad, ktery vykazuje dobré vysledky co se tyce vychyleni, a to i pro
vétsi dimenze p. Pro definici asymptotického vychyleni odhadu stfedni hodnoty
a disperzni matice a pro urc¢ité konkrétni numerické vysledky viz Maronna a kol.
(2006).

2.1.5 SD-odhad

Stahel (1981) a Donoho (1982) nezavisle na sobé predstavili odhad, ktery prevadi
problém nalezeni robustniho mnohorozmérného odhadu na jednorozmérny piipad.
Ptedtim, nez tento odhad definujeme, zavedeme nejprve nasledujici znaceni. Pro
vybér X = (x1,29,...,x,) z jednorozmérného rozdéleni budeme uvazovat jed-
norozmérné robustni statistiky p(X) pro odhad stfedni hodnoty a o(X) pro
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odhad rozptylu. Budeme ptredpoklddat, ze p(X) je afinné ekvivariantni a o(X)
je transla¢né invariantni a Skélové ekvivariantni (tj. u(aX +b) = au(X) +0b a
o(aX+0b) = |alo(X), pro libovolné a, b € R). Tyto vlastnosti splnuji napt. medidn

med(X) = ((fn/21) + @ (ln/2)+1))/2
a medianovd absolutni odchylka od medidnu

MAD(X) = med(|z; — med(X)]),
kde z(;) < z9) < -+ - < 2y jsou setiizené hodnoty X.

Definice 2.11 Necht X = (z1, s, ..., x,) je ndhodny vjbér z P, s € Py, n >
p+ 1. Nechf w : R — [0,00) je spojitd nerostouci omezend funkce a y*w(y) je
omezend funkce. Potom definujeme Staheluv-Donohuv odhad (ddle SD-odhad)

1
TSD(X) = — W;x;
nz’:l
1 = wi(x; — Tsp( X)) (x; — Tsp(X))
Cox) = Ly 3o e Tl Tl X))
i=1 =1

kde w; = w(od(x;, X)) a proy € R? je

2"y — p(2' X))
od(y,X) = sup :
zere 2=t 0(2'X)

(2.25)

Myslenka SD-odhadu spociva v tom, ze pokud je néjaké pozorovani odlehlé,
pak bude odlehlé i v néjaké jednorozmérné projekci. SD-odhad hleda smér z, ve
kterém se tato odlehlost nejvice projevi. Funkce (2.25) pak méii miru odlehlosti
pozorovani y od vybéru X . Vahova funkce w tak logicky odlehlejsim pozorovanim
pritadi mensi vahu a zmensi tak jejich vliv na vysledny odhad.

Diky pozadavkum, které klademe na u(X) a o(X) je od(y, X) afinné invari-
antni, a SD-odhad je tudiz afinné ekvivariantni. Tyler (1994) dokdazal, ze pro
vybér v obecné pozici muze bod selhani SD-odhadu dosahnout maximalni hod-
noty [(n —p—+1)/2] /n, atedy € (Tsp,Csp) = 1/2. Této maximélni hodnoty je
dosazeno napf. pro

—_

N(X) - med(X>7 U(X) = _<S(/€1) + S(kz))7

[\

kde s¢),4 = 1,2, ..., n jsousetiizené hodnoty s; = |2;—med(X)|, k1 = [(n + p)/2]
a ky = [(n+p)/2] + 1 (viz Gather a Hilker, 1997).

Maronna a Yohai (1995) porovnali nékolik typu vdhovych funkei. Nejlepsich
vysledku v jejich simulacich dosahovala vahovéa funkce Huberova typu

w(y) :min{l, (5)2}

kde ¢ = /x2(0,95). Dalsi moznosti, jak volit vahovou funkci w, stejné jako dalsf

vlastnosti SD-odhadu, lze nalézt v knize Maronna a kol. (2006) a v ni uvedenych
odkazech.
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V praxi neni samoziejmé mozné SD-odhad spocitat presné. Maronna a Yohai
(1995) pouzivaji pro vypocet SD-odhadu nésledujici algoritmus. Uvazujme podvy-
bér X vybéru X o velikosti p. Najdeme smér z, |z|| = 1 ortogonélni k nadroviné
generované X. Oznaéme Z mnozinu viech takovych z, sestrojenych na zdklade
vSech moznych podvybéri X. Pokud je dimenze p a rozsah vybéru n dostatecns
maly, hleddme supremum v (2.25) pres mnozinu Z. Pokud by bylo takové hledani
vypocetné prili§ narocné, omezime se na podmnozinu Zy obsahujici N nahodné
vybranych sméru ze Z.

2.1.6 OGK-odhad

Gnanadesikan a Kettenring (1972) pfistupuji k odhadu varianéni matice po jed-
notlivych slozkach. Jejich odhad je zalozen na robustifikaci vztahu pro kovarianci
dvou realnych ndhodnych velicin Y a Z

cov(Y,Z) = i(var(Y +7Z)—var(Y — 2)).

Definice 2.12 Necht X = (z1,@a,...,2,) je ndhodny vjbér z P,s € Py, n >
p+1 aozmacme X' = (2, x? ... xP). Necht s(X) je robustni odhad smérodatné
odchylky pro ndhodny vgbér X = (x1,a,...,T,) 2 jednorozmérného rozdélend.
Pak definujeme Gnanadesikantuv-Kettenringtuv odhad (ddle GK-odhad ) varianéni
matice jako Cax = (¢ji)} 4y, kde

s?(x7) 7=k
o — ‘ i o o z* .
" s(@?)s(x") <S2 <s(ajﬂ') * S(w’“)) - (8(‘”]” - S(wk)» 7N

Nedostatkem C'gx odhadu je to, ze neni afinné ekvivariantni. Na druhou stranu
k jeho vypoctu nepotiebujeme odhad stfedni hodnoty. To muze usetfit vypocetni
cas v situacich, kdy nds odhad stfedni hodnoty nezajima (napf. pii analyze
hlavnich komponent). Pokud je situace opacnd, muzeme odhad g obdobné jako
C i sestrojit po slozkach. Jestlize mame pro vybér X z jednorozmeérného roz-
déleni robustni odhad stfedni hodnoty ¢(X), pak muzeme pro vybér X definovat
odhad st¥edni hodnoty p jako Tox = (t(x!), t(x?), ..., t(xP))".

Odhad C'gx neni obecné pozitivné definitni matice. V knize Maronna a kol.
(2006) je uveden algoritmus, jak tento nedostatek odstranit a ziskat zdroven
odhad stfedni hodnoty. Tento algoritmus zde nyni uvedeme.

1. Oznatme D = diag(s(x'), s(x?),...,s(x?)), tj. matici s prvky d;; = s(x')
adi; = 0,7 # j, a sestrojme Y = D' X. Sloupce matice Y nyni tvoif
jednotliva normalizovana pozorovani y; = D 'x;,i = 1,2,...,n a pro jeji
iddky plati y/' = x/'/s(x?),j = 1,2,...,p.

2. Sestavime matici R = (r;;), kde

1 Jj =k,
I ‘ , .
7 { Ly +yb) — 2y — oY) j#k

Matice R je vlastné odhadem korela¢ni matice vybéru X a zaroven odha-
dem varian¢éni matice Y.
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3. Pro matici R sestrojime jeji spektralni rozklad R = UAU’, kde A =
diag(A1, A2, ..., Ap), U = (g, 00,..., ), Nyt = 1,2,...,p jsou valstni
¢isla matice Ra o, 1 = 1,2, ..., p, jim odpovidajici vlastni vektory. Protoze
R neni obecné pozitivné definitni, nemusi byt vlastni ¢isla \; nezaporna.

4. Definujme matici Z = U'Y = U'D'X. Dostédvame tak X = AZ, kde
A=DU.

5. Pro tadky matice Z spocteme s(z’

)at(zl),j = 1,2,...,p a definujme
T = diag(s?(z!), s%(2?),...,s%(2P)), t =

(t(zh), (%), ..., t(zP)).

6. Nyni definujeme ortogonalizovany Gnanadesikanuv-Kettenringiuv odhad (da-
le OGK-odhad) stiedni hodnoty p a varianéni matice X

Tock(X) = At (2.26)
Cocx(X) = ATA' (2.27)

Pokud by matice R z kroku 2 byla skute¢nou varianéni matici Y, byla by
pozitivné definitni a platilo by A\; > Ay > ... > A, > 0. Pak by fadky matice Z
byly hlavnimi komponentami Y (viz kap. 4.1). Lze tedy ocekdvat, Ze 27 by mohly
byt nekorelované, nebo alespoii méné korelované nez puvodni veliciny 7.

Dalstho zlepseni OGK-odhadu muzeme docilit iteracemi. Oznacme (2.26) a
(2.27) jako T (X) a CO., (X). Piedpoklédejme, Ze na pocétku (k + 1)-nfho
iteracntho kroku mame odhady TS%K(X ) Cg%K(X ) a matici A spoctenou v k-
té iteraci algoritmu v bodé 4. Oznac¢me Z*) odpovidajici matici Z® = A71X.
Pak spocteme odhad (Togk(Z™), Coak(Z™)) a data transformujeme zpét do
puvodniho prostoru

TH(X) = ATock(ZW)
COK(X) = ACock(ZM)A'

Iterace jsou vypocetné velmi narocné a v praxi se provadéji jen dvé. Maronna
a kol. (2006) uvadeéji, ze nasledujici iterace dle vysledku simulaci nevedou ke
zlepSeni.

Jako t(X) a s(X) se pouzivaji

D Wi
X) = Z?:l Wi
sx) _ MAD (X)Zp(xi—t(Xg)’

n

kde w; = w ((z; — med(X))/ MAD(X)). w(y) = max (0, (1= (5/k)2)°) a ply) =
min(c?, y?) s volbou konstant k = 4,5 a ¢ = 3.

Maronna a kol. (2006) uvadéji, ze pokud bod selhdni odhadu #(X) a s(X)
neni mensi nez ¢, pak ani bod selhani odhadu (T'ogk(X), Cock (X)) neni mensi
nez €.

26



Kapitola 3

Robustni klasifikaéni analyza

V kapitole 1 jsme popsali klasifikacni pravidla 4 a 5, kterd jsou zalozena na pouziti
vybérovych odhadii ' a S v (1.5) a (1.6). Protoze jsou tyto odhady citlivé na
pritomnost odlehlych pozorovani, nemusi byt vybérova klasifikacni pravidla 4 a 5
piflis spolehliva, pokud vybeéry X néjaka odlehld pozorovani obsahuji. V této
kapitole se zamérime na moznosti robustifikace téchto klasifikacnich pravidel.

3.1 Robustni kvadraticka klasifika¢ni analyza

Jednoduchou metodou, jak robustifikovat kvadratickou klasifika¢ni analyzu, je
nahradit vybérové odhady v (1.5) robustnimi odhady. Tento postup navrhuje
napiiklad McLachlan (1992). Predpoklddejme tedy, ze mame pro kazdou skupinu
7 robsutni odhad stiedni hodnoty a varianéni matice (T, C"). Miizeme pouzit
libovolny z robustnich odhadu z kapitoly 2.1. Pak ziska kvadratické klasifikaéni
pravidlo nasledujici tvar.

Pravidlo 6 Pozorovini & zaradime do skupiny 7, jestlize
Or(T) > ng(ac) pro vdechna j =1,2,... k,j # 1, (3.1)
kde dZQR<ZE) = —%ln |IC"| — %(:c —THY(CH (. —T") +1np'.

V kapitole 5 je na zakladé simulaci provedeno srovnani QDA a jeho robustni
verze pro ruzné volby (T, C). Pro snadnéjsi orientaci budeme jednotlivé robustni
verze pravidla 6 oznacovat QDA a zkratkou prislusného pouzitého odhadu. Tak
napiiklad QDA-MVE bude odkazovat na pouziti (Tyve, Cuve) v (3.1).

V kapitole 6 pak porovname kvadraticka klasifika¢ni pravidla sestavend na
zékladé realnych dat.

3.2 Robustni linearni klasifikacni analyza

V piipadé linearni klasifika¢ni analyzy se nabizi otdzka, jak odhadnout vari-
ancén{ matici 3. Piedpokladejme, Ze pro kazdou skupinu 7t,i = 1,2,...,k jiz
méme robustni odhady stfedni hodnoty a varianéni matice T"(X") a C*(X").
Jednoduchym feSenim je sestrojit robustni analogii sdruzené vybérové varianéni
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matice (1.4), tedy

k
A _ ; nt —1)C"
= h Z (n' = 1)C",
kde N = Zle n'. Tento postup ozna¢me jako metodu A a v souladu s timto
znacenim budeme psat také T4(X') = TH(XY).

Dalsi metodou, oznac¢me ji B, kterou vyuzily naptiklad Hubert a Van Driesen
(2004), je centrovat data ve skupindch, ¢imz ziskdme sdruzeny vybér, na jehoz
zakladé pak spocteme odhad sdruzené varianéni matice. Definujme tedy matici
centrovanych pozorovani Y = (YL, Y? ... Y*), kde Y' = X' — T'1,. Jako
odhad sdruzené vybérové matice vezmeme robustni odhad C* = C(Y). Zaroveii
muzeme odhady stfedni hodnoty v jednotlivych skupinach upravit pomoci odhadu
stfedn{ hodnoty centrovaného vybéru T(Y), tj. T?(X") = T/ X") + T(Y).

Treti moznosti (metoda C) je prizpusobit rovnice pro vypocet robustniho
odhadu tak, abychom dostali pifimo robustni odhad sdruzené varianc¢ni mati-
ce. Obdobnym zpusobem potom muzeme upravit i algoritmy pro jejich vypocet.
Tento postup uplatnili napiiklad Hawkins a McLachlan (1997) pro piipad MCD-
odhadu. Jejich MWCD-odhad (z anglického minimum within-group covariance
determinant estimamtor) je stejné jako MCD-odhad zaloZzen na nalezeni takové
h-prvkové podmnoziny H bodi z X = (X', X? ..., X"), pro niz mé sdruzend
varianéni matice Cfpyep minimalni determinant. Oznacme &t = I{w} € H}, pak

i O
S 6
SEL S 04— Tiven (X)) (@) — Tiven (X))’
DDHD DT '

Hledat feseni pres vSechny mozné h-prvkové podmnoziny by bylo vypocetné prilis
nérocné. Hubert a Van Driesen (2004) doporucuji néasledujici algoritmus.

1. V kazdé skupiné spoéteme MCD-odhad stiedni hodnoty T;qp(X").

Tl\CA’éVCD(Xi) -

Cl\C/féVCD(X) -

2. Pozorovani centrujeme Y = (Y, Y2, ..., Y"), Y' = X' — Tiycpll..

3. Spocteme Cycp(Y) a oznacime H = Ule H', kde H® zna¢i mnozinu téch
x} € X', pro které jim odpovidajici y € Y minimalizuji MCD kritérium.,

4. V kazdé skupiné vypoéitame odhady T%(X") = Z;i

e {x! € H'}/|H"|.
5. Polozime Thpyep = T'(X') a Cywep = Cuion(Y).

Kroky 2 az 4 muzeme nékolikrat zopakovat, autorky vsak pouzivaji jenom jednu
iteraci. Nevyhodou tohoto algoritmu je, ze muze selhat pro malé skupiny.

V zavislosti na typu robustniho odhadu (T, C') a pouzité metodé (A,B nebo
C) pro pro jeho vypocet dostava linearni klasifika¢ni pravidlo nésledujici podobu.

Pravidlo 7 Pozorovini & zaradime do skupiny 7, jestlize
L (@) > d)p(x) pro vsechna j = 1,2,... k,j #i (3.2)
kde dip(z) = T"C'e — LT"C'T" + Injy'.
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Obdobné jako pro kvadratickou klasifikaci budeme ruzné verze pravidla 7 ozna-
covat zkratkou prislusného odhadu. Tak napiiklad pii pouziti MWCD-odhadu
oznacime prislusné robustni pravidlo LDA-MWCD.

Todorov a Pires (2007) porovnali pfesnost lindrnich klasifika¢nich pravidel pro
ruzné typy odhadu jak na realnych datech tak v rozsahlych simulacich. Konkrétné
porovnévali klasicky vybérovy odhad (tj.  a S), MCD-odhad (pro jeho vypocet
pouzili metody A,B), MWCD-odhad (spocteny dvéma typy algoritmu), OGK-
odhad (ziskany pomoci metody B), S-odhad s Tukeyho dvouvahovou funkei (2.23)
a s t-biweight funkei (2.24) a S-odhad spocteny na zdkladé algoritmu vytvoreného
pro regresi popsany v Salibian-Barrera a Yohai (2006). Na piikladé redlnych dat,
kterd neobsahovala odlehld pozorovéani, ukézali (pomoci ApER a CV odhahu
chyby klasifikace) srovnatelné chovani vSech robustnich i klasické linedrni klasi-
fikace. V pripadeé redlnych dat s odlehlymi pozorovanimi davaly vSechny robustni
metody lepsi vysledky nez klasicka metoda linearni klasifikace. Mezi robustnimi
metodami pak nejnizsi chyby klasifikace dosahl MWCD-odhad pro oba pouzité
algoritmy (detailni vysledky viz Todorov a Pires, 2007, kap. 3). Autofi provedli
celou fadu simulac{ s riznymi kombinacemi vstupnich parametrt p, k, n’ a s rliz-
nym podilem a typem kontaminace dat (detaily viz Todorov a Pires, 2007, kap. 4).
7 jejich zavéru vyplyva, ze pro nekontaminovand data dava robustni linearni
klasifikace obdobné vysledky jako klasickd. Nejlepsich vysledktu pro kontamino-
vana data dosahuje OGK-odhad.

V kapitole 5 jsou pak uvedeny vysledky simulaci, jejichz parametry byly na-
staveny obdobnym zpusobem jako pro kvadratickou klasifikaci.
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Kapitola 4

Redukce dimenzionality

Pro vypocet nékterych odhadu popsanych v kapitole 2.1, a tedy i pro klasifikaci na
nich zalozenou, potfebujeme, aby byl rozsah vybéru n dostateéné velky. Typicky
vyzadujeme n > p+ 1. Tento predpoklad vsak nemusi byt vzdy splnén. Ale i kdyz
tomu tak je, muzou byt vypocty odhadu pro velké p prilis naroéné. Kalina (2013)
také ukazal, ze robustni klasifika¢ni metody nejsou vhodné pro data s velkou
dimenzi. Proto je nékdy tfeba ptred samotnou klasifikaci zredukovat dimenzi p.

4.1 Analyza hlavnich komponent

Nejcastéji pouzivanou metodou pro redukci dimenzionality je tzv. analyza hlavnich
komponent, kterou budeme dale znacit PCA (z anglického principal component
analysis). Zakladni myslenka PCA je transformovat puvodni data tak, abychom
na novém souboru pozorovali ¢ < p novych veli¢in, tzv. hlavnich komponent.
Hlavni komponenty volime jako linarni kombinace puvodnich p veli¢in tak, aby
byly vzajemné nekorelované a aby nékolik prvnich komponent vysvétlovalo co
nejvetsi ¢ast variability obsazené v puvodnim souboru dat. Tuto metodu nyni
detailnéji popiseme. Budeme ptitom vychézet z knihy Andél (1985).

Predpokladejme tedy, ze mame nahodny vektor X, = (X1, X, ..., X,) s roz-
délenim s varianéni matici 3 € SPD(p). Budeme predpokladat, ze jeji vlastni ¢isla
jsou ruznd. Oznacme je Ay > Ay > ... > )\, > 0 a jim piislusejici vlastni vektory
Qq,Qo,. .., o, Pro prvni komponentu hleddme vektor koeficientu linearni kom-
binace ¢1,¢1'c; = 1 tak, aby ndhodna veli¢ina ¢;’ X, méla maximalni rozptyl,
tj.

var(e;' X ) = crgzgxl{var(c'Xp)}. (4.1)

Hleddme vlastné smér, ve kterém jsou data nejvariabilnéjsi. Podminku (4.1)
spliiuje ¢; = «a; (viz napf. Andél, 1985, kap. XVIIL.2). Dostdvame tak prvni
hlavni komponentu Z; = o} X, pro kterou plati

var Z; = var(a) X)) = var(ajXay) = A;.

Dalsi komponenty Z;,i = 2,3, ..., p hleddme postupné jako linedrni kombinance
c,X,,cic; = 1, tak, aby byly nekorelované s dosud nalezenymi komponentami
Z1, ..., Z;i—1 a zaroven aby méli mezi témito moznymi kombinacemi maximalni
rozptyl, tj.

var(e;' X)) = max {var(d' X ,)}. (4.2)

e, ce=1l,clecy,...,clc;_1
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Tyto podminky jsou splnény pro ¢; = o a pro i-tou komponentu Z; = o X,
plati var(Z;) = A\; (viz napt. Andeél, 1985, kap. XVIL.2).

Ozna¢me o2 = Y P  var X; celkovou variabilitu obsazenou ve vektoru X,.
Protoze zéroven plati o = > N\ a Ay > N\jy1,i = 1,2,...,p — 1, muzeme pro
dalsi analyzu dat uvazovat pouze prvnich ¢ komponent, které vysvétluji pro nas

dostacujici variabilitu dat. Vétsinou volime ¢ takové, aby

l
Zi:l )\Z 2 a

o2

)

kde o byva 0,9, 0,95 nebo 0, 99.

4.2 Robustni analyza hlavnich komponent

Tato kapitola uvadi prehled ruznych robustnich metod pro analyzu hlavnich kom-
ponent, které byly navrzeny v poslednich letech, a to i véetné algoritmu pro jejich
vypocet.

Vzhledem k tomu, ze v praxi ¢asto nezname variancni matici 3, je zvykem
nahradit ji ve vzorcich a vypoctech vybérovou varianéni matici S spoctenou na
zékladé vybéru X = (x1,@2,...,x,). Tento postup se uplatiuje i pro PCA.
Ulohu (4.1),(4.2) v tomto pripadé mizeme zapsat ve tvaru

s*(ci/ X) = maxl{SQ(c’zcl, cx,,....cx,)}, (4.3)

c,c/c=

s*(ci/ X) =  max {s*(czxy, s, ..., cx,)}, (4.4)
c,c'c=1l,clcy,...,clc;—q

kde s% znaéi vybérovy rozptyl.

Vybérova variancni matice je vsak citliva viuci odlehlym pozorovanim a spolu
s ni tedy i celd analyza hlavnich komponent. V zésadé se nabizi nékolik moznosti,
jak ji robustifikovat. Misto odhadu S muzeme pouzit néktery z robustnich odhadua
variancni matice z kapitoly 2.1. Touto metodou se zabyvali napt. Croux a Haes-
broeck (2000). Pokud tedy takovy robustni odhad C' € SPD(p) mame, nalezneme
vlastni ¢isla této matice A (C) > X(C) > ... > N, (C) > 0 a jim odpovidajici
vlastni vektory ¢;(C), cy(C), ..., c,(C). Tak nalezneme smeéry, do kterych bu-
deme data promitat. Pokud budeme pouzivat tuto metodu, oznac¢ime ji PCA se
zkratkou piislusného odhadu (napt. PCA-MVE pii pouziti Cyvg).

Tento postup je vSak nevhodny pro velkd p. V takovém piipadé je lepsi nahra-
dit rozptyl v (4.3) a (4.4) néjakym robustnim jednorozmérnym odhadem rozptylu,
oznacme ho S(Y), kde Y znaé¢i vybér z jednorozmérného rozdéleni. Takovym
odhadem muize byt napifklad MAD(Y'). Resfme tedy tlohu

Sle/X) = maxl{S(c'wl, cxy,....cx,)}, (4.5)

c,c/c=
Slei' X) = max {S(c'xy,dxy,...,cx,)}. (4.6)
c,c/c=1l,clcy,...,clciq
Vyhodou této metody (budeme ji znacit PP podle anglického terminu Projec-
tion Pursuit) je to, ze nemusime pocitat odhad celé varianéni matice, ale jenom
prvnich nékolik komponent, které pro dalsi analyzu potiebujeme. Narozdil od
(4.3), (4.4), kde teseni nalezneme jednoduse pomoci vlastnich vektoru matice S,
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je nenalezeni feseni (4.5), (4.6) naro¢na optimaliza¢ni iloha. Croux a Ruiz-Gazen
(2005) sestavili algoritmus, ktery tuto tlohu fesi. Budeme ho nazyvat PROJ al-
goritmus a analyzu hlavnich komponent provedenou pomoci tohoto algoritmu
oznac¢ime PCA-PROJ.

K provedeni PROJ algoritmu potiebujeme také odhad stiedni hodnoty -
budeme uvazovat néjaky robustni odhad T'(X). Oznacme ¢ pocet komponent,
které chceme spocitat. Pak odhad k-tého vlastniho vektoru ¢ (X), k= 1,2,...,q,
spocteme nasledujicim zpusobem.

1. Pro k = 1 polozme =¥ = z; — T(X),i = 1,2,...,n, pro k = 2,...,q,
polozme =¥ = ' —yF e, (X),i=1,2,...,n.
2. Sestavime mnozinu A* = {xF/||z¥|,i =1,2,...,n}.

3. Za odhad ¢;(X) vezmeme

ci(X) = argmax S(c'z¥ cxh, ... cdxF),
ce Ak
tj. to ¢ € A* které maximalizuje S(c'z¥, c/zh, ..., c/xk). Navic sestrojime

projekce do tohoto sméru y¥ = ¢;/zF.

Odhad vlastnich hodnot pak ziskdme jako
Me(X) = S(ep(X) xy, e (X) @, ..., cu(X) x,).

Pro p = ¢ muzeme navic sestrojit i odhad varianéni matice
p
> M X)en(X)en(X)
k=1
Jako odhad T'(X) voli autoti Li-odhad definivany jako
T, (X) = arg%%%; |z; — T . (4.7)

PROJ algoritmus nemusi dobie fungovat v situaci, kdy je rozsah vybéru n
relativné maly vzhledem k p. Croux, Filzmoser a Oliveria (2007) ukézali, Ze pro
kazdé k > n/2 bude A\;(X) = 0 nezdvisle na typu dat a volbé robustniho odhadu
S(Y') s vysokym bodem selhéni. Tento nedostatek odstranili v jejich GRID algo-
ritmu, ktery odlisnym zpusobem hleda sméry, pres které maximalizovat. Stejné
jako PCA-PROJ zavedeme zkratku PCA-GRID pro analyzu hlavnich komponent
provedenou pomoci GRID algoritmu. Tento algoritmus nyni popiseme.

Nejprve preindexujeme fadky X tak, aby pro S; = S(al ah, .. xl), ] =
1,2,...,pplatilo S; > Sy > ... > S,. Oznacme e;,7 = 1,2, ..., p bazické vektory,
tj. vektory s hodnotou 1 na i-tém misté a 0 jinde. Pak muzeme predpokladat, ze
plati S(e;) > S(ez) > ... > S(e,). Prvni optimalni smér nalezneme nasledujicim
zpusobem.

1. Oznac¢me ¢, = e;.

2. Proi=1,2,..., N, kde N, je konstanta, opakujeme nasledujici cyklus pro
Jj=1,2,...,p. (Autofi pouzivaji N. = 10.)
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e Nalezneme thel 6; ;, pro ktery plati

0;; = arg %nzi‘XS ((cosfe; ;-1 +sinfe;)' X),
€A,

kde A; = {m/2""Y(1/2—k/N,),k =0,1,...,N,—1} a N, je konstanta.

(Autofi voli N, = 10.)

e zpiesnime odhad vlastniho vektoru c; ; = cos; jc; j—1 + sind, je;.
Polozime c; 119 = ¢;,.

V hlavnim cyklu zacine se smérem, ve kterém predpokladame nejvétsi variabilitu.
Pii kazdém dalsim pruchodu cyklem ho dal lokalné zptesnujeme, tentokrat na
poloviénim intervalu [—7 /2% 7/2"). Ve vnofeném cyklu pak upravujeme j-tou
soufadnici ¢; ;. Vysledkem algoritmu je pak nalezeny optimalni smér ¢; = cy, p.
Jako vedlejsi produkt navic v poslednim pruchodu obéma cykly dostavame odhad
vlastniho ¢isla ;.

Dalsi optimalni sméry nalezneme obdobnym zpusobem. Predpokladejme, ze
jsme jiz nalezli (k — 1)-ni optimdlni smér ¢;_;. Pak na datech provedeme House-
holderovu transformaci tak, aby se smér ¢,_; zobrazil na e,_;. Opét provedeme
GRID algoritmus s tim rozdilem, ze ve vnoreném cyklu pracujeme pouze s j =
p—k+1,...,p. Jako odhad vlastnich vektoru pak vezmeme optimalni sméry c;
trasformované zpatky do puvodniho prostoru.

Hubert, Rousseeuw a Vanden Branden (2005) vyuzili myslenky obou metod
- projekce i robustniho odhadu variancéni matice. Jejich ROBPCA algoritmus
probihd ve tiech krocich. Jeho detailni popis by byl pftilis dlouhy, proto ho zde
uvedem pouze ve zkracené podobé. Podrobny popis lze nalézt v Hubert a kol.
(2005).

Nejprve pomoci rozkladu matice X’ podle singuldrnich hodnot transformu-
jeme data do podprostoru generovaného X. Tento krok je obzvlast pifnosny
pokud p > n, nebot na transformovanych datech pozorujeme nejvyse n—1 velicin.
V druhém kroce spocteme pro vsechny body transformovaného vybéru jejich
odlehlost analogickou (2.25) pro SD-odhad. jako robustni odhady p a o vezmeme
jednorozmérny MCD-odhad stredni hodnoty a rozptylu. Maximalizaci v (2.25)
provadime pres vSechny sméry urcené dvojicemi bodu z vybéru. Pokud je rozsah
vybéru n ptilis velky, vybereme ndhodné jen urcity pocet smeéru (autori pouzivaji
250). Vybereme h bodu z vybéru, které maji nejmensi odlehlost a spocteme je-
jich vybérovou varianéni matici Sj,. Na zédkladé spektralniho rozkladu Sj uréime
pocet komponent ¢, které budeme déle pocitat, a vlastni vektory odpovidajici ¢
nejveétsim vlastnim ¢islum matice Sy,. Data promitneme do prostoru generovaného
témito vlastnimi vektory. Ve tietim kroce pak spoc¢teme MCD-odhad transfor-
mavanych dat pomoci upraveného FAST-MCD algoritmu. Pomoci spektralniho
rozkladu koneéného odhadu varianéni matice pak ziskame jeji vlastni vektory. Ty
pak transformujeme zpét do puvodniho prostoru a ziskame tak robustni odhady
vlastnich vektoru puvodnich dat.

Locantore a kol. (1999) predstavili dalsi metodu robustifikace PCA, tzv. sfé-
rickou analyzu hlavnich komponent (dédle SPCA z anglického terminu spherical
principal component analysis). Zakladni myslenkou SPCA je promitnout data
na kulovou plochu s jednotkovym polomérem a provést klasickou PCA na takto
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transformovanych datech. Jako stied koule je vhodné vzit néjaky robustni odhad
stfedni hodnoty, v této praci budeme pouzivat L;-odhad (4.7).
Ly-odhad lze nalézt jako feseni tlohy

0 — " x;—T
A Y [Py . Sy} (4%)
oT 2 By

Oznacme x! projekci bodu x; na sféru se sttedem v bodé T a polomérem 1, tj.

| — T
Z (4.8) a (4.9) vidime, ze L;-odhad je zaroven prumérem bodu a:iTLl i=1,2,...,n.

Li-odhahd tedy muzeme nalézt tak, ze umistime stted jednotkové koule do néjaké-
ho bodu Ty, promitneme data na sféru koule a poté kouli pohybujeme v prostoru
tak dlouho, dokud stfed koule nesplyne s prumérem promitnutych bodu. Tento
stted je potom Lj-odhadem. Locantore a kol. (1999) uvadéji itera¢ni algoritmus
pro vypocet T'1,, zalozeny na této myslence. Tento algoritmus zde nyni popiSeme.

Za vychozi odhad Ty vezmeme vybérovy prumér . Oznac¢me T';_; odhad

stfedu ziskany v (j — 1)-nim itera¢nim kroce. Odhad T'; ziskdame tak, ze se do
néj posuneme z bodu T'j_; ve sméru prumeéru promitnutych bodu > 7, m;’rj ~/n.
Abychom se posunuli vice, pokud jsou data vice rozptylend, prevazime délku
kroku harmonickym priumérem vzdalenosti bodu nepromitnutych na sféru od
jejtho stfedu T';_;. Pfi znaceni w; = 1/ ||@; — T';_1|| tedy méme
T, = T;.1+ w Lt z - Tj—1 _
2o Wi
n (2
D iy Wil

Do Wi
Jako kritérium pro ukonceni iteraci zvolili autofi situaci, kdy se T';_; a T'; lisi
o méné nez 107% nebo pokud byla spoctena dvacétd iterace.
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Kapitola 5

Simulace

Pro vypocet robustnich odhadu, klasifika¢ni analyzu i analyzu hlavnich kompo-
nent byla navrzena rada algoritmu. VSechny zminované v této praci byly souhrné
implementovény pro program R v knihovné rrcov. Todorov a Filzmoser (2009)
popsali strukturu této knihovny, odhady a metody v ni implementované. Také
uvedli fadu prikladu, jak s touto knihovnou pracovat. Vypocéty v této a nasledujici
kapitole byly provedeny v R pravé pomoci této knihovny a pokud nebude uvedeno
jinak, pouzivali jsme prednastavené hodnoty parametru.

Pro vypocet klasické nerobustni QDA (resp. LDA) jsou v knihovné rrcov
implementovany tfidy QdaClassic (resp. LdaClassic). Robustni QDA je imple-
mentovana ve tridé QdaCov. Volbou parametru method pak muzeme nastavit
typ odhadu, ktery se pro vypocet QDA pouzje. Co se tyce robustni LDA, jsou
v knihovné implementovany pouze varianty pro MCD-odhad. Nalezneme je ve
tridé Linda, kde pomoci parametru method muzeme vybrat metodu pro vypocet
sdruzené varian¢éni matice a typ pouzitého algoritmu. Ostatni robustni varianty
LDA budeme pocitat piimo podle (3.2) v pravidle 7. Pro vypocet robustnich
odhadu (T',C) pritom budeme pouzivat tiidu CovRobust. Pro konkrétni typ
odhadu je vzdy definovand prislusna podtiida - naptiklad CovMve pro vypocet
(Tmve, Cuve).

Analyza hlavnich komponent je implementovana v t¥idé Pca. Ta zahrnuje
podtiidy PcaClassic pro klasickou nerobustni PCA a PcaCov pro PCA zalozenou
na robustnim odhadu varian¢ni matice, kde se volba typu odhadu nastavi pomoci
parametru cov.control. Dale zahrnuje podtiidy PcalLocantore pro SPCA a podtfi-
dy PcaProj, PcaGrid, PcaHubert pro vypocet PCA pomoci algoritmu PROJ, GRID
a ROBPCA.

5.1 Kvadraticka klasifika¢ni analyza

V této kapitole se pokusime na zakladé simulaci porovnat vliv riznych odhadu
stfedni hodnoty a varian¢ni matice na kvadratickou klasifikaci. Budeme uvazovat
situaci, kdy p = 6, klasifikujeme do k£ = 3 skupin a predpoklddané rozdéleni ve
skupinéch je N(p!, X%),i = 1,2,3, kde u! = (0,0,0,0,0,0), > = (1,1,1,0,0,0),

pd =(0,0,0,1,1,1) a
P, 0
1 _ 1
=-(% 5 )

35



kde

1 0,95 0,3 1 —0,499 —0,499
P=(09 1 01| P=-049 1  —0,499 |,
0,3 0,1 1 —0,499 —0,499 1

»? = diag(0,9;0, 75;0, 6;0,45;0,3;0,15), &* = T.

Budeme porovnavat nerobstni vybérové pravidlo QDA a ruzné verze robust-
niho kvadratického pravidla. Konkrétné to budou pravidla QDA-MVE, QDA-
MCD, QDA-SD, QDA-OGK, QDA-S1 a QDA-S2, kde QDA-S1 pouziva S-odhad
s dvouvahovou funkei (2.23) a QDA-S2 zase S-odhad s funkei t-biweight (2.24).

Fungovani klasifika¢nich pravidel budeme porovnavat na zakladé odhadu je-
jich chyby klasifikace AER pro ruzné velké a ruzné kontaminované vybéry. Pro
i-tou skupinu sestrojime ndhodny vybér X! o rozsahu n' z rozdéleni

(1— ) N(', ) + € N(u™, ), (5.1)

kde € znaci podil kontaminovanych dat ve vybéru. Tento zapis znamenad, ze vy-
generujeme (1 — ¢")n’ bodl z N(u', %) a €n’ bodi z N(u™*, £™). Na zikladé
tréninkového vybéru X, = (X}, X2, X3 ) sestrojime odhady T'(X ) a C(X4,).
Vygenerujeme testovaci vibér X, = (X, X2, X2 ), kde X., je ndhodny vybér
o rozsahu n z nekontaminovaného rozdéleni N(p?, £*). Podle piislusného pravidla
pak klasifikujeme jednotlivé body z X do skupin a odhadneme chybu klasi-
fikace pomoci AER;,. Tento postup zopakujeme J-krat. Oznacme AER{S, ] =
1,2, ..., J chybu klasifikace spoc¢tenou v j-tém kroce. Pro porovnani vlivu pouzi-
tého odhadu na klasifikaci pouzijeme prumeérnou chybu klasifikace a jeji vybéro-

vou smérodatnou odchylku

AER,, = jZAER{S (5.2)
j=1
1 < o
sd = ﬁZ(AER{S—AERtS)Q. (5.3)

Oznactme pu* = (0,0,5,5,0,0), u°> = (0,0,0,0,5,5), u® = (5,5,0,0,0,0) a
»* = diag(0, 5;0, 5;0,5;0,5;0,5;0,5). Budeme zkoumat nasledujici situace.

Ao nf =500 =0,i =1,2,3,p = p', p? = p® p* = ps 3" =210 =
1,2,3.

B. n' =500,¢ = 1/5,4 = 1,2,3, u* = p*, p* = p®, p* = pb, 2% =3 i =
1,2,3.

C. n' = 750,n* = 500,n® = 250,¢ = 1/5,i = 1,2,3,pu™ = p* p> =
p ot =pb B =80 =123

D. n' =500,i=1,2,3,e" =1/5,6 = 1/4,6 = 1/3, p™* = p*, p** = p°, p** =
ps. B =34 7=1,23.

E.n' = 5006 = 1/5,i = 1,2,3,p™ = p',p* = p’ p¥ = p* 5% =
25%° i =1,2,3.
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QDA QDA QDA QDA QDA QDA
QDA -MVE -MCD -S1  -82 -SD -OGK
A AER, || 0,0517 0,0524 0,0520 0,0519 0,0522 0,0524 0,0532
sd | 0,0053 0,0055 0,0056 0,0055 0,0055 0,0054 0,0057
B AER, || 0,2029 0,0543 0,0542 0,0702 0,0534 0,0542 0,0670
sd | 0,0108 0,0055 0,0055 0,0067 0,0055 0,0056 0,0086
C AER,, | 0,2038 0,05641 0,0539 0,0703 0,0532 0,0541 0,0672
sd | 0,0113 0,0060 0,0060 0,0073 0,0059 0,0060 0,0092
D AER, | 02137 0,0715 0,0684 0,0831 0,0701 0,0703 0,0717
sd | 00113 0,0071 0,0090 0,0078 0,0071 0,0071 0,0102
E AER, | 0,2308 0,0545 0,0544 0,0578 0,0537 0,0537 0,0532
sd | 0,0198 0,0059 0,0057 0,0060 0,0056 0,0057 0,0060

Tabulka 5.1: Prumérna chyba kvadratické klasifikace a jeji smérodatna odchylka
v zavislosti na pouzitém klasifika¢nim pravidle a typu kontaminace vstupnich dat.

Situace A nam umozni porovnat chovani nerobustniho vybérového pravidla a riz-
nych robustnich pravidel pro nekontaminovana data. V situacich B a C porovna-
véame pravidla pro vybéry kontaminované 1/5 odlehlych pozorovani. V piipadé B
maji vybéry ve skupinach stejny rozsah, v pripadé C ruzny. D zachycuje situaci,
kdy je podil kontaminovanych dat ve vybérech ruzny a v pripadé E kontaminuje-
me vybéry pouze radidlnimi odlehlymi pozorovanimi. Jako odhad pravdépodob-
nost{ p',i = 1,2,3 v pravidlech volime vzdy 1/3, rozsahy tréninkovych vybéra
n = 500 a pocet opakovani J = 250.

Vysledky simulaci jsou shrnuty v tabulce 5.1. Z téchto vysledku vidime, ze
pro nekontaminovand data (situace A) ddvaji nerobustni pravidlo i vSechna ro-
bustni pravidla prakticky stejnou chybu klasifikace (pfiblizné 5 %). V piipadé
kontaminovanych vstupnich dat (situace B-E) se vysledky vyrazné lis{ pro ro-
bustni a nerobustni pravidla. Pfi pouziti nerobustniho vybérového pravidla je
chybné klasifikovana pétina az ctvrtina pozorovéani, zatimco pro zadné z ro-
bustnich pravidel neprekroc¢i chyba klasifikace 9 %. Mezi robustnimi pravidly
jsou jen malé rozdily. Pouze QDA-S1 a QDA-OGK déavaji v situacich B, C a D
o trochu horsi vysledky. Ve srovnani s nerobustnim vybérovym pravidlem je vsak
tento rozdil nepatrny. S vyjimkou sitauce D (rozdilny podil kontaminace) jsou
navic chyby klasifikace pro kontaminovana a nekontaminovana data velmi blizké.

7 vysledku plyne, ze pouziti robustnich odhadu v klasifikaci je nejen zadouci
v piipadé, kdy analyzujeme kontaminovana data, ale neni ani na zavadu, pokud
data kontaminovana nejsou. Jestlize tedy nemame jistotu, ze data neobsahuji
odlehla pozorovani, je pro sestaveni klasifikacniho pravidla lepsi pouzit néktery
z robustnich odhadu.

Nyni se zamérima na to, jak bude klasifikace ovlivnéna, pokud na datech
provedeme nejprve analyzu hlavnich komponent. Porovname ruzné robustni a ne-
robustni metody PCA v kombinaci s naslednou robustni ¢i nerobustni klasifikaci.
Budeme uvazovat stejné vychozi situace A-E jako v pripadé simulaci bez PCA.
Na tréninkovém vybéru vygenerovaném podle (5.1) provedeme klasickou nero-
bustni PCA a jeji robustni varianty popsané v kapitole 4.2. Pro robustni PCA
zalozenou na robustnim odhadu varaincni matice budeme zkoumat PCA-MVE,
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QDA QDA QDA QDA
QDA -S2 | QDA -S2 | QDA -S2 | QDA -S2

AERy || 0,279 0,280 | 0,564 0,382 | 0,594 0,338 | 0,543 0,407
PCA sd 0,045 0,045 | 0,013 0,011 | 0,014 0,012 | 0,032 0,014
PCA- AER4 || 0,390 0,392 | 0,488 0,333 | 0,37 0,416 | 0,425 0,331
MVE sd 0,023 0,024 | 0,039 0,057 | 0,018 0,015 | 0,066 0,049
PCA- AER4 || 0,399 0,401 | 0,534 0,415 | 0,536 0,418 | 0,520 0,401
MCD sd 0,012 0,012 | 0,016 0,016 | 0,020 0,015 | 0,029 0,012
PCA- AERy || 0,346 0,348 | 0,533 0,357 | 0,541 0,422 | 0,412 0,323

S1 sd 0,033 0,033 | 0,031 0,024 | 0,014 0,015 | 0,056 0,041
PCA- AERy || 0,344 0,345 | 0,479 0,316 | 0,533 0,413 | 0,401 0,315
52 sd 0,036 0,036 | 0,036 0,046 | 0,018 0,014 | 0,062 0,047

PCA- AERy || 0,410 0,412 | 0,530 0,395 | 0,525 0,410 | 0,508 0,399
SD sd 0,013 0,013 | 0,029 0,017 | 0,015 0,012 | 0,030 0,013
PCA- AERy || 0,361 0,363 | 0,486 0,312 | 0,526 0,404 | 0,440 0,350
OGK sd 0,034 0,034 | 0,039 0,055 | 0,015 0,013 | 0,039 0,033
PCA- AERy || 0,297 0,298 | 0,448 0,234 | 0,520 0,397 | 0,407 0,325
PROJ sd 0,047 0,048 | 0,039 0,067 | 0,018 0,013 | 0,044 0,038
PCA- AERy || 0,290 0,291 | 0,489 0,312 | 0,524 0,390 | 0,394 0,314
GRID sd 0,044 0,044 | 0,047 0,068 | 0,025 0,020 | 0,049 0,041
ROB AERy | 0,384 0,385 | 0,480 0,310 | 0,533 0,411 | 0,403 0,311
PCA sd 0,016 0,016 | 0,036 0,049 | 0,017 0,014 | 0,065 0,048
AERy; || 0,330 0,331 | 0,473 0,245 | 0,556 0,399 | 0,452 0,372

SPCA sd 0,040 0,040 | 0,042 0,076 | 0,016 0,012 | 0,028 0,025

Tabulka 5.2: Prumérnd chyba klasifikace vybranych kvadratickych pravidel a jeji
smérodatnd odchylka pro ruzné kontaminovana vstupni data, na kterych byla
nejprve provedena PCA, v zavislosti na pouzité metodé PCA.

PCA-MCD, PCA-SD, PCA-OGK, PCA-S1 a PCA-S2, kde S1 opét znaci S-odhad
s dvouvéhovou funkef (2.23) a S2 zase S-odhad s funkef t-biweight (2.24). Pro PP
metodu budeme uvazovat obé varianty PCA-PROJ a PCA-GRID. Provedeme
také ROBPCA a SPCA.

Po provedeni konkrétniho typu PCA promitneme vygenerovany vybér do pros-
toru urceného prvnimi dvéma hlavnimi komponentami. Pro takto transformovana
data sestrojime odhad stfedni hodnoty a variancni matice potiebné pro sestaveni
kvadratickych klasifika¢nich pravidel. Pravidla budou stejného typu jako v piipa-
dé klasifikace bez predchoziho provedeni analyzy hlavnich komponent, tj. QDA,
QDA-MVE, QDA-MCD, QDA-S1, QDA-S2, QDA-SD a QDA-OGK.

Poté vygenerujeme testovaci vybér X (stejnym zpusobem jako v predchozich
simulacich), také ho promitneme do prostoru ur¢eného prvnimi dvéma kompo-
nentami a aplikujeme na néj klasifikacni pravidla.

Cely tento postup zopakujeme J-krat a v kazdém kroce spoc¢teme chybu klasi-
fikace AER{s,j = 1,2,...,J odpovidajici pouzité metodé PCA a jednotlivym
klasifika¢nim pravidlum.Pro porovnani vysledku pouzijeme opét prumérnou chy-
bu klasifikace (5.2) a jeji vybérovou smérodatnou odchylku (5.3).

38



QDA QDA QDA QDA QDA QDA
QDA -MVE -MCD -S1 -S2 -SD -OGK

AER,, [ 0,574 0,386 0,385 0,405 00384 0,385 0,467
PCA  sd |/ 0014 0012 0,012 0015 0,012 0012 0,018
PCA- AER,, | 0,542 0,382 0,380 0,398 0,376 0,380 0,463
MVE  sd |/ 0,035 0,051 0051 0056 0051 0,055 0,070
PCA- AER,, | 0,551 0,451 0,450 0,476 0,443 0,458 0,518
MCD  sd || 0019 0028 0,027 0,023 0,026 0,030 0,027
PCA- AER,, | 0,582 0,399 0,397 0,419 0,399 0,419 0,481
S1 sd [ 0,022 0025 0025 0029 0,027 0,028 0,050
PCA- AER,, | 0,544 0,371 0,369 0,385 0,365 0,378 0,455
32 sd [ 0,031 0045 0,044 0,048 0,044 0,047 0,066
PCA- AER,, | 0,562 0,423 0,423 0455 0,422 0435 0,517
SD sd [ 0,019 0021 0020 0025 0,022 0,027 0,030
PCA- AER, | 0,558 0,367 0,366 0,383 0,366 0,377 0,444
OGK  sd | 0,034 0,037 0037 0,041 0039 0,041 0,077
PCA- AER, | 0,523 0314 0,314 0,320 0,313 0,321 0,373
PROJ  sd | 0,044 0,078 0,078 0,089 0,080 0,081 0,116
PCA- AER, | 0,538 0,357 0,357 0,378 0,357 0,367 0,439
GRID sd |/ 0,032 0,055 0,055 0,063 0,056 0,057 0,084
ROB AER,, || 0,579 0,410 0,406 0430 0,409 0,427 0,487
PCA  sd |/ 0027 0029 0,029 0,033 0,031 0029 0,045

AER,, | 0,548 0,369 0,368 0,389 0,367 0,372 0,460
SPCA  sd | 0021 0,024 0,024 0030 0,026 0,025 0,039

Tabulka 5.3: Prumérna chyba klasifikace jednotlivych kvadratickych pravidel a
jeji smeérodatna odchylka pro data kontaminovana zpusobem D, na kterych byla
nejprve provedena PCA, v zavislosti na pouzité metodé PCA.

Vysledky simulaci jsou shrnuty v tabulkach 5.2 a 5.3. S vyjimkou kontaminace
typu D se prumeérné chyby klasifikace pro robustni pravidla prakticky nelisily.
Proto jsou v tabulce 5.2 souhrné uvedeny vysledky pro data kontaminovana
zpusoby A, B, C a E, pricemz jsou zastoupeny pouze vysledky pro nerobustni
QDA a robustni QDA-S2 v kombinaci se vSemi pouzitymi metodami PCA. Pro
data kontaminovana zbusobem D jsou vysledky pro vSechny pouzité kombinace
PCA a klasifikac¢nich pravidel uvedeny v tabulce 5.3.

Nejprve se budeme zabyvat otazkou, které klasifikacni pravidlo je nejlepsi
pouzivat. Pro nekontaminovang data (situace A), stejné jako v pripadé klasifikace
bez predchozi PCA, jsou vysledky pro robustni a nerobustni pravidla prakticky
stejné. V piipadé kontaminovanych dat (situace B-E) jsou vysledky pii pouziti
néjakého robustniho pravidla jednoznacné lepsi oproti nerobustnimu pravidlu -
rozdil v $patné klasifikovanych pozorovanich je casto vétsi nez 10 %. V situacich
A B,C a E neni piilis podstatné, které z robustnich pravidel pouzijeme. Jinak
tomu je v situaci D, kdy uvazujeme skupiny s ruznym podilem kontaminace.
V tomto ptipadé davaji nejlepsi vysledky QDA-MVE, QDA-MCD a QDA-S2.
O néco horsi chyby klasifikace dosahuji QDA-S1 a QDA-SD. Nejhorsi vysledky
mezi robustnimi pravidly pak vykazuje QDA-OGK. I tak ale pouziti QDA-OGK
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vede k vyrazné nizsi prumérné chybé klasifikace nez pouziti nerobustniho vybé-
rového pravidla.

Pokud tedy nejprve snizujeme dimenzionalitu dat pomoci analyzy hlavnich
komponent (at uz robustni ¢ nerobustn{), zd4d se rozumné pouzit k nésledné
kvadratické klasifikaci jedno z pravidel QDA-MVE, QDA-MCD nebo QDA-S2.
V kazdém pripadé bychom méli pocitat s tim, ze provedeni analyzy hlavnich
komponent klasifikaci negativné ovlivni. Pfi robustni klasifikaci na puvodnich
datech nepfiekrocila chyba klasifikace 9 % (srovnej tab. 5.1). Oproti tomu po
provedeni PCA jsme se naopak nedostali pod dolnf hranici 23 %. Tento vysledek
viak neni tak prekvapivy, nebot pii provedeni PCA se vzddvame ¢asti informace,
kterd je v datech obsazena.

Nyni se pokusime posoudit, jak klasifikaci ovlivni riuzné verze PCA. Budeme
uvazovat pouze vysledky, které jsme ziskali pro robustni klasifika¢ni pravidlo
QDA-S2. Pro nekontaminovand data (situace A) davd mezi vSemi metodami
nejmensi chybu klasifikace (27,9 %) klasickd nerobustni PCA. Mezi robustnimi
metodami se ji blizi PCA-GRID s 29,1 % a PCA-PROJ s 29,8 % spatné klasifiko-
vanych pozorovani. Ostatni robustni metody davaji jesté vyssi chybu klasifikace
- v rozmezi mezi 33,1 % a 40,1 %.

Pro vybéry stejného rozsahu kontaminované z 1/5 odlehlymi pozorovanimi
(situace B) ddvji vyrazné nejlepsi vysledky PCA-PROJ (23,4 %) a SPCA (24,5 %),
relativné dobré vysledky davaji také ROBPCA, PCA-OGK, PCA-GRID a PCA-
S2 (31 % - 31,6 %). Pro vybéry s nestejnym rozsahem a stejnym podilem kon-
taminace (situace C) ma nejmensi chybu klasifikace (33,8 %) klasicka nerobustni
PCA, dobré vysledky davaji také PCA-GRID, PCA-PROJ, SPCA a PCA-OGK
(39 % - 40,4 %). Pro ruzné kontaminovand data (situace D) se jako nejlepsi jevi
PCA-PROJ s chybou klasifikace 31,4 %, déale pak PCA-GRID, SPCA a PCA-
OGK s chybou klasifikace 36,1 % - 36,8 %. ROBPCA, PCA-GRID a PCA-S2
pak dosahuji nejnizsi chyby klasifikace (31,1 % a 31,5 %) pro data kontamino-
vand radidlnimi odlehlymi pozorovanimi (situace E). V tomoto pripadé dosahuji
dobré chyby klasifikace také PCA-S1, PCA-S2, PCA-PROJ a PCA-MVE (31,6 %
- 32,7 %). Proznamenejme, ze ve vétsiné piipadu davaji PCA-MCD a PCA-SD
oproti ostatnim robustnim metodam PCA horsi vysledky.

V pripadé, ze data odlehla pozorovani neobsahuji, je rozumné drzet se kla-
sické nerobustni PCA. Jestlize vSsak nemame informaci o tom, zda jsou data
kontaminovand, pripadné jakym zpusobem, jevi se jako rozumny ptistup k PCA
(pro tcely nésledné klasifikace) pouzit metodu PP (at uz algoritmus PROJ nebo
GRID) nebo sférickou analyzu hlavnich komponent. Néslednou klasifikaci je pak
nejlepsi provést pomoci klasifikacnich pravidel odvozenych na zdklade MVE-
odhadu, MCD-odhadu nebo S-odhadu s pouzitim funkce t-biweight (2.24).

5.2 Linearni klasifika¢ni analyza
Nyni porovname vliv ruznych odhadu stfedni hodnoty a variancéni matice na
linearni klasifikaci. Stejné jako v kapitole 5.1 budeme uvazovat klasifikaci do k = 3

skupin a p = 6. Budeme ptedpokladat, ze rozdéleni ve skupiné 7,7 = 1,2,3 je
normdlni s parametry N(u’,X), kde p' = (0,0,0,0,0,0), u?> = (1,1,1,0,0,0),
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pd =(0,0,0,1,1,1) a

(P, 0
(% r)

kde
1 0,9 0,3 1 —0,499 —0,499
P,=109 1 0,1 |,Py=| —0,499 1 —0,499
0,3 0,1 1 —0,499 —0,499 1

Porovname chovani nerobustniho vybérového pravidla LDA a robustnich klasi-
fikacnich pravidel sestrojenych na zakladé stejnych odhadu jako v pripadé simu-
laci pro kvadratickou klasifikaci. Konkrétné to tedy budou pravidla LDA-MVE;,
LDA-MCD, LDA-S1, LDA-S2, LDA-SD a LDA-OGK, kde LDA-S1 (resp. LDA-
S2) opét znaéi konstrukei pravidla na zdkladé S-odhadu s dvouvdhovou funkei
(2.23) (resp. t-biweight (2.24)). Pii sestavovani robustnich klasifikacnich pravidel
budeme pro sestrojeni odhadu sdruzené varianéni matice pouzivat metodu B po-
psanou v kapitole 3.2.

Fungovani jednotlivych pravidel pro rizné velké a ruzné kontaminované vybéry
budeme porovnavat stejné jako v pripadé kvadratické klasifikace. Pro kazdou
skupinu vzdy vygenerujeme ndhodny vybér X' o rozsahu n’ z kontaminovaného
rozdéleni

(1 - €)N(ii, 2) + € N(u™*, 7). (5.4)

Na zékladé tréninkového vybéru X, = (X, X2, X}) pak sestrojime klasi-

fikaéni pravidla. Ta aplikujeme na testovaci vybér X, = (X ,, X2, X?), kde
X!, je vygenerovany vybér o rozsahu n z nekontaminovaného rozdélenf N(pu?, X).
Tento postup zopakujeme J-krat, pticemz v kazdém kroce j = 1,2, ..., .J spoci-
tame odhad chyby klasifikace AER{S prislusejici danému klasifikacnimu pravidlu.
Kvalitu jednotlivych pravidel budeme opét porovnavat na zakladé prumérné chy-
by klasifikace AER;, (5.2) a jeji vybérové smérodatné odchylky sd (5.3). Budeme
také uvazovat stejné typy kontaminace jako v pripadé kvadratické klasifikace,
tj. nejprve nekontaminovand data, poté data se stejnym podilem kontaminace
a stejnymi nebo rozdilnymi rozsahy vybéru, data s ruznym podilem kontaminace
a data kontaminovana pouze radidlnimi odlehlymi pozorovanimi.

Oznactme p' = (0,0,5,5,0,0), u°> = (0,0,0,0,5,5), u® = (5,5,0,0,0,0) a
»? = diag(0,5;0,5;0,5;0,5;0,5;0,5). V konkrétnich simulacich byly rozsahy
vybéru a parametry v (5.4) voleny nasledujicim zptisobem.

A nf =500, =0,i=1,2,3p" = p* p* = p° p¥ = pb 8 =32
B. n' =500,¢ =1/5,i=1,2,3, p** = p*, p* = pb, p* = pb, 5 = 3%,

C. n! = 750,”2 = 500,72,3 _ 250;€z’ = ]-/57@ = 172737/J’1* = ll’47/~l’2* =
ph, p?t = pf 3 = 3%

D. n® =500,i =1,2,3,6; = 1/5, 65 = 1 /4,65 = 1/3, u'* = p*, u* = p’, pu** =
pl o =32,

E. nt =500, =1/5,i =1,2,3, p'* = p', p*>* = p?, p* = p3, 3" = 253,
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LDA LDA LDA LDA LDA LDA
LDA -MVE -MCD -S1  -§2 -SD -OGK
A AER, || 0,1559 0,1563 0,1560 0,1561 0,1561 0,1561 0,1562
sd | 0,0090 0,0091 0,0090 0,0090 0,0091 0,0090 0,0090
B AER, || 04371 0,1563 0,1562 0,1561 0,1562 0,1564 0,1615
sd | 0,0145 0,0090 0,0092 0,0093 0,0093 0,0093 0,0119
C AER,, | 0,4408 0,1552 0,1553 0,1551 0,1553 0,1554 0,1615
sd | 0,0145 0,0089 0,0089 0,000 0,0089 0,0090 0,0128
D AER,, || 0,4846 0,1559 0,1561 0,1562 0,1561 0,1563 0,1780
sd | 0,0136 0,0092 0,0093 0,0092 0,0092 0,0092 0,0122
E AER, | 0,1600 0,1558 0,1559 0,1558 0,1559 0,1559 0,1560
sd | 0,0089 0,0079 0,0078 0,0079 0,0078 0,0079 0,0082

Tabulka 5.4: Prumérnd chyba linearni klasifikace a jeji smérodatna odchylka v za-
vislosti na pouzitém klasifika¢nim pravidle a typu kontaminace vstupnich dat.

Jako odhad apriornich pravdépodobnosti v pravidlech volime p' = 1/3,i =1, 2, 3,
rozsahy testovacich vybéra n = 500 a pocet opakovani J = 250.

Vysledky simulaci jsou shrnuty v tabulce 5.4. Z tabulky je vidét, Ze stejné jako
v piipadé kvadratické klasifikace (srovnej tab. 5.1) dévaji vSechna pravidla pro
nekontaminovand data (situace A) vesmés stejnou chybu klasifikace (asi 16 %).
Stejny vysledek dostaneme i pro kantaminaci dat radidlnimi odlehlymi pozo-
rovanimi (situace E). Pro ostatni typy kontaminace (situace B-D) se vysledky
pro nerobustni a robustni pravidla vyrazné lisi. Zatimco pro robsutni klasifika¢ni
pravidla zustdva prumérnd chyba klasifikace stéle kolem 16 %, pro nerobustni
vybérové pravidlo neklesne pod 43 %. LDA-OGK dava v situacich B-D o tro-
chu horsi vysledky nez ostatni robustni pravidla. Tento rozdil vSsak oproti nero-
bustnimu LDA nenfi nijak vyrazny.

Vidime tedy, ze pouziti robustnich pravidel vysledky linedrni klasifikace ne-
zhorsi, pokud data neobsahuji odlehla pozorovani. Pokud vSak data odlehla po-
zorovani obsahuji, je vhodné pouzit nékterou z robustnich verzi LDA-MVE, LDA-
MCD, LDA-S1, LDA-S2, nebo LDA-SD.

Nyni budeme zkoumat, jak linearni klasifikaci ovlivni ptedchozi provedeni
analyzy hlavnich komponent. Budeme porovnavat stejné metody jako v ptripadé
kvadratické klasifikace, tj. PCA-MVE, PCA-MCD, PCA-S1, PCA-S2, PCA-SD,
PCA-OGK, PCA-PROJ, PCA-GRID, ROBPCA a SPCA. Postupovat budeme
také obdobné, tj. v kazdém z j = 1,2,...,J, kroku vygenerujeme tréninkovy
vybér X, podle jednoho ze schémat A-E. Na vybéru provedeme analyzu hlavnich
komponent, data promitneme do prostoru urceného prvnimi dvéma komponen-
tami a sestavime prislusna linedrni klasifika¢ni pravidla. Z nekontaminovaného
rozdéleni vygenerujeme testovaci vybér X, také ho promitneme do prostoru
prvnich dvou komponent a jednotliva pozorovani transformovaného vybéru klasi-
fikujeme do skupin podle sestrojenych pravidel.

Srovnan{ provedeme opét pomoci primérné chyby klasifikace AER;, (5.2) a
jejl vybérové smeérodatné odchylky sd (5.3) odpovidajici vzdy konkrétni kom-
binaci metody PCA a vybraného klasifikacniho pravidla. Stejné jako v ptipadé
klasifikace bez piedchozi PCA volime p* = 1/3,1=1,2,3, n =500 a J = 250.
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A B
LDA LDA LDA LDA
LDA -S2 | LDA -MCD -S2 -OGK

AERy | 0,491 0,527 | 0,761 0,467 0,545 0,539
PCA sd 0,013 0,012 { 0,013 0,013 0,015 0,019
PCA- AER4 || 0,515 0,522 | 0,626 0,535 0,541 0,550
MVE sd 0,012 0,013 { 0,022 0,016 0,018 0,017
PCA- AER4 | 0,518 0,523 | 0,621 0,532 0,541 0,548
MCD sd 0,012 0,013 { 0,023 0,016 0,017 0,017
PCA- AERy || 0,517 0,522 | 0,639 0,513 0,538 0,553

S1 sd 0,012 0,012 | 0,027 0,016 0,017 0,018
PCA- AERy || 0,517 0,524 | 0,624 0,535 0,542 0,550
52 sd 0,012 0,012 { 0,021 0,016 0,017 0,016

PCA- AERy || 0,518 0,524 | 0,626 0,530 0,537 0,552
SD sd 0,013 0,012 { 0,021 0,016 0,019 0,017
PCA- AERy || 0,486 0,528 | 0,632 0,498 0,528 0,557
OGK sd 0,013 0,011 { 0,019 0,015 0,015 0,017
PCA- AERy || 0,480 0,527 | 0,620 0,473 0,521 0,540
PROJ sd 0,015 0,014 { 0,036 0,017 0,016 0,030
PCA- AERy || 0,481 0,525 | 0,615 0,476 0,511 0,540
GRID sd 0,020 0,014 | 0,051 0,036 0,035 0,042
ROB AERy || 0,489 0,528 | 0,625 0,506 0,532 0,547
PCA sd 0,013 0,011 { 0,025 0,017 0,018 0,020
AERy; || 0,482 0,528 | 0,684 0,473 0,527 0,530

SPCA sd 0,014 0,012 { 0,028 0,014 0,016 0,029

Tabulka 5.5: Prumérna chyba klasifikace vybranych linernich klasifika¢nich
pravidel a jeji smérodatna odchylka pro nekontaminované data a data kontamino-
vana zpusobem B, na kterych byla nejprve provedena PCA, v zavislosti na pouzité
metodé PCA.

Vysledky simulaci jsou shrnuty v tabulkach 5.5, 5.6 a 5.7. Tabulky vzdy ob-
sahuji vysledky pro vsechny metody PCA. S vyjimkou situace D (tabulka 5.7) se
pro néktera pravidla jejich prumérné chyby klasifikace lisily jen nepatrné, a proto
nejsou v tabulkéch 5.5 a 5.6 uvedeny kompletni vysledky.

Pro nekontaminovana data (situace A, viz tabulka 5.5) jsou zastoupeny vy-
sledky pouze pro nerobustni vybérové pravidlo a pro robustni pravidlo LDA-S2,
nebot LDA-MCD dévala téméi shodné vysledky jako nerobustni LDA a vysledky
pro ostatni robustni pravidla se témér nelisily od vysledku pro LDA-S2. Z ta-
bulky vidime, ze prumérna chyba klasifikace se vzdy pohybovala v rozmezi od
48 % do 53 %. Vidime tedy, Ze provedeni analyzy hlavnich komponent snizilo
schopnost pravidla spravneé klasifikovat pozorovani o vic jak 20 % (srovnej s tabul-
kou 5.4). Nezavisle na volbé metody PCA davaly o néco lepsi vysledky nerobustni
vybérové pravidlo a robustni LDA-MCD. Tato klasifika¢ni pravidla pak davala
o néco lepsi vysledky v kombinaci s nerobustni PCA nebo s robustnimi verzemi
PCA, které nejsou zalozeny na robustnim odhadu varian¢éni matice. Na ostatni
robustni pravidla nemél vybér metody PCA zéasadni vliv.
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C E
LDA LDA LDA LDA
LDA -MCD -S2 -OGK | LDA -S2

AER,, | 0,826 0,428 0,539 0,512 | 0,520 0,529
PCA  sd 0022 0,016 0019 0,043 | 0,013 0,013
PCA- AER,, | 0,604 0,533 0,558 0,563 | 0,516 0,523
MVE  sd || 0,025 0,016 0,022 0,017 | 0,011 0,013
PCA- AER,, | 0,604 0,533 0,557 0,563 | 0,518 0,523
MCD  sd 0023 0,016 0023 0018 |0,013 0,012
PCA- AER, | 0,606 0,533 0,558 0,563 | 0,493 0,528

S1 sd 0,023 0,015 0,023 0,017 | 0,016 0,012
PCA- AERy || 0,606 0,534 0,559 0,565 | 0,519 0,523
52 sd 0,022 0,015 0,025 0,018 | 0,011 0,012

PCA- AERy || 0,606 0,528 0,549 0,560 | 0,519 0,524
SD sd 0,022 0,015 0,021 0,016 | 0,019 0,017
PCA- AERy || 0,608 0,522 0,544 0,557 | 0,493 0,527
OGK sd 0,018 0,014 0,019 0,014 | 0,015 0,011
PCA- AERy || 0,560 0,496 0,532 0,564 | 0,494 0,528
PROJ sd 0,030 0,017 0,014 0,013 | 0,019 0,013
PCA- AERy || 0,560 0,496 0,532 0,564 | 0,493 0,528
GRID sd 0,030 0,017 0,014 0,013 | 0,027 0,020
ROB AER, | 0,606 0,522 0,557 0,563 | 0,496 0,528
PCA sd 0,028 0,016 0,022 0,018 | 0,014 0,012
AERy; || 0,638 0,538 0,560 0,473 | 0,499 0,527

SPCA sd 0,040 0,014 0,017 0,014 | 0,015 0,012

Tabulka 5.6: Prumérna chyba klasifikace vybranych linedrnich klasifika¢nich
pravidel a jeji smérodatnd odchylka pro data kontaminovana zpusobem C a E,
na kterych byla nejprve provedena PCA, v zavislosti na pouzité metodé PCA.

Velmi podobné vysledky dostavame i pro data kontaminovand radidlnimi
odlehlymi pozorovénimi (situace E, tabulka 5.5). Vidime tedy, Ze tento typ kon-
taminace linearni klasifikaci nijak zasadné neovlivni. Uvedeny jsou opét pouze
vysledky pro nerobustni vybérové pravidlo, které byly velmi podobné vysledkum
pro LDA-MCD, a vysledky pro LDA-S2, které se vyrazné nelisily od vysledku
pro zbyla robustni pravidla.

Pro data kontaminovand stejnym podilem odlehlych pozorovani neuvadime
vysledky pro LDA-MVE, LDA-S1 a LDA-SD, nebot byly velmi podobné vy-
sledkim pro LDA-S2. To se tyka jak situace B, kdy jsou rozsahy vybéru stejné
(viz tab. 5.5), tak situace C, kdy jsou vybéry ruzné velké (viz tab. 5.6). V obou
pripadech davaji robustni klasifika¢ni pravidla lepsi vysledky nez nerobustni LDA.
Obzvlast dobrych vysledki dosahuje LDA-MCD. Pii jeho pouZiti se dokonce
prumérna chyba klasifikace blizi hodnotdm pro nekontaminovana data. Pted prove-
denim robustni LDA se jevi vhodné pouzit klasickou nerobustni PCA, piipadné
PCA-PROJ nebo PCA-GRID.

V pripadé kontaminace dat ruznym podilem odlehlych pozorovani (situa-
ce D, tab. 5.7) byly vysledky o néco ruznorodéjsi. Opét dosahuje nejhorsi cyhby
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LDA LDA LDA LDA LDA LDA
LDA -MVE -MCD -S1 -S2 -SD -OCK

AER,, [[ 0,747 0,528 0,455 0528 0,527 0,518 0,630
PCA  sd |/ 0011 0,022 0,014 0017 0,017 0016 0,061
PCA- AER, | 0,663 0564 0,542 0,555 0,550 0,565 0,566
MVE  sd || 0,018 0039 0015 0,020 0016 0,020 0,021
PCA- AER, | 0,665 0572 0,538 0,564 0,552 0,565 0,576
MCD  sd || 0017 0044 0,017 0,032 0,024 0,020 0,026
PCA- AER, | 0,683 0565 0,529 0,558 0,552 0,571 0,573
S1 sd ]| 0,022 0,039 0017 0020 0019 0026 0,025
PCA- AER, | 0,668 0571 0,539 0,556 0,552 0,565 0,568
32 sd | 0,018 0043 0014 0,018 0,016 0,019 0,019
PCA- AER,, | 0,672 0586 0,535 0,573 0,557 0,573 0,584
SD sd [ 0,018 0,049 0016 0,037 0,031 0,019 0,021
PCA- AER,, || 0,691 0,586 0,512 0,590 0,549 0,577 0,602
OGK  sd | 0,016 0054 0017 0,050 0,034 0,022 0,022
PCA- AER,, | 0,722 0,545 0,469 0,552 0,548 0,519 0,710
PROJ  sd | 0016 0,030 0,018 0,028 0,042 0,027 0,017
PCA- AER, || 0,717 0543 0,465 0,556 0,548 0,527 0,686
GRID  sd |/ 0,028 0,065 0,057 0,078 0,079 0,067 0,089
ROB AER, || 0,681 0,570 0,526 0,557 0,549 0,566 0,574
PCA  sd |/ 0019 0046 0,018 0,024 0,018 0,021 0,025

AER,, || 0,724 0,532 0,465 0534 0,519 0510 0,635
SPCA  sd | 0011 0,025 0,013 0020 0,016 0,017 0,038

Tabulka 5.7: Prumérna chyba klasifikace linearnich klasifika¢nich pravidel a jeji
smérodatnd odchylka pro data kontaminovand zpusobem D, na kterych byla nej-
prve prvedena PCA| v zavislosti na pouzité metodé PCA.

klasifikace nerobustni vybérové pravidlo (kolem 70 %). Témto hodnotam se blizi
i LDA-OGK, pokud byla na datech nejprve provedena PCA-PROJ nebo PCA-
GRID. Vyrazné nejlepsich vysledku doséhneme opét pouzitim klasifikacniho pra-
vidla LDA-MCD. V kombinaci s nerobustni PCA, PCA-PROJ nebo PCA-GRID
je chyba klasifikace asi 46 %.

Vysledky simulaci naznacuji, ze pro linearni klasifikaci je nejvhodnéjsi pouzit
robustni klasifikaci zalozenou na MCD-odhadu. Pokud pred klasifikaci provadime
analyzu hlavnich komponent, je vhodné pouzit PCA-PROJ nebo PCA-GRID.
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Kapitola 6
Priklady s realnymi daty

Nyni porovname chovani jednotlivych kvadratickych klasifika¢nich pravidel a ruz-
nych metod PCA na dvou souborech redlnych dat. Budeme uvazovat stejné vari-
anty QDA, PCA i jejich kombinace jako v kapitole 5.1.

6.1 Chemicko-fyzikalni vlastnosti vina

Nejprve se budeme zabyvat rozsahlejsim souborem dat, ktery obsahuje udaje
o chemicko-fyzikalnich vlastnostech cervené a bilé odrudy portugalského vina
Vinho Verde. Data ve svém ¢lanku pouzili Cortez a kol. (2009). Pro vyzkumné
ucely je na internetu zpiistupnili Frank a Asuncion (2010) a oznadili je jako Wine
Quality.

Data zahrnuji naméfené hodnoty 11 velicin jako naptiklad pH a hustota,
pricemz 1599 pozorovani ndalezi ¢ervenému vinu a 4898 bilému. Budeme tedy
uvazovat dvé skupiny (7! = ¢ervené vino a 7 = bilé vino) do kterych budeme
klasifikovat. Mame tak sdruzeny vybér X = (X', X?), s rozsahy pifsluinych
vybértn! = 1599 an? = 4898. Jako odhad apriornich pravdépodobnosti vezmeme
p' = p? = 1/2. Data obsahuji odlehld pozorovani, kterd jsou patrnd uz pti pohledu
na jednotlivé proménné. Pro ilustraci jsou pro obé odrudy vina na obrazku 6.1
zobrazeny krabicové grafy pro proménnou chloridy. Ta udava hmotnostni kon-
centraci soli ve viné (v jednotkach g/dm?).

Jednotliva klasifikacni pravidla budeme porovnavat pomoci odhadu chyb klasi-
fikace ApER (1.7) a AERy, (1.9). Vybéry X, a X, sestrojime tak, Ze pro kazdé
pozorovén{  generujeme nahodnou veli¢inu u z alternativniho rozdéleni Alt(1/2)
a pokud u = 0, pak x} € Xy, v opacném piipadé x; € X, Pri konkrétni re-
alizaci tohoto postupu bylo do vybéru X, zafazeno 802 pozorovani z X' a 2472
pozorovani z X 2.

V tabulce 6.1 jsou uvedeny vysledky pro jednotliva klasifika¢ni pravidla. Z ta-
bulky vidime, ze odhady chyb ApER a AER,, se prilis nelisi. Nejlepsi vysledky
déva nerobustni QDA (pouze 1,7 % Spatné klasifikovanych pozorovani). QDA-
MCD a QDA-SD déavaji chybu klasifikace kolem 2,5 %. To je o néco lepsi vysledek,
nez pro ostatni robustni verze QDA s priblizné 3,2 % spatné klasifikovanych
pozorovani. Ale vSechny tyto vysledky jsou velmi dobré.

Nyni se podivame na to, jak klasifikaci ovlivni pfedchozi provedeni analyzy
hlavnich komponent. V tabulce 6.2 jsou uvedeny vysledky pro klasifika¢ni pravidla
sestavend pro data transformovand do prostoru prvnich dvou komponent ziska-

46



© | )
o
o _|
o
]
< 8
S °
8 o
8
™
S 8
8 o
8
N
o
|
o [ ]
- E— :
O__ o —ﬁ—
o
I I
1 2

Obrazek 6.1: Krabicové grafy naméfenych hodnot proménné chlorides pro
¢ervenou (1) a bilou (2) odrudu vina.

| | APER AER, |

QDA 0,017 0,016
QDA-MVE || 0,030 0,034
QDA-MCD | 0,026 0,022

QDA-ST || 0,033 0,033
QDA-S2 || 0,032 0,033
QDA-SD || 0,027 0,024
QDA-OGK | 0,030 0,031

Tabulka 6.1: Odhad chyby klasifikace ApER a AER;s ruznych klasifika¢nich
pravidel aplikovanych na skupinu cervenych a bilych vin.

nych pomoci PCA-S2. Pro ostatni typy PCA (vcetné klasické nerobustni PCA) se
vysledky ligili pouze nepatrné, a proto je zde neuvadime. Odhady ApER a AER;,
se opét vyrazné nelisi. Pii pouziti klasické nerobustni QDA bylo chybné klasi-
fikovano 12,6 % pozorovéni. Tento vysledek ptredcily vsechny robustni varianty
QDA. Jejich chyba klasifikace se vétsinou pohybovala kolem 7,5 %. Pouze QDA-
SD a QDA-OGK dévali o néco malo horsi vysledek - asi 8,3 % chybné klasifiko-

vanych pozorovani.
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| | ApER AER, |
QDA 0,134 0,124
QDA-MVE | 0,076 0,074
QDA-MCD || 0,073 0,071
QDA-S1 || 0,076 0,073
QDA-S2 || 0,075 0,075
QDA-SD || 0,084 0,083
QDA-OGK | 0,083 0,082

Tabulka 6.2: Odhad chyby klasifikace ApER a AER;, ruznych klasifika¢nich
pravidel aplikovanych na data o viné, na kterych byla nejprve provedena robustni
PCA-S2.

6.2 Technické parametry osobnich automobili

Dalsi zkoumany soubor dat pochézi z knihovny rpart programu R, kde ho na-
lezneme pod nazvem car.test.frame. Soubor obsahuje technické idaje o nékolika
typech aut. Budeme uvazovat 57 pozorovani rozdélenych do péti skupin podle
typu: Small, Sporty, Compact, Medium a Van. Pocet objektu v jednotlivych
skupinach je uveden v tabulce 6.3. Puvodni data v knihovné obsahuji jesté tii po-
zorovani pro typ Large, tuto skupinu vsak pro jeji malé zastoupeni nepouzijeme.
7 velicin, méfenych na jednotlivych autech, nas budou zajimat veli¢iny Price,
Mileage, Weight, Displacement a HP (tedy cena, spotieba, objem motoru a vy-
kon). Budeme porovnévat ruzna klasifikaéni pravidla na zdkladé chyb klasifikace

’ Typ H Pocet ‘
Small 13
Sporty 9

Compact 15
Medium 13
Van 7

Tabulka 6.3: Pocty vozu v jednotlivych skupinach v datovém souboru.

| | k=5 k=3]
QDA 0,053 0,049
QDA-MVE - 0,195
QDA-MCD - 0,195
QDA-S1 || 0,228 0,220
QDA-S2 - 0,171
QDA-SD || 0,333 0,244
QDA-OGK || 0,123 0,098

Tabulka 6.4: Odhad chyby klasifikace ApER rtuznych klasifika¢nich pravidel pro
pét skupin aut a tii skupiny aut.
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| | PCA PCA-PROJ PCA-GRID ROBPCA SPCA |

QDA 0,404 0,404 0,386 0,404 0,386
QDA-MVE || 0,333 0,333 0,316 0,333 0,316
QDA-MCD | 0,333 0,351 0,351 0,333 0,351

QDA-S1 0,368 0,368 0,368 0,368 0,368
QDA-S2 0,333 0,333 0,333 0,333 0,333
QDA-SD || 0,333 0,333 0,333 0,333 0,333
QDA-OGK || 0,281 0,316 0,333 0,298 0,281

Tabulka 6.5: Odhad chyby klasifikace ApER ruznych klasifika¢nich pravidel pro
data v péti skupindch, na kterych byla nejprve provedena PCA, v zavislosti na
pouzité metodé PCA.

| | PCA PCA-SD PCA-PROJ PCA-GRID ROBPCA |

QDA 0,491 0,491 0,491 0,474 0,491
QDA-MVE || 0,439 0,439 0,439 0,456 0,439
QDA-MCD | 0,491 0,491 0,491 0,491 0,509

QDA-ST | 0,491 0,491 0,491 0,491 0,491
QDA-S2 [ 0,509 0,509 0,509 0,491 0,509
QDA-SD | 0,491 0,491 0,491 0,491 0,491
QDA-OGK || 0,421 0,439 0,404 0,404 0,439

Tabulka 6.6: Odhad chyby klasifikace CV ruznych klasifikacnich pravidel pro data
v péti skupinach, na kterych byla nejprve provedena PCA, v zavislosti na pouzité
metodé PCA.

ApER (1.7) a CV (1.8).

Pokud chceme provést klasifikaci do vSech péti skupin bez ptredchozi PCA,
povede se nam sestavit pouze klasické nerobustni pravidlo QDA a robustni klasi-
fikacni pravidla QDA-S1, QDA-SD a QDA-OGK. Duvodem je malé zastoupeni
typu Sporty a Van. Pokud budeme uvazovat pouze zbylé tii skupiny (Small, Com-
pact, Medium), podaii se ndm sestavit také klasifika¢ni pravidla QDA-S2, QDA-
MVE a QDA-MCD. V tabulce 6.4 jsou uvedeny ApER odhady chyby klasifikace
pro obé situace. Z tabulky je patrné, ze nejlepsich vysledku dosahuje nerobustni
QDA. Velmi dobré vysledky dava také QDA-OGK.

Vzhledem k tomu, Ze pocet veli¢in (p = 5) je relativné maly vzhledem k poctu
aut v jednotlivych skupinédch, zkusime pred samotnou klasifikaci nejprve provést
analyzu hlavnich komponent. Porovname ruzné metody PCA tak, ze data pro-
mitneme do prostoru generovaného prvnimi dvéma komponentami a na transfor-
movana data aplikujeme jednotliva klasifikacni pravidla.

V tabulkédch 6.5 a 6.6 jsou uvedeny prislusné odhady chyby klasifikace ApER
a CV pro vsech pét skupin aut. V tabulkdch nejsou uvedeny vysledky pro PCA
zalozenou na robustnim odhadu varianéni matice, nebot PCA-MVE, PCA-MCD,
PCA-S1, PCA-S2, PCA-SD i PCA-OGK davaly shodné vysledky jako ROBPCA.
V piipadé odhadu CV se navic shodovaly i vysledky pro klasickou PCA a sférickou
SPCA, a proto jsou v tabulce 6.6 uvedeny jen vysledky pro nerobustni PCA.
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QDA 0,171
QDA-MVE || 0,244
QDA-MCD || 0,244

QDA-ST | 0,212
QDA-S2 | 0,212
QDA-SD || 0,195
QDA-OGK |[ 0,146

Tabulka 6.7: Odhad chyby klasifikace ApER ruznych klasifika¢nich pravidel pro
data ve tfech skupinach, na kterych byla nejprve provedena analyza hlavnich
komponent.

PCA- PCA- ROB PCA- PCA-

PCA PROJ GRID PCA SPCA MVE SD
QDA 0,171 0,171 0,171 0,171 0,171 0,171 0,171

QDA-MVE || 0,293 0,268 0,268 0,293 0,268 0,293 0,203
QDA-MCD | 0,268 0,293 0,293 0,317 0,293 0,293 0,317
QDA-ST | 0,341 0341 0,341 0,341 0,341 0,341 0,341
QDA-S2 [ 0,317 0317 0,317 0317 0317 0,317 0,317
QDA-SD | 0,203 0,293 0,203 0,293 0,293 0,203 0,293
QDA-OGK || 0,244 0,268 0,195 0,244 0,268 0244 0,268

Tabulka 6.8: Odhad chyby klasifikace CV ruznych klasifika¢nich pravidel pro
data ve tfech skupinach, na kterych byla nejprve provedena PCA, v zéavislosti
na pouzité metodé PCA.

7 obou tabulek je patrné, ze se vysledky prilis nelisi, co se tyce pouzité metody
PCA. Z odhadu pouzitych pii sestavovani klasifika¢nich pravidel pak davaji nej-
lepsi vysledky OGK-odhad a MVE-odhad.

Z tabulek je také patrny velky rozdil mezi CV a ApER odhadem chyby klasi-
fikace. Projevuje se tak malé zastoupeni aut typu Sporty a Van. Pokud nebudeme
tyto skupiny uvazovat a budeme klasifikovat pouze do zbylych tii skupin (Small,
Compact, Medium), rozdil mezi CV a ApER odhadem nebude tak velky, coz je
patrné z tabulek 6.7 a 6.8. V piipadé odhadu chyby klasifikace ApER (viz tab. 6.7)
se vysledky vibec nelisily, co se tyce pouzité metody PCA. CV odhady chyby
klasifikace po predchozi PCA-MCD a PCA-OGK byly stejné jako po nerobustni
PCA a obdobné PCA-S1 a PCA-S2 davaly stejné odhady CV jako ROBPCA,
a proto nejsou v tabulce 6.8 uvedeny. Z tabulek 6.7 a 6.8 vidime, ze nejlepsich
vysledkt pro ptripad tii skupin dosahuje nerobustni klasifikace QDA a robustni
QDA-OGK.
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Zaver

V této praci jsme se vénovali klasické klasifika¢ni analyze a metodam, které ve-
dou k jeji robustifikaci. Pouziti téchto metod jsme ilustrovali na realnych datech
a v simulacich. Videéli jsme, Ze pro data obsahujici odlehld pozorovani davaji ro-
bustni metody mnohdy vyrazné lepsi vysledky nez metody nerobustni. V pripadé,
ze data odlehla pozorovani neobsahuji, jsou vysledky casto srovnatelné. Pokud
nemame informaci o tom, zda data odlehld pozorovani obsahuji, zd4 se lepsi
pouzit robustni metodu.

Simulace vsak nebyly nijak rozsahlé a bylo by dobré vyzkouset dalsi nastaveni
vstupnich parametru. Napiiklad pro mensi rozsah vybéru by se pro data bez
odlehlych pozorovani mohla vice projevit mensi eficience nékterych robustnich
odhadu. Vysledky pii pouziti odpovidajicih robustnich kalsifika¢nich pravidel by
pak mohly byt vyrazné horsi.

Pokud nemame jistotu, zda data odlehla pozorovani obsahuji, muzeme vy-
zkouset robustni i nerobustni klasifikaci a podle jejich vysledku se rozhodnout,
kterou z nich pouzijeme. Mohli bychom se také pokusit vybrat spravny odhad
jesté pred sestavenim samotnych pravidel. K tomu bychom mohli vyuzit odhad
stfedni hodnoty a variancni matice, ktery navrhli He a Wang (1996). Autofi
uvazuji dva odhady - jeden s vysokou eficienci a jeden s vysokym bodem selhéani.
Pro tyto odhady sestrojili kritérium, na zakladé kterého se jako vysledny odhad
pouzije bud eficientni odhad nebo odhad s vysokym bodem selhdni. Vysledny
odhad pak zdédi obé vlastnosti. Je zaroven eficientni a ma vysoky bod selhéani.
Pokud jsou navic oba odhady afinné ekvivariantni, je afinné ekvivariantni i vy-
sledny odhad. Pouziti této metody v klasifikaci by bylo patrné vypocetné velmi
narocné. Na druhou stranu by mohlo byt piinosné v situaci, kdy nékteré skupiny
odlehl& pozorovani obsahuji a jiné ne.

Také jsme se zabyvali otazkou, jak bude kasifikace ovlivnéna, pokud jsme
nuceni nejprve snizit dimenzionalitu dat pomoci analyzy hlavnich komponent.
V takovém piipadé dévaji klasifikacni pravidla horsi vysledky, nebot vyuzivame
jen ¢ast informace, kterd je v datech obsazena. Pokud data neobsahuji odlehla po-
zorovani, muzeme pouzit klasickou nerobustni analyzu hlavnich komponent. Jed-
nak je tato metoda vypocetné méné narocna, jednak je zalozena na vybérové va-
rian¢ni matici, ktera je optimélnim odhadem varianéni matice pro nekontamino-
vana data pochézejici z mnohorozmérného normélniho rozdéleni. Pokud data
odlehla pozorovani obsahuji, jsou vysledky simulaci ruznorodé. Jako dobry piistup
se jevi zkombinovat analyzu hlavnich komponent zalozenou na metodé projection
pursuit a robustni klasifikaci zalozenou na MCD-odhadu.
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Seznam pouzitych zkratek

AER

AER,
ApER

APR

CV

GES
GK-odhad
GRID

ER
FAST-MCD
LDA
LDA-MCD
LDA-MVE
LDA-MWCD
LDA-OGK
LDA-S1
LDA-S2
LDA-SD

LSS
MAD

MCD-odhad

med
MVE-odhad

MWCD-odhad

chyba klasifikace konkrétniho klasifikacniho pravidla

(actual error rate), str. 6

odhad AER spocteny na zakladé testovactho vybéru, str. 6
piimy odhad chyby klasifikace (apparent error rate), str. 6
asymptoticka pravdépodobnost zamitnuti

(asymptotic rejection probability), str. 23

odhad chyby klasifikace spoc¢teny pomoci kiizové validace
(cross-validation), str. 6

globalni citlivost (gross-error sensitivity), str. 10
Gnanadesikanuv-Kettenringuv odhad, str. 25

algoritmus pro vypocet PCA zalozeny na metodé PP, str. 32
chyba klasifikace (error rate), str. 5

rychly algoritmus pro vypoc¢et MCD-odhadu, str. 18
vybérové linearni klasifikac¢ni pravidlo, str. 5

robustni linearni klasifikaéni pravidlo zalozené na
MCD-odhadu, str. 41

robustni linearni klasifika¢ni pravidlo zalozené na
MVE-odhadu, str. 41

robustni linearni klasifikac¢ni pravidlo zalozené na
MWCD-odhadu, str. 29

robustni linearni klasifika¢ni pravidlo zalozené na
OGK-odhadu, str. 41

robustni linearni klasifikac¢ni pravidlo zalozené na

S-odhadu s dvouvdhovou funkei (2.23), str. 41

robustni linearni klasifikacni pravidlo zalozené na

S-odhadu s funkei tbiweight (2.24), str. 41

robustni linearni klasifikaéni pravidlo zalozené na
SD-odhadu, str. 41

lokaln{ citlivost odhadu (local shift sensitivity), str. 10
medidanova absolutni odchylka od medianu

(median absolute deviation), str. 24

odhad minimalizujici determinant varian¢ni matice
(minimum covariance determinant estimator), str. 17
median, str. 24

odhad minimalizujici objem elipsoidu pokryvajiciho ¢ast dat
(minimum volume ellipsiod estimator), str. 16

odhad minimalizujici determinant sdruzené varianéni matice
(minimum within-group covariance determinant estimamtor),
str. 28
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OGK-odhad
PCA
PCA-GRID
PCA-MCD
PCA-MVE
PCA-OGK
PCA-PROJ
PCA-S1

PCA-S2

PCA-SD
PP

PROJ
QDA
QDA-MCD
QDA-MVE
QDA-OGK
QDA-S1
QDA-S2
QDA-SD
ROBPCA

SD-odhad
SPCA

ortogonalizovany Gnanadesikanuv-Kettenringuv odhad, str. 26
analyza hlavnich komponent (principal component analysis), str. 30
analyza hlavnich komponent zalozena na GRID algoritmu, str. 32
analyza hlavnich komponent zalozena na MCD-odhadu, str. 38
analyza hlavnich komponent zalozena na MVE-odhadu, str. 31
analyza hlavnich komponent zalozena na OGK-odhadu, str. 38
analyza hlavnich komponent zalozena na PROJ algoritmu, str. 32
analyza hlavnich komponent zalozena na S-odhadu

s dvouvéhovou funkef (2.23), str. 38

analyza hlavnich komponent zalozena na S-odhadu

s funkei thiweight (2.24), str. 38

analyza hlavnich komponent zalozena na SD-odhadu, str. 38
metoda PCA zalozend na hledani optimalnich jednorozmérnych
projekel (projection pursuit), str. 31

algoritmus pro vypocet PCA zalozeny na metodé PP, str. 32
vybérové kvadratické klasifika¢ni pravidlo, str. 5

robustni kvadratické klasifikacni pravidlo zalozené na
MCD-odhadu, str. 36

robustni kvadratické klasifikac¢ni pravidlo zalozené na
MVE-odhadu, str. 27

robustni kvadratické klasifikacni pravidlo zalozené na
OGK-odhadu, str. 36

robustni kvadratické klasifikacni pravidlo zalozené na

S-odhadu s dvouvdhovou funkef (2.23), str. 36

robustni kvadratické klasifikacni pravidlo zalozené na

S-odhadu s funkei thiweight (2.24), str. 36

robustni kvadratické klasifika¢ni pravidlo zalozené na
SD-odhadu, str. 36

algoritmus pro vypocet analyzy hlavnich komponent kombinujici
metodu PP a robustni odhad varianéni matice, str. 33
Staheluv-Donohuv odhad, str. 24

sférickd analyza hlavnich komponent (spherical principal component
analysis), str. 33
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