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s použit́ım citovaných pramen̊u, literatury a daľśıch odborných zdroj̊u.
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Úvod

Mnohorozměrná statistická ananlýza nab́ıźı celou řadu r̊uzných metod pro analý-
zu mnohorozměrných dat. Tyto metody jsou však typicky založeny na následuj́ı-
ćıch předpokladech: všechna pozorováńı jsou nezávislá, pocházej́ı z určitého roz-
děleńı a známe parametry, které toto rozděleńı určuj́ı. Metody jsou navrženy tak,
aby při splněńı těchto předpoklad̊u dávaly v jistém smyslu optimálńı výsledky.
Řada metod je však citlivá na jejich porušeńı. Mnohdy stač́ı jediné pozorováńı,
které se nějak vymyká charakteru zbylého souboru dat, aby metoda vedla k za-
váděj́ıćım, někdy až nesmyslným výsledk̊um a závěr̊um. Takové atypické po-
zorováńı se nazývá odlehlé a může j́ım být chyba měřeńı, přepis, vadný výrobek
nebo třeba výjimečný jedinec v populaci. Statistické metody, které jsou v̊uči
vliv̊um odlehlých pozorováńı imunńı, zde budeme nazývat robustńı. Podotkněme
ještě, že pojem robustnosti je v r̊uzných praćıch chápán r̊uzně. Např́ıklad Hu-
ber a Ronchetti (2009) definuj́ı robustnost obecně jako

”
necitlivost v̊uči malým

odchylkám od předpoklad̊u“.
Jednou z úloh, se kterými se můžeme v mnohorozměrné statistice setkat, je

úloha klasifikace, či jinak diskriminace. V takovém př́ıpadě se nacháźıme v situaci,
kdy pozorujeme několik veličin na objektech, které jsou přirozeně rozděleny do
skupin. Naš́ım ćılem je pak sestavit na základě těchto pozorováńı pravidla, s je-
jichž pomoćı od sebe jednotlivé skupiny dobře rozlǐśıme. Tato pravidla nám nav́ıc
umožňuj́ı klasifikovat do skupin nová pozorováńı, o kterých doposud nev́ıme, do
které skupiny patř́ı. Např́ıklad jedince v nějaké populaci můžeme rozdělit podle
toho, jestli trṕı nebo netrṕı určitou chorobou. U každého jedince pak můžeme
změřit několik veličin, u kterých předpokládáme, že jsou chorobou ovlivněny.
Na základě změřených hodnot se pak pokuśıme sestavit pravidlo, které odlǐśı
zdravého jedince od nemocného. Pokud dává dobré výsledky, můžeme toto pra-
vidlo použ́ıt pro diagnostikováńı nemoci u nějakého nového jedince.

Poznamemenjme, že v této práci budeme pojmy klasifikace a diskriminace
chápat jako synonyma. Někteř́ı autoři však tyto pojmy rozlǐsuj́ı. Diskriminaci
pak chápou sṕı̌se jako prvńı část celého procesu. Tedy jako úlohu nalézt funkci,
která nějakým zp̊usobem kvantifikuje rozd́ıly mezi skupinami a kterou je také
možné interpretovat. Kalsifikaćı pak mysĺı proces zařazováńı objekt̊u do skupin
na základě výsledk̊u, které tato funkce dává.

V kapitole 1 některé metody klasifikačńı analýzy poṕı̌seme. Uvedeme i postup,
jak vyč́ıslit schopnost pravidla správně klasifikovat pozorováńı do př́ıslušné sku-
piny. Ukazuje se však, že tyto metody klasifikace nejsou ve své základńı podobě
robustńı. V kapitole 3 poṕı̌seme, jak tento nedostatek odstranit. K tomu však
budeme potřebovat robustńı odhad středńı hodnoty a variančńı matice. Proto
nejprve v kapitole 2 poṕı̌seme, jaké vlastnosti se od robustńıch odhad̊u obvykle
vyžaduj́ı. Následně si několik základńıch odhad̊u představ́ıme v kapitole 2.1.
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Poṕı̌seme některé jejich vlastnosti a také algoritmy, d́ıky kterým je můžeme
v praxi spoč́ıtat.

Pokud na objektech ve skupinách pozorujeme velké množstv́ı veličin, může
být sestavováńı klasifikačńıch pravidel obt́ıžná úloha. Před samotnou klasifikaćı
proto může být žádoućı sńıžit dimenzionalitu dat. Obĺıbenou technikou, jak toho
doćılit, je analýza hlavńıch komponent. Stručně ji poṕı̌seme v kapitole 4.1. Jej́ı
základńı myšlenka spoč́ıvá v projekci dat do několika málo směr̊u, ve kterých se
projevuje největš́ı variabilita dat. Tato metoda však také neńı robustńı a byly
proto navrženy postupy, jak jej́ı robustifikaci realizovat. Ty poṕı̌seme v kapito-
le 4.2 společně s př́ıslušnými algoritmy pro jejich výpočet.

V kapitole 5 porovnáme na základě simulaćı chováńı nerobustńıch a několika
robustńıch verźı klasifikačńıch pravidel pro několik model̊u. Zaměř́ıme se také
na to, jakým zp̊usobem klasifikaci ovlivńı předchoźı provedeńı analýzy hlavńıch
komponent, at’ už robustńı nebo nerobustńı. V kapitole 6 pak obdobné srovnáńı
provedeme na reálných datech.

3



Kapitola 1

Klasifikačńı analýza

V této kapitole poṕı̌seme klasická klasifikačńı pravidla. Nejprve je budeme uvažo-
vat v teoretické podobě a následně poṕı̌seme i jejich výběrové protěǰsky, které jsou
známy jako kvadratická, resp. lineárńı diskriminačńı pravidla. Budeme přitom
vycházet z knihy Rencher (1998), kde je toto téma zpracováno podrobněji a jsou
zde uvedeny i potřebné d̊ukazy. Tématu se částečně věnovala i práce Renso-
vá (2008).

Budeme předpokládat, že máme k, k ≥ 2 disjunktńıch skupin objekt̊u, které
označ́ıme π1, π2, . . . , πk. Horńı index i bude vždy značit př́ıslušnost k i-té skupině.
Toto značeńı je sice neobvyklé, ale usnadńı nám orientaci v daľśım textu. Na
každém objektu pozorujeme náhodný vektor Xp = (X1, X2, . . . , Xp)

′. Pravidla
budeme sestavovat na základě hodnot x ∈ Rp pozorovaných na objektech, tj. na
konkrétńıch realizaćıch Xp. Dále budeme předpokládat, že rozděleńı Xp je v kaž-
dé skupině πi, i = 1, 2, . . . , k absolutně spojité s hustotou f i(x). Nav́ıc budeme
uvažovat apriorńı pravděpodobnosti pi, i = 1, 2, . . . , k, že pozorováńı x pocháźı
ze skupiny πi. Základńı klasifikačńı pravidlo, při kterém je minimalizována prav-
děpodobnost špatné klasifikace, má následuj́ıćı tvar.

Pravidlo 1 Pozorováńı x zařad́ıme do skupiny πi, jestlǐze

pif i(x) > pjf j(x) pro j = 1, 2, . . . , k, j 6= i (1.1)

tj. jestlǐze pif i(x) = max
j
pjf j(x).

Uvedeme zde podobu pravidla 1 pro d̊uležitý speciálńı př́ıpad, kdy je rozdě-
leńı ve skupinách πi, i = 1, 2, . . . , k, p-rozměrné normálńı s parametry (µi,Σi).
Źıskáme tak kvadratické klasifikačńı pravidlo. Poznamenejme, že |A| bude nadále
značit determinant čtvercové matice A.

Pravidlo 2 Pozorováńı x zařad́ıme do skupiny πi, jestlǐze

diQ(x) > djQ(x) pro j = 1, 2, . . . , k, j 6= i (1.2)

kde diQ(x) = −1
2

ln |Σi| − 1
2
(x− µi)′(Σi)−1(x− µi) + ln pi.

Nerovnost (1.2) źıskáme lehce dosazeńım hustoty normálńıho rozděleńı do (1.1)
s využit́ım faktu, že úloha max

j
pjf j(x) je, co do řešeńı, ekvivalentńı s úlohou

max
j

ln (pjf j(x)).
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Pokud jsou nav́ıc variančńı matice ve všech skupinách shodné, Σ1 = Σ2 =
. . . = Σk = Σ, pak se pravidlo 1 pro normálńı rozděleńı zjednoduš́ı na lineárńı
klasifikačńı pravidlo.

Pravidlo 3 Pozorováńı x zařad́ıme do skupiny πi, jestlǐze

diL(x) > djL(x) pro j = 1, 2, . . . , k, j 6= i (1.3)

kde diL(x) = µi′Σ−1x− 1
2
µi′Σ−1µi + ln pi.

Skutečné hodnoty µi, Σi, př́ıpadně Σ, typicky neznáme. Běžnou prax́ı je
nahradit je v (1.2) a (1.3) jejich výběrovými protěǰsky. Mějme pro každé i, i =
1, 2 . . . , k k dispozici výběr z N(µi,Σi), př́ıpadně z N(µi,Σ), o rozsahu ni, X i =
(xi1,x

i
2, . . . ,x

i
ni). Zd̊urazněme, že matice X i je typu p × ni. Jako odhad středńı

hodnoty µi vezmeme pr̊uměr xi =
∑ni

j=1 x
i
j/n

i a jako odhad Σi použijeme výbě-

rovou variančńı matici Si =
∑ni

j=1(x
i
j−xi)(xij−xi)′/(ni−1). V př́ıpadě shodných

variančńıch matic použijeme jako odhad Σ sdruženou výběrovou variančńı matici

S =
1

(N − k)

k∑
i=1

(ni − 1)Si, (1.4)

kde N =
∑k

i=1 n
i. Dostaneme tak výběrové kvadratické a výběrové lineárńı klasi-

fikačńı pravidlo.

Pravidlo 4 Pozorováńı x zařad́ıme do skupiny πi, jestlǐze

diQV (x) > djQV (x) pro j = 1, 2, . . . , k, j 6= i (1.5)

kde diQV (x) = −1
2

ln |Si| − 1
2
(x− xi)′(Si)−1(x− xi) + ln pi.

Pravidlo 5 Pozorováńı x zařad́ıme do skupiny πi, jestlǐze

diLV (x) > djLV (x) pro j = 1, 2, . . . , k, j 6= i, (1.6)

kde diLV (x) = xi′S−1x− 1
2
xi′S−1xi + ln pi.

Pokud budeme použ́ıvat výběrové kvadratické klasifikačńı pravidlo 4, budeme
ho v textu dále značit QDA. Obdobně výběrové lineárńı klasifikačńı pravidlo 5
budeme značit LDA.

Daľśımi parametry, které obvykle neznáme a muśıme je odhadnout, jsou apri-
orńı pravděpodobnosti pi, i = 1, 2, . . . , k. Pokud v́ıme, že rozsahy výběr̊u ni

odpov́ıdaj́ı reálnému zastoupeńı objekt̊u ve skupinách, pak mı́sto pi použijeme
v pravidlech relativńı četnosti p̂i = ni/N . Pokud tomu tak neńı, dosad́ıme za pi

konstantu p̂i = 1/k. V takovém př́ıpadě nemá člen ln p̂i na klasifikaci vliv, nebot’

je pro všechny skupiny stejný, a můžeme ho tedy vynechat.
Kvalitu jednotlivých klasifikačńıch pravidel mezi sebou můžeme porovnávat

na základě jejich pravděpodobnosti špatné klasifikace. Tuto pravděpodobnost
budeme dále nazývat stručně chyba klasifikace a značit ji ER (z anglického error
rate). Předpokládejme, že již máme sestaveno konkrétńı klasifikačńı pravidlo.
Bude nás zaj́ımat chyba klasifikace nového, dosud nezařazeného, objektu na
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základě tohoto pravidla. Tuto chybu klasifikace budeme značit AER (z anglického
termı́nu actual error rate) a definujeme ji vztahem

AER =
k∑
i=1

piP (π1, . . . , πi−1, πi+1, . . . , πk|πi),

kde P (π1, . . . , πi−1, πi+1, . . . , πk|πi) znač́ı podmı́něnou pravděpodobnost jevu, že
objekt bude zařazen do některé ze skupin πj, j = 1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , k patř́ı-li
ve skutečnosti do skupiny πi. Pokud v konkrétńı situaci máme k dispozici v́ıce
klasifikačńıch pravidel, použijeme to, jehož chyba klasifikace AER je nejmenš́ı.

V praxi se tato veličina opět odhaduje. Nejprve poṕı̌seme odhad, který na-
zveme př́ımý odhad chyby klasifikace a budeme ho značit ApER (z anglického
termı́nu apparent error rate). Ten je založený na jednoduchém principu. Klasi-
fikačńı pravidlo sestav́ıme na základě všech N pozorováńı ze všch skupin. Toto
pravidlo posléze aplikujeme opět na všechna pozorováńı a ApER definujeme jako
pod́ıl špatně zařazených pozorováńı mezi všemi pozorováńımi, tj.

ApER =

∑k
i=1m

i

N
, (1.7)

kde mi je počet špatně klasifikovaných pozorováńı z i-té skupiny. Protože však
klasifikujeme stejná pozorováńı, na základě kterých jsme dané pravidlo sestavili,
dává ApER př́ılǐs optimistické výsledky.

Realističtěǰśı odhad chyby klasifikace źıskáme pomoćı kř́ı̌zové validace (nebo
také krosvalidace). Tento odhad budeme označovat zkratkou CV (z anglického
cross-validation). Nejpouž́ıvaněǰśı verźı kř́ıžové validace je metoda leave-one-out,
která je založena na vynecháńı právě jednoho vzorku z datového souboru. V tomto
př́ıpadě pro každé pozorováńı xij, i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , ni, sestav́ıme klasi-
fikačńı pravidlo na základě zbylých N − 1 pozorováńı a pozorováńı xij podle
tohoto pravidla klasifikujeme. Odhad CV je pak opět pod́ıl špatně zařazených
mezi všemi pozorováńımi, tj.

CV =

∑k
i=1

∑ni

j=1 δ
i
j

N
, (1.8)

kde δij je 1, pokud bylo pozorováńı xij špatně klasifikováno, nebo 0 v opačném
př́ıpadě. Tento odhad je však výpočetně náročný, a proto se použ́ıvá předevš́ım
pro malé soubory dat.

Daľśım častým postupem, jak odhadnout AER, je rozdělit výběr náhodně na
dvě části - tréninkovou a testovaćı. Na základě tréninkové části sestav́ıme pravidlo,
které následně aplikujeme na pozorováńı v testovaćı části. Označme pro i =
1, 2, . . . , k pozorováńı ze skupiny πi vybraná do tréninkové části jako podvýběr
X i

tr a jejich počet nitr. Obdobně pozorováńı zařazená do testovaćı části označ́ıme
X i

ts a jejich počet nits. Pak máme tréninkový výběr X tr = (X1
trX

2
tr, . . . ,X

k
tr)

s Ntr =
∑k

i=1 n
i
tr pozorováńımi a testovaćı výběr X ts = (X1

tsX
2
ts, . . . ,X

k
ts)

s Nts =
∑k

i=1 n
i
ts pozorováńımi. AER pak odhadneme jako pod́ıl špatně zařa-

zených pozorováńı z testovaćı části. Označme tento odhad AERts. Máme tedy

AERts =

∑k
i=1

∑ni
ts
j=1 δ

i
j

Nts

, (1.9)
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kde δij je opět rovno 1, pokud bylo pozorováńı xij špatně klasifikováno, a 0 jinak.
AERts se použ́ıvá zejména v př́ıpadech, kdy zkoumáme rozsáhlý soubor dat.
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Kapitola 2

Mnohorozměrné odhady

Klasickou úlohou mnohorozměrné statistiky je odhad středńı hodnoty a variančńı
matice, které nám dávaj́ı informaci o poloze dat v prostoru a jejich rozptýlenosti.
Tyto odhady jsou pak často použ́ıvány jako vstupńı parametry v mnoha statis-
tických metodách, jako např́ıklad LDA a QDA. Proto na ně klademe celou řadu
požadavk̊u. Běžně vyžadujeme, aby byl odhad variančńı matice pozitivně definitńı
matice, nebo aby odhady komutovaly s lineárńı transformaćı aplikovanou na data.
V př́ıpadě, že data obsahuj́ı odlehlá pozorováńı, bude mezi tyto požadavky patřit
i robustnost odhad̊u.

V pr̊uběhu let byla navržena celá řada robustńıch odhad̊u a metod. Výlet do
historie tohoto hledáńı nab́ıźı Stigler (2010). Nejprve byla věnována pozoronost
odhad̊um parametru posunut́ı a lineárńımu regresńımu modelu. Menš́ı pozornost
se doposud věnovala odhad̊um středńı hodnoty a variančńı matice.

Běžnou prax́ı je odhadnout středńı hodnotu pomoćı výběrového pr̊uměru a ja-
ko odhad variančńı matice použ́ıt výběrovou variančńı matici. Tyto odhady jsou
však velmi citlivé na odlehlá pozorováńı, a nejsou tedy robustńı. Tento fakt
můžeme ilustrovat na jednoduchém jednorozměrném př́ıpadě. Uvažujme hodnoty
1, 2, . . . , 10. Pak je jejich výběrový pr̊uměr 5,5 a výběrový rozptyl 9,2. Pokud
však mı́sto hodnoty 10 vezmeme 100, změńı se hodnoty pr̊uměru a rozptylu na
14,5 a 909,2. Tak např́ıklad omylem posunutá desetinná čárka může zp̊usobit,
že odhadnutý střed dat lež́ı zcela mimo tato data. Nav́ıc zásadně ovlivńı i odhad
rozptylu. Tento krátký př́ıklad může sloužit jako motivace pro hledáńı robustńı al-
ternativy pro výběrový pr̊uměr a výběrovou variančńı matici. Několik takových al-
ternativ poṕı̌seme v kapitole 2.1. Nejprve se však zaměř́ıme na značeńı a poṕı̌seme
některé vlastnosti, které budeme od odhad̊u vyžadovat. Budeme přitom často
vycházet z kapitoly 6 knihy Maronna, Martin a Yohai (2006), př́ıpadně z knihy
Jurečková (2001).

Označme Pp množinu všech rozděleńı na Rp a SPD(p) množinu všech sy-
metrických pozitivně definitńıch matic typu p × p. Jednotkovou matici budeme
značit I, n-rozměrný vektor skládaj́ıćı se ze samých jedniček označ́ıme 1n a eukli-
dovskou normu vektoru x ∈ Rp označ́ıme ‖x‖.

Uvažujme náhodný výběr X = (x1,x2, . . . ,xn) z p-rozměrného rozděleńı P ∈
Pp se středńı hodnotou µ a variančńı matićı Σ. Toto rozděleńı budeme dále
značit Pµ,Σ. Symbol X budeme chápat jednak jako výběr, jednak jako matici
typu p × n. Označme T (X) ∈ Rp odhad středńı hodnoty µ a C(X) ∈ SPD(p)
odhad variančńı matice Σ. Vzhledem k tomu, že v daľśım textu budeme často
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odhadovat T (X) a C(X) společně, budeme je v takových situaćıch uvažovat jako
jediný simultánńı odhad (T (X),C(X)). Pro jednoduchost budeme někdy, pokud
toto značeńı nebude zaváděj́ıćı, mı́sto T (X) a C(X) psát pouze T a C. Pokud
budeme cht́ıt zd̊uraznit, že odhad je založený na výběru o rozsahu n, vyznač́ıme
tuto skutečnost indexem n u př́ıslušného odhadu.

Některé žádoućı vlastnosti odhad̊u jsou často zaručeny pouze za předpokla-
du, že jsou body výběru X

”
dobře rozptýleny“. Co t́ımto požadavkem mysĺıme,

objasňuje následuj́ıćı definice.

Definice 2.1 Řekneme, že výběr X = (x1,x2, . . . ,xn) je v obecné pozici, jestlǐze
v každém (p− 1)-rozměrném podprostoru Rp nelež́ı v́ıce než p bod̊u výběru.

Informaci o globálńıch robustńıch vlastnostech odhadu můžeme źıskat pomoćı
tzv. bodu selháńı. Ten popisuje citlivost odhadu na odlehlá pozorováńı.

Definice 2.2 Necht’ X = (x1,x2, . . . ,xn) je náhodný výběr z Pµ,Σ ∈ Pp. Necht’

X∗ je náhodný výběr, který vznikne z X nahrazeńım m náhodně vybraných bod̊u
z X libovolnými hodnotami z Rp. Potom pro odhad T středńı hodnoty µ definu-
jeme

• bod selháńı odhadu T při výběru X

ε∗n(T ;X) = min{m
n
, β(m;T ,X) =∞}, (2.1)

kde β(m;T ,X) = supX∗ ‖T (X∗)− T (X)‖,

• bod selháńı odhadu T

ε∗(T ) = lim
n→∞

ε∗n(T ;X).

Pro odhad C ∈ SPD(p) variančńı matice Σ definujeme

• bod selháńı odhadu C při výběru X

ε∗n(C;X) = min{m
n
, sup
X∗

D(C(X),C(X∗)) =∞},

kde pro A,B ∈ SPD(p) je

D(A,B) = max{|λ1(A)− λ1(B)|, |λp(A)−1 − λp(B)−1|},

λ1(A) ≥ . . . ≥ λp(A) jsou vlastńı č́ısla matice A a λ1(B) ≥ . . . ≥ λp(B)
jsou vlastńı č́ısla matice B,

• bod selháńı odhadu C

ε∗(C) = lim
n→∞

ε∗n(C;X).

Pro simultánńı odhad (T ,C) zavedeme bod selháńı (T ,C) při výběru X jako

ε∗n(T ,C;X) = min{ε∗n(T ;X), ε∗n(C;X)}

a bod selháńı (T ,C) jako

ε∗(T ,C) = min{ε∗(T ), ε∗(C)}.
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Bod selháńı odhadu nám vlastně ř́ıká, jakým nejmenš́ım zlomkem muśıme p̊u-
vodńı data

”
kontaminovat“, aby odhad

”
selhal“. Pro odhad středńı hodnoty T

to znamená, že se jeho nová hodnota dostane libovolně daleko od jeho p̊uvodńı
hodnoty pro nekontaminovaná data. Odhad variančńı matice C selže, pokud.

”
exploduje“ nebo

”
imploduje“, tj. pokud hodnoty v matici budou nabývat libo-

volně velkých hodnot (a s nimi i největš́ı vlastńı č́ıslo matice), nebo pokud bude
matice C singulárńı (a nejmenš́ı vlastńı č́ıslo bude nulové). K tomu, aby selhal si-
multánńı odhad (T ,C), stač́ı, aby selhal jeden z odhad̊u T , C. Č́ım vyšš́ı je bod
selháńı odhadu, t́ım je odhad odolněǰśı v̊uči odlehlým pozorováńım, a je tedy
robustněǰśı. Z tohoto hlediska lze za nejlepš́ı považovat odhady, které dosahuj́ı
maximálńıho bodu selháńı.

K popisu lokálńıch robustńıch vlastnst́ı se využ́ıvá koncept tzv. influenčńı
funkce (viz např. Hampel, 1974). K jej́ımu vyjádřeńı potřebujeme sestrojit statis-
tický funkcionál odpov́ıdaj́ıćı našemu odhadu. Předpokládejme tedy, že náhodný
výběrX = (x1,x2, . . . ,xn) pocháźı z rozděleńı Pθ ∈ Pp, kde θ ∈ Θ je odhadovaný
parametr. Pro odhad středńı hodnoty bude Θ = Rp a pro odhad variančńı matice
Θ = SPD(p), což lze chápat jako podmnožinu Rp(p+1)/2. Označme Pn empirické
rozděleńı náhodného výběru X. Funkcionál T : Pp → Θ hledáme v takovém
tvaru, aby platilo T (X) = T (Pn). Např́ıklad pro výběrový pr̊uměr jako odhad
středńı hodnoty µ je odpov́ıdaj́ıćım funkcionálem T (Pµ) = EPµ(X).

Definice 2.3 Mějme náhodné rozděleńı P ∈ Pp. Označme ∆x degenerované
rozděleńı soustředěné v bodě x. Pro x ∈ Rp definujeme influenčńı funkci odhadu
T v P

IF (x;T , P ) = lim
ε↘0

T ((1− ε)P + ε∆x)

ε
,

pokud limita na pravé straně existuje.

Influenčńı funkce měř́ı limitńı vliv, jaký má na odhad malá kontaminace umı́stěná
do jediného bodu x. Je tedy žádoućı, aby influenčńı funkce námi zvoleného
odhadu byla omezená. Od influenčńı funkce odvozujeme daľśı robustńı charak-
teristiky. V tomto př́ıpadě se budeme držet terminologie, kterou použ́ıvá Jureč-
ková (2001). Nejhorš́ı možný vliv kontaminace na odhad měř́ı globálńı citlivost
(v anglické literatuře značena jako GES z gross-error sensitivity)

γ∗(T , P ) = sup
x
‖IF (x;T , P )‖,

kde se supremum hledá přes všechna x, ve kterých je influenčńı funkce definovaná.
Obdobně lze zavést lokálńı citlivost (často značená LSS z local shift sensitivity)

λ∗(T , P ) = sup
x6=y

‖IF (x;T , P )− IF (y;T , P )‖
‖x− y‖

,

která měř́ı, jaký vliv má na odhad posun pozorováńı x do bodu y. Tematika
influenčńıch funkćı je d̊uležitou součást́ı robustńı statistiky a je j́ı věnována na-
př́ıklad kniha Hampel a kol. (1986).

V situaci, kdy už máme pro soubor dat X sestrojené odhady T (X) a C(X),
můžeme data v prostoru posunout ve směru b ∈ Rp. V takovém př́ıpadě intu-
itivně očekáváme, že odhad středńı hodnoty se také posune ve směru b (bude
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ekvivariantńı v̊uči posunut́ı) a odhad variančńı matice se nezměńı (bude invari-
antńı v̊uči posunut́ı). Jakkoliv je tento požadavek přirozený, neńı jeho splněńı
samozřejmost́ı. Obdobně je tomu i s ekvivarianćı odhad̊u v̊uči rotaci nebo změně
měř́ıtka, kdy očekáváme, že se odhad C odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem

”
deformuje“.

Tyto vlastnosti odhad̊u nyńı definujeme přesně.

Definice 2.4 Řekneme, že odhad T (X) je

• translačně ekvivariantńı, jestlǐze

T (X + b1′n) = T (X) + b,

pro libovolný vektor b ∈ Rp,

• ortogonálně ekvivariantńı, jestlǐze

T (AX + b1′n) = AT (X) + b,

pro libovolný vektor b ∈ Rp a libovolnou ortogonálńı matici A typu p× p,

• afinně ekvivariantńı, jestlǐze

T (AX + b1′n) = AT (X) + b,

pro libovolný vektor b ∈ Rp a libovolnou regulárńı matici A typu p× p.

Řekneme, že odhad C(X) je

• translačně invariantńı, jestlǐze

C(X + b1′n) = C(X),

pro libovolný vektor b ∈ Rp,

• ortogonálně ekvivariantńı, jestlǐze

C(AX + b1′n) = AC(X)A′,

pro libovolný vektor b ∈ Rp a libovolnou ortogonálńı matici A typu p× p,

• afinně ekvivariantńı, jestlǐze

C(AX + b1′n) = AC(X)A′,

pro libovolný vektor b ∈ Rp a libovolnou regulárńı matici A typu p× p.

Řekneme, že odhad (T (X),C(X)) je

• translačně ekvivariantńı, jestlǐze je odhad T (X) translačně ekvivariantńı
a odhad C(X) translačně invariantńı,

• ortogonálně ekvivariantńı, jestlǐze jsou oba odhady T (X) a C(X) orto-
gonálně ekvivariantńı,

• afinně ekvivariantńı, jestlǐze jsou oba odhady T (X) a C(X) afinně ekvi-
variantńı.
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Afinně ekvivariantńım odhad̊um je věnována značná pozornost. Davies (1987)
určil horńı hranici pro bod selháńı afinně ekvivariantńıho odhadu C(X). Tuto
horńı hranici tedy nepřekroč́ı ani bod selháńı pro společný odhad (T (X),C(X)).

Věta 1 Necht’ náhodný výběr X = (x1,x2, . . . ,xn) pocháźı z rozděleńı Pµ,Σ,
n ≥ p + 1 a výběr X je v obecné pozici. Předpokládejme, že C(X) je afinně
ekvivariantńı odhad Σ. Pak pro jeho bod selháńı plat́ı

ε∗n(C;X) ≤ b(n− p+ 1)/2c
n

, (2.2)

kde bkc znač́ı dolńı celou část k, tj. nejvěťśı z ∈ Z takové, že k ≥ z.

D̊ukaz. Viz Davies (1987). �

Bodem selháńı afinně ekvivariantńıch odhad̊u se pak detailně zabývali Lo-
puhaä a Rousseeuw (1991). Mimo jiné odvodili, že bod selháńı afinně ekvivari-
antńıch odhad̊u je invariantńı v̊uči afinńı transformaci.

Věta 2 Necht’ náhodný výběr X = (x1,x2, . . . ,xn) pocháźı z rozděleńı Pµ,Σ
a (T (X),C(X)) je afinně ekvivariantńı odhad (µ,Σ). Pak plat́ı

ε∗n(T ;AX + b1′n) = ε∗n(T ;X), (2.3)

ε∗n(C;AX + b1′n) = ε∗n(C;X), (2.4)

pro libovolný vektor b ∈ Rp a libovolnou regulárńı matici A typu p× p.

K d̊ukazu věty 2 budeme potřebovat následuj́ıćı lemma.

Lemma 1 Necht’ A je symetrická matice typu p× p a označme jej́ı vlastńı č́ısla
λ1(A) ≥ λ2(A) ≥ · · · ≥ λp(A). Pak plat́ı

λ1(A) = sup
x6=0

x′Ax

x′x
, λp(A) = inf

x6=0

x′Ax

x′x
.

D̊ukaz. Viz Rao (1978, kap. 1f.2). �

D̊ukaz věty 2. Označme X∗ výběr, který źıskáme nahrazeńım m náhodných
bod̊u z X libovolnými hodnotami z Rp. Pro b ∈ Rp a regulárńı matici A typu
p× p označme Z = AX + b1′n a Z∗ = AX∗ + b1′n.

Nejprve dokážeme (2.3). Z afinńı ekvivariance odhadu T dostáváme

‖T (AX + b1′n)− T (AX∗ + b1′n)‖ = ‖A(T (X)− T (X∗))‖. (2.5)

S využit́ım lemmatu 1 dostáváme pro matici A′A

λp(A
′A) ≤ x

′A′Ax

x′x
≤ λ1(A

′A), (2.6)

pro x 6= 0. Dosad́ıme T (X)− T (X∗) za x a vzhledem k (2.5) dostáváme

λp(A
′A) ≤ ‖T (AX + b1′n)− T (AX∗ + b1′n)‖2

‖T (X)− T (X∗)‖2
≤ λ1(A

′A).
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Odtud plyne, že supX∗ ‖T (X)− T (X∗)‖ je konečné (resp. nekonečné) právě
tehdy, když je konečné (resp. nekonečné) supZ∗ ‖T (Z)− T (Z∗)‖. Dle definice
bodu selháńı (2.1) jsme t́ım dokázali (2.3).

Nyńı dokážeme (2.4). S využit́ım afinńı ekvivarianceC a lemmatu 1 proC(Z)
dostáváme

λ1(C(Z)) = λ1(C(AX + b)) = λ1(AC(X)A′) = sup
x6=0

x′AC(X)A′x

x′x

= sup
x6=0

x′AC(X)A′x

x′AA′x

x′AA′x

x′x
.

Odtud, z lemmatu 1 pro λ1(C(X)) a z analogie (2.6) pro matici AA′ plyne

λ1(C(X))λp(AA
′) ≤ λ1(C(Z)) ≤ λ1(C(X))λ1(AA

′). (2.7)

Tentýž výsledek plat́ı také pro kontaminovaný výběr, tedy

λ1(C(X∗))λp(AA
′) ≤ λ1(C(Z∗)) ≤ λ1(C(X∗))λ1(AA

′). (2.8)

Z prvńı nerovnosti v (2.7) a z druhé nerovnosti v (2.8) plyne po malé úpravě

λ1(C(Z))− λ1(C(Z∗)) ≥ λ1(AA
′) (λ1(C(X))− λ1(C(X∗)))− α,

kde α = λ1(C(X)) (λ1(AA
′)− λp(AA′)). Analogicky z druhé nerovnosti v (2.7)

a z prvńı nerovnosti v (2.8) plyne

λ1(C(Z))− λ1(C(Z∗)) ≤ λp(AA
′) (λ1(C(X))− λ1(C(X∗))) + α.

Odtud vid́ıme, že supZ∗ |λ1(C(Z))− λ1(C(Z∗))| je konečné právě tehdy, když je
konečné supX∗ |λ1(C(X))− λ1(C(X∗))|.

Analogicky postupujeme i pro supZ∗ |1/λp(C(Z))− 1/λp(C(Z∗))|. Nejmenš́ı
vlastńı č́ıslo C(Z) vyjádř́ıme jako

λp(C(Z)) = inf
x6=0

x′AC(X)A′x

x′AA′x

x′AA′x

x′x

a z lemmatu 1 pro λp(C(X)) a z analogie (2.6) pro matici AA′ dostáváme

λp(C(X))λp(AA
′) ≤ λp(C(Z)) ≤ λp(C(X))λ1(AA

′),

λp(C(X∗))λp(AA
′) ≤ λp(C(Z∗)) ≤ λp(C(X∗))λ1(AA

′).

Z těchto nerovnost́ı pak odvod́ıme

1

λp(C(Z))
− 1

λp(C(Z∗))
≥ 1

λp(AA
′)

(
1

λp(C(X))
− 1

λp(C(X∗))

)
+ β,

1

λp(C(Z))
− 1

λp(C(Z∗))
≤ 1

λ1(AA
′)

(
1

λp(C(X))
− 1

λp(C(X∗))

)
− β,

kde β = (1/λ1(AA
′)− 1/λp(AA

′)) /λp(C(X)).
Odtud vid́ıme, že supZ∗ |1/λp(C(Z))− 1/λp(C(Z∗))| je konečné právě tehdy,

když je konečné supX∗ |1/λp(C(X))− 1/λp(C(X∗))|.
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T́ım je dokončen d̊ukaz (2.4), a tedy i celé věty. �

Řada model̊u ve statistice vycháźı z konceptu normálńıho rozděleńı. To se
však týká i robustńıch statistických metod, ktaré jsou typicky navrženy pro data
z takového spojitého rozděleńı, které v určitém smyslu lež́ı v okoĺı normálńıho
rozděleńı. Nyńı zavedeme obecněǰśı tř́ıdu rozděleńı, která v sobě jako speciálńı
př́ıpad zahrnuje právě i mnohorozměrné normálńı rozděleńı.

Definice 2.5 Řekneme, že p-rozměrný náhodný vektor Xp má sféricky symet-
rické (sférické) rozděleńı, jestlǐze má absolutně spojité rozděleńı s hustotou ve
tvaru

f(x) = g(‖x‖). (2.9)

Řekneme, že p-rozměrný náhodný vektor X má elipticky symetrické (eliptické)
rozděleńı, jestlǐze má absolutně spojité rozděleńı s hustotou ve tvaru

fµ,Σ(x) = |Σ|−1/2g((x− µ)′Σ−1(x− µ)), (2.10)

kde µ ∈ Rp a Σ ∈ SPD(p).

Typickým př́ıkladem eliptického rozděleńı je p-rozměrné normálńı N(µ,Σ), pro
které má funkce g v (2.10) vyjádřeńı g(y) = (2π)−p/2 exp(−y/2).

Pro sférická a eliptická rozděleńı plat́ı řada zaj́ımavých vlastnst́ı. Např́ıklad
pro náhondý vektor X se sférickým rozděleńım můžeme snadno odvodit jeho
středńı hodnotu a variančńı matici.

Věta 3 Necht’ náhodný vektor Xp = (X1, X2, . . . , Xp)
′ má sférické rozděleńı

s hustotou (2.9). Pak za předpokladu, že existuje jeho konečná středńı hodnotu
a variančńı matici plat́ı

EXp = 0, (2.11)

var(Xp) = cI, (2.12)

kde c > 0 je konstanta.

D̊ukaz. Pro libovolnou ortogonálńı matici O typu p× p plat́ı

g(‖Ox‖) = g(
√
x′O′Ox) = g(‖x‖).

Tedy náhodné vektory Xp a OXp maj́ı stejné rozděleńı. Konkrétně pro O = −I
tak dostáváme, že vektory Xp a −Xp maj́ı stejné rozděleńı. Plat́ı tedy

EXp = E(−Xp) = −EXp,

a tud́ıž EXp = 0, č́ımž jsme dokázali (2.11).
Abychom dokázali (2.12), ukážeme nejprve, že složky Xp maj́ı stejný rozptyl.

Uvažujme libovolnou permutaci souřadnic (π(1), π(2), . . . , π(p)). Za O pak vez-
meme permutačńı matici, která má na mı́stech (i, π(i)), i = 1, 2 . . . , p jedničky, ji-
nak nuly. Pak rozděleńı náhodných vektor̊uXp aXp(π) = (Xπ(1), Xπ(2), . . . , Xπ(p))
jsou stejná. Tedy i pro jejich variančńı matice plat́ı var(Xp) = var(Xp(π)). Odtud
plyne, že var(X1) = var(X2) = · · · = var(Xp) = c.
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K dokončeńı d̊ukazu zbývá ukázat, že pro i, j = 1, 2, . . . , p, i 6= j, plat́ı
cov(Xi, Xj) = 0. K tomu stač́ı pro každé i = 1, 2, . . . , p uvažovat ortogonálńı
matici Oi, která má na mı́stě (i, i) hodnotu −1, na mı́stech (j, j), j 6= i hod-
notu 1 a jinde 0. Pak maj́ı vektory Xp a OiXp stejná rozděleńı a plat́ı tedy
cov(Xi, Xj) = cov(−Xi, Xj) = − cov(Xi, Xj) = 0, i, j = 1, 2, . . . , p, i 6= j. T́ım
jsme dokázali (2.12). �

Sférická a eliptická rozděleńı spolu úzce souvisej́ı. Eliptické rozděleńı s para-
metry µ = 0 a Σ = cI je sférické. Na druhou stranu, pokud má náhodný vektor
Xp eliptické rozděleńı s hustotou (2.10), můžeme jej vyjádřit jako

Xp = µ+AY p, (2.13)

kde A je regulárńı matice typu p × p, AA′ = Σ a Y p je náhodný vektor se
sférickým rozděleńım. Tato paramatrizace neńı jednoznačná, nebot’ na mı́stě A
můžeme použ́ıt OA pro libovolnou O ortogonálńı. Ničemu to ale nevad́ı. Na
základě této parametrizace a věty 3 pak můžeme źıskat vyjádřeńı středńı hodnoty
a variančńı matice eliptického rozděleńı. Pro středńı hodnotu plat́ı

EXp = µ+AEY p = µ

a pro variančńı matici

var(Xp) = A var(Y p)A
′ = cAIA′ = cΣ. (2.14)

Matici Σ budeme nazývat disperzńı (v anglické literatuře bývá označována jako
dispersion matrix nebo také scatter matrix ). Vzhledem k (2.14) se v modelech
s eliptickým rozděleńım často mı́sto variančńı matice odhaduje př́ımo disperzńı
matice Σ.

Pokud má vektor Xp eliptické rozděleńı s parametry (µ,Σ), pak pro libovol-
nou afinńı transformaci Zp = b+BXp, b ∈ Rp, B regulárńı, je rozděleńı vekto-
ru Zp taktéž eliptické s parametry (b+Bµ,BΣB′). Při odhadováńı středńı hod-
noty a disperzńı matice eliptického rozděleńı je tedy přirozeným požadavkem ek-
vivariance těchto odhad̊u. Při splněńı tohoto požadavku můžeme pro tyto odhady
źıskat určitou představu o jejich limitńım hodnotách.

Uvažujme tedy náhodný výběr X = (x1,x2, . . . ,xn), který pocháźı z eliptic-
kého rozděleńı Pµ,Σ s hustotou (2.10). Pro (T n(X), Cn(X)) afinně ekvivariantńı
odhad (µ, Σ) označme pro n → ∞ jeho limitńı hodnotu (T∞(X), C∞(X)).
Maronna a kol. (2006) ukázali, že plat́ı T∞(X) = µ a C∞(X) = cΣ, kde c je
konstanta.

Dobrý robustńı odhad by zároveň měl vykazovat dobré výsledky i v př́ı-
padě, že výběr X neobsahuje odlehlá pozorováńı. Určitou představu o tomto
chováńı můžeme źıskat např. z relativńı asymptotické eficience. Tento postup
použ́ıvaj́ı Maronna a kol. (2006). Uvažujme výběr X z rozděleńı Pθ a označme
θ̂n maximálně věrohodný odhad parametru θ ∈ Rp s asymptotickou variančńı
matićı V 0. Dále označme θ̃n námi zkoumaný odhad θ a předpokládejme, že jeho
asymptotické rozděleńı je normálńı s variančńı matićı V . Pak můžeme definovat
relativńı asymptotickou eficienci jako

ef(θ̃n) = min
c 6=0

c′V 0c

c′V c
.
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Pro takto definovanou eficienci plat́ı ef(θ̃n) = λ1(V
−1V 0), kde λ1(A) znač́ı

největš́ı vlastńı č́ıslo A. Pokud plat́ı V = aV 0 pro nějakou konstantu a, pak
ef(θ̃n) = 1/a.

V př́ıpadě, že výběr X pocháźı z normálńıho rozděleńı N(µ,Σ), je maximálně
věrohodným odhadem parametru θ = µ výběrový pr̊uměr θ̂n = x̄, jehož va-
riančńı matice je V 0 = Σ. Maronna a kol. (2006) uváděj́ı, že pro θ̃n = T (X)
afinně ekvivariantńı odhad µ je jeho asymptotická variančńı matice V = vΣ, kde
v je konstanta. Jeho relativńı asymptotická eficience je tedy 1/v a záviśı pouze
na typu odhadu, nikoliv na parametrech (µ,Σ).

2.1 Robustńı mnohorozměrné odhady

Nyńı poṕı̌seme několik robustńıch odhad̊u středńı hodnoty a varinačńı matice,
kterým je v literatuře věnována velká pozornost a které se použ́ıvaj́ı v praxi.
V kapitole 3 je pak použijeme k robustifikaci klasifikačńıch metod z kapito-
ly 1. Protože budeme v této kapitole často použ́ıvat Mahalanobisovu vzdálenost,
uvedeme nyńı jej́ı definici.

Definice 2.6 Pro x,y ∈ Rp a A ∈ SPD(p) definujeme Mahalanobisovu vzdále-
nost x od y měřenou v metrice indukované matićı A jako

d(x;y,A) =

√
(x− y)′A−1(x− y). (2.15)

Poznamenejme, že budeme Mahalanobisovu vzdálenost (2.15) často označovat
stručně jen vzdálenost.

2.1.1 MVE-odhad

Jako prvńı poṕı̌seme odhad, jehož autorem je Rousseeuw (1985). Tento odhad je
založený na nalezeńı elipsoidu s nejmenš́ım objemem mezi všemi elipsoidy, které
pokrývaj́ı požadovanou část dat. Budeme ho značit MVE-odhad podle anglického
termı́nu minimum volume ellipsoid estimator.

Definice 2.7 Necht’ X = (x1,x2, . . . ,xn) je náhodný výběr z Pµ,Σ ∈ Pp, n ≥
p + 1. Pak definujeme MVE-odhad (TMVE,CMVE) ∈ (Rp, SPD(p)) jako řešńı
úlohy minimalizace |C| vzhledem k podmı́nce

#{i : (xi − T )′C−1(xi − T ) ≤ c2} ≥ h,

kde h = b(n+ p+ 1)/2c a #A znač́ı počet prvk̊u množiny A.

Konstantu c lze volit tak, aby CMVE byl konzistentńı odhah variančńı matice
předpokládaného rozděleńı. Pokud výběr X pocháźı z eliptického rozděleńı s hus-
totou (2.10), pak je přirozenou volbou ta hodnota c, pro kterou

P{(X − µ)′Σ−1(X − µ) ≤ c2} =

∫
‖x‖≤c

g(‖x‖) dx =
1

2
.

Speciálně pocháźı-li výběr z normálńıho rozděleńı, pak c2 = χ2
p(0, 5).
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MVE-odhad je afinně ekvivariantńı. Lopuhaä a Rousseeuw (1991) odvodili
bod selháńı MVE-odhadu v př́ıpadě, že je výběr X v obecné pozici. Ukázali,
že pak dosahuje maximálńı hodnoty pro afinně ekvivariantńı odhady (2.2). Plat́ı
tedy ε∗n(TMVE,CMVE) = b(n− p+ 1)/2c /n a bod selháńı MVE-odhadu je tedy
ε∗(TMVE,CMVE) = 1

2
.

Asymptotickými vlastnostmi MVE-odhadu se zabýval Davies (1992). Odvodil
tvar asymptotického rozděleńı (TMVE,CMVE) a ukázal, že MVE-odhad konver-
guje k tomuto rozděleńı v řádu n−1/3 (detaily viz Davies, 1992). Dı́ky této po-
malé konvergenci je MVE-odhad značně neeficientńı. Jednou možnost́ı, jak zvýšit
eficienci odhadu, je využ́ıt informaci, kterou máme o kontaminaci konkrétńıho
výběru X odlehlými pozorováńımi. Pokud v́ıme, že kontaminace neńı větš́ı než
α, 0 < α ≤ 1/2, můžeme v definici 2.7 použ́ıt h = bn(1− α)c + 1. Bod selháńı
MVE-odhadu se pak sńıž́ı na α.

Lopuhaä a Rousseeuw (1991) uváděj́ı druhý postup, který může vést ke
zlepšeńı eficience a přitom zachovává bod selháńı odhadu. Uvažujme obecný
odhad (T (X),C(X)) a váhovou funkci w : [0,∞) → [0,∞), která je neros-
toućı, omezená, kladná pro y ∈ [0, c] a nulová pro y ∈ [c1,∞) pro nějaké c1 > c.
Pak můžeme definovat převážený odhad

T 1(X) =

∑n
i=1w(di)xi∑n
i=1w(di)

(2.16)

C1(X) =

∑n
i=1w(di)(xi − T 1(X))(xi − T 1(X))′∑n

i=1w(di)
, (2.17)

kde di = d(xi;T (X),C(X)). Častou volbou funkce w(y) je I{y ∈ [0, c1]}, kde
I{A} znač́ı indikátor jevu A.

V praxi neńı často možné MVE-odhad spoč́ıtat přesně, a proto se pro výpočet
jeho přibližné hodnoty použ́ıvá následuj́ıćı postup. Náhodně vybereme množinu
p+1 bod̊u zX, označme ji K, a spočteme jejich výběrový pr̊uměr xK a výběrovou
variančńı matici SK . Elipsoid určený xK a SK pak zvětš́ıme nebo zmenš́ıme tak,
aby obsahoval právě h bod̊u z X. Tento postup opakujeme N -krát. Jako odhad
(TMVE,CMVE) pak vezmeme parametry toho elipsoidu, který má mezi těmito N
elipsoidy nejmenš́ı objem. Pokud jsou rozsah výběru n a dimenze p přijatelně
malé, můžeme pracovat se všemi podvýběry, tj. N =

(
n
p+1

)
. V opačném př́ıpadě

vybereme N podvýběr̊u náhodně.

2.1.2 MCD-odhad

Rousseeuw (1985) navrhl ještě jiný odhad, který má výhodněǰśı asymptotické
vlastnosti, a proto se použ́ıvá častěji než MVE-odhad. Budeme ho značit MCD-
odhad podle anglického termı́nu minimum covariance determinant estimator. Jak
anglický název napov́ıdá, je založený na nalezeńı variančńı matice s minimálńım
determinantem.

Definice 2.8 Necht’ náhodný výběr X = (x1,x2, . . . ,xn) pocháźı z rozděleńı
Pµ,Σ ∈ Pp, n ≥ p + 1. Z výběru X vybereme takovou podmnožinu pozorováńı
Xh = (xi1 ,xi2 , . . . ,xih), h = b(n+ p+ 1)/2c, pro kterou má výběrová variančńı
matice Sh výběru Xh minimálńı determinant. Potom definujeme MCD-odhad
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(TMCD(X),CMCD(X)) jako

TMCD(X) =
1

h

h∑
j=1

xij (2.18)

CMCD(X) = ck
1

h− 1

h∑
j=1

(xij − TMCD(X))(xi − TMCD(X))′. (2.19)

Konstanta ck je, podobně jako pro MVE-odhad, volena tak, aby byl odhad (2.19)
konzistentńı. Pison, Van Aelst a Willems (2002) ukázali, že velikost odhadu
CMCD(X) je v př́ıpadě malého rozsahu výběru n podhodnocena - za odlehlá
je označno v́ıce pozorováńı než by mělo být. Doporučuj́ı proto odhad (2.19)
vynásobit ještě korekčńım faktorem cmv. Konstrukci cmv navrhli tak, aby se jeho
hodnota bĺıžila jedné pro n jdoućı do nekonečna (detaily viz Pison a kol., 2002).

MCD-odhad je afinně ekvivariantńı a jeho bod selháńı dosahuje maximálńı
hodnoty pro afinně ekvivariantńı odhady

ε∗n(TMCD,CMCD;X) = b(n− p+ 1)/2c /n,

a tedy ε∗(TMCD,CMCD) = 1
2
.

Butler, Davies a Jhun (1993) se zabývali asymptotickými vlastnostmi MCD-
odhadu. Mimo jiné ukázali, že pokud výběr X pocháźı z eliptického rozděleńı,
konverguje

√
n(TMCDn(X)−µ) k p-rozměrnému normálńımu rozděleńı s nulovou

středńı hodnotou.
Pro zvýšeńı eficience MCD-odhadu je možné použ́ıt stejné postupy jako v ka-

pitole 2.1.1 pro MVE-odhad. Tedy změnu konstanty h v definici 2.8 na základě
znalosti kontaminace výběru nebo jednokrokové převážeńı (2.16), (2.17).

V praxi je pro velký rozsah výběru n nemožné v reálném čase spoč́ıtat MCD-
odhad podle definice. Z tohoto d̊uvodu se MCD-odhad př́ılǐs nepouž́ıval, dokud
Rousseeuw a Van Driessen (1999) nepřǐsli s rychlým algoritmem pro jeho výpočet.
Tento algoritmus nazvali FAST-MCD a nyńı ho poṕı̌seme.

1. Náhodně zvoĺıme počátečńı množinu H1 ⊂ {1, . . . , n}, |H1| = h.

2. C-krok

(a) Pro množinu Hi ⊂ {1, . . . , n}, |Hi| = h spočteme odhady středńı hod-
noty a variančńı matice T i = 1

h

∑
j∈Hi

xj a

Ci =
1

h

∑
j∈Hi

(xj − T i)(xj − T i)
′.

(b) V př́ıpadě, že |Ci| 6= 0, vypoč́ıtáme vzdálenosti xj od T i, tj. di(j) =
d(xj;T i,Ci), j = 1, 2, . . . , n.

(c) Najdeme takovou permutaci π množiny {1, . . . , n}, pro kterou plat́ı
di(π(1)) ≤ di(π(2)) ≤ . . . ≤ di(π(n)).

(d) Polož́ıme Hi+1 = {π(1), π(2), . . . , π(h)}.

3. Opakujeme C-krok, dokud pro nějaké i = m nenastane jedna z možnost́ı
|Cm| = 0 nebo |Cm| = |Cm−1|.
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Celý postup od výběru počátečńı množiny Hi až po nalezeńı Cm několikrát
zopakujeme a jako MCD-odhad vezmeme tu dvojici (Tm,Cm), pro kterou je
|Cm| minimálńı.

Krok 3 vždy vede k nalezeńı Cm, nebot’ existuje jen konečně mnoho h-prvko-
vých podmnožin {1, . . . , n} a plat́ı |Ci| ≤ |Ci−1|, přičemž rovnost nastane právě
tehdy, když T i = T i−1 a Ci = Ci−1 (viz Rousseeuw a Van Driesen, 1999). Autoři
také uváděj́ı jinou možnost volby počátečńı množiny H1:

1.* Vezmeme množinu J tvořenou p+ 1 náhodně vybranými body z X a vypo-
č́ıtáme T 0 = 1

p+1

∑
j∈J xj a C0 = 1

p+1

∑
j∈J (xj − T 0)(xj − T 0)

′. Spočteme

vzdálenosti d0(j) = d(xj;T 0,C0), seřad́ıme je podle velikosti d0(π(1)) ≤
d0(π(2)) ≤ . . . ≤ d0(π(n)) a polož́ıme H1 = {π(1), . . . , π(h)}.

Autoři tuto volbu upřednostňuj́ı, nebot’ pro hodně kontaminovaná data se zvyšuje
pravděpodobnost, že do H1 budou vybrána i odlehlá pozorováńı. Autoři dále
uváděj́ı dva zp̊usoby, jak výpočet odhadu pomoćı FAST-MCD algoritmu výrazně
zrychlit. Zjistili, že už po druhém nebo třet́ım opakováńı C-kroku je většinou
patrné, zda algoritmus povede k robustńımu nebo nerobustńımu řešeńı. Proto pro
každou počátečńı množinu H1 provedeme pouze dva C-kroky algoritmu, tj. nalez-
neme množinu H3. Daľśı C-kroky algoritmu provedeme pouze pro několik málo
(např. deset) množin H3, pro které je |C3| nejmenš́ı. Dále navrhli autoři zrychleńı
algoritmu pro velký rozsah výběru n:

• Pro n ≤ 600 provedeme 500 výběr̊u H1 a postupujeme podle algoritmu.

• Pro 600 < n ≤ 1500 rozděĺıme pozorváńı náhodně do nejvýše čtyř skupin
tak, aby každá skupina obsahovala alespoň 300 pozorováńı a aby skupiny
byly pokud možno stejně velké. V každé skupině o nskup pozorováńıch
provedeme několik výběr̊u H1 (dohromady ve všech skupinách 500 výběr̊u),
kde mı́sto n a h poč́ıtáme s nskup a hskup = bnskup(h/n)c, a spočteme
pro ně dva C-kroky. V každé skupině vybereme deset nejlepš́ıch výsledk̊u
(T skup,Cskup). Spoj́ıme skupiny dohromady a dále poč́ıtáme již s celým
výběrem. Pro každou dvojici (T skup,Cskup) provedeme dva C-kroky s n a
h. Vezmeme opět deset nejlepš́ıch výsledk̊u (T spoj,Cspoj) a s každým z nich
pokračujeme s C-kroky. Nakonec najdeme konečný odhad (T kon,Ckon) s nej-
menš́ım diskrimnantem variančńı matice.

• Pro n > 1500 náhodně vybereme nspoj = 1500 pozorováńı a ta rozděĺıme
do pěti skupin po nskup = 300 pozorováńıch. Stejně jako v předchoźım
bodě najdeme pro každou skupinu deset dvojic (T skup,Cskup), které dávaj́ı
po dvou C-kroćıch nejlepš́ı výsledky. Spoj́ıme skupiny pozorováńı dohro-
mady a pro výslednou skupinu o velikosti nspoj provedeme pro každou
z padesáti dvojic (T skup,Cskup) dva C-kroky, tentokrát poč́ıtáme s nspoj a
hspoj = bnspoj(h/n)c. Vezmeme opět deset nejlepš́ıch výsledk̊u (T spoj,Cspoj)
a s každým z nich pokračujeme s C-kroky s t́ım, že nyńı už do výpočt̊u
zahrneme všechna pozorováńı, tj. poč́ıtáme s n a h. Jako konečné řešeńı
(T kon,Ckon) vezmeme to s nejmenš́ım diskriminantem variančńı matice.

Váženou obdobu MCD-odhadu navrhl Kalina (2012). Metoda je však výpo-
četně velmi náročná pro data s větš́ı dimenźı.
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2.1.3 M-odhad

Odhad, který poṕı̌seme v této kapitole, vycháźı z konceptu maximálńı věrohod-
nosti. Pro X výběr z eliptického rozdělelńı s hustotou (2.10) má věrohodnostńı
funkce pro odhad parametr̊u µ a Σ tvar

L(µ,Σ) =
1

|Σ|n/2
n∏
i=1

g(d2(xi;µ,Σ)).

Zlogaritmováńım a vynásobeńım −2 převedeme úlohu na minimalizaci funkce

l(µ,Σ) = n log |Σ|+
n∑
i=1

ρ(d2(xi;µ,Σ)),

kde ρ(y) = −2 log(g(y)). Za předpokladu, že g(y) je spojitá a diferencovatelná,
dospějeme derivováńım k soustavě rovnic

n∑
i=1

w(d2(xi;µ,Σ))(xi − µ) = 0

1

n

n∑
i=1

w(d2(xi;µ,Σ))(xi − µ)(xi − µ)
′

= Σ,

kde w(y) = −2g′(y)/g(y). Maximálně věrohodný odhad (µ̂, Σ̂) je pak řešeńım
této soustavy. Podotkněme, že pro p-rozměrné normálńı rozděleńı N(µ,Σ) je
w(s) = 1, a tud́ıž dostáváme výběrový pr̊uměr a (n − 1)/n-násobek výběrové
variančńı matice jako maximálně věrohodné odhady středńı hodnoty a variančńı
matice.

Maronna (1976) vytvořil M-odhad, který je zobecněńım maximálně věrohod-
ného odhadu.

Definice 2.9 Necht’ X = (x1,x2, . . . ,xn) je náhodný výběr z Pµ,Σ ∈ Pp, n ≥
p + 1. Pak definujeme M-odhad (TM,CM) ∈ (Rp, SPD(p)) jako řešńı soustavy
rovnic

1

n

n∑
i=1

w1(di)(xi − T ) = 0 (2.20)

1

n

n∑
i=1

w2(d
2
i )(xi − T )(xi − T )′ = C, (2.21)

kde di = d(xi;T ,C) a w1, w2 jsou reálné funkce na [0,∞) splňuj́ıćı:

(i) funkce wi(y), i = 1, 2 jsou nezáporné, nerostoućı a spojité,

(ii) funkce ϕi(y) = ywi(y), i = 1, 2 jsou omezené,

(iii) funkce ϕ2(y) je rostoućı na intervalu, kde ϕ2(y) < K2 pro K2 = supy≥0 ϕ2(y),

(iv) existuje y0 takové, že ϕ2(y
2
0) > p a w1(y) > 0 pro y ≤ y0 (a tedy K2 > p).

Vlastnosti M-odhad̊u popsal Maronna (1976). Dokázal, že pro výběr z elip-
tického rozděleńı a při splněńı dodatečného předpokladu
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(v) K2 > pn/(n− p),

existuje řešeńı soustavy (2.20), (2.21). Dále uvád́ı i postačuj́ıćı podmı́nky pro
jednoznačnost tohoto řešeńı.

Jestliže M-odhad (TM,CM) existuje, pak pro jeho bod selháńı plat́ı

ε∗(TM,CM) ≤ min(1/K2, 1− p/K2)

(viz Maronna (1976)). Protože funkce min(1/K2, 1−p/K2) nabývá svého maxima
pro K2 = p+ 1, plat́ı

ε∗(TM,CM) ≤ 1/(p+ 1)

a tud́ıž neńı vhodné použ́ıvat M-odhad v př́ıpadě větš́ı dimenze p.
Za funkce wi = 1, 2 v definici M-odhadu můžeme zvolit např́ıklad

wi(y) = ψi(y)/y,

kde ψ1 = ψH(y, k), ψ2 = ψH(y, k2) a

ψH(y) = min{y,max{y,−k}}

je tzv. Huberova ψ-funkce a k je konstanta.
M-odhad je afinně ekvivariantńı. Řešeńım soustavy rovnic

EP w1(d)(x− T ) = 0

EP w2(d
2)(x− T )(x− T )′ = C,

kde d = d(x;T ,C), źıskáme odpov́ıdaj́ıćı statistický funkcionál (TM(P ),CM(P )).
M-odhad (TMn,CMn) konverguje v pravděpodobnosti k (TM(P ),CM(P )). Za
dodatečných předpoklad̊u Maronna (1976) ukázal, že pro výběr z eliptického
rozděleńı jsou TMn aCMn asymptoticky nezávislé a že limitńı rozděleńı

√
n(TMn−

TM(P ),CMn−CM(P )) je mnohorozměrné normálńı s nulovou středńı hodnotou.
Pro odhad středńı hodnoty TMn rovněž odvodil jeho asymptotickou variančńı
matici, která má tvar a/bCM(P ), kde

a = p−1 Eϕ2
i (d(x;TM(P ),CM(P ))) ,

b = E
(
w1 (d(x;TM(P ),CM(P ))) (1− p−1) + ϕ′i (d(x;TM(P ),CM(P ))) p−1

)
.

Pro př́ıpad sférického rozděleńı P0,s2I také odvodil jeho influenčńı funkci a globálńı
citlivost

IF (x;TM , P ) = w1(‖x‖ /s)x/b,
γ∗(T , P ) = K1s/b.

Rovnici (2.20) z definice 2.9 lze přeformulovat na tvar∑n
i=1w1(di)xi∑n
i=1w1(di)

= T .

21



Toho lze využ́ıt při výpočtu M-odhadu pomoćı iterativńıho algoritmu. Označme
T (0) a C(0) počátečńı odhady algoritmu. V (m+1)-ńım kroku algoritmu spočteme
odhady T (m+1), C(m+1) jako

T (m+1) =

∑n
i=1w1(di,(m))xi∑n
i=1w1(di,(m))

C(m+1) =
1

n

n∑
i=1

w2(d
2
i,(m))(xi − µ(m+1))(xi − µ(m+1))

′
,

kde di,(m) = d(xi;µ(m),Σ(m)). Pro tzv. monotónńı M-odhady, kdy d2w2(d
2) je

nerostoućı, konverguje tento algoritmus k jedinému řešeńı a výběr počátečńıch
hodnot T (0) a C(0) tak ovlivńı pouze počet krok̊u algoritmu nikoliv jeho výsledek.

2.1.4 S-odhad

Nyńı poṕı̌seme tř́ıdu odhad̊u, které zavedl Davies (1987) jako spojitou verzi
MVE-odhadu. Použ́ıvá trochu odlǐsnou definici, která je však ekvivalentńı s defi-
nićı 2.10, pokud oslab́ıme některé jej́ı předpoklady (viz Lopuhaä, 1989).

Definice 2.10 Necht’ X = (x1,x2, . . . ,xn) je náhodný výběr z Pµ,Σ ∈ Pp. Necht’

ρ : R → [0,∞) je symetrická funkce, má spojitou derivaci ψ, ρ(0) = 0 a necht’

existuje 0 < c < ∞ takové, že ρ je rostoućı na [0, c] a konstantńı na [c,∞). Pak
definujeme S-odhad (T S,CS) ∈ (Rp, SPD(p)) jako řešeńı úlohy minimalizace |C|
vzhledem k podmı́nce

1

n

n∑
i=1

ρ(di) =
1

n

n∑
i=1

ρ(((xi − T )′C−1(xi − T ))1/2) = b. (2.22)

Konstantu b v (2.22) můžeme volit v souladu s předpokládaným rozděleńım. Tak
pro eliptické rozděleńı s hustotou (2.10) můžeme vźıt

b = E ρ((X − µ)′Σ−1(X − µ)).

Označme a = sup ρ, pak konstantu c můžeme volit tak, aby 0 < b/a = r ≥
(n − p)/(2n). Lopuhaä a Rousseeuw (1991) dokázali, že při této volbě je bod
selháńı S-odhadu

ε∗n(T S;X) = ε∗n(CS;X) = dnre /n,

kde dke znač́ı horńı celou část k, tj. nejmenš́ı z ∈ Z takové, že k ≤ z. Pro
r = (n − p)/(2n) dosahuje bod selháńı maximálńı hodnoty b(n− p+ 1)/2c /n,
a tedy ε∗(T S,CS) = 1/2.

S-odhad je afinně ekvivariantńı. Častou volbou funkce ρ je tzv. Tukeyho
dvouváhová funkce

ρ(y) =

{
y2

2
− y4

2c2
+ y6

6c4
, pro |y| ≤ c,

c2

6
, pro |y| ≥ c.

(2.23)

Lopuhaä (1989) ukázal souvislost S-odhad̊u s M-odhady v tom smyslu, že
řešeńı úlohy minimalizace |C| vzhledem k (2.22) je zároveň řešeńım soustavy
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”
M-typu“

1

n

n∑
i=1

u(di)(xi − T ) = 0

1

n

n∑
i=1

(pu(di)(xi − T )(xi − T )′ − v(di)C) = 0,

kde v(y) = ψ(y)y−ρ(y)y+ b a u(y) = ψ(y)/y. Tohoto faktu využ́ıvá při odvozeńı
influenčńı funkce a asymptotických vlastnost́ı S-odhad̊u. Za dodatečných před-
poklad̊u (mimo jiné existence ψ′(y), spojitost a omezenost ψ′(y) a u(y)) ukázal,
že influenčńı funkce S-odhadu je stejného typu jako pro M-odhady. S-odhad je
konzistentńı, tj. (T Sn,CSn) konverguje skoro jistě k odopov́ıdaj́ıćımu funkcionálu
(T S(P ),CS(P )), který źıskáme jako řešeńı úlohy minimalizace |C| vzhledem
k podmı́nce

E ρ

(√
(x− T )′C−1(x− T )

)
= b.

Rovněž asymptotické chováńı je podobné jako pro M-odhady. Tedy limitńı roz-
děleńı

√
n(T Sn − T S(P ),CSn −CS(P )) je normálńı s nulovou sředńı hodnotou.

Rocke (1996) poukázal na nedostatek S-odhadu pro běžně použ́ıvané funkce
ρ(y). Pro rostoućı dimenzi se i přes vysoký bod selháńı ztráćı jeho schopnost
reálně označit pozorováńı za odlehlé. Tuto schopnost měř́ı pomoćı tzv. asymp-
totické pravděpodobnosti zamı́tnut́ı (asymptotic rejection probability, dále APR).
Navrhl proto použit́ı upravené dvouváhové funkce (translated biweight nebo také
t-biweight)

ρt(y) =



y2

2
, pro 0 ≤ y < M,

M2

2
− M2(M4−5M2c2+15c4)

30c4

+y2(1
2

+ M4

2c4
− M2

c2
) + y3(4M

3c2
− 4M3

3c4
)

+y4(3M2

2c4
− 1

2c2
)− 4My5

5c4
+ y6

6c4
, pro M ≤ y ≤M + c,

M2

2
+ c(5c+16M)

30
, pro y > M + c.

(2.24)

Konstanty c a M je pak možné volit tak, aby se dosáhlo požadovaného bodu
selháńı a zároveň i APR (detaily viz Rocke, 1996).

Pro výpočet S-odhadu je možné použ́ıt itertivńı algoritmus podobný tomu pro
výpočet M-odhadu. V tomto př́ıpadě však algoritmus vede k nalezeńı lokálńıho
minima a výběr počátečńıch hodnot T (0) a C(0) je nyńı d̊uležitý. Doporučuje se
volit MVE-odhad, který vykazuje dobré výsledky co se týče vychýleńı, a to i pro
větš́ı dimenze p. Pro definici asymptotického vychýleńı odhad̊u středńı hodnoty
a disperzńı matice a pro určité konkrétńı numerické výsledky viz Maronna a kol.
(2006).

2.1.5 SD-odhad

Stahel (1981) a Donoho (1982) nezávisle na sobě představili odhad, který převád́ı
problém nalezeńı robustńıho mnohorozměrného odhadu na jednorozměrný př́ıpad.
Předt́ım, než tento odhad definujeme, zavedeme nejprve následuj́ıćı značeńı. Pro
výběr X = (x1, x2, . . . , xn) z jednorozměrného rozděleńı budeme uvažovat jed-
norozměrné robustńı statistiky µ(X) pro odhad středńı hodnoty a σ(X) pro
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odhad rozptylu. Budeme předpokládat, že µ(X) je afinně ekvivariantńı a σ(X)
je translačně invariantńı a škálově ekvivariantńı (tj. µ(aX + b) = aµ(X) + b a
σ(aX+b) = |a|σ(X), pro libovolné a, b ∈ R). Tyto vlastnosti splňuj́ı např. medián

med(X) = (x(dn/2e) + x(bn/2c+1))/2

a mediánová absolutńı odchylka od mediánu

MAD(X) = med(|xi −med(X)|),

kde x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n) jsou setř́ızené hodnoty X.

Definice 2.11 Necht’ X = (x1,x2, . . . ,xn) je náhodný výběr z Pµ,Σ ∈ Pp, n ≥
p + 1. Necht’ w : R → [0,∞) je spojitá nerostoućı omezená funkce a y2w(y) je
omezená funkce. Potom definujeme Stahel̊uv-Donoh̊uv odhad (dále SD-odhad)

T SD(X) =
1

n

n∑
i=1

wixi

CSD(X) =
1

n− 1

n∑
i=1

wi(xi − T SD(X))(xi − T SD(X))′∑n
i=1wi

,

kde wi = w(od(xi,X)) a pro y ∈ Rp je

od(y,X) = sup
z∈Rp,‖z‖=1

|z′y − µ(z′X)|
σ(z′X)

. (2.25)

Myšlenka SD-odhadu spoč́ıvá v tom, že pokud je nějaké pozorováńı odlehlé,
pak bude odlehlé i v nějaké jednorozměrné projekci. SD-odhad hledá směr z, ve
kterém se tato odlehlost nejv́ıce projev́ı. Funkce (2.25) pak měř́ı mı́ru odlehlosti
pozorováńı y od výběruX. Váhová funkce w tak logicky odlehleǰśım pozorováńım
přǐrad́ı menš́ı váhu a zmenš́ı tak jejich vliv na výsledný odhad.

Dı́ky požadavk̊um, které klademe na µ(X) a σ(X) je od(y,X) afinně invari-
antńı, a SD-odhad je tud́ıž afinně ekvivariantńı. Tyler (1994) dokázal, že pro
výběr v obecné pozici může bod selháńı SD-odhadu dosáhnout maximálńı hod-
noty b(n− p+ 1)/2c /n, a tedy ε∗(T SD,CSD) = 1/2. Této maximálńı hodnoty je
dosaženo např. pro

µ(X) = med(X), σ(X) =
1

2
(s(k1) + s(k2)),

kde s(i), i = 1, 2, . . . , n jsou setř́ızené hodnoty si = |xi−med(X)|, k1 = d(n+ p)/2e
a k2 = b(n+ p)/2c+ 1 (viz Gather a Hilker, 1997).

Maronna a Yohai (1995) porovnali několik typ̊u váhových funkćı. Nejlepš́ıch
výsledk̊u v jejich simulaćıch dosahovala váhová funkce Huberova typu

w(y) = min

{
1,

(
c

y

)2
}
,

kde c =
√
χ2
p(0, 95). Daľśı možnosti, jak volit váhovou funkci w, stejně jako daľśı

vlastnosti SD-odhadu, lze nalézt v knize Maronna a kol. (2006) a v ńı uvedených
odkazech.
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V praxi neńı samozřejmě možné SD-odhad spoč́ıtat přesně. Maronna a Yohai
(1995) použ́ıvaj́ı pro výpočet SD-odhadu následuj́ıćı algoritmus. Uvažujme podvý-
běr X̃ výběru X o velikosti p. Najdeme směr z, ‖z‖ = 1 ortogonálńı k nadrovině
generované X̃. Označme Z množinu všech takových z, sestrojených na základě
všech možných podvýběr̊u X̃. Pokud je dimenze p a rozsah výběru n dostatečně
malý, hledáme supremum v (2.25) přes množinu Z. Pokud by bylo takové hledáńı
výpočetně př́ılǐs náročné, omeźıme se na podmnožinu ZN obsahuj́ıćı N náhodně
vybraných směr̊u ze Z.

2.1.6 OGK-odhad

Gnanadesikan a Kettenring (1972) přistupuj́ı k odhadu variančńı matice po jed-
notlivých složkách. Jejich odhad je založen na robustifikaci vztahu pro kovarianci
dvou reálných náhodných veličin Y a Z

cov(Y, Z) =
1

4
(var(Y + Z)− var(Y − Z)) .

Definice 2.12 Necht’ X = (x1,x2, . . . ,xn) je náhodný výběr z Pµ,Σ ∈ Pp, n ≥
p+1 a označme X ′ = (x1,x2, . . . ,xp). Necht’ s(X) je robustńı odhad směrodatné
odchylky pro náhodný výběr X = (x1, x2, . . . , xn) z jednorozměrného rozděleńı.
Pak definujeme Gnanadesikan̊uv-Kettenring̊uv odhad (dále GK-odhad) variančńı
matice jako CGK = (cjk)

p
j,k=1, kde

cjk =

{
s2(xj) j = k,

s(xj)s(xk)1
4

(
s2
(

xj

s(xj)
+ xk

s(xk)

)
− s2

(
xj

s(xj)
− xk

s(xk)

))
j 6= k.

Nedostatkem CGK odhadu je to, že neńı afinně ekvivariantńı. Na druhou stranu
k jeho výpočtu nepotřebujeme odhad středńı hodnoty. To může ušetřit výpočetńı
čas v situaćıch, kdy nás odhad středńı hodnoty nezaj́ımá (např. při analýze
hlavńıch komponent). Pokud je situace opačná, můžeme odhad µ obdobně jako
CGK sestrojit po složkách. Jestliže máme pro výběr X z jednorozměrného roz-
děleńı robustńı odhad středńı hodnoty t(X), pak můžeme pro výběr X definovat
odhad středńı hodnoty µ jako TGK = (t(x1), t(x2), . . . , t(xp))′.

Odhad CGK neńı obecně pozitivně definitńı matice. V knize Maronna a kol.
(2006) je uveden algoritmus, jak tento nedostatek odstranit a źıskat zároveň
odhad středńı hodnoty. Tento algoritmus zde nyńı uvedeme.

1. Označme D = diag(s(x1), s(x2), . . . , s(xp)), tj. matici s prvky dii = s(xi)
a dij = 0, i 6= j, a sestrojme Y = D−1X. Sloupce matice Y nyńı tvoř́ı
jednotlivá normalizovaná pozorováńı yi = D−1xi, i = 1, 2, . . . , n a pro jej́ı
řádky plat́ı yj ′ = xj ′/s(xj), j = 1, 2, . . . , p.

2. Sestav́ıme matici R = (rij), kde

rjk =

{
1 j = k,
1
4

(
s2(yj + yk)− s2(yj − yk)

)
j 6= k.

Matice R je vlastně odhadem korelačńı matice výběru X a zároveň odha-
dem variančńı matice Y .
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3. Pro matici R sestroj́ıme jej́ı spektrálńı rozklad R = UΛU ′, kde Λ =
diag(λ1, λ2, . . . , λp), U = (α1,α2, . . . ,αp), λi, i = 1, 2, . . . , p jsou valstńı
č́ısla maticeR a αi, i = 1, 2, . . . , p, jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. Protože
R neńı obecně pozitivně definitńı, nemuśı být vlastńı č́ısla λi nezáporná.

4. Definujme matici Z = U ′Y = U ′D−1X. Dostáváme tak X = AZ, kde
A = DU .

5. Pro řádky matice Z spočteme s(zj) a t(zj), j = 1, 2, . . . , p a definujme
Γ = diag(s2(z1), s2(z2), . . . , s2(zp)), t = (t(z1), t(z2), . . . , t(zp))′.

6. Nyńı definujeme ortogonalizovaný Gnanadesikan̊uv-Kettenring̊uv odhad (dá-
le OGK-odhad) středńı hodnoty µ a variančńı matice Σ

TOGK(X) = At (2.26)

COGK(X) = AΓA′. (2.27)

Pokud by matice R z kroku 2 byla skutečnou variančńı matićı Y , byla by
pozitivně definitńı a platilo by λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λp > 0. Pak by řádky matice Z
byly hlavńımi komponentami Y (viz kap. 4.1). Lze tedy očekávat, že zj by mohly
být nekorelované, nebo alespoň méně korelované než p̊uvodńı veličiny xj.

Daľśıho zlepšeńı OGK-odhadu můžeme doćılit iteracemi. Označme (2.26) a

(2.27) jako T
(0)
OGK(X) a C

(0)
OGK(X). Předpokládejme, že na počátku (k + 1)-ńıho

iteračńıho kroku máme odhady T
(k)
OGK(X), C

(k)
OGK(X) a matici A spočtenou v k-

té iteraci algoritmu v bodě 4. Označme Z(k) odpov́ıdaj́ıćı matici Z(k) = A−1X.
Pak spočteme odhad (TOGK(Z(k)),COGK(Z(k))) a data transformujeme zpět do
p̊uvodńıho prostoru

T
(k+1)
OGK (X) = ATOGK(Z(k))

C
(k+1)
OGK (X) = ACOGK(Z(k))A′.

Iterace jsou výpočetně velmi náročné a v praxi se prováděj́ı jen dvě. Maronna
a kol. (2006) uváděj́ı, že následuj́ıćı iterace dle výsledk̊u simulaćı nevedou ke
zlepšeńı.

Jako t(X) a s(X) se použ́ıvaj́ı

t(X) =

∑n
i=1wixi∑n
i=1wi

s2(X) =
MAD2(X)

n

n∑
i=1

ρ

(
xi − t(X)

MAD(X)

)
,

kde wi = w ((xi −med(X))/MAD(X)), w(y) = max
(

0, (1− (y/k)2)
2
)

a ρ(y) =

min(c2, y2) s volbou konstant k = 4, 5 a c = 3.
Maronna a kol. (2006) uváděj́ı, že pokud bod selháńı odhad̊u t(X) a s(X)

neńı menš́ı než ε, pak ani bod selháńı odhadu (TOGK(X),COGK(X)) neńı menš́ı
než ε.
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Kapitola 3

Robustńı klasifikačńı analýza

V kapitole 1 jsme popsali klasifikačńı pravidla 4 a 5, která jsou založena na použit́ı
výběrových odhad̊u xi a Si v (1.5) a (1.6). Protože jsou tyto odhady citlivé na
př́ıtomnost odlehlých pozorováńı, nemuśı být výběrová klasifikačńı pravidla 4 a 5
př́ılǐs spolehlivá, pokud výběry X i nějaká odlehlá pozorováńı obsahuj́ı. V této
kapitole se zaměř́ıme na možnosti robustifikace těchto klasifikačńıch pravidel.

3.1 Robustńı kvadratická klasifikačńı analýza

Jednoduchou metodou, jak robustifikovat kvadratickou klasifikačńı analýzu, je
nahradit výběrové odhady v (1.5) robustńımi odhady. Tento postup navrhuje
např́ıklad McLachlan (1992). Předpokládejme tedy, že máme pro každou skupinu
πi robsutńı odhad středńı hodnoty a variančńı matice (T i,Ci). Můžeme použ́ıt
libovolný z robustńıch odhad̊u z kapitoly 2.1. Pak źıská kvadratické klasifikačńı
pravidlo následuj́ıćı tvar.

Pravidlo 6 Pozorováńı x zařad́ıme do skupiny πi, jestlǐze

diQR(x) > djQR(x) pro všechna j = 1, 2, . . . , k, j 6= i, (3.1)

kde diQR(x) = −1
2

ln |Ci| − 1
2
(x− T i)′(Ci)−1(x− T i) + ln p̂i.

V kapitole 5 je na základě simulaćı provedeno srovnáńı QDA a jeho robustńı
verze pro r̊uzné volby (T ,C). Pro snadněǰśı orientaci budeme jednotlivé robustńı
verze pravidla 6 označovat QDA a zkratkou př́ıslušného použitého odhadu. Tak
např́ıklad QDA-MVE bude odkazovat na použit́ı (TMVE,CMVE) v (3.1).

V kapitole 6 pak porovnáme kvadratická klasifikačńı pravidla sestavená na
základě reálných dat.

3.2 Robustńı lineárńı klasifikačńı analýza

V př́ıpadě lineárńı klasifikačńı analýzy se nab́ıźı otázka, jak odhadnout vari-
ančńı matici Σ. Předpokládejme, že pro každou skupinu πi, i = 1, 2, . . . , k již
máme robustńı odhady středńı hodnoty a variančńı matice T i(X i) a Ci(X i).
Jednoduchým řešeńım je sestrojit robustńı analogii sdružené výběrové variančńı
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matice (1.4), tedy

CA =
1

(N − k)

k∑
i=1

(ni − 1)Ci,

kde N =
∑k

i=1 n
i. Tento postup označme jako metodu A a v souladu s t́ımto

značeńım budeme psát také T A,i(X i) = T i(X i).
Daľśı metodou, označme ji B, kterou využily např́ıklad Hubert a Van Driesen

(2004), je centrovat data ve skupinách, č́ımž źıskáme sdružený výběr, na jehož
základě pak spočteme odhad sdružené variančńı matice. Definujme tedy matici
centrovaných pozorováńı Y = (Y 1,Y 2, . . . ,Y k), kde Y i = X i − T i1′ni . Jako
odhad sdružené výběrové matice vezmeme robustńı odhad CB = C(Y ). Zároveň
můžeme odhady středńı hodnoty v jednotlivých skupinách upravit pomoćı odhadu
středńı hodnoty centrovaného výběru T (Y ), tj. TB,i(X i) = T i(X i) + T (Y ).

Třet́ı možnost́ı (metoda C) je přizp̊usobit rovnice pro výpočet robustńıho
odhadu tak, abychom dostali př́ımo robustńı odhad sdružené variančńı mati-
ce. Obdobným zp̊usobem potom můžeme upravit i algoritmy pro jejich výpočet.
Tento postup uplatnili např́ıklad Hawkins a McLachlan (1997) pro př́ıpad MCD-
odhadu. Jejich MWCD-odhad (z anglického minimum within-group covariance
determinant estimamtor) je stejně jako MCD-odhad založen na nalezeńı takové
h-prvkové podmnožiny H bod̊u z X = (X1,X2, . . . ,Xk), pro niž má sdružená
variančńı matice CC

MWCD minimálńı determinant. Označme δij = I{xij ∈ H}, pak

T C,i
MWCD(X i) =

∑ni

j=1 δ
i
jx

i
j∑ni

j=1 δ
i
j

CC,i
MWCD(X) =

∑k
i=1

∑ni

j=1 δ
i
j(x

i
j − T

C,i
MWCD(X i))(xij − T

C,i
MWCD(X i))′∑k

i=1

∑ni

j=1 δ
i
j

.

Hledat řešeńı přes všechny možné h-prvkové podmnožiny by bylo výpočetně př́ılǐs
náročné. Hubert a Van Driesen (2004) doporučuj́ı následuj́ıćı algoritmus.

1. V každé skupině spočteme MCD-odhad středńı hodnoty T i
MCD(X i).

2. Pozorováńı centrujeme Y = (Y 1,Y 2, . . . ,Y k), Y i = X i − T i
MCD1′ni .

3. Spočteme CMCD(Y ) a označ́ıme H =
⋃k
i=1H

i, kde H i znač́ı množinu těch
xij ∈X i, pro které jim odpov́ıdaj́ıćı yij ∈ Y minimalizuj́ı MCD kritérium.

4. V každé skupině vypoč́ıtáme odhady T i(X i) =
∑ni

j=1 x
i
jI{xij ∈ H i}/|H i|.

5. Polož́ıme T i
MWCD = T i(X i) a Ci

MWCD = CMCD(Y ).

Kroky 2 až 4 můžeme několikrát zopakovat, autorky však použ́ıvaj́ı jenom jednu
iteraci. Nevýhodou tohoto algoritmu je, že může selhat pro malé skupiny.

V závislosti na typu robustńıho odhadu (T ,C) a použité metodě (A,B nebo
C) pro pro jeho výpočet dostává lineárńı klasifikačńı pravidlo následuj́ıćı podobu.

Pravidlo 7 Pozorováńı x zařad́ıme do skupiny πi, jestlǐze

diLR(x) > djLR(x) pro všechna j = 1, 2, . . . , k, j 6= i (3.2)

kde diLR(x) = T i′C−1x− 1
2
T i′C−1T i + ln p̂i.
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Obdobně jako pro kvadratickou klasifikaci budeme r̊uzné verze pravidla 7 ozna-
čovat zkratkou př́ıslušného odhadu. Tak např́ıklad při použit́ı MWCD-odhadu
označ́ıme př́ıslušné robustńı pravidlo LDA-MWCD.

Todorov a Pires (2007) porovnali přesnost linárńıch klasifikačńıch pravidel pro
r̊uzné typy odhad̊u jak na reálných datech tak v rozsáhlých simulaćıch. Konkrétně
porovnávali klasický výběrový odhad (tj. x a S), MCD-odhad (pro jeho výpočet
použili metody A,B), MWCD-odhad (spočtený dvěma typy algoritmů), OGK-
odhad (źıskaný pomoćı metody B), S-odhad s Tukeyho dvouváhovou funkćı (2.23)
a s t-biweight funkćı (2.24) a S-odhad spočtený na základě algoritmu vytvořeného
pro regresi popsaný v Salibian-Barrera a Yohai (2006). Na př́ıkladě reálných dat,
která neobsahovala odlehlá pozorováńı, ukázali (pomoćı ApER a CV odhah̊u
chyby klasifikace) srovnatelné chováńı všech robustńıch i klasické lineárńı klasi-
fikace. V př́ıpadě reálných dat s odlehlými pozorováńımi dávaly všechny robustńı
metody lepš́ı výsledky než klasická metoda lineárńı klasifikace. Mezi robustńımi
metodami pak nejnižš́ı chyby klasifikace dosáhl MWCD-odhad pro oba použité
algoritmy (detailńı výsledky viz Todorov a Pires, 2007, kap. 3). Autoři provedli
celou řadu simulaćı s r̊uznými kombinacemi vstupńıch parametr̊u p, k, ni a s r̊uz-
ným pod́ılem a typem kontaminace dat (detaily viz Todorov a Pires, 2007, kap. 4).
Z jejich závěr̊u vyplývá, že pro nekontaminovaná data dává robustńı lineárńı
klasifikace obdobné výsledky jako klasická. Nejlepš́ıch výsledk̊u pro kontamino-
vaná data dosahuje OGK-odhad.

V kapitole 5 jsou pak uvedeny výsledky simulaćı, jejichž parametry byly na-
staveny obdobným zp̊usobem jako pro kvadratickou klasifikaci.
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Kapitola 4

Redukce dimenzionality

Pro výpočet některých odhad̊u popsaných v kapitole 2.1, a tedy i pro klasifikaci na
nich založenou, potřebujeme, aby byl rozsah výběru n dostatečně velký. Typicky
vyžadujeme n ≥ p+1. Tento předpoklad však nemuśı být vždy splněn. Ale i když
tomu tak je, můžou být výpočty odhad̊u pro velké p př́ılǐs náročné. Kalina (2013)
také ukázal, že robustńı klasifikačńı metody nejsou vhodné pro data s velkou
dimenźı. Proto je někdy třeba před samotnou klasifikaćı zredukovat dimenzi p.

4.1 Analýza hlavńıch komponent

Nejčastěji použ́ıvanou metodou pro redukci dimenzionality je tzv. analýza hlavńıch
komponent, kterou budeme dále značit PCA (z anglického principal component
analysis). Základńı myšlenka PCA je transformovat p̊uvodńı data tak, abychom
na novém souboru pozorovali q < p nových veličin, tzv. hlavńıch komponent.
Hlavńı komponenty voĺıme jako linárńı kombinace p̊uvodńıch p veličin tak, aby
byly vzájemně nekorelované a aby několik prvńıch komponent vysvětlovalo co
největš́ı část variability obsažené v p̊uvodńım souboru dat. Tuto metodu nyńı
detailněji poṕı̌seme. Budeme přitom vycházet z knihy Anděl (1985).

Předpokládejme tedy, že máme náhodný vektor Xp = (X1, X2, . . . , Xp)
′ s roz-

děleńım s variančńı matićı Σ ∈ SPD(p). Budeme předpokládat, že jej́ı vlastńı č́ısla
jsou r̊uzná. Označme je λ1 > λ2 > . . . > λp > 0 a jim př́ıslušej́ıćı vlastńı vektory
α1,α2, . . . ,αr. Pro prvńı komponentu hledáme vektor koeficient̊u lineárńı kom-
binace c1, c1

′c1 = 1 tak, aby náhodná veličina c1
′Xp měla maximálńı rozptyl,

tj.
var(c1

′Xp) = max
c,c′c=1

{var(c′Xp)}. (4.1)

Hledáme vlastně směr, ve kterém jsou data nejvariabilněǰśı. Podmı́nku (4.1)
splňuje c1 = α1 (viz např. Anděl, 1985, kap. XVII.2). Dostáváme tak prvńı
hlavńı komponentu Z1 = α′1Xp, pro kterou plat́ı

varZ1 = var(α′1Xp) = var(α′1Σα1) = λ1.

Daľśı komponenty Zi, i = 2, 3, . . . , p hledáme postupně jako lineárńı kombinance
c′iXp, c

′
ici = 1, tak, aby byly nekorelované s dosud nalezenými komponentami

Z1, . . . , Zi−1 a zároveň aby měli mezi těmito možnými kombinacemi maximálńı
rozptyl, tj.

var(ci
′Xp) = max

c,c′c=1,c⊥c1,...,c⊥ci−1

{var(c′Xp)}. (4.2)
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Tyto podmı́nky jsou splněny pro ci = αi a pro i-tou komponentu Zi = α′iXp

plat́ı var(Zi) = λi (viz např. Anděl, 1985, kap. XVII.2).
Označme σ2 =

∑p
i=1 varXi celkovou variabilitu obsaženou ve vektoru Xp.

Protože zároveň plat́ı σ2 =
∑p

i=1 λi a λi > λi+1, i = 1, 2, . . . , p − 1, můžeme pro
daľśı analýzu dat uvažovat pouze prvńıch q komponent, které vysvětluj́ı pro nás
dostačuj́ıćı variabilitu dat. Většinou voĺıme q takové, aby∑l

i=1 λi
σ2

≥ α,

kde α bývá 0, 9, 0, 95 nebo 0, 99.

4.2 Robustńı analýza hlavńıch komponent

Tato kapitola uvád́ı přehled r̊uzných robustńıch metod pro analýzu hlavńıch kom-
ponent, které byly navrženy v posledńıch letech, a to i včetně algoritmů pro jejich
výpočet.

Vzhledem k tomu, že v praxi často neznáme variančńı matici Σ, je zvykem
nahradit ji ve vzorćıch a výpočtech výběrovou variančńı matićı S spočtenou na
základě výběru X = (x1,x2, . . . ,xn). Tento postup se uplatňuje i pro PCA.
Úlohu (4.1),(4.2) v tomto př́ıpadě můžeme zapsat ve tvaru

s2(c1
′X) = max

c,c′c=1
{s2(c′x1, c

′x2, . . . , c
′xn)}, (4.3)

s2(ci
′X) = max

c,c′c=1,c⊥c1,...,c⊥ci−1

{s2(c′x1, c
′x2, . . . , c

′xn)}, (4.4)

kde s2 znač́ı výběrový rozptyl.
Výběrová variančńı matice je však citlivá v̊uči odlehlým pozorováńım a spolu

s ńı tedy i celá analýza hlavńıch komponent. V zásadě se nab́ıźı několik možnost́ı,
jak ji robustifikovat. Mı́sto odhadu S můžeme použ́ıt některý z robustńıch odhad̊u
variančńı matice z kapitoly 2.1. Touto metodou se zabývali např. Croux a Haes-
broeck (2000). Pokud tedy takový robustńı odhadC ∈ SPD(p) máme, nalezneme
vlastńı č́ısla této matice λ1(C) ≥ λ2(C) ≥ . . . ≥ λp(C) > 0 a jim odpov́ıdaj́ıćı
vlastńı vektory c1(C), c2(C), . . . , cp(C). Tak nalezneme směry, do kterých bu-
deme data promı́tat. Pokud budeme použ́ıvat tuto metodu, označ́ıme ji PCA se
zkratkou př́ıslušného odhadu (např. PCA-MVE při použit́ı CMVE).

Tento postup je však nevhodný pro velká p. V takovém př́ıpadě je lepš́ı nahra-
dit rozptyl v (4.3) a (4.4) nějakým robustńım jednorozměrným odhadem rozptylu,
označme ho S(Y ), kde Y znač́ı výběr z jednorozměrného rozděleńı. Takovým
odhadem může být např́ıklad MAD(Y ). Řeš́ıme tedy úlohu

S(c1
′X) = max

c,c′c=1
{S(c′x1, c

′x2, . . . , c
′xn)}, (4.5)

S(ci
′X) = max

c,c′c=1,c⊥c1,...,c⊥ci−1

{S(c′x1, c
′x2, . . . , c

′xn)}. (4.6)

Výhodou této metody (budeme ji značit PP podle anglického termı́nu Projec-
tion Pursuit) je to, že nemuśıme poč́ıtat odhad celé variančńı matice, ale jenom
prvńıch několik komponent, které pro daľśı analýzu potřebujeme. Narozd́ıl od
(4.3), (4.4), kde řešeńı nalezneme jednoduše pomoćı vlastńıch vektor̊u matice S,
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je nenalezeńı řešeńı (4.5), (4.6) náročná optimalizačńı úloha. Croux a Ruiz-Gazen
(2005) sestavili algoritmus, který tuto úlohu řeš́ı. Budeme ho nazývat PROJ al-
goritmus a analýzu hlavńıch komponent provedenou pomoćı tohoto algoritmu
označ́ıme PCA-PROJ.

K provedeńı PROJ algoritmu potřebujeme také odhad středńı hodnoty -
budeme uvažovat nějaký robustńı odhad T (X). Označme q počet komponent,
které chceme spoč́ıtat. Pak odhad k-tého vlastńıho vektoru ck(X), k = 1, 2, . . . , q,
spočteme následuj́ıćım zp̊usobem.

1. Pro k = 1 položme xki = xi − T (X), i = 1, 2, . . . , n, pro k = 2, . . . , q,
položme xki = xk−1

i − yk−1
i ck−1(X), i = 1, 2, . . . , n.

2. Sestav́ıme množinu Ak = {xki /‖xki ‖, i = 1, 2, . . . , n}.

3. Za odhad ck(X) vezmeme

ck(X) = arg max
c∈Ak

S(c′xk1, c
′xk2, . . . , c

′xkn),

tj. to c ∈ Ak, které maximalizuje S(c′xk1, c
′xk2, . . . , c

′xkn). Nav́ıc sestroj́ıme
projekce do tohoto směru yki = ck

′xki .

Odhad vlastńıch hodnot pak źıskáme jako

λk(X) = S(ck(X)′x1, ck(X)′x2, . . . , ck(X)′xn).

Pro p = q můžeme nav́ıc sestrojit i odhad variančńı matice

p∑
k=1

λk(X)ck(X)ck(X)′.

Jako odhad T (X) voĺı autoři L1-odhad definivaný jako

T L1(X) = arg min
T∈Rp

n∑
i=1

‖xi − T ‖ . (4.7)

PROJ algoritmus nemuśı dobře fungovat v situaci, kdy je rozsah výběru n
relativně malý vzhledem k p. Croux, Filzmoser a Oliveria (2007) ukázali, že pro
každé k > n/2 bude λk(X) = 0 nezávisle na typu dat a volbě robustńıho odhadu
S(Y ) s vysokým bodem selháńı. Tento nedostatek odstranili v jejich GRID algo-
ritmu, který odlǐsným zp̊usobem hledá směry, přes které maximalizovat. Stejně
jako PCA-PROJ zavedeme zkratku PCA-GRID pro analýzu hlavńıch komponent
provedenou pomoćı GRID algoritmu. Tento algoritmus nyńı poṕı̌seme.

Nejprve přeindexujeme řádky X tak, aby pro Sj = S(xj1, x
j
2, . . . , x

j
n), j =

1, 2, . . . , p platilo S1 ≥ S2 ≥ . . . ≥ Sp. Označme ei, i = 1, 2, . . . , p bazické vektory,
tj. vektory s hodnotou 1 na i-tém mı́stě a 0 jinde. Pak můžeme předpokládat, že
plat́ı S(e1) ≥ S(e2) ≥ . . . ≥ S(ep). Prvńı optimálńı směr nalezneme následuj́ıćım
zp̊usobem.

1. Označme c1,0 = e1.

2. Pro i = 1, 2, . . . , Nc, kde Nc je konstanta, opakujeme následuj́ıćı cyklus pro
j = 1, 2, . . . , p. (Autoři použ́ıvaj́ı Nc = 10.)
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• Nalezneme úhel θi,j, pro který plat́ı

θi,j = arg max
θ∈Ai

S ((cos θci,j−1 + sin θej)
′X),

kde Ai = {π/2i−1(1/2−k/Ng), k = 0, 1, . . . , Ng−1} a Ng je konstanta.
(Autoři voĺı Ng = 10.)

• zpřesńıme odhad vlastńıho vektoru ci,j = cos θi,jci,j−1 + sin θi,jej.

Polož́ıme ci+1,0 = ci,p.

V hlavńım cyklu zač́ıne se směrem, ve kterém předpokládáme největš́ı variabilitu.
Při každém daľśım pr̊uchodu cyklem ho dál lokálně zpřesňujeme, tentokrát na
polovičńım intervalu [−π/2i, π/2i). Ve vnořeném cyklu pak upravujeme j-tou
souřadnici ci,j. Výsledkem algoritmu je pak nalezený optimálńı směr c1 = cNc,p.
Jako vedleǰśı produkt nav́ıc v posledńım pr̊uchodu oběma cykly dostáváme odhad
vlastńıho č́ısla λ1.

Daľśı optimálńı směry nalezneme obdobným zp̊usobem. Předpokládejme, že
jsme již nalezli (k− 1)-ńı optimálńı směr ck−1. Pak na datech provedeme House-
holderovu transformaci tak, aby se směr ck−1 zobrazil na ek−1. Opět provedeme
GRID algoritmus s t́ım rozd́ılem, že ve vnořeném cyklu pracujeme pouze s j =
p− k + 1, . . . , p. Jako odhad vlastńıch vektor̊u pak vezmeme optimálńı směry ci
trasformované zpátky do p̊uvodńıho prostoru.

Hubert, Rousseeuw a Vanden Branden (2005) využili myšlenky obou metod
- projekce i robustńıho odhadu variančńı matice. Jejich ROBPCA algoritmus
prob́ıhá ve třech kroćıch. Jeho detailńı popis by byl př́ılǐs dlouhý, proto ho zde
uvedem pouze ve zkrácené podobě. Podrobný popis lze nalézt v Hubert a kol.
(2005).

Nejprve pomoćı rozkladu matice X ′ podle singulárńıch hodnot transformu-
jeme data do podprostoru generovaného X. Tento krok je obzvlášt’ př́ınosný
pokud p ≥ n, nebot’ na transformovaných datech pozorujeme nejvýše n−1 veličin.
V druhém kroce spočteme pro všechny body transformovaného výběru jejich
odlehlost analogickou (2.25) pro SD-odhad. jako robustńı odhady µ a σ vezmeme
jednorozměrný MCD-odhad středńı hodnoty a rozptylu. Maximalizaci v (2.25)
provád́ıme přes všechny směry určené dvojicemi bod̊u z výběru. Pokud je rozsah
výběru n př́ılǐs velký, vybereme náhodně jen určitý počet směr̊u (autoři použ́ıvaj́ı
250). Vybereme h bod̊u z výběru, které maj́ı nejmenš́ı odlehlost a spočteme je-
jich výběrovou variančńı matici Sh. Na základě spektrálńıho rozkladu Sh urč́ıme
počet komponent q, které budeme dále poč́ıtat, a vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı q
největš́ım vlastńım č́ısl̊um matice Sh. Data promı́tneme do prostoru generovaného
těmito vlastńımi vektory. Ve třet́ım kroce pak spočteme MCD-odhad transfor-
mavaných dat pomoćı upraveného FAST-MCD algoritmu. Pomoćı spektrálńıho
rozkladu konečného odhadu variančńı matice pak źıskáme jej́ı vlastńı vektory. Ty
pak transformujeme zpět do p̊uvodńıho prostoru a źıskáme tak robustńı odhady
vlastńıch vektor̊u p̊uvodńıch dat.

Locantore a kol. (1999) představili daľśı metodu robustifikace PCA, tzv. sfé-
rickou analýzu hlavńıch komponent (dále SPCA z anglického termı́nu spherical
principal component analysis). Základńı myšlenkou SPCA je promı́tnout data
na kulovou plochu s jednotkovým poloměrem a provést klasickou PCA na takto
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transformovaných datech. Jako střed koule je vhodné vźıt nějaký robustńı odhad
středńı hodnoty, v této práci budeme použ́ıvat L1-odhad (4.7).

L1-odhad lze nalézt jako řešeńı úlohy

∂

∂T

n∑
i=1

‖xi − T ‖ =
n∑
i=1

xi − T
‖xi − T ‖

= 0. (4.8)

Označme xTi projekci bodu xi na sféru se středem v bodě T a poloměrem 1, tj.

xTi = T +
xi − T
‖xi − T ‖

. (4.9)

Z (4.8) a (4.9) vid́ıme, že L1-odhad je zároveň pr̊uměrem bod̊u x
TL1
i , i = 1, 2, . . . , n.

L1-odhahd tedy můžeme nalézt tak, že umı́st́ıme střed jednotkové koule do nějaké-
ho bodu T 0, promı́tneme data na sféru koule a poté kouĺı pohybujeme v prostoru
tak dlouho, dokud střed koule nesplyne s pr̊uměrem promı́tnutých bod̊u. Tento
střed je potom L1-odhadem. Locantore a kol. (1999) uváděj́ı iteračńı algoritmus
pro výpočet T L1 založený na této myšlence. Tento algoritmus zde nyńı poṕı̌seme.

Za výchoźı odhad T 0 vezmeme výběrový pr̊uměr x. Označme T j−1 odhad
středu źıskaný v (j − 1)-ńım iteračńım kroce. Odhad T j źıskáme tak, že se do

něj posuneme z bodu T j−1 ve směru pr̊uměru promı́tnutých bod̊u
∑n

i=1 x
T j−1

i /n.
Abychom se posunuli v́ıce, pokud jsou data v́ıce rozptýlená, převáž́ıme délku
kroku harmonickým pr̊uměrem vzdálenost́ı bod̊u nepromı́tnutých na sféru od
jej́ıho středu T j−1. Při značeńı wi = 1/ ‖xi − T j−1‖ tedy máme

T j = T j−1 +
1
n

∑n
i=1 x

T j−1

i − T j−1

1
n

∑n
i=1wi

= T j−1 +

∑n
i=1wi(xi − T j−1)∑n

i=1wi

=

∑n
i=1wixi∑n
i=1wi

.

Jako kritérium pro ukončeńı iteraćı zvolili autoři situaci, kdy se T j−1 a T j lǐśı
o méně než 10−6 nebo pokud byla spočtena dvacátá iterace.
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Kapitola 5

Simulace

Pro výpočet robustńıch odhad̊u, klasifikačńı analýzu i analýzu hlavńıch kompo-
nent byla navržena řada algoritmů. Všechny zmiňované v této práci byly souhrně
implementovány pro program R v knihovně rrcov. Todorov a Filzmoser (2009)
popsali strukturu této knihovny, odhady a metody v ńı implementované. Také
uvedli řadu př́ıklad̊u, jak s touto knihovnou pracovat. Výpočty v této a následuj́ıćı
kapitole byly provedeny v R právě pomoćı této knihovny a pokud nebude uvedeno
jinak, použ́ıvali jsme přednastavené hodnoty parametr̊u.

Pro výpočet klasické nerobustńı QDA (resp. LDA) jsou v knihovně rrcov
implementovány tř́ıdy QdaClassic (resp. LdaClassic). Robustńı QDA je imple-
mentována ve tř́ıdě QdaCov. Volbou parametru method pak můžeme nastavit
typ odhadu, který se pro výpočet QDA použje. Co se týče robustńı LDA, jsou
v knihovně implementovány pouze varianty pro MCD-odhad. Nalezneme je ve
tř́ıdě Linda, kde pomoćı parametru method můžeme vybrat metodu pro výpočet
sdružené variančńı matice a typ použitého algoritmu. Ostatńı robustńı varianty
LDA budeme poč́ıtat př́ımo podle (3.2) v pravidle 7. Pro výpočet robustńıch
odhad̊u (T ,C) přitom budeme použ́ıvat tř́ıdu CovRobust. Pro konkrétńı typ
odhadu je vždy definovaná př́ıslušná podtř́ıda - např́ıklad CovMve pro výpočet
(TMVE,CMVE).

Analýza hlavńıch komponent je implementována v tř́ıdě Pca. Ta zahrnuje
podtř́ıdy PcaClassic pro klasickou nerobustńı PCA a PcaCov pro PCA založenou
na robustńım odhadu variančńı matice, kde se volba typu odhadu nastav́ı pomoćı
parametru cov.control. Dále zahrnuje podtř́ıdy PcaLocantore pro SPCA a podtř́ı-
dy PcaProj, PcaGrid, PcaHubert pro výpočet PCA pomoćı algoritmů PROJ, GRID
a ROBPCA.

5.1 Kvadratická klasifikačńı analýza

V této kapitole se pokuśıme na základě simulaćı porovnat vliv r̊uzných odhad̊u
středńı hodnoty a variančńı matice na kvadratickou klasifikaci. Budeme uvažovat
situaci, kdy p = 6, klasifikujeme do k = 3 skupin a předpokládané rozděleńı ve
skupinách je N(µi,Σi), i = 1, 2, 3, kde µ1 = (0, 0, 0, 0, 0, 0), µ2 = (1, 1, 1, 0, 0, 0),
µ3 = (0, 0, 0, 1, 1, 1) a

Σ1 =

(
P 1 0
0 P 2

)
,
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kde

P 1 =

 1 0, 95 0, 3
0, 95 1 0, 1
0, 3 0, 1 1

 ,P 2 =

 1 −0, 499 −0, 499
−0, 499 1 −0, 499
−0, 499 −0, 499 1

 ,

Σ2 = diag(0, 9; 0, 75; 0, 6; 0, 45; 0, 3; 0, 15), Σ3 = I.
Budeme porovnávat nerobstńı výběrové pravidlo QDA a r̊uzné verze robust-

ńıho kvadratického pravidla. Konkrétně to budou pravidla QDA-MVE, QDA-
MCD, QDA-SD, QDA-OGK, QDA-S1 a QDA-S2, kde QDA-S1 použ́ıvá S-odhad
s dvouváhovou funkćı (2.23) a QDA-S2 zase S-odhad s funkćı t-biweight (2.24).

Fungováńı klasifikačńıch pravidel budeme porovnávat na základě odhadu je-
jich chyby klasifikace AER pro r̊uzně velké a r̊uzně kontaminované výběry. Pro
i-tou skupinu sestroj́ıme náhodný výběr X i

tr o rozsahu ni z rozděleńı

(1− εi) N(µi,Σi) + εi N(µi∗,Σi∗), (5.1)

kde ε znač́ı pod́ıl kontaminovaných dat ve výběru. Tento zápis znamená, že vy-
generujeme (1 − εi)ni bod̊u z N(µi,Σi) a εini bod̊u z N(µi∗,Σi∗). Na základě
tréninkového výběruX tr = (X1

tr,X
2
tr,X

3
tr) sestroj́ıme odhady T (X tr) aC(X tr).

Vygenerujeme testovaćı výběr X ts = (X1
ts,X

2
ts,X

3
ts), kde X i

ts je náhodný výběr
o rozsahu n z nekontaminovaného rozděleńı N(µi,Σi). Podle př́ıslušného pravidla
pak klasifikujeme jednotlivé body z X ts do skupin a odhadneme chybu klasi-
fikace pomoćı AERts. Tento postup zopakujeme J-krát. Označme AERj

ts, j =
1, 2, . . . , J chybu klasifikace spočtenou v j-tém kroce. Pro porovnáńı vlivu použi-
tého odhadu na klasifikaci použijeme pr̊uměrnou chybu klasifikace a jej́ı výběro-
vou směrodatnou odchylku

AERts =
1

J

J∑
j=1

AERj
ts (5.2)

sd =

√√√√ 1

J − 1

J∑
j=1

(AERj
ts − AERts)2. (5.3)

Označme µ4 = (0, 0, 5, 5, 0, 0), µ5 = (0, 0, 0, 0, 5, 5), µ6 = (5, 5, 0, 0, 0, 0) a
Σ4 = diag(0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5). Budeme zkoumat následuj́ıćı situace.

A. ni = 500, εi = 0, i = 1, 2, 3,µ1∗ = µ4,µ2∗ = µ5,µ3∗ = µ6,Σi∗ = Σ4, i =
1, 2, 3.

B. ni = 500, εi = 1/5, i = 1, 2, 3,µ1∗ = µ4,µ2∗ = µ5,µ3∗ = µ6,Σi∗ = Σ4, i =
1, 2, 3.

C. n1 = 750, n2 = 500, n3 = 250, εi = 1/5, i = 1, 2, 3,µ1∗ = µ4,µ2∗ =
µ5,µ3∗ = µ6,Σi∗ = Σ4, i = 1, 2, 3.

D. ni = 500, i = 1, 2, 3, ε1 = 1/5, ε2 = 1/4, ε3 = 1/3,µ1∗ = µ4,µ2∗ = µ5,µ3∗ =
µ6,Σi∗ = Σ4, i = 1, 2, 3.

E. ni = 500, εi = 1/5, i = 1, 2, 3,µ1∗ = µ1,µ2∗ = µ2,µ3∗ = µ3,Σi∗ =
25Σi, i = 1, 2, 3.
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QDA QDA QDA QDA QDA QDA
QDA -MVE -MCD -S1 -S2 -SD -OGK

A AERts 0,0517 0,0524 0,0520 0,0519 0,0522 0,0524 0,0532
sd 0,0053 0,0055 0,0056 0,0055 0,0055 0,0054 0,0057

B AERts 0,2029 0,0543 0,0542 0,0702 0,0534 0,0542 0,0670
sd 0,0108 0,0055 0,0055 0,0067 0,0055 0,0056 0,0086

C AERts 0,2038 0,0541 0,0539 0,0703 0,0532 0,0541 0,0672
sd 0,0113 0,0060 0,0060 0,0073 0,0059 0,0060 0,0092

D AERts 0,2137 0,0715 0,0684 0,0831 0,0701 0,0703 0,0717
sd 0,0113 0,0071 0,0090 0,0078 0,0071 0,0071 0,0102

E AERts 0,2398 0,0545 0,0544 0,0578 0,0537 0,0537 0,0532
sd 0,0198 0,0059 0,0057 0,0060 0,0056 0,0057 0,0060

Tabulka 5.1: Pr̊uměrná chyba kvadratické klasifikace a jej́ı směrodatná odchylka
v závislosti na použitém klasifikačńım pravidle a typu kontaminace vstupńıch dat.

Situace A nám umožńı porovnat chováńı nerobustńıho výběrového pravidla a r̊uz-
ných robustńıch pravidel pro nekontaminovaná data. V situaćıch B a C porovná-
váme pravidla pro výběry kontaminované 1/5 odlehlých pozorováńı. V př́ıpadě B
maj́ı výběry ve skupinách stejný rozsah, v př́ıpadě C r̊uzný. D zachycuje situaci,
kdy je pod́ıl kontaminovaných dat ve výběrech r̊uzný a v př́ıpadě E kontaminuje-
me výběry pouze radiálńımi odlehlými pozorováńımi. Jako odhad pravděpodob-
nost́ı p̂i, i = 1, 2, 3 v pravidlech voĺıme vždy 1/3, rozsahy tréninkových výběr̊u
n = 500 a počet opakováńı J = 250.

Výsledky simulaćı jsou shrnuty v tabulce 5.1. Z těchto výsledk̊u vid́ıme, že
pro nekontaminovaná data (situace A) dávaj́ı nerobustńı pravidlo i všechna ro-
bustńı pravidla prakticky stejnou chybu klasifikace (přibližně 5 %). V př́ıpadě
kontaminovaných vstupńıch dat (situace B-E) se výsledky výrazně lǐśı pro ro-
bustńı a nerobustńı pravidla. Při použ́ıt́ı nerobustńıho výběrového pravidla je
chybně klasifikována pětina až čtvrtina pozorováńı, zat́ımco pro žádné z ro-
bustńıch pravidel nepřekroč́ı chyba klasifikace 9 %. Mezi robustńımi pravidly
jsou jen malé rozd́ıly. Pouze QDA-S1 a QDA-OGK dávaj́ı v situaćıch B, C a D
o trochu horš́ı výsledky. Ve srovnáńı s nerobustńım výběrovým pravidlem je však
tento rozd́ıl nepatrný. S výjimkou sitauce D (rozd́ılný pod́ıl kontaminace) jsou
nav́ıc chyby klasifikace pro kontaminovaná a nekontaminovaná data velmi bĺızké.

Z výsledk̊u plyne, že použit́ı robustńıch odhad̊u v klasifikaci je nejen žádoućı
v př́ıpadě, kdy analyzujeme kontaminovaná data, ale neńı ani na závadu, pokud
data kontaminovaná nejsou. Jestliže tedy nemáme jistotu, že data neobsahuj́ı
odlehlá pozorováńı, je pro sestaveńı klasifikačńıho pravidla lepš́ı použ́ıt některý
z robustńıch odhad̊u.

Nyńı se zaměř́ıma na to, jak bude klasifikace ovlivněna, pokud na datech
provedeme nejprve analýzu hlavńıch komponent. Porovnáme r̊uzné robustńı a ne-
robustńı metody PCA v kombinaci s následnou robustńı či nerobustńı klasifikaćı.
Budeme uvažovat stejné výchoźı situace A-E jako v př́ıpadě simulaćı bez PCA.
Na tréninkovém výběru vygenerovaném podle (5.1) provedeme klasickou nero-
bustńı PCA a jej́ı robustńı varianty popsané v kapitole 4.2. Pro robustńı PCA
založenou na robustńım odhadu varainčńı matice budeme zkoumat PCA-MVE,
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A B C E
QDA QDA QDA QDA

QDA -S2 QDA -S2 QDA -S2 QDA -S2

AERts 0,279 0,280 0,564 0,382 0,594 0,338 0,543 0,407
PCA sd 0,045 0,045 0,013 0,011 0,014 0,012 0,032 0,014
PCA- AERts 0,390 0,392 0,488 0,333 0,537 0,416 0,425 0,331
MVE sd 0,023 0,024 0,039 0,057 0,018 0,015 0,066 0,049
PCA- AERts 0,399 0,401 0,534 0,415 0,536 0,418 0,520 0,401
MCD sd 0,012 0,012 0,016 0,016 0,020 0,015 0,029 0,012
PCA- AERts 0,346 0,348 0,533 0,357 0,541 0,422 0,412 0,323

S1 sd 0,033 0,033 0,031 0,024 0,014 0,015 0,056 0,041
PCA- AERts 0,344 0,345 0,479 0,316 0,533 0,413 0,401 0,315

S2 sd 0,036 0,036 0,036 0,046 0,018 0,014 0,062 0,047
PCA- AERts 0,410 0,412 0,530 0,395 0,525 0,410 0,508 0,399

SD sd 0,013 0,013 0,029 0,017 0,015 0,012 0,030 0,013
PCA- AERts 0,361 0,363 0,486 0,312 0,526 0,404 0,440 0,350
OGK sd 0,034 0,034 0,039 0,055 0,015 0,013 0,039 0,033
PCA- AERts 0,297 0,298 0,448 0,234 0,520 0,397 0,407 0,325
PROJ sd 0,047 0,048 0,039 0,067 0,018 0,013 0,044 0,038
PCA- AERts 0,290 0,291 0,489 0,312 0,524 0,390 0,394 0,314
GRID sd 0,044 0,044 0,047 0,068 0,025 0,020 0,049 0,041
ROB AERts 0,384 0,385 0,480 0,310 0,533 0,411 0,403 0,311
PCA sd 0,016 0,016 0,036 0,049 0,017 0,014 0,065 0,048

AERts 0,330 0,331 0,473 0,245 0,556 0,399 0,452 0,372
SPCA sd 0,040 0,040 0,042 0,076 0,016 0,012 0,028 0,025

Tabulka 5.2: Pr̊uměrná chyba klasifikace vybraných kvadratických pravidel a jej́ı
směrodatná odchylka pro r̊uzně kontaminovaná vstupńı data, na kterých byla
nejprve provedena PCA, v závislosti na použité metodě PCA.

PCA-MCD, PCA-SD, PCA-OGK, PCA-S1 a PCA-S2, kde S1 opět znač́ı S-odhad
s dvouváhovou funkćı (2.23) a S2 zase S-odhad s funkćı t-biweight (2.24). Pro PP
metodu budeme uvažovat obě varianty PCA-PROJ a PCA-GRID. Provedeme
také ROBPCA a SPCA.

Po provedeńı konkrétńıho typu PCA promı́tneme vygenerovaný výběr do pros-
toru určeného prvńımi dvěma hlavńımi komponentami. Pro takto transformovaná
data sestroj́ıme odhad středńı hodnoty a variančńı matice potřebné pro sestaveńı
kvadratických klasifikačńıch pravidel. Pravidla budou stejného typu jako v př́ıpa-
dě klasifikace bez předchoźıho provedeńı analýzy hlavńıch komponent, tj. QDA,
QDA-MVE, QDA-MCD, QDA-S1, QDA-S2, QDA-SD a QDA-OGK.

Poté vygenerujeme testovaćı výběrX ts (stejným zp̊usobem jako v předchoźıch
simulaćıch), také ho promı́tneme do prostoru určeného prvńımi dvěma kompo-
nentami a aplikujeme na něj klasifikačńı pravidla.

Celý tento postup zopakujeme J-krát a v každém kroce spočteme chybu klasi-
fikace AERj

ts, j = 1, 2, . . . , J odpov́ıdaj́ıćı použité metodě PCA a jednotlivým
klasifikačńım pravidl̊um.Pro porovnáńı výsledk̊u použijeme opět pr̊uměrnou chy-
bu klasifikace (5.2) a jej́ı výběrovou směrodatnou odchylku (5.3).

38



QDA QDA QDA QDA QDA QDA
QDA -MVE -MCD -S1 -S2 -SD -OGK

AERts 0,574 0,386 0,385 0,405 0,384 0,385 0,467
PCA sd 0,014 0,012 0,012 0,015 0,012 0,012 0,018
PCA- AERts 0,542 0,382 0,380 0,398 0,376 0,389 0,463
MVE sd 0,035 0,051 0,051 0,056 0,051 0,055 0,070
PCA- AERts 0,551 0,451 0,450 0,476 0,443 0,458 0,518
MCD sd 0,019 0,028 0,027 0,023 0,026 0,030 0,027
PCA- AERts 0,582 0,399 0,397 0,419 0,399 0,419 0,481

S1 sd 0,022 0,025 0,025 0,029 0,027 0,028 0,050
PCA- AERts 0,544 0,371 0,369 0,385 0,365 0,378 0,455

S2 sd 0,031 0,045 0,044 0,048 0,044 0,047 0,066
PCA- AERts 0,562 0,423 0,423 0,455 0,422 0,435 0,517

SD sd 0,019 0,021 0,020 0,025 0,022 0,027 0,030
PCA- AERts 0,558 0,367 0,366 0,383 0,366 0,377 0,444
OGK sd 0,034 0,037 0,037 0,041 0,039 0,041 0,077
PCA- AERts 0,523 0,314 0,314 0,329 0,313 0,321 0,373
PROJ sd 0,044 0,078 0,078 0,089 0,080 0,081 0,116
PCA- AERts 0,538 0,357 0,357 0,378 0,357 0,367 0,439
GRID sd 0,032 0,055 0,055 0,063 0,056 0,057 0,084
ROB AERts 0,579 0,410 0,406 0,430 0,409 0,427 0,487
PCA sd 0,027 0,029 0,029 0,033 0,031 0,029 0,045

AERts 0,548 0,369 0,368 0,389 0,367 0,372 0,460
SPCA sd 0,021 0,024 0,024 0,030 0,026 0,025 0,039

Tabulka 5.3: Pr̊uměrná chyba klasifikace jednotlivých kvadratických pravidel a
jej́ı směrodatná odchylka pro data kontaminovaná zp̊usobem D, na kterých byla
nejprve provedena PCA, v závislosti na použité metodě PCA.

Výsledky simulaćı jsou shrnuty v tabulkách 5.2 a 5.3. S výjimkou kontaminace
typu D se pr̊uměrné chyby klasifikace pro robustńı pravidla prakticky nelǐsily.
Proto jsou v tabulce 5.2 souhrně uvedeny výsledky pro data kontaminovaná
zp̊usoby A, B, C a E, přičemž jsou zastoupeny pouze výsledky pro nerobustńı
QDA a robustńı QDA-S2 v kombinaci se všemi použitými metodami PCA. Pro
data kontaminovaná zb̊usobem D jsou výsledky pro všechny použité kombinace
PCA a klasifikačńıch pravidel uvedeny v tabulce 5.3.

Nejprve se budeme zabývat otázkou, které klasifikačńı pravidlo je nejlepš́ı
použ́ıvat. Pro nekontaminovaná data (situace A), stejně jako v př́ıpadě klasifikace
bez předchoźı PCA, jsou výsledky pro robustńı a nerobustńı pravidla prakticky
stejné. V př́ıpadě kontaminovaných dat (situace B-E) jsou výsledky při použit́ı
nějakého robustńıho pravidla jednoznačně lepš́ı oproti nerobustńımu pravidlu -
rozd́ıl v špatně klasifikovaných pozorováńıch je často větš́ı než 10 %. V situaćıch
A,B,C a E neńı př́ılǐs podstatné, které z robustńıch pravidel použijeme. Jinak
tomu je v situaci D, kdy uvažujeme skupiny s r̊uzným pod́ılem kontaminace.
V tomto př́ıpadě dávaj́ı nejlepš́ı výsledky QDA-MVE, QDA-MCD a QDA-S2.
O něco horš́ı chyby klasifikace dosahuj́ı QDA-S1 a QDA-SD. Nejhorš́ı výsledky
mezi robustńımi pravidly pak vykazuje QDA-OGK. I tak ale použit́ı QDA-OGK
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vede k výrazně nižš́ı pr̊uměrné chybě klasifikace než použit́ı nerobustńıho výbě-
rového pravidla.

Pokud tedy nejprve snižujeme dimenzionalitu dat pomoćı analýzy hlavńıch
komponent (at’ už robustńı či nerobustńı), zdá se rozumné použ́ıt k následné
kvadratické klasifikaci jedno z pravidel QDA-MVE, QDA-MCD nebo QDA-S2.
V každém př́ıpadě bychom měli poč́ıtat s t́ım, že provedeńı analýzy hlavńıch
komponent klasifikaci negativně ovlivńı. Při robustńı klasifikaci na p̊uvodńıch
datech nepřekročila chyba klasifikace 9 % (srovnej tab. 5.1). Oproti tomu po
provedeńı PCA jsme se naopak nedostali pod dolńı hranici 23 %. Tento výsledek
však neńı tak překvapivý, nebot’ při provedeńı PCA se vzdáváme části informace,
která je v datech obsažena.

Nyńı se pokuśıme posoudit, jak klasifikaci ovlivńı r̊uzné verze PCA. Budeme
uvažovat pouze výsledky, které jsme źıskali pro robustńı klasifikačńı pravidlo
QDA-S2. Pro nekontaminovaná data (situace A) dává mezi všemi metodami
nejmenš́ı chybu klasifikace (27, 9 %) klasická nerobustńı PCA. Mezi robustńımi
metodami se j́ı bĺıž́ı PCA-GRID s 29,1 % a PCA-PROJ s 29,8 % špatně klasifiko-
vaných pozorováńı. Ostatńı robustńı metody dávaj́ı ještě vyšš́ı chybu klasifikace
- v rozmeźı mezi 33,1 % a 40,1 %.

Pro výběry stejného rozsahu kontaminované z 1/5 odlehlými pozorováńımi
(situace B) dávj́ı výrazně nejlepš́ı výsledky PCA-PROJ (23,4 %) a SPCA (24,5 %),
relativně dobré výsledky dávaj́ı také ROBPCA, PCA-OGK, PCA-GRID a PCA-
S2 (31 % - 31,6 %). Pro výběry s nestejným rozsahem a stejným pod́ılem kon-
taminace (situace C) má nejmenš́ı chybu klasifikace (33,8 %) klasická nerobustńı
PCA, dobré výsledky dávaj́ı také PCA-GRID, PCA-PROJ, SPCA a PCA-OGK
(39 % - 40,4 %). Pro r̊uzně kontaminovaná data (situace D) se jako nejlepš́ı jev́ı
PCA-PROJ s chybou klasifikace 31,4 %, dále pak PCA-GRID, SPCA a PCA-
OGK s chybou klasifikace 36,1 % - 36,8 %. ROBPCA, PCA-GRID a PCA-S2
pak dosahuj́ı nejnižš́ı chyby klasifikace (31,1 % a 31,5 %) pro data kontamino-
vaná radiálńımi odlehlými pozorováńımi (situace E). V tomoto př́ıpadě dosahuj́ı
dobré chyby klasifikace také PCA-S1, PCA-S2, PCA-PROJ a PCA-MVE (31,6 %
- 32,7 %). Proznamenejme, že ve většině př́ıpad̊u dávaj́ı PCA-MCD a PCA-SD
oproti ostatńım robustńım metodám PCA horš́ı výsledky.

V př́ıpadě, že data odlehlá pozorováńı neobsahuj́ı, je rozumné držet se kla-
sické nerobustńı PCA. Jestliže však nemáme informaci o tom, zda jsou data
kontaminovaná, př́ıpadně jakým zp̊usobem, jev́ı se jako rozumný př́ıstup k PCA
(pro účely následné klasifikace) použ́ıt metodu PP (at’ už algoritmus PROJ nebo
GRID) nebo sférickou analýzu hlavńıch komponent. Následnou klasifikaci je pak
nejlepš́ı provést pomoćı klasifikačńıch pravidel odvozených na základě MVE-
odhadu, MCD-odhadu nebo S-odhadu s použit́ım funkce t-biweight (2.24).

5.2 Lineárńı klasifikačńı analýza

Nyńı porovnáme vliv r̊uzných odhad̊u středńı hodnoty a variančńı matice na
lineárńı klasifikaci. Stejně jako v kapitole 5.1 budeme uvažovat klasifikaci do k = 3
skupin a p = 6. Budeme předpokládat, že rozděleńı ve skupině πi, i = 1, 2, 3 je
normálńı s parametry N(µi,Σ), kde µ1 = (0, 0, 0, 0, 0, 0), µ2 = (1, 1, 1, 0, 0, 0),
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µ3 = (0, 0, 0, 1, 1, 1) a

Σ =

(
P 1 0
0 P 2

)
,

kde

P 1 =

 1 0, 95 0, 3
0, 95 1 0, 1
0, 3 0, 1 1

 ,P 2 =

 1 −0, 499 −0, 499
−0, 499 1 −0, 499
−0, 499 −0, 499 1

 .

Porovnáme chováńı nerobustńıho výběrového pravidla LDA a robustńıch klasi-
fikačńıch pravidel sestrojených na základě stejných odhad̊u jako v př́ıpadě simu-
laćı pro kvadratickou klasifikaci. Konkrétně to tedy budou pravidla LDA-MVE,
LDA-MCD, LDA-S1, LDA-S2, LDA-SD a LDA-OGK, kde LDA-S1 (resp. LDA-
S2) opět znač́ı konstrukci pravidla na základě S-odhadu s dvouváhovou funkćı
(2.23) (resp. t-biweight (2.24)). Při sestavováńı robustńıch klasifikačńıch pravidel
budeme pro sestrojeńı odhadu sdružené variančńı matice použ́ıvat metodu B po-
psanou v kapitole 3.2.

Fungováńı jednotlivých pravidel pro r̊uzně velké a r̊uzně kontaminované výběry
budeme porovnávat stejně jako v př́ıpadě kvadratické klasifikace. Pro každou
skupinu vždy vygenerujeme náhodný výběr X i

tr o rozsahu ni z kontaminovaného
rozděleńı

(1− εi) N(µi,Σ) + εi N(µi∗,Σ∗). (5.4)

Na základě tréninkového výběru X tr = (X1
tr,X

2
tr,X

3
tr) pak sestroj́ıme klasi-

fikačńı pravidla. Ta aplikujeme na testovaćı výběr X ts = (X1
ts,X

2
ts,X

3
ts), kde

X i
ts je vygenerovaný výběr o rozsahu n z nekontaminovaného rozděleńı N(µi,Σ).

Tento postup zopakujeme J-krát, přičemž v každém kroce j = 1, 2, . . . , J spoč́ı-
táme odhad chyby klasifikace AERj

ts př́ıslušej́ıćı danému klasifikačńımu pravidlu.
Kvalitu jednotlivých pravidel budeme opět porovnávat na základě pr̊uměrné chy-
by klasifikace AERts (5.2) a jej́ı výběrové směrodatné odchylky sd (5.3). Budeme
také uvažovat stejné typy kontaminace jako v př́ıpadě kvadratické klasifikace,
tj. nejprve nekontaminovaná data, poté data se stejným pod́ılem kontaminace
a stejnými nebo rozd́ılnými rozsahy výběr̊u, data s r̊uzným pod́ılem kontaminace
a data kontaminovaná pouze radiálńımi odlehlými pozorováńımi.

Označme µ4 = (0, 0, 5, 5, 0, 0), µ5 = (0, 0, 0, 0, 5, 5), µ6 = (5, 5, 0, 0, 0, 0) a
Σ2 = diag(0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5). V konkrétńıch simulaćıch byly rozsahy
výběr̊u a parametry v (5.4) voleny následuj́ıćım zp̊usobem.

A. ni = 500, εi = 0, i = 1, 2, 3,µ1∗ = µ4,µ2∗ = µ5,µ3∗ = µ6,Σ∗ = Σ2.

B. ni = 500, εi = 1/5, i = 1, 2, 3,µ1∗ = µ4,µ2∗ = µ5,µ3∗ = µ6,Σ∗ = Σ2.

C. n1 = 750, n2 = 500, n3 = 250, εi = 1/5, i = 1, 2, 3,µ1∗ = µ4,µ2∗ =
µ5,µ3∗ = µ6,Σ∗ = Σ2.

D. ni = 500, i = 1, 2, 3, ε1 = 1/5, ε2 = 1/4, ε3 = 1/3,µ1∗ = µ4,µ2∗ = µ5,µ3∗ =
µ6,Σ∗ = Σ2.

E. ni = 500, εi = 1/5, i = 1, 2, 3,µ1∗ = µ1,µ2∗ = µ2,µ3∗ = µ3,Σ∗ = 25Σ.
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LDA LDA LDA LDA LDA LDA
LDA -MVE -MCD -S1 -S2 -SD -OGK

A AERts 0,1559 0,1563 0,1560 0,1561 0,1561 0,1561 0,1562
sd 0,0090 0,0091 0,0090 0,0090 0,0091 0,0090 0,0090

B AERts 0,4371 0,1563 0,1562 0,1561 0,1562 0,1564 0,1615
sd 0,0145 0,0090 0,0092 0,0093 0,0093 0,0093 0,0119

C AERts 0,4408 0,1552 0,1553 0,1551 0,1553 0,1554 0,1615
sd 0,0145 0,0089 0,0089 0,0090 0,0089 0,0090 0,0128

D AERts 0,4846 0,1559 0,1561 0,1562 0,1561 0,1563 0,1780
sd 0,0136 0,0092 0,0093 0,0092 0,0092 0,0092 0,0122

E AERts 0,1600 0,1558 0,1559 0,1558 0,1559 0,1559 0,1560
sd 0,0089 0,0079 0,0078 0,0079 0,0078 0,0079 0,0082

Tabulka 5.4: Pr̊uměrná chyba lineárńı klasifikace a jej́ı směrodatná odchylka v zá-
vislosti na použitém klasifikačńım pravidle a typu kontaminace vstupńıch dat.

Jako odhad apriorńıch pravděpodobnost́ı v pravidlech voĺıme p̂i = 1/3, i = 1, 2, 3,
rozsahy testovaćıch výběr̊u n = 500 a počet opakováńı J = 250.

Výsledky simulaćı jsou shrnuty v tabulce 5.4. Z tabulky je vidět, že stejně jako
v př́ıpadě kvadratické klasifikace (srovnej tab. 5.1) dávaj́ı všechna pravidla pro
nekontaminovaná data (situace A) vesměs stejnou chybu klasifikace (asi 16 %).
Stejný výsledek dostaneme i pro kantaminaci dat radiálńımi odlehlými pozo-
rováńımi (situace E). Pro ostatńı typy kontaminace (situace B-D) se výsledky
pro nerobustńı a robustńı pravidla výrazně lǐśı. Zat́ımco pro robsutńı klasifikačńı
pravidla z̊ustává pr̊uměrná chyba klasifikace stále kolem 16 %, pro nerobustńı
výběrové pravidlo neklesne pod 43 %. LDA-OGK dává v situaćıch B-D o tro-
chu horš́ı výsledky než ostatńı robustńı pravidla. Tento rozd́ıl však oproti nero-
bustńımu LDA neńı nijak výrazný.

Vid́ıme tedy, že použit́ı robustńıch pravidel výsledky lineárńı klasifikace ne-
zhorš́ı, pokud data neobsahuj́ı odlehlá pozorováńı. Pokud však data odlehlá po-
zorováńı obsahuj́ı, je vhodné použ́ıt některou z robustńıch verźı LDA-MVE, LDA-
MCD, LDA-S1, LDA-S2, nebo LDA-SD.

Nyńı budeme zkoumat, jak lineárńı klasifikaci ovlivńı předchoźı provedeńı
analýzy hlavńıch komponent. Budeme porovnávat stejné metody jako v př́ıpadě
kvadratické klasifikace, tj. PCA-MVE, PCA-MCD, PCA-S1, PCA-S2, PCA-SD,
PCA-OGK, PCA-PROJ, PCA-GRID, ROBPCA a SPCA. Postupovat budeme
také obdobně, tj. v každém z j = 1, 2, . . . , J, krok̊u vygenerujeme tréninkový
výběrX tr podle jednoho ze schémat A-E. Na výběru provedeme analýzu hlavńıch
komponent, data promı́tneme do prostoru určeného prvńımi dvěma komponen-
tami a sestav́ıme př́ıslušná lineárńı klasifikačńı pravidla. Z nekontaminovaného
rozděleńı vygenerujeme testovaćı výběr X ts, také ho promı́tneme do prostoru
prvńıch dvou komponent a jednotlivá pozorováńı transformovaného výběru klasi-
fikujeme do skupin podle sestrojených pravidel.

Srovnáńı provedeme opět pomoćı pr̊uměrné chyby klasifikace AERts (5.2) a
jej́ı výběrové směrodatné odchylky sd (5.3) odpov́ıdaj́ıćı vždy konkrétńı kom-
binaci metody PCA a vybraného klasifikačńıho pravidla. Stejně jako v př́ıpadě
klasifikace bez předchoźı PCA voĺıme p̂i = 1/3, i = 1, 2, 3, n = 500 a J = 250.
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A B
LDA LDA LDA LDA

LDA -S2 LDA -MCD -S2 -OGK

AERts 0,491 0,527 0,761 0,467 0,545 0,539
PCA sd 0,013 0,012 0,013 0,013 0,015 0,019
PCA- AERts 0,515 0,522 0,626 0,535 0,541 0,550
MVE sd 0,012 0,013 0,022 0,016 0,018 0,017
PCA- AERts 0,518 0,523 0,621 0,532 0,541 0,548
MCD sd 0,012 0,013 0,023 0,016 0,017 0,017
PCA- AERts 0,517 0,522 0,639 0,513 0,538 0,553

S1 sd 0,012 0,012 0,027 0,016 0,017 0,018
PCA- AERts 0,517 0,524 0,624 0,535 0,542 0,550

S2 sd 0,012 0,012 0,021 0,016 0,017 0,016
PCA- AERts 0,518 0,524 0,626 0,530 0,537 0,552

SD sd 0,013 0,012 0,021 0,016 0,019 0,017
PCA- AERts 0,486 0,528 0,632 0,498 0,528 0,557
OGK sd 0,013 0,011 0,019 0,015 0,015 0,017
PCA- AERts 0,480 0,527 0,620 0,473 0,521 0,540
PROJ sd 0,015 0,014 0,036 0,017 0,016 0,030
PCA- AERts 0,481 0,525 0,615 0,476 0,511 0,540
GRID sd 0,020 0,014 0,051 0,036 0,035 0,042
ROB AERts 0,489 0,528 0,625 0,506 0,532 0,547
PCA sd 0,013 0,011 0,025 0,017 0,018 0,020

AERts 0,482 0,528 0,684 0,473 0,527 0,530
SPCA sd 0,014 0,012 0,028 0,014 0,016 0,029

Tabulka 5.5: Pr̊uměrná chyba klasifikace vybraných linerńıch klasifikačńıch
pravidel a jej́ı směrodatná odchylka pro nekontaminovaná data a data kontamino-
vaná zp̊usobem B, na kterých byla nejprve provedena PCA, v závislosti na použité
metodě PCA.

Výsledky simulaćı jsou shrnuty v tabulkách 5.5, 5.6 a 5.7. Tabulky vždy ob-
sahuj́ı výsledky pro všechny metody PCA. S výjimkou situace D (tabulka 5.7) se
pro některá pravidla jejich pr̊uměrné chyby klasifikace lǐsily jen nepatrně, a proto
nejsou v tabulkách 5.5 a 5.6 uvedeny kompletńı výsledky.

Pro nekontaminovaná data (situace A, viz tabulka 5.5) jsou zastoupeny vý-
sledky pouze pro nerobustńı výběrové pravidlo a pro robustńı pravidlo LDA-S2,
nebot’ LDA-MCD dávala téměř shodné výsledky jako nerobustńı LDA a výsledky
pro ostatńı robustńı pravidla se téměř nelǐsily od výsledk̊u pro LDA-S2. Z ta-
bulky vid́ıme, že pr̊uměrná chyba klasifikace se vždy pohybovala v rozmeźı od
48 % do 53 %. Vid́ıme tedy, že provedeńı analýzy hlavńıch komponent sńıžilo
schopnost pravidla správně klasifikovat pozorováńı o v́ıc jak 20 % (srovnej s tabul-
kou 5.4). Nezávisle na volbě metody PCA dávaly o něco lepš́ı výsledky nerobustńı
výběrové pravidlo a robustńı LDA-MCD. Tato klasifikačńı pravidla pak dávala
o něco lepš́ı výsledky v kombinaci s nerobustńı PCA nebo s robustńımi verzemi
PCA, které nejsou založeny na robustńım odhadu variančńı matice. Na ostatńı
robustńı pravidla neměl výběr metody PCA zásadńı vliv.
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C E
LDA LDA LDA LDA

LDA -MCD -S2 -OGK LDA -S2

AERts 0,826 0,428 0,539 0,512 0,520 0,529
PCA sd 0,022 0,016 0,019 0,043 0,013 0,013
PCA- AERts 0,604 0,533 0,558 0,563 0,516 0,523
MVE sd 0,025 0,016 0,022 0,017 0,011 0,013
PCA- AERts 0,604 0,533 0,557 0,563 0,518 0,523
MCD sd 0,023 0,016 0,023 0,018 0,013 0,012
PCA- AERts 0,606 0,533 0,558 0,563 0,493 0,528

S1 sd 0,023 0,015 0,023 0,017 0,016 0,012
PCA- AERts 0,606 0,534 0,559 0,565 0,519 0,523

S2 sd 0,022 0,015 0,025 0,018 0,011 0,012
PCA- AERts 0,606 0,528 0,549 0,560 0,519 0,524

SD sd 0,022 0,015 0,021 0,016 0,019 0,017
PCA- AERts 0,608 0,522 0,544 0,557 0,493 0,527
OGK sd 0,018 0,014 0,019 0,014 0,015 0,011
PCA- AERts 0,560 0,496 0,532 0,564 0,494 0,528
PROJ sd 0,030 0,017 0,014 0,013 0,019 0,013
PCA- AERts 0,560 0,496 0,532 0,564 0,493 0,528
GRID sd 0,030 0,017 0,014 0,013 0,027 0,020
ROB AERts 0,606 0,522 0,557 0,563 0,496 0,528
PCA sd 0,028 0,016 0,022 0,018 0,014 0,012

AERts 0,638 0,538 0,560 0,473 0,499 0,527
SPCA sd 0,040 0,014 0,017 0,014 0,015 0,012

Tabulka 5.6: Pr̊uměrná chyba klasifikace vybraných lineárńıch klasifikačńıch
pravidel a jej́ı směrodatná odchylka pro data kontaminovaná zp̊usobem C a E,
na kterých byla nejprve provedena PCA, v závislosti na použité metodě PCA.

Velmi podobné výsledky dostáváme i pro data kontaminovaná radiálńımi
odlehlými pozorováńımi (situace E, tabulka 5.5). Vid́ıme tedy, že tento typ kon-
taminace lineárńı klasifikaci nijak zásadně neovlivńı. Uvedeny jsou opět pouze
výsledky pro nerobustńı výběrové pravidlo, které byly velmi podobné výsledk̊um
pro LDA-MCD, a výsledky pro LDA-S2, které se výrazně nelǐsily od výsledk̊u
pro zbylá robustńı pravidla.

Pro data kontaminovaná stejným pod́ılem odlehlých pozorováńı neuvád́ıme
výsledky pro LDA-MVE, LDA-S1 a LDA-SD, nebot’ byly velmi podobné vý-
sledk̊um pro LDA-S2. To se týká jak situace B, kdy jsou rozsahy výběr̊u stejné
(viz tab. 5.5), tak situace C, kdy jsou výběry r̊uzně velké (viz tab. 5.6). V obou
př́ıpadech dávaj́ı robustńı klasifikačńı pravidla lepš́ı výsledky než nerobustńı LDA.
Obzvlášt’ dobrých výsledk̊u dosahuje LDA-MCD. Při jeho použit́ı se dokonce
pr̊uměrná chyba klasifikace bĺıž́ı hodnotám pro nekontaminovaná data. Před prove-
deńım robustńı LDA se jev́ı vhodné použ́ıt klasickou nerobustńı PCA, př́ıpadně
PCA-PROJ nebo PCA-GRID.

V př́ıpadě kontaminace dat r̊uzným pod́ılem odlehlých pozorováńı (situa-
ce D, tab. 5.7) byly výsledky o něco r̊uznoroděǰśı. Opět dosahuje nejhorš́ı cyhby
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LDA LDA LDA LDA LDA LDA
LDA -MVE -MCD -S1 -S2 -SD -OGK

AERts 0,747 0,528 0,455 0,528 0,527 0,518 0,630
PCA sd 0,011 0,022 0,014 0,017 0,017 0,016 0,061
PCA- AERts 0,663 0,564 0,542 0,555 0,550 0,565 0,566
MVE sd 0,018 0,039 0,015 0,020 0,016 0,020 0,021
PCA- AERts 0,665 0,572 0,538 0,564 0,552 0,565 0,576
MCD sd 0,017 0,044 0,017 0,032 0,024 0,020 0,026
PCA- AERts 0,683 0,565 0,529 0,558 0,552 0,571 0,573

S1 sd 0,022 0,039 0,017 0,020 0,019 0,026 0,025
PCA- AERts 0,668 0,571 0,539 0,556 0,552 0,565 0,568

S2 sd 0,018 0,043 0,014 0,018 0,016 0,019 0,019
PCA- AERts 0,672 0,586 0,535 0,573 0,557 0,573 0,584

SD sd 0,018 0,049 0,016 0,037 0,031 0,019 0,021
PCA- AERts 0,691 0,586 0,512 0,590 0,549 0,577 0,602
OGK sd 0,016 0,054 0,017 0,050 0,034 0,022 0,022
PCA- AERts 0,722 0,545 0,469 0,552 0,548 0,519 0,710
PROJ sd 0,016 0,030 0,018 0,028 0,042 0,027 0,017
PCA- AERts 0,717 0,543 0,465 0,556 0,548 0,527 0,686
GRID sd 0,028 0,065 0,057 0,078 0,079 0,067 0,089
ROB AERts 0,681 0,570 0,526 0,557 0,549 0,566 0,574
PCA sd 0,019 0,046 0,018 0,024 0,018 0,021 0,025

AERts 0,724 0,532 0,465 0,534 0,519 0,510 0,635
SPCA sd 0,011 0,025 0,013 0,020 0,016 0,017 0,038

Tabulka 5.7: Pr̊uměrná chyba klasifikace lineárńıch klasifikačńıch pravidel a jej́ı
směrodatná odchylka pro data kontaminovaná zp̊usobem D, na kterých byla nej-
prve prvedena PCA, v závislosti na použité metodě PCA.

klasifikace nerobustńı výběrové pravidlo (kolem 70 %). Těmto hodnotám se bĺıž́ı
i LDA-OGK, pokud byla na datech nejprve provedena PCA-PROJ nebo PCA-
GRID. Výrazně nejlepš́ıch výsledk̊u dosáhneme opět použit́ım klasifikačńıho pra-
vidla LDA-MCD. V kombinaci s nerobustńı PCA, PCA-PROJ nebo PCA-GRID
je chyba klasifikace asi 46 %.

Výsledky simulaćı naznačuj́ı, že pro lineárńı klasifikaci je nejvhodněǰśı použ́ıt
robustńı klasifikaci založenou na MCD-odhadu. Pokud před klasifikaćı provád́ıme
analýzu hlavńıch komponent, je vhodné použ́ıt PCA-PROJ nebo PCA-GRID.
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Kapitola 6

Př́ıklady s reálnými daty

Nyńı porovnáme chováńı jednotlivých kvadratických klasifikačńıch pravidel a r̊uz-
ných metod PCA na dvou souborech reálných dat. Budeme uvažovat stejné vari-
anty QDA, PCA i jejich kombinace jako v kapitole 5.1.

6.1 Chemicko-fyzikálńı vlastnosti v́ına

Nejprve se budeme zabývat rozsáhleǰśım souborem dat, který obsahuje údaje
o chemicko-fyzikálńıch vlastnostech červené a b́ılé odr̊udy portugalského v́ına
Vinho Verde. Data ve svém článku použili Cortez a kol. (2009). Pro výzkumné
účely je na internetu zpř́ıstupnili Frank a Asuncion (2010) a označili je jako Wine
Quality.

Data zahrnuj́ı naměřené hodnoty 11 veličin jako např́ıklad pH a hustota,
přičemž 1599 pozorováńı nálež́ı červenému v́ınu a 4898 b́ılému. Budeme tedy
uvažovat dvě skupiny (π1 = červené v́ıno a π2 = b́ılé v́ıno) do kterých budeme
klasifikovat. Máme tak sdružený výběr X = (X1,X2), s rozsahy př́ıslušných
výběr̊u n1 = 1599 a n2 = 4898. Jako odhad apriorńıch pravděpodobnost́ı vezmeme
p̂1 = p̂2 = 1/2. Data obsahuj́ı odlehlá pozorováńı, která jsou patrná už při pohledu
na jednotlivé proměnné. Pro ilustraci jsou pro obě odr̊udy v́ına na obrázku 6.1
zobrazeny krabicové grafy pro proměnnou chloridy. Ta udává hmotnostńı kon-
centraci soli ve v́ıně (v jednotkách g/dm3).

Jednotlivá klasifikačńı pravidla budeme porovnávat pomoćı odhad̊u chyb klasi-
fikace ApER (1.7) a AERts (1.9). Výběry X tr a X ts sestroj́ıme tak, že pro každé
pozorováńı xij generujeme náhodnou veličinu u z alternativńıho rozděleńı Alt(1/2)
a pokud u = 0, pak xij ∈ X tr, v opačném př́ıpadě xij ∈ X ts. Při konkrétńı re-

alizaci tohoto postupu bylo do výběru X tr zařazeno 802 pozorováńı z X1 a 2472
pozorováńı z X2.

V tabulce 6.1 jsou uvedeny výsledky pro jednotlivá klasifikačńı pravidla. Z ta-
bulky vid́ıme, že odhady chyb ApER a AERts se př́ılǐs nelǐśı. Nejlepš́ı výsledky
dává nerobustńı QDA (pouze 1,7 % špatně klasifikovaných pozorováńı). QDA-
MCD a QDA-SD dávaj́ı chybu klasifikace kolem 2,5 %. To je o něco lepš́ı výsledek,
než pro ostatńı robustńı verze QDA s přibližně 3,2 % špatně klasifikovaných
pozorováńı. Ale všechny tyto výsledky jsou velmi dobré.

Nyńı se pod́ıváme na to, jak klasifikaci ovlivńı předchoźı provedeńı analýzy
hlavńıch komponent. V tabulce 6.2 jsou uvedeny výsledky pro klasifikačńı pravidla
sestavená pro data transformovaná do prostoru prvńıch dvou komponent źıska-
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Obrázek 6.1: Krabicové grafy naměřených hodnot proměnné chlorides pro
červenou (1) a b́ılou (2) odr̊udu v́ına.

ApER AERts

QDA 0,017 0,016
QDA-MVE 0,030 0,034
QDA-MCD 0,026 0,022

QDA-S1 0,033 0,033
QDA-S2 0,032 0,033
QDA-SD 0,027 0,024

QDA-OGK 0,030 0,031

Tabulka 6.1: Odhad chyby klasifikace ApER a AERts r̊uzných klasifikačńıch
pravidel aplikovaných na skupinu červených a b́ılých v́ın.

ných pomoćı PCA-S2. Pro ostatńı typy PCA (včetně klasické nerobustńı PCA) se
výsledky lǐsili pouze nepatrně, a proto je zde neuvád́ıme. Odhady ApER a AERts

se opět výrazně nelǐśı. Při použit́ı klasické nerobustńı QDA bylo chybně klasi-
fikováno 12,6 % pozorováńı. Tento výsledek předčily všechny robustńı varianty
QDA. Jejich chyba klasifikace se většinou pohybovala kolem 7,5 %. Pouze QDA-
SD a QDA-OGK dávali o něco málo horš́ı výsledek - asi 8,3 % chybně klasifiko-
vaných pozorováńı.
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ApER AERts

QDA 0,134 0,124
QDA-MVE 0,076 0,074
QDA-MCD 0,073 0,071

QDA-S1 0,076 0,073
QDA-S2 0,075 0,075
QDA-SD 0,084 0,083

QDA-OGK 0,083 0,082

Tabulka 6.2: Odhad chyby klasifikace ApER a AERts r̊uzných klasifikačńıch
pravidel aplikovaných na data o v́ıně, na kterých byla nejprve provedena robustńı
PCA-S2.

6.2 Technické parametry osobńıch automobil̊u

Daľśı zkoumaný soubor dat pocháźı z knihovny rpart programu R, kde ho na-
lezneme pod názvem car.test.frame. Soubor obsahuje technické údaje o několika
typech aut. Budeme uvažovat 57 pozorováńı rozdělených do pěti skupin podle
typu: Small, Sporty, Compact, Medium a Van. Počet objekt̊u v jednotlivých
skupinách je uveden v tabulce 6.3. Původńı data v knihovně obsahuj́ı ještě tři po-
zorováńı pro typ Large, tuto skupinu však pro jej́ı malé zastoupeńı nepoužijeme.
Z veličin, měřených na jednotlivých autech, nás budou zaj́ımat veličiny Price,
Mileage, Weight, Displacement a HP (tedy cena, spotřeba, objem motoru a vý-
kon). Budeme porovnávat r̊uzná klasifikačńı pravidla na základě chyb klasifikace

Typ Počet

Small 13
Sporty 9

Compact 15
Medium 13

Van 7

Tabulka 6.3: Počty voz̊u v jednotlivých skupinách v datovém souboru.

k = 5 k = 3

QDA 0,053 0,049
QDA-MVE - 0,195
QDA-MCD - 0,195

QDA-S1 0,228 0,220
QDA-S2 - 0,171
QDA-SD 0,333 0,244

QDA-OGK 0,123 0,098

Tabulka 6.4: Odhad chyby klasifikace ApER r̊uzných klasifikačńıch pravidel pro
pět skupin aut a tři skupiny aut.
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PCA PCA-PROJ PCA-GRID ROBPCA SPCA

QDA 0,404 0,404 0,386 0,404 0,386
QDA-MVE 0,333 0,333 0,316 0,333 0,316
QDA-MCD 0,333 0,351 0,351 0,333 0,351

QDA-S1 0,368 0,368 0,368 0,368 0,368
QDA-S2 0,333 0,333 0,333 0,333 0,333
QDA-SD 0,333 0,333 0,333 0,333 0,333

QDA-OGK 0,281 0,316 0,333 0,298 0,281

Tabulka 6.5: Odhad chyby klasifikace ApER r̊uzných klasifikačńıch pravidel pro
data v pěti skupinách, na kterých byla nejprve provedena PCA, v závislosti na
použité metodě PCA.

PCA PCA-SD PCA-PROJ PCA-GRID ROBPCA

QDA 0,491 0,491 0,491 0,474 0,491
QDA-MVE 0,439 0,439 0,439 0,456 0,439
QDA-MCD 0,491 0,491 0,491 0,491 0,509

QDA-S1 0,491 0,491 0,491 0,491 0,491
QDA-S2 0,509 0,509 0,509 0,491 0,509
QDA-SD 0,491 0,491 0,491 0,491 0,491

QDA-OGK 0,421 0,439 0,404 0,404 0,439

Tabulka 6.6: Odhad chyby klasifikace CV r̊uzných klasifikačńıch pravidel pro data
v pěti skupinách, na kterých byla nejprve provedena PCA, v závislosti na použité
metodě PCA.

ApER (1.7) a CV (1.8).
Pokud chceme provést klasifikaci do všech pěti skupin bez předchoźı PCA,

povede se nám sestavit pouze klasické nerobustńı pravidlo QDA a robustńı klasi-
fikačńı pravidla QDA-S1, QDA-SD a QDA-OGK. Důvodem je malé zastoupeńı
typ̊u Sporty a Van. Pokud budeme uvažovat pouze zbylé tři skupiny (Small, Com-
pact, Medium), podař́ı se nám sestavit také klasifikačńı pravidla QDA-S2, QDA-
MVE a QDA-MCD. V tabulce 6.4 jsou uvedeny ApER odhady chyby klasifikace
pro obě situace. Z tabulky je patrné, že nejlepš́ıch výsledk̊u dosahuje nerobustńı
QDA. Velmi dobré výsledky dává také QDA-OGK.

Vzhledem k tomu, že počet veličin (p = 5) je relativně malý vzhledem k počtu
aut v jednotlivých skupinách, zkuśıme před samotnou klasifikaćı nejprve provést
analýzu hlavńıch komponent. Porovnáme r̊uzné metody PCA tak, že data pro-
mı́tneme do prostoru generovaného prvńımi dvěma komponentami a na transfor-
movaná data aplikujeme jednotlivá klasifikačńı pravidla.

V tabulkách 6.5 a 6.6 jsou uvedeny př́ıslušné odhady chyby klasifikace ApER
a CV pro všech pět skupin aut. V tabulkách nejsou uvedeny výsledky pro PCA
založenou na robustńım odhadu variančńı matice, nebot’ PCA-MVE, PCA-MCD,
PCA-S1, PCA-S2, PCA-SD i PCA-OGK dávaly shodné výsledky jako ROBPCA.
V př́ıpadě odhadu CV se nav́ıc shodovaly i výsledky pro klasickou PCA a sférickou
SPCA, a proto jsou v tabulce 6.6 uvedeny jen výsledky pro nerobustńı PCA.
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QDA 0,171
QDA-MVE 0,244
QDA-MCD 0,244

QDA-S1 0,212
QDA-S2 0,212
QDA-SD 0,195

QDA-OGK 0,146

Tabulka 6.7: Odhad chyby klasifikace ApER r̊uzných klasifikačńıch pravidel pro
data ve třech skupinách, na kterých byla nejprve provedena analýza hlavńıch
komponent.

PCA- PCA- ROB PCA- PCA-
PCA PROJ GRID PCA SPCA MVE SD

QDA 0,171 0,171 0,171 0,171 0,171 0,171 0,171
QDA-MVE 0,293 0,268 0,268 0,293 0,268 0,293 0,293
QDA-MCD 0,268 0,293 0,293 0,317 0,293 0,293 0,317

QDA-S1 0,341 0,341 0,341 0,341 0,341 0,341 0,341
QDA-S2 0,317 0,317 0,317 0,317 0,317 0,317 0,317
QDA-SD 0,293 0,293 0,293 0,293 0,293 0,293 0,293

QDA-OGK 0,244 0,268 0,195 0,244 0,268 0,244 0,268

Tabulka 6.8: Odhad chyby klasifikace CV r̊uzných klasifikačńıch pravidel pro
data ve třech skupinách, na kterých byla nejprve provedena PCA, v závislosti
na použité metodě PCA.

Z obou tabulek je patrné, že se výsledky př́ılǐs nelǐśı, co se týče použité metody
PCA. Z odhad̊u použitých při sestavováńı klasifikačńıch pravidel pak dávaj́ı nej-
lepš́ı výsledky OGK-odhad a MVE-odhad.

Z tabulek je také patrný velký rozd́ıl mezi CV a ApER odhadem chyby klasi-
fikace. Projevuje se tak malé zastoupeńı aut typu Sporty a Van. Pokud nebudeme
tyto skupiny uvažovat a budeme klasifikovat pouze do zbylých tř́ı skupin (Small,
Compact, Medium), rozd́ıl mezi CV a ApER odhadem nebude tak velký, což je
patrné z tabulek 6.7 a 6.8. V př́ıpadě odhadu chyby klasifikace ApER (viz tab. 6.7)
se výsledky v̊ubec nelǐsily, co se týče použité metody PCA. CV odhady chyby
klasifikace po předchoźı PCA-MCD a PCA-OGK byly stejné jako po nerobustńı
PCA a obdobně PCA-S1 a PCA-S2 dávaly stejné odhady CV jako ROBPCA,
a proto nejsou v tabulce 6.8 uvedeny. Z tabulek 6.7 a 6.8 vid́ıme, že nejlepš́ıch
výsledk̊u pro př́ıpad tř́ı skupin dosahuje nerobustńı klasifikace QDA a robustńı
QDA-OGK.
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Závěr

V této práci jsme se věnovali klasické klasifikačńı analýze a metodám, které ve-
dou k jej́ı robustifikaci. Použit́ı těchto metod jsme ilustrovali na reálných datech
a v simulaćıch. Viděli jsme, že pro data obsahuj́ıćı odlehlá pozorováńı dávaj́ı ro-
bustńı metody mnohdy výrazně lepš́ı výsledky než metody nerobustńı. V př́ıpadě,
že data odlehlá pozorováńı neobsahuj́ı, jsou výsledky často srovnatelné. Pokud
nemáme informaci o tom, zda data odlehlá pozorováńı obsahuj́ı, zdá se lepš́ı
použ́ıt robustńı metodu.

Simulace však nebyly nijak rozsáhlé a bylo by dobré vyzkoušet daľśı nastaveńı
vstupńıch parametr̊u. Např́ıklad pro menš́ı rozsah výběr̊u by se pro data bez
odlehlých pozorováńı mohla v́ıce projevit menš́ı eficience některých robustńıch
odhad̊u. Výsledky při použit́ı odpov́ıdaj́ıćıh robustńıch kalsifikačńıch pravidel by
pak mohly být výrazně horš́ı.

Pokud nemáme jistotu, zda data odlehlá pozorováńı obsahuj́ı, můžeme vy-
zkoušet robustńı i nerobustńı klasifikaci a podle jejich výsledk̊u se rozhodnout,
kterou z nich použijeme. Mohli bychom se také pokusit vybrat správný odhad
ještě před sestaveńım samotných pravidel. K tomu bychom mohli využ́ıt odhad
středńı hodnoty a variančńı matice, který navrhli He a Wang (1996). Autoři
uvažuj́ı dva odhady - jeden s vysokou eficienćı a jeden s vysokým bodem selháńı.
Pro tyto odhady sestrojili kritérium, na základě kterého se jako výsledný odhad
použije bud’ eficientńı odhad nebo odhad s vysokým bodem selháńı. Výsledný
odhad pak zděd́ı obě vlastnosti. Je zároveň eficientńı a má vysoký bod selháńı.
Pokud jsou nav́ıc oba odhady afinně ekvivariantńı, je afinně ekvivariantńı i vý-
sledný odhad. Použit́ı této metody v klasifikaci by bylo patrně výpočetně velmi
náročné. Na druhou stranu by mohlo být př́ınosné v situaci, kdy některé skupiny
odlehlá pozorováńı obsahuj́ı a jiné ne.

Také jsme se zabývali otázkou, jak bude kasifikace ovlivněna, pokud jsme
nuceni nejprve sńıžit dimenzionalitu dat pomoćı analýzy hlavńıch komponent.
V takovém př́ıpadě dávaj́ı klasifikačńı pravidla horš́ı výsledky, nebot’ využ́ıváme
jen část informace, která je v datech obsažena. Pokud data neobsahuj́ı odlehlá po-
zorováńı, můžeme použ́ıt klasickou nerobustńı analýzu hlavńıch komponent. Jed-
nak je tato metoda výpočetně méně náročná, jednak je založena na výběrové va-
riančńı matici, která je optimálńım odhadem variančńı matice pro nekontamino-
vaná data pocházej́ıćı z mnohorozměrného normálńıho rozděleńı. Pokud data
odlehlá pozorováńı obsahuj́ı, jsou výsledky simulaćı r̊uznorodé. Jako dobrý př́ıstup
se jev́ı zkombinovat analýzu hlavńıch komponent založenou na metodě projection
pursuit a robustńı klasifikaci založenou na MCD-odhadu.
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Seznam použitých zkratek

AER chyba klasifikace konkrétńıho klasifikačńıho pravidla
(actual error rate), str. 6

AERts odhad AER spočtený na základě testovaćıho výběru, str. 6
ApER př́ımý odhad chyby klasifikace (apparent error rate), str. 6
APR asymptotická pravděpodobnost zamı́tnut́ı

(asymptotic rejection probability), str. 23
CV odhad chyby klasifikace spočtený pomoćı kř́ıžové validace

(cross-validation), str. 6
GES globálńı citlivost (gross-error sensitivity), str. 10
GK-odhad Gnanadesikan̊uv-Kettenring̊uv odhad, str. 25
GRID algoritmus pro výpočet PCA založený na metodě PP, str. 32
ER chyba klasifikace (error rate), str. 5
FAST-MCD rychlý algoritmus pro výpočet MCD-odhadu, str. 18
LDA výběrové lineárńı klasifikačńı pravidlo, str. 5
LDA-MCD robustńı lineárńı klasifikačńı pravidlo založené na

MCD-odhadu, str. 41
LDA-MVE robustńı lineárńı klasifikačńı pravidlo založené na

MVE-odhadu, str. 41
LDA-MWCD robustńı lineárńı klasifikačńı pravidlo založené na

MWCD-odhadu, str. 29
LDA-OGK robustńı lineárńı klasifikačńı pravidlo založené na

OGK-odhadu, str. 41
LDA-S1 robustńı lineárńı klasifikačńı pravidlo založené na

S-odhadu s dvouváhovou funkćı (2.23), str. 41
LDA-S2 robustńı lineárńı klasifikačńı pravidlo založené na

S-odhadu s funkćı tbiweight (2.24), str. 41
LDA-SD robustńı lineárńı klasifikačńı pravidlo založené na

SD-odhadu, str. 41
LSS lokálńı citlivost odhadu (local shift sensitivity), str. 10
MAD mediánová absolutńı odchylka od mediánu

(median absolute deviation), str. 24
MCD-odhad odhad minimalizuj́ıćı determinant variančńı matice

(minimum covariance determinant estimator), str. 17
med medián, str. 24
MVE-odhad odhad minimalizuj́ıćı objem elipsoidu pokrývaj́ıćıho část dat

(minimum volume ellipsiod estimator), str. 16
MWCD-odhad odhad minimalizuj́ıćı determinant sdružené variančńı matice

(minimum within-group covariance determinant estimamtor),
str. 28

55



OGK-odhad ortogonalizovaný Gnanadesikan̊uv-Kettenring̊uv odhad, str. 26
PCA analýza hlavńıch komponent (principal component analysis), str. 30
PCA-GRID analýza hlavńıch komponent založená na GRID algoritmu, str. 32
PCA-MCD analýza hlavńıch komponent založená na MCD-odhadu, str. 38
PCA-MVE analýza hlavńıch komponent založená na MVE-odhadu, str. 31
PCA-OGK analýza hlavńıch komponent založená na OGK-odhadu, str. 38
PCA-PROJ analýza hlavńıch komponent založená na PROJ algoritmu, str. 32
PCA-S1 analýza hlavńıch komponent založená na S-odhadu

s dvouváhovou funkćı (2.23), str. 38
PCA-S2 analýza hlavńıch komponent založená na S-odhadu

s funkćı tbiweight (2.24), str. 38
PCA-SD analýza hlavńıch komponent založená na SD-odhadu, str. 38
PP metoda PCA založená na hledáńı optimálńıch jednorozměrných

projekćı (projection pursuit), str. 31
PROJ algoritmus pro výpočet PCA založený na metodě PP, str. 32
QDA výběrové kvadratické klasifikačńı pravidlo, str. 5
QDA-MCD robustńı kvadratické klasifikačńı pravidlo založené na

MCD-odhadu, str. 36
QDA-MVE robustńı kvadratické klasifikačńı pravidlo založené na

MVE-odhadu, str. 27
QDA-OGK robustńı kvadratické klasifikačńı pravidlo založené na

OGK-odhadu, str. 36
QDA-S1 robustńı kvadratické klasifikačńı pravidlo založené na

S-odhadu s dvouváhovou funkćı (2.23), str. 36
QDA-S2 robustńı kvadratické klasifikačńı pravidlo založené na

S-odhadu s funkćı tbiweight (2.24), str. 36
QDA-SD robustńı kvadratické klasifikačńı pravidlo založené na

SD-odhadu, str. 36
ROBPCA algoritmus pro výpočet analýzy hlavńıch komponent kombinuj́ıćı

metodu PP a robustńı odhad variančńı matice, str. 33
SD-odhad Stahel̊uv-Donoh̊uv odhad, str. 24
SPCA sférická analýza hlavńıch komponent (spherical principal component

analysis), str. 33
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