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Uvod

Urokov4 miera je jednou z najzakladnejsich veli¢in vo svete financii. Vplyva
na zmenu vymennych kurzov, je stabilizujicim faktorom $tatnej meny a nepo-

chybne podstatnou ¢astou pri rozhodovani a uzatvarani finanénych obchodov.

Vplyvom roéznych faktorov je jej vyvoj neisty, preto predstavuje isté riziko. V
stvislosti s tym zacali od 70. rokov postupne vznikat finanéné derivaty, ktorych
podstatou bolo akési zabezpecenie sa proti spominanému riziku. V dnesnom svete
financif uz pojem ”finanény derivat”nie je ziadnou novinkou. Naplno sa vyuzivaju

a to nie len vo forme zaistenia, ale taktiez ako sposob k ziskaniu bohatstva.

Dosledkom krizy bol narast volatility irokovych sadzieb, ¢o podnietilo obchodnikov
zaoberat sa derivdtmi zaloZenymi prave na zmene trokovych mier. Postupne

vznikli rozne modely, ktoré popisuju vyvoj sadzieb stochastickymi procesmi.

Teoretickd ¢ast tejto prace je v ivode venovana strucnej charakteristike derivatov
a sposobu ich delenia. Dalej sa zaoberd jednotlivymi modelmi tdrokovych mier,
pricom popisuje najznamejsie jednofaktorové modely spotovej sadzby. Hlavnym
cielom je obozndmenie sa s pokrocilymi metédami, medzi ktoré patria modely
zalozené na HJM ramci, konkrétne jeho diskretizovanu verziu - LIBOR mar-
ket model. Stal sa prvym modelom, ktory je konzistentny so vzfahmi, ktoré sa
vyuzivali na ocenenie derivatov. Praca detailne popisuje rozne sposoby kalibracie
na trzné data, predovsetkym metédu Monte Carlo simulécii s vyuzitim bayesov-

ského pristupu a markovskej vlastnosti.

Praktickd cast je venovand oceneniu trokovej swapcie pouzitim réoznych metéd
kalibracie LIBOR market modelu. Jej cielom je ocenit dany kontrakt z hladiska
kupujicej strany a porovnat vysledky jednotlivych postupov. MnoZstvo studii
ukazalo, ze volatilitnd Struktira nie je ¢asovo konstantna. Preto sa v MCMC
simuldcidch bude pracovat so stochastickou volatilitou, konkrétne s Hestonovym
modelom. Pre numerické vypocty a grafické vysledky bol pouzity program R a

Mathematica.



1. Zakladné pojmy

Definicie jednotlivych pojmov ¢erpdme z [2].

Urok - penazné Ciastka, ktort je dlznik povinny zaplatit veritelovi za docasné

poskytnutie tveru.
Urokovd sadzba - percentualne vyjadrenie troku.

Spotovd irokovd miera R(t,T) - miera vynosnosti do ¢asu T bezkupdénového dl-

hopisu s nomindlnou ¢iastkou N a hodnotou P(t,T) v ¢ase t,0 <t < T.
P(t,T) = Ne B&DT=, (1.1)

pre zjednodusenie budeme uvazovat N = 1. Z (1.1) vyjadrime

R(t,T) = —z=log P(t,T),

R(t, t+ At) = —élogP(t,t—i—At). (1.2)

Okamzitd spotovd trokovd miera - limitné vyjadrenie spotovej miery R(t,t+ At)

pre At — 0.

Forwardovd drokova miera f(t,Ty,T3) - v ¢ase t na dobu od T} do Ty,

t <Ti <7y, je definovana ako riesenie rovnice

eRET2)(To—t) — oR(tT1)(Ti—t) of (6,T1,T2)(T2—=T1)

Plati:

= .€ .

1 1
ft, Ty, To) (T2 —T1) 1.3
P(t,Ty)  P(t,T)) 43

Z (1.3) vyjadrime vztah pre forwardovi tirokovi mieru:

f(t,Tl,TQ) = T L [10gP(t,T1) —IOgP(t,TQ)] (14)

2— 41

Okamzitd forwardova urokovd miera - limitné vyjadrenie forwardovej miery
f(t, Ty, T) pre Ty — T7.



Definicia (Bankovy tcet). Definujme B(t) ako hodnotu bankového tictu v case
t > 0. Predpokladdme B(0) = 1 a jeho vijvoj podla nasleduficej diferencidlnej

rovnice:
dB(t) = rB(t)dt,

kde ry je nezdpornd funkcia casu. Z predoslého vztahu plynie:

B(t) = exp( /0 rods). (1.5)

Tato definicia hovori, Ze investovanie jednotkovej Ciastky v ¢ase 0 dava vynos

(1.5) v case t, pricom r; je okamzitd miera prislusnd bankovému détu.

Definicia (Stochasticky diskontny faktor). (Stochasticky) diskontny faktor D(t,T),
medzi dvoma casovymi okamzikmi t a T, je ciastka v case t, ktord je ”ekvivalen-

tna” penaznej jednotke platenej v case T':

D(t,T) = % = exp(— [ ryds).

Definicia (Bezkupénovy dlhopis). Bezkupdnovy dlhopis s maturitou T je kon-
trakt, ktory drZitelovi zarucéuje platbu periainej jednotky v ¢ase T' bez medziplaticb.
Hodnotu kontraktu v éase t < T oznacujeme P(t,T). Plati P(T,T) = 1 pre vsetky
T.

Definicia (Kalendarne standardy (Day-count convention)). Ak predpokladdme
casovi jednotku jeden rok, a pocet peridd nie je celé c¢islo, existuje niekolko
sposobov na vypocet poctu dni medzi dvoma ddatumami. Medzi najcastejsie pat-
Tia:

Kalendar Euro 30/360 Podla tohto postupu md kazdy mesiac 30 dni a kaZdij rok

360 dni. Pocet period n je rovny vyjadreniu

A (360(YYY Yo = YYYY))+30(M My — MM,)+min(DDs, 30) —min(DDs, 30)),

kde YYYY oznacuje rok, MM mesiac a DD dern s indexom podla prislusného
ddtumu

Kalendéar US 30/360 Kazdy mesiac, ktory md 31 dni je skrdteny na 30 dni s
vynimkou, ak DDy < 30 a DDy = 31, potom druhy ddtum sa zmeni na prvy den

3



v d'alsom mesiaci.

Kalendar Actual/Actual Predpokladd skutocény pocet dni medzi dvoma ddtumami
a skutocny pocet dni v roku

Kalendar Actual/360 Aktudlny pocet dni v mesiaci a 360 dni v roku.

Kalendéar Actual /365 Aktudlny pocet dni v mesiaci a 365 dni v roku (plati i pre
priestupné roky).

1.1 Financ¢né derivaty

Primarnym dévodom pre vznik derivatov bola snaha o zaistenie sa proti rizi-
ku vyplyvajiceho z negativnej zmeny hodnoty podkladového instrumentu. Vd'aka
tomuto efektu sa neskor zacali vyuzivat k spekuldciam na kapitalovych trhoch,
urcenym k zbohatnutiu. S tym suvisi taktiez treti motiv uzivania derivatov, a
to arbitrdz - inymi slovami - snaha dosiahnut zisk bez rizika, ¢o derivaty vdaka
terminovosti umoznuju.

Zékladna definicia vymedzuje pojem derivat ako finanény instrument, ktorého
hodnota je zavisla na cene nejakého aktiva.

Finan¢né derivdty mozeme roztriedit do skupin podla roznych kritérii.

Sposob obchodovania

e burzovné - derivaty obchodované na burzach, ktoré si sprostredkovatelom

jednotlivych transakcii medzi stranami.

o mimoburzovné (OTC - Over the counter) - derivdty obchodovatelné bez

sprostredkovatela, obchod prebicha priamo medzi dvoma stranami.

Typ kontraktu

e forwardy - terminovy obchod medzi dvoma stranami, ktory dnes fixuje pod-
mienky zmeny podkladového aktiva, ktora prebehne k urc¢itému budicemu

datumu. S tymito derivatmi sa obchoduje vyluéne na OTC trhoch.

e futures - standardizovany forward, uréeny pre obchodovanie na burzach.



e swapy - dohoda o zmene daného finanéného toku (napr. urokové platby

vztahujice sa k rovnakej nominélnej ¢iastke, ale definované inym sposobom).

e opcie - kontrakt, pri ktorom m4 drzitel pravo (nie povinnost!) kipit (call
opcia) alebo predat (put opcia) podkladové aktivum. Za toto pravo je po-

vinny platit preddvajicemu opént prémiu.

Typ podkladového aktiva

Toto delenie zavisi na volbe podkladového aktiva. V zdvislosti na tom ich delime
na:

urokové - odvijajuce sa od vysky urokovej miery,

menové - suvisiace so zmenou vymennych kurzov,

akciové - zavisiace na cene akcii.

Potom pozname este komoditné a tverové derivaty.

1.2 Urokové derivaty

Ijrokovymi derivatmi nazyvame finanéné instrumenty, ktorych hodnota priamo
stvis{ s vyskou trokovej miery. Zékladom ich ohodnotenia je znalost vyvoja

urokovej miery. Podrobny popis sme prebrali z [9].

FRA - forward rate agreement

Mimoburzovny nastroj vytvoreny tak, aby presne zodpovedal narokom klienta.
Umoznuje zaistenie pevnej urokovej sadzby (FRA sadzba) v budicom obdobi pre
uver alebo vklad troc¢eny pohyblivou sadzbou (referenéné sadzba). Je pouzivany k
odstraneniu rizika spojeného so zmenou trokovej miery vztahujicej sa k danému
datumu. U FRA nedochadza k skutocnej vymene jednotlivych sadzieb, ale ku
kompenzacii irokového rozdielu.

FRA je kontrakt obsahujtci tri casové okamziky. Stcasny c¢as t, datum pociatku
T > t a konca obdobia S > T, na ktoré sa FRA sadzba vztahuje. Kontrakt
zaistuje drzitelovi platby pevnej tirokovej miery pre ¢asové obdobie medzi T' a S.

V case S je teda fixnd platba zalozend na pevnej miere K vymenend za varia-



bilnu sadzbu zalozZenej na spotovej miere L(T',.S) obnovenej v T' s maturitou v .S.
Formélne v ¢ase S dostane jedna strana 7(7',S)K N penaznych jednotiek a plati
7(T,S)L(T, S)N, kde N je nomindlna hodnota kontraktu. Hodnota kontraktu
v S je N7(T,S)(K — L(T,S)), za predpokladu zhodnej day-count convention.

Celkova hodnota kontraktu v ¢ase ¢:

FRA(t,T,S,7(T,S),N,K) = N [P(t,S)7(T, S)K — P(t,T) + P(t, S)].

Urokovy swap (IRS - interest rate swap)

Spociva v dohode medzi dvoma stranami o budicich vzajomnych platbach irokovych
sadzieb, vztahujicich sa k rovnakej istine. Jeden tcastnik plati troky uréené na
zéklade pevnej sadzby (vyska je urcend pri uzavreti kontraktu a plati po celu do-
bu trvania swapu). Druhy ucastnik je platcom variabilnej sadzby. Nedochadza k
vymene nominalnej ¢iastky ani trokovych platieb, podobne ako u FRA sa to riesi
vyplatenim trokového rozdielu. Platcovsky IRS je kontrakt, ktory vymiena plat-
by medzi dvoma ¢asovymi okamzikmi zac¢inajicimi v budicom c¢ase. V kazdom
okamihu 7; z dopredu stanoveného suboru ddtumov T,.4,...,T3, jedna strana
plati ¢iastku N7;K, kde K je fixnd miera, N nomindlna ¢iastka a 7; je ¢ast roku
medzi T;_; a T;. Druhd strana plati ¢iastku N7;L(7;_1,T;) s pohyblivou sadzbou.
Predpokladdme, Ze miery sa vzfahuji k rovnakému datumu a podla rovnakej
day-count convention.

Ak je platend fixnd miera a obdrzana pohybliva miera, jedna sa o platcovsky IRS

(PFS). Diskontované vyplata tohto kontraktu v ¢ase t < Tp:
PFS: Y7 Dt T)N7(L(T;-1, T;) — K).

V opacénom pripade sa jedna o prijemcovsky IRS (RFS), ktorého diskontovand
vyplata v case t < T, je:

RFS:Y 0 . D, T)NT(K — L(T;-1,T)).



Urokové opcie

Déva moznost zaistenia maximdlnej alebo miniméalnej sadzby v budiicom obdobi.
Pokial kupujici svoje pravo vyuZije, predavajici je povinny uskutoc¢nit dany

kontrakt. Urokové opcie sa delia v zavisloti na pouziti:

e Strop (Cap) - Zaistenie garanciou maximalnej referencnej sadzby. Kupujicemu
zarucuje pravo na plnenie urokového rozdielu v pripade, kedy referencna
sadzba stipne nad maximalnu hranicu. Tento kontrakt vznika spojenim

klasickych call opcii (tzv. caplets).

e Dno (Floor) - opak capu, zaistenie teda prebieha garanciou minimadlnej
referencnej sadzby. Pokial referenéné sadzba klesne pod minimdalnu hranicu,
drzitel obdrzi od upisovatela vyrovnavaciu platbu. Floor vzniké st¢asnym

nakupom klasickych put opcii (tzv. floorlets).

Swapcie

V tomto odstavci spomenieme este dalsi typ opcii, ktory budeme vyuzivat v
praktickej ¢asti prace. Predstavuje pravo drzitela na uzavretie irokového swapu
k nejakému budicemu obdobiu. Podstatou tohto kontraktu je moznost kiipit
alebo predat swapovy kontrakt v budiicnosti za dnes dohodnutych podmienok, a
tym sa zaistit proti nepriaznivému vyvoju sadzieb. Tieto derivaty, nazyvané tiez
opcie na IRS, sa delia na dva hlavné typy, a to platcovska a prijemcovska verzia.
Eurépska platcovskd swapcia je opcia dévajica pravo vstipit do platcovskej IRS
v danom case v budicnosti, ktory sa nazyva swapova maturita (maturita opcie).
Zvycajne sa tento cas zhoduje v prvym obnovujicim datumom podkladového
swapu. DIzku tohto swapu (T — T,,) nazyvame tenor swapcie. Diskontovand

vyplata platcovskej swapcie v case T, je:
N7 pid P(Ta, T)T(F (T T2, Th) — K).

Opcia sa uskutoéni iba v pripade, ze tato hodnota bude kladna. Diskontovana

vyplata platcovskej swapcie diskontovana z casu T, do sicasnosti je:

ND(t, T,) S0 oy P(To T)7(F(To; Ti-1, T;) — K).



2. Modely urokovej miery

Teoretické poznatky v tejto kapitole ¢erpame z [1].

2.1 Modely okamzitej spotovej urokovej miery

Okamziti mieru chapeme ako mieru urc¢ent pre nekonec¢ne kratky c¢asovy okamih.
Jej nevyhodou je vSak fakt, Ze je nemozné ju priamo sledovat na trhu, preto
ako jej aproximaciu zvacSa povazujeme jednodenni tdrokovi sadzbu. Vysledné
modely nésledne vyuzivame taktiez pre miery vztahujice sa k dlhsiemu obdobiu.
Do tejto skupiny modelov trokovych mier patria jednofaktorové a viacfaktorové
modely. Faktorom rozumieme zdroj neistoty, ktory je uréeny pomocou spojitého
Wienerovho procesu. Spojitost v tomto pripade oznauje proces so spojitymi

trajektoriami.
Definicia (Wienerov proces). Standardng Wienerov proces W (t),t > 0 je spojity
stochasticky proces splnujici:

e W(0) =0 s pravdepodobnostou 1,

o W (t) md nezdvislé prirastky s rozdelenim W (t) — W(s) ~ N(0,t — s) pre

0<s<t.

V mnozstve modelov, ktoré boli navrhnuté sa predpokladd len jedna stochasticka

premennd, takze proces pre r ma formu
dr(t) = m(r(t))dt + s(r(t))dW (1), (2.1)

kde m je okamzity drift, s je okamzita volatilita a predpokladame, ze su funkciami

¢asu. Hodnota tirokového derivatu je dand vztahom
E[e7™T 0 fr] (2.2)

kde T oznacuje spojity priemer r v ¢asovom intervale (t,7) a E je oc¢akavana

hodnota. Nech P(t,T) je cena diskontovaného dlhopisu v ¢ase ¢ s vyplatou 1 v



case T, potom z (2.1) plynie vzfah
P(t,T)=FE e 1], (2.3)

Ak predpokladame, ze R(t,T) je spojito uro¢end miera v ¢ase t pre dobu T — ¢,

P(t,T) — eR(t,T)(Tft)7
R(t,T) = —#=In P(¢,T),

z rovnice (2.3) potom plynie
R(t,T)=—7=InE [T Y]

Uvedieme len niektoré modely, ich rozsirenia a odhady parametrov mézeme néjst
v [4].

2.1.1 Vasickov model

Predpokladom pre tento model je, Ze okamzitd sadzba sa vzhladom k skutoénej
rizikovej miere odvija z Ornstein-Uhlenbeckovho procesu s konStantnymi pa-
rametrami. MoZeme teda predpokladat, Ze sa miera r riadi tymto procesom.
Vasickov model opisuje vyvoj okamzitej spotovej miery, kde m(r(t)) = k[0 — r(t)]
a s(r(t)) =o:

dr(t) = k[0 — r(t)]dt + odW (t),r(0) = r,

kde rg, k, 0, o st kladné konstanty. Z tohto vztahu ziskame vyjadrenie r(t) pre
kazdé s < t:

r(t) = r(s)e ") 4 (1 — e H=9)) 4 g [Fe MWW ().

Nezanedbatelnou nevyhodou tohto modelu je fakt, ze tirokovd miera r(t) moze s
kladnou pravdepodobnostou nadobtidat i zéporné hodnoty. Analytické vyjadrenie

pre cenu diskontovaného dlhopisu s vyplatou 1 v ¢ase T' je dané rovnicou:



P(t,T) = A(t, T)e” B&D®)
kde pre a # 0

B(t,T) = =Y

a

A(t,T) = exp | BED-T+)(@b=0?/2) _ UQB(t,T)Q] ,

a? 4a

prea =20

2.1.2 Ho-Leeho model

Ho a Lee navrhli prvy bezarbitrazny model trokovych mier vo forme binomického
stromu, obsahujiceho dva parametre. Jeden, tykajuici sa volatility a druhy, ktory
suvisi s trznou cenou rizika. Tento model je prvym, ktory zahrna i forwardové

sadzby. Vyvoj je dany predpisom

dr(t) = a(t)dt + odW (?),

kde a(t) = % + 0t a o je okamzitd volatilita kratkodobej miery. Hodnota

diskontovaného dlhopisu v ¢ase t je vyjadrend vzfahom
P(t,T) = A(t, T)e 0T,

kde In A(t, T) = In B — (T — ) 22700 — 1624(T — )2,

Vyhodou tohto modelu je jeho markovské tvarnost, lahko sa aplikuje na presné
vyhladenie sucasnej casovej Struktury urokovych mier. Avsak dava len mala
volnost vo volbe volatility, pretoZe vietky sadzby maji rovnaki okamzitti odchylku
o. Dalsou nevyhodou je, ze model nem4 tzv. "mean reversion”, ¢o znaéf névrat

k strednej hodnote.
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2.1.3 Hull-Whitov model

Vasickov model mal popri moznej zdpornosti irokovej sadzby aj d’alsiu nevyhodu
a to nezavislost volatility na vyske urokovej miery. V snahe o presnejsie vyrovna-
nie modelovanej vynosovej krivky bolo potrebné zaviest do Vasickovho modelu
parametre, ktoré su zavislé na ¢ase. S tymto rozsirenim vznikol model Johna Hul-
la a Alana Whitea, ktory je dodnes pouzivany v navrhoch risk-managementu. Ich

model je definovany predpisom:
dr(t) = [9(t) — ar(t)]dt + cdW (1),

kde ¥ je deterministickd funkcia €asu, a a o st konstanty. Upravou ziskame vzfah

pre r(t):
r(t) = r(s)e =) + [Tem =99 (u)du + o [T e W (u).
Cena dlhopisu odvodend z tohto modelu ma tvar
P(t,T) = A(t, T)e B

kde

B(t,T) = =220

a

P(0,T d1n P(0, —a —at\2 [ %
InA(t,T) = In P((OJ)) — B(t,T)2mL0Y _ 152 (p=aT _ g=at)? (g2t _ 7).

Volatilita v tomto modele je dand ako parametrom o, tak i funckiou a(t), preto
dédva sirgiu moznost pre jej struktiru v porovnani s Ho-Leeho modelom. Volatilita

v ¢ase t pre dlhopis so splatnostou v ¢ase T je
o [ — a1,

Okamzita volatilita v ¢ase t pre urokovi mieru platni v case T je

AT [1—eelT1]

11



o(T=t) " Parameter o uréuje

a okamzita volatilita pre forwardovi mieru je oe™
odchylku kratkodobej sadzby, zatial ¢o a urcuje zakrivenost Gasovej struktiry.
Pri volbe a = 0 dostdvame volatilitu ako linedrnu funkciu maturity a okamzitej

odchylky.

2.2 Modely okamzitej forwardovej tiirokovej mie-

ry

Najzasadnejsou nevyhodou modelov spotovej trokovej miery je fakt, ze nedokazu
presne zachytit aktudlny priebeh ¢asovej struktiry. Poskytuji sice primerany po-
hlad o tejto struktire, ale v jednotlivych situdcidch moze dojst k nepresnostiam.
Nakolko sa tvrdi, Ze i malé chyba v cene podkladového aktiva moze zapricinit
vyrazni chybu v hodnote opcie, mnoZstvo odbornikov sa zacalo zaoberat mo-
delmi, ktoré by boli konzistentné s casovou struktirou. Tieto modely si zname
pod nazvom bezarbitrazne. Vychadzaju z tzv. HJM model. Tieto modely blizsie

popisuje [5].

Heath - Jarrow - Morton

Heath, Jarrow a Morton previedli myslienku modelu Ho-Lee do spojitého ¢asu.
Vyvinuli vSeobecny pristup pre modelovanie dynamiky trokovych mier. Spocival
v tom, ze za zaklad modelu zvolili okamziti forwardovi mieru, z ktorej odvodili
ramec pre vyvoj celej vynosovej krivky, v ktorom dynamika forwardovych mier je
plne uréend pomocou okamzitej volatility. Podla tohto pristupu, drift méze byt
vyjadreny ako funkcia volatility a vzajomnych korelacii, teda samotny drift nie je
nutné odhadovat. Vyznamnost tohto rdmca spociva v skutocnosti, ze akykolvek

model tirokovych mier mozeme byt takto odvodeny.

Veta 1 (Itdovo lemma). Nech X (t) je stochasticky proces v tvare dX, = pdt +
odW; a f je deterministickd, dvakrdt diferencovatelnd funkcia. PotomY; = f(X;)

je stochasticky proces a plati

dY; = (e f'(Xe) + 507 f"(X0))dt + (o' (X)) AW

12



Odvodenie modelu

Zvolime pevné T, predpokladame, ze dynamika hodnoty bezrizikového bezkupénového

dlhopisu sa riadi procesom

dP(t,T) = r(t)P(t, T)dt + s(t, T)P(t, T)dW (¢),

volatilita s(¢,T") je zavisla na hodnotach okamzitych irokovych sadzieb a na cene
dlhopisov. Vztah (1.4) pre forwardovi mieru nasledne upravime:

df(t,Tl,TQ) == T2 — TI . (24)

Pouzitim Itéovho lemmatu ziskavame vztahy:

dllog P(¢,T)] = [r(t) — 2s%(t, T0)]dt + s(t, T7)dW (2)
dllog P(t, Ty)] = [r(t) — Ls2(t, To)]dt + s(t, To)dW (1).

Tieto vztahy dosadime do (2.4):

82 —82 S —S
Af(t, 11, Tp) = SELs L0 gy SCTI D) gy (p),

Pre zjednodusenie si oznac¢me 7' = T;. Potom pre T, — T

df(t,T) = s(t, T)2LD 4t — LD (1),

Oznacéme:
os(t, T
u(t, T) = s(t,T) 2D
os(t, T
o(t,T)=— gT ).

Vieme, ze plati s(t,t) = 0, z toho plynie:

s(t,T) = s(t,T) — s(t, t) = [/ 2LDdr = — [T o(t, 7)dr.

Na zdklade tohto mozeme upravit vztah pre u(t, T):
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p(t,T) = o(t,T) [ o(t,7)dr.

Definicia. Nech je dand pociatoénd forwardovd krivka f(0,T), povieme, Ze sa
forwardovd urokovd miera f(t,T) riadi HIM modelom, ak vyhovuje stochastickej

diferencidlnej rovnici
df(t,T) = p(t, T)dt + o(t, T)dW(t),0 <t < T,

kde u(t, T) = o(t,T) LT0'<t, T)dT,

o(t,T) = —2&0).

Predpokladame, ze pre pevnu maturitu 7', okamzita forwardova sadzba je dand

difdznym procesom

df(t,T)=a(t,T)dt + o(t, T)dW (t),
f(07 T):fM(Ov T),

T — fM(0,7) je trznd krivka okamzitej volatility v ¢ase ¢ = 0. Vyhodou takto
modelovanej miery je fakt, ze aktualna krivka je vstupom daného modelu. Dy-
namika dand predoslym vztahom nemusi byt nutne bezarbitrdzna. V pripade,
7e dynamika je modelované vzhladom k rizikovo neutralnej pravdepodobnostne;

miere, musi platit
p(t,T) = o(t,T) [ oft,s)ds.

Upravou ziskame predpis pre dynamiku forwardovej sadzby vzhladom k danej

FE&,T)=F0,T) = [ o(u,T) [} o(u,s)dsdu + [} o(s, T)AW (s).

Aplikaciou Itéovho lemma dostavame vyvoj ceny bezkupénového dlhopisu v tva-

dP(t,T) = P(t,T) [r(t)dt - ( et s)ds) dW(t)],

kde r(t) je okamzitd sadzba a plati pre fiu vztah:

14



r(t) = ft,t) = f(0,8) + [ o(u,t) [} o(u,s)dsdu+ [) (s, t)dW (s).

Proces pre kratkodobu sadzbu podla takéhoto HJM modelu nemd markovski
vlastnost, to znamend, ze dynamika pre mieru r v budiicom ¢ase t zavisi na
celom vyvoji az do casu t. To je zdsadnym problémom vSeobecného HJM modelu.
Ukazuje sa, ze vhodnou $pecifikiciou volatility o je mozné docielit, aby miera r

splitovala markovski vlastnost. Prikladom takejto tipravy moze byt:

o(t,T) = £@)y(T), (2.5)

kde £ a 1) su striktne kladné a deterministické funkcie ¢asu. Pri takejto Specifikacii

pre kratkodobu sadzbu plati predpis

r(t) = +fo f §(u)p(s)dsdu + fo )dW( )
= f(0> fo 52 fu ¢ deu + w fo

Zadefinujeme si deterministickt funkciu A

At) = F(0,8) + (1) L&) [ v(s)dsdu

Spolu s predpokladom diferencovatelnosti mozeme vztah pre dr(t) vyjadrit nésledovne:

dr(t) = A'(t)dt + /(1) [, &( s) + ()& AW (¢)
=[<>+wm“>wq&+woammw»

2.3 Trzné modely

HJM ramec rovnako ako aj modely spotovej miery popisuji vyvoj pomocou
okamzitej drokovej sadzby, ktord nie je pozorovatelnd priamo na trhu. Dalsim
problémom bola niroc¢nd aplikovatelnost na derivaty, ktoré st na trhu obchodo-

vané. To bolo dovodom pre vznik trznych modelov.

Medzi tieto modely zaradzujeme forwardovy-LIBOR model (LFM) urceny pre
ocenovanie stropov pomocou Black cap formuly na capovych trhoch a forwardovy-
swap model (LSM) ocenujici swapcie pomocou Black swap formuly na swapénych
trhoch. Ked'Ze tieto trhy patria k hlavnym, je dolezité, aby existoval model kom-
patibilny s tymito formulami. Pred odvodnim trznych modelov, ziadne dynamiky

mier neboli vhodné.
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Problémom vsak stale ostava nekompatibilita medzi LEFM a LSM. Jednoducho
povedané, ak LIBOR sadzby su lognormélne vzhladom k istej miere, swapové
sadzby lognormalne vzhladom k svojej miere, v tom istom ¢ase, nie st. Preto sa

v tejto casti budeme zaoberat aj odvodenim modelu vzhladom k inym mieram.

Uvazujme v case 0 caplet s maturitou 75, obnovovacim diiom 7(0 < 17 < T5),
strajkom K a nomindlnou ¢iastkou 1. Nech 7 oznacuje ¢ast roku medzi T a Tb.
Tento kontrakt vypldca ciastku 7(L(T1,Ty) — K)* v ¢ase Ty, kde L(T},T5) je

LIBOR miera v ¢ase 17 s maturitou v case T5.

2.3.1 LIBOR trzny model (LIBOR market model - LMM)

LMM je prvym modelom vyvoja tirokovych mier, ktory je zhodny so zauzivanymi
sposobmi ocenenia tirokovych deriviatov. Je zaloZzeny na HJM ramci, odlisnost
spoc¢iva v tom, Ze dynamiky pozorovatelnych sadzieb modeluje priamo. Prva ver-
zia bola vytvorend uz v roku 1994, avsak do podoby, v akej ho pozndme dnes ju
previedli Alan Brace, Dariusz Gatarek a Marek Musiela v roku 1997. Podla mien

tychto autorov sa tiez stretavame s nazvom BGM model.

Odvodenie modelu

Nech ty = 0 a tq, s, ...ty st obnovovacie ¢asy pre capy, ktoré sa dnes obchoduju
na trhu. V nasom pripade st obnovované polrocne, tzn. t; = 0.5, t5 = 1, t3 = 1.5,
atd. Nech 7, = t41 — t. Oznacéme {79, ..., 73} odpovedajiice asti roku, kde 7;
je cast roku prislichajica dvojici (¢;_1,%;),7 > 0 a 15 je obdobie od zaciatku do

to. Hodnoty t; zvycajne vyjadrujeme v rokoch od stucasného casu.

Oznacme:

Fi(t) . . . forwardova miera pre Casovy interval ¢ a t;4; dand v case t.

Ck(t) . . . volatilita Fi(t) v case t.

m(t) . .. index pre nasledujici obnovovaci datum, v case ¢, tzn. m(t) je najmensie
celé cislo, pre ktoré plati ¢ < t,,().

vE(t) . . . volatilita bezkupénového dlhopisu P(t,t) v Case t.
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Uvazujme forwardova mieru Fy(t) = F(t;tp_1,tx), k = 1,..., M, ktora je platnd
do ¢asu t;_1, v ktorom je totoznd so spotovou sadzbou: Fj(tx—1) = L(tg_1,t).
V prostredi, ktoré je rizikovo neutralne vzhladom k cene bezkupénového dlhopisu

P(t,ty), Fi(t) je martingalom, ktory sleduje proces:
AF(t) = Gt Fu(H)aW, (2.

kde dWW je Wienerov proces. Vyhodnejsie je vSak pracovat v prostredi, ktoré je fo-
wardové rizikovo neutrdlne vzhladom k bezkupénovym dlhopisom, ktoré majui do-
bu splnatnosti v nasledujicom obnovovacom ¢ase capu. Toto prostredie sa nazyva
rolugiice forwardové rizikovo neutrdlne prostredie. V tomto pripade diskontujeme
z Casu tp,q1 do ¢asu t; pomocou sadzieb bezkupénovych dlhopisov obstaranych v
case t; so splatnostou v ¢ase t1, pricom nas nezaujima spravanie tejto miery
medzi danymi casmi. V case t je rolujice prostredie rizikovo neutralnym pro-
stredim vzhladom, k cene dlhopisu P(t, t,)). Vztah (2.6) ndm poskytuje proces
pre Fi(t) v rizikovo neutrdlnom prostredl vzhladom k P(t,t4.1). Pre rolujtce

prostredie je proces pre F(t) vyjadreny vztahom:

dF(t) = Ge(t) [vme(t) — vesa (t)] Fr(t)dt + Gu(t) Fy(t)dW. (2.7)

Ako spolu stivisia forwardové miery a cena dlhopisu ndm ukazuje vztah:

Lti)) =1+ 71,F(t),

P(t,tiy1

¢o mozeme upravit do tvaru
In P(t, t,) —In P(t, ti+1) =In [1 + Tl.FZ(t)] .

Pouzitim Itéovho lemma a néslednym porovanim koeficientov Wienerovho pro-

cesu dostédvame:

T F(1)G() o5

Ui(t) - Ui+1(t> = 1 +7'1Fz(t)

Vztah (2.7) upravime s pouzitim (2.8):

(t) 1+ 1, Fi(t)

i=m(t)

Nech Q* je pravdepodobnostnd miera spojena s numeraire P(e,T},) ( prikladom
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moze byt cena dlhopisu, ktorého maturita je zhodnd s maturitou forwardovej mie-
1y). Q* nazyvame forwardovd miera pre maturitu Ty, alebo forwardovo-prispésobend

miera. Cena obchodovatelného aktiva je dand vztahom
Fk<t)P(t, Tk) = [P(t, Tk—l) - P(t, Tk)] /Tk.

Ak je vyjadrend vzhladom k numeraire P(e,T}), musi platit, Ze je to martingal
pod pravdepodobnostnou mierou Q¥ asociovany s danou numeraire. Avsak cena
po vydeleni P(e,T}) je samotné Fy(t), z ¢oho plynie, ze Fy(t) je martingdl pod
QF. 7 toho plynie bezdriftovost pod QF, ak je Fj(t) namodelované v silade s

difdznym procesom.

Bezdriftova dynamika pre Fj, pod QF je vyjadrend vztahom:
dFk<t) == O'k(t>Fk(t)de(t),t S Tk—h (210)

kde o4 (t) je okamzita volatilita forwardovej LIBOR miery Fy v ¢ase t, Wi(t) je
Brownov pohyb.

Pouzitim Itoovho lemmas

dIn Fy(t) = — 504t 4 0, (1) AW, (8), ¢ < T,

In Fr(t) = In F(0) — [ %09qe + [T oy (6) AW, (8).

0 2

Martingal a pravdepodobnostné miery

Martingdly a miery st dolezitou sicastou pri ocefiovani v rizikovo-neutralnom
prostredi. Martingal mozeme brat ako bezdriftovy stochasticky proces.

Definicia (Martingdl). Postupnost ndhodnych premenngch Xo, X1, ... je mar-
tingdl, ak

VZ > O E(Xi’Xifl, Xi727 .. ,Xo) == Xifl.

Mieru chapeme ako jednotku, v ktorej oceniujeme dané polozky. Trzna cena ri-
zika nejakej premennej urcuje narast miery vsetkych poloziek, ktoré zavisia od
danej premennej. Vyber tejto trznej ceny rizika sa tiez poklada za definovanie

pravdepodobnostnej miery.
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Dynamika forwardovych mier pod réznymi numeraires

Predpokladajme, ze médme pravdepodobnostni mieru @7, ktoréd je rozna od Q*

pre t < min(T;, Tj_1). Chcem néjst dynamiky Fj(¢) pod touto mierou.

Forwardovd pravdepodobnostnd miera
Za predpokladu lognormality dostdvame vztahy pre dynamiky F}, pod forwardovo-
prisposobenou mierou Q' v troch pripadoch:

i<k, t<T;, :dFy(t)=or(t)Fg(t )ZJ i1 ”’“Jl:i:j—F(f)(tdt + ok () Fp () dWi (1),

i =kt <Ty_1: dFp(t) = op(t) F(t)dWi(t),

i >kt < Toas dF(t) = —ou(t) Fl(t) 325 2422080 At + o (1) Fi()AWi(8),
kde Z = Z' je Brownov pohyb pod Q'. Ak koeficienty o(.) st ohranicené, tak

kazda rovnica poskytuje jediné riesenie.

Rizikovo neutrdlna dynamika
Rizikovo neutrdlna dynamika forwardovej LIBOR miery v LIBOR trznom modele
je:

kde

k 7P, 1k05 ()0 () F} Tare_
,u,k(t) = Zj=5(t) JP],kliS-tj)Fk((t)) 5 (t) + o pft B(t)—1 O'f(t u)’du
k TiPj kO o tF
= 2j=5() Jp]ykljr(@) k(( )) + Z (1) Pron(t ft PO () (t, w)du.

Drift v (2.11) ma nevhodny tvar. Druhd suma vznikla z vyvoja P(t, Tj)-1), ktory
nemoze byt odvodeny z forwardovych mier ndsho druhu. Tento problém mozeme

odstréanit zdiskretizovanim numeraire bankového tctu B(t). Uvazujme

P(tT t 1)
Bult) = gromerpy oy = W (L4 B (1)) P T ).

By(t) mozeme interpretovat ako hodnotu v ¢ase t nasledovne definovaného portfélia.
V case t = 0 portfolio je rovné menovej jednotke. Tato jednotka je investo-
vana v mnozstve Xg z Ty bezkupdénovych dlhopisov. Ak investujeme menovi
jednotku, stic¢asna hodnota dlhopisov musi byt nutne rovna jednej, takze plati
XoP(0,Ty) = 1, odkial plynie Xy = 1/P(0,Ty). V ¢ase Ty dostaneme vyplatu
Xo a investujeme ju v mnozstve X; = Xo/P(1y,T1) = 1/(P(0,Ty)P(1y,T1)) =
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Ty bezkupénovych dlhopisov. V tomto algoritme pokracujeme az kym nedosiah-
neme pozadovany cas T2, predchddzajici sucasnému casu ¢, kde investujeme
Xa)-1 = 1/1'[53%71]3(1},1, T};) z Ta)—1 dlhopisov. Sticasna hodnota v aktudlnom
case t tejto investicie je Xg—1P(t, Tpt)—1), ti- Ba(t).

Spotovda LIBOR miera
Dynamika spotovej LIBOR pravdepodobnostnej miery forwardovych LIBOR sa-
dzieb v LMM modeli je:

dF,(t) = on(t) F(t) S8, 2266050 gy o g ) B (£) AW (2).

J=B() 1+erj(t§

Dynamiky spotovej a rizikovo neutrdlnej miery nepriptistaji Ziadne zndme pre-
chodové hustoty, z toho plynie Ze v pripade simulovania musia byt rovnice pre-

vedené do diskretného tvaru.

2.3.2 Swapovy trzny model (Swap market model - SMM)

Predpokladajme jednotkovi nomindlnu ¢iastku . V kazdom okamziku 77, v subore
{Tw+1, ..., T}, plati jedna strana ¢iastku zodpovedajicu fixnej tirokovej miere K:
7K, kde 7; je cast roka medzi T;_; a T;. Druhd strana vyplat{ ¢iastku zodpove-
dajicu pohyblivej trokovej sadzbe F;(T;_;) uréent v predoslom okamihu 7j_; s
maturitou danou sicasnym platobnym okamzikom 77j.

z toho je zrejme, ze pohybliva strana je obnovovand v casoch T,,, Ty+1,...,Ts-1 a
platend v T, 11, ..., T5.

Vyplata v ¢ase T, pre platcovski stranu takéhoto IRS moze byt vyjadrend ako
i1 D(To, T)7(Fi(Ti) — K).
Z toho vyplyva vyjadrenie diskontovanej vyplaty v ¢ < T,:

ZZ@:&+1 D(t, )i (Fi(Ti-1) — K).
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Hodnota takéhoto kontraktu je:
PFS(t,[Ta,'.',TﬁM—Et{zz wit DO T)R(F(Ti) - K) }
=31 P& T)TE(F (T 1) — K)
T)mi(F,
1) —

=Yt P T)T(EF(t) — K)
=3 [P(8Timy) = (LK) P(4,T)].

MoéZeme vidiet, Ze ani volatilita, ani koreldcia sadzieb nemaji vplyv na ocene-
nie tohto produktu. Forwardovd swapovd miera zodpovedajuca kontraktu IRS je
hodnota K, ktora ho robi spravodlivym, to znamend K, pri ktorej je jeho sticasna
hodnota rovna nule. Dosiahneme ju, ak posledny vyraz v predoslej rovnosti po-

lozime nule.
S () = P(t,To)—P(t,T5) 1—FP(t;Ta,T5)
B = S Ty = S nFPGTaT
Zi:a+1 Ti (7 2) Z¢:a+1 Ti ( a B)

=1 exp(Y(Fot1(t), Fata(l), ..., F5(1))),
FP( T, Ts) = 557 = Mo PRI, FP() = 7]

P(tTa) T4, Fy(t)°

kde FP oznacuje forwardovy diskontny faktor. Tento vztah mozeme prepisat do

tvaru:

B 1
1— Hj =a+1147;F;(t)

Sap(t) = (2.12)

1
Zz a+1 ] a+1 1+7;F;(t)

Moézeme to tiez upravit polozenim vztahu (2.3.2) nule, ¢im dostanemé vyjadrenie:
B
Sap(t) = Zi:a—H w;(t) F5(t),
wi(t) = i PP (t,Ta,T;) - i P(t,T;)
! Ek a+1 TkFP(tha7Tk) Z£:a+1 TkP(thk) '
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3. Kalibracia volatility

Vseobecne, kalibraciou modelu na redlne data rozumieme proces nastavenia hodnot
parametrov tak, aby model napodobiioval skuto¢nost. Presnejsie, pre LIBOR
market model, hladdme volatilitni funkciu, tak, aby model zodpovedal hodnotdm
trznych capov a swapcii. Prvym krokom je vytvorenie funckie s nizkym poctom

patametrov.

3.1 Pomocou volatility capov

Nech (x(t) je funckiou celych obdobi medzi nasledujicim obnovovacim datumom
a casom t;. Oznacme A; hodnotu (i (t), kde i vyjadruje pocet danych obdobi.
Predpokladajme, Ze oy, je volatilita capov zodpovedajicich ¢asovému tiseku medzi

tr a tpy1. Forwardové volatility ziskame zo vztahu:

k
U}%tk = ZAiﬂ‘Tifl (31)
i=1

Libor market model je najcastejSie implementovany simuldciami Monte Carlo.

Vztah (2.9) po zahrnuti ¢lenov A; vyjadrime

dF,(t) _ ~—k Til ()N — () Mk—m(t)
Fkk(t) - zi:m(t) 1+T¢Fi(t)k dt + Ay dW

alebo inak

- F ) A2
dln Fk(t) _ |:zk LFZ(t)Alfm(t>Ak7m(t) _ ka(t>:| dt + Ak—m(t)dW

i=m(t) 147 F;(t)

Ak predpokladdme, ze pre drift In Fj(¢) plati F;(t) = Fi(t;) pre kazdé t; < t <

tj+1, potom

k 2
PR A Ay A2
Fy(tj41) = Fi(t;) exp [( > (1]1 7"}]7‘.(1#) - ) 1) (s Ak’—j—le\/Tj] :
IEANT

i=j+1
(3.2)
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kde € je nahodny vyber z normovaného normalneho rozdelenia.

Nasim cielom je nasimulovat zero krivku pre N obdobi. Zaéneme od ¢asu 0. Hod-
noty Fy(0), F1(0), ...,Fn(0) mame z pociatocnej krivky. Rovnica (3.2) nam déva
postup ako uréit hodnoty Fi(t1), Fy(t1), ..., Fy_1(t1). Dant rovnost pouzijeme
znova a znova na dordtanie d'alsich hodnot Fy(ty), F3(ta), ..., Fn_1(t2) aZ po
udaj Fy_1(tn-1).

Nech Ty, je ¢as splatnosti opcie. Dalej predpokladajme, ze platobné dni swapu st
casy 11, Ts, ..., Tx. Definujme 7; = T;,1 — T; ako rozdiel v casovych okamzikoch.

Swapova miera v case t je danad ako

P(t,Ty) — P(t,Tn)

s(t) = — = . (3.3)
S mP(t i)
Plati tiez -
PtT) 1
ISEECPANE, | (S 3.4
e oiel | Sewrens 34

pre 1 < i < N. Vyraz G;(t) znac¢i forwardovi mieru v ¢ase ¢ pre ¢asovy interval
medzi T; a T;;1. Aplikujeme Itéovo lemma, po ktorom dostaneme vztah pre

rozptyl V (t) swapovej miery:

N—1 2
Tk B (1) G ()i (t)
V(t) = , 3.5
( ) kz:; 1 —|- Tka (t) ( )
kde
1050 147G (1)] Sio TS L 147G (1)

(t) = S 047G 011 S m T 147565 (1)

a (;(t) je zlozka volatility miery G;(t). Rozptyl V(t) aproximujeme polozenim

G,(t) = G;(0) pre vsetky j a t. Swapova volatilita pre ocenenie swapcie je

\/ - /:0 V)t (3.6)

alebo inak
1 [T [ 78 (t) Gi(0)7(0) i
To/t:o [% L+ 7Gx (0) ] o D
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3.2 Pomocou volatility swapcii a capov

Nech ¢, je stucasny ¢as. Uvazujme subor ¢asovych okamzikov e = {Ty,..., Ty},
ktorého vyberdme dvojice (T;_1,T;). Nech {79, ..., 7as } st zodpovedajice ¢asti ro-
ku, ¢o znamen4, Ze 7; je ast roku medzi ddtumami T;_; a T}. 79 je dizka éasového
intervalu od datumu uzavretia zmluvy do ¢asu Ty. Polozme T_; := 0. Casy T;
zvycCajne uvazujeme v rokoch.

Uvazujme pravdepodobnostni mieru QF spojeni s numeraire P(e, T}). Tiito mie-

ru nazyvame forwardovd miera pre maturitu Ty. Pri jednoduchom troceni mame

Odtial Fy(t)P(t,T;) je cena obchododovatelného aktiva. Ak je cena vyjadrend
vzhladom k numeraire P(e,T},), musi to byf martingal pod mierou Q*. Hodnota
Fi.(t)P(t, Ty) vydelend tymto numeraire je Fy(t), z ¢oho plynie, ze je to martingal
pod mierou QF.

Predpokladajme vyvoj Fy(t) vztahom:
v adW()dW (t) =

kde dW je Wienerov proces s okamzitou kovarianciou p = (p; ;)i j=1

.....

pdt. Pouzitim It6ovho lemma, upravime vztah (3.8)
dIn Fy(t) = =224t + o () AW (), ¢ < Ty

Casovd Struktira volatility

Casovou struktirou volatility pre ¢as t = T} rozumieme graf tvoreny bodmi

{<Ti+17 V(Tz; TiJrl))v (Ti+27 V(T27 Ti+2))7 BRI (TMflv V(TH TMfl))}v

kde

VAT, Thor) = —— [7770 o2 (t)dt,

Ti,h—1 Y715

pre h >1 +1 y  Tih—1 = Th—l — Tl

V case 0 mame body
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{(T()? V(07 TO))? (Tlv V(O, TI))7 T (TM—la V(O7 TM—I))}'

Plati

V2(07 Th*1> = . fTh_l 0-}21<t)dt = ,U%h_l—capl?

To,n—1 J0

takze dostavame sustavu bodov

{(TO7 ’U%O—capl)7 try (TO? ’U%M,l—capl)}‘

Casto sa predpokladd, ze okamzitd volatilita forwardovej miery je po Castiach
konstantnd. Inymi slovami, volatilita Fi(f) je konstantou v kazdom intervale
T <t < T,_1, kde je platna. Pri takomto predpoklade plati nasledujica
tabulka:

Ok&mZ.VOl. t e (O, To] t e (To, Tl] t e (Tl, TQ] t e (TM_Q, TM—l]
F1 (t) 0'171 — - -
Fy(t) 02,1 0922 — —
F(t) OM,1 OM2 oM,3 OM,M

Tabulka 3.1: Okamzitd volatilita forwardovej miery

Budeme predpokladat, Ze pre okamziti volatilitu pre kazdé t plati vztah

or(t) == Orr—(80t)-1),

(3.9)

kde 5(t) = k+1 pre T, < t < Tj. Pri takomto predpoklade mozeme predchadzajicu

tabulku prepisat nasledovne

Plati, ze stredna hodnota forwardovej miery zodpoveda stretnej hodnote capletu

pre casovy interval 0 az T;_;. Na zaklade tohto si vyjadrime hodnotu volatility

2 1 Tt 2 1« 2
VT, —caplet = / 5 dt = T Z T5-104-
1—1 JO 1—1 j=1
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Ok&mZ.VOl. t € (O, To] t € (To, Tl] € (Tl, TQ] € (TM_Q, TM—l]
Fi(t) P11 — — —
Fy(t) P2y D21 —
FM‘(t) Oubm | Sy | dm¥m—2 Prih

Tabulka 3.2: Okamzité volatilita forwardovej miery po iprave
Vztah (3.10) si upravime, aby zodpovedal predpisu pre okamziti volatilitu (3.9).

MKT 2
(U ¢ ZTJ 1% —j+1>

7=1

(3.11)

kde vMET s volatility dostupné na trhu, v nasom pripade volatility capletov.

Nech M znaéi dobu, pre ktori chceme nasimulovat hodnoty forwardovych sadzieb.

Upravime si vyjadrenie pre parameter ¢; z rovnice (3.11)

MKT 2T
Z] 17j- 1wz —j+1

Na vypocet volatility swapcie, ktorej podkladovy derivat zacina v case T, a je

(3.12)

splatny v case Tj, pouzijeme Rebonatov vztah :

a (0)F(0)F;(0)psy [
:Z 5. (07 /0 oi(t)o;(t)dt,

(e (3.13)

kde S, je swapova sadzba, ktord vypocitame, ako linedrnu kombindciu forwar-

dovych sadzieb

ws(t) = X wi)E (D),

) TlFP(t To,T;)
Wi (t) Zk a+1 TR FP(t,TaTk)’
FP(t TomT) H] a+1 1+leF ( )

Pre korelaéni maticu plati, Ze je symetrickd a pozitivne semidefinitnd. Vdaka

tymto vlastnostiam ju mozeme prepisat v tvare

p=PHPT,
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kde P je ortogonalna matica, PPT = I a H je diagondlna matica, jej prvky
su vlastné ¢isla korelacnej matice. Nech A je matica obsahujica druhé mocniny
vlastnych ¢isel. Nech A := PA. Potom plati

AAT = p. ATA=H.

Rozklad p = AAT nahradime maticou B typu M x n tak, ze BB je matica s
hodnostou n. Clen dW z (3.8) nahradime zlozkou BdW. Upravou ziskame novi

korela¢nu maticu:

AWdIW? = pdt,
BAW (BdAW)T = BAWdWT BT = BBTdt,
p? = BBT.

Pre ziskanie parametrov matice B navrhol Rebonato nasledujtice vztahy:

bz"lzCOS 6)1',1
b y=cos0; psinb;;...sinb; ;1,1 <k <n

bm:sin 01'71 ...sin (91'7”_1,
pre i = 1,..., M. Z tohto dostavdme vztah pre prvky korelacnej matice p?
pfj = cos(6; — 0;). (3.14)

Teraz mozeme upravit vztah (3.13) s dosadenim (3.14)

(,ULMM)2: 1 i w;(0)w;(0) F;(0)F(0)

P N,
Sa’5(0)2 ¢z¢] hz_o wlfhi/}jfh. (315)

Podstatou kalibrovania tohto modelu je nastavenie poc¢iatoénych parametrov 6; a

Y; tak, aby hodnota véﬂg M hola ¢o najblizsie k volatilite, ktord mame k dispozicii

M

z trhu v} ﬁKT. To docielime minimalizaciou vztahu

5= Ypmami (V" ~Vag )

Pre forwardovd mieru potom plat{ vztah

PraTio (D) o ok(t)?

dIn Fi(t) = o(t) 1+ 7 F5(1)

j=a+1

dt + o (AW (). (3.16)
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Pri volbe malého ¢asového rozdielu At mozeme predosly vztah previest na zdis-

kretizovany tvar:

In Fj,(t4+At) = In Fy(t)+0(t) praTi0i(OFS () \) on(t)” At+0y (1) (W (t+AL) =V (1)),

a1 1 + TjF’j(t) 2
(3.17)
kde (W (t + At) — W(t)) mé rozdelenie v/ ALN(0, p).
 cos(Ox — 0) 730000 ati-a Fy (1)
Fp(t+At) = Fi(t)exp L:;rl T+ 7By (0) At
¢l%¢lz—aA \/_
exp —T t+ gﬁkwk,a Ate’fk (318)
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4. Bayesovsky pristup

Bayesovské postupy su zalozené na zakladnych pravdepodobnostnych pravidlach,
ktoré vyuzivamé na rozlicné uikony, ako napriklad odhady parametrov, porovnavanie
dvoch ¢i viacerych modelov, alebo predpovede do budiicna. Najzakladnejsim pra-

vidlom je Bayesov vzorec.

Definicia (Bayesova veta). Nech A a B si ndhodné javy s pravdepodobnostami
P(A) a P(B), pricom P(B) > 0. Potom plati:

P(B|A)xP(A
P(A|B) = ZEZD.

Apriorna a aposteriérna hustota

Najpodstatnejsim rozdielom medzi klasickym a bayesovskym pristupom je pohlad
na parameter, oznac¢me 6. V pripade klasického postupu, skimame rozdelenie
dat pre danu 6, pretoze za vysledok experimentu povazujeme data. Parameter je
nezname ¢islo. Bayesovsky pristup povazuje 6 za spojiti nahodnt velicinu, ktorej
ur¢ime pravdepodobnostné rozlozenie. Hustotu 7(6), ktori uddme pred tym, nez
su data k dispozicii, nazyvame apriorna hustota. Po obsiahnuti dat mame hustotu

aposteriornu.

4.1 Bayesovské metody

Zakladnou ideou tejto metody je zahrnutie apriornej znalosti, ¢i skisenosti o
hodnote nezndmeho parametru vo forme pravdepodobnostného rozdelenia. Na
rozdiel od klasického pristupu, kde povazujeme parametre za nezname konstanty
a k ich odhadu pouzivame iba rozdelenie pozorovani, v bayesovskom modeli za-
hrnieme do zaverov informaécie, ktoré mame k dispozicii este pred realizaciou.
Tieto informdcie moézu byt subjektivne (na zdkladne nazéru nejakého subjek-
tu) alebo objektivne (vychddzajice z predoslych skisenosti). Bayesovsky pristup
je teda zaloZeny na stanoveni pravdepodobnostného modelu pre déta (v popise
oznacené ako data), vektor nezndmych parametrov ©, veduce k vierohodnostnej

funkcii L(O|data). Predpokladdme, ze © je ndhodny vektor, ktory ma apriérne
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rozdelenie s hustotou 7(©). Informécie ohladom parametru © nésledne ziskame

z aposteriorneho rozdelenia daného Bayesovou vetou:

L(O|data)m(O)
Jo L(B|data)m(©)dO’

7(Oldata) = (4.1)
kde € zna¢i mnozinu vSetkych moznych parametrov ©. Vyraz v menovateli je
normalizujticou konstantou aposteriérneho rozdelenia a je nezavisly na ©. Vztah
(4.1) mozeme upravit ako proporcionédlny st¢in vierohodnostnej funkcie a ap-

riornej hustoty.
7(Oldata) < L(O|data)w(O).

Tento sposob odhadu parametrov sa stal predmetom kritiky mnohych odbornikov,
a to z viacerych dovodov. Predovsetkym preto, Ze rozdelenie sa konstruuje na
zéklade apriérnej informécie, ktorej rozna volba moze viest k roznym vysledkom.
Dalsim vyznamnym dévodom je to, Ze neznémy parameter musime v niektorych

pripadoch povazovat za ndhodni veli¢inu, i ked sa moze jednat o konstantu.

4.2 Markov Chain Monte Carlo algoritmy

Bayesovské postupy sa zakladaju na podobe aposteriorneho rozdelenia, ktoré ne-
poznéme alebo ho mézeme poznat v explicitnom tvare. Casto je vsak vo forme,
z ktorej nevieme analyticky odvodit jeho Statistické charakteristiky. Zakladnou
ideou Monte Carlo metdd je mnohopocetné simulovanie daného modelu. Predpo-
kladom je znalost rozdelenia modelu. Nech parameter 6, ktory skimame, mé dané
aposteriorne rozdelenie. Z neho urobime n vyberov, pomocou ktorych mozeme

Monte Carlo sposobom ziskat pozadovani charakteristiku parametru.

Zistenie tvaru aposteriérneho rozdelenia je vo vicsine pripadov velkym problémom.
Specidlnym pripadom, kedy sa tomuto mézeme vyhnit si tzv. konjugované mo-
dely. Apriérne rozdelenie f(0|u), oznac¢ujeme za konjugované s modelom f(D|6),
ak aposteriérne rozlozenie f(0|D, ) nélezi do rovnakej distribucnej triedy. Ich
vyhodou je skuto¢nost, Ze postup od apriérneho k aposteriérnemu rozdeleniu
spo¢iva len v zmene parametrov bez toho, aby boli potrebné dalsie vypocty.

Nevyhodou vsak ostdva mald volnost vo vybere apriérneho rozlozenia.
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Casto sa tiez stretdvame so situdciou, kedy do modelu vstupuji i rusivé pre-
menné. Typickym prikladom je normélne rozdelenie N (i, o), kde dané parametre
st zvycajne vzajomne korelované, z ¢oho plynie, ze apriérna hustota ma podobu
f(p, o). Napriek neistote v hodnotach parametru o, zaujima nés prvy parameter.
V tomto pripade moZeme rusivy prvok odstranit integraciou - spoc¢itanim mar-
gindlnej hustoty parametru p. Takato integracia vsak ¢asto byva nejednoduché.
To bolo dovodom, preco sa v minulosti bayesovské metédy neuplatnovali v takom

rozsahu ako je to dnes.

Obtiaznost vyjadrenia aposteriérnej hustoty rastie dimerne s po¢tom paramet-
rov, ktoré potrebujeme odhadniif. Tento problém sa odstranil navrhnutim po-
stupu, ktory simuldciami generoval markovsky retazec, ktorého rozdelenie m4
tvar aposteriérneho rozdelenia, ktoré hladdme. Tento postup nazyvame Markov
Chain Monte Carlo (MCMC) metéda. Vysledkom tohto generovania je vektor, z
ktorého je moZné napocitat pozadované charakteristiky. Pokial je pocet simuldcii

dostatocne velky, ich hodnoty sa pribliZia k vhodnym hodnotdm.

Vdaka MCMC algoritmom je mozné generovat vybery z akéhokolvek zloZitého
mnohorozmerného rozdelenia. V porovnani s ostatnymi metédami odhadu para-
metrov, ma MCMC algoritmus niekolko zdsadnych vyhod. Prvou je moznost apli-
kovat ho na modely s viacerymi premennymi. Poskytuje taktiez rieSenie ohladom

filtracie a predikcie nepozorovanych faktorov. Tymto modelov sa venuje [6] a [11].

4.2.1 Metropolis-Hastingsov algoritmus

Tento postup bol navrhnuty Metropolisom, ktory vsak obsahoval poziadavok na
symetriu kandidatskej hustoty. Hastings neskor tento algoritmus upravil tak, aby

pozadovana symetria nebola nutna.

Uvazujme hustotu ¢(©,4), ktort tiez oznacujeme ako kandidatsku hustotu, tak,
ze [q(©,9)dY = 1. Je nutné si uvedomit, ze vyber z kandiddtskeho rozdelenia,
nie je okamzite vyberom aposteriérnym. O prijati, resp. zamietnuti rozhoduje

pravdepodobnost akceptovania a(e).

Nech R(0,1) je rovnomerné rozdelenie na inervale (0,1). Potom algoritmus pre

aposteriérne rozdelenie 7(0©, data) uré¢ime nasledovnym postupom.
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Krok 0. Zvolime vektor pociatotnych hodnét ©g = (019,620, ..., Ox0)-
Krok 1. Polozime 7 = 0.
Krok 2. Generujeme kandidatsky vektor ©* z ¢(©;,e) a R z R(0,1).

Krok 3. Polozime @H—l =0*ak R < a(@i, @*) a @H—l = @1 inak,

. w(9|data)q(9,0)
a(©,9) = min { HGEES 1}

Krok 4. Polozime ¢ =i + 1 a opakujeme Krok 2.

Existuju dva hlavné typy kandidatskej hustoty, a to symetricka a nesymetricka.
Medzi jednoduché volby symetrického rozdelenia patria napriklad normélne a rov-

nomerné, centrované so stredom v sic¢asnom stave, v ktorom sa refazec nachadza.

Uvazujme normdlne rozdelenie. Hodnota kandidata je rovnd ©; +N(0, o). Ked'ze
pre hustotu plati N (0* — 0,;0,0) = N(0; — ©*;0,0), je toto rozdelenie symet-
rické. Tento typ distribicie porusi aktualny stav markovského retazca a potom
na zéklade pravdepodobnosti a(e) prijme alebo zamietne tito hodnotu. Takto
konstruovany postup sa nazyva ndhodnd prechdadzka v Metropolisovom algoritme.
Inymi slovami, tento algoritmus generuje nahodny vyber takym sposobom, ze
k poslednej hodnote, prirata hodnotu nahodnej premennej, ktorej rozdelenie je

totozné s kandidatskou distribuciou.

Inym postupom je tzv. nezdvisly Metropolisov algoritmus, ktory generuje vzorky

nezavislé na predoslej hodnote. Pravdepodobnost prijatia bude v tvare:

. [ 7(9|data)q(©)
a(©,v) = min {Wqu) 1}'

4.2.2 Gibbsov algoritmus

Bayesovsky MCMC algoritmus sa stal ¢asto pouzivanym nastrojom na odhad mo-
delov s multidimenzionalnym vektorom parametrov. Gibbsov postup je Specidlnym
pripadom Metropolis-Hastingsovej metody, kde akceptujeme kazdy vyber. To zna-

mend, Ze pravdepodobnost prijatia «(e) = 1.
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Krok 0. Zvolime vektor pociatotnych hodnét ©g = (019,620, ..., Ox0)-
Krok 1. Polozime 7 = 0.
Krok 2. Generujeme ©;1 = (01,11,02,41, ---, Ok i+1) nasledujicim spésobom:

o Generujeme 6,1 ~ m(601]02,, ..., 0k, data);

o Generujeme 05,1 ~ m(0a]01 11,05, ..., Ok, data);

[ Generujerne Hkﬂ;ﬂ ~ W(9k|(91,i+1, 62,i+1, ey 9k717i+1, dCLt(l).

Krok 3. Polozime ¢ =i + 1 a opakujeme Krok 2.

Podmienené rozdelenia ©;,7 = 1,2, ... iplne charakterizuji zdruzené rozdelenie
7(0©|data). Podmienené pravdepodobnosti ziskame aplikovanim Bayesovej vety

na vierohodnostnu funkciu a apriérnu hustotu.

Gibbsov algoritmus je zalozeny na predpoklade, ze dokdZeme prevadzat simulécie
z kazdého plne podmieneného rozdelenia. Takze aj v pripadoch mnohorozmernécho
charakteru mozu byt vysledné simuldcie jednorozmerné. Vystupom tohto postupu
je realizécia markovského refazca. Algoritmus, ktory sme popisali sa nazyva tiez
systematicky Gibbsov algoritmus, pretoze ¢asti vektoru prechadzaju systematicky

od prvej zlozky po poslednti.

Tento algoritmus mozeme modifikovat do podoby, kedy zloZky vyberdme ndhodne,
s rovnakou pravdepodobnostou 1/k. V takomto pripade sa jednd o ndhodnai

prechadzku v Gibbsovom algoritme.

Krok 0. Zvolime vektor pociatotnych hodnét ©g = (019,620, ..., Ok.0)-
Krok 1. Polozime 7 = 0.

Krok 2. Generujeme m z rovnomerného rozdelenia na mnozine {1,...,k}.

Simulujeme zlozku 6y, ;11 ~ m(0,,101, .., Om—1.is Oms14y -, Okiy data),

polozime 0;,;,1 = 0;; pre j # m;

Krok 3. Polozime 7 =i + 1 a opakujeme Krok 2.
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Rozdiel medzi Metropolis-Hastingsovym a Gibbsovym algoritmom je ten, ze v
prvom postupe nie je potrebné poznat normujiicu konstantu u navrhovanej hus-
toty, ktort si na rozdiel od druhého pristupu volime Iubovolne. To v§ak moze
mat vplyv na efektivitu algoritmu a to takym sposobom, Ze pri nevhodnej volbe
spominanej hustoty, mozeme docielit nizku pravdepodobnost prijatia, ¢o m4 za
dosledok velky pocet zamietnuti a tym padom sa refazec len zriedka pohybuje zo

svojho stavu.

4.2.3 Vseobecny Metropolisov algoritmus

Tento simulator sa odlisuje v tom, Ze jeden parameter sa s ¢casom meni a kan-
didatske rozdelenie je normalne, ktorého stredna hodnota, bude suc¢asna hodnota,
v ktorej na refazec nachadza. Pre kazdy parameter je nutné urcit rozptyl kan-
didatskej hustoty. Oznacme si rozptyl pre j-ty parameter 0]2-. Tieto hodnoty, spolu
s vektorom O inicializujeme na zaciatku algoritmu. Ich volba je velmi dolezita,
pretoze ak by rozdiely v rozptyloch boli prili§ vysoké, refazec by sa pohyboval
len zriedka. Naopak, ak by boli velmi malé, refazec by sa pohyboval ¢asto, ale
pomalsie. Potrebujeme teda velky pocet simuldcii, aby vyslednd postupnost kon-

vergovala. Hlavnym problémom je stanovenie parametrov 0]2-.

Pouzitim MCMC algoritmov vo finanénej praxi sa venuje [3] a [7].

4.2.4 Kalibracia MCMC pristupom

Sposob kalibracie MCMC pristupom je uvedeny v [8] a [12]. Najpouzivanejsim
modelom pre cenu nejakého aktiva S je proces sledujici stochasticku diferencidlnu
rovnicu. Predpokladajme, ze cena podkladového aktiva v case t je dana difiznym

procesom

dS(t) = puSdt + oSdWy, (4.2)

kde p oznacuje drift a o znaci volatilitu, dWW; je prirastok Wienerovho procesu.

Aplikovanim Itdovho lemma mozeme vztah (4.2) zjednodusit do tvaru

d(In S) = (M - 7) dt + odW.
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Pre odhadovanie parametrov sa v praxi pouziva diskrétny tvar vo forme

T‘i:[j—f-a:&i, €Z‘NN(0,1)7

p= <u5i— 1§> At,
F=cv/At.

LIBOR market model:

Forwardova miera podla LMM modelu je dané predpisom

k

AFy(t) = Fy(t)

i=m(t)

0 Fi ()G (1) Cr

T+ E(0)5, dt + G (t) Fi(t)dW (),

kde k=1,...,n.

Po uprave a naslednom pouziti Itbovho lemma ziskame tvar

k

F ) 2
dlog F(t) = Z % — %’“ dt + G (t)dW (2).
i=m(t) LA

Potom pre logaritmus podielu forwardovych mier dostdvame vztah

re(t) = p(t) + ow(t)e(t),
kde £(t) ma normované normélne rozdelenie a pre parametre plati:

i GGG ¢
i) = | 2 ToRms 2 ) A

i=m(t)

Jk(t) = Ck(t)\/Kt

(4.3)

Stochasticky proces, ako napriklad Hestonov model, meni parameter volatility

na stochastickd volatilitu. Predpokladajme, ze volatilita v/V sleduje Ornstein-

Uhlenbeckov proces

A/ V() = —B/V(0)dt + 5dWa(t),
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potom z Itoovho lemmatu plynie, Ze rozptyl V() je dany vztahom

AV (t) = k[0 — V()]dt + o/V(E)dWa(t),

pricom Wi (t) a W(t) maji koreldciu p. Tento vztah je analégiou CIR modelu
trokovych mier. Volba prave tohto modelu je z dovodu nezédpornosti volatility a
jej tendencii k ndvratu k priemeru. V nasom pripade budeme uvazovaft logaritmus

rozptylu
dlnV(t) = k[0 — In V(¢t)|dt + odWs(t).

Oznacime h(t) = InV(¢) a predosly vztah prevedieme do diskrétneho tvaru. Do-

staneme rovnicu, ktora je vo forme autoregresného modelu AR(1).

ht)—h(t—1) = k[0 —h(t—1)]At+oVALEEY, < ~N(0,1)
h(t) = h(t) =a+ Bh(t —1)+ e}, (4.4)

kde a = kAL, [ =1—rkAt a v=0oVAL

V nagom pripade budeme potrebovat volatilitu pre kazdud splatnost, to znamend

hi(t) = ag + Buhi(t — 1) + el .

Celkovo dostédvame nasledujice vzfahy:

re(t) = p(t) + 0%,
hi(t) = ap+ Behi(t — 1) + el

kde hy,(t) je staciondrni proces, tj. | 3| < 1, E [:¢},,,,] = 0 pre vietky m a E [g;e,1,,]
=E [e}e/.,] = 0 pre vietky n # 0.

Prvym krokom v MCMC modele je urcenie apriérnej informacie. Nech logarit-

micka volatilita méa v ¢ase 0 normalne rozdelenie

hk(O) ~ N(mo, Ao)
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Oznacéme &, = (ay, Bi)’, potom plati

Yo ~ T7Hno/2,nes3/2),

kde myg,Ag, 0, Vo,no a s3 st hyperparametre.

Existuju dva mozné postupy pre generovanie parametrov a volatility. Prvym je
blokovy pristup, ktory pracuje s celymi vektormi zaroven, druhym je individualny
pristup, ktory prevddza generovanie pre kazdi hodnotu zvlast. V tejto praci

vyuzijeme druhy sposob.

Generovanie parametrov

§k7'713|hk(1); Ceey hk(T),Tk(l), e ,Tk(T)

Z hi(t) pre t = 1,...,T pouzitim bayesovskej linedrnej regresie uréime autoreg-

resné koeficienty «, 3, v:

1 ... 1 ,
kde X = ( ) (T 1 ) ay = (h(2), ... h(T))

Koeficienty urc¢ujeme z nasledujicich rozdeleni:

7% o IH (g2, &),

(a, 8) o p ((a, BY: B, 72(X’X)—1>,

Dalsou podstatnym krokom je uréenie podmieneného apriérneho rozdelenia hy(t)
Méme hy(t — 1), & a i, pret =1,...,T — 1 sa da ukézat rozdelenie pre hy(t)
a hk<t + 1)

(hk@) )NN<< o+ Bihi(t — 1) )f(l By ))
hi(t +1) 1+ Bo)aw + B2ht—1) )"\ g a+p82) )
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takze pre strednt hodnotu my(t) := E(hy(t)|hg(t — 1), hi(t + 1), &, ~2)
a volatilitu s2(t) := var(hg(t)|hy(t — 1), hi(t + 1), &, ~2) platia rovnosti:

_ o (L=8y B B
2 o ’72<t>
= Ty ge

Metropolisov algoritmus pre volatilitu:

1. Zvolime inicializacné volatility v case 0 a polozime j = 0.
2. Stcasny stav je hy(t)9).
3. Vygenerujeme novi volatilitu h(t) z rozdelenia N (h,(j ) (t),72(1)).

4. Vypocitame pravdpodobnost prijatia

5. Dostaneme novy stav

ROy = h};(t) s pstou  a,
g h(t) spstou 1—a.

Tento postup opakujeme J-krat pre kazdé ¢t = 1,...,T — 1. Vystupom algoritmu

je vektor nasimulovanych volatilit, nasledne pouzity pre ocenenie.
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5. Analyticka cast

Vseobecné udaje

Datum uzavretia obchodu
Datum nadobudnutia platnosti
Konec¢ny datum

Nominélna c¢iastka

28.6.2004
23.4.2014
23.6.2024
200 000 000 EUR upraveny v stlade
s Modified Following Business Day

Convention
Kupujuci strana A
Predavajuci strana B
Strana A
Platobné dni platcu pohyblivych sadzieb 23.6. a 23.12. kazdy

Pohybliva sadzba

23.12.2014 vratane do 23.6.2024
vratane, s Tupravou Vv

Modified Following Business Day

Convention

6M EURIBOR

Urokovd béza pre vypocet pohyblivej ¢iastky Act/360

Resetny den

Strana B

Platobné dni platcu fixnych sadzieb 23.6. kazdy rok, od 23.6.2015

Fixnd sadzba

1.den kalkula¢ného obdobia

vratane do 23.6.2024

s upravou v silade s Modified

Following Business Day Convention

5.62500%

Urokovd béza pre vypocet fixnej ¢iastky 30/360
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5.1 Vstupné data a ich dprava

Pre ocenenie nasho obchodu potrebujeme nasledujice data:

(1) swapové sadzby so splatnostou 1Y - 20Y
(2) 6M Euribor sadzby
(3) volatility capov

(4) volatility swapcii

Swapové sadzby, ktoré mame k dispozicii su kétované na trhu, avsak so splat-
nostami 1Y, 2Y, ..., 15Y a 20Y. Sadzby pre ostatné roky a taktiez chybajtice
udaje pri splatnostiach 4Y, 7Y, 9Y, 11Y, 13Y a 14Y dopocitame klasickou li-
nearnou interpolaciou. Zo zdroja (http://www.patriaplus cz) sme ziskali histo-
rické idaje od datumu 4. 6. 2003.

Obr. 5.1: Vyvoj swapovych sadzieb

Na ocenenie swapcie potrebujeme vynosy bezkupénovych dlhopisov. Tie ziskame

metodou bootstrappingu zo swapovych sadzieb.

Déta nam chybaji aj pri sadzbéch jednoroéného swapu. Nakolko nie je mozné
takto priamo pouzit bootstrapping, aplikovali sme dva sposoby vypoctu sadzieb.
V prvom postupe sme pomocou nezndmej hodnoty 1Y swapovej sadzby (ozn.
r) vyjadrili diskontné faktory zavislé na tejto hodnote. Riesenim rovnice, kde r
sme pouzili ako interpolovant hodnotu sme ziskali sadzby, ktoré sme nésledne

bootstrappovali na vynosy bezkiponovych dlhopisov.
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Obr. 5.2: Vynosy bezkupénovych dlhopisov

0.050 |2
o.ms‘ 2
0.040 fn
0.035 P
0.030 ;

0.025

7 grafu vidime, ze takyto postup nezodpoveda spravnemu vyvoju. Preto bude-
me v praci pouzivat vynosy vypocitané druhym sposobom. Na ten pouzijeme
6M EURIBOR miery zobrazené na obrazku 5.4, pomocou ktorych interpolujeme
hodnoty 1Y swapu a nésledne bootstrappingom prepocitame vsetky sadzby na
sadzby bezkupénovych dlhopisov. Obrazok 5.5 ukazuje kompletné idaje vynosov

so splatnostami 1Y - 20Y, ktoré pouzijeme na ocenenie .

Bootstrapping

Pomocou tejto metédy vieme zo swapovej vynosovej krivky vyjadrit spotovi
vynosovu krivku. Nech R; je jednorocna swapovéa sadzba. Diskontny faktor d;

z nej odvodime podla rovnice

1=(1+ Ry)dy = dlzrlRl.
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Obr. 5.4: Vyvoj 6M EURIBOR sadzieb

0.0225
0.0220
0.0215
0.0210
0.0205

0.0200

o.0so
0.045 !
.o4nk
o035
0.030 :

0.025
[o-

Pre dvojrocny swap plati predpis

1= Rydy + (14 Ry)dy = dy =120

Druhy bod spotovej krivky potom ziskame zo vztahu

_ 1
d2 - (1+T0;2)2 ’

VsSeobecne pre n-roény swap mame

1=R,di+ Rydo+ ...+ Rpd,—1 + (1 + R,)d,,
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odkial 1
n 1+ R, - 1+ R, '

A pre body spotovej krivky potom plati

5.2 QOcenovanie

Nech s oznacuje swapciovi pevnu sadzbu. Nech s7 je trznd swapova miera v ¢ase
T, kedy konéi platnost opcie. Spoloénost uplatni opciu v pripade, Ze s, < sr, inak
je vyhodnejsie tirocit swapovou mierou sp. Vyplatnd miera je max(sy — sy, 0),
ktoréd je platend po celi dobu trvania swapu, tj. v ¢asoch Ti,...,Ty. Hodnota

swapcie v ¢ase T je vyjadrend vztahom

N
fr= Z P(T,T;)m;L max(sp — s, 0), (5.2)

i=1
kde L zna¢i nominalnu hodnotu obchodu. V tomto pripade uvazujeme odlisni

numeraire, a to anuitu, danti predpisom

A(t) = Zfip(t, T)). (5.3)

Vztah (5.2) mozeme upravit do tvaru
fr = A(T)L max(sr — s, 0).

Predpokladajme, ze miera sy ma lognormélne rozdelenie. Swapova miera s; pri-
slichajica swapu so zaciatkom v ¢ase T' a platbami v ¢asoch T7,...,Txy nam

plynie zo vztahu pre sic¢asnt hodnotu
0= P(t,Ty) — P(t,Tx) — SN, P(t,Ti)mis, = P(t,Ty) — P(t, Tx) — A(t)s:,

odtial
P(t,Ty) — P(t,Ty)

A . (5.4)

St —
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Nasim cielom je urcitf teoreticki vysku zisku strany B tohto kontraktu, teda
kupujuceho swapcie, ktory je platcom premenlivej swapovej sadzby. Na ocenenie
vyuZijeme klasicky Blackov model pre swapcie, kde drzitel ma pravo zaplatit

pohyblivi mieru sp:
fo=A0) (siN(=da) — 50N (—d1)), (5.5)

kde
= In(so/sk)+02T/2

oVT , )
d2:—1n(80/2k\)/%0 T/2 = d1 - U\/T.

5.2.1 Ocenenie pomocou volatilit capov

Po uprave dat mozeme pristipit k oceneniu derivatu podla postupu, ktory sme
popisali v ¢asti 3.1. Vstupom programu su vynosy dlhopisov a hodnoty volatility
capletov. Volatility st roéné. N&s kontrakt je vSak troceny polrocne, preto si

musime jednotlivé hodnoty prepocitat pomocou vztahu
or =0 % VT, (5.6)

kde or je volatilita pre ¢asové obdobie T a ¢ je ro¢na volatilita.
Vztah (3.1) si upravime do vhodného tvaru, z ktorého vieme postupne priamo

napocitat hodnoty A:

2 k 2
A2 o 0k+1tk+172j:1 Aj—lTk*ijl

vypocitame forwardové volatility , pricom ¢asové kroky su v nasom pripade pol-

rocné.

Pre simuldciu forwardovych sadzieb vyuzijeme vztah (3.2). Tento proces pre-
bieha iterativne. Z pociatoc¢nej vynosovej krivky, ktora bola vstupom algoritmu,
napocitame sadzby Fy(0),. .. Fyo(0).

(141l
Fig = ey =1

Y

kde r; je vynos v Case ¢ a F; ; je forwardova miera na obdobie medzi 7 a j.

Z nich nasimulujeme miery o rok, ktoré budi mat o jednu splatnost menej, tzn.
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Tabulka 5.1: Forwardové volatility

Rok O'k(%) Akfl(%)
1 | 144 14.4
2 | 17,2 19,7
3 16,6 15,3
4 15,5 11,6
5 | 146 10,1
6 13,8 8,55
7 | 131 7,86
8 | 125 7,44
9 12 7,21
10 11,6 6,56

sadzby Fi(1), ...,Fi9(1). Z nich nasimulujeme sadzby o dva roky, ktoré budi mat
o dve splatnosti menej. Takto postupujeme az po hodnotu Fig(19). Prevedieme
1000 simulécif, ktorych priebehy méme znézornené na obrazku 5.6. Casové indexy

st posunuté o jednotku, nakolko program nevie poé¢itat s indexom 0.

Obr. 5.6: Simulécie forwardovych mier

Z obrazku vidime, ze simulované sadzby sa odlisSuji od vstupnej krivky. S nardstajicim
¢asom sa odchyluji pomerne vyznamne, aviak ak vezmeme priemer vietkych mo-
delovanych mier,vidime, Ze sa pohybuje v okoli krivky. Pri velkom poé¢te simulécii
mozeme teda prehlésit, Ze aritmeticky priemer je vierohodnym odhadom stredne;

hodnoty forwardovej krivky:.

Samotné forwardové sadzby vSak nie si podstatnym prvkom pri postupe oceriovania.
Do procesu vstupuje len pociatoénd krivka. Nasim cielom je vypocitat swapciovi

volatilitu, ktora je potrebnd pre pouzitie Blackovej formuly. Ziskame ju dosadenim
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jednotlivych hodnét do vzorca (3.7).

Ocenujeme swapciu, ktorej nominalna hodnota je 200 miliénov EUR pri fixnej sa-
dzbe 5,625%. Spocitame hodnotu derivatu podla postupu uvedeného v predosle;
casti. T4 bola diskontovana do casu, kedy bol obchod uzavrety, teda k datumu
28.6.2004.

Hodnota volatility pri nasich ddtach vysla priblizne 8.4% a hodnota swapovej
sadzby k ¢asu uzavretia obchodu 5.7%. Vztah (5.2) ndm ddva vysledni hodnotu

nasho derivatu vo vyske 2.95 miliénov EUR.

5.2.2 Historicka volatilita

Historickou volatilitou rozumieme standardni odchylku vynosov. Tento jedno-
duchy sposob spociva vo vypocte vynosov z forwardovych mier a naslednym

pouzitim vztahu pre vyberovii smerodatni odchylku

o= Z?:l(ri - Tavg)Q

n—1

, (5.7)

kde r; je vynosnost v ¢ase i, gy, je priemernd hodnota a n je pocet obdobi,
pre ktoré mame k dispozicii idaje. V nasom pripade uvazujeme celi histériu od
4.6.2003 do datumu uzavretia kontraktu, c¢o je 279 udajov. Ziskali sme hodnoty
dennej volatility. Tie opit musime prepocitat na polroéné podla vztahu (5.6).

Uvazujeme 252 obchodnych dni, takze v tomto pripade bude 7" = 252/2.

Znova pouzijeme Blackov vztah na ocenenie swapcie. V tomto algoritme ndm
swapciovd volatilita nardstla na viac ako 12% a swapovd sadzba ostdva rovnaka.

Hodnota kontraktu vypocitana tymto sposobom je 4,34 miliénov EUR.

5.2.3 Ocenenie pomocou volatility swapcii a capov

V tejto casti nebudeme prevadzat praktické vypocty, nakolko sme nemali k dis-
pozicii potrebné data. Konkrétne sa jedna o maticu swapciovych volatilit. Algo-
ritmus sme previedli len na teoretickych tidajoch, ktoré sme ¢erpali z [1]. Na nich

sme porovnali postup z 3.1 a 3.2.
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Porovnanie modelov

Vstupom je tabulka swapciovych volatilit,

1Y 2Y 3Y 4Y 5Y 6Y 7Y 8Y 9Y 10Y
1Y 164 158 14.6 13.8 13.3 129 126 123 12. 11.7
2Y | 177 156 14.1 13.1 127 124 122 119 11.7 114
3Y | 176 155 139 127 123 121 119 11.7 11.5 11.3
4Y 169 14.6 129 119 116 114 11.3 11.1 11. 10.8
oY | 1568 139 124 115 11.1 109 10.8 10.7 10.5 104
7Y | 145 129 11.6 10.8 104 10.3 10.1 99 98 96

10Y | 135 11.5 104 98 94 93 91 88 86 84

forwardové miery pre splatnosti 1Y - 10Y

3 By Iy Fy  Fy Fe Iz Iy Fy Fio
0.0501 0.056 0.0584 0.06 0.0613 0.0628 0.0627 0.0629 0.0623 0.063

a capletové volatility

cpl cpl cpl cpl cpl cpl cpl cpl cpl cpl
Yy U2 U3 Uy Us Ys U7 Us Yg Y10

0.180 0.192 0.186 0.177 0.168 0.158 0.153 0.149 0.145 0.141

Chybajiuce hodnoty swapciovej volatility sme dopocitali linedrnou interpolaciou.

Najprv vypocitame forwardové miery podla postupu popisanom v ¢asti 3.2.

Uvazujme, ze okamzita volatilita spfﬁa vzfah (3.9). Potrebujeme teda vhodne od-
hadntt parametre 6 a ¢. Pred samotnou kalibraciou musime vhodne inicializovat

tieto parametre. Za vstupné hodnoty pre 6; zvolime 1 a pre 1; volime 7 /2.

V kazdom kroku kalibracie

MKT

- uréime hodnoty patametrov ¢; podla vztahu (3.12), kde za v} vezimeme

vysku capletovej volatility v case 1,
- podla predpisu pre vﬁj\g M (3.15) vypocitame swapcové volatility, ktoré po-

rovnéane s volatilitami dostupnymi na trhu.

Tieto kroky opakujeme kym rozdiel trznych a modelovych volatilit nebude mi-

47



nimalny.

Zo ziskanych parametrov mézeme vypocitat hodnoty forwardovych mier podla
vztahu (3.18).

1y 2y 3Y 4y 5Y 6Y 7Y 8Y 9Y 10Y

Fi(t) [5.01 560 584 6.00 6.13 6.28 6.27 6.29 6.23 6.30
Fy(t) 5.66 478 626 536 524 571 6.01 518 5.95
Fy(t) 5.656 7.35 5.02 7.37 4.85 7.18 7.99 7.59
Fy(t) 599 6.66 7.75 629 6.48 5.09 9.45
Fy(t) 6.07 535 4.64 7.18 4.61 8.17
Fe(t) 629 582 416 6.9 7.91
Fy(t) 620 7.31 548 6.51
Fy(t) 6.27 7.31 6.06
Fy(t) 6.21 8.67
Fio(t) 6.27

Na porovnanie vypocitame tiez hodnoty forwardovych sadzieb podla postupu
opisanom v 3.1. Vstupom programu st opit forwardova krivka a capletové vola-
tility.

Zo vztahu (3.9) odvodime forwardové volatility A. Dosadenim tychto hodnot do

vztahu (3.2) mdzeme postupne napocitat hodnoty forwardovych mier.

1y 2y 3Y 4Y 5Y 6Y 7Y 8Y 9Y 10Y
5.01 5.6 584 6.00 6.13 6.28 6.27 6.29 6.23 6.30
6.87 4.87 6.49 5.62 587 592 58 573 5.65

3.9 579 583 6.85 5.60 532 6.95 6.71

5.65 5.74 6.05 5.28 598 6.91 6.79

7.35 5.13 4.78 6.85 8.77 6.62

434 541 737 879 5.71

52.53 5.1 6.05 6.07

6.2 7.08 8.28

6.47 7.40

6.50

~ T+ T+ T+ T+ T T+ T+ T

—~
~~
N—
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Z predoglych tabuliek vidime, Ze miery vyratané podla prvého sposobu st stabil-
nejsie, ¢o je dosledkom zahrnutia viacerych trznych parametrov. Avsak aj napriek
tomu bolo minimum pri minimalizdcii volatilit pomerne velké, ¢o ukazuje, Ze na-

simulované ddta nie st dost kalibrované na swapciové volatility.

Ocenovanie sme tentokrat previedli pre nasledovné udaje:
swapcia je zjednana na sumu 1 000 EUR pri pevnej sadzbe 5.625%. Platnost

opcie je b rokov a maturita podkladového swapu je urcend na 10 rokov.

Nasledujiica tabulka porovnava jednotlivé iidaje pre oba postupy ocenovania:

Tabulka 5.2: Porovnanie modelov - vysledné tidaje

Brigo-Mercurio | Hull
swapova sazdba k ¢asu 0 5.92% 5.94%
diskontny clen 7.31 7.31

hodnota derivatu (EUR) 433 434

Vidime, ze oba tieto postupy pri teoreticky hodnotach davaja priblizne totozné
vysledky ocenenia. Mézeme teda konstatovat, Ze sii zhodné. Postup pre ocefiovanie

je uvedeny v prilohe.

5.2.4 MCMC

Vseobecny postup Markov Chain Monte Carlo metédy sme popisali v kapitole
4.2. Nakolko volatilita je nepozorovatelna premennd a v tomto modele neméme
na vstupe ziadne informadcie o nej, je potrebné, aby bol k dispozicii dostatoény

pocet historickych udajov pre odhad.

Pociatoéné hodnoty sme zvolili nasledovne:

- T =278
- h(0) =0
-ap=—1
- B =08
- =0.1
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- o ~ N(0,100)
- By ~ N(0,100)
- 7]3 ~ F_1(57 01)

- hi(0) ~ N(0,100)

Pocet simulacii = 3000

Burn-in = 1000

Vieme, ze podla predpokladov m4 log-volatilita tvar autoregresného procesu (4.4).
Pri kazdej simulécii boli priebezné odhadované parametre stochastickej volatility

danej rovnicou (4.4). Ukazeme si ich na splatnostiach 1Y, 5Y, a 10Y.
Obr. 5.7: Vyvoj parametrov o, 3, v

M
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Zobrazeny je refazec vietkych nasimulovanych parametrov. Pri ocefiovani swap-

1000 1500 2000

cie vSak prvych 1000 hodndt neuvazujeme, éim chcem odstranit vplyv volby

vstupnych parametrov.

Rozdelenie parametrov volatility si ukdzeme na obrazku 5.8, kde su zobrazené

histogramy pre «, 8 a v, tentokrat pri splatnostiach 1Y a 10Y.
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Obr. 5.8: Histogramy parametrov a, 3, v
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Zo zvolenych parametrov sme pre rozne doby splatnosti nasimulovali priebeh
volatility diiky 278, ¢o odpovedd poctu jednotlivych dat, ktoré mame k dispozicii.
Na obréazkoch 5.9 a 5.10 vidime priebeh simulovanej volatility pre splatnost 1Y
a 10Y. Vyobrazené su priemerné hodnoty, dolny a horny 90%-ny konfidenény

interval.

Obr. 5.9: Vyvoj volatility pre splatnost 1Y
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Obr. 5.10: Vyvoj volatility pre splatnost 10Y

01l

0.

Ly
=)

mh
!lrl' " "" J'I'Illl“' i l“ ”HI' .Jh'”d('llll#m [ I\I 1rL|.1|pl. ‘. ]I "|r1/||

0.

=]
(=]

ZﬂW‘lqum,-"ﬁM'fwwﬁilﬁWrM‘JMF'MJ**N”WM*\NWNJW

007

i W M a«'r"fw“ M 'Ilw‘f”ﬂk I MW‘””” 0 iNL” *f‘ e ””ﬁ "\'1

1-:»:I 150 "{):l J,,

0.0

o

Priemerné hodnoty volatility pre vSetky splatnosti ndm zhiia tabulka 5.3. St
v nej percentualne vyjadrenia priemeru volatility, horného a dolného 90%-ného

intervalu spolahlivosti.

Tabulka 5.3: Priemerné hodnoty simulovanej volatility

1Y 2Y 3Y 4Y 5Y 6Y 7Y 8Y 9Y 10Y

Volatilita (%) | 7.99 7.34 6.9 729 7.67 7.7 776 734 7.12 7.75
Dolny interval | 6.19 5.6 5.18 5.56 5.87 5.51 566 55 55 5.64
Horny interval | 10.3 9.18 8.89 9.57 9.58 10.2 10.2 9.34 8.97 10.2

Priemernd pravdepodobnost prijatia bola pri danom pocte simuldcii 60%-n4.
Takyto postup si vyzaduje vyssi pocet opakovania kalibracia, avsak kvoli ¢asovej

, o . . s . 9
narocnosti programu to nebolo mozné zrealizovat.

Teraz pristupime k oceneniu swapcie na zaklade ziskanej volatility uvedenej v
tabulke 5.3. Postup je rovnaky ako pri predoslych algoritmoch. Volatilita swapcie
nam vysla priblizne 5% a hodnoty derivatu pre priemernd hodnotu volatility a

taktiez pre hodnoty volatility konfiden¢neho intervalu su

Cena swapcie (EUR)
Priemernd volatilita 2.51 x 10°
Dolny interval 1.84 x 108
Horny interval 3.28 x 10°
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5.2.5 Porovnanie cien swapcie

Hlavnym cielom tejto préce bolo ocenit konkrétny derivat popisany na zaciatku
analytickej casti. Pripomenieme si zdkladné polozky zmluvy. Ocenovali sme swap-
ciu uzavretu na nominalnu ¢iastku 200 milionov EUR. Strana A je platcom po-
hyblivej sadzby, a to 6 mesacného EURIBORu. Strana B je platcom pevnej sa-
dzby urcenej vo vyske 5.625%. Vysledkom je vyska zisku strany A pri uplatneni
derivatu, ktory ma splatnost o 10 rokov s maturitou swapu 10 rokov. Prvé dva
sposoby ndm pomocou explicitného vzorca dali jednoznacné vysledky. V trefom

pripade bola cena spoc¢itand na zaklade pociatocnej simulécie volatility.

K urceniu hodnoty derivatu bolo potrebné kalibrovat modely na trzné déta, kon-
krétne implikované volatility capletov. Vyuzili sme vzorec pre cenu prijemcovske;j
swapcie, ktord je pridelens strane, ktord ma pravo prijimat fixni sadzbu, v nasom
pripade je to strana A. Pri skiimani diskontovanej hodnoty derivatu nas zaujima,
¢ je kladna. V takej situdcii je strana A vo vyhode a pravdepodobne do obcho-
du vstupi. Vyska stcasnej hodnoty potom urcuje zisk, ktory strana bude mat
pri uplatneni prava na vstup do swapu. Nasledujica tabulka ndm zhfiia ceny

derivatu k datumu uzavretia kontraktu.

Tabulka 5.4: Ceny swapcie

metdda cena swapcie(EUR) | % z nomindlnej ¢iastky
Hull 2.95 x 10° 1.48%
Brigo-Mercurio ~ Hull ~ Hull
pomocou historickej volatility 4.34 x 106 2.17%
MCMC 2.51 x 10° 1.26%

V pripade MCMC metddy sa jednd o priemer z jednotlivych simulécii. Sice ndm
udéava isty odhad ceny, nevieme vSak ni¢ o ostatnych simulovanych hodnotach,
preto sme si v predoslej casti uviedli aj d’alsiu charakteristiku, a to interval

spolahlivosti.

Jednotlivé ceny sa vyrazne lisia. KedZe sa jedna o predpoved vyvoja tirokovych
sadzieb do budicna, nemozeme s uréitostou vyhldsit, ktord metdéda je najs-
polahlivejsia. V kazdom postupe sme vsak dostali kladné ¢islo, ¢o symbolizuje
vyhodu kontraktu pre stranu A, ktora na zaklade tychto idajov vstiupi do obcho-
du.
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Zaver

Tato praca bola zamerana na urokové derivaty a ich kalibraciu. Popisali sme
jednotlivé modely turokovych sadzieb, pricom sme sa detailne venovali modelu
zalozenom na HJM ramci, a to Libor Market modelu, ktory ako prvy uvazuje
forwardové sadzby. Je to relativne novy néastroj simulujici forwardové sadzby
pri vstupnej spotovej miere. KedZe zohladiiuje implikované trzné volatility, je

modelom, ktory dobre koresponduje s aktualnymi podmienkami na trhu.

Vieme, Ze volatilita je latentnd premennd, ¢ize ju nemodzeme pozorovat priamo.
Preto sme ukazali rozne metdédy jej kalibracie. Zamerali sme sa na postupy za-
lozené na bayesovskom principe a podrobne sme popisali MCMC algoritmy. Po-
rovnali sme 4 sposoby modelovania volatility. Kalibracia pomocou capovych vo-
latilit, pomocou capovych a swapciovych volatilit, ktoré sme ziskali z trhu, pomo-
cou historickej volatility urc¢enej z historickych tidajov vynosov bezkiponovych

dlhopisov a ako posledny sposob sme pouzili uz spominany MCMC algoritmus.

Tieto teoretické poznatky sme vyuzili pri aplikacii na redlne data. Ocenili sme
konkrétny derivatovy obchod, ktory bol skuto¢ne uzavrety. Poukézali sme na
velki dolezitost kalibracie volatility, od ktorej sa odvija vyslednd hodnota nasho
derivatu. Priebeh volatility je rozny pre rozne modely, ¢o suvisi s faktom, aké trzné
data pri odhade uvazujeme. 7Z porovnania cien swapcie vypocitanych pomocou
Blackovej formuly vyplyva, ze strany kontraktu podstupujui taktiez modelové rizi-
ko, ktoré je v tomto pripade vyrazné. Vyber postupu, podla ktorého modelujeme
volatilitu mé zasadny vplyv na vysku zisku kupujicej strany. Ukazalo sa, ze aj
napriek tomu je tento kontrakt pre kupujicu stranu vyhodny, z ¢oho usudzujeme,

7e v dobe maturity swapcie, strana uplatni svoje pravo vstiipit do 10Y swapu.
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Ocenenie Brigo-Mercurio

In[244]:=

In[248]:=

In[249]:=

In[261]:=

In[262]:=

In[269]:=

In[270]:=

In[272]:=

In[274]:=

In[275]:=

t[f_1:=i7/2;

t[-1]1:=0;

taufi _1:= (#t [i ]1-t [i -11=%)0.5;

tau[0] =0.5;

L caplet[i T»Sqrt [t [i]]
fil[i_]:-=

Sqrt [Sum[tauf[j -1] »psi [i -j +11%, {j, 1, i}]]
rholi _, j_1:=Cos[theta[i]-thetal[j]]
F[i _, 0] :=FWD[i ]

1
wla_, b_,i_,t_1:= [tau[i]*Product [1 AUl 1P t]' {, a+1, i}]]/
+ * s

1
l+taufj]+F[j, t1

Sum[tau[k] *Product[ {j, a+1, k}], {k, a+1, b}]

S[a_, b_,t _]:=Sum[w[a, b, i, t]*=F[i, t], {i, a+1, b}]

vLMM[a_, b_, t _]1:=
[w[a, b, i, tl+wla, b, j, t]1+F[i, t]1*=F[j, t]*rholi, j]

S[a, b, t]12
fi[j]+Sumpsi [i -k]«psi[j -k1, {k, 0, a}1, (i, a+1, b}, {j, a+1, b}]]

1
Sqrt[— Sum wfi i ]+
a

paranetre =

. . . . 7 .
J0|n[TabIe[{pS| i1, 1y, ¢, 1, Mp1, Table[{theta[l 1, E} {, 1, M}”;
sumaci a = Sum[ (VLMV[i, j, O] -h[i, j1)? {j, 2, My, (i, 1, | -1}];
podm::TabIe[_—; <thetali]-thetaf[i -1] <12r, {, 2, M}];

fcia=Fi ndM ni mum[{sunmaci a, podm}, paranetrel;

e[i _]1:=thetali] /. Last [fcia]

Yli _1:=psi[i] /. Last [fcia]

_ caplet[i 1*=Sqrt [t[i]]

©sart [Sumftaufj - 11w -} +112, ¢, 1, i}]]

ol _]

pli_, j_1:=Cos[e[i]-6[j]]

vVLMR[a_, b_, t_]:=
1 a, b, i,t a, b, j,t Fli, t Flj, t i, ]

Sqrt[— Sum[w[ ! 1 *w[ J I+xF[, t1+F[], t]*p[l J]*¢[i]*
a S[a, b, t]2

OLi 1 *Sumpyli -k] «¥[j -k1, ¢k, 0, a}1, {i, a+1, b}, {j, a+1, b}]]

vol at = Tabl e[vLM\R[a, b, 0], {b, 2, M}, {a, 1, b-1}7;

vol atilita = AppendTo[vol at, capl et ];
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negl= FIK_, t_]:=
FIk, t -1] »Exp[Sum[ (o[k, j1*tau[j]1*¢[j1*o[K] *xy¢[] -a]l x¢¥[k-a]«xF[j, t -1])/
(L+tau[jl1+F[j,t-11), {J, a+1, k}]] =
o[k1?*xylk -a]l?
) 2
mery =Mdule[{}, h={}; For[a=0, a<10, a++,
{i =a, AppendTo[h, Table[F[k, i +1], {k, i +1, 10}]11}1; hl;

Exp[ +¢[k] * ¢ [k -a] » RandonmReal [Normal Di stri bution[]]]

n43s5)= n = 10;
sk = 0. 05625;
L = 1000;

ms1si= G[j _, t_J:=mery[, t1

1

1 - Product [—l+t 20T 1500 03

i1 my

nB1el= St _] 1= .

Sum[t au[i ] = Product [m,

G, 1, i}], (, 1, n}]

Product [L+tau[j]1*G[j, t1, {j, 1, n}]
" Product [L+tau[j]+G[j, t1-1, {j, 1, n}]
Sum[Product [1+tau[j]1=*G[j, t], {j, i +1, n-1}1, (i, O, k-1}1/
Sum[Product [1l+tau[j]1*=G[j, t], {j, 1 +1, n}], {i, O, n}]

ins18l= gamafk_, t_1:

in[520p= TO = 5;
T =10;

vol Swapci e = Sgrt [
1 tau[k] »vol atilital0, k] » G[k, 1] xganmal[k, 1]
— *Int egrate[Sum[
TO 1+taufk] »G[k, 1]

. {k, 1, n}]z,

t, 1, TO}]];
1

ins23:= P[0, 1 _] = ————
(1 +PVDLi T)!

A=Sum[tauli]+P[O, t[i]], (i, 1, n}I;

Log[s[1] /sk] +vol Swapcie? xT0 /2
) vol Swapci e » Sqrt [TO]
Log[s[1] /sk] - vol Swapcie? xT0 /2

dl

d2

vol Swapci e = Sqrt [TO]
ins271= rozd[X_] = COF[Normal Di stribution[], x]

ns2g= fO = AxL % (S[1] *rozd[d1l] -sk xrozd[d2])
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Ocenenie Hull

neot)= vol atilita[0] = capl et [11;
nizozi= vol atilita[k_]:=Sqrt [capl et [k +1]?«t [k +1] -Sum[vol atilitali]? ({i, 0, k-1}]]
A=Table[volatilita[k], {k, 0, 9}]

in298)= m er yHul | Dat a : = Modul e[{m’ ery},

mery = Tabl e[O, {i, 1, 10}, {ii, 1, 10}1;
m ery[l] = FVD;
For [j =2, j <10, j ++,
For [k:j, k <10, K++,
mery[[j, kIl =mery[j -1, k]

Exp[[Sum[(tau[ii]*m' eryl[j -1, iil*aAfii -j +101 A0k -j +17) /7 (1 +

taufii]*=mery[ -1, iiqQ), {ii, |, k}]- =tauflj - 17 +

ALK -] +1BZ]
ALk -j + 1] » RandonReal [Nornmal Di stribution[]] »Sgrt [taul[j —1]]]”;
m ery];
inogl= G = Transpose [m eryHul | Dat a];

1 .
1 - Pr oduct [m, {. 1, n}]

In[s01):= St _] : =
Sum[tau[i 1 * Product [Wl*Gmtn g, 1, i}], (i, 1, n}]

Product [L+tau[j1*=G[j, tT, {j, 1, n}]

insos= gamafk_, t_1:= - - - -
Product [1+tau[j]1*GL, t1-1, {j, 1, n}]

Sum[Product [1+tau[j1*=C[j, t1, {j, i +1, n-1}1, {i, 0, k-1}1/
Sum[Product [L+tau[j]*=G[j, tT1, {j, i +1, n}], {i, O, n}]

vol Swapci e = Sgrt [

1 tau[k] » A[KT = G[k, 17 »gama[k, 1]
— x| ntegrat e[Sum[
TO l+taul[k] =Gk, 17

. (K, 1,n}]a {t, O,TO}]L

Log[s[1] /sk] +vol Swapci e« TO /2
in[5101= d1 =

vol Swapci e *Sqrt [TO]
Log[s[1] /sk] -vol Swapci e2 «+T0 /2
) vol Swapci e » Sgrt [TO]

d2

inis12)= rozd[x_]1 : = COF[Normal Di stribution[], x]

fO=AxLx* (s[1l] *xrozd[dl] -sk xrozd[d2]);
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