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Vedoućı diplomové práce: Doc. RNDr. Jǐŕı Witzany, Ph.D.
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V Prahe dne 31.7.2013 Dominika Holotňáková
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obchodu podl’a spomı́naných metód.
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Úvod

Úroková miera je jednou z najzákladneǰśıch velič́ın vo svete financíı. Vplýva

na zmenu výmenných kurzov, je stabilizujúcim faktorom štátnej meny a nepo-

chybne podstatnou čast’ou pri rozhodovańı a uzatvárańı finančných obchodov.

Vplyvom rôznych faktorov je jej vývoj neistý, preto predstavuje isté riziko. V

súvislosti s tým začali od 70. rokov postupne vznikat’ finančné deriváty, ktorých

podstatou bolo akési zabezpečenie sa proti spomı́nanému riziku. V dnešnom svete

financíı už pojem ”finančný derivát”nie je žiadnou novinkou. Naplno sa využ́ıvajú

a to nie len vo forme zaistenia, ale taktiež ako spôsob k źıskaniu bohatstva.

Dôsledkom kŕızy bol nárast volatility úrokových sadzieb, čo podnietilo obchodńıkov

zaoberat’ sa derivátmi založenými práve na zmene úrokových mier. Postupne

vznikli rôzne modely, ktoré popisujú vývoj sadzieb stochastickými procesmi.

Teoretická čast’ tejto práce je v úvode venovaná stručnej charakteristike derivátov

a spôsobu ich delenia. Ďalej sa zaoberá jednotlivými modelmi úrokových mier,

pričom popisuje najznámeǰsie jednofaktorové modely spotovej sadzby. Hlavným

ciel’om je oboznámenie sa s pokročilými metódami, medzi ktoré patria modely

založené na HJM rámci, konkrétne jeho diskretizovanú verziu - LIBOR mar-

ket model. Stal sa prvým modelom, ktorý je konzistentný so vzt’ahmi, ktoré sa

využ́ıvali na ocenenie derivátov. Práca detailne popisuje rôzne spôsoby kalibrácie

na tržné dáta, predovšetkým metódu Monte Carlo simulácíı s využit́ım bayesov-

ského pŕıstupu a markovskej vlastnosti.

Praktická čast’ je venovaná oceneniu úrokovej swapcie použit́ım rôznych metód

kalibrácie LIBOR market modelu. Jej ciel’om je ocenit’ daný kontrakt z hl’adiska

kupujúcej strany a porovnat’ výsledky jednotlivých postupov. Množstvo štúdíı

ukázalo, že volatilitná štruktúra nie je časovo konštantná. Preto sa v MCMC

simuláciách bude pracovat’ so stochastickou volatilitou, konkrétne s Hestonovým

modelom. Pre numerické výpočty a grafické výsledky bol použitý program R a

Mathematica.
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1. Základné pojmy

Defińıcie jednotlivých pojmov čerpáme z [2].

Úrok - peňažná čiastka, ktorú je dlžńık povinný zaplatit’ veritel’ovi za dočasné

poskytnutie úveru.

Úroková sadzba - percentuálne vyjadrenie úroku.

Spotová úroková miera R(t, T ) - miera výnosnosti do času T bezkupónového dl-

hopisu s nominálnou čiastkou N a hodnotou P (t, T ) v čase t, 0 ≤ t ≤ T .

P (t, T ) = Ne−R(t,T )(T−t), (1.1)

pre zjednodušenie budeme uvažovat’ N = 1. Z (1.1) vyjadŕıme

R(t, T ) = − 1
T−t logP (t, T ),

R(t, t+ ∆t) = − 1

∆t
logP (t, t+ ∆t). (1.2)

Okamžitá spotová úroková miera - limitné vyjadrenie spotovej miery R(t, t+ ∆t)

pre ∆t→ 0+.

Forwardová úroková miera f(t, T1, T2) - v čase t na dobu od T1 do T2,

t ≤ T1 ≤ T2 , je definovaná ako riešenie rovnice

eR(t,T2)(T2−t) = eR(t,T1)(T1−t).ef(t,T1,T2)(T2−T1).

Plat́ı:
1

P (t, T2)
=

1

P (t, T1)
.ef(t,T1,T2)(T2−T1). (1.3)

Z (1.3) vyjadŕıme vzt’ah pre forwardovú úrokovú mieru:

f(t, T1, T2) =
1

T2 − T1

[logP (t, T1)− logP (t, T2)]. (1.4)

Okamžitá forwardová úroková miera - limitné vyjadrenie forwardovej miery

f(t, T1, T2) pre T2 → T1.
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Defińıcia (Bankový účet). Definujme B(t) ako hodnotu bankového účtu v čase

t ≥ 0. Predpokladáme B(0) = 1 a jeho vývoj podl’a nasledujúcej diferenciálnej

rovnice:

dB(t) = rtB(t)dt,

kde rt je nezáporná funkcia času. Z predošlého vzt’ahu plynie:

B(t) = exp(

∫ t

0

rsds). (1.5)

Táto defińıcia hovoŕı, že investovanie jednotkovej čiastky v čase 0 dáva výnos

(1.5) v čase t, pričom rt je okamžitá miera pŕıslušná bankovému účtu.

Defińıcia (Stochastický diskontný faktor). (Stochastický) diskontný faktor D(t, T ),

medzi dvoma časovými okamžikmi t a T , je čiastka v čase t, ktorá je ”ekvivalen-

tná” peňažnej jednotke platenej v čase T :

D(t, T ) = B(t)
B(T )

= exp(−
∫ T
t
rsds).

Defińıcia (Bezkupónový dlhopis). Bezkupónový dlhopis s maturitou T je kon-

trakt, ktorý držitel’ovi zaručuje platbu peňažnej jednotky v čase T bez medziplatieb.

Hodnotu kontraktu v čase t < T označujeme P (t, T ). Plat́ı P (T, T ) = 1 pre všetky

T .

Defińıcia (Kalendárne štandardy (Day-count convention)). Ak predpokladáme

časovú jednotku jeden rok, a počet periód nie je celé č́ıslo, existuje niekol’ko

spôsobov na výpočet počtu dńı medzi dvoma dátumami. Medzi najčasteǰsie pat-

ria:

Kalendár Euro 30/360 Podl’a tohto postupu má každý mesiac 30 dńı a každý rok

360 dńı. Počet periód n je rovný vyjadreniu

1
360

(360(Y Y Y Y2−Y Y Y Y1)+30(MM2−MM1)+min(DD2, 30)−min(DD1, 30)),

kde YYYY označuje rok, MM mesiac a DD deň s indexom podl’a pŕıslušného

dátumu

Kalendár US 30/360 Každý mesiac, ktorý má 31 dńı je skrátený na 30 dńı s

výnimkou, ak DD1 < 30 a DD2 = 31, potom druhý dátum sa zmeńı na prvý deň
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v d’aľsom mesiaci.

Kalendár Actual/Actual Predpokladá skutočný počet dńı medzi dvoma dátumami

a skutočný počet dńı v roku

Kalendár Actual/360 Aktuálny počet dńı v mesiaci a 360 dńı v roku.

Kalendár Actual/365 Aktuálny počet dńı v mesiaci a 365 dńı v roku (plat́ı i pre

priestupné roky).

1.1 Finančné deriváty

Primárnym dôvodom pre vznik derivátov bola snaha o zaistenie sa proti rizi-

ku vyplývajúceho z negat́ıvnej zmeny hodnoty podkladového inštrumentu. Vd’aka

tomuto efektu sa neskôr začali využ́ıvat’ k špekuláciam na kapitálových trhoch,

určeným k zbohatnutiu. S tým súviśı taktiež tret́ı mot́ıv už́ıvania derivátov, a

to arbitráž - inými slovami - snaha dosiahnút’ zisk bez rizika, čo deriváty vd’aka

termı́novosti umožňujú.

Základná defińıcia vymedzuje pojem derivát ako finančný inštrument, ktorého

hodnota je závislá na cene nejakého akt́ıva.

Finančné deriváty môžeme roztriedit’ do skuṕın podl’a rôznych kritéríı.

Spôsob obchodovania

• burzovné - deriváty obchodované na burzách, ktoré sú sprostredkovatel’om

jednotlivých transakcíı medzi stranami.

• mimoburzovné (OTC - Over the counter) - deriváty obchodovatel’né bez

sprostredkovatel’a, obchod prebieha priamo medzi dvoma stranami.

Typ kontraktu

• forwardy - termı́nový obchod medzi dvoma stranami, ktorý dnes fixuje pod-

mienky zmeny podkladového akt́ıva, ktorá prebehne k určitému budúcemu

dátumu. S týmito derivátmi sa obchoduje výlučne na OTC trhoch.

• futures - štandardizovaný forward, určený pre obchodovanie na burzách.
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• swapy - dohoda o zmene daného finančného toku (napr. úrokové platby

vzt’ahujúce sa k rovnakej nominálnej čiastke, ale definované iným spôsobom).

• opcie - kontrakt, pri ktorom má držitel’ právo (nie povinnost’!) kúpit’ (call

opcia) alebo predat’ (put opcia) podkladové akt́ıvum. Za toto právo je po-

vinný platit’ predávajúcemu opčnú prémiu.

Typ podkladového akt́ıva

Toto delenie záviśı na vol’be podkladového akt́ıva. V závislosti na tom ich deĺıme

na:

úrokové - odv́ıjajúce sa od výšky úrokovej miery,

menové - súvisiace so zmenou výmenných kurzov,

akciové - závisiace na cene akcíı.

Potom poznáme ešte komoditné a úverové deriváty.

1.2 Úrokové deriváty

Úrokovými derivátmi nazývame finančné inštrumenty, ktorých hodnota priamo

súviśı s výškou úrokovej miery. Základom ich ohodnotenia je znalost’ vývoja

úrokovej miery. Podrobný popis sme prebrali z [9].

FRA - forward rate agreement

Mimoburzovný nástroj vytvorený tak, aby presne zodpovedal nárokom klienta.

Umožňuje zaistenie pevnej úrokovej sadzby (FRA sadzba) v budúcom obdob́ı pre

úver alebo vklad úročený pohyblivou sadzbou (referenčná sadzba). Je použ́ıvaný k

odstráneniu rizika spojeného so zmenou úrokovej miery vzt’ahujúcej sa k danému

dátumu. U FRA nedochádza k skutočnej výmene jednotlivých sadzieb, ale ku

kompenzácii úrokového rozdielu.

FRA je kontrakt obsahujúci tri časové okamžiky. Súčasný čas t, dátum počiatku

T > t a konca obdobia S > T , na ktoré sa FRA sadzba vzt’ahuje. Kontrakt

zaist’uje držitel’ovi platby pevnej úrokovej miery pre časové obdobie medzi T a S.

V čase S je teda fixná platba založená na pevnej miere K vymenená za varia-
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bilnú sadzbu založenej na spotovej miere L(T, S) obnovenej v T s maturitou v S.

Formálne v čase S dostane jedna strana τ(T, S)KN peňažných jednotiek a plat́ı

τ(T, S)L(T, S)N , kde N je nominálna hodnota kontraktu. Hodnota kontraktu

v S je Nτ(T, S)(K − L(T, S)), za predpokladu zhodnej day-count convention.

Celková hodnota kontraktu v čase t:

FRA(t, T, S, τ(T, S), N,K) = N [P (t, S)τ(T, S)K − P (t, T ) + P (t, S)] .

Úrokový swap (IRS - interest rate swap)

Spoč́ıva v dohode medzi dvoma stranami o budúcich vzájomných platbách úrokových

sadzieb, vzt’ahujúcich sa k rovnakej istine. Jeden účastńık plat́ı úroky určené na

základe pevnej sadzby (výška je určená pri uzavret́ı kontraktu a plat́ı po celu do-

bu trvania swapu). Druhý účastńık je platcom variabilnej sadzby. Nedochádza k

výmene nominálnej čiastky ani úrokových platieb, podobne ako u FRA sa to rieš́ı

vyplateńım úrokového rozdielu. Platcovský IRS je kontrakt, ktorý vymieňa plat-

by medzi dvoma časovými okamžikmi zač́ınajúcimi v budúcom čase. V každom

okamihu Ti z dopredu stanoveného súboru dátumov Tα+1, ..., Tβ, jedna strana

plat́ı čiastku NτiK, kde K je fixná miera, N nominálna čiastka a τi je čast’ roku

medzi Ti−1 a Ti. Druhá strana plat́ı čiastku NτiL(Ti−1, Ti) s pohyblivou sadzbou.

Predpokladáme, že miery sa vzt’ahujú k rovnakému dátumu a podl’a rovnakej

day-count convention.

Ak je platená fixná miera a obdržaná pohyblivá miera, jedná sa o platcovský IRS

(PFS). Diskontovaná výplata tohto kontraktu v čase t < Tα:

PFS :
∑β

i=α+1 D(t, Ti)Nτi(L(Ti−1, Ti)−K).

V opačnom pŕıpade sa jedná o pŕıjemcovský IRS (RFS), ktorého diskontovaná

výplata v čase t < Tα je:

RFS :
∑β

i=α+1D(t, Ti)Nτi(K − L(Ti−1, Ti)).
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Úrokové opcie

Dáva možnost’ zaistenia maximálnej alebo minimálnej sadzby v budúcom obdob́ı.

Pokial’ kupujúci svoje právo využije, predavajúci je povinný uskutočnit’ daný

kontrakt. Úrokové opcie sa delia v závisloti na použit́ı:

• Strop (Cap) - Zaistenie garanciou maximálnej referenčnej sadzby. Kupujúcemu

zaručuje právo na plnenie úrokového rozdielu v pŕıpade, kedy referenčná

sadzba stúpne nad maximálnu hranicu. Tento kontrakt vzniká spojeńım

klasických call opcíı (tzv. caplets).

• Dno (Floor) - opak capu, zaistenie teda prebieha garanciou minimálnej

referenčnej sadzby. Pokial’ referenčná sadzba klesne pod minimálnu hranicu,

držitel’ obdrž́ı od upisovatel’a vyrovnávaciu platbu. Floor vzniká súčasným

nákupom klasických put opcíı (tzv. floorlets).

Swapcie

V tomto odstavci spomenieme ešte d’aľśı typ opcíı, ktorý budeme využ́ıvat’ v

praktickej časti práce. Predstavuje právo držitel’a na uzavretie úrokového swapu

k nejakému budúcemu obdobiu. Podstatou tohto kontraktu je možnost’ kúpit’

alebo predat’ swapový kontrakt v budúcnosti za dnes dohodnutých podmienok, a

tým sa zaistit’ proti nepriaznivému vývoju sadzieb. Tieto deriváty, nazývané tiež

opcie na IRS, sa delia na dva hlavné typy, a to platcovská a pŕıjemcovská verzia.

Európska platcovská swapcia je opcia dávajúca právo vstúpit’ do platcovskej IRS

v danom čase v budúcnosti, ktorý sa nazýva swapová maturita (maturita opcie).

Zvyčajne sa tento čas zhoduje v prvým obnovujúcim dátumom podkladového

swapu. Dĺžku tohto swapu (Tβ − Tα) nazývame tenor swapcie. Diskontovaná

výplata platcovskej swapcie v čase Tα je:

N
∑β

i=α+1 P (Tα, Ti)τi(F (Tα;Ti−1, Ti)−K).

Opcia sa uskutočńı iba v pŕıpade, že táto hodnota bude kladná. Diskontovaná

výplata platcovskej swapcie diskontovaná z času Tα do súčasnosti je:

ND(t, Tα)
∑β

i=α+1 P (Tα, Ti)τi(F (Tα;Ti−1, Ti)−K).
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2. Modely úrokovej miery

Teoretické poznatky v tejto kapitole čerpáme z [1].

2.1 Modely okamžitej spotovej úrokovej miery

Okamžitú mieru chápeme ako mieru určenú pre nekonečne krátky časový okamih.

Jej nevýhodou je však fakt, že je nemožné ju priamo sledovat’ na trhu, preto

ako jej aproximáciu zväčša považujeme jednodennú úrokovú sadzbu. Výsledné

modely následne využ́ıvame taktiež pre miery vzt’ahujúce sa k dlhšiemu obdobiu.

Do tejto skupiny modelov úrokových mier patria jednofaktorové a viacfaktorové

modely. Faktorom rozumieme zdroj neistoty, ktorý je určený pomocou spojitého

Wienerovho procesu. Spojitost’ v tomto pŕıpade označuje proces so spojitými

trajektóriami.

Defińıcia (Wienerov proces). Štandardný Wienerov proces W (t), t ≥ 0 je spojitý

stochastický proces splňujúci:

• W (0) = 0 s pravdepodobnost’ou 1,

• W (t) má nezávislé pŕırastky s rozdeleńım W (t) −W (s) ∼ N (0, t − s) pre

0 ≤ s < t.

V množstve modelov, ktoré boli navrhnuté sa predpokladá len jedna stochastická

premenná, takže proces pre r má formu

dr(t) = m(r(t))dt+ s(r(t))dW (t), (2.1)

kde m je okamžitý drift, s je okamžitá volatilita a predpokladáme, že sú funkciami

času. Hodnota úrokového derivátu je daná vzt’ahom

E
[
e−r(T−t)fT

]
, (2.2)

kde r označuje spojitý priemer r v časovom intervale (t, T ) a E je očakavaná

hodnota. Nech P (t, T ) je cena diskontovaného dlhopisu v čase t s výplatou 1 v
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čase T , potom z (2.1) plynie vzt’ah

P (t, T ) = E
[
e−r(T−t)

]
. (2.3)

Ak predpokladáme, že R(t, T ) je spojito úročená miera v čase t pre dobu T − t,

P (t, T ) = eR(t,T )(T−t),

R(t, T ) = − 1
T−t lnP (t, T ),

z rovnice (2.3) potom plynie

R(t, T ) = − 1
T−t lnE

[
er(T−t)

]
.

Uvedieme len niektoré modely, ich rozš́ırenia a odhady parametrov môžeme nájst’

v [4].

2.1.1 Vaš́ıčkov model

Predpokladom pre tento model je, že okamžitá sadzba sa vzhl’adom k skutočnej

rizikovej miere odv́ıja z Ornstein-Uhlenbeckovho procesu s konštantnými pa-

rametrami. Môžeme teda predpokladat’, že sa miera r riadi týmto procesom.

Vaš́ıčkov model opisuje vývoj okamžitej spotovej miery, kde m(r(t)) = k[θ− r(t)]
a s(r(t)) = σ:

dr(t) = k[θ − r(t)]dt+ σdW (t), r(0) = r0,

kde r0, k, θ, σ sú kladné konštanty. Z tohto vzt’ahu źıskame vyjadrenie r(t) pre

každé s ≤ t:

r(t) = r(s)e−k(t−s) + θ(1− e−k(t−s)) + σ
∫ t
s
e−k(t−u)dW (u).

Nezanedbatel’nou nevýhodou tohto modelu je fakt, že úroková miera r(t) môže s

kladnou pravdepodobnost’ou nadobúdat’ i záporné hodnoty. Analytické vyjadrenie

pre cenu diskontovaného dlhopisu s výplatou 1 v čase T je dané rovnicou:
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P (t, T ) = A(t, T )e−B(t,T )r(t),

kde pre a 6= 0

B(t, T ) = 1−e−a(T−t)
a

,

A(t, T ) = exp
[

(B(t,T )−T+t)(a2b−σ2/2)
a2

− σ2B(t,T )2

4a

]
,

pre a = 0

B(t, T ) = T − t,
A(t, T ) = exp [σ2(T − t)3/6].

2.1.2 Ho-Leeho model

Ho a Lee navrhli prvý bezarbitrážny model úrokových mier vo forme binomického

stromu, obsahujúceho dva parametre. Jeden, týkajúci sa volatility a druhý, ktorý

súviśı s tržnou cenou rizika. Tento model je prvým, ktorý zahŕňa i forwardové

sadzby. Vývoj je daný predpisom

dr(t) = a(t)dt+ σdW (t),

kde a(t) = ∂f(0,t)
∂t

+ σ2t a σ je okamžitá volatilita krátkodobej miery. Hodnota

diskontovaného dlhopisu v čase t je vyjadrená vzt’ahom

P (t, T ) = A(t, T )e−r(t)(T−t),

kde lnA(t, T ) = ln P (0,T )
P (0,t)

− (T − t)∂ lnP (0,t)
∂t

− 1
2
σ2t(T − t)2.

Výhodou tohto modelu je jeho markovská tvárnost’, l’ahko sa aplikuje na presné

vyhladenie súčasnej časovej štruktúry úrokových mier. Avšak dáva len malú

vol’nost’ vo vol’be volatility, pretože všetky sadzby majú rovnakú okamžitú odchýlku

σ. Ďaľsou nevýhodou je, že model nemá tzv. ”mean reversion”, čo znač́ı návrat

k strednej hodnote.
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2.1.3 Hull-Whitov model

Vaš́ıčkov model mal popri možnej zápornosti úrokovej sadzby aj d’aľsiu nevýhodu

a to nezávislost volatility na výške úrokovej miery. V snahe o presneǰsie vyrovna-

nie modelovanej výnosovej krivky bolo potrebné zaviest’ do Vaš́ıčkovho modelu

parametre, ktoré sú zavislé na čase. S týmto rozš́ıreńım vznikol model Johna Hul-

la a Alana Whitea, ktorý je dodnes použ́ıvaný v návrhoch risk-managementu. Ich

model je definovaný predpisom:

dr(t) = [ϑ(t)− ar(t)]dt+ σdW (t),

kde ϑ je deterministická funkcia času, a a σ sú konštanty. Úpravou źıskame vzt’ah

pre r(t):

r(t) = r(s)e−a(t−s) +
∫ t
s
e−a(t−u)ϑ(u)du+ σ

∫ t
s
e−a(t−u)dW (u).

Cena dlhopisu odvodená z tohto modelu má tvar

P (t, T ) = A(t, T )e−B(t,T )r(t),

kde

B(t, T ) = 1−e−a(T−t)
a

,

lnA(t, T ) = ln P (0,T )
P (0,t)

−B(t, T )∂ lnP (0,t)
∂t

− 1
4a3
σ2
(
e−aT − e−at

)2
(e2at − 1).

Volatilita v tomto modele je daná ako parametrom σ, tak i funckiou a(t), preto

dáva širšiu možnost’ pre jej štruktúru v porovnańı s Ho-Leeho modelom. Volatilita

v čase t pre dlhopis so splatnost’ou v čase T je

σ
a

[
1− e−a(T−t)].

Okamžitá volatilita v čase t pre urokovú mieru platnú v čase T je

σ
a(T−t)

[
1− e−a(T−t)]
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a okamžitá volatilita pre forwardovú mieru je σe−a(T−t). Parameter σ určuje

odchýlku krátkodobej sadzby, zatial’ čo a určuje zakrivenost’ časovej štruktúry.

Pri vol’be a = 0 dostávame volatilitu ako lineárnu funkciu maturity a okamžitej

odchýlky.

2.2 Modely okamžitej forwardovej úrokovej mie-

ry

Najzásadneǰsou nevýhodou modelov spotovej úrokovej miery je fakt, že nedokážu

presne zachytit’ aktuálny priebeh časovej štruktúry. Poskytujú śıce primeraný po-

hl’ad o tejto štruktúre, ale v jednotlivých situáciách môže dôjst’ k nepresnostiam.

Nakol’ko sa tvrd́ı, že i malá chyba v cene podkladového akt́ıva môže zapŕıčinit’

výraznú chybu v hodnote opcie, množstvo odborńıkov sa začalo zaoberat’ mo-

delmi, ktoré by boli konzistentné s časovou štruktúrou. Tieto modely sú známe

pod názvom bezarbitrážne. Vychádzajú z tzv. HJM model. Tieto modely bližšie

popisuje [5].

Heath - Jarrow - Morton

Heath, Jarrow a Morton previedli myšlienku modelu Ho-Lee do spojitého času.

Vyvinuli všeobecný pŕıstup pre modelovanie dynamiky úrokových mier. Spoč́ıval

v tom, že za základ modelu zvolili okamžitú forwardovú mieru, z ktorej odvodili

rámec pre vývoj celej výnosovej krivky, v ktorom dynamika forwardových mier je

plne určená pomocou okamžitej volatility. Podl’a tohto pŕıstupu, drift môže byt’

vyjadrený ako funkcia volatility a vzájomných korelácii, teda samotný drift nie je

nutné odhadovat’. Významnost’ tohto rámca spoč́ıva v skutočnosti, že akýkol’vek

model úrokových mier môžeme byt’ takto odvodený.

Veta 1 (Itôovo lemma). Nech X(t) je stochastický proces v tvare dXt = µtdt +

σtdWt a f je deterministická, dvakrát diferencovatel’ná funkcia. Potom Yt = f(Xt)

je stochastický proces a plat́ı

dYt = (µtf
′(Xt) + 1

2
σ2
t f
′′(Xt))dt+ (σtf

′(Xt))dWt.
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Odvodenie modelu

Zvoĺıme pevné T, predpokladáme, že dynamika hodnoty bezrizikového bezkupónového

dlhopisu sa riadi procesom

dP (t, T ) = r(t)P (t, T )dt+ s(t, T )P (t, T )dW (t),

volatilita s(t, T ) je závislá na hodnotách okamžitých úrokových sadzieb a na cene

dlhopisov. Vzt’ah (1.4) pre forwardovú mieru následne uprav́ıme:

df(t, T1, T2) =
d[logP (t, T1)]− d[logP (t, T2)]

T2 − T1

. (2.4)

Použit́ım Itôovho lemmatu źıskavame vzt’ahy:

d[logP (t, T1)] = [r(t)− 1
2
s2(t, T1)]dt+ s(t, T1)dW (t)

d[logP (t, T2)] = [r(t)− 1
2
s2(t, T2)]dt+ s(t, T2)dW (t).

Tieto vzt’ahy dosad́ıme do (2.4):

df(t, T1, T2) = s2(t,T2)−s2(t,T1)
2.(T2−T1)

dt+ s(t,T2)−s(t,T1)
T2−T1 dW (t).

Pre zjednodušenie si označme T ≡ T1. Potom pre T2 → T :

df(t, T ) = s(t, T )∂s(t,T )
∂T

dt− ∂s(t,T )
∂T

dW (t).

Označme:

µ(t, T ) = s(t, T )∂s(t,T )
∂T

σ(t, T ) = −∂s(t,T )
∂T

.

Vieme, že plat́ı s(t, t) = 0, z toho plynie:

s(t, T ) = s(t, T )− s(t, t) =
∫ T
t

∂s(t,τ)
∂T

dτ = −
∫ T
t
σ(t, τ)dτ.

Na základe tohto môžeme upravit’ vzt’ah pre µ(t, T ):
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µ(t, T ) = σ(t, T )
∫ T
t
σ(t, τ)dτ .

Defińıcia. Nech je daná počiatočná forwardová krivka f(0, T ), povieme, že sa

forwardová úroková miera f(t, T ) riadi HJM modelom, ak vyhovuje stochastickej

diferenciálnej rovnici

df(t, T ) = µ(t, T )dt+ σ(t, T )dW (t), 0 ≤ t ≤ T,

kde µ(t, T ) = σ(t, T )
∫ T
t
σ(t, τ)dτ ,

σ(t, T ) = −∂s(t,T )
∂T

.

Predpokladáme, že pre pevnú maturitu T , okamžitá forwardová sadzba je daná

difúznym procesom

df(t, T )=α(t, T )dt+ σ(t, T )dW (t),

f(0, T )=fM(0, T ),

T → fM(0, T ) je tržná krivka okamžitej volatility v čase t = 0. Výhodou takto

modelovanej miery je fakt, že aktuálna krivka je vstupom daného modelu. Dy-

namika daná predošlým vzt’ahom nemuśı byt’ nutne bezarbitrážna. V pŕıpade,

že dynamika je modelovaná vzhl’adom k rizikovo neutrálnej pravdepodobnostnej

miere, muśı platit’

µ(t, T ) = σ(t, T )
∫ T
t
σ(t, s)ds.

Úpravou źıskame predpis pre dynamiku forwardovej sadzby vzhl’adom k danej

miere:

f(t, T )=f(0, T ) =
∫ t

0
σ(u, T )

∫ T
u
σ(u, s)dsdu+

∫ t
0
σ(s, T )dW (s).

Aplikáciou Itôovho lemma dostávame vývoj ceny bezkupónového dlhopisu v tva-

re:

dP (t, T ) = P (t, T )
[
r(t)dt−

(∫ T
t
σ(t, s)ds

)
dW (t)

]
,

kde r(t) je okamžitá sadzba a plat́ı pre ňu vzt’ah:
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r(t) = f(t, t) = f(0, t) +
∫ t

0
σ(u, t)

∫ t
u
σ(u, s)dsdu+

∫ t
0
σ(s, t)dW (s).

Proces pre krátkodobú sadzbu podl’a takéhoto HJM modelu nemá markovskú

vlastnost’, to znamená, že dynamika pre mieru r v budúcom čase t záviśı na

celom vývoji až do času t. To je zásadným problémom všeobecného HJM modelu.

Ukazuje sa, že vhodnou špecifikáciou volatility σ je možné docielit’, aby miera r

splňovala markovskú vlastnost’. Pŕıkladom takejto úpravy môže byt’:

σ(t, T ) = ξ(t)ψ(T ), (2.5)

kde ξ a ψ sú striktne kladné a deterministické funkcie času. Pri takejto špecifikácii

pre krátkodobú sadzbu plat́ı predpis

r(t) = f(0, t) +
∫ t

0
ξ(u)ψ(t)

∫ t
u
ξ(u)ψ(s)dsdu+

∫ t
0
ξ(s)ψ(t)dW (s)

= f(0, t) + ψ(t)
∫ t

0
ξ2(u)

∫ t
u
ψ(s)dsdu+ ψ(t)

∫ t
0
ξ(s)dW (s).

Zadefinujeme si deterministickú funkciu A

A(t) := f(0, t) + ψ(t)
∫ t

0
ξ2(u)

∫ t
u
ψ(s)dsdu.

Spolu s predpokladom diferencovatel’nosti môžeme vzt’ah pre dr(t) vyjadrit’ následovne:

dr(t) = A′(t)dt+ ψ′(t)
∫ t

0
ξ(s)dW (s) + ψ(t)ξ(t)dW (t)

=
[
A′(t) + ψ′(t) r(t)−A(t)

ψ(t)

]
dt+ ψ(t)ξ(t)dW (t).

2.3 Tržné modely

HJM rámec rovnako ako aj modely spotovej miery popisujú vývoj pomocou

okamžitej úrokovej sadzby, ktorá nie je pozorovatel’ná priamo na trhu. Ďaľśım

problémom bola náročná aplikovatel’nost’ na deriváty, ktoré sú na trhu obchodo-

vané. To bolo dôvodom pre vznik tržných modelov.

Medzi tieto modely zaradzujeme forwardový-LIBOR model (LFM) určený pre

oceňovanie stropov pomocou Black cap formuly na capových trhoch a forwardový-

swap model (LSM) oceňujúci swapcie pomocou Black swap formuly na swapčných

trhoch. Ked’že tieto trhy patria k hlavným, je dôležité, aby existoval model kom-

patibilný s týmito formulami. Pred odvodńım tržných modelov, žiadne dynamiky

mier neboli vhodné.
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Problémom však stále ostáva nekompatibilita medzi LFM a LSM. Jednoducho

povedané, ak LIBOR sadzby sú lognormálne vzhl’adom k istej miere, swapové

sadzby lognormálne vzhl’adom k svojej miere, v tom istom čase, nie sú. Preto sa

v tejto časti budeme zaoberat’ aj odvodeńım modelu vzhl’adom k iným mieram.

Uvažujme v čase 0 caplet s maturitou T2, obnovovaćım dňom T1(0 < T1 < T2),

strajkom K a nominálnou čiastkou 1. Nech τ označuje čast’ roku medzi T1 a T2.

Tento kontrakt vypláca čiastku τ(L(T1, T2) − K)+ v čase T2, kde L(T1, T2) je

LIBOR miera v čase T1 s maturitou v čase T2.

2.3.1 LIBOR tržný model (LIBOR market model - LMM)

LMM je prvým modelom vývoja úrokových mier, ktorý je zhodný so zauž́ıvanými

spôsobmi ocenenia úrokových derivátov. Je založený na HJM rámci, odlǐsnost’

spoč́ıva v tom, že dynamiky pozorovatel’ných sadzieb modeluje priamo. Prvá ver-

zia bola vytvorená už v roku 1994, avšak do podoby, v akej ho poznáme dnes ju

previedli Alan Brace, Dariusz Gatarek a Marek Musiela v roku 1997. Podl’a mien

týchto autorov sa tiež stretávame s názvom BGM model.

Odvodenie modelu

Nech t0 = 0 a t1, t2, ...tN sú obnovovacie časy pre capy, ktoré sa dnes obchodujú

na trhu. V našom pŕıpade sú obnovované polročne, tzn. t1 = 0.5, t2 = 1, t3 = 1.5,

atd’. Nech τk = tk+1 − tk. Označme {τ0, ..., τM} odpovedajúce časti roku, kde τi

je čast’ roku prislúchajúca dvojici (ti−1, ti), i > 0 a τ0 je obdobie od začiatku do

t0. Hodnoty ti zvyčajne vyjadrujeme v rokoch od súčasného času.

Označme:

Fk(t) . . . forwardová miera pre časový interval tk a tk+1 daná v čase t.

ζk(t) . . . volatilita Fk(t) v čase t.

m(t) . . . index pre nasledujúci obnovovaćı dátum, v čase t, tzn. m(t) je najmenšie

celé č́ıslo, pre ktoré plat́ı t ≤ tm(t).

vk(t) . . . volatilita bezkupónového dlhopisu P (t, tk) v čase t.
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Uvažujme forwardovú mieru Fk(t) = F (t; tk−1, tk), k = 1, ...,M , ktorá je platná

do času tk−1, v ktorom je totožná so spotovou sadzbou: Fk(tk−1) = L(tk−1, tk).

V prostred́ı, ktoré je rizikovo neutrálne vzhl’adom k cene bezkupónového dlhopisu

P (t, tk), Fk(t) je martingalom, ktorý sleduje proces:

dFk(t) = ζk(t)Fk(t)dW, (2.6)

kde dW je Wienerov proces. Výhodneǰsie je však pracovat’ v prostred́ı, ktoré je fo-

wardové rizikovo neutrálne vzhl’adom k bezkupónovým dlhopisom, ktoré majú do-

bu splnatnosti v nasledujúcom obnovovacom čase capu. Toto prostredie sa nazýva

rolujúce forwardové rizikovo neutrálne prostredie. V tomto pŕıpade diskontujeme

z času tk+1 do času tk pomocou sadzieb bezkupónových dlhopisov obstaraných v

čase tk so splatnost’ou v čase tk+1, pričom nás nezauj́ıma správanie tejto miery

medzi danými časmi. V čase t je rolujúce prostredie rizikovo neutrálnym pro-

stred́ım vzhl’adom, k cene dlhopisu P (t, tm(t)). Vzt’ah (2.6) nám poskytuje proces

pre Fk(t) v rizikovo neutrálnom prostred́ı vzhl’adom k P (t, tk+1). Pre rolujúce

prostredie je proces pre Fk(t) vyjadrený vzt’ahom:

dFk(t) = ζk(t)
[
vm(t)(t)− vk+1(t)

]
Fk(t)dt+ ζk(t)Fk(t)dW. (2.7)

Ako spolu súvisia forwardové miery a cena dlhopisu nám ukazuje vzt’ah:

P (t,ti)
P (t,ti+1)

= 1 + τiFi(t),

čo môžeme upravit’ do tvaru

lnP (t, ti)− lnP (t, ti+1) = ln [1 + τiFi(t)] .

Použit́ım Itôovho lemma a následným porovańım koeficientov Wienerovho pro-

cesu dostávame:

vi(t)− vi+1(t) =
τiFi(t)ζi(t)

1 + τiFi(t)
. (2.8)

Vzt’ah (2.7) uprav́ıme s použit́ım (2.8):

dFk(t)

Fk(t)
=

k∑
i=m(t)

τiFi(t)ζi(t)ζk(t)

1 + τiFi(t)
dt+ ζk(t)dW (2.9)

Nech Qk je pravdepodobnostná miera spojená s numeraire P (•, Tk) ( pŕıkladom
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môže byt’ cena dlhopisu, ktorého maturita je zhodná s maturitou forwardovej mie-

ry).Qk nazývame forwardová miera pre maturitu Tk alebo forwardovo-prispôsobená

miera. Cena obchodovatel’ného akt́ıva je daná vzt’ahom

Fk(t)P (t, Tk) = [P (t, Tk−1)− P (t, Tk)] /τk.

Ak je vyjadrená vzhl’adom k numeraire P (•, Tk), muśı platit’, že je to martingál

pod pravdepodobnostnou mierou Qk asociovaný s danou numeraire. Avšak cena

po vydeleńı P (•, Tk) je samotné Fk(t), z čoho plynie, že Fk(t) je martingál pod

Qk. Z toho plynie bezdriftovost’ pod Qk, ak je Fk(t) namodelované v súlade s

difúznym procesom.

Bezdriftová dynamika pre Fk pod Qk je vyjadrená vzt’ahom:

dFk(t) = σk(t)Fk(t)dWk(t), t ≤ Tk−1, (2.10)

kde σk(t) je okamžitá volatilita forwardovej LIBOR miery Fk v čase t, Wk(t) je

Brownov pohyb.

Použit́ım Itôovho lemma:

d lnFk(t) = −σ2
k(t)

2
dt+ σk(t)dWk(t), t ≤ Tk−1,

lnFk(t) = lnFk(0)−
∫ T

0

σ2
k(t)

2
dt+

∫ T
0
σk(t)dWk(t).

Martingál a pravdepodobnostné miery

Martingály a miery sú dôležitou súčast’ou pri oceňovańı v rizikovo-neutrálnom

prostred́ı. Martingál môžeme brat’ ako bezdriftový stochastický proces.

Defińıcia (Martingál). Postupnost’ náhodných premenných X0, X1, . . . je mar-

tingál, ak

∀i > 0 E(Xi|Xi−1, Xi−2, . . . , X0) = Xi−1.

Mieru chápeme ako jednotku, v ktorej oceňujeme dané položky. Tržná cena ri-

zika nejakej premennej určuje nárast miery všetkých položiek, ktoré závisia od

danej premennej. Výber tejto tržnej ceny rizika sa tiež pokladá za definovanie

pravdepodobnostnej miery.
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Dynamika forwardových mier pod rôznymi numeraires

Predpokladajme, že máme pravdepodobnostnú mieru Qi, ktorá je rôzna od Qk

pre t ≤ min(Ti, Tk−1). Chcem nájst’ dynamiky Fk(t) pod touto mierou.

Forwardová pravdepodobnostná miera

Za predpokladu lognormality dostávame vzt’ahy pre dynamiky Fk pod forwardovo-

prispôsobenou mierou Qi v troch pŕıpadoch:

i < k, t ≤ Ti : dFk(t) = σk(t)Fk(t)
∑k

j=i+1
ρk,jτjσj(t)Fj(t)

1+τjFj(t)
dt+ σk(t)Fk(t)dWk(t),

i = k, t ≤ Tk−1: dFk(t) = σk(t)Fk(t)dWk(t),

i > k, t ≤ Tk−1: dFk(t) = −σk(t)Fk(t)
∑i

j=k+1
ρk,jτjσj(t)Fj(t)

1+τjFj(t)
dt+ σk(t)Fk(t)dWk(t),

kde Z = Zi je Brownov pohyb pod Qi. Ak koeficienty σ(�) sú ohraničené, tak

každá rovnica poskytuje jediné riešenie.

Rizikovo neutrálna dynamika

Rizikovo neutrálna dynamika forwardovej LIBOR miery v LIBOR tržnom modele

je:

dFk(t) = µk(t)Fk(t)dt+ σk(t)Fk(t)dWk(t), (2.11)

kde

µk(t) =
∑k

j=β(t)
τjρj,kσj(t)σk(t)Fj(t)

1+τjFj(t)
+ σk(t)ρ

∫ Tβ(t)−1

t
σf (t, u)′du

=
∑k

j=β(t)
τjρj,kσj(t)σk(t)Fj(t)

1+τjFj(t)
+
∑k

j=β(t) ρk,jσk(t)
∫ Tβ(t)−1

t
(σf )j(t, u)du.

Drift v (2.11) ma nevhodný tvar. Druhá suma vznikla z vývoja P (t, Tβ(t)−1), ktorý

nemôže byt’ odvodený z forwardových mier nášho druhu. Tento problém môžeme

odstránit’ zdiskretizovańım numeraire bankového účtu B(t). Uvažujme

Bd(t) =
P (t,Tβ(t)−1)

Π
β(t)−1
j=1 P (Tj−1,Tj)

= Π
β(t)−1
j=1 (1 + τjFj(Tj−1))P (t, Tβ(t)−1).

Bd(t) môžeme interpretovat’ ako hodnotu v čase t následovne definovaného portfólia.

V čase t = 0 portfólio je rovné menovej jednotke. Táto jednotka je investo-

vaná v množstve X0 z T0 bezkupónových dlhopisov. Ak investujeme menovú

jednotku, súčasná hodnota dlhopisov muśı byt’ nutne rovná jednej, takže plat́ı

X0P (0, T0) = 1, odkial’ plynie X0 = 1/P (0, T0). V čase T0 dostaneme výplatu

X0 a investujeme ju v množstve X1 = X0/P (T0, T1) = 1/(P (0, T0)P (T0, T1)) z
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T1 bezkupónových dlhopisov. V tomto algoritme pokračujeme až kým nedosiah-

neme požadovaný čas Tβ(t)−2, predchádzajúci súčasnému času t, kde investujeme

Xβ(t)−1 = 1/Π
β(t)−1
j=1 P (Tj−1, Tj) z Tβ(t)−1 dlhopisov. Súčasná hodnota v aktuálnom

čase t tejto invest́ıcie je Xβ(t)−1P (t, Tβ(t)−1), tj. Bd(t).

Spotová LIBOR miera

Dynamika spotovej LIBOR pravdepodobnostnej miery forwardových LIBOR sa-

dzieb v LMM modeli je:

dFk(t) = σk(t)Fk(t)
∑k

j=β(t)
τjρj,kσj(t)Fj(t)

1+τjFj(t)
dt+ σk(t)Fk(t)dWk(t).

Dynamiky spotovej a rizikovo neutrálnej miery nepripúšt’ajú žiadne známe pre-

chodové hustoty, z toho plynie že v pŕıpade simulovania musia byt’ rovnice pre-

vedené do diskretného tvaru.

2.3.2 Swapový tržný model (Swap market model - SMM)

Predpokladajme jednotkovú nominálnu čiastku . V každom okamžiku Tj, v súbore

{Tα+1, ..., Tβ}, plat́ı jedna strana čiastku zodpovedajúcu fixnej úrokovej miere K:

τjK, kde τj je čast’ roka medzi Tj−i a Tj. Druhá strana vyplat́ı čiastku zodpove-

dajúcu pohyblivej úrokovej sadzbe Fj(Tj−1) určenú v predošlom okamihu Tj−1 s

maturitou danou súčasným platobným okamžikom Tj.

z toho je zrejme, že pohyblivá strana je obnovovaná v časoch Tα, Tα+1, ..., Tβ−1 a

platená v Tα+1, ..., Tβ.

Výplata v čase Tα pre platcovskú stranu takéhoto IRS môže byt’ vyjadrená ako

∑β
i=α+1 D(Tα, Ti)τi(Fi(Ti−1)−K).

Z toho vyplýva vyjadrenie diskontovanej výplaty v t < Tα:

∑β
i=α+1D(t, Ti)τi(Fi(Ti−1)−K).
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Hodnota takéhoto kontraktu je:

PFS(t, [Tα, ..., Tβ], K)=Et

{∑β
i=α+1D(t, Ti)τi(Fi(Ti−1)−K)

}
=
∑β

i=α+1 P (t, Ti)τiEt(Fi(Ti−1)−K)

=
∑β

i=α+1 P (t, Ti)τi(Fi(t)−K)

=
∑β

i=α+1 [P (t, Ti−1)− (1 + τiK)P (t, Ti)].

Môžeme vidiet’, že ani volatilita, ani korelácia sadzieb nemajú vplyv na ocene-

nie tohto produktu. Forwardová swapová miera zodpovedajúca kontraktu IRS je

hodnota K, ktorá ho rob́ı spravodlivým, to znamená K, pri ktorej je jeho súčasná

hodnota rovná nule. Dosiahneme ju, ak posledný výraz v predošlej rovnosti po-

lož́ıme nule.
Sα,β(t) =

P (t,Tα)−P (t,Tβ)∑β
i=α+1 τiP (t,Ti)

=
1−FP (t;Tα,Tβ)∑β

i=α+1 τiFP (t;Tα,Tβ)

= : exp(ψ(Fα+1(t), Fα+2(t), ..., Fβ(t))),

FP (t;Tα, Tβ) = P (t,Ti)
P (t,Tα)

= Πi
j=α+1FPj(t), FPj(t) = 1

1+τjFj(t)
,

kde FP označuje forwardový diskontný faktor. Tento vzt’ah môžeme preṕısat’ do

tvaru:

Sα,β(t) =
1− Πβ

j=α+1
1

1+τjFj(t)∑β
i=α+1 τiΠ

i
j=α+1

1
1+τjFj(t)

. (2.12)

Môžeme to tiež upravit’ položeńım vzt’ahu (2.3.2) nule, č́ım dostanemé vyjadrenie:

Sα,β(t) =
∑β

i=α+1wi(t)Fi(t),

wi(t) = τiFP (t,Tα,Ti)∑β
k=α+1 τkFP (t,Tα,Tk)

= τiP (t,Ti)∑β
k=α+1 τkP (t,Tk)

.
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3. Kalibrácia volatility

Všeobecne, kalibráciou modelu na reálne dáta rozumieme proces nastavenia hodnôt

parametrov tak, aby model napodobňoval skutočnost’. Presneǰsie, pre LIBOR

market model, hl’adáme volatilitnú funkciu, tak, aby model zodpovedal hodnotám

tržných capov a swapcíı. Prvým krokom je vytvorenie funckie s ńızkym počtom

patametrov.

3.1 Pomocou volatility capov

Nech ζk(t) je funckiou celých obdob́ı medzi nasledujúcim obnovovaćım dátumom

a časom tk. Označme Λi hodnotu ζk(t), kde i vyjadruje počet daných obdob́ı.

Predpokladajme, že σk je volatilita capov zodpovedajúcich časovému úseku medzi

tk a tk+1. Forwardové volatility źıskame zo vzt’ahu:

σ2
ktk =

k∑
i=1

Λ2
k−iτi−1 (3.1)

Libor market model je najčasteǰsie implementovaný simuláciami Monte Carlo.

Vzt’ah (2.9) po zahrnut́ı členov Λi vyjadŕıme

dFk(t)
Fk(t)

=
∑k

i=m(t)

τiFi(t)Λi−m(t)Λk−m(t)

1+τiFi(t)
dt+ Λk−m(t)dW

alebo inak

d lnFk(t) =

[∑k
i=m(t)

τiFi(t)Λi−m(t)Λk−m(t)

1+τiFi(t)
−

Λ2
k−m(t)

2

]
dt+ Λk−m(t)dW .

Ak predpokladáme, že pre drift lnFk(t) plat́ı Fi(t) = Fi(tj) pre každé tj < t <

tj+1, potom

Fk(tj+1) = Fk(tj) exp

[(
k∑

i=j+1

τiFi(tj)Λi−j−1Λk−j−1

1 + τiFi(tj)
−

Λ2
k−j−1

2

)
τj + Λk−j−1ε

√
τj

]
,

(3.2)
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kde ε je náhodný výber z normovaného normálneho rozdelenia.

Našim ciel’om je nasimulovat’ zero krivku pre N obdob́ı. Začneme od času 0. Hod-

noty F0(0), F1(0), . . . ,FN(0) máme z počiatočnej krivky. Rovnica (3.2) nám dáva

postup ako určit’ hodnoty F1(t1), F2(t1), . . . , FN−1(t1). Danú rovnost’ použijeme

znova a znova na dorátanie d’aľśıch hodnôt F2(t2), F3(t2), . . . , FN−1(t2) až po

údaj FN−1(tN−1).

Nech T0 je čas splatnosti opcie. Ďalej predpokladajme, že platobné dni swapu sú

časy T1, T2, . . . , TN . Definujme τi = Ti+1−Ti ako rozdiel v časových okamžikoch.

Swapová miera v čase t je daná ako

s(t) =
P (t, T0)− P (t, TN)∑N−1

i=0 τiP (t, Ti+1)
. (3.3)

Plat́ı tiež
P (t, Ti)

P (t, T0)
=

i−1∏
j=0

1

1 + τjGj(t)
, (3.4)

pre 1 ≤ i ≤ N . Výraz Gj(t) znač́ı forwardovú mieru v čase t pre časový interval

medzi Tj a Tj+1. Aplikujeme Itôovo lemma, po ktorom dostaneme vzt’ah pre

rozptyl V (t) swapovej miery:

V (t) =

[
N−1∑
k=0

τkβk(t)Gk(t)γk(t)

1 + τkGk(t)

]2

, (3.5)

kde

γk(t) =
∏N−1
j=0 [1+τjGj(t)]∏N−1

j=0 [1+τjGj(t)]−1
−

∑k−1
i=0

∏N−1
j=i+1[1+τjGj(t)]∑N−1

i=0 τi
∏N
j=i+1[1+τjGj(t)]

a βj(t) je zložka volatility miery Gj(t). Rozptyl V (t) aproximujeme položeńım

Gj(t) = Gj(0) pre všetky j a t. Swapová volatilita pre ocenenie swapcie je√
1

T0

∫ T0

t=0

V (t)dt (3.6)

alebo inak √√√√ 1

T0

∫ T0

t=0

[
N−1∑
k=0

τkβk(t)Gk(0)γk(0)

1 + τkGk(0)

]2

dt. (3.7)
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3.2 Pomocou volatility swapcíı a capov

Nech t0 je súčasný čas. Uvažujme súbor časových okamžikov ε = {T0, . . . , TM}, z

ktorého vyberáme dvojice (Ti−1, Ti). Nech {τ0, . . . , τM} sú zodpovedajúce časti ro-

ku, čo znamená, že τi je čast’ roku medzi dátumami Ti−1 a Ti. τ0 je d́lžka časového

intervalu od dátumu uzavretia zmluvy do času T0. Položme T−1 := 0. Časy Ti

zvyčajne uvažujeme v rokoch.

Uvažujme pravdepodobnostnú mieru Qk spojenú s numeraire P (•, Tk). Túto mie-

ru nazývame forwardová miera pre maturitu Tk. Pri jednoduchom úročeńı máme

Fk(t)P (t, Tk) = [P (t, Tk−1)− P (t, Tk)] /τk.

Odtial’ Fk(t)P (t, Tk) je cena obchododovatel’ného akt́ıva. Ak je cena vyjadrená

vzhlad’om k numeraire P (•, Tk), muśı to byt’ martingál pod mierou Qk. Hodnota

Fk(t)P (t, Tk) vydelená týmto numeraire je Fk(t), z čoho plynie, že je to martingál

pod mierou Qk.

Predpokladajme vývoj Fk(t) vzt’ahom:

dFk(t) = σk(t)Fk(t)dW (t), t ≤ Tk−1, (3.8)

kde dW je Wienerov proces s okamžitou kovarianciou ρ = (ρi,j)i,j=1,...,M a dW (t)dW (t)′ =

ρdt. Použit́ım Itôovho lemma, uprav́ıme vzt’ah (3.8)

d lnFk(t) = −σk(t)2

2
dt+ σk(t)dWk(t), t ≤ Tk−1.

Časová štruktúra volatility

Časovou štruktúrou volatility pre čas t = Ti rozumieme graf tvorený bodmi

{(Ti+1, V (Ti, Ti+1)), (Ti+2, V (Ti, Ti+2)), . . . , (TM−1, V (Ti, TM−1))},

kde

V 2(Ti, Th−1) = 1
τi,h−1

∫ Th−1

Ti
σ2
h(t)dt,

pre h > i+ 1 , τi,h−1 = Th−1 − Ti.
V čase 0 máme body
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{(T0, V (0, T0)), (T1, V (0, T1)), . . . , (TM−1, V (0, TM−1))}.

Plat́ı

V 2(0, Th−1) = 1
τ0,h−1

∫ Th−1

0
σ2
h(t)dt = v2

Th−1−capl,

takže dostávame sústavu bodov

{(T0, v
2
T0−capl), . . . , (T0, v

2
TM−1−capl)}.

Často sa predpokladá, že okamžitá volatilita forwardovej miery je po častiach

konštantná. Inými slovami, volatilita Fk(t) je konštantou v každom intervale

Tm−2 < t ≤ Tm−1, kde je platná. Pri takomto predpoklade plat́ı nasledujúca

tabul’ka:

Okamž.vol. t ∈ (0, T0] t ∈ (T0, T1] t ∈ (T1, T2] . . . t ∈ (TM−2, TM−1]
F1(t) σ1,1 — — . . . —
F2(t) σ2,1 σ2,2 — . . . —

.

.

.
FM(t) σM,1 σM,2 σM,3 . . . σM,M

Tabul’ka 3.1: Okamžitá volatilita forwardovej miery

Budeme predpokladat’, že pre okamžitú volatilitu pre každé t plat́ı vzt’ah

σk(t) := φkψk−(β(t)−1), (3.9)

kde β(t) = k+1 pre Tk−1 < t < Tk. Pri takomto predpoklade môžeme predchádzajúcu

tabul’ku preṕısat’ nasledovne

Plat́ı, že stredná hodnota forwardovej miery zodpovedá stretnej hodnote capletu

pre časový interval 0 až Ti−1. Na základe tohto si vyjadŕıme hodnotu volatility

v2
Ti−1−caplet =

1

Ti−1

∫ Ti−1

0

σ2
i,β(t)dt =

1

Ti−1

i∑
j=1

τj−1σ
2
i,j. (3.10)
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Okamž.vol. t ∈ (0, T0] t ∈ (T0, T1] t ∈ (T1, T2] . . . t ∈ (TM−2, TM−1]
F1(t) φ1ψ1 — — . . . —
F2(t) φ2ψ2 φ2ψ1 — . . . —

.

.

.
FM(t) φMψM φMψψM−1 φMψM−2 . . . φMψ1

Tabul’ka 3.2: Okamžitá volatilita forwardovej miery po úprave

Vzt’ah (3.10) si uprav́ıme, aby zodpovedal predpisu pre okamžitú volatilitu (3.9).

(vMKT
i )2 = φ2

i

i∑
j=1

τj−1ψ
2
i−j+1, (3.11)

kde vMKT
i sú volatility dostupné na trhu, v našom pŕıpade volatility capletov.

Nech M znač́ı dobu, pre ktorú chceme nasimulovat’ hodnoty forwardových sadzieb.

Uprav́ıme si vyjadrenie pre parameter φi z rovnice (3.11)

φi =

√
(vMKT
i )2Ti∑i

j=1 τj−1ψ2
i−j+1

. (3.12)

Na výpočet volatility swapcie, ktorej podkladový derivát zač́ına v čase Tα a je

splatný v čase Tβ, použijeme Rebonatov vzt’ah :

(vLMM
α,β )2 =

1

Tα

β∑
i,j=α+1

wi(0)wj(0)Fi(0)Fj(0)ρi,j
Sα,β(0)2

∫ Tα

0

σi(t)σj(t)dt, (3.13)

kde Sα,β je swapová sadzba, ktorú vypoč́ıtame, ako lineárnu kombináciu forwar-

dových sadzieb

Sα,β(t) =
∑β

i=α+1wi(t)Fi(t),

wi(t) = τiFP (t,Tα,Ti)∑β
k=α+1 τkFP (t,Tα,Tk)

,

FP (t, Tα, Ti) =
∏i

j=α+1
1

1+τjFj(t)
.

Pre korelačnú maticu plat́ı, že je symetrická a pozit́ıvne semidefinitná. Vd’aka

týmto vlastnostiam ju môžeme preṕısat’ v tvare

ρ = PHP T ,
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kde P je ortogonálna matica, PP T = I a H je diagonálna matica, jej prvky

su vlastné č́ısla korelačnej matice. Nech Λ je matica obsahujúca druhé mocniny

vlastných č́ısel. Nech A := PΛ. Potom plat́ı

AAT = ρ, ATA = H.

Rozklad ρ = AAT nahrad́ıme maticou B typu M × n tak, že BBT je matica s

hodnost’ou n. Člen dW z (3.8) nahrad́ıme zložkou BdW . Úpravou źıskame novú

korelačnú maticu:

dWdW T = ρdt,

BdW (BdW )T = BdWdW TBT = BBTdt,

ρB = BBT .

Pre źıskanie parametrov matice B navrhol Rebonato nasledujúce vzt’ahy:

bi,1=cos θi,1

bi,k=cos θi,k sin θi,1 . . . sin θi,k−1, 1 < k < n

bi,n=sin θi,1 . . . sin θi,n−1,

pre i = 1, . . . ,M . Z tohto dostaváme vzt’ah pre prvky korelačnej matice ρB

ρBi,j = cos(θi − θj). (3.14)

Teraz môžeme upravit’ vzt’ah (3.13) s dosadeńım (3.14)

(vLMM
α,β )2 =

1

Tα

β∑
i,j=α+1

wi(0)wj(0)Fi(0)Fj(0)ρBi,j
Sα,β(0)2

φiφj

α∑
h=0

ψi−hψj−h. (3.15)

Podstatou kalibrovania tohto modelu je nastavenie počiatočných parametrov θi a

ψi tak, aby hodnota vLMM
α,β bola čo najbližšie k volatilite, ktorú máme k dispoźıcii

z trhu vMKT
α,β . To docielime minimalizáciou vzt’ahu

s =
∑

β−α>1(vLMM
α,β − vMKT

α,β )2.

Pre forwardovú mieru potom plat́ı vzt’ah

d lnFk(t) = σk(t)
k∑

j=α+1

ρk,jτjσj(t)Fj(t)

1 + τjFj(t)
dt− σk(t)

2

2
dt+ σk(t)dW (t). (3.16)
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Pri vol’be malého časového rozdielu ∆t možeme predošlý vzt’ah previest’ na zdis-

kretizovaný tvar:

lnFk(t+∆t) = lnFk(t)+σk(t)
k∑

j=α+1

ρk,jτjσj(t)Fj(t)

1 + τjFj(t)
∆t−σk(t)

2

2
∆t+σk(t)(W (t+∆t)−W (t)),

(3.17)

kde (W (t+ ∆t)−W (t)) má rozdelenie
√

∆tN (0, ρ).

Fk(t+ ∆t) = Fk(t) exp

[
k∑

j=α+1

cos(θk − θj)τjφjφkψj−αψk−αFj(t)
1 + τjFj(t)

∆t

]

exp

[
−
φ2
kψ

2
k−α

2
∆t+ φkψk−α

√
∆tεk

]
(3.18)
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4. Bayesovský pŕıstup

Bayesovské postupy sú založené na základných pravdepodobnostných pravidlách,

ktoré využ́ıvamé na rozličné úkony, ako napŕıklad odhady parametrov, porovnávanie

dvoch či viacerých modelov, alebo predpovede do budúcna. Najzákladneǰśım pra-

vidlom je Bayesov vzorec.

Defińıcia (Bayesova veta). Nech A a B sú náhodné javy s pravdepodobnost’ami

P(A) a P(B), pričom P (B) > 0. Potom plat́ı:

P (A|B) = P (B|A)∗P (A)
P (B)

.

Apriórna a aposteriórna hustota

Najpodstatneǰśım rozdielom medzi klasickým a bayesovským pŕıstupom je pohl’ad

na parameter, označme θ. V pŕıpade klasického postupu, skúmame rozdelenie

dát pre danú θ, pretože za výsledok experimentu považujeme dáta. Parameter je

neznáme č́ıslo. Bayesovský pŕıstup považuje θ za spojitú náhodnú veličinu, ktorej

urč́ıme pravdepodobnostné rozloženie. Hustotu π(θ), ktorú udáme pred tým, než

sú dáta k dispoźıcíı, nazývame apriórna hustota. Po obsiahnut́ı dát máme hustotu

aposteriórnu.

4.1 Bayesovské metódy

Základnou ideou tejto metódy je zahrnutie apriórnej znalosti, či skúsenosti o

hodnote neznámeho parametru vo forme pravdepodobnostného rozdelenia. Na

rozdiel od klasického pŕıstupu, kde považujeme parametre za neznáme konštanty

a k ich odhadu použ́ıvame iba rozdelenie pozorovańı, v bayesovskom modeli za-

hrnieme do záverov informácie, ktoré máme k dispoźıcii ešte pred realizáciou.

Tieto informácie môžu byt’ subjekt́ıvne (na základne nazóru nejakého subjek-

tu) alebo objekt́ıvne (vychádzajúce z predošlých skúsenost́ı). Bayesovský pŕıstup

je teda založený na stanoveńı pravdepodobnostného modelu pre dáta (v popise

označené ako data), vektor neznámych parametrov Θ, vedúce k vierohodnostnej

funkcii L(Θ|data). Predpokladáme, že Θ je náhodný vektor, ktorý má apriórne
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rozdelenie s hustotou π(Θ). Informácie ohl’adom parametru Θ následne źıskame

z aposteriórneho rozdelenia daného Bayesovou vetou:

π(Θ|data) =
L(Θ|data)π(Θ)∫

Ω
L(Θ|data)π(Θ)dΘ

, (4.1)

kde Ω znač́ı množinu všetkých možných parametrov Θ. Výraz v menovateli je

normalizujúcou konštantou aposteriórneho rozdelenia a je nezávislý na Θ. Vzt’ah

(4.1) môžeme upravit’ ako proporcionálny súčin vierohodnostnej funkcie a ap-

riórnej hustoty.

π(Θ|data) ∝ L(Θ|data)π(Θ).

Tento spôsob odhadu parametrov sa stal predmetom kritiky mnohých odborńıkov,

a to z viacerých dôvodov. Predovšetkým preto, že rozdelenie sa konštruuje na

základe apriórnej informácie, ktorej rôzna vol’ba môže viest’ k rôznym výsledkom.

Ďaľśım významným dôvodom je to, že neznámy parameter muśıme v niektorých

pŕıpadoch považovat’ za náhodnú veličinu, i ked’ sa môže jednat’ o konštantu.

4.2 Markov Chain Monte Carlo algoritmy

Bayesovské postupy sa zakladajú na podobe aposteriórneho rozdelenia, ktoré ne-

poznáme alebo ho môžeme poznat’ v explicitnom tvare. Často je však vo forme,

z ktorej nevieme analyticky odvodit’ jeho štatistické charakteristiky. Základnou

ideou Monte Carlo metód je mnohopočetné simulovanie daného modelu. Predpo-

kladom je znalost’ rozdelenia modelu. Nech parameter θ, ktorý skúmame, má dané

aposteriórne rozdelenie. Z neho urob́ıme n výberov, pomocou ktorých môžeme

Monte Carlo spôsobom źıskat’ požadovanú charakteristiku parametru.

Zistenie tvaru aposteriórneho rozdelenia je vo väčšine pŕıpadov vel’kým problémom.

Špeciálnym pŕıpadom, kedy sa tomuto môžeme vyhnút’ sú tzv. konjugované mo-

dely. Apriórne rozdelenie f(θ|µ), označujeme za konjugované s modelom f(D|θ),
ak aposteriórne rozloženie f(θ|D,µ) nálež́ı do rovnakej distribučnej triedy. Ich

výhodou je skutočnost’, že postup od apriórneho k aposteriórnemu rozdeleniu

spoč́ıva len v zmene parametrov bez toho, aby boli potrebné d’aľsie výpočty.

Nevýhodou však ostáva malá vol’nost’ vo výbere apriórneho rozloženia.
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Často sa tiež stretávame so situáciou, kedy do modelu vstupujú i rušivé pre-

menné. Typickým pŕıkladom je normálne rozdelenie N (µ, σ), kde dané parametre

sú zvyčajne vzájomne korelované, z čoho plynie, že apriórna hustota má podobu

f(µ, σ). Napriek neistote v hodnotách parametru σ, zauj́ıma nás prvý parameter.

V tomto pŕıpade môžeme rušivý prvok odstránit’ integráciou - spoč́ıtańım mar-

ginálnej hustoty parametru µ. Takáto integrácia však často býva nejednoduchá.

To bolo dôvodom, prečo sa v minulosti bayesovské metódy neuplatňovali v takom

rozsahu ako je to dnes.

Obtiažnost’ vyjadrenia aposteriórnej hustoty rastie úmerne s počtom paramet-

rov, ktoré potrebujeme odhadnút’. Tento problém sa odstránil navrhnut́ım po-

stupu, ktorý simuláciami generoval markovský ret’azec, ktorého rozdelenie má

tvar aposteriórneho rozdelenia, ktoré hl’adáme. Tento postup nazývame Markov

Chain Monte Carlo (MCMC) metóda. Výsledkom tohto generovania je vektor, z

ktorého je možné napoč́ıtat’ požadované charakteristiky. Pokial’ je počet simulácíı

dostatočne vel’ký, ich hodnoty sa pribĺıžia k vhodným hodnotám.

Vd’aka MCMC algoritmom je možné generovat’ výbery z akéhokol’vek zložitého

mnohorozmerného rozdelenia. V porovnańı s ostatnými metódami odhadu para-

metrov, má MCMC algoritmus niekol’ko zásadných výhod. Prvou je možnost’ apli-

kovat’ ho na modely s viacerými premennými. Poskytuje taktiež riešenie ohl’adom

filtrácie a predikcie nepozorovaných faktorov. Týmto modelov sa venuje [6] a [11].

4.2.1 Metropolis-Hastingsov algoritmus

Tento postup bol navrhnutý Metropolisom, ktorý však obsahoval požiadavok na

symetriu kandidátskej hustoty. Hastings neskôr tento algoritmus upravil tak, aby

požadovaná symetria nebola nutná.

Uvažujme hustotu q(Θ, ϑ), ktorú tiež označujeme ako kandidátsku hustotu, tak,

že
∫
q(Θ, ϑ)dϑ = 1. Je nutné si uvedomit’, že výber z kandidátskeho rozdelenia,

nie je okamžite výberom aposteriórnym. O prijat́ı, resp. zamietnut́ı rozhoduje

pravdepodobnost’ akceptovania a(•).

Nech R(0, 1) je rovnomerné rozdelenie na inervale (0, 1). Potom algoritmus pre

aposteriórne rozdelenie π(Θ, data) urč́ıme nasledovným postupom.
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Krok 0. Zvoĺıme vektor počiatočných hodnôt Θ0 = (θ1,0, θ2,0, ..., θk,0).

Krok 1. Polož́ıme i = 0.

Krok 2. Generujeme kandidátsky vektor Θ∗ z q(Θi, •) a R z R(0, 1).

Krok 3. Polož́ıme Θi+1 = Θ∗ ak R ≤ a(Θi,Θ
∗) a Θi+1 = Θi inak,

a(Θ, ϑ) = min
{
π(ϑ|data)q(ϑ,Θ)
π(Θ|data)q(Θ,ϑ)

, 1
}

.

Krok 4. Polož́ıme i = i+ 1 a opakujeme Krok 2.

Existujú dva hlavné typy kandidátskej hustoty, a to symetrická a nesymetrická.

Medzi jednoduché vol’by symetrického rozdelenia patria napŕıklad normálne a rov-

nomerné, centrované so stredom v súčasnom stave, v ktorom sa ret’azec nachádza.

Uvažujme normálne rozdelenie. Hodnota kandidáta je rovná Θi+N (0, σ). Ked’že

pre hustotu plat́ı N (Θ∗ − Θi; 0, σ) = N (Θi − Θ∗; 0, σ), je toto rozdelenie symet-

rické. Tento typ distribúcie poruš́ı aktuálny stav markovského ret’azca a potom

na základe pravdepodobnosti a(•) pŕıjme alebo zamietne túto hodnotu. Takto

konštruovaný postup sa nazýva náhodná prechádzka v Metropolisovom algoritme.

Inými slovami, tento algoritmus generuje náhodný výber takým spôsobom, že

k poslednej hodnote, priráta hodnotu náhodnej premennej, ktorej rozdelenie je

totožné s kandidátskou distribúciou.

Iným postupom je tzv. nezávislý Metropolisov algoritmus, ktorý generuje vzorky

nezávislé na predošlej hodnote. Pravdepodobnost’ prijatia bude v tvare:

a(Θ, ϑ) = min
{
π(ϑ|data)q(Θ)
π(Θ|data)q(ϑ)

, 1
}

.

4.2.2 Gibbsov algoritmus

Bayesovský MCMC algoritmus sa stal často použ́ıvaným nástrojom na odhad mo-

delov s multidimenzionálnym vektorom parametrov. Gibbsov postup je špeciálnym

pŕıpadom Metropolis-Hastingsovej metódy, kde akceptujeme každý výber. To zna-

mená, že pravdepodobnost’ prijatia α(•) = 1.
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Krok 0. Zvoĺıme vektor počiatočných hodnôt Θ0 = (θ1,0, θ2,0, ..., θk,0).

Krok 1. Polož́ıme i = 0.

Krok 2. Generujeme Θi+1 = (θ1,i+1, θ2,i+1, ..., θk,i+1) nasledujúcim spôsobom:

• Generujeme θ1,i+1 ∼ π(θ1|θ2,i, ..., θk,i, data);

• Generujeme θ2,i+1 ∼ π(θ2|θ1,i+1, θ3,i, ..., θk,i, data);

...

• Generujeme θk,i+1 ∼ π(θk|θ1,i+1, θ2,i+1, ..., θk−1,i+1, data).

Krok 3. Polož́ıme i = i+ 1 a opakujeme Krok 2.

Podmienené rozdelenia Θi, i = 1, 2, ... úplne charakterizujú združené rozdelenie

π(Θ|data). Podmienené pravdepodobnosti źıskame aplikovańım Bayesovej vety

na vierohodnostnú funkciu a apriórnu hustotu.

Gibbsov algoritmus je založený na predpoklade, že dokážeme prevádzat’ simulácie

z každého plne podmieneného rozdelenia. Takže aj v pŕıpadoch mnohorozmernécho

charakteru môžu byt’ výsledné simulácie jednorozmerné. Výstupom tohto postupu

je realizácia markovského ret’azca. Algoritmus, ktorý sme poṕısali sa nazýva tiež

systematický Gibbsov algoritmus, pretože časti vektoru prechádzajú systematický

od prvej zložky po poslednú.

Tento algoritmus môžeme modifikovat’ do podoby, kedy zložky vyberáme náhodne,

s rovnakou pravdepodobnost’ou 1/k. V takomto pŕıpade sa jedná o náhodnú

prechádzku v Gibbsovom algoritme.

Krok 0. Zvoĺıme vektor počiatočných hodnôt Θ0 = (θ1,0, θ2,0, ..., θk,0).

Krok 1. Polož́ıme i = 0.

Krok 2. Generujeme m z rovnomerného rozdelenia na množine {1, . . . , k}.

Simulujeme zložku θm,i+1 ∼ π(θm|θ1,i, ..., θm−1,i, θm+1,i, ..., θk,i, data),

polož́ıme θj,i+1 = θj,i pre j 6= m;

Krok 3. Polož́ıme i = i+ 1 a opakujeme Krok 2.
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Rozdiel medzi Metropolis-Hastingsovým a Gibbsovým algoritmom je ten, že v

prvom postupe nie je potrebné poznat’ normujúcu konštantu u navrhovanej hus-

toty, ktorú si na rozdiel od druhého pŕıstupu voĺıme l’ubovol’ne. To však môže

mat’ vplyv na efektivitu algoritmu a to takým spôsobom, že pri nevhodnej vol’be

spomı́nanej hustoty, môžeme docielit’ ńızku pravdepodobnost’ prijatia, čo má za

dôsledok vel’ký počet zamietnut́ı a tým padom sa ret’azec len zriedka pohybuje zo

svojho stavu.

4.2.3 Všeobecný Metropolisov algoritmus

Tento simulátor sa odlǐsuje v tom, že jeden parameter sa s časom meńı a kan-

didátske rozdelenie je normálne, ktorého stredná hodnota, bude súčasná hodnota,

v ktorej na ret’azec nachádza. Pre každý parameter je nutné určit’ rozptyl kan-

didátskej hustoty. Označme si rozptyl pre j-tý parameter σ2
j . Tieto hodnoty, spolu

s vektorom Θ inicializujeme na začiatku algoritmu. Ich vol’ba je vel’mi dôležitá,

pretože ak by rozdiely v rozptyloch boli pŕılǐs vysoké, ret’azec by sa pohyboval

len zriedka. Naopak, ak by boli vel’mi malé, ret’azec by sa pohyboval často, ale

pomaľsie. Potrebujeme teda vel’ký počet simulácii, aby výsledná postupnost’ kon-

vergovala. Hlavným problémom je stanovenie parametrov σ2
j .

Použit́ım MCMC algoritmov vo finančnej praxi sa venuje [3] a [7].

4.2.4 Kalibrácia MCMC pŕıstupom

Spôsob kalibrácie MCMC pŕıstupom je uvedený v [8] a [12]. Najpouž́ıvaneǰśım

modelom pre cenu nejakého akt́ıva S je proces sledujúci stochastickú diferenciálnu

rovnicu. Predpokladajme, že cena podkladového akt́ıva v čase t je daná difúznym

procesom

dS(t) = µSdt+ σSdW1, (4.2)

kde µ označuje drift a σ znač́ı volatilitu, dW1 je pŕırastok Wienerovho procesu.

Aplikovańım Itôovho lemma možeme vzt’ah (4.2) zjednodušit’ do tvaru

d(lnS) =
(
µ− σ2

2

)
dt+ σdW .
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Pre odhadovanie parametrov sa v praxi použ́ıva diskrétny tvar vo forme

ri = µ̃+ σ̃εi, εi ∼ N (0, 1), (4.3)

kde
ri=ln Si

Si−1
,

µ̃=
(
µ− σ2

2

)
∆t,

σ̃=σ
√

∆t.

LIBOR market model:

Forwardová miera podl’a LMM modelu je daná predpisom

dFk(t) = Fk(t)
k∑

i=m(t)

δiFi(t)ζi(t)ζk
1 + Fi(t)δi

dt+ ζk(t)Fk(t)dW (t),

kde k = 1, . . . , n.

Po úprave a následnom použit́ı Itôovho lemma źıskame tvar

d logFk(t) =

 k∑
i=m(t)

δiFi(t)ζi(t)ζk
1 + Fi(t)δi

− ζ2
k

2

 dt+ ζk(t)dW (t).

Potom pre logaritmus podielu forwardových mier dostávame vzt’ah

rk(t) = µk(t) + σk(t)ε(t),

kde ε(t) má normované normálne rozdelenie a pre parametre plat́ı:

µk(t) =

 k∑
i=m(t)

δiFi(t)ζi(t)ζk
1 + Fi(t)δi

− ζ2
k

2

∆t,

σk(t) = ζk(t)
√

∆t.

Stochastický proces, ako napŕıklad Hestonov model, meńı parameter volatility

na stochastickú volatilitu. Predpokladajme, že volatilita
√
V sleduje Ornstein-

Uhlenbeckov proces

d
√
V (t) = −β

√
V (t)dt+ δdW2(t),
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potom z Itôovho lemmatu plynie, že rozptyl V (t) je daný vzt’ahom

dV (t) = κ[θ − V (t)]dt+ σ
√
V (t)dW2(t),

pričom W1(t) a W2(t) majú koreláciu ρ. Tento vzt’ah je analógiou CIR modelu

úrokových mier. Vol’ba práve tohto modelu je z dôvodu nezápornosti volatility a

jej tendencii k návratu k priemeru. V našom pŕıpade budeme uvažovat’ logaritmus

rozptylu

d lnV (t) = κ[θ − lnV (t)]dt+ σdW2(t).

Označ́ıme h(t) = lnV (t) a predošlý vzt’ah prevedieme do diskrétneho tvaru. Do-

staneme rovnicu, ktorá je vo forme autoregresného modelu AR(1).

h(t)− h(t− 1) = κ[θ − h(t− 1)]∆t+ σ
√

∆tεVt , εVt ∼ N (0, 1)

h(t) = h(t) = α + βh(t− 1) + γεVt , (4.4)

kde α = κθ∆t, β = 1− κ∆t a γ = σ
√

∆t.

V našom pŕıpade budeme potrebovat’ volatilitu pre každú splatnost’, to znamená

hk(t) = αk + βkhk(t− 1) + γkε
V
t .

Celkovo dostávame nasledujúce vzt’ahy:

rk(t) = µk(t) + ehk(t)/2εt,

hk(t) = αk + βkhk(t− 1) + γkε
V
t ,

kde hk(t) je stacionárńı proces, tj. |β| < 1, E
[
εtε

V
t+m

]
= 0 pre všetkym a E [εtεt+n]

=E
[
εVt ε

V
t+n

]
= 0 pre všetky n 6= 0.

Prvým krokom v MCMC modele je určenie apriórnej informácie. Nech logarit-

mická volatilita má v čase 0 normálne rozdelenie

hk(0) ∼ N (m0, A0).
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Označme ξk = (αk, βk)
′
, potom plat́ı

ξk|γ2
k ∼ N (ξ0, γ

2
kV0),

γ2
k ∼ Γ−1(n0/2, n0s

2
0/2),

kde m0,A0,ξ0, V0,n0 a s2
0 sú hyperparametre.

Existujú dva možné postupy pre generovanie parametrov a volatility. Prvým je

blokový pŕıstup, ktorý pracuje s celými vektormi zároveň, druhým je individuálny

pŕıstup, ktorý prevádza generovanie pre každú hodnotu zvlášt’. V tejto práci

využijeme druhý spôsob.

Generovanie parametrov

ξk, γ
2
k|hk(1), . . . , hk(T ), rk(1), . . . , rk(T )

Z hk(t) pre t = 1, . . . , T použit́ım bayesovskej lineárnej regresie urč́ıme autoreg-

resné koeficienty α, β, γ:

β̂=(X′X)−1XTy

ê=y −Xβ̂,

kde X =

(
1 . . . 1

hk(t). . .hk(T − 1)

)
a y = (hk(2), . . . , hk(T ))′.

Koeficienty určujeme z nasledujúcich rozdeleńı:

γ2 ∝ Γ−1
(
n−2

2
, ê
′ê
2

)
,

(α, β)′ ∝ ϕ
(

(α, β)′; β̂, γ2(X′X)−1
)

.

Ďaľsou podstatným krokom je určenie podmieneného apriórneho rozdelenia hk(t)

Máme hk(t− 1), ξk a γ2
k , pre t = 1, . . . , T − 1 sa dá ukázat’ rozdelenie pre hk(t)

a hk(t+ 1):(
hk(t)

hk(t+ 1)

)
∼ N

((
αk + βkhk(t− 1)

(1 + βk)αk + β2
khk(t− 1)

)
, γ2

k

(
1 βk

βk (1 + β2
k)

))
,
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takže pre strednú hodnotu mk(t) := E(hk(t)|hk(t− 1), hk(t+ 1), ξ, γ2
k)

a volatilitu s2
k(t) := var(hk(t)|hk(t− 1), hk(t+ 1), ξ, γ2

k) platia rovnosti:

mk(t) =

(
1− βk
1 + β2

k

)
αk +

(
βk

1 + β2
k

)
(hk(t− 1) + hk(t+ 1)),

s2
k(t) =

γ2
k(t)

(1 + β2
k(t)

.

Metropolisov algoritmus pre volatilitu:

1. Zvoĺıme inicializačné volatility v čase 0 a polož́ıme j = 0.

2. Súčasný stav je hk(t)
(j).

3. Vygenerujeme novú volatilitu h∗k(t) z rozdelenia N (h
(j)
k (t), γ2

k(t)).

4. Vypoč́ıtame pravdpodobnost’ prijatia

α = min

{
1,

ϕ(h∗k(t),mk(t), s
2
k(t))ϕ(rk(t), µk(t), e

h∗k(t))

ϕ(h
(j)
k (t),mk(t), s2

k(t))ϕ(rk(t), µk(t), eh
(j)
k (t))

}
.

5. Dostaneme nový stav

h
(j+1)
k (t) =

{
h∗k(t) s pst’ou α,

h
(j)
k (t) s pst’ou 1− α.

Tento postup opakujeme J -krát pre každé t = 1, . . . , T − 1. Výstupom algoritmu

je vektor nasimulovaných volatiĺıt, následne použitý pre ocenenie.
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5. Analytická čast’

Všeobecné údaje

Dátum uzavretia obchodu 28.6.2004

Dátum nadobudnutia platnosti 23.4.2014

Konečný dátum 23.6.2024

Nominálna čiastka 200 000 000 EUR upravený v súlade

s Modified Following Business Day

Convention

Kupujúci strana A

Predávajúci strana B

Strana A

Platobné dni platcu pohyblivých sadzieb 23.6. a 23.12. každý rok, od

23.12.2014 vrátane do 23.6.2024

vrátane, s úpravou v súlade s

Modified Following Business Day

Convention

Pohyblivá sadzba 6M EURIBOR

Úroková báza pre výpočet pohyblivej čiastky Act/360

Resetný deň 1.deň kalkulačného obdobia

Strana B

Platobné dni platcu fixných sadzieb 23.6. každý rok, od 23.6.2015

vrátane do 23.6.2024 vrátane,

s úpravou v súlade s Modified

Following Business Day Convention

Fixná sadzba 5.62500%

Úroková báza pre výpočet fixnej čiastky 30/360
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5.1 Vstupné dáta a ich úprava

Pre ocenenie nášho obchodu potrebujeme nasledujúce dáta:

(1) swapové sadzby so splatnost’ou 1Y - 20Y

(2) 6M Euribor sadzby

(3) volatility capov

(4) volatility swapcíı

Swapové sadzby, ktoré máme k dispoźıcii su kótované na trhu, avšak so splat-

nost’ami 1Y, 2Y, . . . , 15Y a 20Y. Sadzby pre ostatné roky a taktiež chýbajúce

údaje pri splatnostiach 4Y, 7Y, 9Y, 11Y, 13Y a 14Y dopoč́ıtame klasickou li-

neárnou interpoláciou. Zo zdroja (http://www.patriaplus cz) sme źıskali histo-

rické údaje od dátumu 4. 6. 2003.

Obr. 5.1: Vývoj swapových sadzieb

Na ocenenie swapcie potrebujeme výnosy bezkupónových dlhopisov. Tie źıskame

metódou bootstrappingu zo swapových sadzieb.

Dáta nám chýbajú aj pri sadzbách jednoročného swapu. Nakol’ko nie je možné

takto priamo použit’ bootstrapping, aplikovali sme dva spôsoby výpočtu sadzieb.

V prvom postupe sme pomocou neznámej hodnoty 1Y swapovej sadzby (ozn.

r) vyjadrili diskontné faktory závislé na tejto hodnote. Riešeńım rovnice, kde r

sme použili ako interpolovanú hodnotu sme źıskali sadzby, ktoré sme následne

bootstrappovali na výnosy bezkúponových dlhopisov.
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Obr. 5.2: Výnosy bezkupónových dlhopisov

Obr. 5.3: Bootstrapping - prvý spôsob

Z grafu vid́ıme, že takýto postup nezodpovedá správnemu vývoju. Preto bude-

me v práci použ́ıvat’ výnosy vypoč́ıtané druhým spôsobom. Na ten použijeme

6M EURIBOR miery zobrazené na obrázku 5.4, pomocou ktorých interpolujeme

hodnoty 1Y swapu a následne bootstrappingom prepoč́ıtame všetky sadzby na

sadzby bezkupónovych dlhopisov. Obrázok 5.5 ukazuje kompletné údaje výnosov

so splatnost’ami 1Y - 20Y, ktoré použijeme na ocenenie .

Bootstrapping

Pomocou tejto metódy vieme zo swapovej výnosovej krivky vyjadrit’ spotovú

výnosovú krivku. Nech R1 je jednoročná swapová sadzba. Diskontný faktor d1

z nej odvod́ıme podl’a rovnice

1 = (1 +R1)d1 ⇒ d1 = 1
1+R1

.
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Obr. 5.4: Vývoj 6M EURIBOR sadzieb

Obr. 5.5: Výnosy bezkupónových dlhopisov - všetky dáta

Ked’ máme vypoč́ıtaný diskontný faktor, môžeme źıskat’ bod r0;1 zo vzt’ahu

d1 = 1
1+r0;1

.

Pre dvojročný swap plat́ı predpis

1 = R2d1 + (1 +R2)d2 ⇒ d2 = 1−R2d1
1+R2

.

Druhý bod spotovej krivky potom źıskame zo vzt’ahu

d2 = 1
(1+r0;2)2

.

Všeobecne pre n-ročný swap máme

1 = Rnd1 +Rnd2 + . . .+Rndn−1 + (1 +Rn)dn,
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odkial’

dn =
1−Rn(d1 + d2 + . . .+ dn−1

1 +Rn

=
1−Rn

∑n−1
j=1 dj

1 +Rn

. (5.1)

A pre body spotovej krivky potom plat́ı

dn = 1
(1+r0;n)n

.

5.2 Oceňovanie

Nech sk označuje swapciovú pevnú sadzbu. Nech sT je tržná swapová miera v čase

T , kedy konč́ı platnost’ opcie. Spoločnost’ uplatńı opciu v pŕıpade, že sk < sT , inak

je výhodneǰsie úročit’ swapovou mierou sT . Výplatná miera je max(sT − sk, 0),

ktorá je platená po celú dobu trvania swapu, tj. v časoch T1, . . . , TN . Hodnota

swapcie v čase T je vyjadrená vzt’ahom

fT =
N∑
i=1

P (T, Ti)τiLmax(sT − sk, 0), (5.2)

kde L znač́ı nominálnu hodnotu obchodu. V tomto pŕıpade uvažujeme odlǐsnú

numeraire, a to anuitu, danú predpisom

A(t) =
N∑
i=1

τiP (t, Ti). (5.3)

Vzt’ah (5.2) môžeme upravit’ do tvaru

fT = A(T )Lmax(sT − sk, 0).

Predpokladajme, že miera sT má lognormálne rozdelenie. Swapová miera st pri-

slúchajúca swapu so začiatkom v čase T a platbami v časoch T1, . . . , TN nám

plynie zo vzt’ahu pre súčasnú hodnotu

0 = P (t, T0)− P (t, TN)−
∑N

i=1 P (t, Ti)τist = P (t, T0)− P (t, TN)− A(t)st,

odtial’

st =
P (t, T0)− P (t, TN)

A(t)
. (5.4)
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Naš́ım ciel’om je určit’ teoretickú výšku zisku strany B tohto kontraktu, teda

kupujúceho swapcie, ktorý je platcom premenlivej swapovej sadzby. Na ocenenie

využijeme klasický Blackov model pre swapcie, kde držitel’ má právo zaplatit’

pohyblivú mieru sT :

f0 = A(0) (skN (−d2)− s0N (−d1)) , (5.5)

kde

d1= ln(s0/sk)+σ2T/2

σ
√
T

,

d2= ln(s0/sk)−σ2T/2

σ
√
T

= d1 − σ
√
T .

5.2.1 Ocenenie pomocou volatiĺıt capov

Po úprave dát môžeme pristúpit’ k oceneniu derivátu podl’a postupu, ktorý sme

poṕısali v časti 3.1. Vstupom programu sú výnosy dlhopisov a hodnoty volatility

capletov. Volatility sú ročné. Náš kontrakt je však úročený polročne, preto si

muśıme jednotlivé hodnoty prepoč́ıtat’ pomocou vzt’ahu

σT = σ ∗
√
T , (5.6)

kde σT je volatilita pre časové obdobie T a σ je ročná volatilita.

Vzt’ah (3.1) si uprav́ıme do vhodného tvaru, z ktorého vieme postupne priamo

napoč́ıtat’ hodnoty Λ:

Λ2
k =

σ2
k+1tk+1−

∑k
j=1 Λ2

j−1τk−j+1

τ0

vypoč́ıtame forwardové volatility , pričom časové kroky sú v našom pŕıpade pol-

ročné.

Pre simuláciu forwardových sadzieb využijeme vzt’ah (3.2). Tento proces pre-

bieha iterat́ıvne. Z počiatočnej výnosovej krivky, ktorá bola vstupom algoritmu,

napoč́ıtame sadzby F0(0),. . .F20(0).

Fi,j =
(1+rj)

j

(1+ri)i
− 1,

kde ri je výnos v čase i a Fi,j je forwardová miera na obdobie medzi i a j.

Z nich nasimulujeme miery o rok, ktoré budú mat’ o jednu splatnost’ menej, tzn.
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Tabul’ka 5.1: Forwardové volatility

Rok σk(%) Λk−1(%)
1 14,4 14,4
2 17,2 19,7
3 16,6 15,3
4 15,5 11,6
5 14,6 10,1
6 13,8 8,55
7 13,1 7,86
8 12,5 7,44
9 12 7,21
10 11,6 6,56
...

...
...

sadzby F1(1), . . . ,F19(1). Z nich nasimulujeme sadzby o dva roky, ktoré budú mat’

o dve splatnosti menej. Takto postupujeme až po hodnotu F19(19). Prevedieme

1000 simulácíı, ktorých priebehy máme znázornené na obrázku 5.6. Časové indexy

sú posunuté o jednotku, nakol’ko program nevie poč́ıtat’ s indexom 0.

Obr. 5.6: Simulácie forwardových mier

Z obrázku vid́ıme, že simulované sadzby sa odlǐsujú od vstupnej krivky. S narástajúcim

časom sa odchyl’ujú pomerne významne, avšak ak vezmeme priemer všetkých mo-

delovaných mier,vid́ıme, že sa pohybuje v okoĺı krivky. Pri vel’kom počte simulácíı

môžeme teda prehlásit’, že aritmetický priemer je vierohodným odhadom strednej

hodnoty forwardovej krivky.

Samotné forwardové sadzby však nie sú podstatným prvkom pri postupe oceňovania.

Do procesu vstupuje len počiatočná krivka. Naš́ım ciel’om je vypoč́ıtat’ swapciovú

volatilitu, ktorá je potrebná pre použitie Blackovej formuly. Źıskame ju dosadeńım
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jednotlivých hodnôt do vzorca (3.7).

Oceňujeme swapciu, ktorej nominálna hodnota je 200 miliónov EUR pri fixnej sa-

dzbe 5, 625%. Spoč́ıtame hodnotu derivátu podl’a postupu uvedeného v predošlej

časti. Tá bola diskontovaná do času, kedy bol obchod uzavretý, teda k dátumu

28.6.2004.

Hodnota volatility pri našich dátach vyšla približne 8.4% a hodnota swapovej

sadzby k času uzavretia obchodu 5.7%. Vzt’ah (5.2) nám dáva výslednú hodnotu

nášho derivátu vo výške 2.95 miliónov EUR.

5.2.2 Historická volatilita

Historickou volatilitou rozumieme štandardnú odchýlku výnosov. Tento jedno-

duchý spôsob spoč́ıva vo výpočte výnosov z forwardových mier a následným

použit́ım vzt’ahu pre výberovú smerodatnú odchýlku

σ =

√∑n
i=1(ri − ravg)2

n− 1
, (5.7)

kde ri je výnosnost’ v čase i, ravg je priemerná hodnota a n je počet obdob́ı,

pre ktoré máme k dispoźıcíı údaje. V našom pŕıpade uvažujeme celú históriu od

4.6.2003 do dátumu uzavretia kontraktu, čo je 279 údajov. Źıskali sme hodnoty

dennej volatility. Tie opät’ muśıme prepoč́ıtat’ na polročné podl’a vzt’ahu (5.6).

Uvažujeme 252 obchodných dńı, takže v tomto pŕıpade bude T = 252/2.

Znova použijeme Blackov vzt’ah na ocenenie swapcie. V tomto algoritme nám

swapciová volatilita narástla na viac ako 12% a swapová sadzba ostáva rovnaká.

Hodnota kontraktu vypoč́ıtaná týmto spôsobom je 4, 34 miliónov EUR.

5.2.3 Ocenenie pomocou volatility swapcíı a capov

V tejto časti nebudeme prevádzat’ praktické výpočty, nakol’ko sme nemali k dis-

poźıcíı potrebné dáta. Konkrétne sa jedná o maticu swapciových volatiĺıt. Algo-

ritmus sme previedli len na teoretických údajoch, ktoré sme čerpali z [1]. Na nich

sme porovnali postup z 3.1 a 3.2.
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Porovnanie modelov

Vstupom je tabul’ka swapciových volatiĺıt,

1Y 2Y 3Y 4Y 5Y 6Y 7Y 8Y 9Y 10Y

1Y 16.4 15.8 14.6 13.8 13.3 12.9 12.6 12.3 12. 11.7

2Y 17.7 15.6 14.1 13.1 12.7 12.4 12.2 11.9 11.7 11.4

3Y 17.6 15.5 13.9 12.7 12.3 12.1 11.9 11.7 11.5 11.3

4Y 16.9 14.6 12.9 11.9 11.6 11.4 11.3 11.1 11. 10.8

5Y 15.8 13.9 12.4 11.5 11.1 10.9 10.8 10.7 10.5 10.4

7Y 14.5 12.9 11.6 10.8 10.4 10.3 10.1 9.9 9.8 9.6

10Y 13.5 11.5 10.4 9.8 9.4 9.3 9.1 8.8 8.6 8.4

forwardové miery pre splatnosti 1Y - 10Y

F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10

0.0501 0.056 0.0584 0.06 0.0613 0.0628 0.0627 0.0629 0.0623 0.063

a capletové volatility

vcpl1 vcpl2 vcpl3 vcpl4 vcpl5 vcpl6 vcpl7 vcpl8 vcpl9 vcpl10

0.180 0.192 0.186 0.177 0.168 0.158 0.153 0.149 0.145 0.141

Chýbajúce hodnoty swapciovej volatility sme dopoč́ıtali lineárnou interpoláciou.

Najprv vypoč́ıtame forwardové miery podl’a postupu poṕısanom v časti 3.2.

Uvažujme, že okamžitá volatilita sṕlňa vzt’ah (3.9). Potrebujeme teda vhodne od-

hadnút’ parametre θ a φ. Pred samotnou kalibráciou muśıme vhodne inicializovat’

tieto parametre. Za vstupné hodnoty pre θi zvoĺıme 1 a pre ψi voĺıme π/2.

V každom kroku kalibrácie

- urč́ıme hodnoty patametrov φi podl’a vzt’ahu (3.12), kde za vMKT
i vezmeme

výšku capletovej volatility v čase i,

- podl’a predpisu pre vLMM
α,β (3.15) vypoč́ıtame swapcové volatility, ktoré po-

rovnáne s volatilitami dostupnými na trhu.

Tieto kroky opakujeme kým rozdiel tržných a modelových volatiĺıt nebude mi-
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nimálny.

Zo źıskaných parametrov môžeme vypoč́ıtat’ hodnoty forwardových mier podl’a

vzt’ahu (3.18).

1Y 2Y 3Y 4Y 5Y 6Y 7Y 8Y 9Y 10Y

F1(t) 5.01 5.60 5.84 6.00 6.13 6.28 6.27 6.29 6.23 6.30

F2(t) 5.66 4.78 6.26 5.36 5.24 5.71 6.01 5.18 5.95

F3(t) 5.656 7.35 5.02 7.37 4.85 7.18 7.99 7.59

F4(t) 5.99 6.66 7.75 6.29 6.48 5.09 9.45

F5(t) 6.07 5.35 4.64 7.18 4.61 8.17

F6(t) 6.29 5.82 4.16 6.9 7.91

F7(t) 6.20 7.31 5.48 6.51

F8(t) 6.27 7.31 6.06

F9(t) 6.21 8.67

F10(t) 6.27

Na porovnanie vypoč́ıtame tiež hodnoty forwardových sadzieb podl’a postupu

oṕısanom v 3.1. Vstupom programu sú opät’ forwardová krivka a capletové vola-

tility.

Zo vzt’ahu (3.9) odvod́ıme forwardové volatility Λ. Dosadeńım týchto hodnôt do

vzt’ahu (3.2) môžeme postupne napoč́ıtat’ hodnoty forwardových mier.

1Y 2Y 3Y 4Y 5Y 6Y 7Y 8Y 9Y 10Y

F1(t) 5.01 5.6 5.84 6.00 6.13 6.28 6.27 6.29 6.23 6.30

F2(t) 6.87 4.87 6.49 5.62 5.87 5.92 5.8 5.73 5.65

F3(t) 3.9 5.79 5.83 6.85 5.60 5.32 6.95 6.71

F4(t) 5.65 5.74 6.05 5.28 5.98 6.91 6.79

F5(t) 7.35 5.13 4.78 6.85 8.77 6.62

F6(t) 4.34 5.41 7.37 8.79 5.71

F7(t) 5.53 5.1 6.05 6.07

F8(t) 6.2 7.08 8.28

F9(t) 6.47 7.40

F10(t) 6.50
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Z predošlých tabuliek vid́ıme, že miery vyrátané podl’a prvého spôsobu sú stabil-

neǰsie, čo je dôsledkom zahrnutia viacerých tržných parametrov. Avšak aj napriek

tomu bolo minimum pri minimalizácíı volatiĺıt pomerne vel’ké, čo ukazuje, že na-

simulované dáta nie sú dost’ kalibrované na swapciové volatility.

Oceňovanie sme tentokrát previedli pre nasledovné údaje:

swapcia je zjednaná na sumu 1 000 EUR pri pevnej sadzbe 5.625%. Platnost’

opcie je 5 rokov a maturita podkladového swapu je určená na 10 rokov.

Nasledujúca tabul’ka porovnáva jednotlivé údaje pre oba postupy oceňovania:

Tabul’ka 5.2: Porovnanie modelov - výsledné údaje

Brigo-Mercurio Hull
swapová sazdba k času 0 5.92% 5.94%

diskontný člen 7.31 7.31
hodnota derivátu (EUR) 433 434

Vid́ıme, že oba tieto postupy pri teoretický hodnotách dávajú približne totožné

výsledky ocenenia. Môžeme teda konštatovat’, že sú zhodné. Postup pre oceňovanie

je uvedený v pŕılohe.

5.2.4 MCMC

Všeobecný postup Markov Chain Monte Carlo metódy sme poṕısali v kapitole

4.2. Nakol’ko volatilita je nepozorovatel’ná premenná a v tomto modele nemáme

na vstupe žiadne informácie o nej, je potrebné, aby bol k dispoźıcíı dostatočný

počet historických údajov pre odhad.

Počiatočné hodnoty sme zvolili nasledovne:

- T = 278

- hk(0) = 0

- αk = −1

- βk = 0.8

- γ2
k = 0.1
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- αk ∼ N (0, 100)

- βk ∼ N (0, 100)

- γ2
k ∼ Γ−1(5, 0.1)

- hk(0) ∼ N (0, 100)

- Počet simulácíı = 3000

- Burn-in = 1000

Vieme, že podl’a predpokladov má log-volatilita tvar autoregresného procesu (4.4).

Pri každej simulácii boli priebežné odhadované parametre stochastickej volatility

danej rovnicou (4.4). Ukážeme si ich na splatnostiach 1Y, 5Y, a 10Y.

Obr. 5.7: Vývoj parametrov a, b, g

Zobrazený je ret’azec všetkých nasimulovaných parametrov. Pri oceňovańı swap-

cie však prvých 1000 hodnôt neuvažujeme, č́ım chcem odstránit’ vplyv vol’by

vstupných parametrov.

Rozdelenie parametrov volatility si ukážeme na obrázku 5.8, kde sú zobrazené

histogramy pre α, β a γ, tentokrát pri splatnostiach 1Y a 10Y.

50



Obr. 5.8: Histogramy parametrov a, b, g

Zo zvolených parametrov sme pre rôzne doby splatnosti nasimulovali priebeh

volatility d́lžky 278, čo odpovedá počtu jednotlivých dát, ktoré máme k dispoźıcii.

Na obrázkoch 5.9 a 5.10 vid́ıme priebeh simulovanej volatility pre splatnost’ 1Y

a 10Y. Vyobrazené sú priemerné hodnoty, dolný a horný 90%-ný konfidenčný

interval.

Obr. 5.9: Vývoj volatility pre splatnost’ 1Y
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Obr. 5.10: Vývoj volatility pre splatnost’ 10Y

Priemerné hodnoty volatility pre všetky splatnosti nám zhŕňa tabul’ka 5.3. Sú

v nej percentuálne vyjadrenia priemeru volatility, horného a dolného 90%-ného

intervalu spol’ahlivosti.

Tabul’ka 5.3: Priemerné hodnoty simulovanej volatility

1Y 2Y 3Y 4Y 5Y 6Y 7Y 8Y 9Y 10Y
Volatilita (%) 7.99 7.34 6.9 7.29 7.67 7.7 7.76 7.34 7.12 7.75
Dolný interval 6.19 5.6 5.18 5.56 5.87 5.51 5.66 5.5 5.5 5.64
Horný interval 10.3 9.18 8.89 9.57 9.58 10.2 10.2 9.34 8.97 10.2

Priemerná pravdepodobnost’ prijatia bola pri danom počte simulácíı 60%-ná.

Takýto postup si vyžaduje vyšš́ı počet opakovania kalibrácia, avšak kvôli časovej

náročnosti programu to nebolo možné zrealizovat’.

Teraz pristúpime k oceneniu swapcie na základe źıskanej volatility uvedenej v

tabul’ke 5.3. Postup je rovnaký ako pri predošlých algoritmoch. Volatilita swapcie

nám vyšla približne 5% a hodnoty derivátu pre priemernú hodnotu volatility a

taktiež pre hodnoty volatility konfidenčneho intervalu sú

Cena swapcie (EUR)

Priemerná volatilita 2.51× 106

Dolný interval 1.84× 106

Horný interval 3.28× 106
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5.2.5 Porovnanie cien swapcie

Hlavným ciel’om tejto práce bolo ocenit’ konkrétny derivát poṕısaný na začiatku

analytickej časti. Pripomenieme si základné položky zmluvy. Oceňovali sme swap-

ciu uzavretú na nominálnu čiastku 200 miliónov EUR. Strana A je platcom po-

hyblivej sadzby, a to 6 mesačného EURIBORu. Strana B je platcom pevnej sa-

dzby určenej vo výške 5.625%. Výsledkom je výška zisku strany A pri uplatneńı

derivátu, ktorý ma splatnost’ o 10 rokov s maturitou swapu 10 rokov. Prvé dva

spôsoby nám pomocou explicitného vzorca dali jednoznačné výsledky. V tret’om

pŕıpade bola cena spoč́ıtaná na základe počiatočnej simulácie volatility.

K určeniu hodnoty derivátu bolo potrebné kalibrovat’ modely na tržné dáta, kon-

krétne implikované volatility capletov. Využili sme vzorec pre cenu pŕıjemcovskej

swapcie, ktorá je pridelená strane, ktorá má právo prij́ımat’ fixnú sadzbu, v našom

pŕıpade je to strana A. Pri skúmańı diskontovanej hodnoty derivátu nás zauj́ıma,

či je kladná. V takej situácii je strana A vo výhode a pravdepodobne do obcho-

du vstúpi. Výška súčasnej hodnoty potom určuje zisk, ktorý strana bude mat’

pri uplatneńı práva na vstup do swapu. Nasledujúca tabul’ka nám zhŕňa ceny

derivátu k dátumu uzavretia kontraktu.

Tabul’ka 5.4: Ceny swapcie

metóda cena swapcie(EUR) % z nominálnej čiastky
Hull 2.95× 106 1.48%
Brigo-Mercurio ≈ Hull ≈ Hull
pomocou historickej volatility 4.34× 106 2.17%
MCMC 2.51× 106 1.26%

V pŕıpade MCMC metódy sa jedná o priemer z jednotlivých simulácíı. Śıce nám

udáva istý odhad ceny, nevieme však nič o ostatných simulovaných hodnotách,

preto sme si v predošlej časti uviedli aj d’aľsiu charakteristiku, a to interval

spol’ahlivosti.

Jednotlivé ceny sa výrazne ĺı̌sia. Ked’že sa jedná o predpoved’ vývoja úrokových

sadzieb do budúcna, nemôžeme s určitost’ou vyhlásit’, ktorá metóda je najs-

pol’ahliveǰsia. V každom postupe sme však dostali kladné č́ıslo, čo symbolizuje

výhodu kontraktu pre stranu A, ktorá na základe týchto údajov vstúpi do obcho-

du.
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Záver

Táto práca bola zameraná na úrokové deriváty a ich kalibráciu. Poṕısali sme

jednotlivé modely úrokových sadzieb, pričom sme sa detailne venovali modelu

založenom na HJM rámci, a to Libor Market modelu, ktorý ako prvý uvažuje

forwardové sadzby. Je to relat́ıvne nový nástroj simulujúci forwardové sadzby

pri vstupnej spotovej miere. Ked’že zohl’adňuje implikované tržné volatility, je

modelom, ktorý dobre korešponduje s aktuálnymi podmienkami na trhu.

Vieme, že volatilita je latentná premenná, čiže ju nemôžeme pozorovat’ priamo.

Preto sme ukázali rôzne metódy jej kalibrácie. Zamerali sme sa na postupy za-

ložené na bayesovskom prinćıpe a podrobne sme poṕısali MCMC algoritmy. Po-

rovnali sme 4 spôsoby modelovania volatility. Kalibrácia pomocou capových vo-

latiĺıt, pomocou capových a swapciových volatiĺıt, ktoré sme źıskali z trhu, pomo-

cou historickej volatility určenej z historických údajov výnosov bezkúponových

dlhopisov a ako posledný spôsob sme použili už spomı́naný MCMC algoritmus.

Tieto teoretické poznatky sme využili pri aplikácíı na reálne dáta. Ocenili sme

konkrétny derivátový obchod, ktorý bol skutočne uzavretý. Poukázali sme na

vel’kú dôležitost’ kalibrácie volatility, od ktorej sa odv́ıja výsledná hodnota nášho

derivátu. Priebeh volatility je rôzny pre rôzne modely, čo súviśı s faktom, aké tržné

dáta pri odhade uvažujeme. Z porovnania cien swapcie vypoč́ıtaných pomocou

Blackovej formuly vyplýva, že strany kontraktu podstupujú taktiež modelové rizi-

ko, ktoré je v tomto pŕıpade výrazné. Výber postupu, podl’a ktorého modelujeme

volatilitu má zásadný vplyv na výšku zisku kupujúcej strany. Ukázalo sa, že aj

napriek tomu je tento kontrakt pre kupujúcu stranu výhodný, z čoho usudzujeme,

že v dobe maturity swapcie, strana uplatńı svoje právo vstúpit’ do 10Y swapu.
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3.1 Okamžitá volatilita forwardovej miery . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Ocenenie Brigo-Mercurio
In[244]:= t@i_D := i � 2;

t@-1D := 0;

tau@i_D := H*t@iD-t@i-1D*L0.5;

tau@0D = 0.5 ;

In[248]:= fi@i_D :=
capletPiT * Sqrt@t@iDD

SqrtASumAtau@j - 1D * psi@i - j + 1D2, 8j, 1, i<EE

In[249]:= rho@i_, j_D := Cos@theta@iD - theta@jDD
In[261]:= F@i_, 0D := FWDPiT

In[262]:= w@a_, b_, i_, t_D := tau@iD * ProductB 1

1 + tau@jD * F@j, tD
, 8j, a + 1, i<F �

SumBtau@kD * ProductB 1

1 + tau@jD * F@j, tD
, 8j, a + 1, k<F, 8k, a + 1, b<F

S@a_, b_, t_D := Sum@w@a, b, i, tD * F@i, tD, 8i, a + 1, b<D
vLMM@a_, b_, t_D :=

SqrtB 1

a
SumB w@a, b, i, tD * w@a, b, j, tD * F@i, tD * F@j, tD * rho@i, jD

S@a, b, tD2
* fi@iD *

fi@jD * Sum@psi@i - kD * psi@j - kD, 8k, 0, a<D, 8i, a + 1, b<, 8j, a + 1, b<FF

parametre =

JoinBTable@8psi@iD, 1<, 8i, 1, M<D, TableB:theta@iD,
Π

2
>, 8i, 1, M<FF;

In[269]:= sumacia = SumAHvLMM@i, j, 0D - hPi, jTL2, 8j, 2, M<, 8i, 1, j - 1<E;

In[270]:= podm := TableB -Π

2
< theta@iD - theta@i - 1D <

Π

2
, 8i, 2, M<F;

fcia = FindMinimum@8sumacia, podm<, parametreD;

In[272]:= Θ@i_D := theta@iD �. Last@fciaD
Ψ@i_D := psi@iD �. Last@fciaD

In[274]:= Φ@i_D :=
capletPiT * Sqrt@t@iDD

SqrtASumAtau@j - 1D * Ψ@i - j + 1D2, 8j, 1, i<EE

In[275]:= Ρ@i_, j_D := Cos@Θ@iD - Θ@jDD
vLMM2@a_, b_, t_D :=

SqrtB 1

a
SumB w@a, b, i, tD * w@a, b, j, tD * F@i, tD * F@j, tD * Ρ@i, jD

S@a, b, tD2
* Φ@iD *

Φ@jD * Sum@Ψ@i - kD * Ψ@j - kD, 8k, 0, a<D, 8i, a + 1, b<, 8j, a + 1, b<FF

volat = Table@vLMM2@a, b, 0D, 8b, 2, M<, 8a, 1, b - 1<D;

volatilita = AppendTo@volat, capletD;
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In[368]:= F@k_, t_D :=

F@k, t - 1D * Exp@Sum@HΡ@k, jD * tau@jD * Φ@jD * Φ@kD * Ψ@j - aD * Ψ@k - aD * F@j, t - 1DL �
H1 + tau@jD * F@j, t - 1DL, 8j, a + 1, k<DD *

ExpB-
Φ@kD2

* Ψ@k - aD2

2
+ Φ@kD * Ψ@k - aD * RandomReal@NormalDistribution@DDF

miery = Module@8<, h = 8<; For@a = 0, a < 10, a++,

8i = a, AppendTo@h, Table@F@k, i + 1D, 8k, i + 1, 10<DD<D; hD;

In[435]:= n = 10;

sk = 0.05625;

L = 1000;

In[515]:= G@j_, t_D := mieryPj, tT

In[516]:= s@t_D :=

1 - ProductB 1

1+tau@jD*G@j,tD , 8j, 1, n<F

SumBtau@iD * ProductB 1

1+tau@jD*G@j,tD , 8j, 1, i<F, 8i, 1, n<F

In[518]:= gama@k_, t_D :=
Product@1 + tau@jD * G@j, tD, 8j, 1, n<D

Product@1 + tau@jD * G@j, tD - 1, 8j, 1, n<D
-

Sum@Product@1 + tau@jD * G@j, tD, 8j, i + 1, n - 1<D, 8i, 0, k - 1<D �
Sum@Product@1 + tau@jD * G@j, tD, 8j, i + 1, n<D, 8i, 0, n<D

In[520]:= T0 = 5;

T = 10;

volSwapcie = SqrtB
1

T0
* IntegrateBSumB

tau@kD * volatilitaP10, kT * G@k, 1D * gama@k, 1D
1 + tau@kD * G@k, 1D

, 8k, 1, n<F
2
,

8t, 1, T0<FF;

In[523]:= P@0, i_D :=
1

H1 + FWDPiTLi

A = Sum@tau@iD * P@0, t@iDD, 8i, 1, n<D;

d1 =
Log@s@1D � skD + volSwapcie2

* T0 � 2

volSwapcie * Sqrt@T0D
;

d2 =
Log@s@1D � skD - volSwapcie2

* T0 � 2

volSwapcie * Sqrt@T0D
;

In[527]:= rozd@x_D := CDF@NormalDistribution@D, xD
In[528]:= f0 = A * L * Hs@1D * rozd@d1D - sk * rozd@d2DL
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Ocenenie Hull
In[291]:= volatilita@0D = capletP1T;

In[292]:= volatilita@k_D := SqrtAcapletPk + 1T2
* t@k + 1D - SumAvolatilita@iD2, 8i, 0, k - 1<EE

L = Table@volatilita@kD, 8k, 0, 9<D

In[298]:= mieryHullData := ModuleB8miery<,

miery = Table@0, 8i, 1, 10<, 8ii, 1, 10<D;

mieryP1T = FWD;

ForBj = 2, j £ 10, j++,

ForBk = j, k £ 10, k++,

mieryPj, kT = mieryPj - 1, kT *

ExpB Sum@Htau@iiD * mieryPj - 1, iiT * LPii - j + 1T * LPk - j + 1TL � H1 +

tau@iiD * mieryPj - 1, iiTL, 8ii, j, k<D -
LPk - j + 1T2

2
* tau@j - 1D +

LPk - j + 1T * RandomReal@NormalDistribution@DD * Sqrt@tau@j - 1DDFFF;

mieryF;

In[498]:= G = Transpose@mieryHullDataD;

In[501]:= s@t_D :=

1 - ProductB 1

1+tau@jD*GPj,tT , 8j, 1, n<F

SumBtau@iD * ProductB 1

1+tau@jD*GPj,tT , 8j, 1, i<F, 8i, 1, n<F

In[503]:= gama@k_, t_D :=
Product@1 + tau@jD * GPj, tT, 8j, 1, n<D

Product@1 + tau@jD * GPj, tT - 1, 8j, 1, n<D
-

Sum@Product@1 + tau@jD * GPj, tT, 8j, i + 1, n - 1<D, 8i, 0, k - 1<D �
Sum@Product@1 + tau@jD * GPj, tT, 8j, i + 1, n<D, 8i, 0, n<D

volSwapcie = SqrtB
1

T0
* IntegrateBSumB

tau@kD * LPkT * GPk, 1T * gama@k, 1D
1 + tau@kD * GPk, 1T

, 8k, 1, n<F
2
, 8t, 0, T0<FF;

In[510]:= d1 =
Log@s@1D � skD + volSwapcie2 * T0 � 2

volSwapcie * Sqrt@T0D

d2 =
Log@s@1D � skD - volSwapcie2 * T0 � 2

volSwapcie * Sqrt@T0D
In[512]:= rozd@x_D := CDF@NormalDistribution@D, xD

f0 = A * L * Hs@1D * rozd@d1D - sk * rozd@d2DL;
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