Monika Tvrda: Webova aplikace pro vyuku integralniho poétu na stfedni Skole

Posudek oponenta

Hlavnim cilem predloZené prace bylo vytvoreni webovych stranek pro vyuku integralniho poctu, které by
byly vhodné pro stfedoskolské studenty. Jedna se tedy o dalsi pfirtistek do sbirky webovych vyukovych
materidld, které vznikaji na KDM MFF UK.

V tGvodni éasti autorka zkoumd existujici webové stranky podle pfedem stanovenych kritéri{ (obsahové
priméfenost, vécnéd spravnost, didaktické zpracovéni, grafické zpracovani, interaktivni prvky). Kriticky
hodnoti jak obsah a didaktické zpracovani, tak i nedostatecné vyuzivani interaktivnich prvki.

Hlavni ¢ast prace tvori samotné webové stranky, které pokryvaji bézné stredoskolské ucivo z oblasti inte-
gralniho poctu. V zavéru prace pak najdeme vyhodnoceni ankety, ve které se k nové vzniklym strankam
vyjadrili studenti.

Kritéria, ktera autorka zvolila k hodnoceni existujicich stranek, povazuji za velmi rozumna. Pokusim se
tedy na jejich zakladé zhodnotit i nové vzniklé stranky a pouziji i stejny zptuisob hodnoceni znamkami
od 1 (nejlepsi) do 4 (nejhorsi).

Obsahova primérenost

Na str. 5 tisténé verze prace autorka vyjmenovava Sest dovednosti, které by mél student stfedni skoly po
absolvovani partie tykajici se integralniho poctu ovladat (seznam je pfevzat z publikace Matematika —
maturitni minimum). Jeji prace pokryva prvnich pét témat, chybi téma Sesté — nejjednodussi fyzikalni
aplikace urc¢itého integralu. Z toho diuvodu hodnotim znamkou 2.

Vécnd spravnost
V textu jsem objevil fadu nepfesnosti, napiiklad:

V tlohéch na vypocet primitivni funkce neni uvedeno, na jakém intervalu primitivni funkci hleddme
(napt. piiklad 2.2.9 na s. 69, loha 2.2.7 na s. 78).

Véta o existenci primitivni funkce na s. 58 neplati: Spojitost je postacujici, ale nikoliv nutnou podminkou
pro existenci primitivni funkce.

Zavedeni urcitého integralu je matouci. Autorka zac¢ind ,souctovou definici integralu®, kterd odpovida
definici Riemannova integralu pomoci dolnich a hornich sou¢tt. Pritom tvrdi, ze pro kazdou omezenou
funkci se hodnoty dolniho i horniho souc¢tu limitné piiblizuji ke stejné hodnoté, coZ neni pravda (ome-
zenost nestadi). Déle piSe, Ze tento zptlisob zavedeni ,se nazyvd Newton-Leibnitzova formule“, coz opét
nen{ pravda (zminénd formule je vzorec f: f(z)dz = F(b) — F(a).) V dalsi ¢4sti pak opét definuje (1)
urcity integral jako rozdil hodnot primitivni funkce, tj. jako Newtonav integral. Pfitom se navic dopousti
nepresnosti: pracuje s primitivni funkci na uzavieném intervalu, tento pojem vsak dfive definovala pouze
pro oteviené intervaly. Nasledné hovori o tom, Ze integrél 1ze interpretovat jako obsah ttvaru pod grafem
nezaporné funkce. Celkové tedy autorka uvadi dvé rizné definice, pfi¢emz neni ziejmé, zda jsou ekvi-
valentni a pro¢ tomu tak je. Toto povazuji za nejvétsi odborny nedostatek: Souvislost mezi pocitanim
obsahil a hleddnim primitivni funkce se pravem nazyva ,zakladni vétou integralniho poctu“ a je skoda,
Ze tato problematika neni v praci radné vysvétlena.

Nerozumim appletu, ktery ma ilustrovat vztah uréitého a neurcitého integralu (s. 91). Definice A(z) =
fab f(x) dax nedava smysl. M4 applet demonstrovat, Ze ur¢ity integral jako funkce horni meze pfedstavuje
primitivni funkci? Pak by mélo byt A(c) = [ f(z)dz. To by ovSem znamenalo, Ze A(a) = 0, coz
neodpovida ¢arkované ¢are na obrazku.

Autorka v préaci pouzivd pojmy ,primitivni funkce* a ,neurdity integral“, jako by to byla synonyma.
Neurcity integral pritom neni explicitné definovan, autorka jen pise: Hledame-li primitivni funkci F
k dané funkci f, fikdme tézZ, Ze pocitame neurcity integral. 7 toho je$té nemusi byt ziejmé, zda oba
terminy znamenaji presné totéz; pro zacatecniky to muze byt matouci.

Odvozeni vzorce pro vypocet objem rota¢niho télesa na s. 126-127 je ponékud nejasné. Aproximace
télesa pomoci valeckli je ndzornd, poté vSak nésleduje nesrozumitelnd véta: Hodnoty f(x) odvodime ze
souctové definice urcitého integralu.

Dale jsem objevil chyby u nékterych otazek zaskrtavaciho testu:
U otazky Urcete hodnoty parametri a, b € Z tak, aby platilo b — a = 2 a zaroven f: 3/x%dx = 2 jsou
dvé spravné odpovédi. Jedna z nich, a = —3 a b = —1, je vSak oznacena jako Spatna.



U otazky Urcete hodnoty parametri a, b € R tak, aby platilo a +b = 5 a zarover f; 4x dx = 10 neni
ani jedna z nabizenych odpovédi (a =5,b=3;a=3,b=5;a=1,b=4; a =4, b= 1) spravna.

U otazky Z nasledujicich funkci Fy(z) = (cos®z)/5, Fa(z) = —(cos2x)/2, F3(x) = 4 + sin’z, Fy(z) =
— cotg? zsin? x 4+ 13 vyberte ty, které jsou primitivnimi funkcemi ke STEJNE funkci je jako spravna
oznacena chybna odpovéd Fy, Fy.

Jedna z otézek sméfuje na hodnotu integralu [ 3*2;77_”‘;‘12 dz. Integrovand funkce vSak neni definovana
v bodé = = 3, a pro takové funkce nebyl integral nikde definovan.

U otazky Vzorec V = 7 f Z f(x)da Ize pouzit pro vypocet objemu takového télesa, které ... je chyba
v zad4ni, spravné ma byt V = Wfo(:L’)z dz.
U otazky PFi uréovani obsahu ttvaru ohrani¢eného grafy dvou funkci je jako spravnéd uvedena odpovéd

miizeme bez ohledu na polohu kiivek vii¢i ose x pouzit vzorec S(U) = fZ[f(x) — g(z)]dz. To je vsak
pravda jen za dodateéného predpokladu, ze f > g na intervalu [a, b].

Vzhledem ke zminénym nedostatkim hodnotim vécnou spravnost znamkou 2.

Didaktické zpracovani

Text je vhodné koncipovan tak, aby byl co nejsrozumitelnéjsi z pohledu stfedoskolského studenta. Pro
ilustraci pocetnich metod voli autorka typické ptriklady a srozumitelné vysvétluje, pro¢ zvolila prislusny
postup feseni. Pfesto mam nékolik kritickych pfipominek:

Motivace k zavedeni pojmu primitivni funkce mi pripadd nedostatecna. Bylo by mozné napf. zminit,
ze derivovani odpovida hledani okamzité rychlosti pohybujiciho se objektu. Pomoci primitivni funkce
naopak muzeme zrekonstruovat pohyb télesa, zndme-li v kazdém okamziku jeho rychlost.

Motivace k zavedeni uréitého integralu (s. 85) mi pfipadd nesrozumitelnd — vitbec neni vysvétleno, jak
dana tloha (stejné jako pfislusny applet) souvisi s integrovdnim. Domnivam se, Ze je mnohem lepsi
motivovat zavedeni integralu klasickym zptusobem, tj. ilohou hledani obsahu utvaru pod grafem funkce.
Jaky je smysl appletu ,,Vykresleni primitivni funkce“ na s. 557 D4 se z néj vy¢ist néco jiného nez jen to,
jak vypadaji grafy funkci y = 22 a y = 22? Pokud ano (napf. to, Ze primitivni funkce roste tam, kde
je puvodni funkce kladnd), mél by na to byt ¢tenaf upozornén. Pokud ne, povaZzuji applet za zbytecény.
Stejné tak applet na s. 57 (zména integra¢ni konstanty) nepovazuji za pfili§ pfinosny.

Nerozumim smyslu mnemotechnické pomtcky pro integraci per partes na s. 64. V ¢em je zapamatovani
pomiicky jednodussi nez zapamatovani prislusného vzorce?

Na stranach 66 a dale se hovoii o dvou rtznych zapisech pfi pouziti substituce. Nerozumim, v ¢em jsou
tyto zapisy odlisné — pripadaji mi totozné. Pokud opravdu jsou odlisné, mél by byt vysvétleno, ¢im se
lisi. Dale by mélo byt zminéno, Ze pfi provadéni substituce jsou symboly jako dx nebo dt, které nebyly
nikde definovany, pouze formélni a nepfisuzujeme jim zadny vyznam.

Grafické zpracovdni

Préce je sepsano velmi kultivované, pocet preklept je minimalni (,fométu“ na s. 3, 3. fadek zdola, chy-
béjici vinka v adrese homen.vsb.cz/"kre40/esfmat2/ na s. 23, ,illustrovano“ na s. 25, 3. fadek, ,tetx“
na s. 26, 14. faddek, ,pokdapitola® na s. 35, 4. fadek). Velmi ocetiuji pouziti zobrazovian{ matematiky
pomoci jsMath fontd, které vypadaji hezky a dobfe ladi s okolnim textem. Upozornuji pouze na misty
nejednotné sazeni symbold pro ¢iselné mnoziny R a N, které jsou vétsinou sazeny blackboard bold fon-
tem, ale na nékolika mistech jsou pouze kurzivou (napf. s. 56, 59). Celkové hodnotim grafické zpracovani
znamkou 1.

Interaktioni proky

Interaktivita je vyuzivina v dostateéné mife. Applety jsou az na vyjimky (viz vySe) pfinosné, ndhodné
generované testy a feSené ulohy s postupnym odkryvanim krokt povazuji za velmi zdafilé a hodnotim
znamkou 1.

Na zavér pripojuji nékolik dalsich pfipominek:

Ulohu 2.2.5 na s. 74 lze fesit jednoduseji (bez per partes), stac¢i pouzit vzorec cos® z = %(1 + cos(2x)),
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ktery snadno plyne ze standardnich identit cos(2z) = cos®* x — sin®z a cos?x 4+ sin’z = 1.



V ptikladu 2.2.9 na s. 69-70 neni pravda, Ze substituce ¢t = sin x nevede k cili (jen je pracnéjsi):

sinx sinx cos x t 1
/cosm “ /1—sin2x r /17152 9 n( ) nCcos T

V piikladu ilustrujicim souc¢tovou definici integralu (s. 86) by asi mélo byt uvedenou, ze obrazec je navic
omezen piimkou z = 3 (soudim tak na zakladé obrazku).

V tabulce primitivnich funkei (s. 59) je 4. vzorec specidlnim p¥ipadem 5. vzorce, je tedy zbyteény.
V podminkach platnosti vzorct se vyskytuji zapisy jako x € (—o0,0)U (0, c0) — co je tim minéno, jestlize
primitivni funkce byla definovdna pouze na otevieném intervalu (nikoliv na sjednoceni intervalii)?

Neni pravda, Ze na strankdch Mathworld chybi zminka o substitu¢ni metodé (jak uvadi autorka na s. 45).
Nachézi se pod heslem Change of Variables Theorem.

Pii popisu integrace per partes autorka pise (s. 62), ze vztah [u(z)v'(z) dz = u(z)v(z) — [/ (z)v(z)dx
1ze psat ve zkracené podobé [wv’ dz = uv — [ w'vdz. Tato podoba se pak objevuje i na dalsim mistech
prace. Konvence je ve skutecnosti takova, Ze pfi vynechani argumentt funkci se vynechava i symbol dz,
tj. piSeme jen [wv' =wuv — [uv.

Pred ditkazem integrace per partes je napsano, ze S védomim mirné matematické nekorektnosti budeme
pro ucely nazorného vysvétleni pribéhu ditkkazu nyni na vztah pro derivaci souc¢inu nahlizet jako na
rovnici. Nerozumim, pro¢ by to mélo byt nekorektni.

Zatrazeni Cavalieriho principu sice vypada jako zajimavé zpestieni, podle mého nazoru vsak plisobi
ponékud rusivé. Ctenafe piirozené napadne otdzka, zda lze tento princip odvodit pomoci integralniho
po¢tu, odpovéd ale bude hledat marné. (To neni zase tak piekvapivé — Cavalieriho princip lze dokézat
pomoci Fubiniovy véty, ta vSak neni souc¢asti stfedogkolské matematiky.) Autorka dale ukazuje, Ze objem
valce je rovnen souctu objemi koule a dvojitého kuzele. Jeji postup vsak neni v souladu s formulaci
Cavalieriho principu, kde se porovnéavaji objemy pouze dvou téles. K formulaci principu mam i jinou
pfipominku: Neni nutné explicitné pozadovat rovnost obsahti podstav, nebot jde jen o specidlni pfipad
fezl.

V tloze tykajici se odvozeni objem koule (tloha 2.4.1, s. 129) je ponékud kuriézni véta Meze opét
odvodime z appletu. Je prece jasné, ze meze jsou pruseciky kruznice s osou z.

V poznamce 2.3.7 na s. 92 autorka pise Vsimnéte si, ze pokud je dolni mez rovna 0, ,staci dosazovat
pouze mez horni“. To je dosti nepfesné tvrzeni, které plati jen pro funkce typu z%, a > 0. Nepozorny
Ctenar by ale mohl nabyt dojmu, Ze plati obecné.

Posledni dva applety na strance Obsah rovinného utvaru se mi nepodafilo spustit (zobrazuje se jen logo
Geogebra). Testoval jsem na dvou pocitaéich v prohlizecich Firefox 22 a Internet Explorer 10.

Doporucuji predlozenou préaci uznat jako diplomovou. Domnivam se, Ze muze byt velmi uzite¢nou po-
miuckou pro stfedoskolské studenty, a Ze svou kvalitou vyrazné prevysuje existujici stranky. Vzhledem
k ponékud vétsimu mnozstvi nedostatkt vsak navrhuji hodnoceni velmi dobre.

V Praze dne 22. 8. 2013 RNDr. Antonin Slavik, Ph.D.
Katedra didaktiky matematiky MFF UK



