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Abstrakt

Prace shrnuje nejen tém vSechny zakladni prvky, vlastnosti a znalosti
o trojuhelniku, ale i takove, které s&h¢ na zakladnich aigdnich Skolach nevyuiji.
Cilem préce je seznamiiten&e s tmito prvky a ukazat, jaké mezi nimi existuji vztahy
V posledni kapitole jsotiieSené konstruki i patetni @iklady, které vyuzivaji vztah
popsanych v praci a které jsou svoji tematikou ndadec stedni Skoly. Sotasti prace
jsou kwili nazornosti také obrazky, aby &ené& dovedl Iépe fedstavit uvedené pojmy
a souvislosti. VSechny obrazky jsou vyitené v geometrickém programu GeoGebra.

Kli ¢ova slova:trojuhelnik, strana, uhel, vysk&zhice, obsah, obvod.

Abstract

This thesis summarizes not only most of the basimponents and qualities of

a triangle but it also brings pieces of informatedyout triangles which are not usually
taught at elementary and high schools. The aimhef thesis is to make readers
acquainted with those components and to show diffegs between them. There are
solved constructional and arithmetical problemsha last chapter. These problems
utilize relations described in the thesis. The d¢opf these relations goes beyond
mathematical curriculum of high schools. A parttioé thesis is made of pictures to
imagine better the terms described and the retdrcomponents. All of the pictures
are designed in a geometrical program called GeGeb

Key words: triangle, side, angle, altitude, median, areanpeter.



Uvod

S pojmem trojuhelniku jsem se seznamila jiz na atiikl Skole — asi jako kazdy
Z nas. Zde jsem se nala jeho zakladni prvky a konstrukce podkt 8ss sus usu Na
gymnaziu jsem ale poznala, Ze existujigediné zpisoby, jak trojuhelnik sestrojit.

Souwasti &iva stedni Skoly byly také ¢které ty, které davaly do souvislosti
vztahy mezi jednotlivymi prvky trojuhelniku. To jeeovSem je&t zdaleka ani netusila,
kolik takovych ¥t a novych prvi trojahelniku existuje.

V prvnim raniku na vysoké Skole jsme prohlubovali jiz dosucamé prvky
a vztahy, které jsme se r@una stedni Skole, a postuprk nim gidavali nové. Ve
druhém raéniku jsem absolvovalaipdnet ,Metody teSeni uloh B-I“. Zde jsem se
dozwdéla, Ze v trojuhelniku existuje mnohem vice jehokfrv bodi, kruznic, gimek,

a vztalii mezi nimi, nez jsem se domnivala.

VzZdycky me bavilo zji¥'ovat, jak by se dal zkonstruovat trojuhelnik, k§ggm znala
jen rgjaké jeho vlastnosti. Pro tyto konstrukce je vSa&kmi dilezité ungt vyuZzivat
vztahi mezi jeho prvky. Rozhodla jsem se tedy, Ze se jmidu zabyvat ve své
bakal&ské praci.

Chci zde popsat nejzn&i prvky trojuhelniku, jako jsowZnice, vysky, sedni
pricky, kruznice opsana i vepsana, ale i kruzniagémky a body, které se obvykle
v hodinach matematiky nev§uji, nag. Lemoimiv bod, Tuckerovy kruznice nebo
Simsonova fimka. Také chci ukazat, jak Ize sestrojit trojulilelrkdyZ jsou zadany
nekteré jeho jiné prvky, nez zname zeesini Skoly.

Prace je roz&lena do Sesti kapitol. V prvni kapitole je definavthojuhelnik a jsou
zde uvedeny &které dilezité &ty tykajici se trojuhelniku. Druha kapitola je soudm
pojma, které se &n¢ vyucuji na zakladnich i gdnich Skolach. Verdti a ¢tvrté
kapitole sec¢tend& seznami sifimkami, body a kruznicemi trojuhelniku, které nejso
souasti wiva mnohde ani na vysokych Skolach. V paté kapitodédim nejzna)Si
vztahy pro vypoet obvodu a obsahu trojuhelniku. Posledni kapig@lgkysi souhrn
toho, co zde bylo popsano. V jednotlivychilgpdech jsou dany do souvislosti
poznatky, na jejichz zaklédge mozné zrealizovat konstrukci trojuhelniku.

Predmeét ,MetodyteSeni uloh B—I* mi byl inspiraci pro vyb vétSiny prvii
a vlastnosti, jez prace obsahuje. V tomiedpttu jsem dostala za ukol stné objasnit
pojem Tuckerova kruznice. Ale pro jeji sestrojemizjapatebi znat spoustu dalSich
pojma, které jsem tedy musela nastudovat, abych tentd lohla splnit. O $tSing
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z nich jsem nema ani tuSeni, Ze Gbec existuji. Na jiné prvky jsem narazila jen
néhodou {i rozSkovani znalosti o pojmech, které jsem naSla v litéea

Jen u gkterych &t jsou popsany jejichikazy. Vybirala jsemitkazy még nar@né
popsany, jsou alespadkazy na to, kde se nechaji dohledat.

Prace je psana takovym tgmbem, ktery je ifistupny i pro neodborniky v oboru
matematiky. Jednotlivé pojmy jsou vyshvany na zaklagl jednoduchych znalosti
z geometrieCten& zde najde shrnuti nejen toho négFitsjSiho o trojuhelniku, ale

M

i dalSi zajimavosti, které nejsotizoe publikovany.



1 Definice trojahelniku

Kazdy ma jist n¢jakou gedstavu o tom, co to trojuhelnik je a jak vypada.
Trojuhelnik Ize definovatiznymi zpisoby. Uve'me si zde &kolik definic.

»1 1l raizné bodyA, B, C, které nelezi vifimce, utuji trojuhelnikABC' [1, s. 22].

.M é&me danyti rizné bodyA, B, C, které nelezi v jednéimce. TrojuhelnikABC je
prinik polorovin ABC, BCA CAB, tj. mnozina vSech bdd jez lezi zarove v téchto
ttech polorovinach” [2, s. 379].

M¢jme dany ti rizné bodyA, B, C, které nelezi vitmce. ,TrojuhelnikABC Ize téz
definovat jako mnozinu vSech u@s& AX, kde X je libovolny bod usgky BC*
[2,s. 379].

Trojuhelnik je rovinny geometricky Gtvar, mnohodutikl se temi stranami arémi
vrcholy [3].

Vrcholy trojuhelniku se zréa velkymi pismeny, obvykled, B, C. Useky, které
spojuji jednotlivé vrcholy, se nazyvaji strany @loglniku a znd se malymi pismeny —
a, b, c.Useka BC odpovida straha, Useétka AC straré b a iséka AB strare ¢ (obr. 1).

C

A c B

Obr. 1 — Trojahelnik

Pokud sjednotime vSechnii strany trojuhelniku, dostaneme hranici trojuhlelni
Body, které nalezi hranici trojuhelniku, se naziMajantni body. Zbyvajici body
trojuhelniku se nazyvaji viiti body trojuhelniku a mnozina vSech w¥nith bod

trojuhelniku se nazyva vitikkem trojuhelniku [2, s. 379].



1.1Uhly

Kazdy trojuhelnik mait vnitini Uhly a Sest ulil vnéjSich (obr. 2). Vnitni uhly se
obvykle zn&i malymi pismenyecké abecedy, a to tak, Ze Uhel u vrchlodpovida
pismenua (Uhel BAC), uhel u vrchollB pismenug (Uhel CBA) a uhel u vrcholuC
pismenw (UhelACB).

viv s

Ghlu trojahelniku je vZdy 180° [4, s. 33].

Obr. 2 — Vnit¥ni a vnéjSi ahly trojuhelniku

Pro velikosti vnitnich uht v trojahelniku plati $ta: ,Sowet velikosti vnitnich ahti
je roven 180°, tja + 8 +y = 180°“ [5, s. 114].

A c B

Obr. 3 — Souet vnitinich uhla trojahelniku




Dtkaz Wty je Z'ejmy z obr. 3. Hmka prochazejici boden€C je rovnokiZzka
s Useékou AB. Uhela; je shodny s Ghlem (Ghly stidavé), ihep; je shodny s Ghleri
(ze stejnéhoivodu). Sodet Uhli a1, 1 ay musi byt 180° — Uhelifmy.

Pro velikosti vijSich uhti plati téZ jednaezita rovnost: Velikost wjSiho Ghlu
trojuhelniku ABC je souwtem velikosti vnitnich uhti pii zbyvajicich vrcholech, tj.
a=pf+ypfr=a+y,pn=a+ B[5 s. 144].

1.2 Druhy trojahelnik @

Trojuhelniky mizeme rozliSovat podle¢kolika kritérii. Zde se budeme zabyvat jen
délkami stran a velikostmi uinl Podle délek stranétime trojuhelniky na rovnostranné,
rovnoramenné a obecné (obr. 4).

Rovnostranny trojuhelnik ma vSechny své strany steglouhé. Odtud vyplyva, Ze
ma i uhly steji velké, tj. kazdy z nich ma velikost 60°.

Rovnoramennytrojuhelnik ma pravdwe strany stejé dlouhé afteti strana ma jinou
délku. Steji dlouhé strany se nazyvaji ramendeaditstrana je zakladna. Uhlyilehlé
k zakladr jsou shodné.

Obecny (raiznostranny) trojuhelnik ma kazdé dvstrany tizné¢ dlouhé.

Obr. 4 — Trojuhelniky rozdélené podle délek stran: rovnostranny, rovnoramennypbecny

Podle velikosti util délime trojuhelniky na ostrouhlé, pravouhlé a tupédlobr. 5).

Ostrouhly trojuhelnik méa vSechny viiti ahly ostré (mensi nez 90°).

Pravouhly trojuhelnik ma jeden uhel pravy (roven 90°). Zagslyne, Ze zbyvajici
dva uhly musi byt ostré. Strany, které sviraji gratel, se nazyvaji odsny, nejdelSi
strana, naproti pravému Uhlu, se nazyk€ppna.

Tupouhly trojuhelnik ma jeden uhel tupyé&€i nez 90°). Zbyvajici dva ahly musi

byt nutré ostré.
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A, Co B, As C3 B;

Obr. 5 — Trojuhelniky rozdélené podle velikosti Ghii: ostrouhly, pravodhly, tupouhly

1.3Vztahy mezi Ghly a stranami trojuhelniku

V této podkapitole se seznamimeugeditymi vétami, které se tykaji vztéahmezi

stranami trojuhelniku a vritimi dhly.

1.3.1Pythagorova \éta

Tato Wta je snad nejzn&jsi z wt o trojuhelniku. Wi se ji jiz diti na zakladni Skole
aténti kazdy by si jist vzpomrEl na jeji zreéni: ,Obsah¢tverce sestrojeného nad
pieponou pravouhlého trojuhelniku se rovnactowbsalki ¢tveral sestrojenych nad
obéma od¥snami“ [1, s. 75].

Pomoci této &ty Ize dopgitat zbyvajici stranu trojuhelniku, kdyz jsou¢dzadané,

nebo o¥fit, zda je trojuhelnik pravouhly — pokud zname gélEech i stran.

I

Obr. 6 — Pythagorova \ta

Na obr. 6 je geometricky vyj&en sodet ¢tveral nad odésnamia, b, a tedy plati

a’+b%=c?
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Dtkazi Pythagorovy ¥ty existuje gkolik. Zde pouZijeme iikaz zaloZeny na obsahu
¢tverce. Budeme mit libovolngtverec s délkou strang + b, délky a, b se pravidel&
sttidaji (obr. 7). Uprosed vznikne mensitverec, jehoz délku strany ozfiiae c. Obsah
.velkého étverce Ize vypoitat dwma zpisoby — podle vzorce pro obsétverce, kdyz
zname délku jeho strany, a nebo &em obsah jednotlivych obrazi, které ve
.velkém® ¢tverci vznikly. Vzniklymi obrazci jsoucdtyti pravouhlé trojuhelniky
s odwsnami délela, b a mensSttverec o délce strary[6, s. 22]. Jelikoz obsattverce

musi vyjit steji v obou pipadech, dostdvame postépovnosti:
(a+Db)? = 4Ba2—b+c2

a’ +2ab+b? = 2ab+c?

a’+b*=c’

a b

Obr. 7 — Dikaz Pythagorovy W&ty

1.3.2Sinova \éta
M¢jme libovolny trojuhelnikABC se stranami délek, b, ¢ a uhly o velikostech
a, B, y pi standardnim zri@ni. Pak plati [7]:

a b _ c
sing sinf siny

Jinymi slovy: ,Pondr délek dvou stran trojuhelniku se rovna goumhodnot funkce

sinus protilehlych Gflil* [8, s. 59].
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A c Co B

Obr. 8 — Sinova ¢ta

Dukaz provedeme nejprve pro ostrouhly trojuhelnikirdjihelnikuABC na obr. 8
ozna&ime Cy patu vysky z vrchol@ na strante, velikost této vysky pak..

V pravouhlém trojuhelnikACoC plati

: v,
sing =-% .
b

Podobri v pravouhlém trojuhelnik@oBC plati
sing = Yo .
a
Z obou rovnosti vyjaidme velikost vySkye. Z prvni rovnosti plynev, =bsina, ze

druhé rovnosti dostavame = asings.

Jelikoz velikost vySky,. se musi v oboufifpadech rovnat, dostdvame tak rovnost
bsina = asing . DalSi vztahy vyplyvaji z cyklické zamy.

Pokud by byl nafiklad Uhelg vétSi nez 90°, leZela by pata vySky(bod Cp) mimo
Usetku AB a platilo by

sin(180° - ) = "; .

ProtoZe alesin(180° - ) = sin 3, plati sinova ¥ta i v tomto pipack.
Zbyva vysetit ptipad, kdy je nafklad Uhelp pravy (roven 90°). Zde je vySka

rovna délce strang a plati
. a
sing =—
b
a zarova sinus 90° je roven jedné [8, s. 59].
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1.3.3Kosinova wta

Me¢éjme opgt libovolny trojuhelnikABC se stranami délek b, ¢ a Uhly o velikostech
a, f, v podle standardniho z&eni. Pak plati

c® =a® +b” - 2abcosy .
Cyklickymi zanenami dostavame vztahy [7]

a® =b” +c” - 2bccosa,

b? =a® +c?® - 2accosp.

Pokud velikost uhly je 90°, je pak cog roven nule a dostavdme Pythagorowtuy

C

A c B

Obr. 9 — Kosinova \&ta

Dtkaz nam porize objasnit obr. 9. Z vrchoBB povedeme vySku, na stranib. Patu

této vysky oznédme By. Mohou nastat dvaifpady: pata vySkyBy leZi na Uséce AC,
nebo lezi mino tuto Usku.

PokudBy leZi na této Usee, je|ABy| =b—acosy. Kdyz pataBo vy3kyv, nelezi na
Us&ceAC, je |AB,| =b+acos(18C° - ). ProtoZe alecos(180° - y) = —cosy, opt plati
|AB,| =b—acosy. Podob# je tomu se vzdalenogBB,| = asiny [8, s. 59-60].

MaZeme tedy pouZit Pythagorovéty |AB|2 = |ABO|2 +|BBO|2 a dosadit:

c¢? =(b-acosy)’ +(asiny)?
c® =b® -2abcosy+a’cos y+a’sin’y
c®=b*+a’ (cos;2 y+sin® y)— 2abcosy = b® + a® - 2abcosy

c® =a’ +b” - 2abcosy

-14 -



1.4 Menelaova \&ta

.V roving¢ je dan trojuhelnikABC, na gimkach AB, BC, CA lezi poifad body
K, L, M, které jsou vSechnyizné od vrchal trojuhelniku. LeZi-li bodyK, L, M na
spole&né gimce, pak plati: z badK, L, M pati trojuhelniku bd’ praw dva, nebo zadny

, |AK| |BL] |CM|
a zarova =1“[8, s. 52].
BK| ey ]AM|

Obr. 10 — Menelaova ¥ta

Dukaz této ¥ty provedeme nasledo¥nBudeme pedpokladat, Ze body, L, M lezi
na @imce (obr. 10). Z toho je jasné, ze z bdd L, M nalezi trojuhelniklABC praw
dva, nebo Zadny. Dale sestrojime rowiku se stranol\C, ktera prochazi bodem,

a pfisetik této rovnobzky s gimkou KL ozna&ime X. Potom existuje stejnolehlost se
sttedemK, kde obrazem bodB je bodA a obrazem bodX je bodM. Pak musi platit
|AK| _|AM|

|BK| = |BX| . Podobg existuje také stejnolehlost seestem v bod L, kde obrazem

BY _ [BX]

boduC je bodB a obrazem bodW je bodX a plati— =——. Vynasobenimétchto

IBX
ICL |cM|
.. |AK] |BU |cm
rovnosti dostavam =18, s. 52].
BK| [CY JAM]

1.5Cevova \¥ta

.V roving¢ je dan trojuhelnikABC, na gimkach AB, BC, CA lezi potfad body
K, L, M, které jsou vSechnyizné od vrchal trojahelnikuABC. Prochéazeji-li imky
CK, AL, BM jednim bodem, nebo jsou-li rovngimé, pak plati: pravjeden z bod
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K,L, M je bodem trojuhelniklABC, nebo kazdy z nich je bodem trojuhelnikiBC

. |AK| |BL| [CM|
a zarove =1"[8, s. 53].
BK| cU [AM|

Dukaz: Budeme fedpokladat, Zeifmky CK, AL, BM jsou navzajem rovna@iiné,

nebo prochazeji tymz bodem. Z toho jasyplyva, Ze prav jeden z bod K, L, M je
bodem trojuhelnikABC, nebo kazdy z nich je bodem trojuhelnkBC.

Pokud by byly pimky CK, AL, BM navzajem rovno¥Zné (obr. 11), jen jeden z hiod
K,L, M by nélezel trojuhelniklABC, zvolime nagiklad bod M. Potom existuji d¥
stejnolehlosti, z nichz prvni, stejnolehlost sedemC, zobrazuje trojuhelnikMB na
trojuhelnik CAL, druha, stejnolehlost setatlem A, zobrazuje trojuhelnikAMB na
trojuhelnikACK. Z téchto stejnolehlosti vyplyvaji rovnosti

AK| _ IcA By _[AM]
[BK| |em[" fcy - JcA

KdyZ tyto rovnosti vynasobime, dostavame rovnoss[&4]:

AK| 8L lom] _
BK] #cu #Aw -

Obr. 11 — Cévova ¥ta — primky rovnobézné

Musime ale také uvazZovatiipad, kdy pimky CK, AL, BM prochazeji jednim
bodemN (obr. 12). Pouzijeme Menelaovitu na trojuhelnikAKC a gimku BM. Odtud

dostavame

|AB [%KN| E%CM| 1

BK| JCN| JAM|
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Stejre pouzijeme Menelaovuétu na trojuhelnilBCK a gimku AL. Dostavame rovnost
BL [CN| |AK] 4
ICL| JKN| [BK| ™

Pokud tyto rovnosti vynasobime, vyjde nam vztats[&H4]:

AK| 8L lom] _
BK] #cu #Aw -

Obr. 12 — Cévova ¥ta — primky prochézejici jednim bodem
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2 Zakladni prvky trojuhelniku

Abychom mohli s trojuhelnikem dale pracovat a defat slozi¢jSi utvary v gm, je
potreba seznadmit se s jeho z&kladnimi prvky, jakoigdsi ficka, €Znice, vySka, dale

ap we

druhém stupni zakladni Skoly, a tak byglynbyt znameé téry kazdému.

2.1 Stiredni pricky

LStiedni gicka trojuhelniku je us¥a, spojujici sedy dvou stran trojuhelniku.
Kazda stedni gricka trojuhelniku je rovnaiZna s tou stranou trojuhelniku, jejiZest
nespojuje. Jeji délka je rovna polo¥itkélky této strany” [1, s. 25—-26].

Na obr. 13 jsou ggdnimi gickami trojuhelnikuABC Use&ky ay, by, ¢;.

C

Obr. 13 — St¥edni pFi¢ky trojuhelniku
Podle obr. 13 plati
1 1 1
BA|=[AB, [CB[=[BC, [CiAl=3[AC]

B,A|AB, CB|BC, CA|AC.

Trojuhelnik A;B;C; se nazyv@iickovy trojuhelnik trojuhelnikuABC a je s nim

podobny podle &y sss(oba trojuhelniky se shoduji v peénech délek fislusnych

stran) s porérem podobnostk = %
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Stredni gicky déli trojuhelnik ABC na ¢tyii shodné trojuhelniky [3]. Jsou jimi
trojuhelnikyAC;B1, C1BA;, A1B:Cy, B1A;C. Jsou shodné podlety sss— odpovidajici si

strany trojuhelnii jsou stejg dlouhé.

2.2Téznice
.1 €Znice trojuhelniku je Us&a, spojujici vrchol trojuhelniku seistlem jeho
protejSi strany” [1, s. 26].

VSechny fi téZnice trojuhelniku se protinaji v jednom Bodento bod se nazyva

v

C

A ¢ B

Obr. 14 — Téznice trojuhelniku

Dukaz provedeme pomoci Cevovity. V trojuhelnikuABC na obr. 14 plati
|AC [%Bﬁl #CBII 134,
[BC| [CA| [AB| 111

Z toho plyne, Zeggnicet,, t, at; prochazi jednim bodem.

4

tretinam délky pislusné &Znice. Rzist tedy cli téZnici v pongru 2:1, gicemz delsi
cast tvdi spojnice vrcholu a&EisSt (obr. 14).
TéZnice se obvykle zrat, — ®€Znice gislusna vrcholuA, , — ©Znice gislusna

vrcholuB, t — #Znice gisluSna vrchollLC.
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2.3 Vy&ky

Vyska trojuhelniku je Uska, jejiz krajni body tvid vrchol trojuhelniku a pata
kolmice vedené z tohoto vrcholu na st stranu [1, s. 26].

V kazdém trojuhelniku existuji prévii jeho vysky. Rimky, na nichz lezi vysky, se
protinaji v jednom baof] ktery se nazyva ortocentrum a &nae obvykle velkym
pismenemO (obr. 15). Poloha ortocentra je zavisla na drubjihelniku — pokud je
trojuhelnik ostrouhly, lezi ortocentrum uwunitrojuhelniku, pokud je trojuhelnik
pravouhly, splyva ortocentrum s vrcholem trojuhlelnii jeho pravém uhlu, a pokud je
trojuhelnik tupouhly, nachazi se ortocentruns tnejuhelniku [3].

Paty vySekAo, Bo, Co vytvari trojuhelnik, ktery se nazyvarticky [9, s. 35].
V pravouhlém trojuhelniku vSak tento trojuhelnikeristuje, protoZe dvze ti pat

vySek splynou v jeden bod.

Obr. 15 — Vysky trojahelniku

2.3.1Euklidovy véty

Euklidovy Wty jsou d¥ a tykaji se pravouhlého trojuhelniku. Jednaitzmluvi
o vySce, druha o odsre.

Budeme uvaZovat pravouhly trojuhelmBC s pravym ahlem i vrcholu C. Patu
vySky vedenou z vrchollC na geponu AB ozn&ime Cy, dale uséky AC, CoB
ozna&ime poifads ¢, C.. Use&ka c, se nazyva Usekig@pony pilehly k odwsrs a,

podobré Us&kacy je Usek pepony pilehly k odwsre b (obr. 16).
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A Cb C

Obr. 16 — Euklidovy véty

Euklidova véta o vyScezni: ,V kazdém pravouhlém trojuhelniku je druhaomioa
vySky k grepore rovna sotinu délek obou Useékprepony* [1, s. 74].

Euklidova véta o odwsné rika: ,V kazdém pravouhlém trojuhelniku je druha
mocnina délky odésny rovna sotinu délek pepony a filehlého Useku” [1, s. 74].

Podle oznéeni na obr. 16 a prvniéty plati v> =c,c,. Druha ¢ta Ize gepsat
pomoci délek jaka® = cc, a obdoba b* =cg, .

Dtkaz €chto tvrzeni je nasledujici. Sert velikosti Uhl a + 8 = 90°. KdyZ séteme
velikosti ostrych uhl v pravouhlém trojuhelnikACoC, opet dostavame velikost 90°,
z¢ehoz plyne, Ze velikost UhICG musi byt f. Obdobr je vidét, Ze velikost
UhluCoCB je a.

Z obr. 16 je pak viét, Ze kazdé dva z trojuhelrilABC, ACG,, CBG, jsou podobné
(podle &ty uu). Proto plati

Cb _Vc
V. C

=%
b

oo

Ca
a

oloc

a

Z t&chto rovnosti pak dostavamé =c.c,, a’ =cc,, b*> =cg, [8, s. 44].

2.4Kruznice

V trojuhelniku lze sestrojitdkolik typt kruznic. Nejznargsi jsou kruznice opsana,
vepsana a kruzniceipsané. V této podkapitole si ukazeme, kde tyt@kice maji svj
stted a jak se sestrojuji. Ostatnimi kruZznicemi seebu zabyvat v nasledujicich

kapitolach z dvodu nutnosti znat dalsi prvky trojuhelniku.
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2.4.1Kruznice opsana

Budeme uvazovat libovolny trojuheln&BC. Osy jeho straBC, AC, AB ozn&ime
po fack 0, Oy, Oc.. Pak plati ¥ta: ,Osy stran trojuhelniku prochazeji tymz bodem.
Vzdalenosti tohoto bodu od vSed¢hwrcholi jsou stejné” [9, s. 43].

Prisg&ik os stran trojuhelniku oztime S. Kruznice se s$edem vbod S

a polongrem r =|S,A =|S,B| =|S,C| se nazyva kruZznice opsana trojlihelni@cC.

|
10

A e Cp s /B

[
T
|
[
|
[
|
[
[
[
[
|
[
[
|
*
|
[
|
[
|
[
[
[
[
T
[
|

Obr. 17 — Kruznice opsana

Dukaz tvrzeni nizeme sledovat na obr. 17. B&l leZi na ose,, z vlastnosti osy

strany platiBS,| =|CS,| . Dale bodS, leZi na osey, a plati|AS,| =|CS,|. Z tchto dvou

rovnosti plyne, Z2¢AS | =|BS,|, a to znamena, Ze b&leZi i na ose..

2.4.2Kruznice vepsana

Budeme opt uvaZzovat libovolny trojuhelnitABC. Pak plati: ,Osy vninhich uhti
trojuhelnikuABC prochazeji tymz bodem. Vzdalenosti tohoto bodw®eth i piimek
BC, CA, ABjsou stejné“ [9, s. 38].

Praise&ik os vnitnich uhfi nazveme S, Kruznici se gsedem v bod S,
a polongremp =|S,d =|S,b| =|S,d nazveme kruznici vepsanou trojihelnilABC

(obr. 18).
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Obr. 18 — Kruznice vepsana

Dukaz, Ze osy vnihich Ghti trojahelniku prochazeji jednim bodem, namgtop
pomize pochopit obr. 18. Bs&ik os vnitnich ahti pfi vrcholechA, B ozn&ime S,.
Dale vzdalenosti straa, b, c od boduS, ozn&me porac d,, dy, d.. BodS, lezi na ose
uhluo,, protod, =d.. Obdobr bodS, lezi také na ose;, protod. = da. Z toho plyne, ze
bodS, lezi také na ose,, a tudiz vzdalenostl, = dy = d. = p.

2.4.3Kruznice pripsané

,OSYy vrgjSich uhti pfi dvou vrcholech trojuhelniku a osa wnitho Uhlu i tretim
vrcholu prochazeji tymz bodem. Vzdalenosti kazdédkmvého bodu (tyto body jsou
tii) od vSechiti pifimek AB, BC, AC jsou stejné” [10, s. 32]. Kruznice séesty v £chto
bodech (obr. 19) a polafry rovnymi vzdalenostem odiglusné strany trojuhelniku se
nazyvaji kruznice v pripsané stranam trojuhelnikdBC. Kazdy trojuhelnik mari
takové kruznice. $dy gipsanych kruznic lezi vzdy ¥rtrojuhelniku [1, s. 28].

Dtkaz je obdobny jako uigtdu kruznice vepsané — bod lezZici na ose uhlu ma od

obou ramen Uhlu stejnou vzdélenost.
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Obr. 19 — Kruznice pfipsané
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3 Ostatni primky a body

Tato kapitola nas seznami s prvky trojuhelnikuréise na sédnich Skolach dire
nevywuji. Jsou jimi pimky a body, které v trojuhelniku vzniknou, poku# mpekteré
znameé body zobrazime véexdiové, nebo osové sodmosti, nebo proloZzimetjmky jiz

nekterymi znamymi body.

3.1 Eulerova primka

Eulerova pimka je gimka, na niz lezi vyznamné body trojuhelniku. Jg§ou

V™

piimku ma. V rovnostranném trojuhelniku tyto vyZné body splyvaji v jeden, a tak

piimka neexistuje.

Obr. 20 — Eulerova pfimka

Dukaz, Ze tyto body skuieé¢ lezi na jedné idmce, je nasledujici. Existuje
stejnolehlost se sdem v bod T a koeficientemc = — 0,5, ktera zobrazuje trojahelnik
ABC na jeho pickovy trojuhelnik A;B;C;. ProtoZze stejnolehlost zachovava uahly,
zobrazi se ortocentru@ na sted kruznice opsan® [9, s. 47-48].

Usetka, jejiz krajni body tvid ortocentrum a #d kruZnice opsané, jesldna

tezistsm v porru 1:2,|S,T|:[TQ = 1:2 [11].
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3.2Longchampiav bod

Longchamfiv bod trojuhelniku ABC je bod, ktery je s$edow soungrny
s ortocentren© (pras&tikem vysek) trojuhelnikdBC podle steduS, kruznice opsané
trojuhelnikuABC (obr. 21).

Jeho vlastnosti je, Ze je také ortocentrem trojiikal kde strany trojahelnikdBC
tvori jeho stedni gicky [12].

B' Cc A'

Cl

Obr. 21 — Longchampiv bod

Longchamfiv bodO" také lezi na Euler@piimce — z dvodu stedové sourrnosti

podle stedu$S, kruznice opsané.

3.3Gergonniv bod

Dotykové body kruznice vepsané trojuhelnkBC se stranama, b, ¢ ozn&ime po
fakk G, Gy, G.. Pak gimky AG,, BG,, CG; prochazeji jednim bodem. Tento bod se
nazyva Gergoniv bod — na obr. 22 je ozéen pismenent. VZzdy se nachazi uviiit
trojuhelniku [10, s. 33].

Dukaz, Zze pimky AG,, BG,, CG; prochazeji jednim bodem, provedeme pomoci
Cévovy \&ty. Vime, Ze vSechnyitdotykové body lezi na stranach trojuhelnkBC

ajsou fizné od vrchdl trojuhelniku ABC. Z obr. 22 vidime, Zze|AG,|=|AG,|,
IBG,|=|BG,|, |CG,|=|CG,|. Nyni vynasobime potny vzdalenosti dotykovych béd
od vrchot trojuhelnikuABC[10, s. 32]:
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|AG,| |BG,| CGb|_1
BG,| [CG,| ]AG,|

Podle Cévovy &ty pak gimky AG,, BGy,, CG. prochazeji tymz bodem.

Obr. 22 — Gergonniv bod

3.4 Nagehv bod

Body Na, Ny, N jsou dotykové body kruzniciipsanych stranama, b, ¢ s €mito
stranami. BImky AN,, BN, CN; prochazeji tymz bodem, ktery se nazyva Nagélod.
Tento bod lezi of uvnitt trojuhelniku ABC [10, s. 34]. Na obr. 23 je ozten

pismeneni.

Obr. 23 — Nagetiv bod
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Dukaz, Zze pimky AN, BN,, CN. prochazeji jednim bodem je &pzaloZzen na
Cévowv veté. Je zde ovSem jeStzapotebi pouzit vztahy, které nejsou v této praci

popsany. Podrobnyi#taz je uveden v publikaci [9, s. 40-41].

3.5Lemoinav bod

Abychom mohli definovat Lemoitv bod, potebujeme nejprve &dét, co to je

symediana a jak vznika.

3.5.1Symediana
.Bud ABC libovolny trojuhelnik. Symedianou z vrcholu trojuhelnikuABC
nazveme fimku soundrné sdruzenou podle osy UhRAC s €znici (p@fimkou) z tohoto

vrcholu. Analogicky se definuji symediany z dalSicbholi trojahelniku” [10, s. 51].

Obr. 24 — Lemoiniv bod

Na obr. 24 jsou symedianamitimky s,, S, &, které jsou osavsoungrné podle os
uhli o,, 0, 0, S €Znicemity, ty, te.

V kazdém trojuhelniku existujifit symediany, protoZze existujiii ttéznice. Tyto
symediany se protinaji v jednom kodktery se nazyva Lemain bod [10, s. 52-53].
Na obr. 24 je ozn#n pismenen.

Dukaz, Ze symediany prochazeji jednim bodem je popsaublikaci [9, s. 60].
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3.6 Simsonova ffimka

M¢jme libovolny trojuhelnikABC a jeho kruZnici opsanoks. Zvolime-li libovolny
bodX na kruzZnici opsané a spustime z tohoto bodu kelnma jednotlivé strany
trojuhelniku, pak patyéthto kolmic P, Py, Pc lezi na pimce, ktera se nazyva
Simsonova fimka g@islusna bodw, nebo téz Wallaceovaimka (obr. 25) [10, s. 46].

Simsonovych fimek miZze mit trojuhelnik nekoeé¢ mnoho. Simsonovarfmka je
vzdy vztaZzena k&akému bodu, ktery nélezi kruznici trojuhelniku aps.

N

A | c / P‘J B

Obr. 25 — Simsonova pimka

Dukaz provedeme nasledavnVime, Ze bodX lezi na kruznici opsané,
trojuhelnikuABC. Zantiime se natyilhelnik CP.XP,. Velikosti uhfi XP,C a CPX
jsou 90° a z toho plyne, Ze tomuttyfuhelniku nizeme opsat kruznici. Podlesty
o obvodovych dhlech vyplyva, Ze velikosti GHP,P,C a P,XC jsou stejné. Obdolén
ctyiuhelnik BXP,P. méa velikosti uhi P.P.B a P-XB stejné. Zd&chto rovnosti vyplyva
IOR,P,C| =|OR,XP| ~|OCXR|, |OP,P,B| = |OCXHB -|OCXR|.

Nyni mamectyrihelnik AP.XPy, kde velikosti thi XP.A a AP,X jsou 90°. Opt mu
tedy Ize opsat kruznici. Z toho dostavame rovi@® XP,| =180° ~|OBACQ . Podobs

ve ¢tyfuhelniku CABX dostavame rovnogtJICXB =180C° -|[OBAQ. Z toho plyne, ze

velikosti uhfi PLXP, a CXBjsou stejné. Pak jsou také steyelké uhlyP,P,C a P:PJB,
takZe bodyP,, Py, P lezi v giimce [9, s. 51-52].
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Bod X také ovSem rive splynout s jednim z vrchiokrojuhelniku ABC. Pak ale
splynou i d¢ ze ti pat kolmic na jednotlivé strany a Simsonovarka je tak utena

jen €mito dwma body.

3.6.1Upatnicovy trojahelnik
Kolmice na strany trojuhelniku ieme vést i z bodu, ktery na kruZnici opsané
nelezi. Potom ale paty kolmic nelezi fimpce. Utuji trojuhelnik, ktery se nazyva

Gpatnicovy trojuhelnik fislusny tomuto bodu [9, s. 56].

/ .
/
\'/ b
| /
\
\'\
\ ﬂ‘(
A\

Obr. 26 — Upatnicovy trojuhelnik

"

Na obr. 26 je bodX prislusny Upatnicovy trojuhelniR,PyP., kde Py, Py, Pc jsou
paty kolmic vedenych z bodXike stranam trojuhelnikd&BC.

3.7 Morleyova véta

.V trojuhelniku ABC ved’me vrcholemA piimky pi, p. d€lici uhel BAC na tetiny,
vrcholemB piimky qi, gy délici na tetiny ahelCBA a vrcholemC piimky ry, ro délici
na tetiny uhelACB. Fitom piéimKy p1, p2, resp.qi, Oz, resp.ri, r, volime tak, aby P

ot&eni roviny kolem boduA, resp.B, resp.C v kladném srru o Uhel velikosti
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%|DBAC|, resp.%|DCBA}, resp.%|DACH prechazela Pimka p; v ptimku p,, resp.

piimka q; v piimku @, resp. pimka ri v piimku ry (obr. 27). Bd X praseik
piimekp; aqp, Y prasetik piimekq, ar, aZ prasetik ptimek ry ap,. BodyX, Y, Z tvori

rovnostranny trojuhelnik” [10, s. 67].

Obr. 27 — Morleyova &ta

Dukaz této ¥ty je zdlouhavy a nebudeme ho zde wtadPodrobg je vyswtlen
v publikaci [10, s. 67-69]. Tatoéta byla vSak do prace imena, protoze je velmi
zajimava tim, Ze vznikne rovnostranny trojuhel@kjevil ji Frank Morley v roce 1904

[9, s. 75].
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4 Ostatni kruznice v trojuhelniku

Krome jiz zmirenych kruZznic ve druhé kapitole existuji v trojuhi&ln jest dalSi
kruZnice, které oft nejsou sotasti &iva na stednich Skolach. V této kapitole se s nimi

seznamime.

4.1 Feuerbachova kruznice

Feuerbachova kruznice prochazi deviti vgnyani body trojuhelniku, proto se téz
nazyva kruznice deviti bad Je pojmenovana poémeckém matematikovi Karlu
Wilhelmu Feuerbachovi, protoZze dokazal, Ze se kat@nice dotyka kruznice vepsané
a kruznic pipsanych [13].

.Kruznice prochazejici gtdy stran trojuhelniku, patami jeho vysek i@dy uséek
spojujicich ortocentrum s vrcholy trojuhelniku sazyva Feuerbachova kruznice
trojuhelniku® [9, s. 47].

Obr. 28 — Feuerbachova kruznice

Na obr. 28 jsou bod#y, B;, C; sttedy stran trojlihelnikBC, bodyA,, By, Co jsou
paty vySek a bodys, S, S jsou stedy Uséek AO, BO, CO — spojnic vrchal
trojuhelniku s ortocentrem.

Nyni dokazeme, Ze tyto body lezi na kruznici. Vimae, existuje stejnolehlost se
sttedem T a koeficientemk = — 0,5, jeZ zobrazuje trojuhelnikBC na trojuhelnik
AB;C,. Tato stejnolehlost tedy zobrazuje kruznici opsahke trojuhelniku ABC na

kruznici k; , ktera je kruznici opsanou trojuhelnikuB,C; (obr. 29).
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Trojuhelnik BABy je rovnoramenny, #eho? pIyne|BOAi|=|BA|:%|BC|. Z této

stejnolehlosti je$tdostavame vztalﬁ;r|BC| =|B,C,| a vidime, zdB,A| =|B,C,|.

Nyni se zardtime na lichobznik C;A;BoBs:. Vidime, Ze je rovnoramenny a z toho
plyne |OC,B,A|=|0C,B,A|. Podle ¥ty o obvodovych thlech boB, musi leZet na
kruZnicik; . P¥i pouZiti principu cyklické zagny dostaneme, Ze na této kruznrkgi leZi
I bodyCy aAo.

Nyni budeme pracovat s trojuhelnike®@OB. Jeho jedna ®dni fFicka je
usekaAS, a je tedy rovnolZna s Uskkou CO. Ztoho plyne, Ze|OBAS,| je
rovna 90°. Jsou zde tedy dva pravouhlé trojuhelrBk®A; a B1SBy, které maji
spole&nou geponuB;S,. Obéma tmto trojuhelnikim musi byt spokna jejich kruznice
opsana, kterou je vtomtoripact kruznicek. LeZi na ni tedy bod, a s pomoci

principu cyklické zarany zde lezi i bodys a$ [9, s. 47].

S4\
\ /
\
[ C, Co /B

Obr. 29 — Dikaz Feuerbachovy kruznice

al

Kruznice deviti bod je podobna kruznici opsané trojuhelnikBC, a to tak, ze je
obrazem kruznice opsané ve stejnolehlosti (homptete stedem v &Zisti
trojuhelnikuABC a koeficientemk =—0,5. Jeji pologr je proto roven polovia
poloméru kruznice opsané [13].i®80 Feuerbachovy kruznice j¢edem Us&ky, jejimiz
krajnimi body jsou ortocentrum aetl kruZnice opsané [10, s. 40].

Stred Feuerbachovy kruZnice tedy také lezi na Euteptivnce.
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4.2 Tuckerovy kruznice

Budeme uvaZovat libovolny trojuheln®8C a na otekenych polopimkachAB, AC,
BC, BA, CA, CB po ifac body l4, I, Ji1, J2, K1, Ko, Jestlize plati, Zetpmka l1l, je
antirovnolgZzna s pimkouBC vzhledem k ose UhIBAC, ptimkaJ.J; je antirovnobzna

s primkou AC vzhledem k ose UhlABC, piimkaK;K; je antirovnobzna s pimkouAB
vzhledem k ose GUhIACB a zarové |11,/ =]J,J,|=|K,K,|, pak bodyls, Iz, J, 2,

K1, Kz lezi na kruznici [9, s. 65-66]. (Antirovn&ma gimka vzhledem k ose uhlu je
piimka, ktera je osavsoungrna podle této osy.)

Ke kazdému trojuhelnikBBC existuje nekonsé mnoho Tuckerovych kruZznic.
Kazda Sestice bdg kterd spiluje predchazejici dv podminky, ukuje Tuckerovu
kruznici. Dikaz je uveden v publikaci [10, s. 57-60].

V této podkapitole se seznamime sati nejznanySimi Tuckerovymi kruznicemi.

Jsou jimi prvni Lemoinova kruznice, druha Lemoinéwvaznice a Taylorova kruZnice.

4.2.1Prvni Lemoinova kruznice

Budeme uvaZovat trojuhelnikBC a jeho Lemoifv bod L. BodemL povedeme
rovnolEzky se stranami trojuhelnikABC. Priseiiky téchto rovnolzek se stranami
trojuhelniku ozn&me Iy, I, Ji, J2, K1, K2 (obr. 30). Tyto body splji obé podminky
uvedené v uvodu této podkapitoly, a tudiz lezi naK€ro kruznici. Tato kruznice se
nazyva prvni Lemoinova kruznice a jejfest je stedem Uséky spojujici Lemoiriv bod
a sted kruznice opsané [10, s. 60].

Obr. 30 — Prvni Lemoinova kruznice
Dukaz je popsan v publikaci [10, s. 56-57].
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Pokud je trojuhelnikABC rovnostranny, &nice jsou totozné s osami Ghla tudiz
obraz €Znice v osové soudmosti podle osy Uhlu je prétato osa Uhlu. Symedianou je
pak ta samaifmka.

a v rovnostranném trojuhelniku i sipetikem os stran, tedy setfetiem kruzZnice
opsané, protoze osy tihjsou zarové osami stran. Pak jeislem prvni Lemoinovy

kruznice pra¥ tento bod — $ed kruZnice opsaneé.

4.2.2Druh& Lemoinova kruznice

Opet budeme uvazovat trojuhelnABC a jeho Lemoifiv bodL. BodemL povedeme
piimku i, ktera je antirovnai#na s pimkouBC podle osy UhlBAC, primku j, ktera je
antirovnolgzna s pimkou CA podle osy UhIlCBA a gimku k, ktera je antirovnaizna
s primkou AB podle osy UhIBBCA [9, s. 71]. Piis&ik piimky i se stranamAB a AC
ozn&ime Iy, |, pras&iky primky j se stranamBC a AB ozna&ime J;, J, a pfiseiky
piimky k se stranamAC aBC ozn&imeKj, K, (obr. 31).

Js A D c B
j
K4

Obr. 31 — Druh&a Lemoinova kruznice

Sesticedchto bod: opst sphuje podminky uvedené v Gvodu této podkapitoly,dizu
lezi na kruznici. Tato kruznice se nazyva druha dmva kruznice a jeji 8td je pra¥
Lemoimv bod trojahelniku [9, s. 72].

Dukaz je uveden v publikaci [10, s. 62].
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4.2.3Taylorova kruznice

UvaZzujme trojuhelnikABC, paty jeho vySekAq, Bg, Co, pris&ik jeho vysSekO
(ortocentrum). Na obr. 32 jsou body, I, paty kolmic vedenych z bodé, na
piimky AB, AC, bodyJ;, J, jsou paty kolmic vedenych z boddy na gimky BC, AB
a bodyKj, K; jsou paty kolmic vedenych z bodg na gimky AC, BC[9, s. 73].

Sestice boil 11, 15, Ji, Jo, Ki, Ko opdt sphuje dw podminky z Gvodu této
podkapitoly, a tak lezi na kruznici. Tato kruzngenazyva Taylorova kruZnice. &l
Taylorovy kruznice trojuhelnikdBC splyva se sedem kruznice vepsanéi¢gkovému
trojuhelniku ortického trojuhelnikB&oBoCo* [9, S. 75].

C
I2 J1
b
a
BO -
K
1 N O
A Jo ¢ Co

Obr. 32 — Taylorova kruZnice

Dukaz je uveden v publikaci [10, s. 64-67].
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5 Obvod, obsah trojuhelniku

V této kapitole se seznamime s nejz@imi vzorci pro vypoet obvodu a obsahu

trojuhelniku. Uk&Zeme si, jakékteré z nich odvodime pomaoci jinych.

5.1 Obvod trojuhelniku

Obvodem trojuhelniku, a viastmjakéhokoli jiného mnohouhelniku, se rozumi délka
lomenécary, ktera jej ohraduje. U libovolného trojuhelnikABC je to sodet délek
jeho stram, b, c. Plati tedy vzorec pro obvod trojuhelnikBC|[1, s. 65]:

o=a+b+c

U rovnostranného trojuahelniku jsou délky vSech jelran shodné, tedg=b =c.
Vzorec pro obvod tohoto trojuhelniku se pak zjedridahao = 3a.

Pokud je trojuhelnik rovnoramenny, &wstrany, ramena, maji stejnou délku.
Predpokladejme, Ze zakladnou je stranapak ramena maji délka =b. V tomto
piipads vzorec pro obvod trojuhelniku &= 2a + c.

5.2 Obsah trojuhelniku

Obsahem trojuhelniku nebo i jiného mnohouhelnikaunoime velikost plochy,
kterou v rovig zaujima. Udava se v jednotkac¢tvereinich. Zakladnim vzorcem pro
obsah trojuhelniku je polovina stnu jedné strany a k nirfislusné vysky [1, s. 65]:

S:ava' :%' g= V%
2 2 2

Dale mizeme obsah trojuhelniku vygtat, kdyZz zname délky dvou stran a velikost

ahlu jimi seweného podle vzorce [14, s. 22]:
S:Eabsiny, Szlbcsina, S:Eacsinﬁ
2 2 2

Dulezitym vzorcem pro vyptet obsahu trojuhelniku je také Hefonvzorec.

Abychom podle tohoto vzorce vygitali obsah, si& nam znat délky vSechi stran:

S=./s(s-a)(s-b)(s-c),

kde s:%(a+b+c).
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. . : 1 : , .
Tento vzorec lze odvodit pomoci kosinovéya vzorceS = Eabsmy, ktery upravime

na tvar 4S = 2absiny a kosinovou ¥tu pouzijeme ve tvarwa® +b® —c® = 2abcosy .
Tyto rovnosti umocnime a potécseme a dale postupmpravime [8, s. 61]:
4S = 2absiny

a® +b? -c? = 2abcosy

16S* = 4a’b®sin® y .
(a2 +b? - 02)2 = 4a’b*cos’ y

16S? + (a2 +b? —cz)2 = 4a2b2(sin2 y +cos’ y)
16S* = 4ab? —(a2 +b? —02)2 = (2ab+ a’ +b? —cz)(2ab+ c’-a’ —b2)
16S? { a+b)’ }[ﬂc 2}:(a+b+c)(a+b—c)(c+a—b)(c—a+b)

S= \/s(s ~a)(s-b)(s-c)

Pro néasledujici vzorec gebujeme znéat délky vSect stran trojuhelniku a pologn

kruznice opsang|8, s. 72]:

Pro odvozeni pouzijeme vzoreS:%absiny. Vime, Ze 2r :,L [15, s. 105].
siny

Vyjadiime siny a dosadime:

g=1paC = abe
2r  4r

Pro posledni vzorec pro obsah trojuhelniku, ktersenzde budeme zabyvat, je
zapotebi znat délky vSecliitstran a polorr kruznice vepsané:

a+b+c
2

Pokud spojime Btd kruznice vepsané s vrcholy trojuhelniku, vznikni mensi

S=

p

trojuhelniky, které maji vySku rovnu pratomuto polondru a strana ifislusna k této
vySce je vzdy jedna ze stramiodniho trojuhelniku. Po &eeni obsah menSich

trojuhelnika dostavame obsahipodniho trojuhelniku [8, s. 71-72]:

:£+b_p+%_1p(a+b+c):ps

2 2 2

- 38 -



6 Priklady

V posledni kapitole se budeme zabyvaikalika piiklady, konstruknimi, ale
i pocetnimi, tykajicimi se trojuhelniku, kde vyuZijemezpatki z predeSlych kapitol
této prace. Je to v podstatvyuziti v praxi“, ukdzka toho, jak se daji jedheé
vlastnosti vyuzit.

Uvedeme zde pouzefiplady, které jsou sestrojitelné. Nebudeme u niobvadt

diskusiteSitelnosti ani uvad poceteSeni.

Piiklad 1: Sestrojte trojuhelnikABC, jsou-li dany vrcholA, Gergoniiv bod G,
Kruznice vepsani,.

Re3eni(obr. 33): V rovir si zvolime vrcholA, kruZznici vepsanolk, a Gergonfiv

bodG. Sestrojime séd S Useky AS, a sestrojime kruznidi s polongrem|Ag

a stedem v bod S. Priseiky kruznic k, a kjsou dotykové bodyG, a G; kruznice
vepsané se stranarAiC, AB. Z vrcholuA sestrojime tny t; at, ke kruznicik,. Dale
narysujeme polapmku AG. Prisetik kruznicek, a pologimky AG je dotykovy bodG,.
Bodem G, vedeme fimkup kolmo na Usé&ku SG, tak, Ze bodG, lezi na pimcep.
Prasetik piimky p a t&ny t; je vrchol B, podobi priseik piimky p a t&ny t, je
vrchol C. Narysujeme trojuhelniABC.

Obr. 33 — Konstrukce trojuhelniku z p¥. 1
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Piiklad 2: Sestrojte trojuhelnilABC, jsou-li dany Feuerbachova kruznikg, pata
vySky Co, ortocentrunO.

Redeni (obr. 34): Vrovig si zvolime Feuerbachovu kruznigk, na ni bodCo
a pisetik vysekO uvnité kruznicekr. Ve stedové sourrnosti podle sedu S se
bodO zobrazi na bodS,. Sestrojime kruznici opsanok, se stedem vbod S
a polongrem dvakrat ¥tSim, nez je polor ke. Nyni bodyCy a O proloZzime pimku.
Pranik kruznicek, a gimky CoO je vrchol C. BodemCy, vedeme fimkup kolmou
k ptimceCyO. Prinik kruznice opsané, a @imky p jsou vrcholyA, B. Poté uz jen
narysujeme trojuhelnikBC.

Obr. 34 — Konstrukce trojuhelniku z pi. 2

Priklad 3: Sestrojte trojuhelnikABC, jsou-li dany Longchamjy bod O, dva
vrcholy B", C” trojuhelniku A'B'C", kde trojuhelnik ABC tvoii jeho gickovy
trojuhelnik.

Res3eni (obr. 35): Zvolime si bodyD", B, C. Sted Useky B'C” je vrcholA.
BodyB’, O prolozime polofimku, podobg bodyC’, O" také prolozime poldgmku.
Nyni vedeme fimku p kolmo na polofimku C'O” tak, aby bod" leZel na pimcep.
Dale vedeme ifdmku q kolmo na polofimku B'O" tak, aby bodC" leZel na pimceq.
Priseik piimekp aqg je bodA". Nyni mame trojuhelnild’'B"'C". Sted stranyA'B’ je
vrchol C, podobr stted stranyA’C” je vrcholB. Narysujeme trojuhelnikBC.
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Obr. 35 — Konstrukce trojuhelniku z p¥. 3

Priklad 4: Sestrojte trojuhelnilABC, jsou-li dany ortocentrun®, sted kruznice
opsanés,, stedC; stranyAB.
Re3eni(obr. 36): Mame Eulerovuifimku ugenou bodyO a S, dale zadany &dC;,

stranyAB. Z vlastnosti Eulerovyifimky naleznemesfists T tak, ze[TS)|:|0S,| =1:3.

BodyC; aT prolozime polofimku. Sestrojime kruzni¢i s polongrem 2 |C,T| a se
sttedemT. Prisetik pologimky C,T a kruznicek je vrcholC. Ze stedu &, sestrojime
kruznicik, o polongru |SOC|. Body C; a § vedeme fimku. V bod C; narysujeme

piimku p kolmou na pimku C,S, tak, aby bodC; leZzel na pimcep. Pris&iky primky p

a kruznicek, jsou vrcholyA, B. Nyni narysujeme trojuhelnikBC.

Obr. 36 — Konstrukce trojuhelniku z pi. 4
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Piiklad 5: Sestrojte trojuhelnikABC, jsou-li dany vrcholA, druhd Lemoinova
kruznicekr, ptimkak, ktera prochazi Lemoinovym boddm

Re3eni(obr. 37): Zvolime vrcholA, druhou Lemoinovu kruznickr a gimku k,
o které vime, Ze prochaziratlem druhé Lemoinovy kruznice — bodém Prise&iiky
piimky k s kruZnicik jsou bodyK; a K,. Nyni narysujeme fiimku AK;. Prasetik této
piimky a kruzZnicekr je bodl,. Bodyl, aL proloZzime pimku. Paseiik piimky I,L
a kruznice kr je bod I;. Body A a I; prolozime pimku. Paseik piimky Al;
a kruznicekr je bod J,. Body J, a L opet prolozime pimku. Phaseik piimky J.L
a kruznicekr je bod J;. Body K, a J; proloZzime pimku. Paseik piimky Al;
s primkouKyJ; je vrcholB. Podobg priseiik piimek AK; a KzJ; je vrcholC. Poté uz

jen narysujeme trojuhelnikBC.

i

Obr. 37 — Konstrukce trojuhelniku z pi. 5

Priklad 6: Sestrojte trojuhelnikABC, jsou-li dany ortocentrun®, pataCy vysky v.
a bodl,, ktery je pise&ikem Taylorovy kruznice a stramyC.

Res3eni (obr. 38): Zvolime bodyO, Cy a l,. Body O a Cq prolozime pimku.
BodemC, vedeme fFimku p kolmo na pimku OGC, tak, Ze bodC, lezi na pimcep. Dale
vedeme fimku g kolmo na usé&ku Col, tak, aby bod, leZzel na pimce q. Pris&iik
piimek p a q je vrcholA. Prisgik piimek CoO aq je vrcholC. Body A a O vedeme
polopfimku. Narysujeme iimku r kolmo na polofimku AO tak, aby bodC leZel na

piimcer. Praseik piimekr ap je vrcholB. Narysujeme trojuhelniRBC.
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Obr. 38 — Konstrukce trojuhelniku z p¥. 6

Priklad 7: Urcete délky stran a velikosti dhlv trojuhelniku ABC, je-li dano:
a=5cmb=6cm,a=45°[8, s. 60]

v

ReSeni Pouzijeme sinovoudiu a postupé pacitame patebné hodnoty:

L—L:smﬂ—gﬁsma—éﬁsmﬁh 6[-?/—_—&
sinag sing a 5 5 5

[ =5810 = y =180 — (45° +58°10) = 76°50'
[ =121°50 = )’ =180 — (45° +121°50') = 13°10'

a C

—_ = =
sing  siny
_asiny _5sin76°80' | o2 4in76°50' = 688cm
sina sin45° 2
o =ashy . 55',”13 10 . 552 min1z10 = 161cm
sina sin45° 2

Priklad 8: V trojuhelnikuABC urcete délky stran a velikosti (hlpokud znate jeho
obsahS= 84 cnf, « = 60°,b + ¢ = 28 cm.

Reseni Z funkce sinus Uhla vyjadiime vySkuve:

sinazv—g = vczbsinazbsin60°=§b

Dale vyjadime délku strang pomoci strany:
b+c=28 = c=28-b
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Do vzorce pro obsah trojuhelnikl = 2° dosadime znadmé hodnoty a vyfi@me

délku stranyb:

28-b)3b _ 28/30- /3’

202 4
336=—+/3b% + 28J3b
J3b? - 28/30+336=0

_ 28/3++/2352-1344/3
b1,2 - 2\/5

b, =1542cm = ¢, = 28-b, = 28-1542=1258(cm)
b, =1258cm = ¢, = 28-b, = 28-1258=1542(cm)

ga=

Délku stranya dopaiteme podle kosinovéity:
a® =b® +c® - 2cosa =1542* +1258 - 2[1542[1258[¢0s60° (cm)
a® =2020492(cm?)
a=1421(cm)
Pomoci sinové &y a Wty pro sowdet vnitnich uhfi v trojuhelniku dop&teme

velikosti zbyvajicich Ghi:

a _ b . _bsina
——=——>=sinf=
sinag sing
. 1542sin60°
sing =———— = B, =70°
A 1421 A

y, =18C° —(a + f3,) =18C° - (60° + 70°) = 5(°

. 1258sin60° .
S|nﬂ2 ZW :>ﬂ2 =50°

y, =18C° —(a + f3,) =180° - (60° + 50°) = 70°
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Zaveér

Prace shrnuje nejzn&jsi pojmy, vlastnosti adty o trojuhelniku a utvarech, které se
k nému vztahuji, ale jsou zde popsany a \&&ny i prvky a ¥ty, které nejsou s@asti
uciva mnohde ani na vysokych Skolach. Cilem prace ls@znamitétende s &mito
pojmy, a roz§it tak védomosti tykajici se trojuhelniku.

Prace je roz&lena do Sesti kapitol. V prvni kapitole je uvedemikolik definic
trojuhelniku, jsou zde popsany druhy trojuheinipodle délek stran a velikosti hl
a wty, které udavaji vztahy mezi délkami stran trojafleus a velikostmi jeho ulfit jsou
jimi Pythagorova ¥ta, sinova a kosinov&ta.

Druha kapitola prezentuje zakladni prvky trojuhlelnimezi gz pati stedni gicky,
téznice, vysky a kruznice opsand, vepsana a krufipsané.

Treti kapitola shrnuje vyznamné body #Anpky, z nichZ gkteré se probiraji az na
vysokych Skolach a &které nejsou vykpvany wibec. Mezi tyto vyznamné body
a pimky jsou z#éazeny Longchamjy bod, Gergoniv bod, Nagelv bod, Lemoiriv
bod, Eulerova fimka a Simsonovaifimka.

Ve ctvrté kapitole je mozné seznamit se §est dalSimi kruznicemi, které se
k trojuhelniku vztahuji. Jsou jimi Feuerbachova Zkige, nebo také kruznice deviti
bodi, a Tuckerovy kruznice. Tyto kruzZnice se Wwyji aZz na gkterych vysokych
Skolach, a tak ¢&zny student, ktery absolvovalietini Skolu s maturitou, se ¢chto
pojmech jen $i néco dozvi.

V paté kapitole jsou uvedeny nejzngfi vzorce pro vypéet obvodu a obsahu
trojuhelniku a jejich odvozeni pomoci jinych vzirc

V posledni kapitole jsou vyuZzity poznatky, se kteryjsme se seznamili vyse,
a propojili  jednotlivé vlastnosti a vztahy mezi jtloelnikem a jeho nav
prezentovanymi prvky. V konstraRich gikladech je ukdzano, jak vyuzit zde popsané
vlastnosti pro sestrojeni trojuhelnikdi gadani wité kombinace jeho pruk které
nejsou znamé zeisdni Skoly. V poetnich Ulohach jsme za pomoci vzike a &t
zjiStovali chykgjici adaje o trojuhelniku.

Zpracovani tohoto tématuénobohatilo o poznatky z geometrie trojuhelnikujraih
bych se p béZném studiu matematiky neseznamila. Sama jseneralite a na
internetu vyhledavala t&h neznamé pojmy a éty vztahujici se k trojuhelniku,

a rozsiovala tak své znalosti o trojuhelniku a jeho prcic
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Neodmyslitelnou satasti prace jsou nazorné obrazky, které napomalepsi |
piedstavivosti o pojmech a vztazich mezi nimi. Dikyacovani prace do této podoby
jsem n€la moznost natit se ovladat geometricky program GeoGebra, veéktejsou
vSechny obrazky vytieny. Je to program vainstazitelny, tudiZz dostupny kazdému,
kdo ma pipojeni na internet a vlastni gtac. Manipulace a prace wm je porngrné
jednoducha. J4 sama nejsem Zzadnyitptovy expert, a festo jsem se veSkeré
dovednosti v programu, gebné pro tuto praci, ndila sama a &im, Ze je vyuZiji
nejen @i dalSim studiu, ale i pozd ve Skolni praxi.

Konstrukni priklady v posledni kapitole jsem vymySlela a nastedpak
konstruovala sama.rPvymysleni gikladi jsem si tak jegtvice prohloubila a dala do
souvislosti mé&znamée vlastnosti a vztahy trojuhelniku, kterymmjsse giucila.

Nedostatek prace vidim v tom, Ze se mi dosud nepodaymyslet konstrukni
piiklad, kde by se mezi zadanymi prvky vyskytoval lodmiv bod, symediana,
Simsonova fimka nebo #gjaky jeji bod.

V budoucnu bych praci okl rozsfit o strikné Zivotopisy a zajimavosti ze Zivota
autofi, podle nichZ je nazvanatgina prvki. Déle bych chia provést vyzkum na
n¢kterych stednich a vysokych Skolach tykajici se znalosti nalespa powdomi
o ttchto mér znamych prvcich trojuhelniku a srovnat mezi sebkoly nagiklad na
arovni gymnazii se zagbenim na matematiku a Skoly bez zvlastni speciatizac

Prace se necha vyuzit zejména pro studenty matematbboru geometrie jako
studijni¢i dopliujici material o vlastnostech a prvcich trojuhalnikajdou zde f&hled

nejzakladgjSich pojmi a &t, ale i takoveé, které nejsou s@sti BZného diva.
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Prilohy

Souasti prace je takéfipZzené CD na zadnich deskach. Obsahuje vSechrigtgpp

obrazki pouzitych v préaci. Jsou vytiené v programu GeoGebrdaifmna ggb). Déle se

na CD nachazi instalai program pro tento software.

Seznam souboii na CD:

Vztahy mezi prvky trojuhelniku.doc

Vztahy mezi prvky trojuhelniku.pdf
Obsah slozky Obrazky:

Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.

1 — Trojuhelnik.ggb

2 — Vnitni a vrejSi thly trojuhelniku.ggb

3 — Sodet vnitnich uhli trojuhelniku.ggb

4 — Trojuhelniky roztiené podle délek stran.ggb
5 — Trojuhelniky roztiené podle velikosti Uflggb
6 — Pythagorovadta.ggb

7 — Dikaz Pythagorovydty.ggb

8 — Sinovadta.ggb

9 — Kosinovaédta.ggb

10 — Menealovadta.ggb

11 — Cévovadta — piimky rovnobzné.ggb

12 — Cévovadta — piimky prochazejici jednim bodem.ggb

13 — Stedni pricky trojuhelniku.ggb
14 — BZnice trojuhelniku.ggb
15 — Vysky trojuhelniku.ggb
16 — Euklidovy éty.ggb

17 — KruZnice opsana.ggb
18 — KruZnice vepsanéa.ggb
19 — KruZnice fipsané.ggb
20 — Eulerova fimka.ggb

21 — Longchamjy bod.ggb
22 — Gergonav bod.ggb

23 — Nageiv bod.ggb

24 — Lemoiiv bod.ggb

25 — Simsonovafmka.ggb
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26 — Upatnicovy trojuhelnik.ggb

27 — Morleyovadta.ggb

28 — Feuerbachova kruZnice.ggb

29 — Dikaz Feuerbachovy kruznice.ggb
30 — Prvni Lemoinova kruznice.ggb
31 — Druh&a Lemoinova kruznice.ggb
32 — Taylorova kruznice.ggb

33 — Konstrukce trojuhelniku 2. [d.ggb
34 — Konstrukce trojuhelniku # 2.ggb
35 — Konstrukce trojuhelniku Z.3.ggb
36 — Konstrukce trojuhelniku 2. @.ggb
37 — Konstrukce trojuhelniku 2. f».ggb
38 — Konstrukce trojuhelniku Z 6.ggb

Obsah slozky Instal&ni program:

GeoGebra 3.2.exe
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