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Uvod

Metdéda hlavnych komponentov je pravdepodobne najstarSou a najznamejsou
technikou vyuzivanou v mnohorozmernej analyze. Zakladnou myslienkou metody
je zredukovat dimenziu mnoziny dat, v ktorej sa nachddza mnozstvo vzajomne
suvisiacich premennych, pri zachovani maximéalnej moznej variancii pévodnych
dat. To sa dosiahne transformovanim mnoziny na nové premenné nazyvané hlav-
né komponenty, ktoré st vzajomne nekorelované a st zoradené tak, ze prvych
niekolko komponentov vyjadruje vicSinu variancie.

Cielom tejto prace je popisat zékladné principy a vlastnosti metédy hlavnych
komponentov a nasledne aplikovat jej pouzitie na redlnych ekonomickych datach.

Prva kapitola predstavuje teoreticka cast prace s ilustra¢nymi prikladmi. Naj-
skor popiseme celkové odvodenie hlavnych komponentov spolu so Specifikaciou ich
rozptylov a potom sa dotkneme dvoch komplikécii, ktoré pri tom mdZzu nastat.
Dalej sa zaoberdme centrovanymi hlavnymi komponentami a ich vlastnostiam,
ktoré ukazeme aj na priklade. Nasledne formulujeme vyberové hlavné kompo-
nenty za pomoci vyberovej kovariancnej matice a vyberového priemeru, taktiez
spomenieme asymptotické vlastnosti hlavnych komponentov. Na zaver prvej ka-
pitoly sa venujeme vybranym problémom hlavnych komponentov, s ktorymi sa
mozeme stretnit pocas analyzy dat. Pozrieme sa na to, ako zistime pomer varian-
cie povodnych dat zachyteny komponentami. Rozlisime medzi metddou hlavnych
komponentov aplikovanou na kovarianc¢nu a korela¢ni maticu. Priblizime problém
mierky pouzitej na meranie vstupnych dat. Dalej si ukdZeme tri najpouzivanejsie
metody na zistenie vhodného poc¢tu hlavnych komponentov pre zachytenie urcitej
miery variancie dat. Nezabudneme ani na geometrickt interpretaciu tejto metody
a na zaver si povieme nie¢o méalo o stvislosti s faktorovou analjzou.

Druha kapitola je zamerana na hodnotu v riziku a s tym stuvisiacu prakticka
aplikdciu metédy hlavnych komponentov. V tvode tuto statistickd mieru rizika
definujeme a poskytneme niekolko §tandardnych vzorcov na priamy vypocet. Dal-
Sia Cast je najmi praktického charakteru. Na stibor trokovych mier aplikujeme
metodu hlavnych komponentov a za pomoci jej vysledkov prezentujeme vypocet
hodnoty v riziku pre rozne portfélia.

Vidsina znacenia je prebrand z knihy Dupaé¢ & Huskova (1999), pripadné
vynimky st v texte explicitne vysvetlené. Vsetky obrazky, grafy a analyzy sa vy-
tvorené v programe Wolfram Mathematica 8.0. V praci budeme znacit symbolom
A koniec prikladu a symbolom [ koniec dokazu.



1. Metoda hlavnych komponentov

Metoda hlavnych komponentov (Principal Component Analysis, PCA) je zrej-
me najstarsou a najznamejsou metodou pouzivanou v mnohorozmernej analyze.
Umoznuje efektivne transformovat data z viacrozmerného vstupného priestoru do
priestoru s nizSou dimenziou, ¢im sa data premietnu do najdoélezitejSich lineér-
nych smerov a tie najmenej podstatné sa zanedbaju.

Redukcia dimenzie dat méa z pohladu Statistického rozpoznavania velky vy-
znam. Umoziiuje ndm znizif pocet stradnic potrebnych na efektivny popis dat.
Takto mozeme ignorovat smery, v ktorych maji data len mala varianciu (rozlisi-
telnost) a vSimat si len tie s velkou varianciou. V tomto pripade je teda nositelom
informacie rozptyl.

Metéda hlavnych komponentov je teda metdda, ktord umoznuje vytvarat no-
vé premenné, ktoré su linearnou kombinéciou premennych z pévodnych dat, pri
¢o najmensej strate informéacii. Pévodnych p vzéjomne korelovanych (pozorova-
nych) premennych je nahradenych novymi ¢ (¢ << p) vzédjomne nekorelovanymi
(ortogonalnymi) nemeratelnymi syntetickymi premennymi tak, Ze prva nova si-
radnicovd os (prvy hlavny komponent) je vedend v smere maximélnej variancie
medzi objektmi. Druhd os (druhy hlavny komponent) je kolma na prvia os a je
vedend v smere druhej najvicsej variancie medzi objektmi, atd.

Relativna pozicia objektov v pévodnom priestore a v novom priestore (da-
nom hlavnymi komponentami) je rovnaka. To znamend, Ze povodny stradnicovy
systém sa nataca do smeru maximalnej variancie medzi objektmi, pricom eukli-
dovské vzdialenosti medzi objektmi sa zachovavaju.

Metodu hlavnych komponentov pévodne navrhol uz v roku 1901 Karl Pear-
son ako opisnu Statistickii metodu na redukciu viacrozmernych tdajov. Harold
Hotelling v roku 1933 zovseobecnil postup metédy hlavnych komponentov na na-
hodné vektory a navrhol pouzitie tejto metédy na rozbor kovariancnej struktury
premennych.

1.1 Odvodenie hlavnych komponentov

Vezmime redlny p-rozmerny nahodny vektor X, tj. X = (X, Xo, ..., X,,)7.
Nech X ma4 stredntt hodnotu p a kovarianént maticu 3, znac¢ime X ~ (pu, X).
Nasim cielom je najst novy p-rozmerny nahodny vektor, ktory budeme znacit Y =
(Y1,Ya, ..., Y,)T a ktorého zlozky st nekorelované a ich variancia postupne klesa, tj.
Var(Yr) > Var(Ys) > ... > Var(Y,). Kazdua zlozku Y; vyjadrime prostrednictvom
linearnej kombinacie prvkov vektora X, teda

Y;‘ = Glel + CLQjXQ 4+ -+ Clijp = a]TX,

kde a; = (ay;, as;, ..., ap;)" je vektor konstant. NavySe kladieme podmienku, Ze
P
aJTaj = Zaij =1.
k=1
Tento konkrétny normaliza¢ny postup zaistuje, Ze celkova transformaécia je orto-
normalna, takze vzdialenosti v p-rozmernom euklidovskom priestore st zachova-
né.
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Obr. 1.1: 1000 pozorovani ndhodného vektora (X7, X5)

Yo

Obr. 1.2: 1000 pozorovani z obrazku 1.1 zobrazenych vzhladom k ich hlavnym
komponentom (Y7, Y3)



Jednoduchy pripad si mozeme ukézat v dvojrozmernom euklidovskom priesto-
re. Na obrazku 1.1 vidime graf 1000 pozorovani dvoch silno korelovanych néahod-
nych veli¢in X; a X,. Pozorovania boli ndhodne vygenerované z dvojrozmerného
norméalneho rozdelenia s nulovou strednou hodnotou a kovarian¢nou maticou

Metédou hlavnych komponentov transformujeme veli¢iny na hlavné komponen-
ty (Y1,Ys) a dostaneme usporiadanie na grafe obrazku 1.2. Vidime, Ze najviac
variancie je zachytenej hlavnym komponentom Y;, naopak Y5 zachytava malo va-
riancie.

Teraz si vylozime postup na odvodenie hlavnych komponentov, insSpirujeme
sa pri tom publikdciami Jolliffe (2002) a Chatfield & Collins (2000). Prvy hlav-
ny komponent Y; najdeme tak, ze a; polozime také, aby Y; malo ¢o najvacsi
mozny rozptyl. Inymi slovami, vyberieme a; so snahou maximalizovat varian-
ciu al' X za podmienky, 7e al'a; = 1. Druhy hlavny komponent uréime viberom
a, tak, aby Y5 malo druhti najviac¢siu mozna varianciu a aby bolo nekorelované
s Y;. Podobnym spésobom odvodime Y3, Yy, ..., Y, so snahou zachovat vzajomnua

.....

variancie je vyjadrena v prvych ¢ hlavnych komponentoch, kde ¢ << p, p,q € N.

Najprv uvazujme Y; = al X. Hladajme vektor a; maximalizujtci Var(al X) =
al'Ya; za platnosti normaliza¢nej podmienky ala; = 1. Standardnym postupom
pri maximalizacii funkcie o niekolkych premennych, za danych podmienok, je
pouzitie metédy Lagrangeovych multiplikatorov. Pre a; si teda definujme Lag-
rangeovu funkciu

L(a;) = alZa; — Aala; —1).

Funkciu zderivujeme podla vektora a;:

L
a— = 22&1 — 2)\&1.
8a1

Vysledok derivacie polozime rovno nulovému vektoru a dostaneme
(X —A,)a; =0, (1.1)

kde I, je jednotkova matica (p X p). Aby tato rovnica mala nenulové rieSenie pre
vektor a;, musi byt (2 — AL,) singularna matica. Takze A zvolime tak, aby

I — AL = 0.

Odtial plynie, Ze nenulové rieSenie rovnice (1.1) existuje prave vtedy, ked A je
vlastné ¢islo matice X. Ale ¥ méa p vlastnych disel, ktoré musia byt vSetky
nezaporné, pretoze X je pozitivne semidefinitnd (jedna sa o kovarianénti mati-
cu). Oznacme si vlastné ¢isla A1, As, ..., A, a uvazujme ich postupné usporiadanie
A1 > A > ... > A, > 0. Z rovnice (1.1) vidime, ze

al] Ya; = al \[,a; = \aja; = A,
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takze za vlastné &islo, ktoré dava al X s najviicsou varianciou vezmeme ;. Po-
tom podla (1.1) musi byt a; vlastny vektor matice ¥ prislichajuci najvacsiemu
vlastnému ¢islu.

Druhy hlavny komponent Y; = al’X ziskame podobnym sposobom. Okrem
prvej podmienky, ala, = 1, musi Y, spliiaf este druhi a to je nekorelovanost
s Y;. Potrebujeme teda, aby kovariancia medzi hlavnymi komponentami Y5 a Y;
bola nulova, tj.

Cov(Ys, Y1) = Cov(al X, al X) = Eal (X — u)(X — p)'a;] = a3 Xa; = 0. (1.2)

Z vlastnosti vlastnych cisel a vektorov matice vieme, ze 3a; = \ja;, takze po
zjednoduseni vyrazu (1.2) dostavame podmienku, Ze ala; = 0. PouZijeme teda
dva Lagrangeove multiplikatory, ktoré oznac¢ime A a § a definujeme funkciu

L(ay) = al Xay, — Majay — 1) — dala;.

V staciondrnom bode musi platit

oL

T, = 2B = AL )as — da, = 0. (L.3)

Prendsobenim rovnice prvkom al dostaneme
T

pretoze alay = 0 a ala; = 1. Z rovnice (1.2) vieme, Ze al Za, ma byt nula, takze
§ je v staciondrnom bode rovno 0. Dalej z rovnice (1.3) plynie, Ze

(2 — AL)a, = 0.

V tomto pripade vyberame za A druhé najvécsie vlastné c¢islo matice 3 a ay je
prislusny vlastny vektor. A sa uz nemoze rovnat A\, pretoze ak by sa tak stalo, do-
stali by sme rovnost a; = a, a v tom pripade sme nesplnili podmienku ala, = 0.

Takymto spésobom sa da ukéazat, Ze pre vSetky ostatné hlavné komponenty
s ag, ay, ..., &, vlastné vektory matice 3 prislusné vlastnym cislam Mg, A4, ..., Ap.

Oznac¢me si maticu vlastnych vektorov (pxp) symbolom A. Kedze a;, ay, ..., a,
st normované a ortogonalne vektory, potom matica A = (a;,ay, ...,a,) je orto-
normdlna. Pre A tak plati, Ze AT = A~! teda ATA = I,. Dalej ozna¢me vektor

hlavnych komponentov (p x 1) symbolom Y, tj.
Y = ATX. (1.4)

Kovarian¢né matica vektora Y je taktieZ rozmerov (p X p) a budeme ju znadit A.
Hlavné komponenty sme volili tak, aby boli vzajomne nekorelované a vzhladom ku
konstrukeii teda plati A = diag(A1, Ag, ..., Ap). Strednt hodnotu a rozptyl vektora
Y je mozné vyjadrit v maticovom tvare:

E(Y) = BEA™X)=A"Tp
Var(Y) = Var(ATX) = ATZA = A.



Poslednt rovnost vo vyjadreni rozptylu Y mozeme vdaka vlastnostiam matice A
prepisat nasledovne
¥ = AAAT. (1.5)

V tomto pripade hovorime o spektralnom rozklade kovarian¢nej matice 3.

Téato problematika je sformulovana tiez v knihe Hérdle & Simar (2003) nésle-
dujticou vetou:

Veta 1.1.1. Ak C a D st symetrické matice (p x p), p € N, D je pozitivne
definitnd a & € RP, potom maximum x’ Cx za podmienky ’Dx = 1 je dané
najviaésim vlastnym ¢islom maticového sticinu D~*C. Obecne:

max 2'Cx =X\ >Ny > > Ap = min ' Cex,
{z: 2TDz=1} {z: 2T Dz=1}
kde A1, Ag, ..., A, s vlastné ¢isla matice D™'C. Vektor maximalizujici (minima-
lizujici) 7 Cx za podmienky £’ Dx = 1 je vlastny vektor sucinu matic D~C,
ktory prislticha najvi¢siemu (najmensiemu) vlastnému ¢islu st¢inu D~1C.

Dokaz vety 1.1.1 mozeme najst v spominanej knihe. AvSak, ak si vhodne pri-
radime oznacenie z vety 1.1.1 k oznaceniu, ktoré sme pouzili v predoslom texte
zistime, ze dokaz vety plynie z predchadzajuceho odvodenia hlavnych kompo-
nentov. Za maticu C zvolime kovarianéni maticu 3, ktora spliia predpoklad sy-
metrickosti. Potom teda symbolu @ priradime vektor a;. Nakoniec za maticu D
zvolime jednotkovi maticu I, rozmerov (p x p), ktora taktiez spliiuje pozadované
predpoklady, jednotkova matica je symetricka a pozitivne definitna.

Hlavné komponenty teda ziskame linearnou kombinaciou pévodnych premen-
nych. Hlavné komponenty st vzajomne nekorelované a ich rozptyly vyjadruja
mnozstvo informécie, ktoré v sebe nesie vstupny subor premennych. Pre efektiv-
ny popis tychto dat postacuje niekolko prvych hlavnych komponentov s najvicsou
varianciou.

Poznamka 1.1.1. Pri metéde hlavnych komponentov sa mézeme stretntt s dvoma
problémami, ktoré sa vyskytujua skor v teoretickej rovine ale v praxi su zvicsa
neobvyklé. Tieto situdcie su taktiez popisané v knihe Jolliffe (2002).

Komplikicia moze nastat, ked sa niektoré vlastné ¢isla rovnaju nule. Ak teda
pre nejaké k € {1,2,....,p}, p € N, plati \y = Var(Yy) = 0, potom Y}, = konst, s.u.
Dimenzia euklidovského priestoru obsahujticeho pozorovania je rovnaka ako hod-
nost matice 3 a ta je dand hodnotou (p — ¢), kde ¢ je pocet nulovych vlastnych
¢isel, ¢ << p, q € N. Kazdy hlavny komponent s nulovym rozptylom teda definu-
je konstantny linedrny vztah prvkov vektora X. Jedna premenné je nepotrebné
pre kazdy taky vztah, pretoZze jej hodnota mdZze byt urcend z hodnét ostatnych
premennych uvedenych vo vztahu. Preto mozeme zniZit pocet premennych z p na
(p — q) bez straty akejkolvek informéacie. V idealnom pripade, by mala byt linear-
na zavislost spozorovand pred pouzitim metédy hlavnych komponentov a pocet
premennych odpovedajicim spdsobom znizit.

Iny problém nastane, ked vlastné ¢isla a teda rozptyly niektorych hlavnych
komponentov budu rovnaké. Ak

)\q+1 = ... = )\quka
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potom A = A,y nazyvame k-nasobnym koreniom. Prislusné vlastné vektory tvoria
k-dimenzionalny priestor, v ktorom st ortonormélne. Hlavny komponent s varian-
ciou A nie je jednoznacne urceny. Dolezitym $pecidlnym pripadom je, ked posled-
nych £ vlastnych cisel je rovnakych. V takom pripade je poslednych & hlavnych
komponentov povazovanych za merania nespecifikovanej variability a charakte-
ristiky X st reprezentované prvymi (p — k) hlavnymi komponentami.

1.2 Vlastnosti centrovanych hlavnych komponen-
tov

Opit predpokladajme, Ze pracujeme s p-rozmernym redlnym nahodnym vek-
torom X ~ (u, ¥). V predchadzajicej casti sme odvodili metédu hlavnych kom-
ponentov. Teraz blizsie nahliadneme na centrované hlavné komponenty:

Y = AT(X o ”’)a

kde A znaci ortonorméalnu maticu vlastnych vektorov kovarian¢nej matice 3. Je
to rovnaké ako rovnica (1.4) ale okrem ortogonélnej rotécie navyse posunieme aj
pociatok sturadnicovej ststavy tak, aby Y mal nulovy vektor strednych hodnot.

Teraz si ukazeme niektoré vlastnosti centrovanych hlavnych komponentov,
ktoré st taktiez uvedené napriklad v Hérdle & Simar (2003). Pre dany p-rozmerny
redlny vektor X ~ (g, ¥) majme vektor hlavnych komponentov Y = AT(X — ).
Potom

EY; = 0, j=12,..,p (1.6)

Var(Y;) = N, j7=12,...p (1.7)

Cou(Y;,Y;) = 0, i#}j (1.8)

Cov(X,Y) = AA (1.9)
p

> Var(y;) = tr(%) (1.10)
j=1

)\j 1/2
Vo= Q| ———— 1.11
o = o (i) —

Postupne si tieto vztahy dokdzeme. Zac¢neme prvou vlastnostou (1.6):
E(Y) = B(AT(X — ) = AT(EX — i) = 0,

takze pre kazdé j = 1,2,...,p plati £Y; = 0.
Rovnost (1.7) obdrzime ako

Var(Y) = Var(AT(X —p)) = ATVar(X — p)A
= ATSA =ATAAATA = A

Predposledné rovnost plynie z rovnice (1.5) a posledné rovnost plynie z ortonor-
mality matice A. Takze pre kazdé j = 1,2, ...,p plati Var(Y;) = ;.

8



Rovnicu (1.8) dokdzeme nasledujtcim spdsobom:

Cov(Y;.Y;) = E(V;Y;)+E(Y)E(Y;)=E(YY;) = E(aj (X — p)(X — pn)"a)
= a/Ya; =aj \;ja; = \;aja; =0, i # j.

Druhd rovnost plynie z vlastnosti (1.6), piata rovnost plynie z vlastnosti vlastnych

¢isel a vlastnych vektorov matice ¥ a poslednd rovnost plynie z ortogonality
vektorov a; a a;.

Na vztah (1.9) nahliadneme takto:
Cov(X,Y) = Cov(X,AT(X — p)) = Cov(X,X)A
= A =AAATA = AA.

Predposledné a posledné rovnost plynie opét z vlastnosti (1.6) a ortonormality
matice A.

Rovnicu (1.10) dostaneme:
P P
> Var(y;) => N =tr(A) = tr(ATAA) = tr(AAAT) = tr(X).
j=1 J=1

Vypocet plynie zo zédkladnych vlastnosti stopy matice.
Poslednt rovnost (1.11) ziskame ako
CO’U(Xi,S/j) aij)\j ( /\j )1/2
P = ar (X Var ;) Varovny 2 \Var(X))

Druha rovnost plynie z vlastnosti (1.9).

Korelacia (1.11) vhodne popisuje vztah medzi hlavnymi komponentami a po-
vodnymi premennymi. VSimnime si, ze Z?Zl )\ja?j = al'Aa; je (i,1)-ty element
matice AAAT = 3 (vid rovnica (1.5)), takZe

P P
A\ 1
jzl Px; Zl @i Var(X;) Var(X;) Var(X;)

=

Ako uvadza Hirdle & Hlavka (2007), korelaciu p?xiyj mozeme chépat ako po-
diel variancie i-tej premennej X; zachyteny j-tym hlavnym komponentom Y;. Po-
diel rozptylu X; zachyteny prvymi ¢ hlavnymi komponentami je 23:1 p?;m,j <1
Vsetky body st teda vo vnutri jednotkovej guli. Vzdialenost bodu so stradnicami
[PX¥1s PXYas -5 Px,Y,] Od plochy tejto jednotkovej gule v g-rozmernom euklidov-
skom priestore moze byt pouZita na meranie zachyteného rozptylu premennej X;.

Uvazujme dvojrozmerny kruh korelacie s polomerom 1, ktorého osi popisuju
velkost koreldcie medzi povodnymi premennymi a hlavnymi komponentami Y;
a Ys, teda graf zobrazujtci body so stradnicami (px,v;, px,v,) pre ¢ = 1,2, ..., p.
Originalne premenné su silno korelované s Y; a Y5, ak st ich korela¢né koeficienty
umiestené blizko kruznice. Dva body, ktoré lezia blizko seba pri kruznici st vyso-
ko pozitivne korelované. Ak st oba body blizko kruznice ale vzajomne vzdialené,
potom si vysoko negativne korelované. Dva body leziace pri kruznici, ktorych
vektory v pociatku zvieraju pravy uhol, si nekorelované.



Pozndamka 1.2.1. Ak pozname rozdelenie X, mozeme zistit aj rozdelenie Y. Nech
X ~ N,(p, X). Kazdy prvok vektora Y je teda linedrnou kombindciou normalne
rozdelenej ndhodnej velic¢iny, takze kazdy hlavny komponent Y;, 7 = 1,2,...,p,
bude maf normélne rozdelenie. Y mé teda mnohorozmerné normélne rozdelenie
so strednou hodnotou 0 a kovarian¢nou maticou A = diag(Ai, Az, ..., Ap). PiSeme
Y ~ N,(0,A). Blizsie sa touto problematikou zaobera Chatfield (2000).

Priklad 1.2.1. Uvazujme dvojrozmerné normalne rozdelenie vektora X ~ N»(0, X),

kde ¥ = (;f) a 0 < p < 1. Vlastné cisla matice ¥ st \y =1+pal=1—p
s - L . 1N 1 1
s prislusnymi normovanymi vlastnymi vektormi a; = E <1> aay = E <_1>.

Potom st hlavné komponenty
1

Y:AT(X—M):EG _ll)X

v 1 (XX,
v,) T2\ -X)

Takze prvy hlavny komponent je

alebo

Y, = (X1 + Xo)

Sl

a druhy hlavny komponent je

1
Yo = — (X7 — Xo).
(0 -
Teraz overime, ¢ vypoéitané hlavné komponenty spliiaji niektoré z vyssie uve-
denych vlastnosti.

1 1
EY, = E(E(Xl + X)) = E(EXl + EX3) =0.
Analogicky
EY; =0.
1 1
Var(Y:) = Var(ﬁ(Xl + Xy)) = §Var(X1 + X)
1
= §(Var(X1) + Var(Xz) + 2Cov(X1, X3))
1
= S+14+2)=14p=N
Analogicky

Var(Yo) =1—p = Xo.

Cov(Y1,Ys) = E(MiYs) — E()E(Yz) = E(V1Ya)

= E(%<X1 +Xo) (X1 — Xp)) = %E(X% ~X3)=0
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Obr. 1.3: Kruh korelacie s p Obr. 1.4: Kruh korelacie s p
blizke jednej (p = 0.96) blizke nule (p = 0.04)

Teraz si vypocitame kovarianciu vektorov X a Y, ktort pouzijeme pri vypocte
korelacie:

1 (1 1\ [(1+p O L (14+p 1-p
Cov(X,Y)=AA=— —
(X, Y) \/5(1 —1)( 0 1—,0) ﬁ(l—l—p ~1+p
Potom korelacie medzi p6vodnymi premennymi a jednotlivymi komponentami st:

1 1+p I+p

= g Ve

potom podobne tiez

1—0p 1+p 1—0p
PX1Ys = T? PX2y1 = T? PXaYs = — T

Body so stradnicami [px,y;, Px1vs] @ [PXovis PXoY,) S1 zobrazime na korelaénom
kruhu. Na obrazku 1.3 mézeme vidiet body, kde sme za p dosadili ¢islo blizke
jednej a na obrazku 1.4 mame znazornené body, kde sme za p dosadili ¢islo blizke
nule. KedZe pracujeme s dvojrozmernymi ditami a pouzivame obidva hlavné
komponenty, body lezia priamo na kruznici. V prvom pripade vidime, ze body
su blizko seba. To znamena, ze si vysoko pozitivne korelované. Na druhom grafe
st body od seba dalej a ich vektory v pociatku zvieraju pravy uhol. TakzZe tieto
body st nekorelované. A

Ilustracny priklad z podkapitoly 1.1 je mozné priamo pouzit v priklade 1.2.1,
kde p = % a vlastné disla si \; = % al = %

1.3 Vyberové hlavné komponenty

V predchadzajuicich castiach textu sme pre vypocet hlavnych komponentov
pozadovali znalost niektorych charakteristik ndhodného vektora X, tj. najmé
strednt hodnotu p a rozptylovii maticu 3. V praxi vSak obvykle tieto cha-
rakteristiky nepozname. Obycajne mavame k dispozicii n nezavislych nahod-
nych vektorov - pozorovani - reprezentujucich rozdelenie ndhodného vektora X,
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tj. X1, Xo, ..., X,,. Zavedme X = (X1, X, ..., X,,)T maticu pozorovani rozmerov
(n x p). Strednt hodnotu g potom mozeme nahradit odhadom (vyberovym prie-
merom )

1 n
— _ _\T _ .
T = (71,%2,...,7p) , kde 7; = - E_l zij, j=1,2,...,p.

Kovarianéni maticu 3 potom nahradime vyberovou kovarianc¢nou maticou S,
ktorej prvky st

1 g — — . .
Sij = n Z(% - sz)(lEkg - xj), 1,5 =1,2,....p.
k=1

Takze )
S=—(X"HX),

n

kde H = I, — 21,17, ‘H je symetrickd a idempotentd matica (tj. H* = H)
al,=(1,1,..,1)T. V¥berovimi hlavnymi komponentami rozumieme

y=(x-1,z2"A

kde S = ALA" je spektralny rozklad matice S. Vyberova kovarianéné matica
nahodnej matice Y sa da vyjadrit ako

Sy = SYUHY = S AT(X - 1,8 H(X -~ 1,87)A
_ %ATXTHXA — ATSA-= L,

kde £ = diag(ly, 1, ..., 1,) je matica vlastnych ¢isel vyberovej kovarian¢nej matice
S. Tretia rovnost plati, pretoze

1 1
HI"ET = (In - _1n1£)1n:ﬁT - Inlna_:T - _]-nan =0.
n n

Oznacme si vlastné ¢isla matice S v klesajucom poradi Iy, (s, ..., [, a prislusné
vlastné vektory aq, as, ..., a,. Ak sme nepouzili vSetky pozorovania v populécii
ale len ich ¢ast, potom postupnosti {/;} a {a;} mozu byt povazované za odhady
vlastnych ¢isel a vlastnych vektorov matice X.

Nésledujuca veta, ¢erpand z Hérdle & Simar (2003), popisuje asymptotické
vlastnosti hlavnych komponentov vypocitanych z vyberovej kovariancnej matice.

V zneni vety budeme pouzivat Wishartovo rozdelenie: Nech je dand dato-
vé matica X rozmerov (n X p). Je to matica n vzadjomne nezéavislych ndhod-
nych vektorov X; ~ Ny(pq, %), Xo ~ Ny(pty, ), ..., X, ~ Np(t,,, 2). Teda X =
(X1, Xy, ..., X,,)T. Dalej ozna¢me M = (p;, fho, ..., t,,)7 maticu rozmerov (n x p)
tvorent strednymi hodnotami nahodnjch vektorov a ¥ je kovariancna matica
rozmerov (p x p). Zdruzené rozdelenie prvkov matice W = X7x =" X, X7
nazveme p-rozmernym Wishartovym rozdelenim o n stuprioch volnosti s paramet-
rami X a M. Zna¢ime W ~ Wy(n, X, M). Ak M = 0, hovorime o centrdlnom
Wishartovom rozdeleni a zna¢ime W ~ W, (n, 3).
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Veta 1.3.1. Nech je ¥ pozitivne definitnd matica a méa jednoznacne urcené
vlastné ¢isla a nech U ~ %Wp(m, 3) so spektralnymi rozkladmi ¥ = AAAT
ald =GLG" kde A = (a;,ay,...,a,)" a G = (g1,8,...,8) . Potom

a) m(l—A) 2 N, (0,2A2)
kde I = (I, Iz, ..., [,)" a X = (A1, Aa, ..., \p)T st diagonaly matic £ a A
a symbol D znaci konvergenciu v distribucii.

D
b) \/m(gj - aj) - NP(Ovvj)??
k
kde V; = A >, PRESwE )\j)Qaka}f,
C) Cov(gj7gk:) = vjkn

AN Aelris
kde (r, )-t§ prvok matice V,(p x p) je ——2ororhdsi

m(Aj — A\)?’

d) prvky vektora I st asymptoticky nezavislé na prvkoch matice G.

Poznamka 1.3.1. Veta 1.3.1 sa pouziva najmi k testovaniu réznych hypotéz.

1.4 Vybrané problémy metédy hlavnych kom-
ponentov

1.4.1 Pomer informacie zachytenej hlavnymi komponen-
tami

Kedze > 7  Var(X;) = tr(X), z rovnosti (1.10) vidime, Ze sfet rozpty-
lov vSetkych povodnych premennych a stucet rozptylov hlavnych komponentov
je rovnaky. Pomerom \;/ E§=1 A, zistime, kolko percent informécie z original-
nych premennych je zachytenej v i-tom hlavnom komponente. Prvych ¢ hlavnych
komponentov teda vyjadruje varianciu

Attt
77bq: P s
J

=1

L q=1,2 ...p. (1.12)

1.4.2 Kovarianéna vs. korelacna matica

V praxi sa mnohokrat pouziva na vypocet hlavnych komponentov korelacna
matica. Hlavné komponenty vzniknuté na zaklade pouzitia korelacnej matice si
oznacime Z.

7Z =ATX",

kde A obsahuje v stipekoch vlastné vektory korelacnej matice a X* obsahuje
Standardizované premenné. Ako je uvedené v knihe Jolliffe (2002) pre X* plati:
j-ty prvok ma tvar X;/,/a5;, j =1,2,...,p, Xj je j-ty element X a 0;; je rozptyl
X. Potom kovarianéné matica pre vektor X* je korela¢na matica pre vektor X.

Moze sa zdat, Ze hlavné komponenty pre korelaénti maticu by mohli byt zis-
kané pomerne lahko z hlavnych komponentov pre zodpovedajicu kovarianéni
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maticu, pretoze X* je spojend s X velmi jednoduchou transforméciou. Avsak,
vlastné ¢isla a vektory korelacnej matice nemaju jednoduchy vztah s kovarianc-
nou maticou. Transformécia X do X* nie je ortogonalna. Hlavné komponenty pre
korela¢ni a kovarianéni maticu neposkytuju rovnocenné informécie a nemézu
byt odvodené priamo od seba navzajom.

Hlavnym argumentom pre pouzitie korelacnej matice na odvodenie hlavnych
komponentov je, ze vysledky analyz pre rozne sady nadhodnych veli¢in st lahsie
porovnatelné, nez na zéklade analyzy kovarian¢nej matice. Velkou nevyhodou me-
t6dy hlavnych komponentov za pouZitia kovariancnej matice je citlivost hlavnych
komponentov na jednotky pouzivané k meraniu kazdého prvku vektora X.

Ak existuju velké rozdiely medzi rozptylmi prvkov vektora X, potom tie pre-
menné, ktorych rozptyl je najvicsi, obsadia pozicie niekolkych prvych hlavnych
komponentov. To je v poriadku, ak si vSetky prvky vektora X namerané v rov-
nakych jednotkach. Vtedy mozeme bez problémov pouZit kovarianéni maticu.
V praxi sa vsak casto stava, ze rozne prvky vektora X si uplne odlisné typy
merania. Niektoré mézu byt dizky, niektoré vahy, iné teploty... V takom pripade
Struktura hlavnych komponentov zavisi na volbe jednotiek merania. Pri ich zmene
sa taktiez meni podiel variancie vysvetleny jednotlivymi hlavnymi komponenta-
mi.

V korelacnej matici st na diagonale samé jednotky. Preto sticet prvkov na
diagonale alebo stcet rozptylov standardizovanych premennych sa rovna p. Teda
stucet vlastnych cisel korelacnej matice je tiez rovny p, takze podiel variability,
ktora je vyjadrena j-tym hlavnym komponentom je A;/p.

1.4.3 Problém mierky

Je dolezité si uvedomit, ze hlavné komponenty mnoZiny premennych zavisia
na mierke pouzitej na meranie premennych. Tto problematiku tiez rozvija Chat-
field & Collins (2000).

Napriklad si zoberme mnozinu n jedincov a pri kazdom zmerame vahu v ki-
logramoch, vysku v centimetroch a vek v rokoch, ¢o nadm d& vektor X. Jeho
kovarian¢nti maticu oznac¢ime Sy. Pre zmenu jednotiek, v ktorych boli premenné
namerané, si vytvorime vektor X7 = (vdha v gramoch, vyska v metroch, vek
v mesiacoch). Potom X = KX, kde K = diag(1000,1/100, 12). Kovarianéna ma-
tica novych premennych je potom Sg = KSxK, kedze K* = K. Vo vSeobecnosti
s vlastné cisla a vlastné vektory matice Sg odlisné od tych z matice Sx. Ak ich
odlisné.

Hlavné komponenty zostani rovnaké ak:

e Vsetky prvky na diagonale matice K si rovnaké, takze K = clI, kde c je
skalar.

e Premenné korespondujice s nerovnakymi prvkami na diagondle K sa ne-
korelované. Takze ak vSetky prvky K st odlisné, potom Sy musi byt dia-
gonélna matica. V takom pripade je zbyto¢né pouzivat metddu hlavnych
komponentov, kedze povodné premenné st uz nekorelované.
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Ukazeme si priklad, v ktorom zmenime mierku len jednej veli¢iny:

Priklad 1.4.1. Pouzitie metédy hlavnych komponentov v pripade X ~ N, (0, ¥),

kde ¥ = (/1)’1J ) a0 < p < 1 sme uz predviedli v priklade 1.2.1. Spektralna

dekompozicia kovarian¢nej matice X je teda

1 1 1 1+p O 1 1 1
— T _ _~ i
o= (0 4) (N0 ) A
Vynasobme teraz X; konstantou ¢ predstavujucou zmenu mierky, ¢ > 0. Potom
teda K = diag(c,0) a X = KX. Kedze

Var(cXy) = Var(X;)

Cov(cX1, Xa) = cCov(Xy, Xs),
potom vektor X = (c¢X1, X,)” mé opiif normalne rozdelenie N5(0, X), kde

. 2
s-(29).
cp 1

VysSetrime vlastné cisla matice 3:

-\ ¢p
co 1=\

-0

Riesenim prislusnej kvadratickej rovnice
N=MAE+1)+321-p*) =0

dostaneme vlastné c¢isla

1
A2 = 5(1 +2+ \/(02 —1)2 4+ 4c¢%p?).
Vlastny vektor prislusny vlastnému ¢islu \; vypocitame za pomoci ststavy
A cp 2 _ 2
cp 1 2 "\ )

Z tej plynie, ze

Vlastny vektor prislusny vlastnému ¢islu Ay si oznacéme (272, 23%)7, ziskali by sme

ho analogicky. Potom pre hlavné komponenty plati

MM
S aTw [ A % cX;
veax= (3R )(T)

naviac pozadujeme splnenie normaliza¢nych podmienok:

VED+E? =1 a @+ -1



Takze

Pre A

- > (A —1
Y, = Zi‘chl + Z;‘lXQ = M(}Xl + Z;1X2
cp
Xi(A —1
= 2t <—C 1l >+X2>-
cp

1 > 1 je teda funkeia ), /c rastica v zavislosti na ¢ > 0. Potom 2;* > 23’

a zlomok 27" /25" je rastiicou funkciou konstanty c. S rastiicim c rastie aj A\; a cX;
nadobuida vac¢siu vahu v prvom hlavnom komponente. A

Vyber mierky moze maf vplyv na vysledky hlavnych komponentov. Pri roz-
licnych mierkach sa odportca vyuzit centrované hlavné komponenty (vid podka-

pitola

1.2).

1.4.4 Pocet hlavnych komponentov

Vo v8eobecnosti predpokladame, Ze len niekolko prvych hlavnych komponen-
tov staci na dostato¢né zachytenie celkového rozptylu pévodnych premennych. Na
urcenie optiméalneho po¢tu komponentov 1 < g < p sa pouziva niekolko pravidiel:

Snad najjednoduchsim kritériom pre volbu ¢ je urcit percentudlny podiel na
celkovej variancii, ktora je zachytena hlavnymi komponentami (vid kapitola
1.4.1.). Ten sa zvicsa udava 80% alebo 90%. Pozadovany pocet hlavnych
komponentov je potom najmensia hodnota ¢, pre ktort je tato troven pre-
krocend. Niekedy moze byt velkost podielu vyssia alebo nizsia. To zdlezi
konkrétne od kazdej mnoziny déat. Napriklad je vhodné zvolit hodnotu vys-
Siu nez 90%, pokial je viicSina variancie vysvetlend jednym alebo dvoma
komponentami. Naopak, ak je treba velky pocet komponentov na vysvet-
lenie aspori 80% variancie, v takom pripade budeme uvazovat o zniZeni
hodnoty tohoto percentualneho podielu.

Pravidlo opisané v tejto casti je konstruované Specialne pre pouzitie kore-
la¢nych matic, hoci moéze byt prispdsobené aj pre niektoré druhy kovarianc-
nych matic. Myslienka pravidla je, ze ak s vSetky prvky X nezavislé, potom
hlavné komponenty st rovnaké ako pévodné premenné a vsSetky maju jed-
notkovil varianciu v pripade korelacnej matice. Teda akykolvek komponent
s varianciou menej nez 1 obsahuje menej informécie ako jedna z pévodnych
premennych, a tak ho mozeme zanedbat. Toto pravidlo sa nazyva Kaiserovo
pravidlo a ponechéva len tie hlavné komponenty, ktorych rozptyly presiah-
nu hodnotu 1. Na zaklade simula¢nych modelov sa zistilo, ze za hranicu by
sa malo brat ¢islo, eSte o nieco nizsie a to konkrétne 0.7. Pri kovarianc¢ne;j
matici namiesto hodnoty jedna pouzijeme aritmeticky priemer vlastnych
¢isel matice (oznaéme A) alebo dokonca hodnotu 0.7).

Rozhodnit sa taktiez mozeme na zéklade grafického zobrazenia vysvetlené-
ho rozptylu hlavnymi komponentami. Takyto graf sa nazyva scree plot. Na
osi x sa nachadza poradie hlavnych komponentov a os y zobrazuje percento
vysvetlenej variancie hlavnymi komponentami. V tomto grafe treba najst
zlom, kde na Tavo od neho st tsecky spédjajice jednotlivé body strmsie, nez
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usecky na pravej strane. Potom pouzijeme len hlavné komponenty, ktoré s
vlavo od tohoto zlomového bodu.

Tieto pravidl4 st intuitivne a v praxi bezne vyuzivané. Dalsie metédy pre urcenie
vhodného poc¢tu hlavnych komponentov mézeme najst v Jolliffe (2002). Napriklad
pravidla zalozené na testovani hypotéz, tie vsak zvicsa odporiacaju viac kompo-
nentov nez je nutné, dalej Statistické pravidla a iné.

V nésledujicom priklade si ukdZzeme pouzitie vymenovanych metdd na urcenie
poc¢tu hlavnych komponentov.

Priklad 1.4.2. Uvazujme mnohorozmerné normalne rozdelenie redlneho vektora
X ~ N7(IJ’7 2)7

T 1 1 2 1 2

! R

2 2 15 55 5 3

3 125 11 1l
R

kde,u,:4 a,Z: 5—5155—
5 2%1211%

i % ¢ 1 3 3

; AR B

7 5 2 3 3 3 3 2

Matica 3 je volenad ako pozitivne definitna. Vektor vlastnych ¢isel kovariancne;j
matice je

A = (4.08885,2.55225,1.46566, 1.032,0.63861, 0.18341, 0.03922)"".

Percentualny podiel variancie vysvetleny hlavnymi komponentami vypocitany
podla vzorca (1.12) je

b = (0.408885,0.66411,0.810676,0.913876,0.977737,0.996078, 1)~ .

Ak si teda zvolime za hranicu 80%, tak ndm stacia prvé tri hlavné komponenty.
Pokial by sme zvolili za hranicu 90%, v takom pripade musime uvazovat prvé
Styri hlavné komponenty.

Podiel variancie
0.4

03
0.2+
0.1+

e T |ngdex
1 2 3 4 5 6 7

Obr. 1.5: Scree plot vlastnych cisel kovarian¢nej matice
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Teraz najdeme priemer vlastnych cisel:

X:

=

7
Z \; = 1.42857.
=1

Podla Kaiserovho pravidla teda budeme uvazovat hlavné komponenty, ktoré maja
teda v§imame prvé tri hlavné komponenty a v druhom az prvé styri komponenty.
Na obrazku 1.5 vidime znézornené podiely variancie hlavnych komponentov ko-
variancnej matice 3. Na grafe mozeme postrehnif mierny zlom v bode 3. Takze
aj tato metdda nas utvrdzuje v tom, ze vhodny pocet hlavnych komponentov na
zachytenie vicsinového podielu variancie povodnych dat je tri.

Z kovarian¢nej matice ¥ si odvodime korela¢nti maticu R vzfahom R =
MM kde M = diag(v/ A1, V2, ..., VA7). M je teda regularna a diagonalna
matica, ktorej prvky st odmocniny vlastnych ¢isel kovarianénej matice. Korelacna
matica je

1 1 1 1 2 1 V2
2 3v/2 2 3 2V2 3

1 1 V2 1 2 1 1

2 3 3 3 3V2  2v2
1 V2 1 Lt 1 1
1

R = ?iﬂ i 1 2\1/§ 25_/5 i 1

2 3 22 3 2v2 32
2 2 1 2 1 L V2
R G S SR U S
2v2  3V2 6 2v2 3.2 6
V2 1 1 1 V2 1 1

3 2v/2 4 3v2 3 6

Vektor vlastnych ¢isel korela¢nej matice je
I = (3.25276,1.41861, 0.85249, 0.6594, 0.60381, 0.18096, 0.03198)" .

Percentualny podiel variancie vysvetleny hlavnymi komponentami vypocitany
podla vzorca (1.12) je

o = (0.46468,0.667339, 0.789123, 0.883323, 0.969581, 0.995433, 1),

Podiel variancie
0.4}
0.3+
0.2r

0.1-

T e Index
1 2 3 4 5 6 7

Obr. 1.6: Scree plot vlastnych ¢isel korela¢nej matice
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Podla Kaiserovho pravidla pre korela¢ni maticu berieme v tivahu prvé dva hlavné
komponenty. Pokial budeme uvazovat hodnotu 0.7 namiesto jednotky, v takom
pripade nam pribudne o jeden komponent viac.

Na obrazku 1.6 vidime znazornené podiely variancie hlavnych komponentov ko-
relacnej matice. Vyznamnejsie zlomy na grafe si mézeme vSimnat v bode 2 a 3.

VySetrenie korela¢nej matice podla dvoch kritérii ukazuje, Ze zrejme prvé dva
¢i tri hlavné komponenty zachytavaji dostatoéné mnozstvo variancie. Ked sa vsak
pozrieme na ¢, dvom komponentom zodpoveda len 66.73% a trom komponentom
zodpoveda 78.91% variancie. To st v porovnani s analyzou kovarian¢énej matice
horsie vysledky. Prvé tri hlavné komponenty kovarian¢nej matice totiz zachyta-
vaju az 81.07% variancie povodnych dat, preto je lepSie pouzit préave tie. A

1.4.5 Geometricka interpretacia hlavnych komponentov

Veta 1.4.1. Nech X je p-rozmerny realny ndhodny vektor s nulovou strednou
hodnotou p a pozitivne definitnou kovarianénou maticou . Uvazujme mnozinu

p-rozmernych elipsoidov
X'21X =4, (1.13)

kde d je konstanta, d > 0. Potom jednotlivé hlavné komponenty definuju osi
tychto elipsoidov.

Do6kaz: Hlavné komponenty st definované ako Y = ATX (1.4). KedZe je A
ortogonalna, existuje inverzna transformacia X = AY. Po substittcii do vzorca
(1.13) dostaneme

(AY)"SHAY) = YTATS'AY = d.

Matice 7! a ¥ maju rovnaké vlastné vektory a vlastné ¢&isla matice X! st
inverzie k vlastnym ¢islam matice 3 (vlastné ¢isla st nenulové a pozitivne). Dalej
z rovnice (1.5) vidime, ze ATX'A = A~ a opit po dosadeni dostaneme

Y'AT'Y =a.
Poslednii rovnost moéZzeme prepisat ako
p 2
Y,
S
k=1 "F
To je rovnica elipsoidu s dlzkami poloos v/dA1, v/dAs, ..., \/dAy, kde N, i = 1,2, ..., p

st vlastné ¢isla kovarian¢nej matice X a hlavné osi elipsoidu maja smer vlastnych
vektorov kovarian¢nej matice 3. O

Poznamka 1.4.1. Vo vete 1.4.1 sme pouzili p-rozmerny realny ndhodny vektor
s nulovou strednou hodnotou. Ak je u # 0, dostaneme elipsoid so stredom v bo-
de p.

V pripade, Zze ndhodny vektor X mé& mnohorozmerné normélne rozdelenie,

elipsoidy z rovnice (1.13) popisuji konstantni pravdepodobnost rozdelenia vek-
tora X. Najdlhsia hlavna os elipsoidov definuje smer, v ktorom je Statisticka
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variancia najvicsia a ma teda smer prvého vlastného vektora kovarian¢nej mati-
ce. Druha hlavna os popisujica druhy vlastny vektor je ortogonalna na prvi os.
Podobne pre ostatné osi elipsoidov.

Na ilustracnom priklade z podkapitoly 1.1 si predvedieme geometricki inter-
pretaciu. Pozorovania boli generované z dvojrozmerného normalneho rozdelenia.
Na obrazku 1.7 vidime teda elipsy, ktorych osi maja smer vlastnych vektorov X.

Podrobnejsie objasnenie geometrickej interpretacie hlavnych komponentov a dal-
Sie geometrické vlastnosti uvadza kniha Jolliffe (2002).

Obr. 1.7: Elipsy tvorené hlavnymi komponentami siboru dvojrozmernych pozo-
rovani

1.4.6 Faktorova analyza

Niektori autori uvadzaji metédu hlavnych komponentov a faktorovi analyzu
za pribuzné postupy, ini zase za samostatné metédy. Obe slizia na analyzu vzta-
hov medzi premennymi. Metéda hlavnych komponentov aj faktorova analyza sa
snazia zredukovat rozmernost skupiny idajov. Hlavny rozdiel medzi tymito meto-
dami je ten, Ze metdda hlavnych komponentov vysvetluje vSetku varianciu medzi
originalnymi premennymi a faktorova analyza iba varianciu, ktori maji premen-
né spolo¢nt. Cielom metddy hlavnych komponentov je teda odvodenie malého
mnozstva linedrnych kombinécii (hlavnych komponentov) z mnoziny premennych
pri zachovani ¢o najvac¢sieho mnozstva informécii obsiahnutych v pévodnych pre-
mennych. Cielom faktorovej analyzy je vysvetlit korelacie alebo kovariancie medzi
premennymi pomocou malého mnoZstva nepozorovatelnych, latentnych premen-
nych (faktorov). Latentné premenné nemozno vSeobecne vypocitat ako linearnu
kombinaciu originalnych premennych.

20



2. Aplikacia metody hlavnych
komponentov

Vypocet hlavnych komponentov je priamociary, ich vyuzitie je vSak rozno-
rodé. Metoda hlavnych komponentov sa pouziva v mnohych odvetviach, my sa
zameriame na oblast financii. V tomto smere je délezitym aspektom odhad rizi-
ka, teda Specidlne mnozZstvo penazi, o ktoré mozeme prist. Tymto problémom sa
zaobera hodnota v riziku a za pomoci metody hlavnych komponentov ju budeme
odhadovat.

2.1 Value-at-Risk

Hodnota v riziku (Value-at-Risk, VaR) je jednym zo Standardnych néstrojov
na meranie trhového rizika. VaR je Statistickd miera rizika, ktord sa da lahko
interpretovat. Je to ¢islo zahrnujuce vsetko riziko portfélia finanénych aktiv. VaR
je zalozend na odhade najhorSej straty, ku ktorej méze ddjst s vopred uréenou
pravdepodobnostou (spolahlivostou) v stanovenom budicom obdobi.

Metodiku VaR teda $pecifikuji dva parametre:

e casovy horizont: je to obdobie, pocas ktorého sa mozna strata uvazuje;
hovorime potom o dennej hodnote v riziku cez jeden obchodny den ale-
bo o desatdennej hodnote v riziku cez dva kalendarne tyzdne s desiatimi

obchodnymi diiami (podla doporudenia Bazilejského vyboru pre bankovy
dohlad);

e spolahlivost: je to pravdepodobnost, s ktorou skutocnd strata neprevysi
hodnotu v riziku (behom prislusného ¢asového horizontu); pracuje sa na-
priklad s 95% spolahlivostou, alebo 99% (podla doporucenia Bazilejského
vyboru pre bankovy dohlad).

Pre nasledujtce vypocty zavedme oznacenia:

X ndhodnd veli¢ina so spojitym rozdelenim predstavujica zisk (ak X je
kladnd) alebo stratu (ak X je zdpornd) vzniknutd pocas prislusného ¢a-

sového horizontu (napriklad v posudzovanom investi¢nom portféliu)
! pozadované spolahlivost (napriklad oo = 0.95,0.99)

P cena (napriklad posudzovaného investicného portfélia)

r miera zisku (napriklad v posudzovanom investi¢nom portféliu) pocas pri-
slusného c¢asového horizontu uvazovana ako nahodna veli¢ina so strednou

hodnotou u
"o (1 — a)-kvantil ndhodnej veli¢iny r

21— (1 — a)-kvantil normovaného normélneho rozdelenia N(0, 1)
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Pri takomto znaceni definujeme:

e Absolitna hodnota v riziku VaR™*: hodnota —VaR®* je (1 — a)-kvantil
21 _o, nahodnej veliciny X, tj.

P(—X>VaR™) = P(X < —VaR™) =1—-«
e Relativna hodnota v riziku VaR": vztahuje sa k strednej hodnote E(X) né-

hodnej veli¢iny X ako vzdialenost absolitnej hodnoty v riziku od stredného
zisku; v praxi sa nazyva hodnota v riziku (VaR)

VaR = VaR™ = VaR™ + E(X)

e Absolatna hodnota v riziku vyjadrend pomocou miery zisku:

VaR™ = —P.r_,

e Hodnota v riziku vyjadrena pomocou miery zisku:

VaR =VaR™® = —P - (ri_o — 1)

Ako je uvedené v knihe Dupacova & Hurt & Stépan (2002), je mozny pa-
rametricky vypocet hodnoty v riziku, ak sa da popisat rozdelenie miery zisku
pocas prislusného ¢asového horizontu pomocou nejakého parametrického rozdele-
nia s odhadnutelnymi parametrami. Predpokladajme, Ze ndhodné veli¢ina X ma4
rozdelenie z triedy rozdeleni zohladriujtcich polohu p a meritko o. Nech G(z) je
obecné distribu¢na funkcia a predpokladajme, Ze pre distribu¢nia funkciu F), ,(z)

zisku X plati
T —p
F,.(z) = G( - ) ,

kde p je redlne cislo predstavujice stredni hodnotu a ¢ > 0 je smerodajnd
odchylka. Potom

o o abs
P(X < —VaR™) = P (X p —Vakt “) (2.1)
g g
o abs __
- G (M) ~1-a. (2.2)
g

Ak uy_, predstavuje (1 — a)-kvantil distribu¢nej funkcie G(x), potom z rovnosti
(2.2) plynie
VaR™ = —p— 0 - uy_q.

Zvicsa sa predpoklada, ze G je distribu¢na funkcia normovaného normalneho
rozdelenia ®, aj ked vo finan¢nej praxi sa ukdzalo, Ze toto rozdelenie nie je az
také frekventované. Dalej, ak za zisk X v rovnosti (2.1) dosadime mieru zisku
r, tak po zahrnuti poc¢iatocnej ceny portfolia P vyzeraji vzorce na vypocet VaR
nasledovne:
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Absolutna hodnota v riziku vyjadrend pomocou miery zisku s normalnym
rozdelenim 7 ~ N(u, o%):

VaR™ = —P .- (n+0-21_4)

Hodnota v riziku vyjadrena pomocou miery zisku s normalnym rozdelenim
r~ N(p, 0%):
VaR=—P -0 z1_,

Hodnota v riziku vyjadrena pomocou miery zisku s normalnym rozdelenim
r ~ N(u,0?) pocas ¢asového horizontu At (pritom ndhodnd miera zisku r
sa vztahuje na Casovi jednotku, takze napriklad pre rocnt mieru zisku r
a denny ¢asovy horizont pri 252 obchodnych diioch v roku je At = 1/252):

VaR=—P -0z VAL

Hodnota v riziku vyjadrenad pomocou miery zisku s normalnym rozdelenim
r ~ N(u, 0?) podas ¢asového horizontu At a so spolahlivostou 95%:

VaR=165-P-0- VAt

Hodnota v riziku vyjadrena pomocou miery zisku s normalnym rozdelenim
r ~ N(u, 0?) podas ¢asového horizontu At a so spolahlivostou 99%:

VaR=233-P-0-VAL

Dalsie $pecifické vzorce na vypocet VaR je mozné najst v knihe Cipra (2006).

Rozdelenie X sa zvicsa predpoklada normaéalne, v praxi vsak casto vadi nedos-
tato¢ne tazky zaporny koniec na strane strat (pri nevhodnom pouziti aproximécie
normalnym rozdelenim teda moze vychadzat hodnota v riziku mensia, nez by ma-
la spravne byt). Preto boli navrhnuté rézne alternativy, napr. t-rozdelenie, zmes
norméalnych rozdeleni, atd.

TN

100(1-a) %

VaR

Obr. 2.1: VaR pocitany z norméalneho rozdelenia zmeny hodnoty portfélia s trov-
1iou spolahlivosti 100a%
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Vo v8eobecnosti, ak je At ¢asovy horizont a « troven spolahlivosti, tak VaR
je strata odpovedajica 100(1 — «) percentilu rozdelenia zmeny hodnoty portfélia
pocas At dni. Na obrazku 2.1 je ilustrovany VaR na norméalnom rozdeleni zmeny
hodnoty portfdlia.

V praxi sa Casto pocita najprv s At = 1 den a az nasledne sa dopocita VaR pre
At = 10 dni. Dévodom je nedostatok dat na odhad spravania sa premennych po
dobu dlhsiu nez jeden den. Vzorec na vypocet plati, ak st zmeny hodnét portfélia
v nasledujucich dnoch nezavislé a rovnako rozdelené z normalneho rozdelenia
s nulovou strednou hodnotou. Inak ide o aproximéaciu

At-denny VaR = 1-denny VaR - vV At.

2.2 Metoda hlavnych komponentov pouzZita na
vypocet VaR

Princip urcenia hodnoty v riziku v tejto Casti prace spociva strucne poveda-
né v tom, ze vezmeme zmeny dat trhovych premennych, z ktorych uré¢ime hlavné
komponenty vystihujiice vyvoj premennych, ¢im znizime pocet premennych vstu-
pujucich do vypoctu VaR.

Postup si ukdzeme na priklade. Za trhové premenné pouzijeme Daily Treasury
Yield Curve Rates so splatnostami 1, 3 a 6 mesiacov a 1, 2, 3, 5, 7, 10, 20, 30
rokov ziskané zo stranky www.treasury.gov. Udaje pochadzaji z rokov 2007 az
2010 a ich pocet je 1004. Nedostupné data st nahradené jednoduchym kizavim
priemerom Siestich okolitych hodnot. Vyvoj sadzieb vidime na obrazku 2.2.

Urokova miera (%)

AR

|
M W

JM\V\H‘M\‘U* (‘“ ’
VV 4\

Obr. 2.2: Vyvoj trokovych sadzieb v priebehu styroch rokov

Podobnou problematikou sa zaobera Hull (2006). Analyzu budeme prevadzat
na prvych diferencidch trokovych sadzieb. To znamend, ze pre kazdu dobu splat-
nosti zistime medzidenné rozdiely sadzieb. Takze pocet tychto dat je 1003. Bude-
me sa zaoberaf centrovanymi hlavnymi komponentami, vid podkapitoly 1.2 a 1.3.
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pC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7T PC8 PCY9 PC10 PCl1

lm | -030 0.70 -0.59 -0.26 0.11 0.03 -0.04 0.00 0.00 0.00 0.00
3m | -0.24 0.46 032 050 -0.60 -0.12 0.07 -0.02 0.00 -0.01 -0.01
6m | -0.21 0.23 044 022 055 031 -049 0.16 0.04 0.01 -0.01
1r | -0.23 0.13 033 -0.07 043 -0.14 074 -0.23 -0.05 -0.01 0.03
2r |-0.31 -0.0r 024 -044 -0.10 -044 -0.06 0.65 -0.01 0.07 -0.01
3r | -0.35 -0.11 0.18 -0.35 -0.13 -0.16 -0.38 -0.67 -0.22 0.15 -0.05
or | -0.38 -0.19 0.03 -0.17 -0.16 0.31 0.04 -0.06 047 -0.66 0.08
7T | -037 -0.22 -0.08 0.00 -0.14 048 0.19 0.09 022 0.68 -0.05
10r | -0.33 -0.22 -0.17 0.16 -0.03 0.24 0.08 0.17 -0.78 -0.22  0.19
20r | -0.28 -0.21 -0.25 0.34 0.15 -0.27v -0.02 0.00 0.05 -0.10 -0.77
30r | -0.27 -0.20 -0.26 0.38 0.19 -043 -0.11 -0.07 0.26 0.10 0.60

Tabulka 2.1: Hlavné komponenty

Pocas celej analyzy budeme pracovat s kovarianénou maticou, nakolko vSetky
premenné povodného suboru déat st rovnakého charakteru (drokové sadzby), tj.
nemame problém s roznorodostou mierky pouzitej na meranie jednotlivych pre-
mennych (vid podkapitola 1.4.2).

V tabulke 2.1 st v prvom stipci doby splatnosti a ostatné stipce st hlavné
komponenty popisujice vyvoj trokovych mier. Ak mame jednu jednotku prvé-
ho hlavného komponentu, jednomesac¢na tirokova miera klesne o 0.30 bazického
bodu, trojmesac¢na trokova miera klesne o 0.24 bazického bodu, atd.

KedZe mame 11 drokovych mier a 11 hlavnych komponentov, zmeny troko-
vych mier pozorovanych v Iubovolny denn mézeme vzdy vyjadrit ako linedrnu
kombinaciu hlavnych komponentov prostrednictvom sustavy jedenastich linear-
nych rovnic. Mnozstvo urc¢itého komponentu pouzitého pri zmenach trokovych
mier za konkrétny den nazyvame skore daného hlavného komponentu na dany
den.

V tabulke 2.2 vidime v druhom stipci vlastné &isla kovarianénej matice vstup-
nych dat. Dolezitost hlavného komponentu je uréend smerodajnou odchylkou jeho
faktorového skére (odmocnina prislusného vlastného ¢isla), ktortt vidime v tre-
tom stipci tabulky. Hodnoty sti namerané v bazickych bodoch. Mnozstvo (dole-

PC | vlastné cisla smerodajna odchylka podiel variancie stcet podielov
PC1 0.03996 0.19990 0.5873 0.5873
PC2 0.01845 0.13582 0.2712 0.8585
PC3 0.00466 0.06827 0.0685 0.9270
PC4 0.00264 0.05140 0.0388 0.9658
PC5 0.00113 0.03365 0.0166 0.9824
PC6 0.00050 0.02234 0.0073 0.9897
PC7 0.00025 0.01580 0.0037 0.9934
PC8 0.00017 0.01286 0.0025 0.9959
PC9 0.00012 0.01093 0.0018 0.9977
PC10 0.00010 0.00989 0.0015 0.9992
PC11 0.00006 0.00781 0.0008 1.0000

Tabulka 2.2: Vlastnosti hlavnych komponentov
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zitost) prvého hlavného komponentu sa teda rovna smerodajnej odchylke, preto
jednomesac¢na trokova miera klesne o 0.30 x 0.1999 = 0.05997 bazického bodu,
trojmesacna urokova miera klesne o 0.24 x 0.1999 = 0.047976 béazického bodu,
atd. Celkovéa variancia vstupnych dat je stucet vlastnych ¢isel, ¢o je 0.06804.

PodTla kapitoly 1.4.1 sti vypo¢itané zvysné dva stipce tabulky 2.2. Vo §tvrtom
je teda podiel variancie zachytenej prislusnym hlavnym komponentom a v posled-
nom stipci st séitané podiely variancie zachytené jednotlivymi podmnozinami
hlavnych komponentov (vid vzorec (1.12)).

Teraz vySetrime, s akym poc¢tom hlavnych komponentov budeme pracovat. Za
pozadovany podiel variancie zachyteny hlavnymi komponentami si zvolme hrani-
cu 90%.

Podla Kaiserovho pravidla sa maji vybraf tie komponenty, ktorych prislus-
né vlastné cisla st viicSie nez samotny aritmeticky priemer vlastnych cisel ale-
bo hodnota o nieco nizsia (vid kapitola 1.4.4.). Kedze stcet vlastnych ¢isel je
0.06804, tak ich priemer je 0.06804/11 = 0.0062. Pre mensiu hodnotu pocitame:
0.0062 x 0.7 = 0.0043. Z tabulky 2.2 teda vyplyva, Ze by sme v pripade prisnej-
Sieho kritéria mali zvolit prvé tri hlavné komponenty.

Dalej si vykreslime scree plot. V tomto grafe na obrazku 2.3 st pouzité hod-
noty zo stvrtého stipca tabulky 2.2. Zlomovy bod krivky vidime v hodnote 3 na
osi 2. V poslednom stipci tabulky 2.2 vidime, Ze prvé tri komponenty zachytavaji
az 92.7%, ¢o prevySuje nami uréent hranicu.

Podiel variancie
0.6

0.5}
0.4f
0.3F

0.2}

0.1

L =+ ndex
2 4 6 8 10

Obr. 2.3: Scree plot vlastnych ¢isel kovarianénej matice

Teraz si vySetrime vypovedaciu hodnotu (ezplanatory power) jednotlivych
hlavnych komponentov v zavislosti na dobe splatnosti podla Malava (2006). Po-
piSeme postup: Majme p-rozmerny nédhodny vektor X ~ (u, ). Bez ujmy na
vSeobecnosti polozme g = 0. Vektor hlavnych komponentov je dany vztahom
Y = ATX. Vzhladom k tomu, Ze A je ortogonalna, plati

X =AY.
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Jednotlivé zlozky ndhodného vektora X mozno vyjadrit

k=1

Ak vyjadrime X; iba s pouzitim vybranej ¢-tej komponenty, dostaneme

X = ai Yy
Plati , »
Var(X;) = Zakaar(Yk) = Zafk/\k,
k=1 k=1
dalej

Var(X'f) = a?q)\q.
Podiel vysvetleného rozptylu ¢-tym hlavnym komponentom je v pripade nahodnej
veliciny X; rovny podielu
Var(X?) _ ag,Ag
VarX; YR ar e

Nésledne pre kazdé ¢ = 1,2, ..., p hladame Q € N tak, aby

Var( X a
VGTX 2 f;

M

kde 0 < f < 1 je zvoleny pomer variancie, ktory mé byt vysvetleny pre kazda
dobu splatnosti. Poznamenajme, Ze Zqul Var(f(f) urcuje rozptyl X; vysvetle-
ny prostrednictvom prvych @ hlavnych komponentov (my pouzivame vyberové
protajsky). Pokial uvedenti konstrukciu zrovname s komentarom tykajicim sa ko-
relacie hlavnych komponentov a pdvodnych premennych (vid strana 9), vidime,
ze su oba postupy zhodné.

Na obrazku 2.4 je zndzornena vypovedacia hodnota prvych troch hlavnych
komponentov. Pov§imnime si, Ze v pripade rokovej miery s trojmesacnou, Sest-
mesacnou a dvojroc¢nou dobou splatnosti vysvetluju tieto komponenty len nieco
cez 86% variancie. Aj ked celkovo je teda zachytenych az 92.7% variancie, pokial
sa zameriame na jednotlivé doby splatnosti tieto pomery st rézne. Prvy hlavny
komponent vystihuje len velmi malo z trokovych mier peniazného trhu, najviac
pre doby splatnosti medzi druhym az siedmym rokom a eSte podstatn mieru u dl-
hodobych trokovych sadzbach. Druhy hlavny komponent mé opacné spravanie.
Najviac vystihuje kratkodobé a dlhodobé tirokové miery. Treti hlavny komponent
vysvetluje eSte varianciu hlavne v sadzbach penazného trhu a menej u dlhodo-

bych.

Na obrazku 2.5 st zobrazené trokové vynosy prvych troch hlavnych kompo-
nentov vzhladom k dobe splatnosti. Vyjadruju, aky velky efekt mé kazdy hlavny
komponent na jednotlivé doby splatnosti bez posudzovania ich celkovej miery
efektivnosti.
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Obr. 2.4: Explanatory power prvych troch komponentov
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Obr. 2.5: Vynosové krivky tvorené hodnotami hlavnych komponentov zobraze-
nych v stipcoch tabulky 2.1
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splatnost | Im 3m 6m Ir 2r 3r 5r 7r 10r 20r 30r
1. portfélio 2 4 5 -5 -5 1 3 -1 0 -2 -5
2. portfolio 0
3. portfolio 1 0 0o 2 3 5 -3 -2 3 0 -4
1
1

4. portfélio
5. portfolio

Tabulka 2.3: Citlivost hodnoty portfélia na zmenu tirokovej miery o jeden bazicky
bod (v miliénoch dolérov)

1.pC | 2.PC | 3.PC
1. portfélio 490 | -0.93| -5.36
2. portfolio | -1.57 5.19 6.57
3. portfolio 2.03 2.45 0.49
4. portfélio 436 | -0.82| -6.92
5. portfolio 1.48 2.97 2.02

Tabulka 2.4: Expozicie portfélii pre jednotlivé komponenty pri zmene trokovych
mier o jeden béazicky bod (v miliénoch dolérov)

Pre ilustraciu vypoc¢tu VaR za pomoci hlavnych komponentov predpokladaj-
me, ze mame portfélio s expoziciami na zmenu urokovej sadzby zobrazenymi
v tabulke 2.3. Tieto hodnoty st ndhodne vygenerované v rozmedzi -5 az 5 mili6-
nov dolarov. Pre porovnanie vypocitame viacero hodnét VaR pre rozne portfélia.

V prvom portféliu zmena o jeden bazicky bod v jednomesac¢nej tirokovej mie-
re sposobi narast hodnoty portfélia o 2 miliény dolarov, zmena o jeden béazicky
bod v trojmesacnej trokovej miere sposobi pokles hodnoty portfélia o 4 miliény
dolérov, atd. Na simulovanie pohybu sadzieb vyuzijeme vysSie uréené prvé tri
hlavné komponenty. UZitim hodnot z tabulky 2.1 je expozicia pre prvy hlavny
komponent prvého portfélia

2.(—0.30) —4-(—0.24) — 5 (=0.21) — 5 - (—0.23)
—5-(=0.31) +1-(—0.35) + 3 - (—0.38) — 1 - (—0.37)
+0-(—0.33) — 2 (—0.28) — 5- (—0.27) = 4.90,

expozicia pre druhy hlavny komponent prvého portfdlia je

2. (0.70) — 4- (0.46) — 5- (0.23) — 5 - (0.13)
—5.(=0.07) +1-(—0.11) 4+ 3- (—0.19) — 1 - (—0.22)
+0-(—0.22) —2- (—0.21) — 5 - (—0.20) = —0.93.

Dalsie vysledky vypoctov pre paf roznych portfélii st zachytené v tabulke 2.4.

Predpokladajme, ze fi, fo a f3 st skore prvych troch hlavnych komponentov
(merané v bazickych bodoch). Zmeny hodnoty portfélii Py, P, ..., P5 si odhadnuté
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’ H 1. portfdlio ‘ 2. portfélio ‘ 3. portfolio ‘ 4. portfdlio ‘ 5. portfolio ‘
0 1.053220 0.892534 0.525867 0.997587 0.518930
VaR P, 2.45401 2.07960 1.22527 2.32438 1.20911

Tabulka 2.5: Smerodajné odchylky o;, i = 1,2, ...,5 a hodnoty jednodennych 99%
VaR pre portfélia P;, i = 1,2,...,5 (v miliénoch dolarov)

funkciami
AP, = 490f; —0.93f, —5.36f3,
AP, = —157f; +5.19f; +6.57f3,
APy = 203f; +2.45f; +0.49f3,
AP, = 436f; —0.82f; —6.92f3,
AP; = 1.48f1 +2.97fy +2.02f;5.

Skére hlavnych komponentov st nekorelované a ich smerodajné odchylky vi-
dime v tabulke 2.2. Pri vypocte v8ak pouZijeme priamo rozptyly pre menSie za-
okrtthlovacie chyby. Smerodajna odchylka funkcie AP; je teda

o1 = /4902 - Ay +0.932 - Xy + 5.362 - \,.

Numerickt hodnotu o; ndjdeme v tabulke 2.5, ako aj ostatné vysledky vy-
poctov pre zvysné portfélia. Potom jednodenny 99% VaR pre prvé portfélio je

o1 - 2o01 - VAL =1.05322 - 2.33 - 1 = 2.45401,

kde zp 01 predstavuje 99% kvantil normovaného normélneho rozdelenia N(0, 1).
To znamenéa, ze mame 99% istotu, Ze v nasledujicom dni nestratime viac nez
2.45401 miliéna dolarov. VaR vSetkych portfdlii je zachytena v tabulke 2.5.

Z piatich expozic z tabulky 2.3 nam podla vysledkov v tabulke 2.5 vycha-
dza, Ze najvyhodnejSie rozlozenie expozic je piate, pretoze hodnota VaR v tomto
pripade vysla najnizsia. Pri piatom portféliu méame teda 99% istotu, Ze v nésle-
dujicom dni nestratime viac nez 1.20911 miliéna doléarov.

Na vypocet VaR sme aplikovali metddu hlavnych komponentov, ktora trans-
formovala vstupny stibor idajov a tym znizila dimenziu datovej struktiry. V ana-
Iyze poctu hlavnych komponentov sme sa rozhodli pre prvé tri komponenty, ¢im
sa rozmernost dat podstatne zredukovala. Ak by sme na vypocet hodnoty v riziku
pouzili napriklad len prvé dva komponenty, VaR by pri kazdom portféliu klesla
v priemere az o 7%. Preto je dolezité spravne analyzovat potrebny pocet hlavnych
komponentov. Inak by VaR vysla prilis mierna.
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Z.aver

V tejto préaci sme sa pokusili zachytit vSetky dolezité aspekty metddy hlav-
nych komponentov. Vicsinu teoretickych zakladov popisanych v prvej kapitole
sme overili na ilustra¢nych prikladoch. Metéda hlavnych komponentov teda po-
skytuje postup na zjednodusenie vstupného stiboru dat, pricom zachovava pomer-
né mnozstvo informécii. Tym je mozné Tahsie uskutoc¢nit naslednt interpretaciu.

Prva cast prace poskytuje teoretické zdklady pre vypocet hlavnych kompo-
nentov. Na zaciatku sme sa zamerali na odvodenie hlavnych komponentov a ich
vlastnosti. Dalej sme spomenuli problematiku vyberovych hlavnjch komponen-
tov. Nakoniec sme sa venovali situaciam, ktoré sa v priebehu analyzy mozu vy-
skytnut, ako napriklad vyber poc¢tu relevantnych hlavnych komponentov alebo
pouzitie kovariancnej ¢i korela¢nej matice.

V druhej casti sme tieto poznatky pouzili na konkrétnych redlnych datach.
Najprv sme vSak definovali hodnotu v riziku, ktorej vypocet je v zavere tejto pra-
ce. Hodnota v riziku zahrnuje vSetky druhy trznych rizik a odhaduje maximalnu
stratu sposobenti nepriaznivymi zmenami trznych sadzieb. Dolezité parametre pre
vypocet hodnoty VaR st ¢asovy horizont, pocas ktorého sa odhadovana strata
uvazuje a spolahlivost, s ktorou skutocné strata neprevysi hodnotu v riziku. Pri
konkrétnych vzorcoch na vypocet hodnoty v riziku sme sa zamerali aj na vypocet,
kde zisk (miera zisku) ma normélne rozdelenie, ktory sme potom vyuzili na konci
kapitoly pre vypocet hodnoty VaR konkrétnych portfélii. Za trhové premenné sme
zvolili irokové sadzby pre jedendst roznych dob splatnosti. KedZe nas zaujimalo
ako sa menia arokové miery v Case, pracovali sme so siborom prvych diferencii
sadzieb dvoch néasledujtcich dni. Vdaka metéde hlavnych komponentov sme ur-
¢ili, ze postacuje ak sa zaoberame prvymi troma hlavnymi komponentami. Tym
sme zredukovali dimenziu dat, ¢o nam vypocet hodnoty v riziku zjednodusilo.
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