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Kapitola 1Úvod
1.1 Lidský hlasLidský hlas je zvuk, který zpravidla vzniká v hrtanu a dále se m¥ní díky rezonaniv dutináh a vlivu dal²íh £ástí lidského t¥la. Hlas vzniká, kdyº proud vzduhu p°ipr·hodu hlasivkovou ²t¥rbinou rozehvívá napjaté hlasivkové vazy. Hlasivkové vazyjsou párový orgán a je mezi nimi ²t¥rbina (glottis).Podstatou vzniku hlasu je tedy periodiká interake tekutiny (vzduhu) a struk-tury (hlasivek) [8℄. Podle [19℄ zp·sobuje vzduh proházejíí mezi p°iblíºenými anapjatými hlasivkami p°i výdehu podtlak a za vhodnýh podmínek (subglottálnítlak, vhodná ²í°ka hlasivkové ²t¥rbiny, nap¥tí) vede interake tekutiny a strukturyk osilaím. Zd·raz¬ujeme, ºe osilae vzniká p°irozen¥, nikoliv kv·li periodikýmnervovým vzruh·m. Anatomii hlasivek ukazuje obr. 1.1.1.2 Dosavadní zkoumání fona£ního mehanismuZatímo pr·hodu vzduhu hlasivkovou ²t¥rbinou byla v¥nována zna£ná pozornost,hlasivky jsou v modeleh £asto reprezentovány pouze statikým tvarem (okrajovýmipodmínkami) jako v [19℄ nebo dynamikým systémem s nízkým po£tem stup¬· vol-nosti [17℄, p°ípadn¥ jako pruºné kontinuum s lineární elastiitou [16℄, zpravidla v²akpouze p°i malýh výhylkáh [11℄. Ve skute£nosti se jedná o prostorový pohyb tkán¥,která je napjatá a deformovaná. Vývoj modelování hlasovýh vaz· p°i fonai od jed-noduhýh systém·, kde hlasivka sestává z harmonikého osilátoru s jednou nebodv¥ma hmotnostmi, aº po numeriké nelineární modely shrnuje [8℄. Experimentáln¥fonai zpraovali nap°. Horá£ek et al. v [7℄.8



a) b)Obrázek 1.1: Anatomie hlasivek. a) Obrázek zobrazuje pr·°ez hrtanem, zejména pr·-du²nii, hlasové vazy a hrtanovou p°íklopku. Na obrázku je patrné, ºe £ást hlasivekje tvo°ena p°í£ným svalem, který má jiné fyzikální vlastnosti neº povrh hlasivky.Geometrii pr·°ezu hlasivkou vyuºívá i tato práe. b) Pohled ze shora ukazuje, ºehlasivky jsou natahovány svaly (zde ve volné dýhaí poloze) a ºe je lze p°ibliºn¥aproximovat symetrií ve sm¥ru mezi úhytnými hrupavkami.Obrázky jsou kopie litogra�kýh desti£ek, který byly vydány v [6℄, a nepodléhajíproto omezením na kopírování a ²í°ení.
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1.3 Hlasové rejst°íkyPro pohopení významu simulae pro tvorbu lidského hlasu je t°eba vyloºit základnífakta o takzvanýh p¥vekýh rejst°ííh, které [18, s. 55℄ de�nuje jako °ady tón·lidského hlasu s odstup¬ovánými vlastnostmi jak fyziologikými (zp·sob kmitání hla-sivek, tvar hlasové ²t¥rbiny), tak akustikými (zabarvení hlasu). Rozli²ujeme rejst°íkvoal fry, hrudní, hlavový, �stuli a superfalzet. Vyuºití hlavového rejst°íku a super-falzetu se v¥t²inou omezuje jen na p¥vekou výhovu. [20℄A£koliv pojmenování t¥hto rejst°ík· vyhází v¥t²inou z obvyklé rezonan£ní ob-lasti, p°esn¥j²í rozli²ení vyhází ze zp·sobu kmitání hlasivek a mehanismu vznikuvzniku zvuku. V hrudním rejst°íku kmitá hlasivka elou svojí masou, hlasivka sepln¥ zavírá a ob¥ hlasivky na sebe naráºejí, oº by bylo v numerikém modelu t°ebazvlá²´ zapo£ítat (rázy). V hlavovém rejst°íku kmitá pouze okrajová £ást hlasivkek,které se pln¥ zavírají. Variantou hlavového rejst°íku je superfalzet (téº pariální tón,angl. whistle register), p°i kterém se hlasivka £áste£n¥ �zapne� a kmitá pouze jejímalá £ást. [18, s. 54℄ P°i dy²ném tónu se hlasivky nedotýkají. Extrémním p°ípademdy²ného tónu je �stule (falsetto), p°i které se hlasová ²t¥rbina v·be nezavírá.R·zné rejst°íky pouºívají r·zné mehanismy, a proto je motoriky sloºité mezinimi plynule p°eházet. Ú£elem p¥veké výhovy je vytvo°it plynulý p°ehod mezihrudním a hlavovým rejst°íkem.Z uvedené klasi�kae vyplývá, ºe zkoumání izolované hlasivky (oº je nejjedno-du²²í p°ípad) odpovídá �stuli a pro simulai dal²íh typ· hlasu je pot°eba zapo£ítatnumeriky sloºité vlivy ráz· apod.1.4 Dvourozm¥rnost problémuPro °e²ení je podstatné, ºe hlasivky se b¥hem fonae prodluºují °ádov¥ srovnateln¥se svojí velikostí. Vzhledem k tomu, ºe tento problém °e²íme pouze dvourozm¥rn¥,nem·ºeme uvaºovat nap¥tí, které v hlasivkáh vzniká ve sm¥ru kolmém na rovinu°e²ení. Na velikosti p°í£ného nap¥tí také závisí masa hlasivky, která kmitá, takºe seod p°í£ného nap¥tí odvíjí také vý²ka tónu.
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Kapitola 2TeorieZna£ení fyzikálníh veli£in vyhází vyhází ze základního textu [9℄ a je shrnuto nakoni této práe. Zejména pak pouºíváme nep°esné ozna£ení stejným symbolem profunki polohy i indexu, majíe na z°eteli p°edev²ím fyzikální význam daný korespon-dení r = χt (x); srovnej odli²n¥ [12℄.Zvolené zna£ení zp·sobuje problém, ºe neodli²uje operátor gradientu v mate-riálním a referen£ním obrázku. Pokud není z p°edhozíh vztah· patrné, ºe jde ogradient v materiálovém obrázku, pí²eme expliitn¥ ∇r (nap°. Reynolds·v teorém ad·sledky). Pokud jde o materiály a de�nované tenzory, pak máme zpravidla na mysligradient v referen£ním obrázku.Co se tý£e zna£ení in�nitezimálníh veli£in, p°ebírám intuitivní zna£ení [21℄. Vtomto smyslu je t°eba brát
dt = τ · dS,kde dS zna£í plo²ný element, p°esn¥ji jde o lineární formu dS p°edstavujíí difereniálk povrhu S (r) = konst.Tenzory v této prái jsou v¥t²inou symetriké, a proto net°eba rozli²ovat po°adíve skalárním sou£inu. Stejn¥ tak nerozli²ujeme kovariantní a kontravariantní ten-zory, protoºe praujeme v Eukleidov¥ prostoru. Pokud v tenzorové rovnii vystupujeskalární £len, rozumí se, ºe jde o skalární násobek identikého tenzoru.2.1 KontinuumZákladní poznatky o mehanie kontinua shrnuje [9℄. Kontinuum je model spojitéhoprost°edí, které sestává z fyzikáln¥ nekone£n¥ malýh £ásti, které hust¥ vypl¬ujíreferen£ní oblast. Fyzikáln¥ nekone£n¥ malá £ástie se realizuje jako £ástie mnohem11



men²í neº rozli²ovaí shopnost m¥°íího p°ístroje, le£ v¥t²í neº jednotlivé molekulymateriálu. M¥°ení fyzikáln¥ nekone£n¥ malýh £asovýh interval· p°itom probíhápo £as krat²í, neº se projeví makroskopiké zm¥ny, ale v £ase mnohem del²í neº jevibra£ní perioda molekul materiálu. [9, s. 156℄Kontinuum je matematiká abstrake uspo°ádání fyzikáln¥ nekone£n¥ malýh£ásti a jejih pohybu ve fyzikáln¥ nekone£n¥ malýh £aseh tak, aby byly dob°ede�novány limitní proesy ∆x → 0 a ∆t → 0 (jako v matematiké analýze v R
n).2.2 Referen£ní oblastV souladu s popisem [12℄ uvaºujme t¥leso, které zabírá omezenou oblast Ω ⊆ R3 shranií Γ = ∂Ω. Tuto oblast, která nemusí mít nutn¥ názorný fyzikální význam, nazý-vejme referen£ní oblast. (V této prái v²ak bude mít význam polohy p°ed deformaí,oº je v p°ípad¥ po£áte£ního klidného stavu standardní volba.)Podobn¥, jako jsme skupinu bod· ozna£ovali p°irozeným indexem i ∈ N, ozna-£ujeme u kontinua body spojitým indexem x ∈ Ω.2.3 PohybS £asem se p·sobením sil m¥ní rozloºení hmoty t¥lesa a oblast, kterou v prostoruzabírá. �ástie s pevným indexem se v £ase pohybuje. Zobrazení referen£ní oblasti,které indexu p°i°azuje polohu v prostoru ve zvoleném £ase t, zna£íme

χt : Ω → Ωt

x 7→ r.Díky této konstruki tvo°í χt pro t ∈ R komutativní grupu a spl¬uje1. spojitost,2. χ0 = 1,3. χt+t′ = χt ◦ χt′ .
12



2.4 P°ehod mezi bázemiUvaºujme nyní obrazy vektor· duální báze χt (dxi).
dri = ∇r · dx,kde jsme zavedli deforma£ní gradient F = (∇r)T, který je lineárním zobrazením zreferen£ního do materiálového obrázku (dvoubodový tenzor). Rovnob¥ºnost¥n dx1∧

· · · ∧ dxN se tedy zobrazil na
dr1 ∧ · · · ∧ drN .De�nujeme relativní zm¥nu objemu J = detF . Relativní zm¥na objemu pak £astobude vystupovat ve vztazíh s objemovými integrály p°i p°ehodu mezi obrázky.Rovnob¥ºnost¥n nesmí zobrazením χt degenerovat do niº²í dimenze, odkud vyplývás ohledem na vlastnosti zobrazení χt podmínka J > 0.Matematiká poznámka (srovnej obdobn¥ [10℄): Ozna£me D = det {aij} a Dij =

∂D
∂aij

. Z multilinearity determinantu a nulovosti p°i stejnýh °ádíh platí Jakobihoformule
∑

k

Dikajk = δijD ⇒ Dim = a−1
miD, (2.1)kde a−1

mi zna£í mi-tý prvek matie inverzní k {aij}.Podle p°edhozí matematiké poznámky (2.1) dostaneme pro deforma£ní gradient
∂J

∂F
= JF−T. (2.2)2.5 Materiální £asová derivaeMateriální £asová derivae je £asová derivae, p°i které se nem¥ní index £ástie x.Tato £asová derivae vystupuje p°ímo ve fyzikálníh zákoneh, a proto je nutné ji dátdo vztahu s derivaí v referen£ní kon�gurai, kde probíhá výpo£et. Jak uvádí [12,s. 24℄

d

dt
≡ d

dt

∣

∣

∣

∣
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kde v zna£í ryhlost pohybu a ∇r zna£í operátor gradientu v materiálovém obrázku.V této prái studujeme hování pevné látky, takºe pouºíváme vesm¥s Lagrange·vpohled.1Nyní spo£teme materiální £asovou derivai Jakobiánu
dJ

dt
=

∂J

∂Fij

dFij

dt
=

∂J

∂Fij

∂vi
∂xj

(2.2)
= J∇r · v. (2.3)2.6 Reynolds·v teorémPro p°evod materiální £asové derivae se pouºívá Reynolds·v teorém

d

dt

ˆ

Ωt

ϕ dV
(2.3)
=

ˆ

Ωt

[

dϕ

dt
+ ϕ∇r · v

]

dV (2.4)2.7 Deformae kontinuaP·sobením sil se £ástie s p·vodní polohou x (kterou jsme pouºili i pro zna£eníindexu) dostane v £ase t do nové polohy r = χt (x). Kvantitativním vyjád°enímdeformae v malém okolí pevné £ástie x je tenzor deformae.Zavedeme vektor posunutí vztahem
u = r− x.Neh´ v bod¥ x je posunutí u; v malém okolí tohoto bodu se posunutí m¥nídiferenovateln¥ a pro blízký bod x +∆x lze psát

u′ = u+∇u ·∆x.Podle [9, s. 159℄ a [22, s. 130℄ je pak (Green·v) tenzor deformae ε v uvaºova-ném bod¥ x kvadratiká forma, která vektoru ∆x p°i°azuje rozdíl kvadrát· vzdále-ností bod· x+∆x a x p°ed pohybem a po n¥m:
‖u′ − u+∆x‖2 − ‖∆x‖2 = ‖∇u ·∆x+∆x‖2 − ‖∆x‖2

= ∆x ·
[

(∇u+ 1) (∇u+ 1)T − 1
]

· (∆x)T

= 2∆x · ε · (∆x)T ,1Euler·v pohled se pouºívá pro tekutinu, takºe by byl vhodný pro popis vzduhu, který hlasivkuobtéká. P°itom se pouºívá tzv. ALE metoda, která zohled¬uje pohybujíí se hranii. [1℄14



kde
2ε = ∇u+ (∇u)T +

{

∇u · (∇u)T
}

. (2.5)�len ve sloºenýh závorkáh odpovídá práv¥ velkým deformaím, které v této práiuvaºujeme. (Obvykle se tento £len zanedbává a pak se mluví o malýh deformaíh.)Tenzor deformae je zjevn¥ symetriký.Kvadratikou formu tenzoru deformae m·ºeme vyjád°it rovn¥º pomoí Cau-hyho deforma£ního tenzoru C = ‖F ‖. Obdobným postupem jako vý²e dostaneme
2ε = C − 1. (2.6)2.8 Tenzor ryhlosti deformaeTenzor ryhlosti deformae vystupuje v zákonu zahování energie (tab. 2.1) a vn¥kterýh reologikýh vztazíh, p°edev²ím u tekutin. Tenzor ryhlosti deformae ηde�nujeme pomoí tenzoru deformae
η =

dε

dt
. (2.7)2.9 Tenzor nap¥tíTenzor nap¥tí τ zavedeme vztahem

dt = τ · dS, (2.8)Jde tedy o lineární zobrazení, které normálov¥ orientované plo²e dS p°i°adí povr-hovou sílu dt. Existeni limity τ pro dS → 0 postulujeme [12, s. 35℄.2.9.1 Zákony zahováníPomoí tenzoru nap¥tí uº m·ºeme formulovat v²ehny zákony zahování (tab. 2.1).Symetrie prostoru v·£i operaím prostorové translae, prostorové rotae, £asovétranslae implikují po °ad¥ zákony zahování hybnosti, momentu hybnosti a energie.V nerelativistikém p°iblíºení platí i zákon zahování hmotnosti.Abstraktn¥ °e£eno, zahovávajíí se veli£inu V lze napsat jako integrál z jistéfunke a materiálová £asová derivae tohoto integrálu musí vymizet. Pomoí Rey-noldsova teorému (2.4) p°evedeme rovnie v integrálním tvaru do difereniálního15



Invariant Integrální tvar Difereniální tvarHmotnost
m =

´

ρ dV
dm
dt

= 0 dρ
dt

+ ρ∇ · v = 0Hybnost
p =
´

ρv dV
dp
dt

=
¸

τ · dS+
´

ρf dV ∇ · τ + ρf = ρdv
dtMoment hybnosti

L =
´

ρr× v dV
dL
dt

=
¸

r× τ · dS+
´

ρx× f dV τ = τTEnergie
K+E =

´ (

1
2
v2 + e

)

ρ dV

d(K+E)
dt

=
¸

(v · τ − q) · dS+
´

ρv · fdV τ : η −∇ · q = ρde
dtTabulka 2.1: Zákony zahování v materiálním obrázku podle [12, s. 41n℄ a [9, s. 187℄(neuvaºujeme vnit°ní zdroje energie). Objemové integrály ´ jsou p°es objem Ωt,povrhové integrály ¸ jsou p°es povrh Γt = ∂Ωt. Bilan£ní rovnie uvádím jednak vglobálním tvaru, jednak v lokálním tvaru.tvaru.V p°ípad¥ hlasivek nebudeme uvaºovat energetiké zdroje a druhý termodyna-miký zákon, protoºe jejih vliv je zde zanedbatelný.2.10 Reologie2.10.1 Konstitu£ní rovnieDosavadní rovnie neposta£ují k obenému °e²ení problému pohybu hlasivky jakokontinua pro deset neznámýh, které jsou sloºkami neznámýh polí ρ, u a τ . Protoje nutné dodat dal²í rovnie, které jsou spei�ké pro kaºdý materiál (konstitu£nírovnie). Podle [12, s. 62℄ lze v na²em p°ípad¥ zapsat nejoben¥ji konstitu£ní rovniejako funkionál závislý na pohybu v elém p°edhozím £ase (prinip determinismu)

τ (x, t) = F
x′ ∈ Ω

t′ < t

[ρ (x′, t′) , χt′ (x
′) ,x] .

Pomoí prinipu lokální ake [12, s. 63℄ postulujeme pro jednoduhé materiály,ºe ve funkionálu hraje podstatnou roli pouze malé okolí bodu x

ρ (x′, t′) ≈ ρ (x, t′) +∇ρ (x, t′) ·∆x

χt′ (x
′) ≈ χt′ (x) + F (x, t′) ·∆x,kde ∆x = x′ − x a upozor¬ujeme na to, ºe funkionál stále uvaºujeme p°es v²ehny16



p°ehozí £asy. Pomoí dal²íh úvah, jako je vyjád°itelnost hustoty pomoí Jakobiánutransformae a tedy i pomoí F dosp¥jeme k obenému (£ist¥ mehanikému) výrazu
τ (x, t) = F

t′<t
[r (t′) ,F (x, t′) ,x] .Pomoí podmínek objektivity veli£in p°i transformaíh sou°adni a polárníhorozkladu m·ºeme závislost zapsat v redukovaném tvaru [12, s. 67℄

τ (x, t) = RF ′

t′<t
[C (x, t′) ,x]RT,kde C = ‖F ‖ zna£í Cauhyho deforma£ní tenzor (2.6) a R ortogonální tenzor vpolárním rozkladu F = V R.Dal²í podstatné zjednodu²ení p°iná²ejí v¥ty o reprezentai; obený postup [12,s. 87℄ budeme aplikovat na reologii hlasivky. Pokud máme tenzorovou funki pouzejednoho tenzoruC, která spl¬uje podmínku izotropie, lze odvodit, ºe obená závislostmusí vypadat

τ (C) = R
(

a0 + a1C + a2C
2
)

RT, (2.9)kde ai (Il) jsou funke invariant· tenzoru C. Invarianty Il tenzoru druhého °ádu vet°eh dimenzíh jsou stopa, stopa £tvere a determinant, jak vyplývá z harakteris-tikého polynomu:
I1 = TrC

I2 =
1

2

[

(TrC)2 − TrC2
]

I3 = detC.Výsledkem této seke je obená závislost (2.9), která musí být základem libo-volné formulae konstitutivníh rovni pro materiál hlasivky, speiáln¥ v²ak budezákladem nelineárníh rovni, které bude v dal²ím studiu hlasivky nutno vyuºít.Pouºitelnost (2.9) je v²ak pon¥kud limitována tím, ºe konkrétní tvar funk£níh zá-vislostí neznáme a je obtíºné ho experimentáln¥ zm¥°it. Proto se z praktikýh d·-vod· pouºívá lineární model, u kterého jsou fyzikální konstanty hlasivky zm¥°eny.V konkrétním modelu m·ºe být uvaºováno její sloºení nap°íklad z n¥kolika vrstev sr·znými fyzikálními vlastnostmi (nap°. [11℄).
17



Název Lokální tvar rovnieLineární a izotropní materiál (2.10) τ = 2µε+ λ∇ · uZákon síly (tab. 2.1) ∇ · τ + ρf = ρdv
dtMoment hybnosti (tab. 2.1) τ = τTTenzor deformae (2.5) 2ε = ∇u+ (∇u)T +

{

∇u · (∇u)T
}Tabulka 2.2: Shrnutí matematikýh rovni, které budeme vyuºívat v p°ípad¥ nume-riké simulae hlasivky.2.10.2 Lineární modelJak ukazuje [12, s. 89℄, lineární model je nejjednodu²²ím p°ípadem závislosti natenzoru deformae. (V na²em p°ípad¥ v²ak uvaºujeme velké deformae, které [12℄pro jednoduhost neuvaºuje.) P°edpokládáme lineární závislost nap¥tí na deformai[2, s. 37℄

τ = C · ε,kde C je tenzor £tvrtého °ádu v Hookov¥ zákon¥. Speiáln¥ u izotropníh materiál·lze psát
τ = 2µε+ λ∇ · u, (2.10)kde µ a λ jsou Laméovy parametry, které vyjád°íme pomoí Youngova modulu pruº-nosti E a Poissonova £ísla κ

λ =
Eκ

1− κ2
, µ =

E

2 (1 + κ)
. (2.11)První vztah platí podle [2, s. 38℄ pouze ve dvourozm¥rném p°ípad¥.Rozumí se, ºe ve výrazu (2.10) zna£í druhý £len na pravé stran¥ násobek jednot-kového tenzoru.2.11 Shrnutí aplikovatelnýh rovniV tomto konkrétním p°ípad¥ uvaºujeme zákony zahování ve tvaru uvedeném vtab. 2.2. Jak vyplývá z tabulky, v·be neuvaºujeme vnit°ní energii materiálu (tedyani tepelné toky apod.), která v p°ípad¥ hlasivky °e²ení p°íli² neovliv¬uje. Velké ko-lísání teploty v oblasti hlasivek je nadto vylou£eno, protoºe by mohlo po²kodit jejihtká¬. Hlasivky se v tom p°ípad¥ v²ak mnohem d°íve po²kodí mehanikou deformaí,takºe dal²í fonai znemoºní. 18



2.12 Slabé °e²ení a metoda kone£nýh prvk·Metoda kone£nýh prvk· je matematiká metoda °e²ení pariálníh difereniálníhrovni, kdy referen£ní oblast rozd¥líme triangulaí na trojúhelníkové podoblasti, nakterýh aproximujeme hledané funke polynomy z prostoru P, který up°esníme poz-d¥ji. Tyto polynomy, které mají kompaktní nosi£, nazýváme testovaí funke. P·-vodní pariální difereniální rovnii jsme p·vodn¥ zapsali v tzv. silné formulai. Vy-násobením testovaí funkí z prostoru P a integraí p°es referen£ní oblast Ω získámeslabou formulai pariální difereniální rovnie, kterou lze jiº p°evést na °e²ení sou-stavy rovni.Uvaºujme statiký p°ípad metody kone£nýh prvk·, kdy v tab. 2.2 platí dv
dt

= 0.Dále p°edpokládejme malé výhylky, tj. v tab. 2.2 berme {. . . } = 0. V numerikémvýpo£tu se tento £len nejprve linearizuje, nimén¥ pro jednoduhost ho nebudemeuvaºovat.Dále budeme ve formulování slabé rovnie postupovat zp·sobem uvedeným v [5℄.Nejprve dosadíme provedeme proeduru podle prvního odstave u zákona síly
ˆ

Ω

[v · (∇ · τ ) + ρv · f ] d3x = 0. (2.12)Uvaºme p°itom dva typy okrajovýh podmínek na hranii Γ = ∂Ω = ΓD ∪ ΓN:
u = u0 na ΓD (Dirihletova)
t = t0 na ΓN (Neumannova), (2.13)kde t = τ · n zna£í vektor tlakové síly. Integraí (2.12) per-partes p°epí²eme první£len

ˆ

Ω

v · (∇ · τ ) d3x =

˛

Γ

(v · τ ) · dS−
ˆ

Ω

τ : ∇v d3x = −
ˆ

Ω

ρv · f d3x.Dosazením konstitu£ní rovnie lineárního a izotropního materiálu získáme
ˆ

Ω

ρv · f d3x +

˛

Γ

(v · t) dS =

ˆ

Ω

[

µ
(

∇u+ (∇u)T
)

+ λ∇ · u
]

: ∇v d3x.Uvaºujeme-li pro kone£n¥rozm¥rný prostor mati libovolnou normu, m·ºeme de-�novat prostory
19



U =
{

u| ‖u‖ , ‖∇u‖ ∈ L2 (Ω) , platí (2.13)}
V =

{

v| ‖v‖ , ‖∇v‖ ∈ L2 (Ω) ,v = 0 na ΓD

}

,oº jsou podprostory Sobolevova prostoru H1(Ω). Te¤ m·ºeme pro funkionál
Φ (u,v) =

ˆ

Ω

[

1

2
µ
(

∇u+ (∇u)T
)(

∇v + (∇v)T
)

+ λ (∇ · u) (∇ · v)
]

d3xzformulovat úlohu
ˆ

Ω

ρv · f d3x +

˛

Γ

(v · t0) dS = Φ(u,v) , (2.14)kde jsme pouºili okrajové podmínky, vlastnosti prostor· a symetrizovali jsme £len s
∇v, který kontrahujeme se symetrikým tenzorem. Funkionál Φ (u,v) je pro malévýhylky symetriký; pro velké výhylky by p°ibyl dal²í £len, který tuto symetriiru²í. Tento £len se musí zapo£ítat zvlá²´ iterativními metodami. Slabá formulaeúlohy znamená, ºe pokud pro v²ehna v ∈ V platí rovnost (2.14), pak u ∈ U je slabé°e²ení úlohy.T¥ºi²t¥m metody kone£nýh prvk· je podle [4, kap. 3, s. 10℄ hledání °e²eníúlohy (2.14) v kone£n¥ dimenzionálním podprostoru U (Galerkinova metoda). Po-dobn¥ vektory v bereme pouze z kone£n¥ dimenzionálního podprostoru V. Zpravidlase volí prostor polynom· k-tého stupn¥ P(k). Podle vlastností tohoto prostoru se roz-li²ují jednotlivé typy Galerkinovy metody, zejména lze kaºdý kone£ný prvek rozd¥litna men²í podobné prvky a p°edepsat rovnie pro tyto �vnit°ní uzly�.Oba vektory lze napsat jako lineární kombinae bázovýh vektor·. P°itom mámevolnost v tom, jaké bázové funke si zvolíme. [13, s. 45℄ nap°íklad uvaºuje spojité,po £ásteh lineární funke, které mají kompaktní nosi£ a existuje takový bod, ºese v kaºdém sm¥ru vyházejíím z tohoto bodu lineárn¥ sniºují do nuly (tvar �²pi-£até £epie�). Moje práe pouºívá v numeriké simulai zejména kvadratiké kone£néprvky.Dosazením tvaru lineární kombinae do úlohy (2.14) získáme matii tuhosti avektor zatíºení (podrobn¥ nap°. [13, s. 37℄). Výhoda volby funkí ve tvaru ²pi£até£epie spo£ívá v tom, ºe výsledná matie tuhosti je °ídká a vhodná pro numerikévýpo£ty.Vy°e²ením soustavy získáme i p°ibliºné °e²ení úlohy (2.14). Vzhledem k tomu, ºetento postup je v programu Elmer jiº automatizován, odkazujeme na podrobný popis20



v u£ebnii [22℄, na text [4℄ nebo na zdrojový kód proedury StressSolve, o kterébude °e£ pozd¥ji. Jednotlivé typy kone£nýh prvk·, které program Elmer pouºívá,shrnuje manuál [3, s. 105℄.
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Kapitola 3Numeriká implementae
3.1 Shéma pouºitýh program·Vzhledem k provázanosti jednotlivýh program· povaºuji za vhodné uvést shéma,podle n¥hoº jsem získal numeriké výsledky. T¥ºi²t¥ leºí v programu Elmer, kterýprovádí samotnou simulai. Ostatní programy slouºí k p°íprav¥ geometrie a sít¥ (tu jeve sloºit¥j²íh p°ípadeh nutné upravit ru£n¥), resp. gra�kému zpraování výsledk·.1� Gmsh � geometrie a sí´� ElmerSolver � numeriká simulae� Fotranová funke � sloºit¥j²í prostorová a £asová závislost povrhovýhnebo objemovýh sil� Proedura na °e²ení rovnie:* StressSolve � °e²ení p°i malýh deformaíh (2.5) nebo* ElastiSolve � °e²ení p°i velkýh deformaíh (2.5)� ElmerPost � gra�ké zpraování výstupu do obrázk·� awk � zpraování textovýh výstup· do vstupního formátu program gnuplot� gnuplot � zpraování graf· £asovýh závislostí1V²ehny pouºité programy jsou svobodn¥ dostupné za podmínek liene GNU GPL nebo poz-d¥j²í.
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Obrázek 3.1: Geometrie pr·°ezu hlasivkou. Tvar jsem modeloval p°ibliºn¥ podle [19,11℄. (P°esný tvar není vzhledem k variaím u jednotlivýh lidí a podrobnosti uva-ºovaného modelu rozhodujíí.) Hranie t¥lesa Γt je na obrázku vyzna£ena tu£n¥ askládá se z dolní hranie, která je p°ímá pevná, a z horní hranie ve tvaru výduti, kdep°edpisujeme r·zné okrajové podmínky. Rozm¥ry obrázku jsou popsány v seki 3.2.

Obrázek 3.2: Triangula£ní sí´ vygenerovaná programem gmsh podle zadanýh para-metr·. Rozm¥ry obrázku jsou popsány v seki 3.2.3.2 Parametry geometrieHlasivku v pr·°ezu uvaºujeme tak, ºe má ²í°ku 5,0 mm a vý²ku 2,5 mm (podle [7℄).Geometrie pr·°ezu hlasivkou odpovídá dosud uvaºovaným model·m (obr. 3.1).3.3 Parametry triangula£ní sít¥Sí´ jsem vytvo°il v programu gmsh a následn¥ jsem ji konvertoval do vstupního for-mátu programu ElmerSolver. P°itom jsem musel manuáln¥ zmen²it velikosti, abyodpovídaly p°edpokládaným rozm¥r·m hlasivky podle p°edhozí podseke. Parame-try triangula£ní sít¥ shrnuje tab. 3.1 a samotnou sí´ zahyuje obr. 3.2.
23



Parametr Po£etPo£et uzl· 952Po£et 2D kone£nýh prvk· 261Po£et 1D kone£nýh prvk· 68Po£et uzlovýh prvk· (101) 2Po£et kvadratikýh úse£kovýh prvk· (203) 66Po£et kvadratikýh trojúhelníkovýh prvk· (306) 82Po£et kvadratikýh £ty°úhelníkovýh prvk· (409) 179Tabulka 3.1: Parametry triangula£ní sít¥. Pouºíváme 4 r·zné typy kone£nýh prvk·.Veli£ina HodnotaHustota ρ = 1040 kg ·m−3Modul pruºnosti E = 10 kPaPoisson·v pom¥r σ = 0, 4�initel tlumení D = 0, 1Tabulka 3.2: Materiálové konstanty lineárního a izotropního modelu pr·°ezu hla-sivkovou tkání (podle [7℄). Je t°eba dodat, ºe p°esná m¥°ení fyzikálníh parametr·hlasivky nejsou k dispozii, protoºe závisí na fyzikýh dispoziíh konkrétního £lo-v¥ka, zp·sobu vyuºití (p¥veký hlas), hydratai apod. Naví hlasivka sama je tvo°enan¥kolika vrstvami, které mají zásadn¥ odli²né fyzikální vlastnosti, a p°edpoklad izot-ropie u jednotlivýh vrstev rovn¥º není spln¥n.3.4 Parametry materiáluMateriál harakterizujeme v nejjednodu²²ím p°ípad¥ jako lineární a izotropní podle (2.10).P°íslu²né materiálové konstanty shrnuje tab. 3.2.3.5 Pevná okrajová podmínkaPro dolní hranii hlasivky (obr. 3.1) uvaºujeme ve v²eh p°ípadeh okrajovou pod-mínku u = 0, podle níº je materiál hlasivky pevn¥ p°ipojen ke tkáni a nevyhyluje se.Okrajové podmínky pro volnou hranii jsou v dále uvaºovanýh p°ípadeh vyloºenyzvlá²´. Objemové síly jako tíhovou sílu zanedbáváme.3.6 Pouºité numeriké metodyNumeriká simulae vyhází z metody BDF druhého °ádu (konkrétní metoda v²akjde nastavit). Tato metoda je implementována p°ímo v programu ElmerSolver aje dob°e zdokumentovaná. Metoda BDF vyuºívá k výpo£tu £asovýh derivaí hod-24



noty v p°edhozíh £asovýh kroíh. Podrobnosti lze v p°ípad¥ pot°eby dohledatv literatu°e [15℄, [14, s. 172℄. Pro zahrnutí nelineárního £lenu u velkýh deformaípouºívá program Elmer iterativní metody. Tyto metody dokumentuje [3, s. 27℄ nebolze nahlédnout p°ímo do zdrojového kódu.
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Kapitola 4VýsledkyPro demonstrai funk£nosti numerikého modelu hlasivky jsem vybral dva p°íklady,které ilustrují statiké a dynamiké zatíºení hlasivky. V obou p°ípadeh p·sobíme nahlasivku silou ve svislém sm¥ru. P·sobi²t¥ síly se omezuje na malou oblast, kteráodpovídá oblasti uhyení p°i natahování. V na²em p°ípad¥ síla p·sobí rovnom¥rn¥na povrhu hlasivky s vodorovnou sou°adnií mezi 4, 1mm aº 4, 7mm.4.1 Statiké zatíºení hlasivkyV p°ípad¥ statikého zatíºení má tlak vyvolaný zatíºením v £ase konstantní velikost
p0 a v rovniíh v tab. 2.2 platí dv

dt
= 0. Simuloval jsem zatíºení p0 = 1 kPa, kterézp·sobilo na hlasive malé výhylky. Následn¥ jsem simuloval zatíºení p0 = 5 kPa,které zp·sobilo na hlasive velké výhylky. Ú£elem t¥hto simulaí bylo ukázat, ºev rovnii pro tenzor deformae (2.5) je nezbytné uvaºovat i £len velkýh deforma-íh, pokud jde o nap¥tí, která se mohou vyskytovat v hlasive. Výsledky simulaestatikého zatíºení hlasivky jsou shrnuty na obr. 4.1.4.2 Dynamiké zatíºení hlasivkyV p°ípad¥ dynamikého zatíºení má tlak vyvolaný zatíºením v £ase harmoniký pr·-b¥h podle rovnie

p (t) = p0 sin

(

2π
t

T

)

,kde T = 0, 01 s zna£í periodu zatíºení a p0 = 1 kPa amplitudu tlaku. Uvaºovanéperiod¥ odpovídá frekvene 100Hz; jde tedy p°ibliºn¥ o frekveni muºského hlasu vhrudním rejst°íku. 26



Zatíºení Velké deformae Malé deformae
p0 = 1 kPa

p0 = 5 kPaObrázek 4.1: Statiké zatíºení hlasivky. Tabulka je rozd¥lena jednak na malé a velkédeformae podle toho, zda je v rovnii (2.5) uvaºován nelineární £len, jednak podlezatíºení. Obrysová £ára vymezuje hranii t¥lesa v nezatíºeném stavu. Barva obrázkukvalitativn¥ vyjad°uje velikost posunutí u. Rozm¥ry obrázku jsou popsány v seki 3.2na stran¥ 23.V této simulai jsem jiº uvaºoval pouze model velkýh deformaí, který dává p°es-n¥j²í výsledky. Pro prezentai výsledk· jsem si zvolil konkrétní bod x = (4, 57; 2, 14) mmna povrhu hlasivky v oblasti zatíºení a jeho pohyb jsem sledoval v £asovém intervalun¥kolika period, dokud jsem nepozoroval ustálený stav. Výsledky pozorování shrnujegraf na obr. 4.2, který je p°iblíºen pro snadnou orientai na obr. 4.3 (za£átek pohybu)a obr. 4.4 (ustálený pohyb). Pro názornost jsem vynesl i p°ibliºnou trajektorii bodupohybu (obr. 4.2). Nakone jsem vynesl tvar hlasivky p°i ustáleném kmitání ve dvouextrémníh poloháh (obr. 4.5).
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Obrázek 4.2: Souborný pohled na dynamiké zatíºení hlasivky � posunutí pevnéhobodu ve vodorovném sm¥ru v závislosti na £ase. První graf ukazuje pr·b¥h vodorov-ného posunutí p°i p·sobení harmonikou silou (polovina simulovaného £asu). Druhýgraf ukazuje jednotlivé body trajektorie vybrané £ástie v £ase mezi 1, 15 aº 2,23 sod po£átku pohybu. Spojniové £áry jsou pouze vodítko pro o£i a nevystihují pr·b¥htrajektorie.
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Obrázek 4.3: Dynamiké zatíºení hlasivky na po£átku zatíºení � posunutí pevnéhobodu v jednotlivýh sm¥reh v závislosti na £ase.
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Obrázek 4.4: Dynamiké zatíºení hlasivky p°i ustáleném pohybu � posunutí pevnéhobodu v jednotlivýh sm¥reh v závislosti na £ase pro £asy t ∈ (0, 20; 0, 25) s.
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a)
b)Obrázek 4.5: Dynamiké zatíºení hlasivky p°i ustáleném pohybu � elkový tvar hla-sivky ve dvou extrémníh p°ípadeh kmitání. Pro názornost jsem vybral dv¥ polohyz úseku znázorn¥ného na obr. 4.4. a) První obrázek znázor¬uje hlasivku pro £as

t = 0, 2126 s, kdy je od základny vyhýlena nejvíe. b) Druhý obrázek znázor¬ujehlasivku pro £as t = 0, 2151 s, kdy se hlasivka p°imyká nejvíe k základn¥. Obrysová£ára vymezuje hranii t¥lesa v nezatíºeném stavu. Barva obrázku kvalitativn¥ vyja-d°uje velikost posunutí u. Rozm¥ry obrázku jsou popsány v seki 3.2 na stran¥ 23.
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Kapitola 5DiskuseVýsledky statikého zatíºení jednozna£n¥ ukazují, ºe p°i deformaíh, kterým je hla-sivka vystavena, je t°eba uvaºovat rovnie mehaniky kontinua ve tvaru pro velkédeformae, jinak jsou výsledky zkresleny (obr. 4.1).P°i dynamikém zatíºení jsem pozoroval, ºe odezva na lokální harmoniké buzeníje nelineární. Masa t¥lesa p·vodní sílu moduluje, takºe posunutí hlasivky má jiºjinou frekveni (podle obr. 4.4 p°ibliºn¥ dvojnásobnou), a dokone má elý pohybmodula£ní obálku (viz obr. 4.2 naho°e), která má délku p°ibliºn¥ 15 period. A£kolivpodobné parametry (vy²²í harmoniké a vibratto1) vykazuje i zdravý p¥veký hlas,který není harmoniky stimulován záv¥sem, ale p°irozen¥ interaguje s tekutinou,autor povaºuje tuto souvislost s modulaí základního tónu za náhodnou. Dynamikámetoda ukazuje, ºe hlasivka p°i buzeném pohybu dosp¥je do ustáleného periodikéhostavu. P°ibliºná trajektorie jednoho bodu je na obr. 4.2 dole. Z této trajektorie lzep°ibliºn¥ odhadnout, kdy má bod nejv¥t²í zryhlení.Zvolená numeriká implementae v programu Elmer má nevýhodu, ºe p°i °e²enívelkýh deformaí neumí vypsat nap¥tí. Výpo£et nap¥tí je moºné doplnit ad hopomoí zvlá²tní numeriké proedury, které v²ak z d·vodu rozsahu této práe nebylomoºné vyuºít.Výpo£et nap¥tí a zryhlení zvoleného bodu je st¥ºejní pro analýzu po²kozenítkán¥. V sou£asnosti existují dv¥ teorie o vzniku hlasovýh uzlík· (nodul·). Podleprvní vznikají hlasové uzlíky p°i rázeh, kdy se hlasivky dostávají do kontaktu. Podledruhé teorie vznikají hlasové uzlíky prostým namáháním hlasivkové tkán¥, která p°ivy²²íh frekveníh vzniká setrva£ností hmoty hlasivky. V tomto p°ípad¥ nep°iházíjiný neº matematiký p°ístup v úvahu, protoºe experimentální metody nelze pouºít1Vibratto je ozna£ení pro kolísání hlasu v intenzit¥ hlasu, p°ípadn¥ £áste£n¥ i ve vý²e tónu, sfrekvení okolo 5krát za sekundu. 32



(skute£né hlasivky p°i od°íznutí ryhle m¥ní parametry, um¥lé hlasivky z gumy seryhle opot°ebují).Nevýhodou uvedeného p°ístupu je reduke problému na dva rozm¥ry. Zanedbá-váme p°í£né nap¥tí, zp·sobené nastavením hrupavek a nataºením sval·. Na p°í£-ném nap¥tí v²ak závisí masa kmitajíí hlasivky, kterou je ve dvourozm¥rném p°ípad¥nutné um¥le nastavit vhodnými materiálovými konstantami.
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Kapitola 6Záv¥rFormuloval jsem rovnie mehaniky kontinua z bilan£níh zákon· (tab. 2.1) a od-vodil obený vztah pro reologii £ist¥ mehanikého materiálu (2.9). Následn¥ jsemuvaºoval jejih nejjednodu²²í p°ípad, který odpovídá Hookovu zákonu v izotropnímmateriálu (2.10). V²ehny matematiké rovnie jsem shrnul do tab. 2.2. Rovnie jsemp°epsal do slabé formulae (2.14) a sestavil jsem model hlasivky pomoí kvadrati-kýh kone£nýh prvk·.Funki modelu jsem ov¥°il díky programu Elmer ve statikém a dynamikémp°ípad¥ zatíºení hlasivky. Ve statikém p°ípad¥ jsem prokázal, ºe je t°eba uvaºovatrovnie s £lenem pro velké deformae (obr. 4.1). V dynamikém p°ípad¥ jsem zkoumalodezvu hlasivky na harmoniký tlak a pohyb vybraného bodu v míst¥ uhyení(tab. 4.2 a grafy na obr. 4.3 a 4.4). Zjistil jsem, ºe odezva není lineární a je zna£n¥ovlivn¥na vlastnostmi materiálu. Bod v míst¥ uhyení se pohyboval po trajektoriitvaru burského o°í²ku. Znázornil jsem dva extrémní p°ípady, které harakterizujíustálené vibrae hlasivky (obr. 4.5).V literatu°e jsem nena²el pojednání, které by zahrnovalo do simulae pohybuhlasivek £len pro velké deformae. V tomto ohledu jde o nové výsledky. P°edev²ímv²ak jde o první krok do budouna v simulai hlasivky. Pro získání realistikého mo-delu fonae bude nezbytné hlasivku propojit s modelem proud¥ní. Program Elmerposkytuje vhodné prost°edí pro simulai této interake pomoí ALE metody. Dru-hou moºností budouíh krok· je implementae ráz· dvou hlasivek. Vzhledem knumerikým obtíºím spojeným s degeneraí sít¥ je simulae ráz· hlasivek p°i velkédeformai sloºitým problémem. T°etí moºností zlep²ení je uvaºování víevrstvé hla-sivky (podobn¥ jako [11℄), resp. hlasivky se sloºit¥j²í reologií; zde p°etrvává problém,ºe reologiké vlastnosti lze jen obtíºn¥ experimentáln¥ prozkoumat.Výhodou uvedené numeriké implementae je komplexní prost°edí umoº¬ujíí34



zkoumání interake struktury a proud¥ní, shopnost pouºívat normálovou a tangen-iální soustavu, volná dostupnost programu, moºnost p°izp·sobovat si program adoprogramovat poºadované proedury (nap°. výpo£et nap¥tí). Nevýhodou je, ºe n¥-které standardní operae (výpo£et nap¥tí) impliitn¥ hybí a gra�ký výstup neníp°íli² kvalitní a musí se dod¥lávat ru£n¥. Pokud bude dopln¥n výpo£et nap¥tí, budemoºné lépe p°edvídat namáhání tkání b¥hem fonae a odhadovat jejih odolnost.Zdrojové kódy v²eh program· a elé práe lze nalézt na p°iloºeném kompaktnímdisku. V²ehny pouºité programy jsou voln¥ ²i°itelné za podmínek liene GNU GPL.
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Seznam pouºitýh veli£in a symbol·
‖α‖ norma de�novaná pro matie jako √

αTα

· skalární sou£in de�novaný u · v =
∑

i uivi

: dvojný skalární sou£in de�novaný τ : η =
∑

ij τijηij

x vektor indexu (poloha v referen£ním obrázku)
∇ gradient de�novaný vzhledem k referen£nímu obrázku
∇r gradient de�novaný vzhledem k materiálovému obrázku(index £asto vyneháván, pokud nejsou pohybnosti)
r vektor polohy
t £as
S vektor orientované plohy s normálou n = S/ ‖S‖

dV element objemu
χt zobrazení z referen£ního do materiálového obrázku
u vektor posunutí
F dvoubodový tenzor deforma£ního gradientu
R ortogonální tenzor v polárním rozkladu F = V R

V symetriký, pozitivn¥ de�nitní tenzor v polárním rozkladu F = V R

C Cauhyho deforma£ní tenzor
ε tenzor deformae
η tenzor ryhlosti deformae 40



f síla na jednotkovou hmotnost
ϕ · dS plo²ná síla
Φ · dV objemová síla
J jakobián transformae F
ρ hustota
τ tenzor nap¥tí
v ryhlost
E vnit°ní energie
e vnit°ní energie na jednotku hmotnosti
K kinetiká energie
q vektor tepelného toku
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