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Uvod

Grangerova kauzalita je dnes jiz standardnim nastrojem pro zkoumaéani pri¢innosti
v ramci vicerozmérnych casovych fad. Jeji koncept vytvofil sir Clive William
John Granger a publikoval jej v ¢lanku [6]. Grangeriv pfistup spociva v tom,
ze kauzalitu interpretuje jako schopnost vylepsit odhad budouci hodnoty jedné
slozky vicerozmérné casové fady na zakladé minulych a soucasnych hodnot jiné
slozky. Hovorime-li tedy v této souvislosti o pri¢innosti, minime tim pravé tolik,
ze se v budoucnosti prvni slozky odrazi minulost druhé. Nejedna se tedy nutné
o primé pusobeni v klasickém slova smyslu. Granger se také zabyval situaci, kdy
se tyto slozky ovliviiuji navzajem a existuje tak mezi nimi tzv. zpétna vazba.
Postupem c¢asu byla teorie rozsitena o vicekrokovou kauzalitu, kterda umoznuje
pusobeni v delsim ¢asovém horizontu, aniz by k nému nutné muselo dochézet
v bezprostfedni budoucnosti.

Tato prace si klade za cil nastinit teoretické pozadi pro vysetfovani Grange-
rovy kauzality ve vicerozmérnych casovych radach a zaroven samostatné imple-
mentovat prislusné statistické testy prostiednictvim programu Mathematica. V-
sledky prace jsou nasledné aplikovany na praktické piiklady s vyuzitim realnych
trznich dat. Teoretickd cast prace ma prevazné kompilacni charakter a vychazi
z knihy [7]. Zdrojem dopliiujicich informaci je pak publikace [I]. Sekce pojedna-
vajici o vicekrokové kauzalité se opira zejména o clanek [5].

Pro vysSetfovani Grangerovy kauzality ndm budou vhodnym prostfedim vek-
torové autoregresni modely VAR konec¢ného fadu. Poté, co v prvni kapitole zave-
autoregresnich modelti, pfistoupime k jejich konstrukci, ktera je v mnoha aspek-
tech analogickd Box-Jenkinsové metodologii pro jednorozmérné casové rady.

V druhé kapitole provedeme odvozeni koeficientii modelu jak pomoci meto-
dy nejmensich ¢tvercti, tak metodou maximalni vérohodnosti, a poukidzeme na
to, ze nas oba postupy dovedou ke stejnému odhadu. Dale budeme identifikovat
vhodny fad modelu jak na zakladé testu zalozeného na vérohodnostnim pomé-
ru, tak vyhodnocenim informac¢nich kritérii. Nasledovat bude diagnostika modelu
spocivajici v kontrole stacionarity procesu a ovéreni nekorelovanosti a normality
rezidui. Kvalitu modelu posoudime také na zakladé jeho predpovidacich schop-
nosti.

Po sestrojeni vhodného modelu budeme moci ve tieti kapitole zavést definice
Grangerovy kauzality, okamzité kauzality a vicekrokové kauzality pro vysetfovani
riznych typt kauzalnich vazeb v ramci vicerozmérné casové fady. Pro testovani
Grangerovy a okamzité kauzality pouzijeme Walduv test. Naznac¢ime také postup
pro vySetfovani vicekrokové kauzality.

Zavérecnou kapitolu tvori empirickéd analyza trznich dat. Zde jsou prezentova-
ny dva priklady ptsobeni ukazateli trhu na akciové indexy. Prvni z nich zkouma
vliv volatility némeckého trhu na vyvoj hlavniho akciového indexu prazské bur-
zy. Druhy se zaméiuje na vztah mezi vysledky obchodovani na chicagské burze
s opcemi a trzni hodnotou prednich americkych spolecnosti. Veskeré testovaci
procedury napsané v programu Mathematica jsou pripojeny jako pfiloha.



1. Zakladni pojmy

1.1 Vicerozmérné casové rady

Definice 1.1. Necht (2, F,P) je pravdépodobnostni prostor, kde € je mnoZina
vSech elementarnich jevl, F je o-algebra jevl z mnoziny () a P je pravdépo-
dobnostni mira na F. Definujeme nahodnou velicinu y jako redlnou funkci na (2
spliiujici podminku métitelnosti

{we: yw)<cteF (1.1)

pro kazdé ¢ € R. Dale definujeme m-rozmeérny ndhodny vektor jako m-rozmérny
vektor ndhodnych veli¢in.

Definice 1.2. Definujeme m-rozmérny diskrétni nahodny proces jako funkci
y:ZxQ—R™ (1.2)

kde y(t,w) pro pevné zvolené ¢ € Z nabyva podoby m-rozmérného ndhodného
vektoru, zatimco pro dané w € () generuje ndhodny proces posloupnost, kterou
nazyvame m-rozmernou ¢asovou radou.

Néhodny proces y(t,w) i ¢asovou fadu y(t), kterou budeme nékdy rozumét
i realizaci ndhodného procesu y(t,w) omezenou na t € Zy C Z, budeme znadit y;.

Definice 1.3. Nahodny proces y; se nazyva stacionarni, jestlize plati E(y,) = u
pro kazdé t € Z a E[(y; — pt)(Yesrn — )’} = I'y(h) pro kazdé t € Z, h € Ny, tedy
prvni dva momenty procesu jsou Casové invariantni. Funkce I'y(h) se nazyva
autokovariancni funkce procesu y;. Déale zavedeme autokorelacni funkci procesu v,
ve tvaru Ry(h) = D, 'T,(h)D,", kde D, je diagonalni matice, ktera ma na dia-
gonale odmocniny piislusnych diagonalnich prvki rozptylové matice ¥, = I',(0)
procesu y;.

Definice 1.4. Diskrétni ndhodny proces u; se nazyva m-rozmérny bily sum, jest-
lize plati E(uy) = 0, E(usuy) = Xy, a E(usu;) = 0 pro s # t.

V dalsim textu budeme vzdy predpokladat, ze 3, je regularni.

1.2 Vektorové autoregresni procesy

Definice 1.5. Definujeme VAR(p) proces (vektorovy autoregresni proces tadu p)
jako m-rozmeérny diskrétni nahodny proces ¥, fidici se vztahem

w=v+Ay 1+ +Apu ,+w, te, (1.3)

kde matice A; o rozmérech m X m a m-rozmérny vektor v nazyvame souhrnné
koeficienty procesu y;. Dale u; jsou tzv. rezidua ve tvaru m-rozmérného bilého
sumu. V této souvislosti budeme hovotit o rezidudlnim bilém Sumu procesu y;.



Pii praci s VAR(p) procesy budeme predpokldadat p € N. Pro tcéely nékte-
rych testovych procedur zahrneme mezi VAR(p) procesy i pfipad p = 0. Naopak
vektorovymi autoregresnimi procesy nekonecného radu se v této praci podrobnéji
zabyvat nebudeme.

Definice 1.6. Bily Sum u,; se nazyva gaussovsky, jestlize u, ~ N(0,%,) a jeho
slozky jsou vzajemné nezavislé.

Je-li bily Sum u,; gaussovsky, potom se i proces y; nazyva gaussovsky, nebot pro
kazdé t € Z a h € N ma vektor (y;,...,y,,,) vicerozmérné normalni rozdéleni.

Definice 1.7. Bily Sum u; se nazyva standardni, jestlize u; jsou spojité ndhodné
vektory takové, ze

deeR Vigkle{l,...,m} VteZ: Elupujupusl <ec. (1.4)

Standardni bily Sum ma tedy omezené momenty do c¢tvrtého radu. Kazdy
gaussovsky bily Sum je standardni.

Véta 1.1. Kazdy VAR(p) proces je mozné vyjadiit jako VAR(1) proces.

Dikaz. Mizeme psat Y, = p+ AY, 1 + Uy, kde

Ay Ay o Ay A
I, 0 --- 0 0
A=]| 0 I, 0O 0 1, (1.5)
0O O 1, 0
Y % Ut
Yi—1 0 0
}/;g = . R Hn = . y Ut = . . (16)
Yt—p+1 0 0
]

Definice 1.8. Proces VAR(p) se nazyva stabilni, jestlize vSechny kofeny polyno-
mu [, — Ajz —---— Ay2P lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roviné, neboli
pro kazdé z € C, |z| < 1 plati

det(l,, — A1z —--- — Ap2P) # 0, (1.7)
coz lze diky rovnosti
det(l,, — A1z — -+ — Ap2P) = det(I,,, — Az) (1.8)

alternativné formulovat jako pozadavek na nejvyse jednotkovou absolutni hodno-
tu vlastnich ¢isel matice A.

Kazdy stabilni VAR(p) proces je staciondrni. V dalsich kapitoldach budeme
stabilitu vzdy implicitné predpokladat.



Véta 1.2. Kazdy stabilni VAR (p) proces y, ma kanonickou MA (moving average)
reprezentaci, tedy jej lze vyjadrit ve tvaru

Yo =p+ Z Qiur—i, Lo = I, (1.9)
i=0

kde p = Ju, ®; = JA'J', uy = JU; jsou rezidua procesu y; a J = (I,,,0,...,0)
je matice o rozmérech (m x mp). Navic lze matice ®; vypocitat pomoci vztahu

h
), = Z Qi _pAp, (1.10)
=1

kde klademe A; = 0 pro j > p.

Véta 1.3 (Woldova véta). KaZdy staciondrni proces wy lze rozloZit na soucet
dvou navzajem nekorelovanych procesi x; a vy, kde x; je deterministicky proces
a y; ma MA reprezentaci.

Disledek 1.1. KaZdy podproces cisté nedeterministického staciondrniho procesu
ma MA reprezentaci.



2. Konstrukce modelu VAR(p)

2.1 Odhad parametri modelu

Prvnim tkolem, ktery pfed ndmi pfi sestrojovani modelu VAR(p) procesu vyvsta-
va, je vhodnym zptisobem odhadnout parametry, které zkoumany proces popisuji.
Budeme se vénovat zejména odhadu matice B = (v, Ay, ..., A,) koeficientt pro-
cesu y;. Nejprve provedeme odhad metodou nejmensich ¢tverc. Odhady touto
metodou budeme obecné znacit st¥iskou, napiiklad B. Nasledné odhadneme pa-
rametr metodou maximalni vérohodnosti. Maximalné vérohodné odhady budeme
v dalsim textu vyznacovat vlnovkou, naptiklad B. Uvedeme také odhad druhého
diilezitého parametru procesu, rozptylové matice rezidui >,,.

V kratkosti jesté upozornime, Ze pouzité znaceni (podobné jako v knize [7])
pracuje pro vétsi prehlednost s transponovanymi hodnotami zakladnich promeén-
nych oproti znaceni béznému pii pouzivani regresnich metod. Napriklad normalni
rovnice zde tedy nabyvaji pon€kud nezvyklého tvaru, coz vsak nic neméni na je-
jich funkci.

2.1.1 Metoda nejmensich ¢tverca

Defini¢ni tvar VAR(p) procesu
y=v+Aya+-+ Ay + w (2.1)

je mozné vyjadiit v maticové formé

Y=BZ+U, (2.2)
kde
1 1 1
Yo Y1 cee Y
Z=1\| Y1 Y - Yr-2 (2.3)
Y1—p Y2—p *°° Yr—p
a déale
Y=, ....ur), B=WA,...,A4), U= (u,...,ur). (2.4)

Od maticové formy lze poté ptejit k formé vektorové
vec(Y) = vec(BZ) + vec(U), (2.5)

viz Dodatek [A.2] kterou lze pomoci Kroneckerova soucinu, viz Dodatek diky
vztahu (A.5]) prepsat do tvaru

vee(Y) = (Z' ® I,,) vec(B) + vec(U) (2.6)

nebo lze strucnéji psat
y=(Z' & L)b+u, (2.7)
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kde je operator vec, tvorici vektor ze sloupcti matice, nahrazen tuénym fontem.
Vyuzijeme-li vzajemné nekorelovanosti prvki rezidualniho bilého Sumu u;, mtize-
me psat rozptylovou matici u ve tvaru 2, = Iy ® 3,. Vicerozmérna metoda
nejmensich ¢tvercit potom minimalizuje funkci

S(b,%,) =u'S,'u (2.8)
Pro tuto funkci diky vlastnostem (A.3)) a (A.4) plati
Sb,2,) = uSjlu=v{re%,) u=u(Ir®3, u (2.9)
= y-(Z@L)blIreS )y - (Z @ 1.)b]  (2.10)
= y(Iro3 Yy -2b(Z® L,)Ir @2y (2.11)

+((Z'® Ln)b] (I © 3,1)[(Z' @ Im)b].
Derivovanim podle b dostaneme vyraz

g—i(b, Yo)=2Z7"2%, b —2(Z 23, )y). (2.12)

Polozenim derivace rovné nule ziskdme rovnost
(ZZ' @S )b = (Zo S Yy, (2.13)

kterou lze dvojndsobnym pouzitim (A.4) prevést do pfirozenéjsiho tvaru tzv.
normdlnich rovnic

(ZZ' @ Iy)b = (Z® I,,)y, (2.14)
neboli v maticové formé R
Bz7'=YZ. (2.15)
Odhad metodou nejmensich ¢tverct tedy nabyva tvaru
b = (ZZ®1,) (Z® I,y (2.16)
= (ZZ) ' @ Lu)(Z @ L)y (2.17)
= ((ZZ)'Z eIy (2.18)

Pokud mé matice Z plnou sloupcovou hodnost, je matice ve tvaru ZZ’, stejné
jako rozptylova matice ¥, pozitivné definitni. Kroneckertiv soucin i inverze tuto
vlastnost zachovavaji, a proto je pozitivné definitni i matice

%S

N (b, %) =227 @ %), (2.19)

z ¢ehoz plyne, Ze se skute¢né jedna o minimum. Mohli bychom také argumentovat
tim, ze hledame stacionarni bod kvadratické funkce s kladnym kvadratickym
koeficientem, a proto musi byt nalezend hodnota minimem vySetfované funkce.
Pro odhad rozptylové matice rezidui ., plati

1

Se=——Y(Ip— 222 2)Y". 2.20
['—mp—1 (Ir ( )%) ( )
Lze ukazat, ze odhady bi S, jsou konzistentni.
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2.1.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Pro nalezeni maximalné vérohodnych odhadi parametr VAR(p) procesu y; bu-
deme predpokladat, ze plati

u=vec(U) ~N(0,I7 ® Z,). (2.21)

Miizeme tedy psat hustotu u ve tvaru

1 1 l -1
fu(u) = \/(27T)mT|IT 2 Zu’ exp {—511 (IT X Zu )u} . (222)

Odtud pomoci linearni substituce

y=g(u)=u+ (7 ®I,)b (2.23)
dostavame podle véty o monotonni transformaci
dg!
o) = | S )] e (224
coz lze s vyuzitim
dg!
dy’ ¥)| = Inr] =1 (2.25)
prepsat do tvaru
1
fly) = (2.26)

V@m) Iy @ X
X exp {—%(y —(Z' @ L,)b)(Ir @ S, )y — (Z2'® ]m)b)} :
Odtud je mozné logaritmovanim ziskat tzv. logaritmickou vérohodnostni funkci
logi(b,>,) = _mTT log 2m — glog |24 (2.27)

5~ (Z @ L)) (Ir & 5, )y — (2@ L)b).

Derivovanim obdrzime

dlogl
-(b.%) = (20" )y - (22 © £ )b, (2:28)
odkud polozenim derivace rovné nule dostavame maximéalné vérohodny odhad
b=((Z2)'Z®1L,)y. (2.29)
Jedné se skuteéné o maximum, nebot matice
0?logl
b,%,)=—-(ZZ"@3! 2.30
(b8 = (27 @ %) (2.30)

je negativné definitni se stejnym zdiivodnéni jako v pfipadé matice (2.19)). Odhady
parametru b metodou maximalni vérohodnosti a metodou nejmensich ¢tverct
jsou tedy shodné. Maximalné vérohodny odhad rozptylové matice 3, nabyva
tvaru T ]

~ —m —_ ~

Bu=—F7—%. (2.31)

Jeho konzistence pak plyne z konzistence odhadu f]u
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2.2 Identifikace fadu modelu

Na zékladé vyse uvedenych vysledki mtizeme sestrojit model procesu VAR(p)
pro libovolnou hodnotu p € N. Nyni ukdZzeme dva postupy, jak zvolit vhodnou
hodnotu tohoto parametru. Prvnim zpiisobem je provést statisticky test, ktery
postupné zkouméa nenulovost jednotlivych matic VAR(p) procesu, a tedy i vhod-
nost jejich zarazeni do modelu. Druhou metodou je pouziti informac¢nich kritérii,
ktera pro jednotlivé fady akumuluji do jedné veli¢iny rtzné nezadouci vlivy na
kvalitu predpovédi, aby bylo nasledné mozné zvolit takovy rad, ktery souhrnnou
velikost téchto vlivii minimalizuje.

2.2.1 Test zalozeny na vérohodnostnim poméru

Pro testovani hypotézy
Hy:A; =0  proti Hy: A; #0, (2.32)
pouziva test zalozeny na vérohodnostnim poméru testovou statistiku
Arg = 2[logl(b,,) — log(b,, %1)], (2.33)

kde Er a iz jsou maximalné vérohodné odhady parametrt b a >, v modelu
omezeném platnosti nulové hypotézy, zatimco ba S, jsou maximalné vérohodné
odhady parametri b a ¥, v neomezeném modelu. Z tvaru logaritmické vérohod-
nostni funkce je mozné odvodit bézné pouzivany tvar testové statistiky

Ar = T(log [3]| — log | X)), (2.34)

pro ktery plati
D
/\LR — X2(m2). (235)
Pro ucely testovaci procedury pro urceni fadu modelu oznac¢ime p,, jako nejvyssi

uvazovany fad modelu a X, (p) rozptylovou matici odpovidajici VAR procesu fadu
p. Testujeme pak sadu hypotéz ve tvaru

Ho(Z) : Apm,iJrl =0 pI'Oti (236)
Hl(l) : Aprn_i“l‘l # O | Ap'm == Ap'm_i'i‘Q - O (237)

s testovou statistikou
Arr(i) = T(log [Su(pm — i)| — log |Zu(pm — i +1)]), (2.38)

kterd m4 za platnosti Hy(1),. .., Hy(i) chi-kvadrat rozdéleni s m? stupni volnosti.
Jako 1a4d modelu volime ¢islo p,, — ¢ + 1, kde 7 je index prvni zamitnuté nulové
hypotézy. Pracujeme-li se sérii testl s individualni hladinou vyznamnosti «, bu-
de mit celkova procedura pravdépodobnost zamitnuti pravdivé nulové hypotézy
po i krocich 1 — (1 — )" diky vzajemné asymptotické nezavislosti jednotlivych
testovych statistik Apg(j) pro j < i (viz [7]).



2.2.2 Informacni kritéria

Alternativni moznosti pro urceni fadu modelu jsou tzv. informacni kritéria. Tvar
jednotlivych kritérii je navrhnut tak, aby jejich hodnota rostla spolu s rostoucim
rozptylem rezidualniho bilého Sumu, a tedy i s rostouci nepresnosti v predpoveé-
dich. Zbylé c¢leny vzorcii penalizuji prili§ velké hodnoty fadu modelu, které také
vnaseji do predpovédi nepiesnost. Vybirame tedy takovy fad, pro ktery je hod-
nota kritéria nejmensi. Zde uvadime néktera casto pouzivana kritéria.

Akaikeovo informacéni kritérium AIC

-~ 2
AIC(p) = log [Zul + Zpm”

Bayesovo informacni kritérium BIC

= logT
BIC(p) = log | .| + %me

Hannan-Quinnovo informaéni kritérium HQ

= 2loglogT
HQ(p) = log [Z,] + TPWQ
Final predictor error FPE
= T+pm+1\"
FPE(p) = 2u| | =——
) =5 (ot

2.3 Diagnostika modelu

Pti diagnostice modelu ovéfujeme, zda jsou obdrzené vysledky v souladu s pred-
poklady modelu. V prvni fadé se jedna o kontrolu stacionarity procesu, ktera
je zarucena podminkou stability. Tuto podminku ovérime vypoctem kofent po-
lynomu /[, — A;z — --- — A,2P, jejichz pfevracené hodnoty musi lezet uvnitf
jednotkového kruhu v komplexni roviné. V dalsich diagnostickych procedurach
hraje tstiedni roli nasledujici véta, na jejimz zakladé je mozné provadét testy na
autokorelovanost rezidui.

Véta 2.1. Pro m-rozmérny VAR(p) proces y; se stejné rozdélenym standardnim
rezidudlnim bilym sumem u; plati, Ze odhady

T
1
VT vec(Ty,...,Th), kde T, = T Z gy, (2.39)
t=141
VT vec(Ry, ..., Ry), kde R, =D7'I';D', (2.40)
T
~ ~ ~ 1 R
VTvec(Ty,...,Ty),  kde T,= - > ay (2.41)
t=141
\/TVGC(El, cey Eh), kde ﬁl = ﬁilfiﬁil, (242)

maji asymptoticke vicerozmeérné normalni rozdéleni s nulovou stredni hodnotou.
Zde jsou D a D sestrojeny obdobné jako v Deﬁmczn s pouzitim matic I'g a FO
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2.3.1 Bartlettova aproximace

Zakladni metodou pro vysetfovani autokorelovanosti rezidui, slouzici spise jako
hruby odhad, je Bartlettova aproximace, porovnavajici hodnoty korelaci 7;;(h)
mezi slozkami odhadnutych rezidui w; ; a w; 45, kde 7, j < m, s kritickymi mezemi
+2/ VT. Vychézime z pozorovani, ze pro velkd T' p¥iblizné plati

YheN: VTr;(h) =~ N(0,1). (2.43)
Proto mtzeme zamitnout hypotézu
Hy:rij(h)=0 proti Hy :ri;(h) #0 (2.44)
na hladiné vyznamnosti 5% pro
75 ()] > 20075/ VT = 1,96/VT = 2/VT, (2.45)

kde z;_,, znadi a-kvantil rozdéleni N'(0, 1). Diilezitou roli hraje Bartlettova apro-
ximace zejména v jednorozmérnych casovych fadach, kde je dtlezité spravné roz-
poznat pocet nenulovych hodnot autokovarian¢ni funkce pro urceni radu modelu
v ramci Box-Jenkinsovy metodologie (viz [1]).

2.3.2 Portmanteau test

Autokorelovanost rezidui do fadu h je mozné vysetifovat testovanim hypotézy

Hy: Ry=---=R,=0 proti (2.46)

Portmanteau test pracuje s testovou statistikou
Ap =T tr(RiRy'RR;"), (2.48)
kterou lze za pomoci diagonalni matice D upravit do tvaru

Ty " te(DR{Ry'R:R;'D ™), (2.49)
i=1
nebot takova iprava nezméni diagonélni prvky vnitini matice. Odtud prejdeme
k vyrazu

h
T te(DR;DD'Ry'D'DR,DD'R;'D™Y), (2.50)
i=1
ze kterého odvodime vypocetné vhodnéjsi variantu testové statistiky, kterd ma
piiblizné asymptotické chi-kvadréat rozdéleni o m?(h — p) stupnich volnosti

Ty te(TT5 TG ~ 2 (m(h — p)). (2.51)

i=1

Portmanteau test je na rozdil od nasledujiciho testu vhodné pouzivat spise pro
vétsi hodnoty zpozdéni. V praxi se ¢asto se voli h = v/T.
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2.3.3 Breusch-Godfreytv test

Dalsim zptsobem, jak vySetfovat, zda jsou rezidua vzajemné korelovana, je pro-
vést Breusch-Godfreytuv test vyuzivajici pomocny regresni model

U =v+ Ayt Ay + Ditty + -+ Dyl + €4, (2.52)

kde ¢; je bily Sum, a testovat hypotézu
Hy: Dy=---=D,=0 proti (2.53)
Hy: 3je€{l,...,h}:D; #0. (2.54)

Za platnosti nulové hypotézy jsou rezidua nekorelovana do fadu h. Pro testovani
je mozné pouzit klasickou statistiku

Ape = T(m — tr(3.5;1) 2 \2(m?h) (2.55)

(viz [2]), kde . zna¢i maximalng vérohodny odhad rozptylové matice bilého umu
€. V mnoha ptipadech je vSak vhodné&jsi pouzit testovou statistiku

det(S —Lm2h +1
= [ 1) E) ) s N (2.56)
det(%;) m?h
m4h2 1
8_\/m2+m2h2 5’ ”:T_mp—l—mh—g(m—mh—i-l). (2.57)

Uveden4 testova statistika potom nabyva piiblizného Fisherova F-rozdéleni s m2h
ans— %mQh + 1 stupni volnosti a zejména pro nizké hodnoty h dosahuje lepsich
vysledkt. S Breusch-Godfreyovym testem se lze casto setkat také pod nazvem
LM (Lagrange multiplier) test autokorelovanosti rezidus.

2.3.4 Jarque-Beruv test

Jarque-Bertv test vyuziva pro testovani nulové hypotézy normality rezidui zndmé
sikmosti a Spicatosti normalniho rozdéleni. Oznac¢ime P dolni trojihelnikovou
matici splitujici PP’ = X, ziskanou Choleského rozkladem. Necht v, = P~17;,

31 — (3117 .. 7/57711),7 kde /b\kl == Z Ukt’ .. ,T, (258)
/52 = (5127 s 7/1)\7712)/7 kde /b\k2 = Z Ukt R (259)

Potom lze ukazat, ze plati

VTh B N(0,61,), VT (by—3,) 2> N(0,241,,), (2.60)
kde 3,, = (3,...,3)" je m-rozmérny vektor. Odtud plyne

v by —3,.) (by — 3,
A = TlTl 2 3m), =T (b, )Qi 2 ) 2 X(m).  (2.61)
Dostavame tedy vyslednou testovou statistiku
/\JB = )\1 + /\2 2) X2(2m) (262)
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2.4 Predpovédi v modelu

2.4.1 Bodovy odhad

Linearni h-krokovou predpovéd y;(h) procesu y;, kterd je optimélni ve smyslu mi-
nimalizace stfedni kvadratické chyby, lze vypocitat podle rekurentniho schématu

w(l) = v+Aw+- o+ Alpn (2.63)
yt<2) = v+ Alyt(l) + Azyt + -+ Apyt_p+2 (264)
ye(h) = v+Auyh—1)+---+ Apy(h —p) (2.65)

Odtud pro VAR(1) proces dostdvame

yi(h) = Ly + A + -+ Al v + Aly,. (2.66)
Tudiz pro VAR(p) proces plati

Yi(h) = (Iyp + A+ -+ A" v + AMY,. (2.67)

Tento tvar pozdéji vyuzijeme k popisu vicekrokové kauzality. Lze také dokazat
(viz [7]), Ze je mozné psat optiméalni linedrni predpovéd ve tvaru

y(h) = p+ Z Dy (2.68)

=0

2.4.2 Intervalovy odhad

Pro urceni intervalového odhadu predpovédi budeme predpokladat, Zze rezidualni
bily Sum wu; je gaussovsky. Vyuzijeme-li vztahu (2.68) a kanonické MA reprezen-
tace procesu y;, obdrzime vyjadieni chyby piredpovédi ve tvaru

h—1
Yern — yi(h) = Z QiU n—i- (2.69)
i=0

Ptitom pro normélné rozdélené hodnoty rezidui u, plati

Navic diky nezavislosti slozek u; dostavame

h—1 h—1
> gy ~ N(0,) 88, )). (2.71)
=0 =0

Oznacime rozptylovou matici predpovédi
h—1
Sy(h) =D ;%,®;. (2.72)
i=0
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Dale vyuzijeme toho, Ze slozky vicerozmérného normalniho rozdéleni maji nor-
malni rozdéleni. Jejich normovanim obdrzime vztah

Yk t+h — ?sz,t(h) -
or(h) N(O, 1), (2.73)

kde yi.(h) je k-ty prvek y:(h) a ox(h) je odmocnina k-tého diagonalniho prvku
matice ¥, (h). Plati tedy

Ykt+h — yk,t(h)
o(h)

kde zq/2 znaci (o/2)-kvantil rozdéleni A (0,1). Odtud plyne, Ze interval spoleh-
livosti pro k-tou slozku h-krokové predpovédi na hladiné vyznamnosti 1 — o ma
meze

P(_za/2 <

< Zapp) =1—a, (2.74)

Yt (h) £ 20/20%(h). (2.75)
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3. Kauzalita v ¢asovych radach

3.1 Grangerova kauzalita

Definice 3.1. Definujeme obecné informacni mnozinu €); jako mnozinu informaci
v ramci jistého sytému dostupnych do ¢asu t € Z. Konkrétné zavedeme informacni
mnozinu 2, = (2,(t) procesu y; jako mnozinu {ys|s < t}. Stejnym zpiisobem
budeme znacit Q,, = {zs,ys | s < t} apod.

Definice 3.2 (Grangerova kauzalita). Necht vy (h|$2;) znaci optimélni linearni
h-krokovou ptredpovéd procesu y; v ¢ase t € Z na zakladé informaci z mnoziny
Q a X,(h|€y) je matice rozptylu pfedpovédi y.(h|€2:). Potom proces z; piusobi
podle Grangera na y; (zna¢ime x — y | £2;), jestlize

£, (1] Q) # 2,1/ 2\ Q). (3.1)

Déle definujeme systém se zpétnou vazbou jako proces slozeny ze dvou podprocest
T; a Y, ve kterém plati x — y |y, a zérovenl y — x | (.

Véta 3.1 (Charakterizace Grangerovy kauzality). Necht w; je m-rozmérny
VAR(p) proces s kanonickou MA reprezentaci ®(z) sloZeny z my-rozmérného pro-
cesu xy a mo-rozmérného procesu y;. Potom plati

T»y|Qy <<= VieN:dy,=0, (3.2)
y%(’E’Qxy < VZ'ENicI)lzﬂ‘:O.

Dikaz. Platnost © = y |y, je z definice mozné vyjadiit podminkou

Ey(1]€y) = 5y (1] Qay). (3.4)
Tento vztah budeme dokazovat ve formé

Y (1]€y) =y (1] Qay), (3.5)
kterd je tvaru (3.4) ekvivalentni (viz [7], str. 42). Kanonickd MA reprezentace
m-rozmérného procesu w; ma tvar

Wy = W + Z (I)iutfh (I)O = [m (36)
i=0

Roznésobenim dostaneme

Ty = p1+ Z Dy Uy + Z Do Ui, (3.7)
i=0 i=1

Yo = 2+ Z Doy Uy p—i + Z Do iUz . (3.8)
i=1 i=0

Podobné diky (2.63) plati

Ye(1]| Qay) = p12 + Z Doy g i + Z Dog iU t—it1, (3.9)
i=1 i=1
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odkud dostavame chybu predpovédi

Yer1 — Ye(1] Qay) = ug 1. (3.10)

Podle Disledku Woldovy véty méa kazdy podproces stacionarniho procesu
svou MA reprezentaci. Muzeme tedy proces y; psat ve tvaru

Yr = M2 + Z Vv, Wo = Iy, (3.11)
i=0
s odpovidajici chybou predpovédi
Yo — Ye(1]€y) = vppr. (3.12)
Rovnost pfedpovédi tak nastava pravé tehdy, kdyz us; = v, pro kazdé t € Z.
Musi tedy platit

Yp = Mo + Z Witg i = o + Z Doy Uy p—i + Z Doy U2 t—i, (3.13)
i=0 i=0 i=1

coz je diky jednoznacnosti kanonické MA reprezentace ekvivalentni rovnostem
$yo; = U, a Pgy; = 0 pro kazdé ¢ € N. Tim je dokdzan prvni vztah, druhy je
mozné dokazat zcela analogicky. O]

Dusledek 3.1. Necht je proces w; definovdn jako v predchozi vété. Potom plati

T Y|Qy <<= Vi<p:Ay,=0, (3.14)
y»x|fy <= Vi<p:Ap;,=0. (3.15)

Diikaz. Dokazeme opét pouze prvni ¢ast. Druha ekvivalence je i v tomto pripadé
analogii prvni. Rozepiseme rovnost (1.10) do rekurentniho schématu

Dy = I, (3.16)
P, = DyA,; (3.17)
Dy = DA+ DyA, (3.18)

kde A; = 0 pro j > p. Vyuzijeme toho, ze z - y |, je ekvivalentni platnosti
®y;; = 0 pro kazdé ¢ € N. Disledek pak plyne z vlastnosti maticového nasobeni
v jednotlivych rovnicich, které nabyvaji vzdy tvaru

STRRRSEY ) ( Cii G2 ) ( Ay Aoy )
’ ’ = ’ ’ ' ’ . 3.20
( 0 o 0 (oo Aoii Asoy ( )

Pro kazdé ¢ € N a obecné nenulové hodnoty (22, tedy plati (9,421 ; = 0. O
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Véta 3.2 (Waldtv test Grangerovy kauzality). Necht y; je m-rozmérny VAR(p)
proces se standardnim rezidudlnim bilym sumem u;. Ddle méjme vhodné zvolenou
(n x m(mp + 1))-rozmérnou matici restrikci C' s hodnosti n umoznugjici testovat
nulovost koeficienti procesu 1y, prostrednictvim hypotézy

Hy:Cb=0 proti H,:Cb #0. (3.21)
Za platnosti nulové hypotézy potom plati
Aw = b CC(Z22) " @ £,)C'Cb B 2(n). (3.22)
Diikaz. Metoda nejmensich ¢tvercti dava odhad
b=((22)"'Z®1,)y. (3.23)
Odtud dosazenim ze vztahu dostavame
b = (22)'Z® 1) (Z' @ I,)b+u) (3.24)
= b+ ((22)'Z® IL,)u (3.25)
Nyni mtizeme prejit ke tvaru
VT(b—b) = VT((Z22")"'Z® I,)u (3.26)
= (ZzZ'/T)'® Jm)i(z ® Ip)u. (3.27)

3

Standardni bily Sum zarucuje (viz [7], Lemma 3.1), ze ZZ'/T konverguje v prav-
dépodobnosti k regularni matici X a plati

1 D
—(Z @ L,)u—=N(0,X®X2,). 3.28

2@ L BNOX 95,) 329

Odtud plyne

(ZZ)T) " @Iy D X' @ Iy (3.29)
Podle maticové varianty Cramér-Sluckého véty méa /T (B — b) asymptoticky
stejné rozdéleni jako vyraz

(X' ]m)%(Z ® L), (3.30)

ktery konverguje v distribuci k normalnimu rozdéleni

NQO, (X' L) (X @3)(XT®1)). (3.31)
Miizeme tedy psat
VT(b—b) B N0, X' ®%,), (3.32)
coz lze upravit do tvaru
VT(Cb — Cb) B N(0,C(X ' %,)C"), (3.33)
ze kterého s pouzitim nulové hypotézy obdrzime
TH'C'[C(X ' @ 2,)C'Ch 2 \2(n). (3.34)

Nahrazenim X a ¥, konzistentnimi odhady ZZ’/T a 5, dostavame pozadovany
tvar testové statistiky. O

Je také mozné vyuzit testovou statistiku Ap = Ay /n spoleéné s kritickymi
hodnotami Fisherova F-rozdéleni o n a T'— mp — 1 stupnich volnosti.
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3.2 Okamzita kauzalita

Definice 3.3. Mezi procesy x; a y; existuje okamZzitd kauzalita, jestlize plati

2,(1] Quy U{ien}) # 2,(1] Q). (3.35)
Nasledujici véta kromé jiného zarucuje symetrii praveé definovaného pojmu.

Véta 3.3 (Charakterizace okamzité kauzality). Necht w; je VAR (p) proces defi-
novany ve Veté[3.1. Potom okamZitd kauzalita mezi x; a y; existuje prdvé tehdy,
kdyZ E(uyus,) # 0.

Dukaz. Rozptylova matice rezidui ¥, je symetrickd a pozitivné definitni. Proto
ji miuZzeme zapsat ve tvaru X, = PP’ kde P je regularni dolni trojuhelnikova
matice s kladnymi prvky na diagonale. Takovou matici mizeme ziskat Choleského
rozkladem. Plati tedy

wy=p+ Y BPPu=p+ Y O, (3.36)
=0 1=0

kde jsme definovali ©; = ®; P a v, = P~'u,. Pfitom zejména O120 = 0 a v je tzv.
ortogondlni bily sum s jednotkovou rozptylovou matici

¥, =P 'S, (PY =1,. (3.37)
Roznasobenim ziskame tvar jednotlivych slozek procesu wy

Tiv1 = 1+ O110V141 + - (3.38)
Yer1 = H2 + O 0V1 141 + O 109441 + -+ - (3.39)

Optimélni jednokrokovou piedpovéd procesu y;
Ye(1| Qay U {z141}) (3.40)
lze také zapsat pomoci bilého Sumu v; jako
yr(11Q, U{v1e41}), (3.41)
coz se diky vztahu (3.39)) rovna
O21,001,441 + Y (1| Qay). (3.42)
Dohromady tedy dostavame, ze rovnost
(1] Qay U{zein}) = 1a(1]€2y) (3.43)
nastava pravé tehdy, kdyz O, o = 0. Plati tedy, Ze matice ©y = P je blokov¢ dia-

gonalni. Odtud plyne, Ze je blokové diagonalni i matice ¥, = PP’, coZ znamena,
7ze prvky uy; a uy, jsou nekorelované a plati E(uy sus ;) = 0. O
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Véta 3.4 (Waldiv test okamzité kauzality). Necht y;, je m-rozmérny gaussov-
sky VAR(p) proces. Zavedeme oznaceni o = vech(X,) pro vektor prvki dolni
trojihelnikové matice rozptylové matice ¥, viz Dodatek[A. 3, a definujeme dupli-
kacni matici D,, vztahem vec(3,) = D,, vech(3,). Ddle oznacime symbolem D,
Moore-Penrosovu pseudoinverzni matici duplikacni matice D,,,. Necht jsou ddny
(n x m(m + 1)/2)-rozmérnd matice restrikci C' s hodnosti n a hypotéza

Hy:Co=0 proti Hy,:Co #0. (3.44)
Potom za platnosti nulové hypotézy plati
Aw = T&' C'[2CD1 (5, ® 5,)D'C71Co B x*(n). (3.45)

Diikaz. Dvojnasobnym derivovanim logaritmické vérohodnostni funkce lze dospét
ke vztahu

VT(G — o) 3 N(0,2D} (S, ® =,)D) (3.46)
(viz [7], str. 93), odkud lze podobné jako v pfipadé testu Grangerovy kauzality
vynasobenim matici C' dospét ke tvaru

VT(Ce — Co) B N(0,2CD1 (S, ® 2,)DH'C. (3.47)

Za platnosti nulové hypotézy miizeme psat
T&'C'[2CD; (S, ® £,)D'C' 7 0 B 2(n). (3.48)
Dosazenim konzistentniho odhadu iu obdrzime pozadovany vysledek. O

3.3 Vicekrokova kauzalita

Definice 3.4 (Vicekrokova kauzalita). VAR(p) proces x; piisobi na y; v horizontu
h na zdkladé € (znacime x KR y| ), jestlize

By, (h]8) # 3, (h| Q0 \ Q). (3.49)
Dalsi vztahy bude nazorngjsi definovat v negované formé. Rikdme, ze VAR(p)
proces x; nepusobi na y; do horizontu h na zdkladé ; (znacime x @ y| ),
jestlize pro kazdé 57 < h plati z A y | €. Situaci, kdy x LR y | pro kazdé h € N
znacime = & y| Q.

Pro procesy slozené pouze ze dvou vektorovych podprocesti nabyva podminka

(3.49) tvaru

Ey(h[€2y) # By (h] Q). (3.50)
Diky vztahu (2.68|) plati
yi(h) = po + Z Doy pyithyi—i + Z Doy prillo i—i, (3.51)
i=0 i=0

odkud s pouzitim Véty plyne

r»y|y, = =z 2 Y| Dy (3.52)

Ve dvourozmérném systému je tedy Grangerova kauzalita ekvivalentni kauzalité
v libovolném horizontu. Ze tomu tak neni obecné v systému s libovolnym poc¢tem
proménnych, ukdzeme pomoci vysledkt publikovanych v ¢lanku [5].
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(h)

Definice 3.5. Definujeme projekcni koeficienty 11, procesu y; vztahem

3‘
H

y(h) = v Hgﬂ +ZH Yiit1- (3.53)

J

I\
o

Pro ilustraci pravé definovaného pojmu uvedme, Ze projekéni koeficienty lze
také vyjadrit pomoci prvnich p fadkd h-té mocniny matice A, kterd podle (|1.5])
prislusi VAR(1) reprezentaci procesu y;. Plati

h
JAM = (... 1), (3.54)
kde J = (I,,,0,...,0) je (m x mp)-rozmérnd matice. Defini¢ni rovnost potom

odpovida rovnosti (2.67) vynasobené zleva matici J. Z této formy zapisu jsou
navic patrné specialni pripady
nv =4, 1P =a, (3.55)

)

Projekéni koeficienty lze vypocitat rekurentné prostfednictvim jednoho ze vzorci

h

Y = M+ > MY (3.56)
§=0

mty = ) + oI, (3.57)

kde klademe A; = 0 pro i > p.

Véta 3.5 (Charakterizace vicekrokové kauzality). Necht w; je m-rozmérny
VAR(p) proces sloZeny z mi-rozmérného procesu xy, mo-rozmérného procesu y;
a mg-rozmerného procesu z,. Potom plati

Ty Q. = Vi<p:I{) =0 (3.58)
Véta ukazuje, ze pokud jsme v dvourozmérném systému charakterizovali vi-
cekrokovou kauzalitu pouze pomoci koeficientt procesu VAR(p), mohli jsme tak

ucinit jen diky vlastnosti (3.52)), ktera je vlastni vyhradné procestim o dvou sloz-
kach.

Véta 3.6. Necht w; je VAR(p) proces definovany ve Vété. Potom z & Y| Qe
plati prave tehdy, kdyz pro kazZdé i < p a kazdé j < h — 1 plati

Ao =0 & o3 ;A1 = 0. (3.59)

Prave vyslovené tvrzeni tika, ze v pripadé procesii o vice nez dvou rozmérech
jiz nelze spoléhat pouze na nulovost prislusnych koeficient procesu wy, ale je
nutné brat v ivahu také tzv. neprimou kauzalitu, umoznénou pritomnosti procesu
2. Tento pojem ilustruje, pro¢ obecné

z ¥ Y| Quy. = = "y Qs (3.60)
Podle Véty [3.5] totiz plati

2"y, = vi<p:1itY =0, (3.61)
x—/ay\Qxyz — Vi<pVj<h: H212:O (3.62)
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Pomoci vzorce (3.57)) miizeme psat

h+1 h h 1
Hglji— ) = H(l) + Hgl?lngl)

h 1 h 1
i1 it H§2?1Hé1),h + Hézz?lnz(n),r (3.63)

Vztah (3.62) pfedchozi rovnost redukuje na tvar

15" = Hg5) 15y (3.64)

Podminka nulovosti Hgﬁ;l) je ekvivalentni nulovosti jednoho ze ¢lenti Hg?l a Héll)l
Ze vztahi

Vi<p:l§),= A, =0 <= 7 2|Q., (3.65)

Vi<p: Hg:;?l =Py =0 <= 2by|Qy (3.66)

je patrna existence neptimé kauzality vyuzivajici proménné z.
Véta 3.7. Necht w; je VAR(p) proces definovany ve Vété[3.5 Potom plati

x(f/i)y | Q. = Vi<pVh<mgp+1: Hg{)l = 0. (3.67)

Vyznam posledni véty spociva v tom, ze popisuje kauzalitu v nekonec¢ném ho-
rizontu pomoci konec¢ného poctu podminek, coz umozinuje provadéni statistickych
testll. S testovanim vicekrokové kauzality jsou vSak spojeny jisté nepiijemnosti,
nebot podminky na koeficienty VAR(p) procesu jsou jiz nelinearni a Walduv test
v urc¢itych pripadech pozbyva svého asymptotického chi-kvadrat rozdéleni. V kni-
ze [7] je uveden postup, ve kterém je tento nedostatek odstranén tim, Ze se do
testové statistiky pridava ndhodna veli¢ina s norméalnim rozdélenim. Jiny postup
je navrzen v ¢lanku [3].
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4. Empiricka analyza trznich dat

V této kapitole budeme prezentovat vysledky testt Grangerovy kauzality na re-
alnych trznich datech. Pro praktické testovani Grangerovy kauzality je nutné
nejdiive vybudovat vhodny model. Bude zde tedy ilustrovana i jeho konstrukce
a diagnostika. Veskeré vystupy jsou ziskany pomoci vlastni implementace prislus-
nych testovacich procedur v programu Mathematica. Tyto materidly jsou k praci
prilozeny jako priloha.

4.1 Analyza vlivu indexu volatility VDAX na
akciovy index PX

Jako prvni budeme testovat ptisobeni indexu volatility némecké burzy VDAX na
vyvoj hodnot ceského akciového indexu PX.E] Index VDAX méii implikovanou
volatilitu indexu DAX. Je vypocitavan pomoci Black-Scholesova vzorce na za-
kladé cen opci, jejichz podkladovym aktivem je index DAX. Akciové indexy DAX
resp. PX zachycuji hospodatsky vyvoj mezi nejvyznamnéjsimi spole¢nostmi, je-
jichz akcie jsou obchodovany na némeckém resp. ¢eském akciovém trhu. Testy
budeme provadét na dennich hodnotach indexti za obdobi 1.7.2010-30. 6. 2011,
ziskanych z databaze programu Mathematica a webovych stranek Burzy cennych
papirt Praha.

Dvourozmérnou ¢asovou fadu slozenou z pozorovanych hodnot VDAX a PX
(viz Obrazek pred samotnou konstrukci modelu prevedeme do stacionarni
podoby. Toho docilime pouzitim diferenci logaritmt hodnot ptivodni ¢asové fady.
Takto ziskanou fadu budeme znacit y;.
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Obrazek 4.1: Puvodni data: vlevo VDAX, vpravo PX

Nejprve je nutné urcit fad modelu. Provedeme test zalozeny na vérohodnost-
nim pomeéru. Jako maximalni ¥ad modelu zvolime p,, = 5. Prvni nulovou hypoté-
zou, kterou je na zakladé obdrzenych vysledku (viz Tabulka mozné zamitnout
na pétiprocentni hladiné vyznamnosti, je Hy(5). Kritickd hodnota je pro vSechny
ptipady rovna 9,488. Test tedy urcuje jako optimalni model VAR(1). Ke stejnému
zavéru dospéjeme i na zdkladé informacnich kritérii AIC, HQ a FPE (viz Tabul-
ka . Budeme proto pracovat s modelem VAR(1) a hodnotami yy, . .., yr, kde
T = 248 v souladu se znacenim . Délka casové fady odpovida poc¢tu vsednich

1zakladni informace a data viz http://www.deutsche-boerse.com a http://www.bcpp.cz/
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dnti ve sledovaném obdobi, kdy se obchoduje zaroven na prazské i frankfurtské

burze.

Parametry modelu VAR(1) odhadneme metodou nejmensich étverct

—0,221
—0,195 |-

Rad AR AIC  BIC HQ FPE

0 — 15,784 -15,784 -15,784 1410x10~"
1 13,848  -15,808 -15,751 -15,785 1,386x 1077
2 5913  -15,800 -15,685 -15,753 1,398 x 1077
3 1,280  -15,772 -15,600 -15,703 1,437x1077
4 1,026  -15,744 -15514 -15,651 1,478x1077
5 1,186  -15,716 -15429 -15,600 1,520%10~7

Tabulka 4.1: Odhad fd4du modelu

5_ ( —0.002
—\ 0,000

)

A)

Provedeme i odhad rozptylové matice rezidui

iu:(

2,368

—0,202

—0,202 _3
0.075 ) x 1077,

[ 0,002
—\ —0,039

(4.1)

(4.2)

Odhadnuty proces y; je staciondrni, nebot jediné dva koteny —4,314 a 25,841 po-
lynomu I, — A,z maji absolutni hodnotu vétsi nez jedna. Bartlettova aproximace
znazorniuje vsechny kombinace korelaci U; ¢ a ;¢ pro i, j < 2, h < 10 (viz Obrazek

4.6). V tomto piipadé neni patrnd zadna statisticky vyznamné korelace.

cor (Og g, Up pyy)

0.4
o2
0.0 — 5 h
—020
04l —

0 2 4 6 10

cor (U, Oy pyt)

0.4 —
o2
0.0 e ® . o s * h
02l
-0.4" : : :

0 2 4 6 10

0.4

02+

0.0

-0.2+

—0.40

0.4

0.2+

0.0

-0.2¢

-04*-

cor (Uy, Uppy)

Obrazek 4.2: Bartlettova aproximace
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Provedené pozorovani ovéirime nejprve pomoci portmanteau testu nulové au-
tokorelovanosti rezidui do zpozdéni h = 16 = +/T. Hodnota testové statistiky je
v tomto pripadé 47,184 a neprevysSuje tak kritickou hodnotu 79,082 odpovidaji-
ci pétiprocentni hladiné vyznamnosti. Déale provedeme Breusch-Godfreytv test
(viz Tabulka pro prvnich pét hodnot zpozdéni h. Ani tento test na hladiné
vyznamnosti 5 % nulovou hypotézu nekorelovanosti rezidui nezamita. Budeme ta-
ké testovat normalitu rezidui pomoci Jarque-Berova testu. Vysledna p-hodnota
0,649 ukazuje, ze ani hypotézu nenormality rezidui nelze zamitnout.

ABG Xg 95 AR Fo05
6,040 9,488 1,501 2,390
14,644 15,507 1,833 1,958
16,564 21,026 1,376 1,773
18,253 26,296 1,130 1,665
20,606 31,410 1,017 1,593

O W N =S

Tabulka 4.2: Breusch-Godfreytuv test

Bodovou a intervalovou predpovéd zndzornime v grafu spolu s poslednimi
tficeti hodnotami upravené casové fady a tfemi jejimi nasledujicimi hodnotami,
které do ptivodniho modelu nebyly zahrnuty (viz Obrazek {4.3).

0.02
0.10¢

0.05

001

-0.05}
-0.10+}

-0.01

-0.02*-

Obrazek 4.3: Predikce budoucich hodnot: vlevo VDAX, vpravo PX; svétle redlna
data, plné bodovy odhad, ¢arkované intervalovy odhad (a = 0,05)

Waldovy testy ukazuji, ze VDAX piisobi podle Grangera na PX (p-hodnota
0,003). Déle bylo zjisténo, Ze existuje okamzitd kauzalita mezi VDAX a PX
(p-hodnota 1,242x107!1). Mizeme tedy ucinit zavér, Ze sou¢asna hodnota inde-
xu volatility VDAX obsahuje s vysokou pravdépodobnosti informaci, kterd mutze
zlepsit odhad budoucich hodnot indexu PX. Na tomto misté je vhodné zminit,
ze podobného vysledu lze dosahnout pri zkoumani zavislosti PX prfimo na DAX
(p-hodnota 0,001) pouzitim modelu VAR(2).
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4.2 Analyza vlivu ukazatele P/C CBOE na ak-
ciovy index S&P 500

Druhym pfikladem je test vlivu trzniho ukazatele P/C CBOE (put/call ratio),
udévajiciho pomeér po¢tu obchodovanych put a call opci na americké burze CBOE
(Chicago Board Options Exchange), na akciovy index S&P 500 (Standard & Po-
or’s 500)EI Pokud je ukazatel P/C CBOE kladny, je vétsi zdjem o opce put,
zajistujici prdvo v budoucnu prodat podkladové aktivum za pevné stanovenou
cenu. Odtud je mozné usuzovat, ze investori predpokladaji pokles cen na trhu.
Akciovy index S&P 500 odrazi vyvoj cen akcii vybranych péti set prednich kor-
poraci obchodovanych na hlavnich americkych akciovych burzach. Pro testovani
pouzijeme denni data za obdobi 1.1.2011-30.6.2011, ziskand z databéaze pro-
gramu Mathematica a webovych stranek CBOE.

Pro splnéni podminky stacionarity nejprve transformujeme dvourozmeérnou
¢asovou Fadu slozenou z hodnot P/C CBOE a S&P 500 (viz Obrazek [4.4)) pomoci

prvnich diferenci logaritmi.

1360 |
1340
1320 ¢
1300 1
1280 1

éO 410 éO 86 160 léO ! 20 40 60 80 100 120
Obrézek 4.4: Ptvodni data: vlevo P/C CBOE, vpravo S&P 500

Na zékladé vysledki testu zaloZzeného na vérohodnostnim poméru (viz Ta-
bulka 1ze urcit jako optimalni model VAR(3). Kritickd hodnota odpovidajici
pétiprocentni hladiné vyznamnosti je rovna 9,488. Stejny fad mtzeme zvolit ta-
ké na zakladé hodnot informacnich kritérii AIC, HQ a FPE (viz Tabulka .
Kritérium FPE vyhodnotilo jako optimalni fad modelu p = 1. Déle tedy budeme
uvazovat model VAR(3) spolu s pfislusnymi hodnotami y_o, ..., yr, kde T' = 121,
viz znaceni . Hodnoty y_o,y_1 a yy vyuzijeme pouze pro vypocet prvnich tii
hodnot v modelu VAR(3).

Rad ALR AIC BIC HQ FPE

0 —  -13,696 -13,696 -13,696 11,659x10~7
1 24,825  -13,837 -13,743 -13,799 10,122x10°"7
2 8,733  -13,843 -13,655 -13,767 10,061x10~7
3 17,940  -13,927 -13,645 -13,812 9.256x1077
4 4,910 -13,901 -13,526 -13,749 9,502x 1077
5 3,187  -13,860 -13,393 -13,671 9,899x10~7

Tabulka 4.3: Odhad fadu modelu

2zskladni informace a data viz http://www.cboe.com a http://www.standardandpoors.com

25



Koeficienty modelu VAR(3) odhadnuté metodou nejmensich ¢tverct nabyvaji

hodnot
(0,003 ~ ( —0,384 —0,070
v ( 0,000 ) A= ( —0,014 —0,076 ) ’ (4:3)
n —0,276 0,447 ~ [ 0010 4,568
A = < —0,002 —0,185 ) A= ( —0,014 —0,076 > ' (44)

Odhad rozptylové matice rezidui nabyva tvaru

« [ 16,558 —0,464 L
S, = ( 0464 0.063 ) x 1073, (4.5)

Odhadnuty proces y; je stacionarni, nebot polynom I, — /Allz — A\222 — 1/4\323 ma
koreny
—1,222+0,937:, —0,177+ 1,491, 1,115 4 1,348q, (4.6)

jejichz prevracené hodnoty lezi uvnitt jednotkového kruhu v komplexni roviné

(viz Obrézek [4.5).

10 7777

05

0.0

_05 L

—1.0’\w“‘\““““\““\’
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Obrazek 4.5: Prevracené hodnoty kofenii polynomu /5 — ;1\12 — A\QZZ — 121\323

Bartlettova aproximace (viz Obrézek naznacuje, ze nedochazi k statisticky
vyznamné autokorelaci rezidui. Pro testovani autokorelovanosti rezidui pro vyssi
pocet zpozdéni pouzijeme portmanteau test, kde volime h = 11 = /T. Vysled-
néd p-hodnota testu je 0,730. Pro prvnich pét hodnot zpozdéni h pak pouzijeme
Breusch-Godfreyv test (viz Tabulka[d.4). Ani jeden z testii tedy na pétiprocentni
hladiné vyznamnosti nezamita nulovou hypotézu nekorelovanosti rezidui. Stejné
tak nelze na této hladiné zamitnout nulovou hypotézu nenormality rezidui, nebot
hodnota testové statistiky 6,013 nepiekracuje kritickou hodnotu 9,488. Predpovi-
daci schopnosti modelu posoudime sestrojenim bodového a intervalového odhadu
a jejich porovnanim s tfemi dodateénymi hodnotami upravené ¢asové fady (viz
Obrazek [4.7)).

Waldiv test ukézal, ze P/C CBOE pitsobi podle Grangera na S&P 500
(p-hodnota 0,027). Navic bylo zjisténo, ze i S&P 500 pusobi podle Grangera na
P/C CBOE (p-hodnota 0,045). Déle byla zjisténa okamzita kauzalita mezi P/C
CBOE a S&P 500 (p-hodnota 5,495 x107°).
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cor (U, Up pye) cor (Ony, Uppyy)
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Obrazek 4.6: Bartlettova aproximace
h ABG X0.95 AR Fo05
1 5,487 9,488 1,290 2,412
2 9,860 15,507 1,166 1,981
3 11,633 21,026 0,908 1,798
4 16,210 26,296 0,946 1,692
5 21,999 31,410 1,036 1,622
Tabulka 4.4: Breusch-Godfreytv test
04y
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Obrézek 4.7: Predikce budoucich hodnot: vlevo P/C CBOE, vpravo S&P 500;
svétle redlnd data, plné bodovy odhad, ¢arkované intervalovy odhad (o = 0,05)
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Z.avér

Vyuziti modeldt VAR(p) poskytuje nejen prostiedi pro souc¢asné zkouméani vétsi-
ho poc¢tu autoregresnich modelt, ale oproti jednorozmérnym modelim AR(p)
umoznuje navic zachytit vzajemné ptisobeni mezi jednotlivymi slozkami viceroz-
meérné casové fady. V této praci jsme shrnuli zdkladni poznatky tykajici se tohoto
pusobeni.

Pro vysSettovani kauzality bylo nejprve nutné vybudovat vhodny model. Po-
psali jsme proto obecnou konstrukci vektorovych autoregresnich modelt. Uvedli
jsme metody pro urceni fadu modelu, odhad jeho koeficientt i ovéreni adekvat-
nosti jeho pouziti. Nasledné jsme samostatné naprogramovali popsané metody
v programu Mathematica.

Prakticka implementace testovacich procedur vedle detailnéjsitho popisu jed-
notlivych mechanizmt umoziuje aplikovat prezentované vysledky na realna data.
V této praci jsme zkoumali vliv dvou ukazatel trhu na vyvoj hodnot akciovych
indexti. Testy jsme provadeéli s vyuzitim aktualnich dennich trznich dat.

Vysledkem prvni aplikace testi Grangerovy kauzality je pomérné prikazny
vliv o¢ekavané volatility na némeckém trhu, vyjadiené indexem volatility VDAX,
na hlavni akciovy index prazské burzy PX. Pro modelovani byl na zékladé identifi-
kacnich procedur zvolen model VAR(1) a zadny z diagnostickych test neprokazal,
ze by se jednalo o nevhodnou volbu.

Druhym vysledkem je zjistény vliv poméru obchodovanych put a call opci na
chicagské burze na vyvoj amerického akciového indexu S&P 500. V tomto pripadé
bylo dokonce zjisténo, Ze se jedna o ptisobeni obousmérné. Také zde bylo pouziti
modelu VAR(3) v souladu s identifika¢nimi a diagnostickymi metodami.

Problematika kauzality ve vicerozmérnych casovych fadach je stale zivym té-
matem. V poslednich letech se objevuji nejen rizné varianty test vicekrokové
kauzality (viz [3] a [7]), ale kuptikladu také tzv. miry kauzality, umoziiujici inten-
zitu kauzality vycislit (viz [4]).
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A. Dodatek

A.1 Kroneckeruv soucdin

Kroneckertiv souc¢in matic A a B je definovan vztahem

a1 . A1y (lllB e alnB
A® B = S ® B = Do . (A.1)

Am1 " Amn amlB T amnB

Pro matice A, B, C' vhodnych rozméru plati

(A B) = AeB (A.2)
(A B)™ = A'e®B™! (A.3)
(A B)(C® D) = AC® BD (A.4)
vec(ABC) = (C'"® A)vec(B), (A.5)
pokud existuji prislusné inverzni matice.
A.2 Operatory vec a vech
Operator vec seskupuje po sloupcich prvky matice do jednoho vektoru.
an
am1
a12
ayjp a2 ... Qip .
vec(A) = vec : oo = ' (A.6)
am2
m1 Am2 - Qmp
A1n
amn

Operator vech seskupuje po sloupcich pouze prvky matice na hlavni diagonale
a pod ni. Pouziva se zejména pro symetrické matice.

a1
ai ) ) ) Am1
99 . . 929
vech(A) = vech = , (A7)
Am1 Am2 *°° Qmm Am2
a'mm
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Seznam pouzitého znaceni

— Grangerova kauzalita

LN kauzalita v horizontu A

% absence kauzality do horizontu h

! transpozice matice

® Kroneckertiv souc¢in matic

vec vektor sloupcti matice

vech vektor sloupcti dolni trojuhelnikové matice

tr stopa matice

det, | - | determinant matice

log prirozeny logaritmus

i vektorovy autoregresni proces (s vyjimkou prvni kapitoly)

Uy rezidudlni bily Sum procesu y; (s vyjimkou prvni kapitoly)

A v koeficienty procesu y;

D, 1 koeficienty kanonické MA reprezentace procesu y;

th) projekéni koeficienty procesu

B matice koeficientt (v, Ay, ..., A,) procesu y;

b vektor koeficient vec(B) procesu y;

A matice koeficienti VAR(1) reprezentace procesu y;

yi(h) optimélni linearni h-krokova predpovéd procesu y; v Case t

Y, (h) rozptylova matice h-krokové predpovédi procesu y;

2y rozptylova matice procesu

DI rozptylova matice rezidui u; procesu y; (s vyjimkou prvni kapitoly)
S odhad ¥, metodou nejmensich ¢tverct (obecné znaceni)

S odhad ¥, metodou maximalni vérohodnosti (obecné znaceni)

r, autokovarianc¢ni funkce procesu y;

R, autokorelacni funkce procesu y;

Q, obecné informaéni mnozina

Qyy informa¢ni mnoZina procesu se slozkami x; a y; (obecné znaceni)
LA konvergence v pravdépodobnosti

2 konvergence v distribuci

~ pravdépodobnostni rozdéleni

~ priblizné pravdépodobnostni rozdéleni

= priblizna rovnost

N(p,X) vicerozmérné normalni rozdéleni s parametry p a X

x%(n) chi-kvadrat rozdéleni s n stupni volnosti

F(n,m) Fisherovo F-rozdéleni s n a m stupni volnosti

2o a-kvantil normovaného norméalniho rozdéleni

X3 w a-kvantil chi-kvadrat rozdéleni (pocet stupiiti volnosti dle kontextu)
Fi_a a-kvantil Fisherova F-rozdéleni (poc¢ty stupiiti volnosti dle kontextu)

31



Priloha

Analyza trznich dat v programu Mathematica.
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