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1.2 Lineárńı separabilita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Úvod

0.1 Motivace

V současné době existuje již řada nástroj̊u pro optické rozpoznáváńı textu,
nicméně drtivá většina těchto programů je přistupná pouze komerčně a bez
otevřeného zdrojového kódu. Encyklopedie Wikipedia [9] uvád́ı seznam 30
programů zaměřených na optické rozpoznávańı textu. Ze všech uvedených
nástroj̊u, o kterých lze zjistit bližš́ı informace a nejsou pouze nadstavbou nebo
rozhrańım k jiným programům, jsou v tomto seznamu jen čtyři s otevřeným
zdrojovým kódem: CuneiForm [10], GOCR [11], OCrad [12] a Tesseract [13].
CuneiForm je specializovaný pro rozpoznáváńı tǐstěných text̊u a nerozeznává
ručně psaný text. GOCR je určen pouze pro rozpoznáváńı tǐstěných znak̊u
z rodiny sans-serif. OCrad rozpoznává tǐstěné znaky extrakćı charakteristik
a vyhledáváńım ve své databázi tǐstěných symbol̊u. Tesseract ve verzi 2
(stabilńı verze v době tvorby této práce) nepracoval s jiným než pouze řádkově
strukturovaným vstupem. Většinou se tedy aplikace zabývaj́ı pouze zpracováńım
tǐstěného textu a to předevš́ım v řádkové struktuře.

Tématem této práce je prozkoumat a implementovat metody pro segmentaci
a rozpoznáńı ručně psaných matematických výraz̊u. Ćılem práce je udělat prvńı
krok pro vytvořeńı aplikace, převáděj́ıćı ručně psané matematické rovnice do
typografického formátu. T́ım se rozumı́ návrh a implementace postup̊u pro
zpracováńı a segmentaci obrazu a rozpoznáńı ručně psaných symbol̊u.

Tato práce se nezabývá samotným převodem do typografického formátu, ale
př́ıpravou dat pro tento proces a výsledná aplikace demonstruje své schopnosti
převodem matematických výraz̊u do vektorového formátu.

Prvńı fáźı této př́ıpravy je segmentace znak̊u z obrazu textu zaznamenaného
např́ıklad fotoaparátem, skenerem nebo elektronickou tužkou na tabletu. Tento
proces je výpočetně náročný, algoritmy pracuj́ı nad velkým množstv́ım dat
v podobě bitmap s vysokým rozlǐseńım a počet d́ılč́ıch krok̊u postupně
zpracovávaj́ıch obraz je veliký. Důvodem je snaha dobře segmentovat nejen čisté
záznamy z tablet̊u a elektronické tužky, ale i data méně ostrá a méně konstratńı
zachycená např́ıklad kompaktńım fotoaparátem.

Druhou fáźı je rozpoznáváńı jednotlivých znak̊u. Pro rozpoznáváńı jsou
použity konvolučńı neuronové śıtě, protože dosahuj́ı velmi dobrých výsledk̊u při
rozpoznáváńı textu. Nicméně konvolučńı neuronové śıtě neměly být zpočátku
v této práci použity. Prvńım konceptem bylo použit́ı pouze plně zapojených
dopředných śıt́ı spolu s algoritmy pro extrakci charakteristik symbol̊u, podle
kterých měla śıt’ znaky rozpoznávat. Tato koncepce však nepodávala přesvědčivé
výsledky a proto byla použita ověřená metoda.

0.2 Neuronová śıt’

Za umělou neuronovou śıt’ se obecně považuje struktura vzájemně propojených
prvk̊u, neuron̊u. Tento koncept je inspirovaný studiem biologického nervového
systému.
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Neuron, obdobně jako jeho biologická předloha, je funčńı prvek tvořený
vstupem (dendrit), tělem (soma) a výstupem (axon). Základńı funkćı neuronu
je reakce na vněǰśı podněty přicházej́ıćı vstupy a přenos reakce výstupem dál.

Stejně jako biologické neuronové śıtě, jsou umělé neuronové śıtě velmi
výkonným systémem. Hlavńı funkćı neuronové śıtě je reagovat výstupem na
předložený vzor. Přitom pod pojmem předložený vzor, stejně jako pod pojmem
výstup, je možno si představit široké spektrum objekt̊u. Může se jednat o vstup
matematické funkce a výstupem může být jej́ı aproximace, nebo mohou být śıti
předložena data o trhu, počaśı a pod. a od śıtě je pak požadována předpověd’ na
základě historického vývoje.

0.3 Klasifikátor

Klasifikace, lze ř́ıci tř́ıděńı, škatulkováńı, rozpoznáváńı, je člověku vlastńı a
běžná činnost, kterou už́ıvá denně. Je tak samozřejmá, že o ńı člověk zř́ıdkakdy
přemýšĺı. Právě ted’, s každým řádkem, který čtenář tohoto textu čte, jeho
mozek rozpoznává ṕısmena, slabiky a slova. Člověk běžně poznává mı́sta, kde
byl, byt’ během času došlo k jejich změně, poznává osoby, byt’ se stárnut́ım,
usilovným cvičeńım či plastickými operacemi měńı jejich vzhled, poznává zvuky
nebo hlasy, které již někdy slyšel, byt’ se s časem měńı jak tyto zvuky a hlasy, tak i
citlivost smysl̊u posluchače. Vstupem jsou v tomto př́ıpadě vjemy lidských smysl̊u,
předzpracované orgány a rozpoznané velkou neuronovou śıt́ı, lidským mozkem.

Toto ale nejsou schopnosti, se kterými se člověk rod́ı. Jsou to dovednosti, které
si každý jednotlivý člověk dlouho osvojuje, kterým se velmi dlouho uč́ı. Učeńı je
přitom významná schopnost, která je od klasifikátoru vyžadována. Stejně jako
děti listuj́ı slabikáři a obrazkovými kńıžkami a uč́ı se rozpoznávat barvy, zv́ı̌rata
a věci, tak i od klasifikátoru je požadováno, aby se učil. Aby na základě informaćı
o tom, zda předložený vzor rozpoznal nebo ne, modifikoval své postupy.

Daľśı významnou vlastnost́ı lidského mozku je schopnost generalizovat a
zobecňovat. Je to schopnost rozpoznat nejen identické kopie naučených vzor̊u, ale
i vzory jim podobné. Tak, jako člověk umı́ rozeznat např. tvář, kterou předt́ım
viděl jen na fotce. Tak, jako je člověk schopen č́ıst text napsaný r̊uznými druhy
(typy, fonty) ṕısma, i když se ve škole učil jen jeden druh. To je schopnost, kterou
by klasifikátor měl mı́t. Nemůže být schopen rozpoznávat jen identické vzory,
nebot’ právě schopnost učeńı, zobecňovámı́, tedy určitá úroveň inteligence, je to,
co je od klasifikátoru hlavně požadováno.

Zásadńım požadavkem při navrhováńı, tvorbě, klasifikátoru je možnost jeho
praktického sestrojeńı a už́ıváńı na dostupných prostředćıch. Např́ıklad klasifikace
deseti r̊uzných vzor̊u (geometrických tvar̊u, ṕısmen, znak̊u, značek, atd.) na
pixelové mapě o velikosti 32 na 32 poĺı s 256 barvami. Celkový počet všech
možných podob takové mapy je doslova astronomický: (32 · 32)256 ≈ 4, 3 · 10770.
Na uložeńı jedné mapy je potřeba 256 B, na uložeńı všech map tedy v́ıce než
1.075 · 10761 GB , což je na osobńım poč́ıtači nemožné. Proto je třeba nalézt
efektivněǰśı nástroje a tato bakalářská práce se zabývá použit́ım neuronových
śıt́ıch jako klasifikátoru.
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1. Struktura neuronu a

neuronové śıtě

1.1 Neuron

Neuron je základńı funkčńı prvek umělé neuronové śıtě. Jeho předlohou je
biologický neuron. Z tohoto pohledu nejpodstatněǰśı část́ı biologického neuronu
jsou dendrit, soma, axon a synapse. Dendrity jsou dostředivé, většinou relativně
krátké, výběžky neuronu, které nepř́ımo přij́ımaj́ı a přenášej́ı vzruchy od jiných
neuron̊u do vlastńıho těla (soma) neuronu. Axon je naopak relativně dlouhý
odstředivý výběžek vycházej́ıćı z těla neuronu. Samotné spojeńı mezi neurony
je zajǐstěno synapsemi, které bez kontaktu a na chemické bázi přenášej́ı vzruchy.

Zjednodušeně řečeno, funkćı biologického neuronu jako celku je tlumit nebo
zesilovat signály, které přicházej́ı dendrity nebo př́ımo do samotného soma a
vyśılat je daľśım neuron̊um axonem. Neurony můžeme dle podoby a struktury
rozdělit do tř́ı skupin. Jedná se o unipolárńı, bipolárńı a multipolárńı neurony.
Všechny typy neuron̊u maj́ı právě jeden axon a soma, unipolárńı neuron je
specifický absenćı dendrit̊u, bipolárńı má pouze jeden dendrit, multipolárńı pak
maj́ı v́ıce dendrit̊u. Čili do neuronu přicházej́ı dendrity r̊uzné vzruchy od r̊uzných
neuron̊u a odcháźı právě jeden vzruch jedńım axonem, může být ale přenesen do
libovolného počtu neuron̊u synapsemi.

Umělý neuron můžeme definovat jako matematickou funkci o n proměnných
a n parametrech následovně:

s =
n

∑

i=0

xi · wi (1.1)

y =

{

1 pro s ≥ 0;
0 pro s < 0.

(1.2)

Např́ıklad pro n = 2 se při výpočtu výstupu neuronu fakticky nejprve poč́ıtá
skalárńı součet dvou dvourozměrných vektor̊u a následně porovnává úhel, který
navzájem sv́ıraj́ı. Množinu bod̊u v rovině lze správným nastaveńım vah neuronu
rozdělit na dvě disjunktńı množiny. Omezeńım v tomto př́ıpadě je, že děĺıćı př́ımka
muśı procházet středem souřadného systému, protože váhy neuronu určuj́ı vektor
s počátkem právě v tomto středu. Aby bylo eliminováno toto omezeńı, je nutno
upravit definici neuronu následovně.

s =
n

∑

i=0

(xi · wi) + θ (1.3)

y =

{

1 pro s ≥ 0;
0 pro s < 0.

(1.4)

Do definice neuronu je přidán tzv. práh, ten umožňuje posunout děĺıćı př́ımku
ze středu roviny. Pro ilustraci, je-li úkolem rozdělit body [2,4], [4,2] a [5,5] tak,
aby body [2,4], [4,2] ležely v jedné polorovině a bod [5,5] ve druhé, je vidět, že
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př́ımka procházej́ıćı středem souřadného systému to neumožňuje, ale pro neuron
kde w1 = 1, w2 = 1, p = −8, neuron body správně rozděĺı.

Definici lze ještě trochu zobecnit a zjednodušit sjednoceńım vstup̊u a prahu,
aby se zjednodušil proces učeńı. Mı́sto prahu se přidá neuronu daľśı vstup se
stabilńı hodnotou jedna a k němu př́ıslušná váha. Na rozd́ıl od změny prahu
při učeńı se tedy bude v neuronu měnit o jednu váhu nav́ıc. A tak skokovou
přenosovou funkci lze nahradit libovolnou funkci jedné proměnné. Obecná podoba
neuronu vypadá takhle.

Obrázek 1.1:

x0 · w0
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+ // ϕ // y

xn+1 · wn+1

77ppppppppppppp

y = ϕ(
n+1
∑

i=0

(xi · wi)) (1.5)

Definice 1

• Necht’ ~x = (x1, .., xn+1) je vstupńı vektor neuronu, pak ~x = (x0 =
1, x1, .., xn+1) je rozš́ıřený vstupńı vektor neuronu, kde každé xi ∈ R.

• Necht’ ~w = (w1, .., wn+1) je váhový vektor neuronu, pak ~w = (w0, w1, .., wn+1)
je rozš́ıřený váhový vektor neuronu, kde každé wi ∈ R.

• Formálńı neuron (obrázek 1.1, výraz (1.5)) je výpočetńı jednotka, jej́ı̌z vstup
je rozš́ıřený váhový vektor a jej́ı̌z výstup se poč́ıtá podle rovnice 1.5.

• Perceptron (výraz (1.3), výraz (1.4)) je speciálńı př́ıpad formálńıho neuronu,
kde w0 = −θ a přenosová funkce ϕ je rovna výrazu (1.4).
(podle [2])

1.2 Lineárńı separabilita

Výše popsaný model neuronu lze jako výpočetńı jednotku použ́ıt např́ıklad
pro zpracováńı jednoduchých logických funkćı. Pro váhy ~w = (−2, 1, 1) a výše
popsanou skokovou přenosovou funkci neuron řeš́ı funkci AND, pro váhy ~w =
(−1, 1, 1) pak funkci OR.
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Tabulka 1.1:

AND

x0 x1 x2 w0 w1 w2 s =
1 0 0 −2 1 1 −2 0
1 0 1 −2 1 1 −1 0
1 1 0 −2 1 1 −1 0
1 1 1 −2 1 1 0 1

Tabulka 1.2:

OR

x0 x1 x2 w0 w1 w2 s =
1 0 0 −1 1 1 −1 0
1 0 1 −1 1 1 0 1
1 1 0 −1 1 1 0 1
1 1 1 −1 1 1 1 1

Pokud by se podobným zp̊usobem řešila logická funkce XOR, nebylo by možné
nalézt řešeńı. Problémem je tzv. lineárńı separabilita. Pokud jsou vstupńı hodnoty
funkce XOR chápany jako souřadnice bod̊u v rovině a jejich př́ıslušnost k množině
dělené neuronem je označována hodnotou funkce XOR, patř́ı body [0,1] a [1,0]
do množiny označené 1 a body [0,0] a [1,1] do množiny označené 0. Je zřejmé, že
tyto čtyři body neńı možné jednou př́ımkou rozdělit do zadaných množin (oddělit
př́ımkou) a tedy neńı možné tuto úlohu řešit jedńım výše definovaným neuronem.

Obrázek 1.2:

x

y

[0, 0]

[0, 1]

[1, 0]

[1, 1]

Pro řešeńı úlohy je vhodné nejprve ji rozdělit na d́ılč́ı části zvládnutelné
samostatnými neurony. Spojeńım neuron̊u pak vytvořit śıt’ řeš́ıćı daný problém.

Prvńı neuron bude reagovat na vstup [0,0] výstupem 0 a výstupem 1 na zbylé
vstupy. Druhý neuron bude reagovat na vstup [1,1] obdobně. Pro vstupy [0,1] a
[1,0] tedy budou oba neurony reagovat výstupem 1, naopak pro vstupy [0,0] a
[1,1] bude vždy alespoň jeden neuron reagovat výstupem 0. Do třet́ıho neuronu
proto jako vstupy budou zapojeny výstupy obou těchto neuron̊u a váhy budou
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nastaveny stejně jako při řešeńı logické funkce AND. Je vidět, že śıt’ řeš́ı logickou
funkci XOR.

Obrázek 1.3:

x

y

[0, 0]

[0, 1]

[1, 0]

[1, 1]

1.3 Neuronová śıt’

Po seznámeńı se s jednoduchým neuronem a problémem lineárńı separability
je zřejmé, že pro praktické použit́ı je potřeba silněǰśıho nástroje než jednotlivého
neuronu. Proto se neurony využij́ı jako základńı stavebńı jednotka a jejich
spojeńım se bude tvořit neuronová śıt’.

Definice 2

Neuronová śıt’ je čtveřice (I, O, N, E), kde I ⊂ N je vstupńı vrstva nebo-li
vstupńı vektor śıtě, O ⊂ N je výstupńı vrstva śıtě neboli výstupńı vektor śıtě, N
jsou výpočetńı jednotky (formálńı neurony) a E je množina orientovaných hran.
Orientovaná hrana je trojice (u, v, w), kde u ∈ I ∪N , v ∈ O ∪N a w ∈ R.
(podle [2])

Definice 3

Dopředná neuronová śıt’ je neuronová śıt’ jej́ı̌z výpočetńı jednotky lze rozdělit do n

disjunktńıch množin N0, . . . , Nn−1 takových, že
n−1
⋃

i=0

Ni = N . A pro všechny hrany

(u, v, w) ∈ E, u ∈ Ni ⇒ v ∈ Ni+1, I = N0, O = Nn−1.

Definice 4

Plně zapojená neuronová śıt’ je dopředná neuronová śıt’, v ńı̌z pro každou dvojici
vrstev Ni, Ni+1 a pro všechny dvojice neuron̊u ui ∈ Ni, ui+1 ∈ Ni+1 existuje hrana
(ui, ui+1) ∈ E.

Definice dopředné neuronové śıtě odpov́ıdá jednoduché śıti, která je uvedena
jako př́ıklad u logické funkce XOR. Je to zároveň typ śıtě, kterým se dále tato
práce zabývá, zejména pak učeńım a podrobněǰśı strukturou zapojeńı vrstev a
neuron̊u.

1.3.1 Výpočet výstupu neuronové śıtě

Algoritmus výpočtu výstupu dopředné neuronové śıtě (I, O, N, E) pro vzor ~x.
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Algoritmus 1

1. Pro prvńı vrstvu N0 a jej́ı výstupy plat́ı ~y0 = ~x.
2. Pro i ∈ 1 . . . n, kde n je počet vrstev. Pro j ∈ 0 . . . h, kde h = |Ni|.

si,j = w0 +
∑

(Ni−1,k,Ni,j ,w)∈E

(yi−1,k · w)

yi,j = ϕ(si,j)

Pro zjednodušeńı zápisu a implementace dopředných neuronových śıt́ı se
obvykle v každé vrstvě vytvoř́ı jeden neuron bez vstup̊u, jehož stálým výstupem
je hodnota 1 a do tohoto prahového neuronu se zapoj́ı všechny neurony následuj́ıćı
vrstvy.
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2. Algoritmy učeńı neuronu a

neuronové śıtě

2.1 Problém učeńı

V předešlé kapitole byla nadefinována obecná podobu neuronu a popsán
problém lineárńı separability. Na př́ıkladech jednoduchých logických funkćı bylo
demonstrováno použit́ı umělého neuronu se skokovou přenosovou funkćı s výstupy
0 a 1. Určeńı vah neuronu v takto jednoduchých př́ıkladech je často triviálńı
problém, pro složitěǰśı nebo ne zcela zřejmé úlohy však bude lepš́ı postup hledáńı
vah podrobně popsat. Ćılem učeńı je tedy nalézt takový vektor vah, aby neuron
na předkládané vstupy odpov́ıdal správnými výstupy

2.2 Přenosové funkce

Výběr vhodné přenosové funkce neuronu je zásadńı pro použit́ı a učeńı
neuronu. Vzhledem k tomu, že vstupem i výstupem neuronu jsou reálná č́ısla,
je škála možných funkćı prakticky neomezená. Jako vhodné kandidátky pro
přenosovou funkci se nab́ıźı např. následuj́ıćı funkce.

Obrázek 2.1:

1

−1

1 2−1−2

(a)
y = 1 pro x >= 0;
y = 0 pro x < 0.

1

−1

2 4−2−4

(b) y = 1
1+exp(−x)

1

−1

1 2−1−2

(c) y = tanh(x)

1

−1

1 2−1−2

(d) y = 1.7519 · tanh( 23 · x)
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2.3 Algoritmus delta pravidla

Algoritmus delta pravidla slouž́ı k učeńı perceptronu. Lze ř́ıci, že slouž́ı
i k učeńı jednovrstevných perceptronových śıt́ı, ale fakticky se jedná pouze o
nepropojenou množinu perceptron̊u, algoritmus tedy stač́ı popsat na jednom
perceptronu. Perceptron se bude učit, aby na vstupńı vektor (−1, 1) reagoval
výstupem -1 a na vstupńı vektor (1, 1) reagoval výstupem 1. Je zřejmé, že neńı
podstatné, zda neuron pracuje s dvojićı hodnot 0, 1 nebo 1,−1, protože před
vstupem hodnot do neuronu a po výstupu lze dvojice jednoduše zaměnit. Váhový
vektor neuronu na začátku procesu učeńı je zvolen náhodně.

Tabulka 2.1:

x0 x1 x2 w0 w1 w2 s = d
1 −1 1 −0.8 −1.0 0.9 1.1 1 −1
1 1 1 −0.8 −1.0 0.9 −0.9 −1 1

Je zřejmé, že v tuto chv́ıli perceptron na oba vstupy odpov́ıdá nesprávně.
Intuitivně, změna váhy wi by měla být uměrná tomu, jaká hodnota vstupu
odpov́ıdaj́ıćımu váze wi do perceptron vstoupila, tedy xi, a jak moc perceptron
chyboval u daného vzoru. V tomto př́ıpadě je problém se skokovou přenosovou
funkćı. Na výstupu neuronu −1 nebo 1 lze pouze poznat, zda perceptron
odpověděl správně nebo špatně, neńı však zřejmé, jak bĺızko nebo daleko byl
perceptron od opačné odpovědi. Proto se bude chyba perceptronu měřit jako
rozd́ıl požadovaného výstupu a excitace perceptronu (δ = d − s). Perceptron
nicméně neńı trénován pouze pro jeden vzor, ale pro větš́ı počet vzor̊u a
proto váhy budou upravovány pr̊uměrem těchto hodnot. Významným prvkem
tohoto algoritmu je volba a užit́ı parametru η, který určuje jakou měrou budou
aplikovány změny vah. V tomto př́ıpadě je zvoleno η = 1.0 pro zjednodušeńı
př́ıkladu, aby se neuron naučil správně odpov́ıdat už po prvńı změně vah. Pokud
je η př́ılǐs malé, je třeba v́ıce iteraćı pro nalezeńı správných vah. Pro η větš́ı než
1 by naopak hodnoty vah neúměrně rostly.

Tabulka 2.2:

x0 x1 x2 w0 w1 w2 s = d δ ηδx0 ηδx1 ηδx2

1 −1 1 −0.8 −1.0 0.9 1.1 1 −1 −2.1 −2.1 2.1 −2.1
1 1 1 −0.8 −1.0 0.9 −0.9 −1 1 1.9 1.9 1.9 1.9

celkem −0.2 4.0 −0.2
pr̊uměr −0.1 2.0 −0.1

Po aplikaci úprav vah se perceptron přibližuje požadovanému řešeńı. V tomto
př́ıkladě řeš́ı perceptron problém správně už po prvńı iteraci. Většinou je iteraćı
třeba mnohem v́ıce.
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Tabulka 2.3:

x0 x1 x2 w0 w1 w2 s = d
1 −1 1 −0.9 1.0 0.8 −1.1 −1 −1
1 1 1 −0.9 1.0 0.8 0.9 1 1

Proces učeńı perceptronu je ve své podstatě minimalizace chybové funkce:

P
∑

(f( ~xp, ~w)− dp)
2 (2.1)

kde X je množina trénovaćıch vzor̊u, D je množina správných výstup̊u
neuronu na vstupy z X a |X| = |D| = P . Vektor ~w je váhový vektor neuronu a
funkce f znázorňuje výpočet výstupu perceptronu se vstupem ~xp a váhami ~w.

Algortimus popisuje např. [1].

2.4 Algoritmus zpětného š́ı̌reńı

Při popisu struktury a vlastnost́ı neuronu bylo ukázáno, že existuj́ı lineárně
neseparabilńı problémy, které lze řešit jen vzájemně zapojenými neurony, tedy
neuronovou śıt́ı. A pokud maj́ı být neuronové śıtě už́ıvány pro řešeńı složitěǰśıch
problémů jako jsou kupř́ıkladu již zmı́něné logické funkce, je nutný i efektivńı
zp̊usob, jak neuronovou śıt’ naučit daný problém správně řešit a t́ım je právě
algoritmus zpětného š́ı̌reńı.

Má-li být algoritmem zpětného š́ı̌reńı učena dopředná neuronová śıt’, je třeba,
aby tato śıt’ byla vytvořena z formálńıch neuron̊u, jejichž přenosová funkce je
spojitá na R (např. obrázek 2.1 (b), (c) a (d)).

Stejně jako u perceptronového učeńı i u algoritmu zpětného š́ı̌reńı je principem
minimalizace chybové funkce dopředné neuronové śıtě o m výstupech pro P
trénovaćıch vzor̊u

E = (1/2) ·
P
∑

p=0

m
∑

i=0

(yi,p − di,p)
2 (2.2)

kde yi,p je i-tý prvek skutečného výstupu śıtě na vzor ~xp a di,p je i-tý prvek
trénovaného výstupu śıtě na vzor ~xp.

Přenosovou funkci neuron̊u v śıti lze zvolit např́ıklad následovně (obrázek 2.1
(c))

y = ϕ(x) = tanh (x) (2.3)

Tedy změna váhy z i-tého neuronu do j-tého neuronu následuj́ıćı vrstvy se
urč́ı následovně

∆wi,j = −
∂E

∂wi,j

(2.4)

Pro srozumitelnost následuj́ıćıch rovnic je uvedeno co označuje jednotlivý
index či člen. Vrstvy jsou č́ıslovány vzestupně od vstupńı k výstupńı.
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Tabulka 2.4:

i neuron z vrstvy i
j neuron z vrstvy i+1
k neuron z vrstvy i+2
z neuron z posledńı vrstvy
l obecný index
p index označuje vstupńı vzory, resp. právě trénovaný
wl,ll váha mezi neurony l a ll
sl excitace neuronu l
yl výstup neuronu l
ϕ přenosová funkce neuronu

Následuj́ıćımi úprávami a derivacemi výrazu (2.4) se źıskaj́ı vzorce pro úpravu
vah posledńı vrstvy:

−
∂E

∂wi,j

= −
∂E

∂yj
·
∂yj
∂sj

·
∂sj
∂wi,j

(2.5)

∂sj
∂wi,j

=

∂
∑

ii

yii · wii,j

∂wi,j

=

=

∂(
∑

ii 6=i

(yii · wii,j) + yi · wi,j)

∂wi,j

=

=

∂
∑

ii 6=i

yii · wii,j

∂wi,j

+
∂(yi · wi,j)

∂wi,j

=

= 0 + yi =

= yi

∂yj
∂sj

=
∂ϕ(sj)

∂sj
=

=
∂tanh(sj)

∂sj
=

=
1

cosh(yj)2
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∂E

∂yj
=

∂((1/2) ·
∑

p

∑

jj

(yjj,p − djj,p)
2)

∂yj
=

=

∂((1/2) ·
∑

p

(
∑

jj 6=j

(yjj,p − djj,p)
2) + (yj,p − dj,p)

2)

∂yj
=

=

∂((1/2) ·
∑

p

∑

jj 6=j

(yjj,p − djj,p)
2)

∂yj
+

∂((1/2) ·
∑

p

(yj,p − dj,p)
2)

∂yj
=

= 0 +

∂((1/2) ·
∑

p,(pouze pro jeden vzor)

(yj,p − dj,p)
2)

∂yj
=

=
∂((1/2) · (yj − dj)

2)

∂yj
= (yj − dj)

∆wi,j = −
∂E

∂wi,j

= −(yj − dj) ·
1

cosh(yj)2
· yi = δj · yi (2.6)

Podobnými úprávami a derivacemi výrazu 2.4 se źıskaj́ı vzorce pro úpravu
vah ostatńıch vrstvech:

−
∂E

∂wi,j

= −(
∑

k

∂E

∂sk
·
∂sk
∂yj

) ·
∂yj
∂sj

·
∂sj
∂wi,j

= (2.7)

= −(
∑

k

∂E

∂sk
·
∂sk
∂yj

) ·
1

cosh(yj)2
· yi (2.8)

∂sk
∂yj

=

∂
∑

jj

yjj · wjj,k

∂yj
=

=

∂(
∑

jj 6=j

(yjj · wjj,k) + yj · wj,k)

∂yj
=

=

∂
∑

jj 6=j

yjj · wjj,k

∂yj
+

∂(yj · wj,k)

∂yj
=

= 0 + wj,k =

= wj,k

−
∂E

∂wi,j

= −(
∑

k

∂E

∂sk
· wj,k) ·

1

cosh(yj)2
· yi

Z odvozeńı pro výstupńı vrstvu vyplývá

∂E

∂yz
= (yz − dz)
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∂yl
∂sl

=
1

cosh(yl)2

δz = −(yz − dz) ·
1

cosh(yz)2

Zřejmě plat́ı

∂E

∂sl
=

∂E

∂yl
·
∂yl
∂sl

Z toho plyne

∂E

∂sk
=

∂E

∂yk
·
∂yk
∂sk

=

= (yk − dk) ·
1

cosh(yk)2
=

= δk

A konečně

∆wi,j = −
∂E

∂wi,j

= (
∑

k

δk · wj,k) ·
1

cosh(yj)2
· yi = δj · yi (2.9)

Shrnut́ı:

δj =

{

(yj − dj) ·
1

cosh(yj)2
pro výstupńı neuron;

(
∑

k

δk · wj,k) ·
1

cosh(yj)2
pro skrytý neuron. (2.10)

Algoritmus 2

1. Inicilalizuj náhodně všechny váhy neuron̊u a zvol parametr η.
2. Předlož śıti vzor ~x z trénovaćı množiny X.
3. Vypoč́ıtej výstup ~y pro předložený vzor ~x, podle algoritmu (1).
4. Vypoč́ıtej dle rovnic (2.10) δj pro všechny neurony (postupně od posledńı

vrstvy k prvńı, na pořad́ı ve vrstvě nezálež́ı).
5. Aktualizuj váhy dle nwi,j = wi,j+η ·δj ·yi, kde nwi,j je aktualizovaná hodnota

váhy wi,j.
6. Pokud neńı stále trénovaćı množina prázdná, předlož jiný vzor ~x ∈ X a

přejdi na bod 3.

Toto postup popisuje prvńı epochu algoritmu, resp. prvńı pr̊uchod trénovaćı
množinou. Pokud śıt’ stále neńı dostatečně naučená, opakuje se proces se začátkem
ve 2. bodě. Některé úlohy vyžaduj́ı řádově stovky až tiśıce epoch o tisićıch vzor̊u,
než se je śıt’ nauč́ı dobře řešit.

Algoritmus zpětného š́ı̌reńı je popsaný v [1] a [2].
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2.5 Stochastický algoritmus

Levenberga-Marquardta

Při řešeńı složitých a výpočetně náročných úloh mohou metody prvńıho
řádu hledat správné řešeńı př́ılǐs dlouho. Při použit́ı algoritmu prvńıho řádu u
náročněǰśıch úloh je zpravidla pro nalezeńı dostatečně dobrých vah śıtě třeba
vykonat řádově stovky až tiśıce pr̊uchod̊u (epoch) trénovaćı množinou podobně
velké mohutnosti. Pro rychleǰśı proces učeńı se proto použ́ıvaj́ı tzv. algoritmy
druhého řádu. Algoritmy prvńıho řádu jsou založeny na prvńı derivaci chybové
funkce dle vah, algoritmy druhého řádu pak na druhé.

Tato práce se bude dále zabývat stochastickým algoritmem
Levenberga-Marquardta popsaným v [3] a [4].

U algoritmu zpětného š́ı̌reńı je těsně před změnou váhy použit parametr
η ovlivňuj́ıćı velikost změny. Tento parametr je pro celou śıt’ a všechny váhy
stejný. Principem algoritmu Levenberga-Marquardta je vylepšeńı zpětného š́ı̌reńı
o individuálńı parametry učeńı pro každou váhu, zjǐstěné z druhé derivace chybové
funkce.

ηi,j =
η

( ∂2E
∂w2

i,j

) + µ
(2.11)

Konstanta µ je d̊uležitá pro udržeńı ηi,j v rozumných meźıch i pro velmi ńızké
hodnoty derivace. Neznámou tedy z̊ustává pouze druhá derivace chybové funkce.

Postup pro aproximaci matice druhých derivaćı chybové funkce je uveden v [4].
Druhou derivaci chybové funkce pro tuto metodu lze źıskat aproximaćı hessovské
matice druhých derivaćı několika zjednodušeńımi. Předně mı́sto celé matice lze
uvažovat pouze jej́ı diagonálu, což je patrné už z 2.11. Výraz ∂2E

∂w2

i,j

je pr̊uměrem

druhých derivaćı chybové funkce přes trénovaćı množinu.

∂2E

∂w2
i,j

=
1

P

P
∑

p

∂2Ep

∂w2
i,j

(2.12)

∂2Ep

∂w2
i,j

=
∂2Ep

∂s2i
· y2j (2.13)

Postup výpočtu těchto derivaćı je velmi podobný samotnému algoritmu
zpětného š́ı̌reńı.

∂2Ep

∂s2j
= ϕ′(sj)

2 ·
∑

i

w2
i,j ·

∂2Ep

∂s2i
+ ϕ′′(sj) ·

∂Ep

∂yj
(2.14)

Tyto derivace vedou k problému spojenému s každou Newtonovskou metodou,
výrazy mohou být totiž záporné a mohou zp̊usobit pohyb ηi,j nesprávným
směrem. Proto je použita Gaussova-Newtonova aproximace, která zaruč́ı
nezápornost druhých derivaćı. Výraz zpětné propagace druhých derivaćı je pak
následuj́ıćı.

∂2Ep

∂s2j
= ϕ′(sj)

2
∑

i

w2
i,j ·

∂2Ep

∂si2
(2.15)
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Algoritmus 3

1. Předlož śıti vzor ~x z trénovaćı množiny |X|, polož P := |X|.
2. Vypoč́ıtej výstup ~y pro předložený vzor ~x, podle algoritmu (1) a polož p :=

|X|.
3. Pro každou vrstvu j, postupně od výstupńı k vstupńı.

aj =

{

1 pro neurony posledńı vrstvy;
∑

wj,k

bj · w
2
j,k pro ostatńı vrstvy. (2.16)

bj = aj · (
1

cosh(sj)2
)2 (2.17)

ci,j,p =
∑

j

bj · y
2
j (2.18)

4. Pokud neńı stále trénovaćı množina prázdná, předlož jiný vzor, a přejdi na
bod 2.

5. Pro každou váhu v śıti spoč́ıtej novou hodnotu ηi,j následovně:

ηi,j =
η

(( 1
P
) ·

P
∑

p

ci,j,p) + µ

(2.19)
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3. Rozpoznáváńı symbol̊u

neuronovou śıt́ı

3.1 Vstup, výstup a přenosová funkce

V této práci jsou pro rozpoznáváńı symbol̊u použity neuronové śıtě. Pro jejich
použit́ı je nutné nejdř́ıve specifikovat, jakým zp̊usobem budou neuronové śıti
předávány vstupńı symboly a jakým zp̊usobem bude śıt’ odpov́ıdat.

Śıti je jako vstup předávána bitmapa obsahuj́ıćı symbol. Převod dvourozměrné
matice pixel̊u do jednorozměrného vstupńıho vektoru je triviálńı, vstupńı vektor
se vytvoř́ı postupným spojeńım řádk̊u matice. Barvu bitmap je třeba sjednotit na
šedou škálu a velikost palety sjednotit mapováńım na pevně stanovený interval
[−1.0, 1.0].

Jako výstup śıtě je použit vektor indikuj́ıćı mı́ru podobnosti k dané tř́ıdě.
Rozpoznává-li śıt’ kupř́ıkladu 5 symbol̊u, pak bude výstupńı vektor velikosti 5 a
pro symbol z prvńı tř́ıdy bude ideálńım a zároveň trénovaným výstupem vektor
(1.0,−1.0,−1.0,−1.0,−1.0).

Výběr vstupńıch interval̊u hodnot a trénovaných výstupńıch vektor̊u je
nutno dobře koordinovat s použitou přenosovou funkćı. V této práci je použita
následuj́ıćı funkce (obrázek 2.1 (d)) zmı́něná v [3].

ϕ(x) = 1.7519 · tanh(
2

3
· x) (3.1)

Kombinace takto tvořených vstup̊u, výstup̊u a přenosové funkce se ukázala
jako lepš́ı ze zkoumaných možnost́ı.

Prvńı varianta použ́ıvala jako přenosovou funkci sigmoidu (obrázek 2.1 (b)):

ϕ(x) =
1

(1 + exp(−λ · x))
(3.2)

Jedná se o často uváděnou základńı přenosovou funkci neuronových śıt́ı a
proto od ńı p̊uvodně vycházela i tato práce. Obor hodnot této funkce pro
λ = 1 je definován intervalem (0, 1). Z toho vyplývá podoba vstup̊u a výstup̊u
v podobných meźıch. Neuronové śıtě řeš́ıćı tuto úlohu s touto přenosovou funkćı
a daty v této podobě se velmi špatně učily rozpoznávat znaky a proto použit́ı
těchto parametr̊u nelze doporučit.

3.2 Struktura neuronové śıtě

Nejdř́ıve byly pro systém rozpoznáváńı použity plně zapojené dopředné śıtě.
Tyto śıtě nepodávaly dobré výsledky zejména při rozpoznáváńı vzor̊u na kterých
nebyly př́ımo trénovány.

Z tohoto d̊uvodu byla snaha śıt́ım mı́sto bitmap předkládat extrahované
charakteristiky symbol̊u, které by byly nezávislé na otočeńı, posunut́ı a jiných
nedostatćıch zaznamenaných znak̊u. Tento postup byl částečně úspěšný pro
dostatečný počet charakteristik u malého počtu tř́ıd symbol̊u, ale pro rostoućı
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počet tř́ıd ztrácel na účinnosti a extrahováńı větš́ıho množstv́ı možných
charakteristik bylo velmi náročné.

Kombinace těchto variant, tedy předáváńı plně zapojené dopředné śıti na
vstupu vektorizovanou bitmapu spolu s vektorem charakteristik podávalo lepš́ı
výsledky při klasifikaci znak̊u, nicméně ani to nebylo dostatečně dobré pro velký
počet tř́ıd symbol̊u.

Z těchto d̊uvod̊u byla vybrána tzv. konvolučńı neuronová śıt’.

3.2.1 Konvolučńı neuronová śıt’

Konvolučńı neuronová śıt’ je dopředná neuronová śıt’ specifická svým
propojeńım neuron̊u mezi vrstvami.

Obrázek 3.1:

Jej́ı vrstvy lze, dle zp̊usobu zapojeńı neuron̊u do předchoźı vrstvy, dělit na tři
typy.

• Prvńım typem je konvolučńı vrstva (2. na obrázku 3.1). Konvolučńı vrstva
se dále děĺı na menš́ı celky, lze je nazvat mapy. Mapa je charakteristická t́ım,
že všechny jej́ı neurony zapojené do předchoźı vrstvy sd́ılej́ı stejné váhy. Na
obrázku je neuron z konvolučńı vrstvy zapojen do čtverce ve vstupńı vrstvě,
sousedńı neuron z konvolučńı vrstvy bude zapojen do stejně velkého čtverce
ve vstupńı vrstvě, pouze posunutého. T́ımto zapojeńım se doćıĺı efektu, že
každá mapa z konvolučńı vrstvy bude reagovat na stejné charakteristiky po
celé ploše vstupńıho obrazu.

• Druhým typem je vzorkovaćı vrstva (3. na obrázku 3.1). Vzorkovaćı vrstvu
lze opět dělit na menš́ı celky, mapy. Všechny neurony jedné vzorkovaćı mapy
jsou zapojeny do jedné konvolučńı vrstvy obdobným zp̊usobem jako jsou
neurony jedné konvolučńı mapy zapojeny do vstupńı vrstvy. Neurony této
vrstvy zpracovávaj́ı shodné typy charakteristik soused́ıćıch oblast́ı.

• Třet́ım typem je plně zapojená vrstva (4. a 5. na obrázku 3.1), každý jej́ı
neuron je zapojen do všech neuron̊u předchoźı vrstvy.

Toto rozděleńı neńı striktńı, nicméně dobře charakterizuje význam a funkci
jednotlivých vrstev. Např́ıklad za vzorkovaćı vrstvu lze napojit opět konvolučńı
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vrstvu s libovolným počtem map a neurony každé z map lze zapojit nikoliv pouze
do jedné předchoźı mapy, ale do libovolného počtu map.

Použitá struktura neuronové śıtě je následuj́ıćı.
Vstupńı vrstva obsahuje 28 × 28 = 784 neuron̊u, tedy zpracovává bitmapy

široké a vysoké 28 pixel̊u.
Druhá vrstva je konvolučńı vrstva o 8 mapách velikosti 12 × 12 neuron̊u

napojených na čtverce velikosti 6×6 ve vstupńı vrstvě. Sousedńı neurony v mapě
konvolučńı vrstvy jsou napojeny na překrývaj́ıćı se čtverce ve vstupńı vrstvě o 4
pixely v š́ı̌rce nebo výšce.

Třet́ı vrstva obsahuje 30 konvolučńıch map velikosti 6× 6, kde každý neuron
je napojen do všech 8 konvolučńıch map. Čtverec zapojeńı je velikosti 2 × 2 a
sousedńı čtverce přiléhaj́ı těsně, nepřekrývaj́ı se.

Čtvrtá vrstva je plně zapojená o velikosti 100 neuron̊u a každý jej́ı neuron je
zapojen do všech neuron̊u předchoźı vrstvy.

Posledńı vrstva je velká v závislosti na počtu rozpoznávaných symbol̊u a je
opět plně zapojená do předchoźı vrstvy.

3.3 Inicializace

Počátečńı inicializace vah śıtě je sice náhodná, ale váhy by měly být zvoleny
takovým zp̊usobem, aby jejich hodnoty nebránily procesu učeńı. Podstatné
je, aby středńı hodnota excitace neuronu byla rovna nule. Velikost ideálńı
směrodatné odchylky je určená použitou přenosovou funkćı, resp. jej́ı derivaćı a
středńı hodnotou vstupńıch vektor̊u. Pokud jsou vstupy normalizované na středńı
hodnotu 0, je dle [3] vhodné generovat hodnoty vah pro neuron z rozděleńı se
středńı hodnotou 0 a směrodatnou odchylkou δ = 1

2
√
m
, kdem je počet vstupuj́ıćıch

spojeńı. Dı́ky tomu budou mı́t i výstupńı hodnoty středńı hodnotu rovnou 0,
stejně jako vstupńı.

3.4 Učeńı v praxi

Pro učeńı śıtě byl použit stochastický algoritmus Levenberga-Marquardta.
Tento algoritmus vyžaduje krom již popsaných detail̊u ještě několik parametr̊u.
Velmi d̊uležitým, nicméně velmi těžko odvoditelným jinak než empirickým
zp̊usobem je parametr rychlosti učeńı η. V některých publikaćıch je parametr
η odvozován z velikosti trénovaćı množiny, jindy náhodně osciluje kolem zvolené
konstanty v závislosti na vývoji chybové funkce śıtě. Vzhledem k menš́ımu počtu
vrstev než je obvykle běžné pro konvolučńı śıtě a k použitém algoritmu, který
nastavuje parametr učeńı ηi,j idividuálně pro každou váhu, nebylo třeba pro
rychlou konvergenci śıtě k řešeńı, složitého určováńı globalńıho parametru η,
ale byl nejčastěji volen z intervalu (0.01, 0.00001) a byl v každé epoše postupně
snižován.

Počet vzor̊u použitých pro výpočet aproximace matice druhé derivace chybové
funkce byl volen jako 10% velikosti trénovaćı množiny. Nav́ıc nebyla tato matice a
př́ıslušné koeficienty přepoč́ıtávány každou epochu, nýbrž pouze jednou za několik
epoch. Toto zjednodušeńı velmi zrychĺı výpočet aniž by zhoršovalo výsledky učeńı.
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3.5 Výsledky

Schopnosti śıtě byly ověřeny na množině ručně psaných č́ıslic MNIST (viz.
[8]). Śıt’ se učila č́ıslice od 0 do 9 na 60000 vzorech. Výsledkem učeńı byla 97, 4%
úspěšnost na validačńı množině č́ıslic o 10000 vzorech.

Pro praktické použit́ı byla śıt’ trénována pro rozpoznáńı 49 symbol̊u

0− 9, A− Z,+− ∗/ <>= ()[]ΠΣ

za účelem rozpoznáváńı ručně psaných matematických výraz̊u. Obt́ıžným bylo
obstaráńı vhodných dat. Nakonec bylo śıti předloženo 10 vzor̊u od každého
symbolu, z nichž se ńıže popsaným zp̊usobem vytvořilo 1000 vzor̊u od každého
z nich. Validačńı množina byla tvořena z jiných 10 vzor̊u, z nichž se poškozeńım
vytvořilo 100 vzor̊u od každého. Tedy śıt’ byla trénována na 49000 vzorech a
validována na 4900 vzorech. Bylo dosaženo 96% úspěšnosti na validačńı množině.
Velmi podstatným prvkem takové úspěšnosti je fakt, že ačkoliv byl počet vzor̊u
pětinásobný oproti databázi MNIST, byly symboly psané jednou osobou.

Symboly jsou před trénováńım i praktickým rozpoznáváńım zmenšeny se
zachováńım poměru výšky a š́ı̌rky na velikost 20 × 20 pixel̊u a orámovány do
čtverce 28× 28. Nakonec jsou symboly v bitmapě vycentrovány

3.5.1 Př́ıprava dat

Zásadńı prvek při učeńı neuronové śıtě jsou použitá trénovaćı data. Motivace
u rozpoznáváńı vzor̊u je zřejmá. Śıt’ by měla správně klasifikovat jak vzory
předložené při procesu učeńı, tak i vzory nepředložené avšak podobné těm
z trénovaćı množiny. Měla by tedy umět dobře zobecňovat. Z tohoto d̊uvodu
je třeba, aby śıt’ rozeznávala vzory podle skutečně charakteristických vlasnost́ı
ciźıch jiným tř́ıdám vzor̊u. Takovému naučeńı velmi pomůže dostatečně velká a
rozmanitá trénovaćı množina.

Je tedy potřeba velká množina symbol̊u, řádově tiśıce, spolu s jejich
označeńım. Źıskat takovou množinu se specifickými symboly, nav́ıc ve vhodném
formátu, neńı snadné. Vytvořit množinu takového objemu ručně je ještě
obt́ıžněǰśı, avšak tento proces lze z velké části automatizovat.

Použité řešeńı v této práci je inspirované [7]. Prvńım krokem je źıskáńı
alespoň omezené sady vstupńıch symbol̊u. Druhým krokem je generováńı náhodně
deformovaných symbol̊u z této omezené sady. Symboly se deformuj́ı následovně.

• Globálńım horizontálńım a vertikálńım posunem.
• Horizontálńım a vertikálńım posunem r̊uzným pro každý pixel a globálně
vyhlazeným Gaussovským filtrem, d́ıky čemuž poškozeńı p̊usob́ı elasticky.

• Horizontálńı a vertikálńı změnou rozměr̊u.
• Rotaćı kolem středu s náhodnou odchylkou.

Principem Gaussovského filtrováńı je výpočet nové hodnoty pixelu v závislosti
na pr̊uměru hodnot okolńıch pixel̊u, váženém vzdálenost́ı pixel̊u dle Gaussovské
křivky a rozd́ılu hodnot pixel̊u opět dle Gaussovské křivky. Algoritmus je bohužel
výpočetně relativně náročný, z tohoto d̊uvodu neńı použit dvourozměrný filtr,
ale obraz je filtrován nejdř́ıve horizontálně jednorozměrným filtrem a následně
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stejným filtrem vertikálně. Výsledky jsou srovnatelné s p̊uvodńım postupem,
náročnost běhu je řádově menš́ı.

Obrázek 3.2:

(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h) (i) (j)

Na obrázku 3.2 jsou př́ıklady náhodně deformovaných symbol̊u źıskaných z
jednoho vzoru.
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4. Segmentace

4.1 Problém segmentace

Tato práce se zabývá rozpoznáváńım jednotlivých ručně psaných symbol̊u
pomoćı neuronových śıt́ı. A vzhledem k tomu, že výstupem práce má být
i software řeš́ıćı stejný úkol, budou zřejmě neuronové śıti předkládána data
z r̊uzných zdroj̊u v rozd́ılném stavu. K tomu je zapotřeb́ı univerzálńı postup,
jakým data pro śıt’ předzpracovat. Vstupem se budou rozumět data se
zaznamenanými symboly v běžně použ́ıvaných obrazových formátech (png, jpg,
bmp). Úkolem segmentace bude źıskat z obrazu jednotlivé symboly i přes
př́ıtomný šum, nedokonalý kontrast a ostrost.

4.2 Algoritmus segmentace

Celý algoritmus bude znázorněn kompletńım provedeńım na vzorovém vstupu.

Obrázek 4.1:

Prvńım krokem je odstraněńı b́ılého šumu při zachováńı ostrosti hran. Bylo
použito Gaussovské filtrováńı obrazu.

Obrázek 4.2:

Druhým krokem je zlepšeńı kontrastu obrazu. V tomto kroku je třeba bĺıže se
pod́ıvat na histogram barev a upravit ho následovně.
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Obrázek 4.3:
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Obrázek 4.4:

Na obrázku 4.3 (a) je zobrazen histogram obrazu před úpravou, na obrázku
4.3 (b) po úpravě. Je vidět, že nový obraz lépe využ́ıvá celé barevné palety a mezi
obrázky 4.2 a 4.4 došlo ke znatelnému zlepšeńı kontrastu.

Třet́ım krokem je detekováńı hran v obrazu, tedy velkých rozd́ılu v kontrastu
bĺızkých pixel̊u. Zde je použito filtrováńı podle [5].

Obrázek 4.5:

Čtvrtým krokem je ekvalizace histogramu hran. Ještě předt́ım je ale třeba opět
filtrovat šum a velmi málo výrazné hrany, zhruba spodńıch pět procent škály. T́ım
se odstrańı např́ıklad šum zp̊usobený kazy paṕıru nebo špatným záznamem.
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Obrázek 4.6:
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Obrázek 4.7:

Na obrázku 4.6 (a) je histogram obrazu před úpravou, na obrázku 4.6 (b) pak
histogram po úpravě.

Patým krokem je segmetace souvislých symbol̊u z celku. Pro tento proces je
použit modifikovaný algoritmus [6] poč́ıtačového viděńı.

Definice 5

• Hodnota hrany e = (ui, uj) ∈ E grafu G = (V,E) je funkce w(e) =
|pixel(ui)− pixel(uj)|.

• Komponenta grafu G = (V,E) je podgraf C = (V ′, E ′) grafu G, kde V ′ ⊂ V
a E ′ tvoř́ı minimálńı kostru na V ′ podle hodnot hran.

• Interńı diference komponenty C je funkce indif(C) = max
e∈E′

w(e).

Algoritmus 4

1. Postav graf G = (V,E) nad obrazem tak, že vrcholem je každý pixel obrazu, a
množinu MC všech komponent incializuj tak, že každá komponenta obsahuje
exkluzivně právě jeden vrchol. Hrany obecně spojuj́ı sousedńı vrcholy.

2. Seřad hrany vzestupně podle rozd́ılu intenzit pixel̊u jimi spojených.
3. Vyber prvńı hranu e = (ui, uj), ui ∈ Ci, uj ∈ Cj a pokud plat́ı.

Ci 6= Cj (4.1)

w(e) <= min (indif(Ci) + τ, indif(Cj) + τ) (4.2)

Pak Ci = (Vi ∪ Vj, Ei ∪ Ej ∪ {e}) a Cj vyřad’ z MC a pokračuj.
4. Pokud existuje stále nezpracovaná hrana, přejdi na 3.
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5. Vrat’ množinu MC disjunktńıch komponent obrazu.

Nejd̊uležitěǰśım prvkem algoritmu je postup pro tvorbu hran grafu a volba
parametru tolerance τ .

Tento algoritmus byl navržen pro účely poč́ıtačového viděńı nad vstupy
malého rozlǐseńı. Na vstupech jsou obvykle propojovány všechny sousedńı hrany
a výstupem jsou komponenty barev plynulých přechod̊u.

V této implementaci však neńı graf stavěn nad p̊uvodńım obrazem ale
nad obrazem s detekovanými hranami a výstupem by měly být komponenty
tvořené výraznými hranami, tedy tmavé fragmenty obrazu. Proto jsou v grafu
propojeny pouze vrcholy s dostatečnou tmavost́ı (ostrost́ı hran), t́ım je i
sńıžena výpočetńı náročnost. Nejsou propojovány pouze sousedńı vrcholy, ale i
vrcholy ve větš́ı vzdálenosti. Účelem takového zapojeńı je segmentace vstup̊u se
sńıženou ostrost́ı, kdy je linie hrany okolo symbolu přerušovaná. Parametr τ je
v p̊uvodńı implementaci nerostoućı funkćı velikosti komponenty, v tomto př́ıpadě
se osvědčila konstanta v hodnotě menš́ı než pět procent š́ı̌rky barevné škály.

Posledńım krokem algoritmu je tvorba samotných výřez̊u se symboly z
p̊uvodńıho obrazu. Jejich polohu určuj́ı komponenty grafu o v́ıce než dvou
vrcholech.

4.3 Výsledky algoritmu

Při vývoji algoritmu bylo ćılem navrhnout zcela autonomńı postup pro
segmentaci obrazu bez daľśıch parametr̊u a výsledky pro data zaznamenaná
kompaktńım fotoaparátem nebo skenerem jsou dobré.

Přesto, pokud by algoritmus znal daľśı parametry ohledně vstupu, poradil by
si i s v́ıce zašuměnými nebo rozmazanými daty, zde je př́ıklad.

Obrázek 4.8:

(a) (b) (c) (d) (e)

Kdyby měl algoritmus určité informace o relativńı velikosti symbol̊u nebo
jejich mezer, mohl by v grafu spojit vrcholy na větš́ı vzdálenost a i přes rozmazaný
vstup by správně segmentoval č́ıslice v celku.

Algoritmus by si mohl poradit i s tǐstěným textem, kde jsou často jen
velmi malé, občas prakticky nulové, mezery mezi znaky. V takovém př́ıpadě se
při testech jako dobrý postup ukázalo několikásobné zvětšováńı obrazu spolu
s opakovaným Gaussovským filtrováńım. Vzhledem k velké náročnosti výpočtu by
však bylo vhodné takovéto zvětšováńı a segmentaci na zvětšeném obrazu provádět
pouze lokálně a po částech obrazu.

Tento algoritmus je výsledkem výzkumu této práce. Algoritmus dobře
segmentuje ručně psané symboly zaznamenané fotoaparétem nebo skenerem.
Avšak je zde i spoustu oblast́ı ke zdokonaleńı. Předně, jedná se o rychlost a
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pamět’ovou náročnost pro vstupy s velkým rošlǐseńım a velkým počtem symbol̊u.
V takové př́ıpadě je velké množstv́ı operaćı a budováńı grafu nad velkým počtem
pixel̊u opravdu náročné, ale na konečný výsledek algoritmu toto nemá negativńı
vliv. Zároveň tento algoritmus neńı určen pro zpracováńı dat v reálném čase, jeho
užit́ı je sṕı̌se v dávkovém zpracováńı větš́ıho množstv́ı dat a zde se větš́ı výpočetńı
náročnost dá tolerovat.
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5. Aplikace

5.1 Implementace

Implementace této práce je napsaná v jazyce C++. Použita je knihovna
OpenCV pro práci s obrazovými formáty a knihovna Boost pro manipulaci se
soubory a pro generováńı pseudonáhodných čisel. Nı́že jsou v bodech uvedeny
hlavńı implementované části.

• Obecnou strukturu dopředných neuronových śıt́ı s plně zapojenými,
konvolučńımi a vzorkovaćımi vrstvami a algoritmy pro tvořeńı takto
propojených vrstev.

• Algoritmus zpětného š́ı̌reńı.
• Stochastický algoritmus Levenberga-Marquardta.
• Algoritmus pro generováńı elasticky poškozených obraz̊u a dataset̊u pro
učeńı śıt́ı.

• Všechny funkce a algoritmy popsané v kapitole segmentace zpracovávaj́ıćı
obrazová data.

5.2 Knihovna

Přiložený program v podobě zdrojových kód̊u je možné využ́ıt jako knihovnu
nebo základ pro segmentaci a rozpoznáváńı symbol̊u nebo jako knihovnu
pro tvorbu a učeńı dopředných neuronových śıt́ı. Rozpoznáváńı postavené
na této aplikaci by se d́ıky dobrému generátoru mohlo např́ıklad učit ṕısmo
konkrétńıch lid́ı a o to lépe rozpoznávat jejich rukopis. Ve spojeńı s analyzátorem
matematických výraz̊u a jejich převodem do typografického formátu vznikl velmi
užitečný nástroj.

5.3 Program

Zároveň je možné program použ́ıt jako nástroj pro převod naskenovaných
nebo vyfocených ručně psaných matematických výraz̊u do vektorového formátu v
latexu a následně např́ıklad do formátu pdf. Program je dodán s dvěmi naučenými
neuronovými śıtěmi. Prvńı z nich je naučena na rozpoznáńı pouze ručně psaných
č́ıslic, druhá je naučena pro již popsanou množinu 49 symbol̊u pro matematické
výrazy. Uživatelská a programátorská dokumentace v př́ıloze 7.1 a 7.2.

28



6. Závěr

Ćılem práce bylo navrhnout postupy a algoritmy pro segmentaci a
rozponáváńı textu.

Rozpoznáváńı textu mělo být od začátku řešeno neuronovými śıtěmi, ale ani
jejich struktura nebo algoritmy učeńı nebyly pevně stanoveny. V této práci se
postupně přešlo od použit́ı plně zapojených dopředných śıt́ı s rozpoznáváńım
př́ımo z bitmap, přes exktrakci charakteristik ze znak̊u, až po kombinaci těchto
metod. Nakonec byly tyto postupy nahrazeny použit́ım konvolučńıch neuronových
śıt́ı. Důvodem byly špatné výsledky rozpoznáváńı takto použitých neuronových
śıt́ı. V př́ıpadě exktrace charakteristik se jednalo o velmi náročnou metodu, jej́ıž
výsledky jsou dosažitelné konvolučńımi neuronovými śıtěmi s mnohem menš́ım
úsiĺım.

Algoritmus segmentace textu prošel také značným vývojem. Zpočátku byla
použita primitivńı metoda binarizace pouze podle intenzity barvy. Postupně
byly přidávány metody potlačuj́ıćı šum obrazu a zvýrazňováńı kontrastu.
Daľśım krokem bylo přidáńı metody detekce hran. A nakonec zpracováńı
takto předpřipraveného obrazu takovým zp̊usobem, aby bylo možné celistvě
segmentovat i méně ostré symboly bez souvislé ohraničuj́ıćı hrany.

Výsledná implementace předevš́ım demonstruje schopnosti a potenciál těchto
metod a lze ji využ́ıt jako základńı stavebńı kámen aplikace zpracovávaj́ıćı
matematické výrazy do typografického formátu.
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7. Př́ılohy

7.1 Uživatelská dokumentace

Program se spoušt́ı v př́ıkazové řádce s těmito argumenty:

./ocr.exe ocr arg1 arg2 arg3 arg4 arg5 arg6

arg1 uložená neuronová śıt
arg2 obraz pro rozpoznáńı
arg3 ćılový souboru se souřadnicemi a kódy znak̊u, při hodnotě 0 se nic neukládá
arg4 soubor mapuj́ıćı kódy znak̊u na latexové symboly
arg5 vektorový výstup v latexu, při hodnotě 0 se nic neukládá
arg6 adresář pro uložeńı procesu segmentace, při hodnotě 0 se nic neukládá

• Formát souboru se souřadnicemi znak̊u je následuj́ıćı:

[výška obrazu] [šı́řka obrazu]

[počet symbolů]

[x1] [y1] [x2] [y2] [kód symbolu]

...

[x1] [y1] [x2] [y2] [kód symbolu]

• Vektorový výstup do formátu latex využ́ıvá baĺıčku
”
textpos“. Pro převod

souboru do formátu pdf je třeba spustit:

pdflatex vystup.tex
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7.2 Programátorská dokumentace

Aplikaci lze rozdělit na tři funkčńı části.

• Neuronové śıtě – struktura, vytvářeńı a algoritmy
• Zpracováńı obrazu
• Segmentace obrazu

7.2.1 Neuronové śıtě - struktura

V implementaci neuronových śıt́ı byl kladen d̊uraz na jejich čistý návrh, kdy
struktura neuronové śıtě je pouze nosičem své topologie, tedy svých vrstev,
spojeńıch mezi nimi a jejich vahami. Všechy algoritmy pracuj́ıćı s neuronovou
śıt́ı jsou postaveny na jej́ım vněǰśım rozhrańı.

Návrh struktur tvoř́ıćıch neuronovou śıt’:

c l a s s NeuralNetwork
{
pub l i c :
NeuralNetwork ( ) ;
NeuralNetwork ( const NeuralNetwork& network ) ;
˜NeuralNetwork ( ) ;
void add ( NNLayer∗ l a y e r ) ;
void de l ( u i n t 32 t index ) ;
l a y e r s t : : i t e r a t o r begin ( ) ;
l a y e r s t : : i t e r a t o r end ( ) ;
l a y e r s t : : c o n s t i t e r a t o r begin ( ) const ;
l a y e r s t : : c o n s t i t e r a t o r end ( ) const ;
l a y e r s t : : r e v e r s e i t e r a t o r rbeg in ( ) ;
l a y e r s t : : r e v e r s e i t e r a t o r rend ( ) ;
l a y e r s t : : c o n s t r e v e r s e i t e r a t o r rbeg in ( ) const ;
l a y e r s t : : c o n s t r e v e r s e i t e r a t o r rend ( ) const ;
u i n t 32 t s i z e ( ) const ;

p r i va t e :
l a y e r s t l a y e r s ;

} ;

typede f std : : vector< NNLayer∗> l a y e r s t ;

c l a s s NNLayer
{
pub l i c :
NNLayer ( ) ;
v i r t u a l ˜NNLayer ( ) ;
neurons t neurons ;
we i gh t s t we ight s ;

} ;
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typede f std : : vector< NNNeuron∗ > neurons t ;
typede f std : : vector< NNWeight∗> we igh t s t ;
typede f std : : vector< NNConnection∗> c onne c t i on s t ;

s t r u c t NNNeuron
{
NNNeuron ( ) ;
c onne c t i on s t connec t i on s ;

} ;

s t r u c t NNWeight
{
NNWeight ( ) ;
double va lue ;

} ;

s t r u c t NNConnection
{
NNConnection ( u i n t 32 t neuronid , u i n t 32 t we ight id ) ;
u i n t 32 t neuron id ;
u i n t 32 t we ight id ;

} ;

Vrstvy jsou tvořeny takovým zp̊usobem, aby na sobě nebyly fyzicky závislé,
tedy neexistuj́ı mezi nimi př́ımé ukazatele a každá vrstva je technicky nahraditelná
vrstvou o stejném počtu neuron̊u. Každá vrstva spravuje vektory svých neuron̊u
a svých spojeńı. Každý neuron pak spravuje svá spojeńı do vyšš́ı vrstvy, spojeńı
je popsáno indexem neuronu ve vyšš́ı vrstvě a indexem př́ıslušné váhy tohoto
spojeńı. Váha neńı př́ımo součast́ı spojeńı, protože zejména v konvolučńıch śıt́ıch
několik spojeńı sd́ıĺı stejnou váhu.

7.2.2 Neuronové śıtě - vytvářeńı

Při vytvářeńı neuronových śıt́ı, zejména při tvorbě spojeńı v konvolučńıch
neuronových śıt́ıch, je třeba krom počtu neuron̊u ve vyšš́ı vrstvě znát i daľśı
věci týkaj́ıćı se struktury, např́ıklad počet konvolučńıch map a jejich zapojeńı. To
proto, aby bylo možné do těchto map zapojit daľśı vzorkovaćı nebo jiné konvolučńı
vrstvy. Z toho d̊uvodu jsou při budováńı neuronových śıt́ı už́ıvány tř́ıdy odvozené
od základńı tř́ıdy reprezentuj́ıćı vrstvu śıtě. A tyto odvozené tř́ıdy obsahuj́ı právě
potřebné údaje pro tvorbu složitých zapojeńı a dále implementuj́ı metody pro
takovéto zapojeńı na základě jednoduchých parametr̊u popisuj́ıćıch topologii śıtě.

Funkce buduj́ıćı strukturu śıtě použitou v této práci:

NeuralNetwork∗ network = new NeuralNetwork ( ) ;

InputLayer∗ input =
new InputLayer ( 28 , 2 8 ) ;

ConvLayer∗ hidden1 =

33



input−>append ConvLayer ( 8 , 12 , 12 , 6 , 6 , 2 , 2 ) ;

s td : : vector< std : : vector< u int32 t>> p ;
std : : vector< u int32 t> tmp ;
f o r ( u i n t 32 t i = 0 ; i < hidden1−>map count ; ++i {
tmp . push back ( i ) ;

}
u in t 32 t map count = 30 ;
f o r ( push back i = 0 ; i < map count ; ++i ) {
p . push back ( tmp ) ;

}

ConvLayer∗ hidden2 =
hidden1−>append ConvLayer ( p , 6 , 6 , 2 , 2 , 2 , 2 ) ;

Ful lLayer ∗ hidden3 =
hidden2−>append Ful lLayer ( 100 ) ;

Ful lLayer ∗ output =
hidden3−>append Ful lLayer ( 4 9 ) ;

network−>add ( input ) ;
network−>add ( hidden1 ) ;
network−>add ( hidden2 ) ;
network−>add ( hidden3 ) ;
network−>add ( output ) ;

r e turn network ;

7.2.3 Neuronové śıtě - algoritmy

Vstupy a výstupy neuronové śıtě ve všech algoritmech jsou vektory hodnot
typu double. Všechny pomocné struktury pro odkládáńı dat během výpočtu
výstupu a během učeńı jsou předem inicializované a proto do většiny funkćı
vstupuje mnoho vektor̊u. Podstatné funkce implementuj́ıćı algoritmy popsané v
této práci jsou:

typede f std : : vector< double> v i o t ;
typede f std : : vector< v i o t> vv i o t ;

Výpočet výstupu neuronové śıtě:

void
compute (
NeuralNetwork& network ,
const v i o t& vinput ,
vv i o t& vvnet ) ;

Struktura vvnet obsahuje výstupy všech neuron̊u po vrstvách.
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Výpočet algoritmu zpětného š́ı̌reńı pro jeden vzor:

void
backprop (
NeuralNetwork& network ,
const v i o t& vinput ,
const v i o t& voutput ,
const vv i o t& vvnet ,
const vv i o t& vvwcoef ,
const double eta ,
vv i o t& vvde l ta ) ;

Struktura vvwcoef obsahuje ηi,j individuálńı koeficienty učeńı algoritmu
Levenberga-Marquardta, struktura vvdelta obsahuje změny pro daný vzor vinput
a správný výstup voutput.

Výpočet aproximované matice druhých derivaćı pro algoritmus
Levenberga-Marquardta:

void
he s s i an (
NeuralNetwork& network ,
const vv i o t& vvinput ,
const v s i z e t vindex ,
const s i z e t s i z e ,
const double mu,
vv i o t& vvnet ,
v v i o t& vvwcoef ,
v v i o t& vvwder ,
vv i o t& vvxder ,
v v i o t& vvyder ) ;

Struktury vvwder, vvxder a vvyder jsou pomocné struktury.
Funkce pro komplexńı trénink śıtě:

void
t r a i n (
NeuralNetwork& network ,
const vv i o t& vv t ra in input ,
const vv i o t& vv t ra in output ,
const vv i o t& vv va l i da t i on inpu t ,
const vv i o t& vv va l i da t i on output ,
double eta ,
double eta decay ,
double eta min ,
double mse stop ,
u i n t 32 t epoch max ,
u i n t 32 t h e s s i a n s i z e ,
u i n t 32 t hessian max ,
u i n t 32 t f a i l s max ) ;

Tato funkce ř́ıd́ı proces učeńı, předává śıt́ı vzory, v určených intervalech
přepoč́ıtává koeficienty ηi,j , měř́ı chybovou funkci na trénovaćı a validačńı
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množině, zastavuje proces učeńı v př́ıpadě dosažeńı maxima epoch nebo
stanoveného minima chybové funkce.

7.2.4 Zpracováńı obrazového vstupu

Základńı struktura pro reprezentaci černob́ılého obrazu v programu:

c l a s s image t
{
pub l i c :
const s t a t i c u i n t 8 t WHITE = 255 ;
const s t a t i c u i n t 8 t BLACK = 0 ;

pub l i c :
image t ( u i n t 32 t height , u i n t 32 t width , u i n t 8 t va l ) ;
u i n t 8 t& operator [ ] ( u i n t 32 t index ) ;
u i n t 8 t operator [ ] ( u i n t 32 t index ) const ;
u i n t 8 t& operator ( ) ( u i n t 32 t h , u i n t 32 t w) ;
u i n t 8 t operator ( ) ( u i n t 32 t h , u i n t 32 t w) const ;
bool in ( u i n t 32 t h , u i n t 32 t w) const ;
u i n t 32 t he ight ( ) const ;
u i n t 32 t width ( ) const ;
u i n t 32 t s i z e ( ) const ;
s td : : vector< u in t8 t> data ( ) const ;
void data ( const std : : vector< u in t8 t>& val ) ;
u i n t 32 t sum( ) const ;

p r i va t e :
u i n t 32 t h e i gh t ;
u i n t 32 t width ;
std : : vector< u in t8 t> data ;

} ;

Nač́ıtáńı a ukládáńı obrazu do formát̊u (png, jpg, bmp) je řešeno exterńı
knihovnou OpenCV. Žádné algoritmy pro zpracováńı obrazu z exterńıch knihoven
nejsou použity. Nejvýznaměǰśı je funkce pro deformaci obrazu:

image t
d i s t o r t (
const image t& image ,
const u i n t 32 t d i s t o r t i o n ,
const u i n t 32 t movement ,
const u i n t 32 t s c a l l i n g ,
const u i n t 32 t ro ta t i on ,
const u i n t 32 t seed ) ;

Distortion je limit náhodného posunut́ı pixel̊u, movement je limit pro celkové
posunut́ı, scalling je limit pro změnu rozměr̊u a rotation limit pro rotaci ve
stupńıch. Tato funkce nejdř́ıve na základě argument̊u a pseudonáhodných hodnot
vytvoř́ı mapu relativńı deformace jednotlivých pixel̊u obrazu a nakonec dopoč́ıtá
nové hodnoty pixel̊u.
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7.2.5 Segmentace obrazu

Velmi podstatnou součást́ı implementace segmentace je struktura efektivně
spravuj́ıćı př́ıslušnost vrcholu ke komponentě:

c l a s s d i s j o i n t s e t f o r e s t
{
s t r u c t member t
{
member t ( u i n t 32 t id , u i n t 32 t pa r en t i d ) ;
u i n t 32 t i d ;
u i n t 32 t pa r en t i d ;
u i n t 32 t rank ;

} ;

pub l i c :
d i s j o i n t s e t f o r e s t ( ) ;
void c r e a t e ( u i n t 32 t count ) ;
u i n t 32 t f i nd ( u i n t 32 t member id ) ;
s td : : pa ir< u int32 t , u in t32 t>
merge ( u i n t 32 t s e t i d a , u i n t 32 t s e t i d b ) ;

u i n t 32 t s i z e ( ) ;
void c l e a r ( ) ;

p r i va t e :
s td : : vector< member t> member v ;
u i n t 32 t count ;

} ;

Hlavička funkce segmentuj́ıćı obraz:

imagepos vt
segment (
const image t& source image ,
const image t& graph image ,
const u i n t 32 t min s i z e = 0 ,
const u i n t 32 t edge range = 3 ,
const u i n t 8 t background = UINT8 MAX,
const u i n t 8 t min darkness = UINT8 MAX,
const u i n t 8 t max d i f f e r ence = UINT8 MAX) ;

Sourceimage je originálńı vstupńı obraz, graphimage je obraz s detekovanými
hranami, minsize je minimálńı přij́ımaná velikost komponenty, tedy symbolu,
edgerange je vzdálenost, na kterou se spojuj́ı pixely.

7.2.6 Formát struktur v souborech

Neuronová śıt’ je uložena takto:

["layers"] [počet vrstev]
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... pro všechny vrstvy ...

["------------------------------"]

["neurons"] [počet neuronů ve vrstvě]

... pro všechny neurony ...

["connections"] [počet spojenı́ neuronu]

... pro všechna spojenı́ ...

[id neuronu ve vyššı́ vrstvě] ["w"] [id váhy] ["|"]

["weights"] [počet vah ve vrstvě]

... pro všechny váhy ...

[hodnota váhy]

7.2.7 Kompilace ze zdrojových kód̊u

U bakalářské práce jsou přibalené zdrojové kódy spolu se všemi potřebnými
knihovnami nutnými pro sestaveńı.

Skript pro sestaveńı programu vyžaduje vývojové prostřed́ı Visual Studio
2010. Sestaveńı se spust́ı př́ıkazem.

devenv /build release ocr.sln

38


	Úvod
	Motivace
	Neuronová síť
	Klasifikátor

	Struktura neuronu a neuronové sítě
	Neuron
	Lineární separabilita
	Neuronová síť
	Výpočet výstupu neuronové sítě


	Algoritmy učení neuronu a neuronové sítě
	Problém učení
	Přenosové funkce
	Algoritmus delta pravidla
	Algoritmus zpětného šíření
	Stochastický algoritmus  Levenberga-Marquardta 

	Rozpoznávání symbolů neuronovou sítí
	Vstup, výstup a přenosová funkce
	Struktura neuronové sítě
	Konvoluční neuronová síť

	Inicializace
	Učení v praxi
	Výsledky
	Příprava dat


	Segmentace
	Problém segmentace
	Algoritmus segmentace
	Výsledky algoritmu

	Aplikace
	Implementace
	Knihovna
	Program

	Závěr
	Seznam použité literatury
	Přílohy
	Uživatelská dokumentace
	Programátorská dokumentace
	Neuronové sítě - struktura
	Neuronové sítě - vytváření
	Neuronové sítě - algoritmy
	Zpracování obrazového vstupu
	Segmentace obrazu
	Formát struktur v souborech
	Kompilace ze zdrojových kódů



