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Uvod

Préce je vénovana teSeni eliptické tlohy pomoci metody koneénych prvku,
kde misto klasické baze pouzivame bazové funkce typu kubicky spline. Funkce
z klasické baze jsou po castech linearni a numerické teSeni je spojité zobrazeni
na celém intervalu (ale ne nutné diferencovatelné), kdezto kubicky spline je po
¢astech polynomidlni funkce a numerické feseni ma derivaci 1. a 2. fadu na celém
intervalu.

Resfme rovnici —u” = f na otevieném intervalu (0, 1), spolu s pocateénimi
podminkami u(0) = u(1) = 0, kde f je L*.

Zkonstruujeme konecnédimenziondlni prostor tak, ze hleddme ptiblizné feSeni
v tomto prostoru. Vysledné teseni porovnavame s fesenim analytickym a zkou-
mame, zda je TeSeni dobfe aproximovatelné. Soucasné matematicky zavedeme
oznaceni |lep||z2 := e(h) = ||u — up||z2, kde |lep||r2 znaci L? normu, u je piesné
feSeni, a wuy, je TeSeni ulohy, které vychéazi z nasi metody. Zajima nas, zda chyba
metody ||ep|| 2 konverguje k 0 a jak rychld je tato konvergence.



1. Metody konec¢nych prvku

1.1 Sobolevuv prostor

Jako prostor LF (€) budeme oznacovat mnozinu { f métitelné : f € LP(K),VK C

loc

Q kompaktni}, kde LP(Q2) = {f méfitelné : || f||r(q) < o0}

Necht u € L

e(§2), kde € je otefend mnozina.

Necht « je n-tice nezdpornych celych éisel, o = (v, ..., ap) a ol =3, a;.

Necht D(Q) C C>() je mnozina nekoneénédiferencovatelnych zobrazend,
které maji kompaktni nosi¢ v Q. Zvolime ¢ € D(Q2) libovolné.

Necht D¥p(z) := (@ (x) je derivace zobrazeni ¢ ve sméru (ay, ..., ay), tj.

dlp(x)
Deo(x) = .
P = G

Definice. Rikdme, ze funkce g(z) je zobecnénd derivace zobrazeni f(x), jestlize

/Q 9(@) pla)da = (~1)° / f() D*p(x) dx, ¥ o) € D(Q).

Zmacime D%u := ¢ a fikdme ze u m&a zobecnénou derivaci k-tého tadu, kde

k= |al.

Nyni definujme Soboleviiv prostor

WkP(Q) = {u € LP(Q) : D°u € LP(Q), V|a| < k}.

Jinymi slovy, Sobolevuv prostor fadu k je mnozina méftitelnych funkci u €
LP(2), pro které existuje zobecnéna derivace az do k-tého stupné v LP(2). Norma
v tomto prostoru je definovana

1 lwsy = (3 1D FI2 ) (L1)
o<k

S tomto normou je Soboleviuv prostor Banachuv. Je-li p = 2, je to Hilbertuv
prostor.

v~

najdeme ve skriptech EvaNs[5] kapitola 5.

V nasem piipadé zkoumédme feseni na otevieném intervalu Q = (0,1), v
Sobolevové prostoru
H'= H; = W"(0,1) = {u € L*(0,1) : v/ existuje s.v.}. (1.2)



1.2 Poissonova rovnice a princip slabého reseni

Definice. H} := {v € H'(0,1):v(0) = v(1) = 0 ve smyslu stop}.

Definici a vlastnosti stopy najdeme ve skriptech EVANS[5] str. 257 - 259.

Poissonovou tlohou rozumime rovnici

—u" = f, (1.3)

pro kterou hledame feSeni u.

Zvolme libovolnou testovaci funkci ¢ € H}. Po nasobeni ¢ na obou strandch
rovnice (L3]) a poté integrovani dostdvdme rovnici

1 1
/ —u"pdx = / foduw. (1.4)
0 0

Po pouziti Greenovy véty je rovnice (L)) ekvivalentni
e+ 00) + [ attda = [ reds,

coz je ekvivalentni
/ u'p dx—/ fodx (1.5)

diky vlastnosti, ze ¢(1) = ¢(0) = 0. Posledn{ rovnice plati pro libovolnou p € H}.
To nés vede k tiloze hleddni feseni u v prostoru H'. Toto feseni se nazyva slabé
feseni.

Poznamka. Slabé feseni je v kontrastu s klasickym fesenim. Klasické reseni hleda-
me v prostoru diferencovatelnych funkei C?, kdezto slabé feseni hleddme v pros-
toru H! se zobecnénou prvni derivaci.

Dalsi poznamka k pochopent je, ze slabé feseni neni feseni tlohy (L3)), nybrz
feSeni rovnice (ILH)).

1.3 Metoda konecénych prvkua

Metodou koneénych prvku, dale jen MKP, rozumime Ritz-Galerkinovu meto-
du se specialnim vybérem konec¢nédimenzionalnich prostoru V;. Tuto metodu
vysvétlime nize.

Na zacatku predstavime naznak metody, kterou pouzivame pii aproximacich,
a naznak, pro¢ je metoda tak vystavéna.



Hledame teseni v néjakém Hilbertové prostoru H.

Necht H' je topologicky dudlni prostor k prostoru H. Jsou dény U C H
neprazdna, konvexni, uzaviena podmnozina, a: H X H — R bilinearni forma a

feH.

Definice. a je H-elipticka (neboli koercivni) na U, jestlize existuje konstanta
a > 0 takovd, ze a(v,v) > aflv||* pro vechny v € U.

Definice. a je omezena na U, jestlize existuje konstanta M > 0 takova, ze
la(u,v)| < M||ul|||v||, pro vSechny w,v € U.

Definice. Méjme u € U vyhovujici podmince
a(u,v —u) > f(v—u),Yv e U. (1.6)

Potom nerovnost (L6 nazyvame elipticky problém a u nazyvame reseni toho
problému.

Jestlize U = H, piSeme misto nerovnosti rovnost
a(u,v —u) = f(v—u),Yv € H. (1.7)

Véta 1.1. (Laz-Milgramova). Necht J: H — R je kvadratickyj funkciondl danjj
vyrazem

T(w) = Ja(v,) ~ f(0),

kde a: H x H — R je symetrickd, H-elipticka a omezend bilinedrni forma.
Potom existuje prdave jediné reseni u* € H problému

Jw*) < J),Yv e H. (1.8)
Navic u* € H tesi (L8]) prave tehdy, kdyz resi

Diikaz. Najdeme ve skriptech HASLINGER[I] str. 13. O

Pozndmka. Pro a symetrickou a H-eliptickou bilinedrni formu, (LG) je ekviva-
lentni problému

Ju) <JWw),Yvel, (1.9)
kde u € U a J je vySe definovany funkcional.

Necht V' C H je jind neprazdnd, konvexni, uzavienid podmozina. Nyni mame
dva problémy: u je pravé jediné teseni problému (LG) v U a uy je pravé jediné
feSeni stejné nerovnice, ale ve V.

Nésledujici tvrzeni ndm dé odhad na ||ju — uy || x.



Tvrzeni 1.1. Necht a : Hx H — R je omezend a H-eliptickd bilinedrni forma.
Potom

M
— < — .
o —wy < = inf fJu— o

Diikaz. Najdeme ve skriptech HASLINGER[I] str. 18. O

Nyni vime, Ze ||u — uy || 1ze omezit a tedy mé smysl uvazovat konstrukce V.
Dulezity ptipad nastava, kdyz V je konetnédimenzionalni prostor, diky ¢emuz je
dany prostor prakticky konstruovatelny.

Pozndmka. Ptedchozi dva problémy vedou na TeSeni soustav linearnich alge-
braickych rovnic. (Viz skripta HASLINGER[I] str. 17-20.). Podobnym postupem
vyfeSime na konci této kapitoly jednu konkretni ulohu.

Pro presnéjsi aproximaci nevystacime s jedinym kone¢nédimenzionalnim pro-
storem, nybrz budeme uvazovat posloupnost podprostoru s rostouci dimenzi.
Necht h € (0,1) a ke kazdému h prifadme kone¢nédimenzionalni podprostor
Vi, € H, dim 'V}, = n(h), kde n(h) — oo pro h — 0.

Definice. Méjme uy, € Vj,, které vyhovuje néasledujici podmince
a(up,v —up) = f(v—uy),Yv € V. (1.10)

Potom se rovnice (LI0) nazyvaji eliptické problémy pro ruzna h a u, je feSeni
téchto eliptickych problému.

Oznacend: Galerkinova metoda je postup, kde zaménujeme problém (LG) za
posloupnost problému (LI0).

Pozndmka. Je-li navic a symetrickd, jsou eliptické problémy (LI0) ekvivalentni
uloze nalézt uy, € Vj,, v némz J nabyva na Vj, svého minima, tj.

T(up) < T(v),Yo € V. (1.11)

Ritzova metoda je postup, kde zaménujeme problém minimalizace J na celém
H za problém minimalizace J na V},, pro ruzné h.

Ritz-Galerkinova metoda je pojem pro obé metody, kdy nerozlisujeme symetrii
bilinearni formy a.

1.4 Diskretizace ulohy pomoci MKP

Ptedtim, nez budeme fesit zminénou matematickou tlohu, podivejme se na jed-
nu situaci, kdy tato tloha vznika. Jeden z pripadu Poissonovy tlohy je pripad,
kdy méame pruzné-plastickou gumu. Rovnice je sestavena z pravé strany f, kterd



reprezentuje tihovou silu pusobujici na pruzinu, a z hledané funkce u, kterd
odpovida tvaru, do jakého je pruzina ohnutd pod danou silou f.

Nyni prejdeme na nasi konkretni Poissonovu tlohu, tj. —u” = f na otevieném
intervalu (0,1), s Dirichletovymi po¢ateénimi podminkami «(0) = u(1) = 0 na
hranici.

: 1 1 .
Rovnice —u” = f & [/ —u"v = [ fv, pro véechny v € Hj

1 1
= / u'v' = / fv,Yv € Hy. (1.12)
0 0

Zvolme konec¢nédimenzionalni podprostor V;, < H} takovy, ze ma bédze tvo-
fenou prirozenymi kubickymi spliny ¢;, ¢ =1,...,n — 1, kde h = % Hleddme v
ném piiblizné feseni uy, tak, aby splinovalo tutéz tlohu. Dalsi podminky pro bazové
funkce @;, i = 1,...,n—1 budou upresnény v kapitole 2.2, kde je zkonstruujeme.

Poznamka. Znaceni dimVy, =n — 1 pro h = % usnadni programovani.

Prevedeme rovnice (ILH), kde hleddme feSeni u v prostoru H!, na stejnou tilohu
v podprostoru Vj,. Hledame tedy teseni uy, které splnuje podminku ekvivalentni

s podminkou (LI2):
1 1
/ up vy, = / fon, Yo, €V (1.13)
0 0

Protoze {p;} je béaze prostoru Vj,, hledané teseni u;, € Vj, lze jednoznacné
napsat ve tvaru

n—1 n—1
up(x) = Zuchl(:p) , up () = Zum;(x), kde u; € R.
1 1

Protoze {¢;} je béze prostoru V;, a hleddme feseni wy tak, ze vyhovuje rovnici
(LI13) pro kazdy prvek vy, € Vj,, problém se zredukuje na to, ze bude stacit, kdyz
rovnice (LLI3]) bude platit pro vsechny bézové funkce ¢;(x), i =1,...,n— 1.

Po dosazeni uy, do rovnice (LI3) a s iivahou, ze rovnice musi platit pro vSechny
bazové funkce, dostavame soustavu linearnich algebraickych rovnic

Zui/o @é(x)go}(x)dx:/o f(@)pj(x)de, Vj=1,....,n— 1 (1.14)

Déle se zabyvame konstrukei baze tohoto prostoru, neboli konstrukei priroze-
nych kubickych splint (s uréitymi podminkami).



2. Prirozeny kubicky spline

2.1 Definice prirozeného kubického splinu

Jednim z problému dnesni védy je aproximovat funkci interpola¢ni metodou.
Aproximujeme danou funkci po ¢astech, nejcastéji linearni, v nasem ptipadé poly-
nomidalni funkci. Takova funkce v, ktera je po ¢astech polynom a v uzlech ma
spojitou derivaci az do tadu k, se nazyva spline.

Definice. Budeme pouzivat ekvidistantni déleni na intervalu [z, x,,] pro pfirozené

n. Ekvidistantni déleni na intervalu [z, z,] rozumime mnozinu D = {xg,...,z,}
takovou, ze x; = xg + th(z, — x¢),i=0,...,n, kde h = %
Muzeme zvolit i jiné déleni, kde bude h = max{|z;;1 — x;[;i=0,...,n — 1}.

Definice. Rekneme, ze funkce 1: [0, ny1] — R je kubicky spline, kde xg, 21, . . .,
ZTpa1 jsou prvky ekvidistantniho déleni, jestlize

1. ¥ € C?[xo, 1),

2. Yl{z;2:,1] je polynom stupné nejvyse 3.

Rikdme, ze 1 je kubicky interpolacni spline k funkeci g v bodech o, z1,. .., Tpi1,
jestlize jsou navic splnény podminky v (z;) = g(z;), i =0,...,n+ 1.

Maéme, ze ; = 1|[4, 2,,.,) je polynom stupné nejvyse 3, lze ho tedy vyjadrit
ve tvaru ¥;(z) = a; + bi(x — x;) + ci(x — x;)* + di(x — )3, proi = 0,...,n.

Funkce v je urena 4n parametry, pricemz mame 4n — 2 podminek (2n pod-
minek z rovnosti s funkci g v uzlech a spojitosti ¢ v uzlech, 2n — 2 podminek
ze spojitosti 1. a 2. derivace ). Zvolime posledni dva parametry typu: ¢ (xg) =
" (x,) = 0. Takova volba tvoii prirozeny kubicky spline.

2.2 Konstrukce baze prostoru ze splint

7 piedchozi kapitoly vime, ze baze prostoru jsou {@;}7!. Vektor z baze o;
konstruujeme fadou polynomu ; na jednotlivych intervalech, coz matematicky
zapiseme

’QZ); = (pi|[1'j,xj+1]7j =0,....,n—1

s dodate¢nou podminkou, ze ¢;(x;) = 9; j, kde 9, ; je Kroneckerovo delta.

7



Pozndmka. Index i € {1,...,n — 1} vyjadiuje index bazové funkce. Index
j €40,...,n— 1} znad interval.

Konstrukei prirozeného kubického splinu najdeme ve skriptech FEISTAUER[2]
str. 2-4.

Néznak konstrukce ptirozeného kubického splinu neboli bazové funkce ;:

Je déno: h =1, My =14"(0) =0, M, =¢"(1) =0,

(1 j=1
() = { 0  jinak.
Pozndmka. Znacme v := Vj = ©1|g, 0,411, 5 =0,...,n— 1.

7 je polynom stupné nejvyse 1, zapiSeme ho ve tvaru

xX; — X xr —X;
V() = Mj% + My — ’
Po integrovani dostavame
()41 — )? (v — )
Vi(x) = —Mj]T + Mj+lTj + Aj,
()41 — 2)? (z —x;)°
Vi(x) = —Mj——Fr——+ M + Aj(z —x;) + B;.

2h 2h
Ze znamych hodnot ¢;(x;) = ¢1(z;) , ¥j(xj41) = @1(zj41) a 1/1}71(%‘—) =
wj(l‘j+) VYChZiZi hOdIlOty Aj = % — %h(Mj+1 — M]) s Bj = 517]‘ — h2%
a soustava

2My + My = g
1/2M;  +  2My + peMs; = ¢
1/2My  +  2Ms  + pusMy = g3
1/2Mn72 + 2Mn71 = Gn-1,

kde g; = (51’“};61”' — O _21’j_1 )% Vytesime matici pomoci znamych metod,
napi. QR rozklad (viz skripta [3]), ziskdme potom polynomy vy, ..., ¥, 1, z ¢ehoz

dostavame vyjadieni bazové funkce ;.

Na nésledujicich obrazcich (2.1) a (2.2) jsou bazové funkce po konstrukei. Na
obrazku (2.1) jsou 3 bézové funkce pro 3 dimenzionalni prostor. A na obrazku
(2.2) je zkonstruovano 6 bazovych funkei.



) ) ) UD

Obrazek 2.1: Bazové funkce pro dim 3.
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Obrazek 2.2: Bazové funkce pro dim 6.



3. Numerické vysledky

3.1 Numericka realizace

Chceme fesit soustavu (LI4]), abychom dostali ptiblizné feseni wy,.

Sij = fO QOZQOJ dr aS= {S’Lj}
Budte pj fo fgoj d:z: ap={p;}; j:l
{UJ ]:

Dostévame z rovnice ((LT4]) soustavu linearnich algebraickych rovnic Su; = p,
kde jsou znamé hodnoty S a p.

Integral fo @i dx 1ze pocitat pomoci numerické metody, napt. numerickd
kvadratura Gaussova (viz ve skriptech [4]).

Matice S je plnd, a proto je nevyhodna vuci klasické volbé bazové funkce. Pro
vice rozmérnou mnozinu € je feseni soustavy vypocetné narocné.

Vyfesime tuto soustavu, napf. pomoci Gaussovy eliminace. ReSeni soustavy
jsou koeficienty u;, i = 1,...,n — 1. Odtud uy(z) = S0 usps ().

3.2 Chyba metody

Nejdiiv zopakujeme nékteré potiebné znalosti.

H'(Q) je Hilbertuv prostor se skalarnim souc¢inem (, ). Definice prostoru

H'(Q) je v kapitole (L)) a (L2).

Pro f, g libovolné funkce v L*(2) plati:

(f:9)120) = Jo [9
a || flliz@) = (f, Dz

Pro libovolné funkce u,v v H'(2), z obecné definice (L), plati:

(u, v) (o) = E\la|=o(DaU7 D) 20,

a tedy |u|H1(Q — ||D0u||L2(Q + ||D1u||%2 Q

10



Necht je u presné feseni nasi zdkladni rovnice (L3)). Po dspésné konstrukei
priblizného feSeni uy, se podivame na to, zda je nés zvoleny prostor dobrou volbou.
Pted tim zavedme nové znaceni.

Normu rozdilu mezi pfesnym a numerickym feSenim znacime |ley||z2, kde
lenllrz == |lu — up||32. Zdroven ji nazyvéme chyba aproximace.

Podobné zavedeme znaceni |ep| 1 pro rozdil v seminormé v prostoru H'.

Norma tohoto rozdilu v Hilbertovu prostoru H' je
1 1
u— unlfn = llu —unllfs + 1w — w7 = [y (u —1Uh)2 + Jo (0 —up)*.
Odtud seminormu |e, |1 definujeme |ep| g == [ (v — uj,)?.

Kladnou funkci ||ep||z2 nebo |ey|g1, déle jen e(h), pouzivame k prohlednuti
konvergence metody. « je fdd metody a je definovdna ve smyslu e(h) = ch?,
pro néjakou kladnou konstantu ¢. Cim je a vétsi, tim je metoda presnéjsi. O a
rikame také, ze je to experimentdlni fad konvergence (déle jen EOC). A pocitdme
ji nésledovné:

Pro kroky h; a h;y; mame dvé rovnice

e(hz) = Ch?{i’i+1 a e(hi+1) = Ch;i’fﬁl,

kde o ;41 je Tad metody piislusny krokum h; a h;4. Po logaritmovéani dostaneme

log e(h;) — log e(hit1)
lOg hz — log hi—l—l '

EOC =

Zvolme za pravou stranu rovnice (I3) ndsledujici funkce:

1. f = 1 je konstantni funkce, pro jednoduchy ptipad. Piesné feseni je pak
_ 1.2 1
U= —5r°+ 57.

2. f = 2% — z kvadratickd funkce pro polynomidlni piipad, polynom do 3.
stupné. Po tpravé rovnice (L3) vyjde feseni v = —1/12z +1/62° — 1/12z*.

1

3. Pro f = sin(27r) mame analytické feseni u = ;5 sin(27x).

4. Pro f = sin(107z) je analytické feSeni u = - sin(107x).

11



Legenda k obrazkum

cerna krivka:

cervend krivka:

analytické teseni u(x)

numerické piiblizné reseni (NPR) uy(x)

h n llen]| L2 EOC len| g EOC
0.1 10 | 1.93117252467226E-08 2.73397501525202E-05
0.05 20 | 6.05237478557109E-10 | 4.99 | 3.4195281040303E-06 | 2.99
0.025 | 40 | 1.89136931332185E-11 | 4.99 | 4.27441069425759E-07 | 2.99
0.0125 | 80 | 5.91052897794079E-13 | 5.00 | 5.34301336301363E-08 | 3.00
0.00625 | 160 | 1.84707323095535E-14 | 4.99 | 6.67876682589236E-09 | 2.99
0.00416 | 240 | 2.43237354171031E-15 | 4.99 | 1.97889381943335E-09 | 3.00
Tabulka 3.1: Chyba metody a EOC pro f = 1.
Obrazek 3.1: Presné teseni u a jejil NPR pron =4, u = —%xQ + %x
h n llenl| 2z EOC len| EOC
0.1 10 | 1.40234511326862E-13 2.15343878178321E-10
0.05 20 | 3.66601487693022E-16 | 8.57 | 2.40621115590726E-12 | 6.48
0.025 | 40 | 1.0765890509733E-18 | 8.41 | 3.01013320568908E-14 | 6.32
0.0125 | 80 | 3.51468556464358E-21 | 8.25 | 4.11772766444224E-16 | 6.19
0.00625 | 160 | 2.19789507170761E-22 | 3.99 | 5.97730064761049E-18 | 6.10

Tabulka 3.2: Chyba metody a EOC pro kvadratickou pravou stranu, f = % — .

Obrazek 3.2: Regeni u = —1—12x + %x?’ —

12
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h n llenl| 2z EOC len| EOC

0.1 10 | 1.18578807277746E-11 2.34890764882301E-08

0.05 20 | 3.83843325526074E-14 | 8.27 | 3.0217749948989E-10 | 6.28

0.025 | 40 | 1.42814033544551E-16 | 8.07 | 4.48245619763378E-12 | 6.07

0.0125 | 80 | 5.51059955355194E-19 | 8.01 | 6.91178991619415E-14 | 6.01

0.00625 | 160 | 2.67209890481277E-21 | 7.68 | 1.07638731778083E-15 | 6.00

Tabulka 3.3: Chyba metody a EOC pro sinusovu pravou stranu, f = sin(27x).

Obrézek 3.3: Resenf u = ﬁ sin(27zx) a jejil NPR, pro n = 4.

h n lenll 2 EOC lenla EOC
0.1 | 10 | 5.24824833913843E-07 0.000495230487363672
0.05 | 20 |8.94824336070305E-11 | 12.51 | 6.4168522620276E-07 | 9.5
0.025 | 40 | 1.29396870477728E-13 | 9.43 | 4.09846606616581E-00 | 7.29
0.0125 | 80 | 3.79404467642423E-16 | 8.41 | 4.78952243947078E-11 | G.AL
0.00625 | 160 | 1.37454734786664E-18 | 8.10 | 6.90744414065156E-13 | 6.11
0.00416 | 240 | 5.31111803701336E-20 | 8.02 | 5.0724561334985E-14 | 6.03

Tabulka 3.4: Chyba metody a EOC pro sinusovu pravou stranu, f = sin(107x).

0.0010 -

0.0005 -

—0.0005 [

-0.0010 -

Obrazek 3.4: Presné feseni u = 1037# sin(107x) a jeji NPR, pron = 7.
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Obrézek 3.5: u =

100 ooz sin(107z) a jeji NPR, n = 20.

V prvnich tiech piipadech ptiblizné feseni konverguje velmi rychle k vyslednému
feseni, v prostoru dimenze 3. A v poslednim piipadé sin(107wz) je dobte aprox-
imovana v prostoru s 19 bazovymi funkcemi. Da se tict, ze v téchto ptipadech
mame superaproximaci.

Experimentalni tad konvergence v tabulkach je vysoky, dokonce vyssi, nez se
da ocekavat z aproximativnich vlastnost{ funkci (EOC = 4 v L? normé a EOC =
3 v H' seminormé).

Tento jev je zajimavou otazkou pro budouci vyzkum.
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