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Kĺıčová slova: spline, okrajová, úloha, numerický.
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1 Metody konečných prvk̊u 2

1.1 Sobolev̊uv prostor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Poissonova rovnice a princip slabého řešeńı . . . . . . . . . . . . . 3
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Úvod

Práce je věnována řešeńı eliptické úlohy pomoćı metody konečných prvk̊u,
kde mı́sto klasické báze použ́ıváme bázové funkce typu kubický spline. Funkce
z klasické báze jsou po částech lineárńı a numerické řešeńı je spojité zobrazeńı
na celém intervalu (ale ne nutně diferencovatelné), kdežto kubický spline je po
částech polynomiálńı funkce a numerické řešeńı má derivaci 1. a 2. řádu na celém
intervalu.

Řeš́ıme rovnici −u′′ = f na otevřeném intervalu (0, 1), spolu s počátečńımi
podmı́nkami u(0) = u(1) = 0, kde f je L2.

Zkonstruujeme konečnědimenzionálńı prostor tak, že hledáme přibližné řešeńı
v tomto prostoru. Výsledné řešeńı porovnáváme s řešeńım analytickým a zkou-
máme, zda je řešeńı dobře aproximovatelné. Současně matematicky zavedeme
označeńı ‖eh‖L2 := e(h) = ‖u − uh‖L2, kde ‖eh‖L2 znač́ı L2 normu, u je přesné
řešeńı, a uh je řešeńı úlohy, které vycháźı z naš́ı metody. Zaj́ımá nás, zda chyba
metody ‖eh‖L2 konverguje k 0 a jak rychlá je tato konvergence.
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1. Metody konečných prvk̊u

1.1 Sobolev̊uv prostor

Jako prostor Lp
loc(Ω) budeme označovat množinu {f měřitelné : f ∈ Lp(K) , ∀K ⊂

Ω kompaktńı}, kde Lp(Ω) = {f měřitelné : ‖f‖Lp(Ω) <∞}.

Necht’ u ∈ Lp
loc(Ω), kde Ω je oteřená množina.

Necht’ α je n-tice nezáporných celých č́ısel, α = (α1, . . . , αn) a |α| =
∑

i αi.

Necht’ D(Ω) ⊂ C∞(Ω) je množina nekonečnědiferencovatelných zobrazeńı,
které maj́ı kompaktńı nosič v Ω. Zvoĺıme ϕ ∈ D(Ω) libovolné.

Necht’ Dαϕ(x) := ϕ(α)(x) je derivace zobrazeńı ϕ ve směru (α1, . . . , αn), tj.

Dαϕ(x) =
∂|α|ϕ(x)

∂xα1

1 . . . ∂xαn
n

.

Definice. Řı́káme, že funkce g(x) je zobecněná derivace zobrazeńı f(x), jestliže
∫

Ω

g(x)ϕ(x) d x = (−1)|α|
∫

Ω

f(x)Dαϕ(x) d x , ∀ϕ(x) ∈ D(Ω).

Znač́ıme Dαu := g a ř́ıkáme že u má zobecněnou derivaci k-tého řádu, kde
k = |α|.

Nyńı definujme Sobolev̊uv prostor

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω) , ∀ |α| ≤ k}.

Jinými slovy, Sobolev̊uv prostor řádu k je množina měřitelných funkćı u ∈
Lp(Ω), pro které existuje zobecněná derivace až do k-tého stupně v Lp(Ω). Norma
v tomto prostoru je definována

‖f‖W k
p (Ω) = (

∑

|α|≤k

‖Dαf‖p
Lp(Ω))

1

p . (1.1)

S tomto normou je Sobolev̊uv prostor Banach̊uv. Je-li p = 2, je to Hilbert̊uv
prostor.

Podrobněǰśı informace o zobecněných derivaćıch a Sobolevových prostorech
najdeme ve skriptech Evans[5] kapitola 5.

V našem př́ıpadě zkoumáme řešeńı na otevřeném intervalu Ω = (0, 1), v
Sobolevově prostoru

H1 = H1
2 =W 1,2(0, 1) = {u ∈ L2(0, 1) :u′ existuje s.v.}. (1.2)

2



1.2 Poissonova rovnice a princip slabého řešeńı

Definice. H1
0 := {v ∈ H1(0, 1) : v(0) = v(1) = 0 ve smyslu stop}.

Definici a vlastnosti stopy najdeme ve skriptech Evans[5] str. 257 - 259.

Poissonovou úlohou rozumı́me rovnici

− u′′ = f, (1.3)

pro kterou hledáme řešeńı u.

Zvolme libovolnou testovaćı funkci ϕ ∈ H1
0 . Po násobeńı ϕ na obou stranách

rovnice (1.3) a poté integrováńı dostáváme rovnici

∫ 1

0

−u′′ϕ d x =

∫ 1

0

fϕ d x. (1.4)

Po použit́ı Greenovy věty je rovnice (1.4) ekvivalentńı

−u′(1)ϕ(1) + u′(0)ϕ(0) +

∫ 1

0

u′ϕ′ d x =

∫ 1

0

fϕ d x,

což je ekvivalentńı
∫ 1

0

u′ϕ′ d x =

∫ 1

0

fϕ d x (1.5)

d́ıky vlastnosti, že ϕ(1) = ϕ(0) = 0. Posledńı rovnice plat́ı pro libovolnou ϕ ∈ H1
0 .

To nás vede k úloze hledáńı řešeńı u v prostoru H1. Toto řešeńı se nazývá slabé
řešeńı.

Poznámka. Slabé řešeńı je v kontrastu s klasickým řešeńım. Klasické řešeńı hledá-
me v prostoru diferencovatelných funkćı C2, kdežto slabé řešeńı hledáme v pros-
toru H1 se zobecněnou prvńı derivaćı.

Daľśı poznámka k pochopeńı je, že slabé řešeńı neńı řešeńı úlohy (1.3), nýbrž
řešeńı rovnice (1.5).

1.3 Metoda konečných prvk̊u

Metodou konečných prvk̊u, dále jen MKP, rozumı́me Ritz-Galerkinovu meto-
du se speciálńım výběrem konečnědimenzionálńıch prostor̊u Vh. Tuto metodu
vysvětĺıme ńıže.

Na začátku představ́ıme náznak metody, kterou použ́ıváme při aproximaćıch,
a náznak, proč je metoda tak vystavěna.
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Hledáme řešeńı v nějakém Hilbertově prostoru H .

Necht’ H ′ je topologický duálńı prostor k prostoru H . Jsou dány U ⊆ H
neprázdná, konvexńı, uzavřená podmnožina, a: H ×H −→ R bilineárńı forma a
f ∈ H ′.

Definice. a je H-eliptická (neboli koercivńı) na U , jestliže existuje konstanta
α > 0 taková, že a(v, v) ≥ α‖v‖2 pro všechny v ∈ U .

Definice. a je omezená na U , jestliže existuje konstanta M > 0 taková, že
|a(u, v)| ≤ M‖u‖‖v‖, pro všechny u, v ∈ U .

Definice. Mějme u ∈ U vyhovuj́ıćı podmı́nce

a(u, v − u) ≥ f(v − u) ,∀v ∈ U . (1.6)

Potom nerovnost (1.6) nazýváme eliptický problém a u nazýváme řešeńı toho
problému.

Jestliže U = H , ṕı̌seme mı́sto nerovnosti rovnost

a(u, v − u) = f(v − u) ,∀v ∈ H. (1.7)

Věta 1.1. (Lax-Milgramova). Necht’ J : H −→ R je kvadratický funkcionál daný
výrazem

J (v) =
1

2
a(v, v)− f(v),

kde a: H × H −→ R je symetrická, H-eliptická a omezená bilineárńı forma.
Potom existuje právě jediné řešeńı u∗ ∈ H problému

J (u∗) ≤ J (v) ,∀v ∈ H. (1.8)

Nav́ıc u∗ ∈ H řeš́ı (1.8) právě tehdy, když řeš́ı (1.6).

D̊ukaz. Najdeme ve skriptech Haslinger[1] str. 13.

Poznámka. Pro a symetrickou a H-eliptickou bilineárńı formu, (1.6) je ekviva-
lentńı problému

J (u) ≤ J (v) ,∀v ∈ U , (1.9)

kde u ∈ U a J je výše definovaný funkcionál.

Necht’ V ⊂ H je jiná neprázdná, konvexńı, uzavřená podmožina. Nyńı máme
dva problémy: u je právě jediné řešeńı problému (1.6) v U a uV je právě jediné
řešeńı stejné nerovnice, ale ve V .

Následuj́ıćı tvrzeńı nám dá odhad na ‖u− uV ‖H .
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Tvrzeńı 1.1. Necht’ a : H×H −→ R je omezená a H-eliptická bilineárńı forma.
Potom

‖u− uV ‖ ≤
M

α
inf
v∈V

‖u− v‖.

D̊ukaz. Najdeme ve skriptech Haslinger[1] str. 18.

Nyńı v́ıme, že ‖u − uV ‖ lze omezit a tedy má smysl uvažovat konstrukce V .
Důležitý př́ıpad nastavá, když V je konečnědimenzionálńı prostor, d́ıky čemuž je
daný prostor prakticky konstruovatelný.

Poznámka. Předchoźı dva problémy vedou na řešeńı soustav lineárńıch alge-
braických rovnic. (Viz skripta Haslinger[1] str. 17-20.). Podobným postupem
vyřeš́ıme na konci této kapitoly jednu konkretńı úlohu.

Pro přesněǰśı aproximaci nevystač́ıme s jediným konečnědimenzionálńım pro-
storem, nýbrž budeme uvažovat posloupnost podprostor̊u s rostoućı dimenźı.
Necht’ h ∈ (0, 1) a ke každému h přǐrad’me konečnědimenzionálńı podprostor
Vh ⊆ H , dimVh = n(h), kde n(h) → ∞ pro h→ 0.

Definice. Mějme uh ∈ Vh, které vyhovuje následuj́ıćı podmı́nce

a(uh, v − uh) = f(v − uh) ,∀v ∈ Vh. (1.10)

Potom se rovnice (1.10) nazývaj́ı eliptické problémy pro r̊uzná h a uh je řešeńı
těchto eliptických problémů.

Označeńı: Galerkinova metoda je postup, kde zaměňujeme problém (1.6) za
posloupnost problémů (1.10).

Poznámka. Je-li nav́ıc a symetrická, jsou eliptické problémy (1.10) ekvivalentńı
úloze nalézt uh ∈ Vh, v němž J nabývá na Vh svého minima, tj.

J (uh) ≤ J (v) ,∀v ∈ Vh. (1.11)

Ritzova metoda je postup, kde zaměňujeme problém minimalizace J na celém
H za problém minimalizace J na Vh, pro r̊uzné h.

Ritz-Galerkinova metoda je pojem pro obě metody, kdy nerozlǐsujeme symetrii
bilineárńı formy a.

1.4 Diskretizace úlohy pomoćı MKP

Předt́ım, než budeme řešit zmı́něnou matematickou úlohu, pod́ıvejme se na jed-
nu situaci, kdy tato úloha vzniká. Jeden z př́ıpad̊u Poissonovy úlohy je př́ıpad,
kdy máme pružně-plastickou gumu. Rovnice je sestavena z pravé strany f , která
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reprezentuje t́ıhovou śılu p̊usobuj́ıćı na pružinu, a z hledané funkce u, která
odpov́ıdá tvaru, do jakého je pružina ohnutá pod danou silou f .

Nyńı přejdeme na naši konkretńı Poissonovu úlohu, tj. −u′′ = f na otevřeném
intervalu (0, 1), s Dirichletovými počátečńımi podmı́nkami u(0) = u(1) = 0 na
hranici.

Rovnice −u′′ = f ⇔
∫ 1

0
−u′′v =

∫ 1

0
fv, pro všechny v ∈ H1

0

⇔

∫ 1

0

u′v′ =

∫ 1

0

fv ,∀v ∈ H1
0 . (1.12)

Zvolme konečnědimenzionálńı podprostor Vh � H1
0 takový, že má báze tvo-

řenou přirozenými kubickými spliny ϕi, i = 1, . . . , n − 1, kde h = 1
n
. Hledáme v

něm přibližné řešeńı uh tak, aby splňovalo tutéž úlohu. Daľśı podmı́nky pro bázové
funkce ϕi, i = 1, . . . , n−1 budou upřesněny v kapitole 2.2, kde je zkonstruujeme.

Poznámka. Značeńı dimVh = n− 1 pro h = 1
n
usnadńı programováńı.

Převedeme rovnice (1.5), kde hledáme řešeńı u v prostoruH1, na stejnou úlohu
v podprostoru Vh. Hledáme tedy řešeńı uh, které splňuje podmı́nku ekvivalentńı
s podmı́nkou (1.12):

∫ 1

0

u′hv
′
h =

∫ 1

0

fvh , ∀ vh ∈ Vh (1.13)

Protože {ϕi} je báze prostoru Vh, hledané řešeńı uh ∈ Vh lze jednoznačně
napsat ve tvaru

uh(x) =
n−1
∑

1

uiϕi(x) , u
′
h(x) =

n−1
∑

1

uiϕ
′
i(x), kde ui ∈ R.

Protože {ϕi} je báze prostoru Vh a hledáme řešeńı uh tak, že vyhovuje rovnici
(1.13) pro každý prvek vh ∈ Vh, problém se zredukuje na to, že bude stačit, když
rovnice (1.13) bude platit pro všechny bázové funkce ϕi(x), i = 1, . . . , n− 1.

Po dosazeńı uh do rovnice (1.13) a s úvahou, že rovnice muśı platit pro všechny
bázové funkce, dostáváme soustavu lineárńıch algebraických rovnic

n−1
∑

i=1

ui

∫ 1

0

ϕ′
i(x)ϕ

′
j(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx, ∀j = 1, . . . , n− 1. (1.14)

Dále se zabýváme konstrukćı báze tohoto prostoru, neboli konstrukćı přiroze-
ných kubických splin̊u (s určitými podmı́nkami).
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2. Přirozený kubický spline

2.1 Definice přirozeného kubického splinu

Jedńım z problémů dnešńı vědy je aproximovat funkci interpolačńı metodou.
Aproximujeme danou funkci po částech, nejčastěji lineárńı, v našem př́ıpadě poly-
nomiálńı funkćı. Taková funkce ψ, která je po částech polynom a v uzlech má
spojitou derivaci až do řádu k, se nazývá spline.

Definice. Budeme použ́ıvat ekvidistantńı děleńı na intervalu [x0, xn] pro přirozené
n. Ekvidistantńı děleńı na intervalu [x0, xn] rozumı́me množinu D = {x0, . . . , xn}
takovou, že xi = x0 + ih(xn − x0), i = 0, . . . , n, kde h = 1

n
.

Můžeme zvolit i jiné děleńı, kde bude h = max{|xi+1 − xi|; i = 0, . . . , n− 1}.

Definice. Řekneme, že funkce ψ: [x0, xn+1] −→ R je kubický spline, kde x0, x1, . . . ,
xn+1 jsou prvky ekvidistantńıho děleńı, jestliže

1. ψ ∈ C2[x0, xn],

2. ψ|[xi,xi+1] je polynom stupně nejvýše 3.

Řı́káme, že ψ je kubický interpolačńı spline k funkci g v bodech x0, x1,. . . , xn+1,
jestliže jsou nav́ıc splněny podmı́nky ψ(xi) = g(xi), i = 0, . . . , n+ 1.

Máme, že ψi := ψ|[xi,xi+1] je polynom stupně nejvýše 3, lze ho tedy vyjádřit
ve tvaru ψi(x) = ai + bi(x− xi) + ci(x− xi)

2 + di(x− xi)
3, pro i = 0, . . . , n.

Funkce ψ je určena 4n parametry, přičemž máme 4n− 2 podmı́nek (2n pod-
mı́nek z rovnosti s funkćı g v uzlech a spojitosti ψ v uzlech, 2n − 2 podmı́nek
ze spojitosti 1. a 2. derivace ψ). Zvoĺıme posledńı dva parametry typu: ψ′′(x0) =
ψ′′(xn) = 0. Taková volba tvoř́ı přirozený kubický spline.

2.2 Konstrukce báze prostoru ze splin̊u

Z předchoźı kapitoly v́ıme, že báze prostoru jsou {ϕi}
n−1
1 . Vektor z báze ϕi

konstruujeme řadou polynomů ψj na jednotlivých intervalech, což matematicky
zaṕı̌seme

ψi
j := ϕi|[xj,xj+1], j = 0, . . . , n− 1

s dodatečnou podmı́nkou, že ϕi(xj) = δi,j, kde δi,j je Kroneckerovo delta.
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Poznámka. Index i ∈ {1, . . . , n− 1} vyjadřuje index bázové funkce. Index
j ∈ {0, . . . , n− 1} znač́ı interval.

Konstrukci přirozeného kubického splinu najdeme ve skriptech Feistauer[2]
str. 2-4.

Náznak konstrukce přirozeného kubického splinu neboli bázové funkce ϕ1:

Je dáno: h = 1
n
, M0 = ψ′′(0) = 0, Mn = ψ′′(1) = 0,

ϕ1(xj) =

{

1 j = 1
0 jinak.

Poznámka. Značme ψj := ψ1
j = ϕ1|[xj,xj+1] , j = 0, . . . , n− 1.

ψ′′
j je polynom stupně nejvýše 1, zaṕı̌seme ho ve tvaru

ψ′′
j (x) =Mj

xj+1 − x

h
+Mj+1

x− xj
h

.

Po integrováńı dostaváme

ψ′
j(x) = −Mj

(xj+1 − x)2

2h
+Mj+1

(x− xj)
2

2h
+ Aj ,

ψj(x) = −Mj

(xj+1 − x)2

2h
+Mj+1

(x− xj)
2

2h
+ Aj(x− xj) +Bj .

Ze znamých hodnot ψj(xj) = ϕ1(xj) , ψj(xj+1) = ϕ1(xj+1) a ψ′
j−1(xj−) =

ψj(xj+) vycháźı hodnoty Aj =
δ1,j+1−δ1,j

h
− 1

6
h(Mj+1 −Mj) , Bj = δ1,j − h2

Mj

6

a soustava

2M1 + µ1M2 = g1
1/2M1 + 2M2 + µ2M3 = g2
1/2M2 + 2M3 + µ3M4 = g3

. . .
1/2Mn−2 + 2Mn−1 = gn−1,

kde gj = (
δ1,j+1−δ1,j

h
−

δ1,j−δ1,j−1

h
) 6
2h
. Vyřeš́ıme matici pomoćı znamých metod,

např. QR rozklad (viz skripta [3]), źıskáme potom polynomy ψ0, . . . , ψn−1, z čehož
dostáváme vyjadřeńı bázové funkce ϕ1.

Na následuj́ıćıch obrázćıch (2.1) a (2.2) jsou bázové funkce po konstrukci. Na
obrázku (2.1) jsou 3 bázové funkce pro 3 dimenzionálńı prostor. A na obrázku
(2.2) je zkonstruováno 6 bázových funkćı.
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Obrázek 2.1: Bázové funkce pro dim 3.
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Obrázek 2.2: Bázové funkce pro dim 6.
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3. Numerické výsledky

3.1 Numerická realizace

Chceme řešit soustavu (1.14), abychom dostali přibližné řešeńı uh.

Bud’te

si,j =
∫ 1

0
ϕ′
iϕ

′
j dx a S = {si,j}

pj =
∫ 1

0
fϕj dx a p = {pj}

n−1
j=1 .

uI = {uj}
n−1
j=1 .

Dostáváme z rovnice (1.14) soustavu lineárńıch algebraických rovnic SuI = p,
kde jsou známé hodnoty S a p.

Integrál
∫ 1

0
ϕ′
iϕ

′
j dx lze poč́ıtat pomoćı numerické metody, např. numerická

kvadratura Gaussova (viz ve skriptech [4]).

Matice S je plná, a proto je nevýhodná v̊uči klasické volbě bázové funkce. Pro
v́ıce rozměrnou množinu Ω je řešeńı soustavy výpočetně náročné.

Vyřeš́ıme tuto soustavu, např. pomoćı Gaussovy eliminace. Řešeńı soustavy
jsou koeficienty ui, i = 1, . . . , n− 1. Odtud uh(x) =

∑n−1
1 uiϕi(x).

3.2 Chyba metody

Nejdř́ıv zopakujeme některé potřebné znalosti.

H1(Ω) je Hilbert̊uv prostor se skalárńım součinem ( , ). Definice prostoru
H1(Ω) je v kapitole (1.1) a (1.2).

Pro f, g libovolné funkce v L2(Ω) plat́ı:

(f, g)L2(Ω) =
∫

Ω
fg

a ‖f‖2L2(Ω) = (f, f)L2(Ω).

Pro libovolné funkce u, v v H1(Ω), z obecné definice (1.1), plat́ı:

(u, v)H1(Ω) =
∑1

|α|=0(D
αu,Dαv)L2(Ω),

a tedy |u|2
H1(Ω) = ‖D0u‖2

L2(Ω) + ‖D1u‖2
L2(Ω)
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Necht’ je u přesné řešeńı naš́ı základńı rovnice (1.3). Po úspěšné konstrukci
přibližného řešeńı uh se pod́ıváme na to, zda je náš zvolený prostor dobrou volbou.
Před t́ım zaved’me nové značeńı.

Normu rozd́ılu mezi přesným a numerickým řešeńım znač́ıme ‖eh‖L2 , kde
‖eh‖L2 := ‖u− uh‖

2
L2 . Zároveň ji nazýváme chyba aproximace.

Podobně zavedeme značeńı |eh|H1 pro rozd́ıl v seminormě v prostoru H1.

Norma tohoto rozd́ılu v Hilbertovu prostoru H1 je
|u− uh|

2
H1 = ‖u− uh‖

2
L2 + ‖u′ − u′h‖

2
L2 =

∫ 1

0
(u− uh)

2 +
∫ 1

0
(u′ − u′h)

2.

Odtud seminormu |eh|H1 definujeme |eh|H1 :=
∫ 1

0
(u′ − u′h)

2.

Kladnou funkci ‖eh‖L2 nebo |eh|H1 , dále jen e(h), použ́ıváme k prohlednut́ı
konvergence metody. α je řád metody a je definována ve smyslu e(h) = c hα,
pro nějakou kladnou konstantu c. Č́ım je α větš́ı, t́ım je metoda přesněǰśı. O α
ř́ıkáme také, že je to experimentálńı řád konvergence (dále jen EOC). A poč́ıtáme
ji následovně:

Pro kroky hi a hi+1 máme dvě rovnice

e(hi) = c h
αi,i+1

i a e(hi+1) = c h
αi,i+1

i+1 ,

kde αi,i+1 je řád metody př́ıslušný krok̊um hi a hi+1. Po logaritmováńı dostaneme

EOC =
log e(hi)− log e(hi+1)

log hi − log hi+1
.

Zvolme za pravou stranu rovnice (1.3) následuj́ıćı funkce:

1. f ≡ 1 je konstantńı funkce, pro jednoduchý př́ıpad. Přesné řešeńı je pak
u = −1

2
x2 + 1

2
x.

2. f = x2 − x kvadratická funkce pro polynomiálńı př́ıpad, polynom do 3.
stupně. Po úpravě rovnice (1.3) vyjde řešeńı u = −1/12x+1/6x3− 1/12x4.

3. Pro f = sin(2πx) máme analytické řešeńı u = 1
4π2 sin(2πx).

4. Pro f = sin(10πx) je analytické řešeńı u = 1
100π2 sin(10πx).
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Legenda k obrázk̊um

černá křivka: analytické řešeńı u(x)

červená křivka: numerické přibližné řešeńı (NPR) uh(x)

h n ‖eh‖L2 EOC |eh|H1 EOC
0.1 10 1.93117252467226E-08 2.73397501525202E-05
0.05 20 6.05237478557109E-10 4.99 3.4195281040303E-06 2.99
0.025 40 1.89136931332185E-11 4.99 4.27441069425759E-07 2.99
0.0125 80 5.91052897794079E-13 5.00 5.34301336301363E-08 3.00
0.00625 160 1.84707323095535E-14 4.99 6.67876682589236E-09 2.99
0.00416 240 2.43237354171031E-15 4.99 1.97889381943335E-09 3.00

Tabulka 3.1: Chyba metody a EOC pro f ≡ 1.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

Obrázek 3.1: Přesné řešeńı u a jej́ı NPR pro n = 4, u = −1
2
x2 + 1

2
x.

h n ‖eh‖L2 EOC |eh|H1 EOC
0.1 10 1.40234511326862E-13 2.15343878178321E-10
0.05 20 3.66601487693022E-16 8.57 2.40621115590726E-12 6.48
0.025 40 1.0765890509733E-18 8.41 3.01013320568908E-14 6.32
0.0125 80 3.51468556464358E-21 8.25 4.11772766444224E-16 6.19
0.00625 160 2.19789507170761E-22 3.99 5.97730064761049E-18 6.10

Tabulka 3.2: Chyba metody a EOC pro kvadratickou pravou stranu, f = x2 − x.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

- 0.025

- 0.020

- 0.015

- 0.010

- 0.005

Obrázek 3.2: Řešeńı u = − 1
12
x+ 1

6
x3 − 1

12
x4 a jej́ı NPR, pro n = 4.
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h n ‖eh‖L2 EOC |eh|H1 EOC
0.1 10 1.18578807277746E-11 2.34890764882301E-08
0.05 20 3.83843325526074E-14 8.27 3.0217749948989E-10 6.28
0.025 40 1.42814033544551E-16 8.07 4.48245619763378E-12 6.07
0.0125 80 5.51059955355194E-19 8.01 6.91178991619415E-14 6.01
0.00625 160 2.67209890481277E-21 7.68 1.07638731778083E-15 6.00

Tabulka 3.3: Chyba metody a EOC pro sinusovu pravou stranu, f = sin(2πx).

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

- 0.02

- 0.01

0.01

0.02

Obrázek 3.3: Řešeńı u = 1
4π2 sin(2πx) a jej́ı NPR, pro n = 4.

h n ‖eh‖L2 EOC |eh|H1 EOC
0.1 10 5.24824833913843E-07 0.000495230487363672
0.05 20 8.94824336070305E-11 12.51 6.4168522620276E-07 9.59
0.025 40 1.29396870477728E-13 9.43 4.09846606616581E-09 7.29
0.0125 80 3.79494467642423E-16 8.41 4.78952243947078E-11 6.41
0.00625 160 1.37454734786664E-18 8.10 6.90744414065156E-13 6.11
0.00416 240 5.31111803701336E-20 8.02 5.9724561334985E-14 6.03

Tabulka 3.4: Chyba metody a EOC pro sinusovu pravou stranu, f = sin(10πx).

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

- 0.0010

- 0.0005

0.0005

0.0010

Obrázek 3.4: Přesné řešeńı u = 1
100π2 sin(10πx) a jej́ı NPR, pro n = 7.
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- 0.0010

- 0.0005

0.0005

0.0010

Obrázek 3.5: u = 1
100π2 sin(10πx) a jej́ı NPR, n = 20.

V prvńıch třech př́ıpadech přibližné řešeńı konverguje velmi rychle k výslednému
řešeńı, v prostoru dimenze 3. A v posledńım př́ıpadě sin(10πx) je dobře aprox-
imována v prostoru s 19 bázovými funkcemi. Dá se ř́ıct, že v těchto př́ıpadech
máme superaproximaci.

Experimentálńı řád konvergence v tabulkách je vysoký, dokonce vyšš́ı, než se
dá očekávat z aproximativńıch vlastnost́ı funkćı (EOC = 4 v L2 normě a EOC =
3 v H1 seminormě).

Tento jev je zaj́ımavou otázkou pro budoućı výzkum.
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