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Studijńı program: Matematika
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Abstrakt: Perfektńı a max okruhy jsou známy přes padesát let. Jejich teorie se stále

intenzivně studuje. Podmı́nky, které je definuj́ı, jsou přitom zaj́ımavé hlavně při

studiu modul̊u, které nejsou noetherovské. V této práci nejprve shrneme základńı

poznatky o okruźıch a modulech, přičemž se předpokládaj́ı předchoźı znalosti pouze

na úrovni základńıho kurzu. Poté, co shrneme některé elementárńı výsledky týkaj́ıćı

se noetherovských modul̊u, budeme připraveni na definici vysokých modul̊u a vysokých

okruh̊u. Dále ukážeme, že jsou v určitém směru zobecněńım perfektńıch a max

okruh̊u. Uvedeme některé př́ıklady vysokých a nevysokých okruh̊u, přičemž se po-

drobněji zaměř́ıme na komutativńı okruhy. Poznatky, které tak źıskáme, se pokuśıme

zobecnit a využ́ıt je při hledáńı některých nutných a některých postačuj́ıćıch podmı́nek

pro to, abychom o komutativńım okruhu mohli prohlásit, zda je či neńı vysoký.

Na závěr ukážeme, že pro noetherovské komutativńı okruhy jsou tyto podmı́nky

navzájem ekvivalentńı, a dávaj́ı tak k pojmu vysoký okruh ekvivalentńı charakteri-

zaci.
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Abstract: Perfect and max rings are known for over fifty years. Their theory is being

steadily and intensively studied. The conditions defining them are mainly interest-

ing while studying non-noetherian modules. In this work we summarize at first basic

information about rings and modules with previous knowledge requiring just in ele-

mentary level. After summing up basic results in the theory of noetherian modules

we will be prepaired for the definition of tall modules and tall rings. We show then

that they are a generalization of prefect and max rings in a specific way. We bring out

some examples of tall and non-tall rings with accenting commutative rings. Informa-

tion which we obtain we try to generalize and use for searching some necessary and

some sufficient conditions with the goal to be able to say about a commutative ring

if it is tall or not. At the end we point out that in case of a commutative noetherian

ring they are equivalent to each other and they give together to the concept tall ring

an equivalent characterization.
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2.2 Vysoké moduly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Úvod

V této práci budeme studovat vysoké okruhy. Tento pojem je motivován studiem per-

fektńıch a max okruh̊u. Max okruhy jsou takové okruhy, nad nimiž každý nenulový

modul obsahuje vlastńı maximálńı podmodul. Jejich speciálńım př́ıpadem jsou okruhy

perfektńı. Teorie perfektńıch okruh̊u je přitom velice propracovaná a intenzivně se

studuje již od šedesátých let dvacátého stolet́ı. My se však nezaměř́ıme na tuto teorii,

ale na definuj́ıćı podmı́nku. Každý modul, který je noetherovský, totiž obsahuje

maximálńı podmodul. Proto je podmı́nka vynucuj́ıćı existenci maximálńıho podmo-

dulu zaj́ımavá zejména pro moduly, které nejsou noetherovské. V takovém př́ıpadě

zjǐst’ujeme, že tento maximálńı podmodul opět neńı noetherovský. Můžeme tedy

v procesu vytvářeńı maximálńıch podmodul̊u pokračovat dále. Vyvstává přirozeně

otázka, zda vždy takto
”
vyčerpáme” celou nenoetherovskou část tohoto modulu,

tzn. zda pr̊unik všech takto vytvořených nenoetherovských podmodul̊u už je nutně

noetherovský.

Prvńı kapitola obsahuje definice základńıch pojmů. Čtenáře seznámı́me s infor-

macemi, jejchž znalost je předpokladem pro porozuměńı daľśımu textu. Důkazy v ńı

obsažených tvrzeńı nejsou uvedeny, nebot’ je lze nalézt v každé knize učené pro

základńı kurz okruh̊u a modul̊u.

Ve druhé kapitole se zaměř́ıme nejprve na noetherovské moduly. Nep̊ujde nám

přitom o rozv́ıjeńı této části teorie, ale jen o uvedeńı některých známých tvrzeńı. T́ım

budeme připraveni na definici vysokého modulu a vysokého okruhu, která je, stejně

jako převážná část druhé kapitoly, převzata z práce [1]. Okruh nazveme vysokým,

pokud každý jeho nenotherovský modul je vysoký, to znamená obsahuje takový

vlastńı nenoetherovský podmodul, že faktor celého modulu podle tohoto podmodulu

opět neńı noetherovský. Jde tedy o situaci, kdy v modulu, který neńı noetherovský,

existuje nenoetherovský podmodul takový, že nad ńım
”
zbývaj́ıćı úsek”rovněž neńı

noetherovský. Ponoř́ıme se do hlubš́ıho zkoumáńı nenoetherovských modul̊u a jejich

podmodul̊u. Pomoćı nenadbytečných množin, které jsou v jistém smyslu zobecněńım

lineárńı nezávislosti z vektorových prostor̊u, dokážeme tvrzeńı, že okruh je vysoký,

právě když každý jeho nenoetherovský modul obsahuje vlastńı nenoetherovský pod-

modul. Z něj pak snadno vyplyne, že př́ıkladem vysokého okruhu je každý max okruh
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i každý perfektńı okruh. Na závěr kapitoly nalezneme také př́ıklady okruh̊u, které

nejsou vysoké.

Ve třet́ı kapitole se budeme zabývat komutativńımi okruhy a moduly nad nimi.

Pokuśıme se naj́ıt (nejsṕı̌s dosud nepublikované) některé nutné a postačuj́ıćı podmı́nky

pro to, aby byl komutativńı okruh vysoký. Zjist́ıme tak, že nad každým komuta-

tivńım nevysokým okruhem existuje modul, který si je velice podobný s grupou

Zp∞ jako Z-modulem. Z toho mimo jiné odvod́ıme, že jednou z nutných podmı́nek

je existence nekonečné klesaj́ıćı posloupnosti ideál̊u, jejichž pr̊unikem je prvoideál.

Pokud komutativńı okruh obsahuje takový maximálńı ideál, že pr̊unik jeho mocnin

je prvoideálem, plyne z toho, že neńı vysoký. Uvažujeme-li o noetherovských komu-

tativńıch okruźıch, zjist́ıme, že nutné podmı́nky pro nevysokost již zaručuj́ı existenci

takovéhoto maximálńıho ideálu. Dostáváme tak ekvivalentńı charakterizaci komu-

tativńıch noetherovských okruh̊u: Okruh je vysoký, právě když neobsahuje takový

maximálńı ideál, že pr̊unik jeho mocnin je prvoideálem.
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1 Pojem okruhu a modulu

V této kapitole se zaměř́ıme na základńı tvrzeńı o modulech nad okruhy, která nebu-

deme dokazovat, nebot’ je lze i s d̊ukazem nalézt v libovolné literatuře úvodńıho kurzu

okruh̊u a modul̊u.

1.1 Použitá symbolika a pojmy z teorie množin

V celém textu budeme pracovat v ZFC, tj. v Zermelo-Fraenkelově axiomatice teorie

množin s axiomem výběru. Označeńı A ⊆ B znamená, že A je podmnožinou B,

označeńı A ⊂ B znamená, že A je vlastńı podmnožinou B (A 6= B). Množinou

přirozených čisel budeme rozumět ordinál ω = {0; 1; 2; 3; ...}, Q znač́ı těleso racionál-

ńıch č́ısel. Relaćı mezi množinamiA aB rozumı́me libovolnou podmnožinu kartézského

součinu A× B. Zobrazeńım (funkćı) f z množiny A do množiny B rozumı́me relaci

splňuj́ıćı ∀a ∈ A ∃!b ∈ B : (a; b) ∈ f ((a; b) znamená uspořádanou dvojici prvk̊u

a a b). Ṕı̌seme f : A → B. Obraz množiny M při zobrazeńı f znač́ıme f [M ], vzor

množiny N znač́ıme f−1[N ], inverzńı zobrazeńı (pokud existuje) znač́ıme f−1. Je-li

α ordinál a R libovolná množina, pak zobrazeńı z : α→ R nazýváme posloupnost́ı a

ṕı̌seme také
(
zβ
)
β<α

, kde zβ ∈ R.

1.2 Základńı objekty a jejich definice

Nejprve uved’me definice okruhu a modulu, což jsou ty objekty, které budeme dále

zkoumat.

Definice (Okruh) Strukturu (R,+,−, 0, ·, 1), kde + : R×R→ R a · : R×R→ R

jsou binárńı funkce, − : R → R je unárńı funkce a 0, 1 jsou konstanty, nazýváme

okruhem, pokud splňuje:

• ∀a, b, c ∈ R : a+ (b+ c) = (a+ b) + c

• ∀a ∈ R : a+ 0 = a
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• ∀a ∈ R : a+ (−a) = 0

• ∀a, b ∈ R : a+ b = b+ a

• ∀a, b, c ∈ R : a · (b · c) = (a · b) · c

• ∀a ∈ R : a · 1 = 1 = 1 · a

• ∀a, b, c ∈ R : a · (b+ c) = (a · b) + (a · c)

• ∀a, b, c ∈ R : (a+ b) · c = (a · c) + (b · c)

Definice (Levý modul) Bud’ (R,+,−, 0, ·, 1) okruh. Strukuturu (M,+,−, 0, ·),
kde + : M×M→M je binárńı funkce, − : M→M je unárńı funkce, 0 konstanta

a · : R ×M → M je skalárńı násobeńı zleva, nazýváme levým modulem nad

okruhem R, pokud splňuje:

• ∀a, b, c ∈M : a+ (b+ c) = (a+ b) + c

• ∀a ∈M : a+ 0 = a

• ∀a ∈M : a+ (−a) = 0

• ∀a, b ∈M : a+ b = b+ a

• ∀a, b ∈M ∀r ∈ R : r · (a+ b) = (r · a) + (r · b)

• ∀a ∈M ∀r, s ∈ R : (r + s) · a = (r · a) + (s · a)

• ∀a ∈M ∀r, s ∈ R : r · (s · a) = (r · s) · a

• ∀a ∈M : 1 · a = a

Poznámka

V daľśım textu budeme mluvit o levém modulu jako o modulu, budeme tedy př́ıvlastek

levý vynechávat.

Je dobré si uvědomit, že každý okruh je zároveň levým modulem nad sebou

samým. V tomto př́ıpadě skalárńı násobeńı splývá s okruhovým násobeńım. Budeme

tedy o každém okruhu, bude-li to potřeba, uvažovat také jako o modulu. Dále
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budeme, pokud nebude hrozit nedorozuměńı, mluvit o okruhu R, a pokud nebude

nic jiného uvedeno, budeme t́ım myslet okruh (R,+,−, 0, ·, 1). Stejně tak budeme

mluvit o modulu M, a pokud nebude nic jiného uvedeno, budeme t́ım myslet modul

(M,+,−, 0, ·) uvažovaný nad okruhem (R,+,−, 0, ·, 1).

Definice (Podmodul) Je-li (M,+,−, 0, ·) modul a N ⊆ M podmnožina modulu

M, pro kterou plat́ı:

• ∀a, b ∈ N : a+ b ∈ N

• ∀a ∈ N : −a ∈ N

• 0 ∈ N

• ∀a ∈ N ∀r ∈ R : r · a ∈ N

potom (N,+�N×N,−�N, 0, ·�R×N) je modul. Nazýváme ho podmodulem modulu

(M,+,−, 0, ·) a znač́ıme N ≤ M. Pokud N ≤ M a zároveň N 6= M, potom o

podmodulu N mluv́ıme jako o vlastńım podmodulu modulu M a znač́ıme M < N.

Definice (Levý ideál) Je-li (R,+,−, 0, ·, 1) okruh a I ≤ R jeho podmodul, potom

I nazýváme levým ideálem okruhu R.

Definice (Generováńı) Je-li M modul a A ⊆ M, potom symbol 〈A〉 znač́ı nej-

menš́ı podmodul modulu M obsahuj́ıćı množinu A. Je-li A = {a1; . . . ; ak}, potom

použ́ıváme značeńı 〈a1; . . . ; ak〉

Označeńı Symbolem 0 označujeme kromě nulového prvku modulu také nulový

podmodul, tj. množinu {0}.

Lemma 1 Je-li M modul, potom 〈A〉 = {
∑
j<n

rjaj; rj ∈ R, aj ∈ A, n < ω} pro

libovolnou podmnožinu A ⊆M.

Nyńı se pod́ıváme na vztahy mezi podmoduly daného modulu. Je-li K ≤ N ≤M,

potom také K ≤M. Tedy na množině L(M) všech podmodul̊u daného modulu M

je relace ≤ neostré uspořádáńı, ve kterém 0 je nejmenš́ı prvek a M je největš́ı prvek.
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Podmodul N ≤M nazýváme maximálńım podmodulem modulu M, pokud v množině

L(M) \M neexistuje prvek P takový, že N < P. Analogicky N ≤ M nazýváme

minimálńım podmodulem modulu M, pokud v množině L(M) \ 0 neexistuje prvek

P takový, že P < N. Tedy názvy maximálńı podmodul a minimálńı podmodul

znamenaj́ı maximálńı vlastńı podmodul a mimimálńı nenulový podmodul.

Je-li C ⊆ L(M) soubor podmodul̊u, potom nejmenš́ı podmodul obsahuj́ıćı všechny

prvky tohoto souboru je
∑
C =

∑
K∈C

K = 〈
⋃
C〉 = {

∑
j<n

xj;xj ∈
⋃
C, n < ω}, jak

se snadno dokáže s použit́ım Lemmatu 1. Největš́ı podmodul obsažený ve všech

prvćıch souboru C je podmodul
⋂
C =

⋂
K∈C

K. Pro K ≤ M a L ≤ M tedy znač́ı

K + L = 〈K∪L〉 součet modul̊u K a L. V př́ıpadě, že nav́ıc L∩M = 0, použ́ıváme

pro zd̊urazdněńı tohoto faktu zápis K⊕ L a mluv́ıme o direktńım součtu modul̊u K

a L. Lze ověřit, že struktura (L(M),+,∩) je úplný svaz.

Poznámka

L(M) je modulárńı, to znamená, že pro libovolné K ≤ N ≤ M a P ≤ M plat́ı

K + (P∩N) = (K + P)∩N. Skutečně, voĺıme-li x ∈ K + (P∩N), potom x = k+ p

pro jistá p ∈ P ∩N a k ∈ K. Protože K ≤ N, máme k ∈ N a p ∈ N, tedy x ∈ N a

x = k + p ∈ K + P. Naopak voĺıme-li x ∈ (K + P) ∩N, potom x = k + p ∈ N pro

jistá k ∈ K a p ∈ P. Opět máme k ∈ N, tedy p = x− k ∈ N. Odtud x = k + p pro

k ∈ K a p ∈ P ∩N.

Označeńı Je-li M modul, N ≤ M podmodul a x ∈ M, potom symbolem x + N

označujeme množinu x + N = {x + n;n ∈ N}. Je-li S ≤ R levý ideál okruhu R,

potom symbolem SN označujeme množinu SN = {
∑
i<k

sini; si ∈ I, ni ∈ N, k < ω}.

Pro r ∈ R a x ∈ M znač́ı rN množinu rN = {r · n;n ∈ N} a Sx znač́ı množinu

Sx = {s · x; s ∈ S}.

Poznámka

Je-li S ≤ R levý ideál okruhu R, N ≤M podmodul modulu M a x ∈M, snadno se

ověř́ı, že SN i Sx je podmodul modulu M.

Lemma 2 Jsou-li A a B podmnožiny modulu M, potom 〈A ∪B〉 = 〈A〉+ 〈B〉.
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Lemma 3 Bud’ M modul a N ≤M podmodul. Potom

1. relace ∼= {(x; y) ∈M2;x− y ∈ N} je ekvivalence

2. ∀x, y ∈M ∀r ∈ R r(x+ N) = y + N⇔ rx ∼ y

3. ∀x ∈M {y ∈M; y ∼ x} = x+ N

Definice (Faktormodul) Je-li M modul a N ≤ M jeho podmodul, potom d́ıky

Lemmatu 3 lze snadno ověřit, že (M/N,+,−, 0, ·), kde M/N = {m + N;m ∈M},
(x + N) + (y + N)

df
= (x + y) + N, −(x + N)

df
= (−x) + N, r · (x + N)

df
= (rx) + N

pro r ∈ R a 0
df
= N, je modul nad okruhem R. Tento modul s takto definovanými

operacemi nazýváme faktormodulem M podle N a znač́ıme M/N.

Lemma 4 Je-li M modul a N ≤ M podmodul, potom každý podmodul faktor-

modulu M/N je tvaru P/N pro vhodný podmodul P splňuj́ıćı N ≤ P ≤M.

D̊ukaz. Bud’ K ≤ M/N podmodul. Potom K = {A;A ∈ K}, kde A jsou jisté

podmnožiny M obsahuj́ıćı N (přesněji jsou tvaru A = x + N pro vhodné x ∈ M).

Definujme P =
⋃

K. Potom lze z faktu, že K je podmodul, snadno ověřit, že P je

podmodul modulu M, N ⊆ P a P/N = K.

Pozorováńı 5: Je-li M modul a N ≤M, pak N je maximálńım podmodulem modulu

M, právě když L(M/N) obsahuje právě dva prvky, a to 0 = N/N a M/N (což nav́ıc

znamená 0 6= M/N, neboli N 6= M).

Modul M, který obsahuje právě dva podmoduly, to jest 0 a M jsou jeho jediné

podmoduly, přičemž M 6= 0, potom takovýto modul nazýváme jednoduchý.

Definice (Součin modul̊u) Bud’ κ kardinál a (Nα;α < κ) soubor podmodul̊u

modulu M. Potom modul (
∏
α<κ

Nα,+,−, 0, ·) s operacemi definovanými pro všechna

α < κ vztahy (f + g)(α) = f(α) + g(α), (−f)(α) = −f(α), (r · f)(α) = r · f(α) pro

r ∈ R a 0(α) = 0 nazýváme součinem souboru modul̊u (Nα;α < κ). Přitom pro

κ > 0 je
∏
α<κ

Nα = {f : κ →
⋃
α<κ

Nα funkce ; ∀α < κ f(α) ∈ Nα} a pro κ = 0 je∏
α<κ

Nα = 0.
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1.3 Homomorfismy

Definice (Homomorfismus, jádro a obraz) Bud’te (M,+,−, 0, ·) a (N,+,−, 0, ·)
moduly nad okruhem R. Zobrazeńı f : M→ N nazveme homomorfismem modul̊u

nebo také R-lineárńım zobrazeńım, pokud pro všechna a, b ∈M a všechna r ∈ R

splňuje vztah f(ra+ b) = rf(a)+f(b). Množinu Ker(f) = {x ∈M : f(x) = 0} ⊆M

nazýváme jádrem f a množinu Im(f) = f [M] ⊆ N nazýváme obrazem f.

Označeńı Symbolem 0 označ́ıme nulový homomorfismus, to znamená zobrazeńı

0 : M → N definované vztahem 0(m) = 0 ∀m ∈ M. Homomorfismus, který je

prostý a na, nazýváme isomorfismem. Jsou-li moduly M a N isomorfńı, znač́ıme

tuto skutečnost M ' N, nebo též M
ϕ
' N, cheme-li zd̊uraznit, že isomorfismem je

zobrazeńı ϕ.

Lemma 6 Jsou-li M, N moduly a f : M→ N homomorfismus, potom:

1. f(0) = 0 a ∀m ∈M : f(−m) = −f(m)

2. Ker(f) ≤M a Im(f) ≤ N

3. f je prosté, právě když Ker(f) = 0

4. f je na, právě když Im(f) = N

Pozorováńı 7: Máme-li moduly N ≤M, potom zobrazeńı πN : M →M/N defino-

vané předpisem πN(x) = x + N pro x ∈ M je homomorfismus, který je na, což lze

snadno ověřit. Nazývá se kanonická projekce podle (modulo) N.

Věta 8 (Prvńı věta o isomorfismu) Bud’te M a N moduly a f : M → N homo-

morfismus. Potom M/Ker(f) ' Im(f).

Věta 9 (Druhá věta o isomorfismu) Bud’te K ≤ N ≤ M moduly. Potom plat́ı

(M/K)/(N/K) 'M/N.

Věta 10 (Třet́ı věta o isomorfismu) Bud’te K ≤M a N ≤M podmoduly modulu

M. Potom plat́ı (K + N)/K ' N/(K ∩N).
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2 Vysoké okruhy obecné

V této kapitole nejprve uvedeme známá tvrzeńı o noetherovských a artinovských

modulech, poté se pod́ıváme na vysoké okruhy (tall rings) podle práce [1] a nakonec

uvedeme některé př́ıklady jak okruh̊u, které jsou vysoké, tak i okruh̊u, které vysoké

nejsou.

2.1 Noetherovské a artinovské moduly

Nyńı uvedeme některé pro naše úvahy d̊uležité pojmy, které budeme dále využ́ıvat.

Tvrzeńı zde uvedená lze také nalézt např. v [3]

Definice (Noetherovský modul a okruh) Modul (M,+,−, 0, ·) nazýváme noether-

ovský, pokud neexistuje nekonečná posloupnost
(
Nj

)
j<ω

podmodul̊u taková, že by

pro každé j ∈ ω platilo Nj < Nj+1.

Okruh (R,+,−, 0, ·, 1) nazýváme zleva noetherovský, pokud R jakožto levý

R-modul je noetherovský.

Definice (Artinovský modul a orkuh) Modul (M,+,−, 0, ·) nazýváme artinovský,

pokud neexistuje nekonečná posloupnost
(
Nj

)
j<ω

podmodul̊u taková, že by pro

každé j ∈ ω platilo Nj > Nj+1.

Okruh (R,+,−, 0, ·, 1) nazýváme zleva artinovský, pokud R jakožto levý R-

modul je artinovský.

Zformulujeme a dokážeme některé základńı vlastnosti noetherovských a arti-

novských modul̊u.

Věta 11

1. Modul M je noetherovský, právě když každý podmodul N ≤ M je konečně

generovaný.

2. Jsou-li A, B, C moduly, µ : A→ B prostý homomorfismus a π : B→ C sur-

jektivńı homomorfismus splňuj́ıćı Im(µ) = Ker(π), potom B je noetherovský

(artinovský), právě když A i C jsou noetherovské (artinovské).
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D̊ukaz.

1. Předpokládejme, že existuje N ≤ M podmodul, který neńı konečně genero-

vaný. Potom existuje posloupnost (xj)j<ω prvk̊u xj ∈ N, xj 6= 0, taková,

že 0 < N0 a ∀j ∈ ω : Nj < Nj+1 < N pro podmoduly N0 = Rx0 a

Nj+1 = Nj + Rxj+1 (j < ω). Potom ale posloupnost podmodul̊u
(
Nj

)
j<ω

modulu M je ve sporu s jeho noetherovskost́ı.

Naopak pokud by M nebyl noetherovský, pak existuje rostoućı posloupnost

podmodul̊u
(
Nj

)
j<ω

. Definujme modul N =
⋃
j<ω

Nj ≤M a nalezněme z před-

pokladu jeho konečnou množinu generátor̊u G = {xi ; i < n}. Potom ale G ⊆
Nk pro jisté k < ω, a tedy N =

∑
i<n

Rxi ≤ Nk < Nk+1 ≤ N, což je spor. Tedy

M je noetherovský.

2. Předpokládejme, že B je noetherovský. Je-li C′ ≤ C, potom π−1[C′] ≤ B

je konečně generovaný - existuje n < ω a prvky bj ∈ π−1[C′], (j < n), že

〈bj ; j < n〉 = π−1[C′]. Potom 〈π(bj) ; j < n〉 = C′, tedy C′ je konečně genero-

vaný a C je noetherovský podle 1. bodu. Dále µ−1 : µ[A] → A je surjektivńı

homomorfismus. Protože v µ[A] ≤ B je každý podmodul konečně generovaný

(nebot’ B je noetherovský), je podle předchoźı úvahy rovněž A = µ−1[µ[A]]

noetherovský.

Naopak předpokládejme, že A i C jsou noetherovské. Bud’
(
Bj

)
j<ω

neklesaj́ıćı

posloupnost podmodul̊u modulu B. Potom
(
µ−1[Bj]

)
j<ω

je posloupnost pod-

modul̊u modulu A. Tedy existuje m < ω, že ∀j < ω : µ−1[Bm] = µ−1[Bm+j]

(A je noetherovský). Dále
(
π[Bj]

)
j<ω

je posloupnost podmodul̊u modulu C,

a tedy existuje n < ω, m ≤ n, takové, že ∀j < ω : π[Bn] = π[Bn+j]

(C je noetherovský). Potom ∀j < ω máme: Je-li x ∈ Bn+j, potom existuje

y ∈ Bn takové, že π(x) = π(y), tedy 0 = π(x) − π(y) = π(x − y), neboli

x − y ∈ Ker(π) = Im(µ). Protože ale Bn ⊆ Bn+j, plat́ı x − y ∈ Bn+j, a

proto existuje a ∈ µ−1[Bn+j] takové, že µ(a) = x − y. Protože n ≥ m, máme

µ−1[Bn+j] = µ−1[Bn]. Odtud µ(a) ∈ Bn, a jelikož x − y = µ(a) a y ∈ Bn,

dostáváme x ∈ Bn. Zjistili jsme tedy, že kdykoliv zvoĺıme x ∈ Bn+j, dostaneme

x ∈ Bn. Jinými slovy ∀j < ω : Bn+j = Bn, tedy B je noetherovský. Důkaz

pro artinovský př́ıpad je zcela duálńı k d̊ukazu pro noetherovský př́ıpad.
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DŮSLEDEK

1. Každý podmodul a každý faktormodul noetherovského (artinovského) modulu

je noetherovský (artinovský).

2. Necht’ K ≤ L ≤M. Jsou-li M/L i L/K noetherovské (artinovské), pak M/K

je noetherovský (artinovský).

Věta 12 Je-li n < ω a (Mi)i<n soubor noetherovských (artinovských) modul̊u,

potom
∏
i<n

Mi je noetherovský (artinovský).

D̊ukaz. Důkaz provedeme indukćı podle n:

1.) n = 0. V tomto př́ıpadě
∏
i<n

Mi = 0 a nulový modul je zřejmě noetherovský.

2.) Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro n, dokážeme jej pro n + 1. Předně

plat́ı
∏

i<n+1

Mi '
(∏
i<n

Mi

)
× Mn. Definujme µ :

∏
i<n

Mi →
∏

i<n+1

Mi předpisem

µ
(
(mi)i<n

)
= (m0, . . . ,mn−1, 0) a π :

∏
i<n+1

Mi →Mn předpisem π
(
(mi)i<n+1

)
= mn.

µ je vnořeńı součinu
∏
i<n

Mi do součinu
∏

i<n+1

Mi a π je pojekce na posledńı n-tou

složku. Obě tato zobrazeńı jsou homomorfismy, které splňuj́ı předpoklady bodu 2

Věty 11, kde polož́ıme A =
∏
i<n

Mi, který je noetherovský z indukčńıho předpokladu,

B =
∏

i<n+1

Mi a C = Mn, který je noetherovský z předpokladu této věty. Dostáváme

tak, že modul B =
∏

i<n+1

Mi je také noetherovský. Důkaz pro artinovský př́ıpad je

zcela duálńı k d̊ukazu pro noetherovský př́ıpad.

S právě uvedenými fakty o noetherovských a artinovských modulech budeme dále

bez jakéhokoliv upozorněńı pracovat.
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2.2 Vysoké moduly

Nyńı zavedeme stěžejńı pojem této práce. Ten, stejně jako celá tato podkapitola,

pocháźı z práce [1].

Definice (Vysoký modul a vysoký okruh) Modul (M,+,−, 0, ·) nazveme vysokým,

pokud existuje nenoetherovský N ≤M takový, že M/N je nenoetherovský. Okruh

(R,+,−, 0, ·, 1) nazveme zleva vysokým, pokud každý nenoetherovský modul nad

R je vysoký.

Lemma 13 Obsahuje-li modul M podmodul N, který je vysoký, pak také M je

vysoký.

D̊ukaz. Bud’ K ≤ N nenoetherovský takový, že N/K je také nenoetherovský. Po-

tom existuje nekonečně generovaný podmodul L ≤ N takový, že L/K ≤ N/K je

nekonečně generovaný. Máme tedy K ≤M nenoetherovský a L/K ≤ N/K ≤M/K,

kde L/K je nekonečně generovaný, tedy M/K neńı noetherovský. Odtud M je

vysoký.

Lemma 14 Obsahuje-li modul M podmodul N ≤ M takový, že faktormodul

M/N je vysoký, pak také M je vysoký.

D̊ukaz. Bud’ K ≤ M takový, aby N ≤ K a aby pro faktormodul K/N ≤ M/N

platilo, že K/N neńı noetherovský a že (M/N)/(K/N) neńı noetherovský. Takový

podmodul K existuje, nebot’ M/N je vysoký podle předpokladu. Tedy také K

neńı noetherovský. Z Věty 9 máme (M/N)/(K/N) ' M/K, neboli M/K neńı

noetherovský. Našli jsme tedy nenoetherovský podmodul K ≤ M takový, že M/K

neńı noetherovský. Proto je modul M vysoký.

Definice (Nadbytečná podmnožina) Bud’ (M,+,−, 0, ·) modul aB ⊆M. Řekneme,

že B je nadbytečná, pokud existuje A ⊂ B taková, že plat́ı 〈A〉 = 〈B〉. V opačném

př́ıpadě ř́ıkáme, že B je nenadbytečná.
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Lemma 15 Je-li A nenadbytečná podmnožina modulu M a B ⊆ A. Potom B je

nenadbytečná.

D̊ukaz. Je-li C ⊆ B taková, že 〈C〉 = 〈B〉, potom použit́ım Lemmatu 2 dostáváme

〈C ∪ (A \B)〉 = 〈C〉+ 〈A \B〉 = 〈B〉+ 〈A \B〉 = 〈B ∪ (A \B)〉 = 〈A〉, tedy protože

A je nenadbytečná, máme C ∪ (A \B) = A, a protože nav́ıc C ∩ (A \B) = ∅, máme

odtud C = A \ (A \B) = B, nebot’ B ⊆ A. Tedy B je nenadbytečná.

Lemma 16 Podmnožina B ⊆ M modulu M je nenadbytečná, právě když každá

konečná podmnožina C ⊆ B je nenadbytečná.

D̊ukaz. Bud’ C ⊆ B konečná podmnožina nenadbytečné B ⊆ M. Potom C je ne-

nadbytečná podle Lemmatu 15. Naopak volme A ⊆ B libovolnou podmnožinu a

předpokládejme, že 〈A〉 = 〈B〉. Pokud je množina B \A neprázdná, volme x ∈ B \A.

Potom x ∈ 〈B〉, proto x ∈ 〈A〉, a tedy existuje n < ω, ri ∈ R pro i < n a ui ∈ A pro

i < n takové, že x =
∑
i<n

riui. Položme dále C = {ui; i < n}∪{x}. Potom C ⊆ B, ale

C je nadbytečná, nebot’ {ui; i < n} ⊂ C, přičemž 〈C〉 = 〈ui; i < n〉. To je ale spor

s předpokladem, že každá konečná C ⊆ B je nenadbytečná. Tedy množina B \ A je

prázdná. Odtud A = B a množina B ⊆M je nenadbytečná.

Lemma 17 Bud’ M modul a B ⊆ M nekonečná nenadbytečná. Potom je M

vysoký.

D̊ukaz. Označme M̃ = 〈B〉 a položme B = C ∪ D, kde C i D jsou nekonečné,

C ∩ D = ∅. Potom pro podmodul N = 〈C〉 ≤ M̃ je C ⊆ N podle Lemmatu 15

nekonečná nenadbytečná množina, tedy N neńı noetherovský. Podle Lemmatu 2

plat́ı M̃ = N + 〈D〉. Ověř́ıme, že modul 〈D〉/N neńı konečně generovaný. Pro spor

předpokládejme, že existuje n < ω a prvky ui ∈ 〈D〉 pro i < n takové, že plat́ı

〈ui + N; i < n〉 = 〈D〉/N. Pro každé i < n existuje mi < ω a rij ∈ R a vij ∈ D pro

j < mi taková, že ui =
∑
j<mi

rijv
i
j. Položme K = {vij; j < mi, i < n}. Potom K ⊆ D

je konečná a ui ∈ 〈M〉 pro všechna i < n. Proto 〈ui; i < n〉 ⊆ 〈K〉, odkud 〈D〉/N =

〈ui+N; i < n〉 = 〈ui; i < n〉/N ⊆ 〈K〉/N ⊆ 〈D〉/N, neboli 〈K〉/N = 〈D〉/N. Odtud

již snadno plyne, že množina K̃ = K ∪C generuje celý modul 〈D〉+ N = M̃ = 〈B〉.
Jenže K̃ ⊂ B je konečná, což je spor s předpokladem, že B je nenadbytečná. Tedy

modul 〈D〉/N neńı konečně generovaný. Protože 〈D〉/N ≤ M̃/N (nebot’ 〈D〉 ≤ M̃),
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neńı modul M̃/N noetherovský. Protože ani modul N neńı noetherovský, je modul

M̃ ≤M vysoký. Z Lemmatu 13 dostáváme, že i modul M je vysoký, což jsme chtěli

dokázat.

Definice Bud’ (M,+,−, 0, ·) modul nad okruhem (R,+,−, 0, ·, 1).

• Definujeme J (M) =
⋂
{N ≤ M;¬∃P : N < P < M}. J (R) nazýváme

Jacobson̊uv radikál.

• Dále definujeme G(M) =
⋂
{N ≤M; M/N noetherovský}.

• Je-li M noetherovský, pokládáme H(M) = 0, je-li M nenoetherovský, definu-

jeme H(M) =
⋂
{N ≤M; N nenoetherovský}.

Poznámka

a) Jinými slovy J (R) =
⋂
{N ≤M; N je maximálńı podmodul M}.

b) Označ́ıme-li množiny J = {N ≤ M; N je maximálńı podmodul M},
G = {N ≤M; M/N noetherovský},H = {N ≤M; N nenoetherovský} a uvažujeme-

li nenoetherovský modul M, máme: Je-li N ∈ J , potom faktormodul M/N je

noetherovský, a tedy N ∈ G. Je-li N ∈ G, potom nutně N neńı noetherovský, a

tedy N ∈ H. Tedy J ⊆ G ⊆ H. Odtud
⋂
H ⊆

⋂
G ⊆

⋂
J . Uvědomı́me-li si, že

J (M) =
⋂
J , G(M) =

⋂
G a H(M) =

⋂
H, dostáváme H(M) ⊆ G(M) ⊆ J (M).

c) Protože J (M), G(M) i H(M) jsou definovány jako pr̊unik některých podmodul̊u

modulu M, plat́ı též J (M) ≤M, G(M) ≤M a H(M) ≤M.

Nyńı učińıme jednoduchý poznatek:

Pozorováńı 18: Je-li M modul, potom plat́ı G(M/G(M)) = 0, jak dokazuje výpočet

G(M/G(M)) =
⋂
{P/G(M) ≤M/G(M); (M/G(M))/(P/G(M)) je noetherovský} =

=
⋂
{P/G(M) ≤ M/G(M); M/P je noetherovský}, nebot’ z Věty 9 dostáváme,

že (M/G(M))/(P/G(M)) ' M/P, a tedy (M/G(M))/(P/G(M)) je noetherovský,

právě když M/P je noetherovský. Potom dostáváme

G(M/G(M)) = (
⋂
{P ≤M; M/P je noetherovský}) /G(M) = G(M)/G(M) = 0.
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Lemma 19 Je-li M/G(M) noetherovský aH(G(M)) 6= G(M), potom M je vysoký.

D̊ukaz. Kdyby G(M) = 0, potom též H(G(M)) = 0 = G(M). Tedy G(M) 6= 0 a M

tedy neńı noetherovský. Protože M/G(M) je noetherovský, ale M neńı noetherovský,

muśı být G(M) nenoetherovský. Protože H(G(M)) 6= G(M), existuje P < G(M)

nenoetherovský. Kdyby byl G(M)/P noetherovský, tak (z předpokladu máme, že

M/G(M) je noetherovský) by i M/P byl noetherovský, a protože G(M) je pr̊unik

všech podmodul̊u s touto vlastnost́ı, tak bychom dostali G(M) ⊆ P, což by byl spor

s volbou P < G(M). Je proto G(M)/P nenoetherovský a P nenoetherovský, tedy

G(M) je vysoký. Z Lemmatu 13 plyne, že i modul M je vysoký.

Věta 20 Bud’ M nenoetherovský modul takový, že G(M) = 0. Dále předpokládej-

me, že pro každý konečně generovaný podmodul I ≤M je modul G(M/I) noetherovský.

Potom M je vysoký.

D̊ukaz. Protože M neńı noetherovský, existuje N ≤ M nekonečně generovaný.

Zřejmě plat́ı G(N) = 0. Ukážeme, že existuje nekonečná nenadbytečná podmnožina

N. Volme a0 ∈ N \ {0}. Protože {a0} je nenadbytečná a G(N) = 0, existuje pod-

modul L0 ≤ N, pro který N/L0 je noetherovský a a0 /∈ L0. Předpokládejme, že

máme definovány prvky ai, i < k, a podmoduly Li ≤ N, i < k, splňuj́ıćı:

1. ∀i < k N/Li je noetherovský

2. ∀i < k ai /∈ Li

3. ∀i < k ∀j < k : i 6= j ⇒ aj ∈ Li

4. {ai; i < k} je nenadbytečná podmnožina N

Nyńı položme L̃ =
⋂
i<k

Li a I = 〈ai; i < k〉. Označme πI : N → N/I kanonickou

projekci (podle Pozorováńı 7). Potom plat́ı:

• Modul I ≤ N je konečně generovaný, tedy dle předpokladu věty G(N/I) je

noetherovský, nebot’ zřejmě G(N/I) ≤ G(M/I).

• Modul (L̃+I)/L̃ je noetherovský. Definujeme-li ν : N/L̃→
∏
i<k

N/Li předpisem

ν(n+ L̃) = (n+Li)i<k, potom ν je homomorfismus, který je prostý. Pro a+ L̃,

ν(a+ L̃) = 0, máme a+ Li = Li pro všechna i < k, tedy a ∈
⋂
i<k

Li = L̃, neboli
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a + L̃ = L̃. Tedy N/L̃
ν' Im(ν), Im(ν) ≤

∏
i<k

N/Li, všechny moduly N/Li

jsou noetherovské, a odtud N/L̃ je noetherovský. Proto i (L̃ + I)/L̃ ≤ N/L̃ je

noetherovský.

• Modul N/I neńı noetherovský: Kdyby byl modul N/I noetherovský, potom by

byl konečně generovaný, a protože I je konečně generovaný, byl by i modul N

konečně generovaný, což ale zřejmě neplat́ı.

Modul πI[L̃] neńı noetherovský, nebot’ πI[L̃] = L̃/(I ∩ L̃) ' (L̃ + I)/I podle Věty

10 a (N/I)/((L̃ + I)/I) ' N/(L̃ + I) podle Věty 9. Přitom N/I neńı noetherovský,

zat́ımco N/(L̃+I) noetherovský je. Protože modul G(N/I) je noetherovský, můžeme

volit ak ∈ L̃ takové, že πI(ak) ∈ πI[L̃] \ G(N/I). Dále volme P̄ ≤ N/I takový, že

(N/I)/P̄ je noetherovský a πI(ak) /∈ P̄. To lze, nebot’ πI(ak) /∈ G(N/I). Nyńı stač́ı

položit Lk = π−1I [P̄]. Zřejmě I ⊆ Lk. Nyńı ověř́ıme podmı́nky 1 až 4 pro prvky ai,

i < k + 1:

1. P̄ = πI(Lk) = (Lk)/I, tedy N/Lk ' (N/I)/(Lk/I) = (N/I)/P̄, a dle naš́ı volby

modulu P̄ je (N/I)/P̄ noetherovský, tedy i N/Lk je noetherovský.

2. ak /∈ Lk, nebot’ πI(ak) /∈ P̄ = πI[Lk]

3. Protože ak ∈ L̃ =
⋂
i<k

Li, máme ak ∈ Li pro všechna i < k. Protože I ⊆ Lk a

aj ∈ I, máme aj ∈ Lk pro všechna j < k.

4. Předpokládejme, že existuje i < k + 1 takové, že ai ∈ 〈aj; j < k + 1 & j 6= i〉.
Protože ∀j < k + 1 j 6= i⇒ aj ∈ Li (jak plyne z třet́ıho bodu) a Li je modul,

dostáváme, že 〈aj; j < k+1 & j 6= i〉 ⊆ Li. Odtud ai ∈ Li, což je spor s druhým

bodem. Z této úvahy plyne, že množina {ai; i < k + 1} ⊆ N je nenadbytečná.

Nyńı položme B = {ai; i < ω}. B ⊆ N je nekonečná nenadbytečná: Zřejmě B je

nekonečná. Podle Lemmatu 16 stač́ı ukázat, že každá konečná podmnožina C ⊆ B

je nenadbytečná. Volme proto C ⊆ B konečnou. Potom existuje n < ω takové,

že C ⊆ {ai; i < n}, a protože množina {ai; i < n} ⊆ N je podle čtvrtého bodu

nenadbytečná, dostáváme z Lemmatu 15, že C je nenadbytečná. Tedy i B je ne-

nadbytečná. Z Lemmatu 17 dostáváme, že modul N je vysoký, a z Lemmatu 13

dostáváme nakonec, že modul M ≥ N je vysoký, což jsme měli dokázat.
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Věta 21 (Ekvivalentńı popis) Bud’ R okruh. Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvi-

valentńı:

1. R je zleva vysoký

2. Každý nenoetherovský modul M obsahuje vlastńı nenoetherovský podmodul

D̊ukaz.

1.⇒ 2.: Tato implikace plyne př́ımo z definice.

2.⇒ 1.: Bud’ M nenoetherovský modul. Rozlǐśıme dva př́ıpady:

a) M/G(M) je noetherovský. Protože M neńı noetherovský, muśı být též G(M)

nenoetherovský. Protože G(M) je nenoetherovský R-modul, obsahuje podle před-

pokladu vlastńı nenoetherovský podmodul. Proto plat́ı H(G(M)) 6= G(M), a tedy

z Lemmatu 19 dostáváme, že M je vysoký modul.

b) M/G(M) neńı noetherovský. Dokažme, že modul L = M/G(M) je vysoký:

Předpokládejme nejprve, že existuje konečně generovaný podmodul K ≤ L takový, že

G(L/K) neńı noetherovský. Definujme P = (L/K)/G(L/K). Pokud neńı P noether-

ovský, máme př́ımo z definice závěr, že L/K je vysoký, pokud je P noetherovský,

potom plat́ı H(G(L/K)) 6= G(L/K), nebot’ G(L/K) neńı noetherovský, a tedy z

předpokladu obsahuje vlastńı nenoetherovský podmodul. Použit́ım Lemmatu 19 opět

zjǐst’ujeme, že modul L/K je vysoký. Tedy z Lemmatu 14 dostáváme, že modul L je

vysoký.

Předpokládejme nyńı, že pro každý konečně generovaný K ≤ L je modul G(L/K)

noetherovský. Z Pozorovnáńı 18 v́ıme, že G(L) = 0. Použijeme Větu 20 a zjǐst’ujeme,

že modul L je vysoký.

Skutečně jsme tedy dokázali, že modul L = M/G(M) je vysoký. Z Lemmatu 14

ihned plyne, že i modul M je vysoký
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2.3 Př́ıklady vysokých a nevysokých okruh̊u

V této podkapitole uvedeme některé př́ıklady vysokých okruh̊u. Poté se ale v́ıce

zaměř́ıme na př́ıklady okruh̊u, které nejsou vysoké. V následuj́ıćı kapitole se pak

pokuśıme přij́ıt na některé nutné podmı́nky pro komutativńı nevysoké okruhy. Bude

proto dobré mı́t tyto př́ıklady na paměti.

Př́ıklad 1

Každé těleso je vysoký okruh, nebot’ každý nenoetherovský modul nad tělesem je

nekonečně dimenzionálńı vektorový prostor, který zřejmě obsahuje vlastńı nekonečně

dimenzionálńı podprostor takový, že i faktorprostor je nekonečně dimenzionálńı.

Definice (polonoetherovský modul) Modul (M,+,−, 0, ·) nazýváme polonoether-

ovský (nebo též max modul), pokud každý nenulový podmodul 0 6= N ≤ M

obsahuje maximálńı podmodul.

Definice (zleva polonoetherovský okruh) Okruh (R,+,−, 0, ·, 1) nazýváme zleva

polonoetherovský (nebo též levý max okruh), pokud každý R-modul (M,+,−, 0, ·)
je polonoetherovský, neboli max modul.

Věta 22 Je-li (R,+,−, 0, ·, 1) zleva polonoetherovský okruh, pak je zleva vysoký.

D̊ukaz. Mějme nenoetherovský modul M. Protože R je zleva polonoetherovský, exis-

tuje maximálńı podmodul N < M, nebot’ M 6= 0. Nyńı pro spor předpokládejme, že

N je noetherovský. Podle Pozorováńı 5 máme, že M/N obsahuje pouze dva podmo-

duly, a to 0 = N a M/N (N je maximálńı). Tedy faktormodul M/N je noetherovský.

Potom ale dostáváme, že i modul M je noetherovský, což je spor. Zjistili jsme tedy,

že kdykoliv zvoĺıme nenoetherovský R-modul M, potom obsahuje vlastńı podmodul

N < M, který rovněž neńı noetherovský. Podle Věty 21 je okruh R zleva vysoký.

Př́ıklad 2

Každý zleva perfektńı okruh je zleva vysoký. Podle Bassovy věty lze perfektńı okruhy

charakterizovat mnoha ekvivalentńımi podmı́nkami. Jednou z nich je tato: okruh

(R,+,−, 0, ·, 1) nazveme zleva perfektńım, pokud každý R-modul M 6= 0 obsahuje

vlastńı maximálńı podmodul a faktorokruh R/J (R) lze vyjádřit jako direktńı součet
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minimálńıch levých ideál̊u. Odtud je vidět, že každý zleva perfektńı okruh je zleva

polonoetherovský, a tedy podle Věty 22 také zleva vysoký.

Označeńı Je-li M modul nad okruhem R a κ kardinál, potom znač́ıme

M(κ) = {f ∈Mκ; množina {α < κ; f(α) 6= 0} je konečná}. Snadno se lze přesvědčit,

že M(κ) je podmodulem modulu Mκ.

Je-li R okruh, potom symbol R[x] znač́ı polynomiálńı okruh polynomů v neurčité x

s koeficienty v okruhu R. Formálně se jedná o okruh R(ω), pokud ṕı̌seme f =
∑
i<n

rix
i

pro ri = f(i) a n = max{i < ω; f(i) 6= 0} < ω, kde násobeńı je určeno vztahy

(rix
i) · (sjxj)

df
= (risj)x

(i+j) a dále rozš́ı̌reno distributivńımi zákony. Lehce se ukáže,

že (R[x],+,−, 0, ·, 1) skutečně splňuje všechny vlastnosti z definice okruhu. Přitom

1 = x0, a tedy si můžeme představovat, že R ⊆ R[x].

Lemma 23 Bud’ R okruh a I ≤ R jeho levý ideál. Označme M = R/I a ei ∈M(ω)

prvek splňuj́ıćı ei(α) = 0 pro všechna α ∈ ω, α 6= i, a ei(i) = 1 (zde 1 = 1+I ∈ R/I).

Potom M(ω) je modul nad okruhem R[x] s násobeńım ? : R[x] ×M → M daným

vztahem t?h =
∑
j<S

( ∑
k≤min{j,n}

tkhje
j−k), kde t ∈ R[x] a h =

∑
j<S

hje
j ∈M(ω) pro jisté

S < ω.

D̊ukaz. Nejprve si všimněme, že M(ω) je R-modulem. Pro libovolné t ∈ R[x] plat́ı

pro jisté n < ω vztah t =
∑
k<n

tkx
k, kde tk ∈ R. Nyńı si uvědomme, že pro libovolné

h ∈ M(ω) existuj́ı S < ω a hj ∈ M pro j < S taková, že h =
∑
j<S

hje
j. Stač́ı totiž

položit S = max{j < ω;h(j) 6= 0} a uvědomit si, že z definice M(ω) je množina

{j < ω;h(j) 6= 0} konečná, tedy n < ω. Poté stač́ı volit hj = h(j) pro j < n.

Všimněme si, že operace ? rozšǐruje násobeńı prvk̊u z M(ω) skaláry z okruhu R na

násobeńı všemi skaláry (polynomy) z R[x] vztahy x ? ei = ei−1 pro i ≥ 1, x ? e0 = 0

a x ? (r · h) = r · (x ? h) pro h ∈ M(ω) a r ∈ R. Nyńı je lehké ověřit, že struktura

(M,+,−, 0, ?) je modulem nad okruhem R[x].

Lemma 24 Bud’ I < R maximálńı levý ideál okruhu R. Označme P = R/I.

Potom P je jednoduchý R-modul (tzn. 0 a P 6= 0 jsou jediné jeho R-podmoduly).

Uvažujme modul P(ω) jako modul nad polynomiálńım okruhem R[x] ve smyslu Lem-

matu 23. Bud’ dále K ≤ P(ω) jeho R[x]-podmodul. Je-li 0 6= h ∈ K jeho nenulový
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prvek, pro který plat́ı h =
∑
i<n

hie
i pro vhodná n < ω, n > 0, a hi ∈ P, hn−1 6= 0,

potom:

1. existuje h̃ =
∑
i<n

h̃ie
i ∈ K splňuj́ıćı h̃n−1 = 1 + I,

2. ej ∈ K pro všechna j < n

D̊ukaz.

1. Všimněme si, že Rhn−1 = 〈hn−1〉 ≤ P je nenulový R-podmodul jednoduchého

R-modulu P obsahuj́ıćı hn−1 6= 0. Tedy 〈hn−1〉 = P. Protože 1+I ∈ P, existuje

s ∈ R splňuj́ıćı shn−1 = 1 + I ∈ Rhn−1 = 〈hn−1〉. Protože K je podmodul a

h ∈ K, máme sh ∈ K. Poč́ıtejme: sh = s ·
∑
i<n

hie
i =

∑
i<n

shie
i =

∑
i<n

h̃ie
i, kde

jsme položili h̃i = shi. Přitom plat́ı h̃n−1 = shn−1 = 1 + I. Odtud vid́ıme, že

stač́ı položit h̃ = sh.

2. Postupujme indukćı podle n:

n = 1: Máme h = h0e
0 ∈ K. Z předchoźıho bodu máme, že h̃ = e0 ∈ K.

n  n + 1: Předpokládejme, že kdykoliv je g ∈ K vyjádřeno ve tvaru

g =
∑
i<n

gie
i ∈ K, kde gn−1 6= 0, potom ej ∈ K pro všechna j < n. Vezměme

z předpokladu Lemmatu h ∈ K, h =
∑

i<n+1

hie
i, kde hn 6= 0. Protože K je podle

předpokladu R[x]-podmodul modulu P(ω), muśı být g = x?h ∈ K. Poč́ıtejme:

g = x ? h = x ?
∑

i<n+1

hie
i =

∑
i<n+1

x ? (hie
i) =

∑
i<n+1

hi(x ? ei) =
∑

0<i<n+1

hie
i−1,

nebot’ x ? (hie
i) = hi(x ? ei) = hie

i−1, je-li 0 < i < n + 1, a x ? (h0e
0) =

= h0(x ? e0) = h0 · 0 = 0. Tedy y =
∑

0<i<n+1

hie
i−1 =

∑
i<n

hi+1e
i =

∑
i<n

gie
i, kde

gi = hi+1 ∀i < n. Použijeme nyńı indukčńı předpoklad a vid́ıme, že ej ∈ K pro

všechna j < n. Existuj́ı prvky ri ∈ R pro i < n splňuj́ıćı ri + I = hi, nebot’

hi ∈ P = R/I. Protože K je R[x]-modul, muśı platit h̄ =
∑
i<n

rie
i ∈ K, a dále

hne
n = h− h̄ ∈ K. Protože hn 6= 0, můžeme použ́ıt prvńı bod Lemmatu, podle

kterého h̃nen = en ∈ K. Celkem tedy vid́ıme, že ej ∈ K pro všechna j < n+1,

což jsme měli dokázat.
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Pozorováńı 25: Je-li K < R vlastńı levý ideál okruhu R, potom existuje I < R

maximálńı levý ideál splňuj́ıćı K ≤ I. Položme I = {J ∈ P(R); K ≤ J < I}.
Z Zornova lemmatu dostáváme, že existuje R ⊆ I maximálńı řetězec. Položme

I =
⋃
R. Snadno se ověř́ı, že I je levý ideál a že K ≤ I. Předpokládejme nyńı,

že I ≤ Ī < R. Protože pro všechna J ∈ I plat́ı J ≤ I, je množina R ∪ {Ī} ⊆ I
řetězec. Protože R byl maximálńı řetězec, je R ∪ {Ī} = R, neboli Ī ∈ R, neboli

Ī ≤ I, a tedy I = Ī. Pokud 1 ∈ I =
⋃
R, potom existuje J ∈ I takové, že 1 ∈ J.

Protože R ⊆ I, máme J ∈ I, což je spor s J < R. Tedy 1 /∈ I, proto I < R je

maximálńı levý ideál okruhu R obsahuj́ıćı ideál K. Protože speciálně 0 < R je vždy

vlastńı levý ideál, obsahuje každý okruh maximálńı levý ideál.

Př́ıklad 3

Je-li (R,+,−, 0, ·, 1) libovolný okruh, potom polynomiálńı okruh jedné neurčité

(R[x],+,−, 0, ·, 1) neńı zleva vysoký. Podle Věty 21 stač́ı naj́ıt nenoetherovský

R[x]-modul M takový, že kdykoliv je N < M jeho podmodul, potom již N je

noetherovský.

Necht’ I ≤ R je maximálńı levý ideál okruhu R. Takový levý ideál podle Pozor-

ováńı 25 skutečně existuje. Označme P = R/I. Položme M = P(ω). Nyńı použijeme

Lemma 23 a zavedeme na M strukturu R[x]-modulu. Definujme podmoduly

Nλ = 〈ei; i < λ〉 ≤ M pro λ < ω. Snadno se přesvědč́ıme, že Nλ jsou pro všechna

λ < ω R[x]-podmoduly modulu M. Učiňme následuj́ıćı úvahu: Volme libovolně

0 6= h ∈ M. Potom existuje λ < ω, λ > 0, že h ∈ Nλ \ Nλ−1. Pro toto h jsou

splněny předpolady Lemmatu 24, a tedy Nλ ≤ 〈h〉 = R[x]h. Z této úvahy plynou

dva závěry: Podmodul Nλ je pro každé λ < ω noetherovský a pro libovolný N < M

existuje λ < ω takové, že N = Nλ. Pokud zvoĺıme Ñ ≤ Nλ, potom existuje µ ≤ λ

takové, že Ñ = Nµ, tedy jediné podmoduly modulu Nλ jsou Nµ pro µ ≤ λ. Proto

je každý podmodul Nλ noetherovský. Pokud zvoĺıme N < M, potom muśı exis-

tovat λ0 < ω takové, že N ∩ (M \ Nλ0+1) = ∅. Tedy N ≤ Nλ0 , a proto existuje

λ ≤ λ0 takové, že N = Nλ. Učińıme-li jednouché pozorováńı, že pro podmoduly

Nλ = 〈ei; i < λ〉 ≤ M plat́ı N0 = 0 a ∀λ < ω Nλ < Nλ+1 < M, tedy posloupnost(
Nλ

)
λ<ω

je nekonečná rostoućı, zjǐst’ujeme, že modul M neńı noetherovský.

Dáme-li předchoźı úvahy dohromady, dostáváme, že R[x]-modul M neńı noetherovský.

Přitom jediné jeho R[x]-podmoduly jsou Nλ pro λ < ω, přičemž všechny jsou noe-
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therovské. Odtud ihned podle Věty 21 plyne, že M neńı vysoký. Proto okruh R[x]

neńı zleva vysoký.

Př́ıklad 4

Okruh Z celých č́ısel neńı zleva vysoký. Označme Q těleso racionálńıch č́ısel. Každé

racionálńı č́ıslo q ∈ Q lze jednoznačně vyjádřit ve tvaru q = a
b
, kde a, b ∈ Z, b > 0 a

a, b nesoudělná. Zvolme p libovolné prvoč́ıslo. Položme Qp = { a
pk
∈ Q; a ∈ Z, k < ω}.

Vybrali jsme tedy jen ta racionálńı č́ısla, která maj́ı jmenovatele ve tvaru mocniny

prvoč́ısla p. Tato množina je spolu se sč́ıtáńım, odč́ıtáńım a násobeńım definovaným

stejně jako na Q zřejmě okruhem. My ale uvažujme tuto strukturu jako Z-modul.

Potom Z < Qp je jeho Z-podmodulem. Uvažujme nyńı faktormodul Zp∞ = Qp/Z.

Ukážeme, že tento modul je hledaným modulem. Za t́ımto účelem označme

Qp,n = { a
pk
∈ Q; a ∈ Z, k < n}. Potom Qp,n < Qp jsou pro 0 < n < ω vlastńı

Z-podmoduly. Přitom 0 = Qp,1/Z < Qp,2/Z < . . . < Qp,n/Z < . . . < Zp∞ .

Z-modul Zp∞ tedy neńı noetherovský. Uvažujme nyńı nenulový podmodul N < Zp∞
a 0 6= a

pk
∈ N. Protože p je prvoč́ıslo, existuje kladné c takové, že c·a−1

pk
je jako

racilonálńı č́ıslo č́ıslem celým, neboli v Zp∞ to znamená, že c · a
pk

= 1
pk

. Odtud snadno

odvod́ıme, že Qp,k/Z ≤ N. Tedy jedinými vlastńımi Z-podmoduly modulu Zp∞ jsou

podmoduly Qp,n pro 0 < n < ω. Každý podmodul Qp,n má však jen konečně mnoho

prvk̊u, je proto noetherovský. Protože jsme našli nenoetherovský Z-modul, jehož

každý vlastńı podmodul už noetherovský je, dostáváme podle Věty 21, že okruh

Z neńı zleva vysoký. (Právě sestrojená abelovská grupa (Zp∞ ,+,−, 0) se nazývá

Prüferova p-grupa.)
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3 Komutativńı vysoké okruhy

V této kapitole se pokuśıme nalézt některé nutné podmı́nky a postačuj́ıćı podmı́nky

pro to, aby komutativńı okruh byl vysoký.

3.1 Předběžné úvahy

Neprve se pod́ıvejme na vlastnosti okruhu, který neńı vysoký. V takovém př́ıpadě

podle Věty 21 existuje nenoetherovský modul M takový, že každý jeho vlastńı pod-

modul už noetherovský je. Budeme ř́ıkat, že takovýto modul prokazuje nevysokost

modulu M.

Pozorováńı 26: Modul M už muśı být nutně (nekonečně) spočetně generovaný.

Konečně generovaný být nem̊uže, nebot’ M neńı noetherovský, a tedy by musel ob-

sahovat vlastńı nekonečně generovaný podmodul. Ten by však nebyl noetherovský.

Vlastńı nenoetherovský podmodul ale modul M neobsahuje. Tedy modul M neńı

konečně generovaný. Pokud by neexistovala nekonečná spočetná generuj́ıćı množina,

pak v libovolné nespočetné generuj́ıćı G ⊆ M existuje vlastńı spočetná část G0 =

{gi; i < ω} splňuj́ıćı pro všechna n < ω podmı́nku gn /∈ 〈gi; i < n〉. V takovém

př́ıpadě by N = 〈G0〉 byl nenoetherovský vlastńı podmodul modulu M. Ale takový

podmodul neexistuje, protože předpokládáme, že M neńı vysoký. Tedy M muśı být

spočetně generovaný.

Lemma 27 Bud’ M modul, který prokazuje nevysokost okruhu R. Je-li N < M

jeho vlastńı podmodul, potom faktormodul M/N rovněž prokazuje nevysokost okruhu

R.

D̊ukaz. Protože N 6= M, je modul N noetherovský, a tedy faktormodul M/N neńı

noetherovský. Pro podmodul N̄ < M/N volme podmodul K < M takový, že N ≤ K

a N̄ = K/N. Protože moduly N i K jsou noetherovské, je noetherovský také K/N.

Tedy každý vlastńı podmodul M/N už noetherovský je, proto M/N je nevysoký

prokazuj́ıćı nevysokost R
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Definice (Anihilátor) Bud’ (M,+,−, 0, ·) modul nad okruhem (R,+,−, 0, ·, 1).

Označme AnnR(M) = {r ∈ R; rM = 0}. Množina AnnR(M) se nazývá ani-

hilátor modulu M. Pro m ∈M znač́ı AnnR(m) anihilátor prvku m, tj. množinu

{r ∈ R; r ·m = 0}.

Poznámka

a) Je-li R libovolný okruh a I ⊆ R jeho levý ideál, který je zároveň pravým ideálem,

pak I nazýváme stručně ideál.

b) Je-li I ideál libovolného okruhu R, potom I určuje ekvivalenci∼ podle Lemmatu 3,

pro kterou nav́ıc pro každé r, s, t ∈ R plat́ı vztahy (s + I)r = t + I ⇔ sr ∼ t a

r(s + I) = t + I ⇔ rs ∼ t. V takovém př́ıpadě můžeme na množině R/I definovat

nav́ıc (r+I) ·(s+I)
df
= (rs)+I a položit 1

df
= 1+I. Potom struktura (R/I,+,−, 0, ·, 1)

je okruhem, který se nazývá faktorokruh.

Lemma 28 Pro modul M nad okruhem R je AnnR(M) ideál okruhu R. Pro

m ∈M je AnnR(m) levý ideál okruhu R.

D̊ukaz. Ověřeńı, žeAnnR(M) je levý ideál, je jednoduché. Pro r ∈ R a p ∈ AnnR(M)

máme (pr)M = p(rM) ⊆ p ·M = 0, tedy pr ∈ AnnR(M). Tedy AnnR(M) je také

pravý ideál okruhu R, a proto je (oboustranným) ideálem.

Ověřme, že AnnR(m) je levý ideál. Je-li r ∈ AnnR(m) a s ∈ R, potom rm = 0,

a tedy (sr)m = s(rm) = s · 0 = 0, tedy sr ∈ AnnR(m). Ostatńı vlastnosti jsou

jednoduché.

Definice (Esenciálńı podmodul) Podmodul N modulu (M,+,−, 0, ·) nazýváme

esenciálńı, pokud pro každý 0 6= K ≤M plat́ı, že K ∩N 6= 0. V takovém př́ıpadě

ṕı̌seme N EM.

Definice (Injektivńı modul) Modul (M,+,−, 0, ·) nazýváme injektivńı, pokud

pro každé dva moduly K a L spolu s vnořeńım ν : K ↪→ L lze pro každý homomor-

fismus f : K→M nalézt homomorfismus g : L→M splňuj́ıćı g ◦ ν = f .
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Věta 29 ([3] 18.10. Theorem.) Je-li M libovolný modul, pak existuje modul

E(M) splňuj́ıćı:

• E(M) je injektivńı

• M E E(M)

• pro každý injektivńı modul K splňuj́ıćı M E K existuje isomorfismus

ϕ : K→ E(M) takový, že ϕ �M = idM.

Definice (Injektivńı obal) Modul E(M) z předchoźı Věty nazýváme injektivńı

obal modulu M.

Pozorováńı 30: Je-li M modul a m ∈M, potom Rm ' R/AnnR(m). Definujeme-li

totiž zobrazeńı ϕm : R→M předpisem ϕm(r) = rm, potom Ker(ϕm) = AnnR(m) a

Im(ϕm) = Rm. Podle Věty 8 plat́ı R/Ker(ϕm) ' Im(ϕm).

Mějme nyńı M modul, který prokazuje nevysokost okruhu R. Zvolme 0 6= m ∈M.

Potom pro cyklický modul Rm plat́ı Rm ' R/AnnR(m) podle Pozorováńı 30.

Protože m 6= 0, je AnnR(m) < R. Podle Prozorováńı 25 existuje maximálńı ideál I

splňuj́ıćı AnnR(m) ≤ I < R. Potom I/AnnR(m) < R/AnnR(m) je maximálńı pod-

modul, přičemž plat́ı Im = I ·Rm ' I ·(R/AnnR(m)) = I/AnnR(m), a tedy faktor-

modul Rm/Im je jednoduchý, nebot’ Rm/Im ' (R/AnnR(m))/(I/AnnR(m)) ' R/I

podle Věty 9. Označme L = Rm/Im. Uváž́ıme-li nyńı inklusi ι : L ⊆ E(L) a pro-

jekci πIm : Rm→ L, dostáváme zobrazeńı ι◦πIm : Rm→ E(L). Dále uvažme inklusi

µ : Rm ⊆ M. Protože E(L) je injektivńı, existuje homomorfismus g : M → E(L)

splňuj́ıćı g ◦ µ = ι ◦ πIm. Z Věty 8 dostáváme, že Im(g) ' M/Ker(g). Protože

0 6= L ⊆ Im(g), je Ker(g) < M, a tedy podle Lemmatu 27 též Im(g) 'M/Ker(g)

prokazuje nevysokost okruhu R. Přitom ale Im(g) obsahuje jednoduchý podmodul L,

který je nav́ıc esenciálńı, nebot’ L E E(L) a Im(g) ≤ E(L). Z této úvahy plyne

následuj́ıćı

Pozorováńı 31: Pokud okruh R neńı zleva vysoký a I < R jeho maximálńı ideál, pak

existuje nenoetherovský modul M prokazuj́ıćı nevysokost okruhu R a jednoduchý

modul S takové, že S EM. Přitom plat́ı S ' R/I. Stač́ı podle předchoźı úvahy volit

M = Im(g) a S = L.
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3.2 Nutné podmı́nky pro nevysokost

Definice (Komutativńı okruh) Okruh (R,+,−, 0, ·, 1) nazýváme komutativńı,

pokud ∀r, s ∈ R : r · s = s · r.

Definice (Prvoideál) Je-li (R,+,−, 0, ·, 1) komutativńı okruh a I ≤ R jeho ideál,

pak I nazýváme prvoideálem okruhu R, pokud pro všechna r, s ∈ R splňuje impli-

kaci rs ∈ I⇒ r ∈ I ∨ s ∈ I.

Pozorováńı 32: Každý maximálńı ideál je prvoideálem. Bud’ I < R maximálńı a

r, s ∈ R taková, že rs ∈ I, ale r /∈ I. Potom I + Rr ⊃ I, a tedy I + Rr = R,

nebot’ I je maximálńı. Existuje tedy i ∈ I a q ∈ R taková, že i + qr = 1. Odtud

is + qrs = s. Protože i ∈ I, máme is ∈ I, a protože rs ∈ I, máme qrs ∈ I. Odtud

nakonec s = is + qrs ∈ I. Ověřili jsme tedy, že pokud je I < R maximálńı ideál

okruhu R a r, s ∈ R splňuj́ıćı rs ∈ I, potom r ∈ I ∨ s ∈ I.

Definice (Obor integrity) Pokud komutativńı okruh (R,+,−, 0, ·, 1) splňuje pro

všechna r, s ∈ R iplikaci rs = 0 ⇒ r = 0 ∨ s = 0, potom okruh R nazýváme obor

integrity.

Pozorováńı 33: Je-li R komutativńı okruh a P < R jeho vlastńı prvoideál, potom

faktorokruh R/P je oborem integrity. Skutečně, pro a, b ∈ R/P splňuj́ıćı ab = 0

existuj́ı r, s ∈ R splňuj́ıćı rs ∈ P taková, že a = r + P a b = s + P. Protože P je

prvoideál a rs ∈ P, je r ∈ P – potom a = r + P = P = 0 v R/P – nebo s ∈ P –

potom b = s+ P = P = 0 v R/P. Tedy ze vztahu ab = 0 v R/P plyne a = 0 nebo

b = 0. Proto R/P je oborem integrity.

Lemma 34 Bud’ I < R maximálńı ideál oboru integrity R. Pokud existuje

0 < k < ω takové, že Ik = 0, potom I = 0.

D̊ukaz. Zvolme i ∈ I. Předpokládáme-li Ik = 0, máme ik = 0. Protože R je obor

integrity a ik = i · ik−1, potom i = 0 nebo ik−1 = 0. Opakováńım této úvahy nakonec

dospějeme k tomu, že i = 0. Tedy I = 0.

Poznamenejme, že v komutativńım okruhu levý ideál, pravý ideál a ideál splývaj́ı.
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Nejprve učińıme úvodńı pozorováńı týkaj́ıćı se komutativńıch nevysokých okruh̊u.

Dále bude proto znač́ıt R komutativńı nevysoký okruh a M jeho modul tuto nevysokost

prokazuj́ıćı.

Pozorováńı 35: AnnR(M) je vlastńı prvoideál. Definujme pro t ∈ R zobrazeńı

ϕt : M → M předpisem ϕt(x) = tx ∀x ∈ M. Protože R je komutativńı, plat́ı

pro p ∈ R a x ∈ M ϕt(px) = t(px) = (tp)x = (pt)(x) = p(tx) = pϕt(x), a tedy

ϕt je homomorfismus modulu M. Nyńı předpokládejme, že rs ∈ AnnR(M), ale

s /∈ AnnR(M). To znamená, že ϕrs[M] = 0, ale ϕs[M] 6= 0, existuje tedy y ∈ M

splňuj́ıćı sy = ϕs(y) 6= 0. Jinými slovy Ker(ϕrs) = M, ale Ker(ϕs) < M, nebot’

y /∈ Ker(ϕs). Tedy Ker(ϕs) je noetherovský, a protože M neńı noetherovský, neńı

noetherovský též Im(ϕs) 'M/Ker(ϕs). Odtud Im(ϕs) = M. Snadno se ověř́ı vztah

ϕrs = ϕr ◦ ϕs, ze kterého plyne 0 = ϕrs[M] = ϕr[ϕs[M]] = ϕr[Im(ϕs)] = ϕr[M].

Odtud máme r ∈ AnnR(M).

Lemma 36 V situaci v Pozorováńı 35 m̊užeme modul M uvažovat jako modul

nad faktorokruhem R̄ = R/AnnR(M).

D̊ukaz. Zřejmě M bude i nadále splňovat všechny vlastnosti týkaj́ıćı se operaćı +,

− a 0 z definice modulu. Zbývá definovat násobeńı · : R̄ ×M → M. To definu-

jeme takto: (r + AnnR(M)) · x = rx. Pokud se přesvědč́ıme, že definice je ko-

rektńı, jsou zřejmě splněny i vlastnosti operaćı · i 1 z definice modulu. Bud’te tedy

r, s ∈ R takové, že r+AnnR(M) = s+AnnR(M). Volme libovolné x ∈M. Protože

r+AnnR(M) = s+AnnR(M), máme r− s ∈ AnnR(M), tedy (r− s) ·x = 0, odkud

ihned (r · x)− (s · x) = 0, tedy r · x = s · x.

Poznámka

Okruh R̄ z předchoźıho Lemmatu je oborem integrity.

Nyńı vyjděme z této situace. Podle Pozorováńı 31 existuj́ı modul M, jednoduchý

modul S a maximálńı ideál I < R okruhu R takové, že

• M prokazuje nevysokost okruhu R

• S EM

• S ' R/I, tedy AnnR(S) = I
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Podle Pozorováńı 35 je AnnR(M) prvoideálem okruhu R a podle Lemmatu 36

můžeme jak modul M, tak i jeho jednoduchý esenciálńı podmodul S uvažovat nad

faktorokruhem R̄ = R/AnnR(M). Ten tedy také neńı vysoký a je podle Poznámky

následuj́ıćı za Lemmatem 36 oborem integrity. Přitom jistě I 6= 0. V opačném př́ıpadě

je totiž R tělesem, o kterém podle Př́ıkladu 1 v́ıme, že je vysokým okruhem.

Poznámka

Je-li m ∈ M, potom AnnR(〈m〉) = AnnR(m). To plyne ihned ze vztah̊u

r(sx) = (rs)x = (sr)x = s(rx), které plat́ı pro všechna r, s ∈ R, nebot’ R je

komutativńı.

Pozorováńı 37: Je-li 0 6= x ∈ M takové, že Ix = 0, potom x ∈ S. Máme totiž

AnnR(x) = I a podle Pozorováńı 30 Rx ' R/AnnR(x) = R/I. Tedy Rx je nenulový

jednoduchý podmodul modulu M. Protože S je esenciálńı, je Rx ∩ S 6= 0. Protože

však Rx∩S ≤ S a S je jednoduchý, muśı být Rx∩S = S. Protože i Rx je jednoduchý

a Rx ∩ S ≤ Rx, máme také Rx ∩ S = Rx. Celkem pak máme Rx = Rx ∩ S = S,

tedy skutečně x ∈ S.

Naše situace bude nyńı taková, že uvažujeme obor integrity R, I < R jeho

maximálńı ideál, M a S moduly, které splňuj́ı tyto vlastnosti:

• M prokazuje nevysokost okruhu R

• S = {m ∈M; Im = 0}

• AnnR(S) = I

• S EM

Uvažujme nyńı faktormodul M/S. Pro libovolný podmodul S < N ≤M zvolme

libovolně 0 6= x̄ ∈ N/S. Z Lemmatu 27 plyne, že také modul M/S prokazuje

nevysokost okruhu R, nebot’ zřejmě S < M. Z Pozorováńı 26 plyne Rx̄ < M/S. Tedy

Rx̄ je noetherovský vlastńı podmodul modulu M/S. Z faktu, že Rx̄ ' R/AnnR(x̄)

tedy plyne, že také modul R/AnnR(x̄) je noetherovský (přitom AnnR(x̄) 6= R,

nebot’ x̄ 6= 0). Proto libovolná množina jeho podmodul̊u obsahuje maximálńı prvek.

Protože R/AnnR(x̄) je také faktorokruh, splývaj́ı v tomto př́ıpadě pojmy podmodul
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a ideál. Jelikož každý ideál faktorokruhu R/AnnR(x̄) je tvaru K/AnnR(x̄), kde

AnnR(x̄) ≤ K ≤ R, existuje v každé množině ideál̊u okruhu R obsahuj́ıćıchAnnR(x̄)

maximálńı prvek.

Uvažujme tedy množinu {K < R;AnnR(x̄) ≤ K &∃ȳ ∈ N/S : K = AnnR(ȳ)}
všech vlastńıch ideál̊u okruhu R obsahuj́ıćıch AnnR(x̄), které jsou anihilátorem

nějakého prvku modulu N/S. Tato množina má podle předchoźı úvahy maximálńı

prvek. Označme ho J. Dále označme n̄ prvek modulu N/S splňuj́ıćı J = AnnR(n̄).

Protože J 6= R, je n̄ 6= 0.

Lemma 38 V situaci popsané výše plat́ı, že J = I.

D̊ukaz. Zřejmě stač́ı dokázat, že I ⊆ J, nebot’ poté již I = J, protože I je maximálńı

ideál okruhu R. Označme n ∈ N prvek splňuj́ıćı n + S = n̄ a volme libovolné i ∈ I.

Z předpokladu in̄ = 0 plyne i ∈ AnnR(n̄) = J. Dále proto předpokládejme, že in̄ 6= 0,

tedy že in /∈ S. Odtud plyne 〈in〉 6= 0 (nebot’ in /∈ S 3 0), a tedy 〈in〉∩S 6= 0 (nebot’

S je esenciálńı). Tedy existuje r ∈ R takové, že 0 6= rin ∈ S. Nyńı si všimněme, že

rn /∈ S. Jinak pokud by rn ∈ S, potom rin = i(rn) = 0, nebot’ i ∈ I = AnnR(S).

To by byl ovšem spor s volbou r, nebot’ předpokládáme 0 6= rin. Tedy skutečně

rn /∈ S. V modulu M/S to znamená, že rn̄ 6= 0. Vid́ıme tedy, že AnnR(rn̄) 6= R.

Definujme ideál J̃ okruhu R jako J̃ = J+Ri. Zřejmě J ≤ J̃. Protože předpokládáme,

že i /∈ J, máme J < J̃. Dokažme, že J̃ ⊆ AnnR(rn̄). K tomu zvolme j̃ ∈ J̃ a

k němu nalezněme s ∈ R a j ∈ J taková, že j̃ = j + si. Poč́ıtejme v modulu M/S:

j̃ · rn̄ = (j + si)rn̄ = jrn̄ + sirn̄ = rjn̄ + s(rin̄) = 0 + 0 = 0, nebot’ (rin̄) = 0 a

j ∈ J = AnnR(n̄) (odtud rjn̄ = r ·0 = 0). Dokázali jsme tedy, že J̃ ⊆ AnnR(rn̄) < R

a že J < J̃. Přitom N je podmodul, tedy rn ∈ N. To ovšem společně s volbou J jako

maximálńıho anihilátoru dává spor. Proto in̄ = 0 a i ∈ J.

DŮSLEDEK

Pro každý podmodul N ≤ M, který splňuje S < N, existuje n ∈ N \ S takové, že

In ⊆ S.

D̊ukaz. Podle úvahy předcházej́ıćı Lemmatu 38 volme za n ∈ N prvek s maximálńım

anihilátorem a označme opět n̄ = n+ S. Na jej́ım konci jsme si všimli, že n̄ 6= 0. což

znamená, že n /∈ S. Máme tedy n ∈ N \ S. Podle Lemmatu 38 plat́ı AnnR(n̄) = I,

což v modulu M/S znamená In̄ = 0. V modulu N to pak znamená In ⊆ S.
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Nyńı položme S̃ = {v ∈M; Iv ⊆ S}. S̃/S je podmodul M/S tvořený těmi prvky,

jejichž anihilátor obsahuje ideál I. Přitom jistě v́ıme, že S̃/S 6= 0, nebot’ m̄ ∈ S̃/S.

Odtud již plyne, že AnnR(S̃/S) = I.

Lemma 39 S̃/S EM/S.

D̊ukaz. Uvažujme libovolný podmodul N modulu M splňuj́ıćı S < N < M. Chceme

dokázat, že N/S ∩ S̃/S 6= 0, neboli N ∩ S̃ > S. Přitom v́ıme, že N ∩ S̃ ≥ S. Podle

Důsledku Lemmatu 38 volme n ∈ N\S takové, že In ⊆ S. Podle definice podmodulu

S̃ dostáváme n ∈ S̃. Tedy n ∈ N∩ S̃. Přitom n /∈ S. Odtud ihned plyne, že skutečně

plat́ı N ∩ S̃ > S. Proto S̃/S EM/S.

Shrňme si nyńı to, co jsme zjisitili o modulu M/S a jeho podmodulu S̃/S:

• M/S prokazuje nevysokost okruhu R

• S̃/S = {m̄ ∈M/S; Im̄ = 0}

• AnnR(S̃/S) = I

• S̃/S EM/S

Faktormodul M/S a jeho podmodul S̃/S tedy splňuj́ı stejné vlastnosti, které

splňuje modul M a jeho podmodul S. Můžeme tedy všechny předchoźı úvahy zopako-

vat a dále pokračovat induktivně. Informace, které se tak dozv́ıdáme o struktuře

modulu M a okruhu R, shrnuje následuj́ıćı věta.

Věta 40 Bud’ R obor integrity, 0 6= I < R jeho maximálńı ideál a M modul tak,

jak jsme je výše uvažovali. Pro každé k < ω definujme Sk = {m ∈ M; Ikm = 0} a

položme Jk = AnnR(Sk). Potom:

1. pro všechna k < ω plat́ı Sk < Sk+1 < M,

2. pro všechna k < ω plat́ı I · Sk+1 ≤ Sk,

3. M =
⋃
k<ω

Sk,

4.
⋂
k<ω

Jk = 0,
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5. pro všechna 0 < k < ω existuje 0 < µ < ω takové, že Sk+1/Sk ' (R/I)µ,

6. pro všechna k < ω je Sk artinovský i noetherovský podmodul modulu M,

7. pro všechna 0 < k < ω je okruh R/Jk artinovský,

8. pro všechna k < ω plat́ı I · Jk ≤ Jk+1,

9. pro všechna k < ω plat́ı Jk+1 < Jk.

D̊ukaz.

1. Postupujme indukćı podle k: Pro k = 0 je S0 = 0 a S1 6= 0, nebot’ S1 E M.

Přitom S1 < M. Necht’ tedy plat́ı Sk < Sk+1. Ve faktormodulu M/Sk+1 plat́ı

Sk+2/Sk+1 EM/Sk+1 a Sk+2/Sk+1 6= M/Sk+1, tedy odtud Sk+1 < Sk+2 < M.

2. Tento vztah plyne snadno z definice podmodul̊u Sk a ze vztahu Ik(I · Sk+1) =

= Ik+1Sk+1.

3. Z prvńıho bodu plyne, že
⋃
k<ω

Sk je podmodul modulu M, který neńı konečně

generovaný. Je tedy nenoetherovským podmodulem modulu M. Protože M

žádné vlastńı takovéto podmoduly nemá, muśı platit
⋃
k<ω

Sk = M.

4. Zvolme r ∈ R. Potom plat́ı r ·M = r ·
⋃
k<ω

Sk =
⋃
k<ω

(
r · Sk

)
. Z tohoto vztahu

dostáváme, že r ·M = 0, právě když ∀k < ω r · Sk = 0, neboli jinak řečeno

r ∈ AnnR(M), právě když r ∈
⋂
k<ω

AnnR(Sk). OdtudAnnR(M) =
⋂
k<ω

AnnR(Sk).

Protože AnnR(M) = 0 a AnnR(Sk) = Jk, źıskáme dosazeńım dokazovaný

vztah.

5. Protože AnnR(Sk+1/Sk) = I, můžeme podmodul 0 6= Sk/Sk−1 uvažovat nad

faktorokruhem R/I, který je tělesem. Vid́ıme tedy, že Sk/Sk−1 je direktńı

sumou jednoduchých R-modul̊u, které maj́ı všechny anihilátor rovný ideálu

I. Proto jsou všechny isomorfńı R/I. Přitom je jich nenulový počet. Konečný

počet jich muśı být proto, protože Sk/Sk−1 je vlastńım podmodulem modulu

M/Sk−1, tedy noetherovským, a proto konečně generovaným.
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6. Postupujme indukćı podle k: Pro k = 0 je Sk = 0 zřejmě artinovský i noether-

ovský modul. Necht’ tedy Sk je artinovský i noetherovský. Z pátého bodu v́ıme,

že modul Sk+1/Sk je tvořen konečně mnoha jednoduchými moduly, je proto

artinovský i noetherovský. Máme tedy Sk < Sk+1 je artinovský i noetherovský

a Sk+1/Sk je artinovský i noetherovský. Tedy i modul Sk+1 je artinovský i

noetherovský.

7. Protože Sk < M, je podmodul Sk konečně generovaný. Označme Gk ⊆ Sk

jeho konečnou podmnožinu generátor̊u. Definujme zobrazeńı fk : R→
∏
g∈Gk

Rg

předpisem fk(r) = (rg)g∈Gk
. fk je homomorfismus modul̊u R a

∏
g∈Gk

Rg. Podle

Věty 8 plat́ı R/Ker(fk) ' Im(fk). Přitom Im(fk) ≤
∏
g∈Gk

Rg je artinovský,

nebot’ podle šestého bodu je artinovský modul Sk, tedy i každý jeho podmodul

Rg, a člen̊u v součinu je jen konečně mnoho. Dále plat́ı Ker(fk) = AnnR(Sk):

je-li r ∈ Ker(fk), znamená to, že rg = 0 pro všechna g ∈ Gk. Tedy r ∈ AnnR(Sk),

nebot’ Gk generuje celé Sk; naopak je-li r ∈ AnnR(Sk), potom i rg = 0 pro

všechna g ∈ Gk, a tedy r ∈ Ker(fk). Proto R/Jk = R/AnnR(Sk) ' Im(fk)

je artinovský modul, a protože je také komutativńım okruhem, je také arti-

novským okruhem.

8. Podle druhého bodu plat́ı I ·Sk+1 ≤ Sk. Odtud po přenásobeńı Jk = AnnR(Sk)

máme (JkI)Sk+1 ≤ 0. To ovšem znamená, že JkI ≤ AnnR(Sk+1) = Jk+1, což

je vztah, který jsme měli dokázat (okruh R je komutativńı, tedy I · Jk = JkI).

9. Vztah Jk+1 ≤ Jk plyne ihned ze vztahu Sk < Sk+1 z prvńıho bodu. Každý prvek

r ∈ R, který anihiluje celý modul Sk+1, muśı také anihilovat i jeho podmodul

Sk. Předpokládejme nyńı, že pro jisté n < ω plat́ı Jn = Jn+1. Potom máme

podle čtvrtého bodu 0 =
⋂
k<ω

Jk = Jn. Přitom ale zřejmě Jn ⊇ In. Odtud by

plynulo In = 0 a podle Lemmatu 34 dále I = 0, což ale neplat́ı. Neplat́ı proto

ani Jn = Jn+1 pro žádné n < ω, plat́ı tedy Jk+1 < Jk pro všechna k < ω.
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3.3 Postačuj́ıćı podmı́nky pro nevysokost

V této části budeme uvažovat komutativńı okruh R a 0 6= I < R jeho maximálńı

ideál splňuj́ıćı:

•
⋂
k<ω

Ik = 0 a 0 je prvoideál okruhu R, neboli R je oborem integrity

• ∀ 0 < k < ω je R/Ik artinovský okruh

Budeme se snažit ukázat, že R neńı vysoký.

Pozorováńı 41: Pokud se posloupnost I ≥ I2 ≥ . . . zastav́ı, tj. pokud existuje

0 < k < ω takové, že Ik = Ik+1, potom I = 0. Předpokládejme, že existuje 0 < n < ω

takové, že In = In+1. Potom ∀i < ω : In+i = In, nebot’ In+2 = I · In+1 = I · In =

= In+1 = In atd. Odtud 0 =
⋂
k<ω

Ik =
⋂

k<n+1

Ik = In, nebot’ Ik ≥ Ik+1 ∀k < ω. Tedy

0 =
⋂
k<ω

Ik = In je prvoideál. Zvoĺıme-li libovolné m ∈ I, potom m ·mn−1 ∈ In = 0 a

dále odtud m = 0. Tedy skutečně I = 0.

Z předchoźıho Pozorováńı tedy plyne, že můžeme předpokládat pro všechna k < ω

platnost vztahu Ik > Ik+1. Jinak totiž I = 0 je maximálńı ideál, to znamená R je

komutativńı těleso, o němž podle Př́ıkladu 1 v́ıme, že je vysokým okruhem.

Lemma 42 Každý z okruh̊u R/Ik pro 0 < k < ω má jediný maximálńı ideál I/Ik.

D̊ukaz. Bud’ J/Ik < R/Ik maximálńı ideál. Označme T = (R/Ik)/(J/Ik). Zřejmě

AnnR(T) = J. Podle Věty 9 plat́ı T ' R/J. Tedy T je jednoduchý R/Ik modul.

Přitom I/Ik je maximálńı ideál. Plat́ı proto bud’ (I/Ik)T = 0, nebo (I/Ik)T = T.

Předpokládejme nejprve druhou možnost. Z ńı indukćı plyne, že (Ik/Ik)T = T. To

je ovšem spor, nebot’ 0 6= T = Ik/IkT = 0 · T = 0. Plat́ı tedy (I/Ik)T = 0. Odtud

dostáváme, že AnnR(T) = I. Tedy J = AnnR(T) = I, což jsme chtěli dokázat.

Nyńı definujeme pojmy, které budeme dále potřebovat, a uvedeme některé vztahy,

které mezi těmito pojmy plat́ı.
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Definice (Modul konečné délky) Řekneme, že modul (M,+,−, 0, ·) je konečné

délky, pokud existuje n < ω a posloupnost jeho podmodul̊u
(
Ni

)
i≤n o n+1 členech,

která splňuje N0 = 0 a Nn = M, přičemž pro každé i < n je Ni+1/Ni jednoduchý.

Posloupnost
(
Ni

)
i≤n nazýváme kompozičńı řada modulu M délky n.

Definice (Sokl) Pro modul (M,+,−, 0, ·) nad okruhem (R,+,−, 0, ·, 1) označme

Soc(M) =
∑
{K ≤M; K je jednoduchý R-modul}.

Věta 43 (Hopkins, [3] 15.20. Theorem.) Okruh R je zleva (zprava) artinovský,

právě když je zleva (zprava) noetherovský, J (R) je nilpotentńı a R/J (R) lze

vyjádřit jako direktńı součet minimálńıch levých (pravých) ideál̊u.

Věta 44 (plyne z [4] (3.86) Corollary.) Je-li komutativńı okruh R artinovský a

E jeho injektivńı modul, který neńı rozložitelný, potom E je konečně generovaný.

Věta 45 ([3] 11.1. Proposition.) Modul M nad komutativńım okruhem R je

konečné délky, právě když je zároveň artinovský i noetherovský.

Věta 46 ([3] 18.12. Proposition., bod (4)) Bud’ M modul nad okruhem R a

n < ω. Potom E(Mn) ' (E(M))n.

Pozorováńı 47: Je-li R-modul M 6= 0 artinovský, potom Soc(M) 6= 0. K tomu

stač́ı naj́ıt jednoduchý podmodul modulu M. Volme 0 6= x0 ∈ M. Je-li Rx0 ≤ M

jednoduchý, jsme hotovi. Jinak existuje vlastńı podmodul 0 6= N1 < Rx0. Volme

0 6= x1 ∈ N1. Dále postupujme indukćı. Protože M je artinovský, posloupnost se

muśı zastavit na nějakém prvku 0 6= xk ∈ Nk pro k < ω. Potom Rxk je jednoduchý

podmodul modulu M.

Položme S = R/I. S je jednoduchý R-modul. Protože pro libovolné 0 < n < ω

plat́ı AnnR(S) = I ≥ In, můžeme S podle Lemmatu 36 uvažovat nad faktorokruhem

R/In. Abychom toto rozlǐsili, bude značka S znamenat, že modul S uvažujeme jako

R-modul, a značka R/InS znamenat, že modul S uvažujeme jako R/In-modul.

Definujme nyńı moduly E0 = 0 a pro 0 < n < ω R/InEn = E(R/InS), na něž se

můžeme opět d́ıvat také jako na R-moduly. Protože AnnR(En) ⊇ In ⊃ In+1, můžeme

se pro tuto chv́ıli d́ıvat na En jako na R/In+1-modul. Přitom uvažujme inklusi
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ι : R/In+1S ⊆ R/In+1En+1 a vnořeńı ν : R/In+1S ↪→ R/In+1En. Protože R/In+1En+1 je in-

jektivńı R/In+1-modul, existuje homomorfismus µ : R/In+1En ↪→ R/In+1En+1 splňuj́ıćı

µ ◦ ν = ι, který je prostý: Pro x ∈ Ker(µ) plat́ı µ[R/In+1Rx] = Rµ(x) = 0. Volme

y ∈ S takové, aby ν(y) ∈ R/In+1Rx. Existuje tedy r ∈ R takové, že ν(y) = rx.

Potom 0 = µ(rx) = µ(ν(y)) = (µ ◦ ν)(y) = ι(y) = y. Odtud plyne ν[S] ∩Rx = 0.

Protože ν je prosté a S E En esenciálńı, je Rx = 0, tedy x = 0. Jelikož x ∈ Ker(µ)

byl libovolný, je Ker(µ) = 0. Budeme proto nadále předpokládat, že REn ≤ REm,

kdykoliv m ≥ n. Přitom ze stejného d̊uvodu pro každé n < ω plat́ı REn ≤ E(S).

Položme nakonec M̃ =
⋃
n<ω

REn ≤ E(S).

Pozorováńı 48: Každý z modul̊u Ek je nerozložitelný, tj. neexistuj́ı podmoduly

A,B < Ek takové, aby A ⊕ B = Ek. Podmodul S ≤ Ek je totiž jednoduchý a

esenciálńı. Kdyby platilo A ⊕ B = Ek, potom A ∩ S ≥ S i B ∩ S ≥ S, tedy

A ∩B ∩ S ≥ S, ale A ∩B = 0 � S.

Lemma 49 Pro každé k < ω je modul Ek artinovský i noetherovský.

D̊ukaz. Všechny moduly budeme nyńı uvažovat nad okruhem R/Ik a budeme toto

označeńı vynechávat. Okruh R/Ik je artinovský, tedy podle Věty 44 je modul Ek

konečně generovaný, nebot’ je nerozložitelný podle Pozorováńı 48. Bud’

Gk = {gi; i < C} ⊆ Ek konečná množina generátor̊u, kde C < ω je jejich počet.

Definujme zobrazeńı g : (R/Ik)C → Ek předpisem g
(
(ri)i<C

)
=
∑
i<C

rigi. g je ho-

momorfismus, který je na, nebot’ Gk generuje celý modul Ek. Přitom okruh R/Ik

je artinovský, a tedy podle Věty 43 je i noetherovský. Protože C < ω, je také

R/Ik-modul (R/Ik)C artinovský i noetherovský. Odtud tedy plyne, že Im(g) = Ek

je artinovský i noetherovský modul.

Nyńı si uvědomme, že Soc(R/Ik) ' SC pro nějaké 0 < C < ω. Okruh R/Ik je

artinovský, tedy podle Věty 43 také noetherovský. Soc(R/Ik) 6= 0 je jeho nenulový

(Pozorováńı 47) konečně generovaný podmodul. Přitom je to direktńı suma jedno-

duchých modul̊u. Muśı jich být tedy jen konečně mnoho. Označ́ıme-li jejich počet

C, potom 0 < C < ω. Přitom každý jednoduchý podmodul okruhu R/Ik (což

je jeho ideál) je isomorfńı faktoru podle maximálńıho ideálu. Podle Lemmatu 42
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je jediným maximálńım ideálem I/Ik, proto je každý jednoduchý ideál isomorfńı

(R/Ik)/(I/Ik) ' R/I = S. Odtud nakonec Soc(R/Ik) ' SC .

Lemma 50 Každý modul Ek je konečné délky, přičemž každá jeho kompozičńı

řada je délky alespoň k.

D̊ukaz. Všechny moduly budeme nyńı uvažovat nad okruhem R/Ik a budeme toto

označeńı vynechávat. Podle Lemmatu 49 je každý modul Ek artinovský i noetherovský,

tedy konečné délky podle Věty 45. Vı́me, že Soc(R/Ik) ' SC pro nějaké 0 < C < ω.

Uvažme prostý homomrfismus f : Soc(R/Ik)→ E(SC) a inklusi ι : Soc(R/Ik) ⊆ R/Ik.

Protože E(SC) je injektivńı R/Ik-modul, existuje homomorfismus g : R/Ik ↪→ E(SC)

splňuj́ıćı g ◦ ι = f , který je prostý: Pro x ∈ Ker(g) plat́ı 0 = g(x) = g(ι(x)) =

= (g ◦ ι)(x) = f(x). Protože f je prosté, je x = 0. Odtud Ker(g) = 0. Uvažme nyńı

posloupnost Ek = (I0/Ik)Ek ≥ (I1/Ik)Ek ≥ . . . ≥ (Ik/Ik)Ek = 0. Předpokládejme,

že existuje j < k takové, že (Ij/Ik)Ek = (Ij+1/Ik)Ek. Potom indukćı dostáváme

(Ij/Ik)Ek = (Ik/Ik)Ek = 0 · Ek = 0. Protože E(R/IkS
C) ' (E(R/IkS))C = EC

k podle

Věty 46, dostali bychom (Ij/Ik)E(SC) = 0. Odtud by plynulo, že g[(Ij/Ik)(R/Ik)] =

= (Ij/Ik)g[R/Ik] ⊆ (Ij/Ik)E(SC) = 0. Protože g je prostý homomorfismus, muselo

by platit (Ij/Ik)(R/Ik) = 0, což ovšem pro žádné j < k neplat́ı. Rovnost (Ij/Ik)Ek =

= (Ij+1/Ik)Ek nenastane pro žádné j < k, a proto plat́ı Ek > (I/Ik)Ek > . . . > 0.

Odtud lze snadno odvodit, že každá kompozičńı řada modulu Ek má délku alespoň k.

Z Lemmatu 50 plyne, že modul M̃ =
⋃
n<ω

REn neńı konečné délky, nebot’

REn ≤ M̃ pro všechna n < ω. Definujme induktivně S0 = 0 a pro všechna 0 < i < ω

Si+1 =
∑
{K ≤ M̃; Si ≤ K & K/Si je jednoduchý podmodul M̃/Si}. Tedy pro

všechna i < ω plat́ı Soc(M̃/Si) = Si+1/Si. Přitom zřejmě Si ≤ Si+1.

Pozorováńı 51: Je-li A modul a B ≤ A jeho podmodul, potom plat́ı

Soc(B) = Soc(A) ∩B. Tento vztah plyne ihned z definice, nebot’

Soc(B) =
∑
{K ≤ B; K jednoduchý} =

∑
{K ∩B; K ≤ A jednoduchý} =

=
∑(
{K ≤ A jednoduchý} ∩B

)
=
(∑
{K ≤ A jednoduchý}

)
∩B = Soc(A) ∩B.
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Pozorováńı 52: Pro 0 < k < ω uvažujme A/Sk ≤ M̃/Sk jednoduchý podmodul.

Protože M̃/Sk =
⋃

k<i<ω

Ei/Sk, existuje j takové, že A/Sk ≤ Ej/Sk. V modulu Ej/Sk

(který je také R/Ij-modulem) jsou však všechny jednoduché podmoduly isomorfńı

(R/Ij)/(I/Ij) ' R/I = S, nebot’ I/Ij ≤ R/Ij je podle Lemmatu 42 jeho jediný

maximálńı ideál. Tedy A/Sk ' S a nav́ıc plat́ı I(A/Sk) = 0.

Lemma 53 Pro všechna k < ω plat́ı Sk = {m ∈ M̃; Ikm = 0}.

D̊ukaz. Postupujme indukćı podle k: Pro k = 0 tvrzeńı zřejmě plat́ı, nebot’ S0 = 0 =

= {m ∈ M̃; I0m = Rm = 0}. Předpokládejme, že vztah plat́ı pro všechna i ≤ k.

Pro d̊ukaz Sk+1 ⊆ {m ∈ M̃; Ik+1m = 0} volme nejprve x ∈ Sk+1. Je-li x ∈ Sk, jsme

hotovi, nebot’ potom Ik+1x = I(Ikx) = I · 0 = 0 z indukčńıho předpokladu. Je-li

x /∈ Sk, potom 0 6= x̄ = x + Sk ∈ Sk+1/Sk. Z Pozorováńı 52 plyne Ix̄ = 0, neboli

Ix ⊆ Sk. Z indukčńıho předpokladu pak dostáváme Ik+1x = Ik(Ix) ⊆ IkSk = 0.

Pro d̊ukaz Sk+1 ⊇ {m ∈ M̃; Ik+1m = 0} volme nyńı m ∈ M̃ takové, že Ik+1m = 0.

Položme m̄ = m + Sk ∈ M̃/Sk. Pro podmodul Rm̄ ≤ M̃/Sk tedy plat́ı I(Rx̄) = 0.

Proto Rm̄ je bud’ nulový modul, nebo jednoduchý modul. V obou př́ıpadech dostá-

váme, že Rx̄ ⊆ Soc(M̃/Sk) = Sk+1/Sk. Odtud ihned plyne x̄ = x + Sk ∈ Sk+1/Sk,

tedy x ∈ Sk+1.

Lemma 54 Pro všechna k < ω plat́ı Sk = Ek.

D̊ukaz. Je-li k = 0, potom Ek = 0 = Sk. Volme proto 0 < k < ω. Protože Ek je

modulem nad okruhem R/Ik, muśı pro něj platit IkEk = 0. Použit́ım Lemmatu 53

dostáváme jednak Ek ⊆ Sk, jednak IkSk = 0: Proto se na modul Sk budeme dále

d́ıvat jako na R/Ik-modul. Uvažujme inkluse ι1 : S ⊆ Sk a ι2 : S ⊆ Ek. Protože Ek

je injektivńı R/Ik-modul, existuje homomorfismus µ : Sk ↪→ Ek splňuj́ıćı µ ◦ ι1 = ι2.

µ je prostý: Pro x ∈ Ker(µ) plat́ı µ[Rx] = Rµ(x) = 0. Volme y ∈ Rx ∩ S. Potom

0 = µ(y) = (µ ◦ ι1)(y) = ι2(y) = y. Tedy Rx ∩ S = 0. Protože S E Sk, plyne odtud

Rx = 0, tedy x = 0. Jelikož x ∈ Ker(µ) byl libovolný, je Ker(µ) = 0. Podařilo se nám

tedy Sk prostě vnořit do modulu Ek. Již máme Ek ⊆ Sk. Proto µ[Sk] ⊆ Ek ⊆ Sk.

Z těchto vztah̊u již lehce plyne Sk = Ek, pokud si uvědomı́me, že podle Lemmatu 50

je modul Ek konečné délky.
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Poznámka

Protože Ek = Sk, ponecháme v daľśıch úvahách označeńı Sk namı́sto Ek.

Nyńı uvažujme libovolný podmodul N ≤ M̃, který neńı konečné délky. Označme

T = R/I. T je zřejmě těleso, nebot’ I < R je maximálńı ideál. Pro podmodul N

definujme posloupnost D(N) =
(
dimT (Si+1 ∩N)/(Si ∩N)

)
i<ω

.

Lemma 55 Je-li N ≤ M̃ podmodul, který neńı konečné délky, potom pro všechna

n < ω m̊užeme (Sn+1 ∩N)/(Sn ∩N) uvažovat jako modul nad R/I, přičemž plat́ı

0 < dimT (Sn+1 ∩N)/(Sn ∩N) < ω.

D̊ukaz. Z Pozorováńı 52 plyne, že I(Sn+1/Sn) = 0. Tedy (Sn+1∩N)/(Sn∩N) můžeme

skutečně uvažovat jako modul nad R/I.

K platnosti dimT (Sn+1 ∩N)/(Sn ∩N) < ω stač́ı ukázat, že dimT Sn+1/Sn < ω.

Z Lemmatu 50 v́ıme, že Sn+1(= En+1) je konečné délky, tedy podle Věty 45 noether-

ovský, a proto konečně generovaný. Odtud již snadno plyne, že Sn+1/Sn je tvořen

direktńı sumou jen konečně mnoha jednoduchých modul̊u, a tedy dimT Sn+1/Sn < ω.

Nyńı předpokládejme, že existuje n takové, že dimT (Sn+1 ∩N)/(Sn ∩N) = 0.

Protože Sn je konečné délky, je modul N∩Sn ≤ N také konečné délky. Protože N je

R-modul, který nemá konečnou kompozičńı řadu, muśı být faktormodul

N/(N∩ Sn) nenulový a nesmı́ obsahovat žádný jednoduchý podmodul, nebot’ podle

Pozorováńı 51 plat́ı Soc(N/(Sn ∩ N)) = (Sn+1 ∩ N)/(Sn ∩ N). Protože

Soc(N/(Sn ∩N)) = 0 a M̃/Sn =
⋃

n<i<ω

Si/Sn, muśı už nutně pro všechna α ≥ n+ 1

platit (Sα ∩N)/(Sn ∩N) = 0. Odtud ale plyne N ≤ Sn. Modul Sn je však konečné

délky. Je-li tedy N ≤ M̃ nekonečné délky, muśı být dimT (Sn+1 ∩N)/(Sn ∩N) > 0

pro každé n < ω.

Pod́ıvejme se nyńı na množinu M = {N ≤ M̃; N neńı konečné délky}. Tato

množina je neprázdná, nebot’ M̃ ∈ M. Na množině M definujme uspořádáńı ≤M
takto: pro A,B ∈ M bude A ≤M B, právě když A ≥ B a zároveň pro všechna

i < ω dimT(Si+1 ∩ A)/(Si ∩ A) ≥ dimT(Si+1 ∩ B)/(Si ∩ B). To znamená, že

jeden modul A je v množině M menš́ı nebo roven než druhý modul B, právě

když B je podmodulem modulu A a dimenze v posloupnosti D(A) jsou větš́ı nebo
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rovny dimenźım v posloupnosti D(B). Z Zornova Lemmatu dostáváme, že existuje

R ⊆M maximálńı řetězec. Položme M =
⋂
R. Ke každému i < ω existuje Ai ∈ R

takové, že pro všechna B ∈ R splňuj́ıćı Ai ≤M B plat́ı dimT(Si+1 ∩B)/(Si ∩B) =

= dimT(Si+1 ∩Ai)/(Si ∩Ai) = dimT(Si+1 ∩M)/(Si ∩M). Tento fakt plyne z toho,

že
(
dimT(Si+1∩C)/(Si∩C)

)
C∈R je vzhledem k uspořádáńı ≤M nerostoućı posloup-

nost přirozených č́ısel, a tedy se muśı někdy zastavit. Přitom pro všechna i < ω

muśı být dimT(Si+1 ∩M)/(Si ∩M) > 0. Kdyby totiž existovalo i < ω takové, že

dimT(Si+1 ∩M)/(Si ∩M) = 0, tak by pro modul Ai ∈ R nalezený podle předchoźı

úvahy platilo dimT(Si+1 ∩Ai)/(Si ∩Ai) = dimT(Si+1 ∩M)/(Si ∩M) = 0, což by

byl podle Lemmatu 55 spor s t́ım, že modul Ai neńı konečné délky.

Pozorováńı 56: Modul M přitom neńı konečné délky. Kdyby totiž byl konečné délky,

pak by existovalo n < ω takové, že M/(Sn ∩M) ∩ Sn+1/Sn = 0. To by byl ovšem

spor s faktem, že dimT(Sn+1 ∩M)/(Sn ∩M) > 0.

Nyńı si všinměme, že je-li A ≤ B, potom plat́ı dimT(Si+1 ∩ A)/(Si ∩ A) ≤
≤ dimT(Si+1 ∩ B)/(Si ∩ B) pro libovolné i < ω. K tomu si stač́ı uvědomit, že ze

vztahu A ≤ B plyne (Si+1 ∩ A)/(Si ∩ A) ≤ (Si+1 ∩ B)/(Si ∩ B). Učiňme proto

následuj́ıćı

Pozorováńı 57: Je-li N < M vlastńı podmodul modulu M, potom pro všechna i < ω

plat́ı dimT(Si+1 ∩ N)/(Si ∩ N) ≤ dimT(Si+1 ∩M)/(Si ∩M). Předpokládejme, že

N ∈M. Potom by nutně platilo N ≤M M a tedyR∪{N} ⊆ M by byl v uspořádáńı

≤M řetězec. Protože R byl maximálńı řetězec, muselo by platit N ∈ R. Protože

M =
⋂
R, bylo by N ≤

⋂
R = M, což by byl spor s N < M. Nem̊uže tedy být

N ∈ M. Tedy každý N < M je konečné délky, a tedy podle Věty 45 artinovský i

noetherovský. Odtud plyne, že M je artinovský.

Pokud shrneme předchoźı výsledky dohromady, dostaneme následuj́ıćı větu.

Věta 58 Bud’ R obor integrity a M jeho modul jako výše. Potom modul M

prokazuje nevysokost okruhu R, to znamená, že neńı noetherovský, ale každý jeho

vlastńı podmodul už noetherovský je.

D̊ukaz. Podle Pozorováńı 56 modul M neńı konečné délky. Podle Pozorováńı 57

je artinovský. Použit́ım Věty 45 tak dostáváme, že M neńı noetherovský. Volme
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N < M vlastńı podmodul modulu M. Podle Pozorováńı 57 je N noetherovský.

Zjistili jsme tedy, že modul M neńı noetherovský, ale každý jeho vlastńı podmodul

už noetherovský je. Modul M tedy skutečně prokazuje nevysokost okruhu R.
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4 Shrnut́ı výsledk̊u

V této závěrečné kapitole shrneme poznatky, které jsme zjistili o nevysokých komu-

tativńıch okruźıch.

Věta 59 Bud’ R komutativńı okruh a I < R jeho maximálńı ideál. Pokud R neńı

vysoký, potom existuje posloupnost ideál̊u
(
Jn
)
n<ω

taková, že:

1. J1 = I

2. pro všechna k < ω plat́ı Jk+1 < Jk,

3. pro všechna k < ω plat́ı I · Jk ≤ Jk+1,

4. P =
⋂
k<ω

Jk je prvoideál,

5. pro všechna 0 < k < ω je okruh R/Jk artinovský,

D̊ukaz. Označ́ıme-li M modul prokazuj́ıćı nevysokost okruhu R, potom podle Po-

zorováńı 35 je P = AnnR(M) prvoideálem a podle Lemmatu 36 můžeme modul M

uvažovat nad okruhem R̃ = R/P, který je oborem integrity s maximálńım ideálem

Ĩ = I/P. Závěr věty pak plyne z Věty 40.

Věta 60 Bud’ R komutativńı okruh a I < R jeho maximálńı ideál. Pokud P =
⋂
k<ω

Ik

je prvoideál a pro všechna 0 < k < ω je faktorokruh R/Ik artinovský, potom okruh

R neńı vysoký.

D̊ukaz. Důkaz plyne z Věty 58, pokud ji použijeme na okruh R̃ = R/P. Źıskáme

tak modul, který prokazuje nevysokost okruhu R̃, přičemž z Lemmatu 36 plyne, že

prokazuje také nevysokost okruhu R.

Věta 61 Komutativńı noetherovský okruh R je vysoký, právě když neobsahuje

maximálńı ideál I < R takový, že
⋂
k<ω

Ik je prvoideál.

D̊ukaz. Důkaz provedeme nepř́ımo.

Nejprve předpokládejme, že R obsahuje maximálńı ideál I takový, že P =
⋂
k<ω

Ik
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je prvoideál. V takovém př́ıpadě je faktorokruh R̃ = R/P oborem integrity ob-

sahuj́ıćım maximálńı ideál Ĩ = I/P. Označme Ĩ = R/I. Podle Lemmatu 42 je Ĩ

jediným maximálńım ideálem okruhu R̃. Tedy J (R̃/Ĩk) = Ĩ/Ĩk. Protože (̃I/Ĩk)k = 0,

je J (R̃/Ĩk) nilpotentńı. Přitom (R̃/Ĩk)/J (R̃/Ĩk) ' R/I je těleso. Z Věty 43 tak

dostáváme, že R̃/Ĩk je artinovský pro každé k < ω. Protože podle Věty 9 máme

R/Ik ' R̃/Ĩk, je okruh R/Ik artinovský pro libovolné 0 < k < ω. Podle Věty 60

okruh R neńı vysoký.

Nyńı předpokládejme, že R neńı vysoký. Bud’ I < R maximálńı ideál. Použijeme

Větu 59 a označeńı P pro prvoideál z jej́ıho čtvrtého bodu. Potom muśı platit P ≤ Ik

pro všechna 0 < k < ω. Jinak bychom ve faktorokruhu R̃ = R/P dostali pro

jeho maximálńı ideál Ĩ = I/P vztah Ĩk = 0, který podle Pozorováńı 41 znamená

Ĩ = 0. To by ovšem znamenalo I = P, což by byl spor s druhým bodem Věty 59.

Protože Ik ≤ Jk pro všechna k < ω, dostáváme P ≤
⋂
k<ω

Ik ≤
⋂
k<ω

Jk = P. Odtud

P =
⋂
k<ω

Ik.

Poznámka

V práci [2] je zmı́něna otázka, zda každý vysoký okruh je už nuntě max okruhem.

Pomoćı předchoźıch vět lze snadno sestrojit př́ıklad komutativńıho vysokého okruhu,

který neńı max okruhem.
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