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Uvod

Vznik evoluéni teorie her jako matematické discipliny v 70. a 80. letech 20. stoleti
byl motivovan aplikacemi v piirodnich védéach, zejména v biologii, a ekonomii.
V predkladané préci se zaméfujeme na tzv. hru o vybéru teritoria (habitat se-
lection game), ktera popisuje rozlozeni populace na konetném poctu ruzné ohod-
nocenych plosek, a vySetfujeme vlastnosti tzv. idedlniho volného rozdéleni (ideal
free distribution, IFD) pozorovaného v piirodé. Déle explicitné formulujeme dy-
namiku hry o volbé teritoria a ukazujeme stabilitu idedlniho volného rozdéleni
pro ruzné typy disperznich dynamik, k ¢emuz vyuzivame i teorii oby¢ejnych di-
ferencialnich rovnic s nespojitou pravou stranou.

Prvni kapitola definuje zakladni pojmy teorie her jako strategie, Nashovo ekvi-
librium a evoluc¢né stabilni strategie a popisuje pirechod od hry v normalnim tvaru
ke hram, kterymi se zabyvéame déle. Obsah prvni kapitoly vychdzi prevazné z [7].

Ve druhé kapitole popisujeme hru o volbé teritoria pomoci pojmu teorie her,
vyslovime pozadavky na prostiedi, v némz hra probiha, a jedince, kteii se hry
ucastni, a ukazeme existenci, jednoznacnost a evoluéni stabilitu idealniho volného
rozdéleni. Hlavnim zdrojem pro tuto kapitolu je opét [7] a ¢ldnek [4].

Tteti kapitola rozsituje pojem feSeni diferencidlni rovnice i na rovnice s ne-
spojitou pravou stranou, obsahuje existenéni véty pro takova feseni a vénuje se
vlastnostem tzv. feSeni ve Filippovové smyslu, které v klasickém pripadé nemaji
ekvivalent. Dale vyslovujeme fetizkové pravidlo pro funkce podél feseni ve Fi-
lippovové smyslu, které vyuzijeme v kapitole nasledujici. Text v této kapitole
vychazi z [3] a [10].

Ve ¢tvrté kapitole formulujeme explicitni dynamiku pro hru o volbé teritoria,
tzv. disperzni dynamiku, a ukazujeme vyznacnost idedlniho volného rozdéleni
jako lokdlné stabilnitho bodu i pro dynamiky, které na jedince kladou slabsi
predpoklady nez predpoklady vyslovené v druhé kapitole. Text opét vychézi
z ¢lanku [7].

Diukazy predkladanych tvrzeni v textu [7] i v puvodnim ¢ldnku [I], zejména
tvrzeni uvedenych ve ¢tvrté kapitole, neobsahuji ovéreni potfebnych predpoklada
a rovnéz jednotlivé kroky v téchto dukazech nejsou dostatecné peclivé vysvétleny.
Cilem této prace je tedy doplnéni zminénych dukazu tak, aby byly vyse uvedené
nedostatky v co nejvétsi mite odstranény. V nékterych ptripadech byly formulace
vét pozménény. Vlastnim dilem autora je také dukaz existence a jednoznaénosti
idealniho volného rozdéleni.

Predpokladdame, ze c¢tenar ovlada teorii obycejnych diferencidlnich rovnic,
zejména pak vysSetfovani stability pomoci linearizace a Ljapunovskych funkei.



1. Zaklady teorie her

Pod pojmem hra si muzeme predstavit konflikt nékolika ucastniki, ptricemz zisk
kazdého z nich zavisi na zpusobu, jakym bude hru hrat. Zisk vyjadiujeme redlnym
¢islem. V biologickych aplikacich uvazovanych v nasledujicich kapitoldch ziskem
rozumime tzv. zdatnost (fitness), kterd je pfimo umérnd o¢ekdvanému poctu po-
tomku. Predpokladame dale, ze fenotyp (tj. strategie, kterou jedinec hraje) se dédi
od rodicu. Jedinec s vétsi zdatnosti tedy bude mit vétsi pocet potomku a jeho
zastoupeni v populaci vuci hra¢im s mensi zdatnosti bude rust. Zdatnost je vzdy
nezaporna.

1.1 ZjednodusSeni pojmu hra v normalnim tvaru

V klasické teorii her zadavame hry dvéma zékladnimi zpusoby, v tzv. normalnim
(nékdy téz strategickém) ¢i extenzivnim tvaru. Extenzivni tvar podrobnéji po-
pisuje vnitini strukturu hry, ktera v aplikacich, jimiz se déle zabyvame, nehra-
je zadnou roli, a proto se mu dale nevénujeme. V tomto oddilu definujeme hru
v norméalnim tvaru a provedeme zjednoduseni vhodna pro dalsi pouziti v evoluéni
teorii her.

Definice. Necht n € N, P ={1,2,...,n}, Si, Sa, ..., S, jsou koneéné mnoziny
a wy, Wa, ..., Wy, jsou funkce z Sy X Sy x ... x S, do R. Usporadanou trojici
G={P,S,W}, kde S = {S1,52,...,5,} a W ={wy,w,, ..., w,}, nazveme hrou
v normalnim tvaru.

Mnozinu P nazveme mnozinou hra¢ti, mnozZinu S; mnozinou ryzich strategii hrdce
1, proky s; € S; strategiemi hrdce i a funkci w; vyplatni funkei hrdce i.

Priklad. Popisme hru ,kdmen, nuzky, papir® v terminech pfedchozi definice.
Ztejmé n = 2. OznaCme strategii ,zahraji kamen® ey, ,zahraji nuzky* e; a ko-
necné ,zahraji papir® es. Ohodnotme vyhru ziskem 1, prohru -1 a remizu nulou.
Necht p, q € {e1, es, e3}. Polozme

1 pro (p,q) € {(€x, €n), (en, €p), (€p,€n)}
wl(p> Q) = —1 pro <p7 Q) € {<€n7 €k>7 (epv €n>7 (env €p>}
0  jinak.
Potom muzeme psat
wi(p, q) = (p, Aq),
kde
0o 1 -1
A=1[-1 0 1
1 -1 0
je tzv. vyplatni matice a (-, -) je skaldrni soucin na R". Vyplatni funkci wy ziskdme
ze vztahu wq(p,q) = —wa(q,p).
Mnozina ryzich strategii dobie popisuje situaci, kdy jedinec hrajici i-tou ryzi
strategii tuto pouzije proti kazdému protivnikovi, se kterym se utkd. Abychom

VVVVVV

vek ndhody tak, aby obsahovala i strategie umoznujici jedincim hréat kazdou ryzi
strategii s urcitou pravdépodobnosti.



Definice. Necht {ey,ea,...,e,} je mnoZina ryzich strategii jistého hrdce. Vektor
p = (p1,D2, ..., Pn) € R" nazveme smisenou strategii, pokud plati "  p; = 1
ap, > 0,0 =1,...,n, kde p; je pravdépodobnost, s kterou hrac zahraje ryzi
strategii e;.

MnoZinu viech smisenyjch strategii znacime A", tedy

=1

Vsimnéme si, Ze mnozina ryzich strategii je v mnoziné smiSenych strategii
obsazena, a tedy kazda ryzi strategie muze byt vyjadiena jako smiSend, protoze
i-tou ryzi strategii lze zapsat ve tvaru e; = (0,...,0,1,0,...,0), pticemz 1 je
na i-té pozici. Dale budeme pouzivat termin strategie ve smyslu jak strategie
ryzi, tak smisené. Geometricky je mnozina A" n-rozmérnym simplexem, jehoz
vrcholy odpovidaji ryzim strategiim.

V dalsim textu tedy bude pojem hra oznacovat hru v normélnim tvaru pro
dva hrace, ktefl maji oba k dispozici mnozinu smisenych strategii A™. Vyplatni
funkci prvniho hrace bereme jako zdatnost mutanta (prvniho hrace) v populaci
hracu druhé strategie, tedy role hrac¢u neni v dalsim textu symetricka. Formélné
bychom méli zadat i druhou vyplatni funkei, ta vsak diky asymetrii nenese zadnou
podstatnou informaci a muzeme ji tedy vynechat. Hru déle reprezentujeme jednou
vyplatni funkei W : A" x A" — [0, 00).

Méjme dvé strategie p,q € A" aec € R, 0 < € < 1. Strategii, kdy hra¢ pouzije
strategii p s pravdépodobnosti € a strategii ¢ s pravdépodobnosti (1 — ¢), budeme
znacit ep+ (1 —¢)q.

Linearitou vyplatni funkce v prvni slozce rozumime, ze plati

W(p.q) = piWl(eiq).
i=1
Linearitu v druhé slozce definujeme podobné. Pozadujeme, aby kazda vyplatni

funkce byla linearni v prvni slozce a spojita.

Definice. Necht p = (p1,pa,...,pn) € A" je strategie. Potom definujeme nosic
strategie p jako
supp(p) ={i € N; 1 <i<n, p; >0},

tedy supp(p) urcuje mnozZinu ryzich strategii, které jsou hrdny ve strategii p s ne-
nulovou pravdépodobnosti.

1.2 Nashovo ekvilibrium (NE) a evolu¢né sta-
bilni strategie (ESS)

Definice. Strategii p € A™ nazveme rovnovahou nebo ekvilibriem, pokud plati

W(p,p) = W(ei,p)

pro kazdé i € supp(p).



Z definice ihned vyplyvé, ze kazda ryzi strategie je ekvilibrium.

Dulezitym pojmem v teorii her je tzv. Nashovo ekvilibrium. Strategie, ktera
je Nashovym ekvilibriem, je nejlepsi odpovédi sama na sebe, tedy zahrana proti
sobé je prinejmensim stejné uspésna, jako kdyz je proti ni hrana kterakoliv jina
strategie. Matematicky tuto myslenku popiseme v nésledujici definici.

Definice. Strategii p € A™ nazveme Nashovym ekvilibriem (Nash equilibrium,
NE), pokud pro kaZdou strategii ¢ € A™ plati

W(p,p) > W(q,p).

Pokud pro kazdou q € A™, q # p, plati

Wi(p,p) > W(q,p),

mluvime o silné Nashové rovnovaze ¢ ekvilibriu.

Tvrzeni 1.1. Necht p € A" je Nashovo ekvilibrium. Potom plati

W (e, p) = W(p,p)
pro kazdé i € supp(p).

Dikaz. 7 definice NE ihned plyne W(p,p) > Wi(e;,p), i € supp(p). Opacnou
nerovnost ukazme sporem. Necht tedy existuje j € supp(p) takové, ze plati
Wiej,p) < W(p,p). Potom z linearity vyplatni funkce plyne

W(p,p)= Y. pWl(ep) <W(p.p),

i€supp(p)
COZ je Spor. 0
7 ptedchoziho tvrzeni plyne, ze kazdé Nashovo ekvilibrium je i ekvilibrium.

Véta 1.2. (Existence Nashova ekvilibria) Nechf W : A" x A" — R je spojitd
vyplatni funkce linedrni v proni sloZce. Potom existuje Nashovo ekuvilibrium.

Diikaz. Viz. [7], strana 10, Proposition 2. O

Necht p € A" je smiSené Nashovo ekvilibrium, tedy necht supp(p) je alespon
dvouprvkovy. Podle Tvrzeni [Tl plati W (e;, p) = W (p, p) pro kazdé i € supp(p).
Zvolme q € A" tak, aby platilo supp(p) = supp(q). Nyni

W(g,p) = Zqu(ei,p) = W(p,p),

tedy pokud uvazujeme smiSené Nashovo ekvilibrium, potom ma kazdé strategie
se stejnym nosicem stejny zisk. Pokud supp(p) = {1,...,n}, potom kterdkoliv
strategie ma stejny zisk.

Nashova ekvilibria tedy nemuzeme brat jako koncovy bod evoluce, protoze
podle predchoziho existuji strategie, které se v populaci hracu NE budou mnozit
stejné rychle. Maynard Smith a Price v [9] definuji tzv. evoluéné stabilni strategie
jako takova NE, ktera jsou rezistentni vuci invazi mutantu.



Definice. Strategii p* € A,, nazveme evoluéné stabilni, pokud splriuje ndsledujici
dvé podminky:

(i) W(p*,p*) = W(p,p"),
(i) kdykoliv p # p* a W(p*,p*) = W(p,p*), potom nutné W (p*,p) > W (p,p).

Prvni podminka iikd, ze kazda evoluéné stabilni strategie je Nashovym ekvi-
libriem, druh& podminka se nazyva podminka stability.

Definice. Rekneme, Ze strategie p* € A" spliiuje podminku lokélni prevahy (local
superiority condition, LSC), pokud plati

W(p*,p) > W(p,p) (1.1)
pro kazdou strategii p € A", p # p*, z jistého okoli p* v A".

Pro hry s vyplatni funkef linedrni navic i v druhé slozce plati (dukaz viz napf. [7],
str. 12, poznamky za Definition 7, a str. 13, Proposition 6), ze strategie je evo-
lucné stabilni pravé tehdy, kdyz splnuje podminku lokalni prevahy. Pro analyzu
her, jejichz vyplatni funkce neni linearni ve druhé slozce, se LSC bere jako defini-
ce evoluéni stability. Této skutecnosti vyuzijeme pti dokazovani evoluéni stability
v nasledujici kapitole.



2. Hra o volbé teritoria

V minulé kapitole jsme definovali strategii jako vektor realnych ¢isel. V evo-
luéni teorii her muzeme strategie interpretovat dvéma zpusoby. V prvnim piipadé
chapeme i-tou slozku vektoru jako pravdépodobnost, se kterou jedinec zvoli i-tou
ryzi strategii, ve druhém ptipadé i-ta slozka vektoru odpovida pomérnému za-
stoupeni hracu i-té strategie v populaci. Konkrétni interpretace by méla byt vzdy
ziejma z vlastnosti dané hry.

Podobné muzeme délit samotné hry na dva typy. Prvnim z nich jsou tzv. hry
jeden na jednoho (pairwise contest games), kdy jedinec soupeti s ndhodné vy-
branym protivnikem z populace, tedy méa stejny zisk, jako kdyby soupéril s je-
dincem pouzivajici smiSenou strategii odpovidajici prumérné strategii populace.
Z formalniho hlediska jsou tyto hry stejné jako hry pro dva hrace z klasické te-
orie her a jsou linearni v druhé slozce. Druhym z nich jsou tzv. hry proti celku
(games against the field). V takovych hrach predpokldddme slozitéjsi interakee,
pti kterych se zisk jedince odviji skutecné od toho, jak se chova zbytek populace.
Tyto hry obecné nejsou linearni ve druhé slozce.

V této kapitole popiseme hru o volbé teritoria (habitat selection game), kterd
je hrou proti celku.

2.1 Popis hry o volbé teritoria

Oblast, kterd se 1is{ od svého okoli, budeme déle nazyvat ploskou (patch).

Hra o volbé teritoria se zabyvéa rozlozenim populace na konetném poctu
plosek. Abychom mohli tento problém matematicky popsat jako hru, klademe
na plosky i zivocichy, jejichz chovani zkouméame, urcité pozadavky. Nize popsany
model byl poprvé navrzen Fretwellem a Lucasem v [4].

Zaméime se nejprve na prostiedi, ve kterém se budou jedinci pohybovat.
Prosttedi reprezentujeme koneénym poctem diskrétnich oblasti (plosek) a na kazdé
z nich definujeme funkci, kterda v zavislosti na mnozstvi jedincu v ni sidlicich
urcuje kvalitu této plogky. Necht n € N je pocet téchto plosek. Oznacéme m; pocet
jedinct v i-té plosce a polozme M = ) "  m;. Piredpokladdme déle, ze kazda
z plosek ma jistou zakladni kvalitu, tedy kvalitu, kdy neni obydlena zadnym
zivocichem, ktera pro zadné dvé ruzné plosky neni stejna. Obecné sledujeme vétsi
mnozstvi velicin urcujicich kvalitu zivota v dané plosce a pokud by néjaké dveé
plosky mély stejnou pocatecni kvalitu, daly by se potom sloucit do plosky jedné.
Pocatecni kvality jednotlivych plosek oznacme B;, pticemz jejich potfadi zvolme
tak, aby platilo

By >By>--->DB,>0.

Predpokladdame, ze kvalita plosek se s vétsim poctem rezidentu zhorsuje. Kvalitu
1-té plosky v zavislosti na poctu zivocichu obyvajicich danou plosku vyjadiujeme
funkci V;(m;), pricemz pozadujeme aby V;(m;) byla nezapornd, klesajici a spojit4.
Zrejme tedy plati V;(0) = B;.

Puvodni model navrzeny v [4] pozaduje, aby ¢lenové populace, jejichz chovani
popisujeme, splnovali dvé zékladni podminky. Za prvé kazdy jedinec musi v kazdy
okamzik znéat kvalitu vSech plosek a kazdy z nich se usidli v plosce pro néj
nejvyhodnéjsi. Takové zivocichy nazveme idedlni.
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Za druhé ocekavame, ze vsichni jedinci maji stejné schopnosti a tedy i stejné
Sance na uspéch. Nase plosky proto musi byt navzajem piistupné a dostatecné
blizko, aby mohli jedinci mezi ploskami volné prechazet, a pii premisténi z jedné
plosky do druhé musi mit jedinec stejné podminky jako obyvatelé plosky puvodni.
Fretwell a Lucas uvadéji v [4] na str. 21 nésledujici piiklad: Predstavme si popu-
laci ptaku, ktefi ke stavbé svych hnizd vyzaduji otvory vhodné velikosti, kterych
je omezeny pocet. Nové piichozi tedy muze ocekavat, ze jeho podminky budou
ve srovnani s puvodnimi obyvateli vyrazné horsi. Aby se na tuto situaci dal
pouzit nami uvazovany model, museli by v okamziku piichodu nového jedince
vsichni obyvatelé, tedy puvodni i nové piichozi, o omezena mista losovat a jedin-
ci, ktefi v losovani prohrali, by museli v plosce i tak zustat. Predkladany model
by tedy v nékterych situacich kladl na zivocichy nerealistické pozadavky.

Kvili druhé podmince uvazujeme populaci jedincu, kteri jsou ve vsech ohle-
dech stejni, tj. jak z genetického hlediska, tak z jakéhokoli jiného. Uvazovany
model lze diky vyse uvedenym omezenim dobie pouzit pro populace koncentro-
rozsitit.

Méjme vektor p € A", jehoz slozky odpovidaji pomérum c¢asu, které jedinec
stravi v jednotlivych ploskach, a vektor ¢ € A", jehoz i-ta slozka reprezentuje
pomérny pocet jedincu nachézejicich se v i-té plosce, tj. ¢; = m;/M. Oznaéme
V(gM) = Vi(@M), ..., Va(g.M)). Potom pro zisk jedince hrajictho strategii p
v populaci ve stavu ¢ definujeme

Wi(p,q) = (p, V(gM)).

2.2 Idealni volné rozdéleni (IFD)

Nasim cilem je nalézt evolucné stabilni strategie hry o volbé teritoria. V tomto
oddile ukazeme, ze takovym rozdélenim je tzv. idedlni volné rozdéleni.

Definice. Rozdélenip = (p1,...,pn) € A" nazveme idedlnim volnym rozdélenim
(ideal free distribution, IFD), pokud jsou splnény ndsledujici dvé podminky:

1. Emstujek € N, 1 < k < n, takové, Zepy > 0,...,px >0, ppi1 = ... =p, = 0.

2. Plati Vi(;pmM) = ... = Vi(peM) = V* a zdarovenn V* > V;(0) pro kazdé
ie{k+1,...,n}.

Necht p* € A™. V dalsim textu rozumime konstantami pifslusnymi p* ¢isla k&
a V* z predchozi definice.

Véta 2.1. Necht V; je nezdpornd spojitd klesajici funkce pro kazdé 1 < i < n.
Potom existuje prdave jedno IFD.

Duikaz. Za uvedenych predpokladu je funkce V; prosta pro kazdé 1 <1 < n.

Ukazme nejprve jednoznacnost, tedy pokud p* je IFD a p # p*, potom p neni
IFD. Postupujme sporem. Necht p € A", p # p*, je IFD. Potom pro rozdéleni
p (resp. pro p*) naleznéme piislusné konstanty [ € {1,...,n} a V> 0 (resp. k
a V*) z definice IFD.



Uvazujme piipad | = k. Nyni pokud V = V*, pak diky prostoté funkei V;
musi platit p = p*, coz je spor. Pokud plati V' > V* potom musi byt p; < p;
pro kazdé i € supp(p) a tedy

= > > ) pz,

i€supp(p*) i€supp(p

coz je opét spor. Pro V' < V* postupujeme analogicky.

Necht nyni k£ < [. Potom nutné existuje j € supp(p*) takové, ze p; < pj, aplati
Vi(piM) > V;(p;M). Protoze rozdélenf p, p* jsou IFD, z ptedchoz{ nerovnosti
plyne V' > V*. Ziejmé V* > Byiq. Plati ppq1 > 0, V = Vi (praM) < Byya,
coz je ve sporu s V' > V*. Podobné dostaneme spor i v piipadé k > [ a tedy
pokud IFD existuje, je urceno jednoznacné.

Zaméime se nyni na existenci. Polozme p! := e;. Pokud p! je IFD, jsme hotovi.
Pokud neni, zkonstruujeme p? nasledujicim zpﬁsobem.

Pfedpoklédejme ze jiz mame zkonstruovany p ..o pf 1 < k< n, takové,
7e plati supp(p’) = {1,....7} a Vi(pl M) = - Vi(p M) = VJ > 0 pro
kazdé 1 < j < k a p/ neni IFD pro zadné 1 < j < k: Naéun cilem je nyni
nalézt rozdéleni p"™ e A™ a VFH! > 0 takovd, ze supp(pFt!) = {1,...,k + 1}
A Vi(p{M) = - = Viga(p) = VA

Protoze funkce V; je prosta pro kazdé 1 < i < n, muzeme ke kazdé V; nalézt
funkci inverzni, tj. V7' 1 [Vi(M), V;(0)] — [0,1]. Zfejmé pro kazdé 1 < i < n
je V7! spojita rostouci. Definujme pomocnou funkei U : [0, V,(0) — V¥] — [0, 1]

predpisem
k

U(s) =Y (V' (VH) =V (VE 4 9)).
j=1
Proménna s zde reprezentuje kvalitu, o kterou zvysime kvalitu prvnich k plosek,
a funkce U vyjadiuje pomérné mnozstvi populace, které se timto zvysenim uvolni
a které tedy muzeme piesunout do k + 1-ni plosky. Funkce U je spojitd diky
spojitosti V™! a spojitosti s¢itdni a je rostouci.
Chceme ukézat, Ze existuje s € [0, Vj41(0) — V*] takové, e plati rovnost

VF 4 s = Vi1 (U(s)M).

Protoze p* neni IFD, plati V* + U(0) = V¥ < Vi1 (U(0)M) = Vi11(0). Zéroveir
pro 7 € (0, Viy1(0) — V¥] plati Viy1(0) > Vi1 (U(r)M) a tedy s hledanych viast-
nosti existuje. Polozme nyni

P = (VI (VE+5), V HVE 45), .., Vi (VE 4 5),U(s)).

Ziejmé p*t! € A", Pro pF*! ovéime, zda jde o IFD. Pokud ano, podle piedchozi
¢éasti dukazu je jediné. Takto postupujme, dokud nenalezneme m € {1,...,n—1}
takové, ze p™ je IFD, nebo do konstrukce p™, které diky vlastnostem konstrukce
jiz pozadované vlastnosti splnuje.

O

Véta 2.2 (Cressman, Kiivan: [1]). Idedin? volné rozdéleni je evoluéné stabilni
strategie.



Diikaz. Necht p* € A" je IFD, p € A" libovolnd. Chceme ukdzat, 7Ze existuje
takové okoli bodu p*, Ze na ném je splnéna LSC, tj. W (p*,p) > W(p, p). Uvazujme
nejprve, ze vsechny plosky jsou obsazené, tedy k = n. Plati Vi(piM) = V*,
1 <17 < n. Pocitejme

n

Wp*,p) —W(p,p) = (" V(pM))—(p,V(pM)) = Z(pf — p)Vi(p: M)

= > (pf —p)(Vi(piM) = V™),

i=1
pricemz posledni rovnost plati, protoze

n

D —p)VI =D BV pV =V -V =0
i=1 i=1

i=1

Funkce V; je klesajici, tedy plati p; —p; > 0 prave kdyz V;(p;M)—V* > 0, obdobna
implikace plati i pro obracenou nerovnost. Potom pro kazdé p € A" p # p*, plati

W(p*,p) = W(p,p) >0

a IFD je tedy ESS.
Nyni predpokladejme, ze existuje alespon jedna neobsazena ploska, tedy k < n.
Pro k+ 1 <i <n méme V;(p;M) < V*. Potom

n

Wptp) — Wp.p) =" VM) - (. V(EM) => (@ - p)Vip:M)

=1

k n
= D 0 —p)VipiM) = ) piVi(piM)
=1 i=k+1
k n
2 Z(p: — pi)Vi(piM) — Z piV*
=1 1=k+1
k n
= > 0 —p)VipiM) = V) +> (0} —=p)V = > piV”
i=1 =1 i=k+1

= Z(p: —pi))(VilpiM) = V*) + Z(pf —p)V*
= Z(pf —pi)(Vi(piM) = V™)

Ziejmeé pro p € A", p # p* existuje j € {1,...,k} takové, ze p; # pj. Posledni
suma v predchozi rovnosti je proto podobné jako v piipadé k = n striktné vetsi
jak nula pro kazdé p # p*, a tedy je LSC podminka splnéna. O

10



3. Obycejné diferencialni rovnice
s nespojitou pravou stranou

Dynamika hry o volbé teritoria je, jak ukazeme v dalsi kapitole, popsana dife-
rencialni rovnici, kterd ma v obecném piipadé nespojitou pravou stranu. Pro ta-
kové rovnice nelze pouzit definici feseni a existencni véty z klasické teorie di-
ferencialnich rovnic. Pro definici feSeni a existen¢ni véty pro piipad s nespoji-
tou pravou stranou tak, jak je definujeme v této kapitole, je kliCovym pojmem
tzv. diferencialni inkluze. Pro tcely analyzy dynamiky hry o volbé teritoria staci
vybudovat teorii pro autonomni rovnice, obecnéjsi piipad je popsan v [3]. Déle
uvadime tzv. Tetizkové pravidlo a definice pottebné k jeho vysloveni. Toto pravi-
dlo pouzijeme v dukazu Véty 2

3.1 Reseni ve Filippovové smyslu

Definice. Necht G C R" je omezend oblast. Funkci f : G — R"™ nazveme
po castech spojitou, pokud existuje k € N takové, Ze plati

G = (Uf:1GZ) U M7

kde G; C R™! jsou oblasti a M C R™™ je mnoZina nulové miry sestdvagici
z hranic¢nich bodu téchto oblasti, f je spojitd na G; a pro kazZdou posloupnost
{zn}02, xn € Gy, spliujict x,, — x, v € M, existuje lim,,_, f(x,) viastni.

Rekneme, Ze funkce f je po ¢astech spojitd na neomezené oblasti G, pokud
sjednoceni vyse je obecné nekonecné a kazdd omezend podmnozZina H C G md
neprdzdny prunik pouze s konecéné mnoha oblastmi G; C G.

Vsimnéme si, ze hodnota lim,, ., f(z,) zdvisi na oblasti, jejiz prvky tvoii
samotnou posloupnost {z,}. Nechf ddle G C R" je oblast, G = (U ,G;))U M
jako v predchozi definici, f(z) : G — R" je po Castech spojitd funkce, z € R"
a M C G je mnozina bodu nespojitosti fuknce f. Uvazujme rovnici

T = f(x), (3.1)

kde & = 4.

Naéinftcﬂem je rozsitit pojem tesSeni, jak ho zname z klasické teorie obycejnych
diferencidlnich rovnic, na problém (B.1]) tak, aby byl v souladu s definici puvodni.
Pro kazdy bod z € G tedy zkonstruujme mnozinu F(z) C R" tak, aby v kazdém
bodé m € G, ve kterém je funkce f spojitd, obsahovala mnozina F'(m) pouze jeden
bod, a to hodnotu limity funkce f v m. V bodech nespojitosti mnozinu F'(x)
definujeme pomoci uzavieného konvexniho obalu obsahujicitho vSechny takové
body x*, pro které existuje posloupnost bodu z, ¢ M takova, ze x, — z*,

a TeSeni definujeme nasledovné.

Definice. Necht I je interval. Absolutné spojitou funkci z(t) : I — R"™ nazveme
fesenim problému (B.1]) ve Filippovové smyslu na I, pokud pro skoro vsechnat € I
plati

x(t) € F(z(t)), (3.2)

11



kde
F(z) = @{7}1—{20 f(xn);xn — x,x ¢ M}. (3.3)

Vztah @ € F(x) nazveme diferencidlni inkluzi.

V bodech, kde je funkce f spojitd, se feseni ve Filippovové smyslu shoduje
s feSenim v obvyklém slova smyslu. Déle, pokud nebude feceno jinak, bude pojem
feSeni oznacovat feSeni ve Filippovové smyslu.

Necht S C R” je dale hladkd plocha a funkce f : G — R" je nespojita
na S. Okoli plochy S je touto plochou rozdéleno na dvé oblasti, které oznacime
G4 a Gp. Necht x € S. Funkce f je spojitd na G4 a Gp az na hranici, tedy
existuji limity

fA(x) = hmy—)x,yEGA f(y) a fB(x) = hmy—)a:,yeG’B f(y)

Potom podle ([B3]) plati
F(z) = {f*(x) + t(fP(z) = fA(2));t € [0,1]},

tedy F'(t) je tsecka spojujici f4(x) a f2(z). Pro lepsf predstavu umistéme vektory
fA(z) a fB(x) do bodu x. Necht T je teénd nadrovina plochy S v bodé x. Nyni
mohou nastat dva zakladni ptipady.

Ptredpoklddejme nejprve, ze mnozina F'(z) nemd s tecnou rovinou 7' zadny
spolecny bod. Bez tjmy na obecnosti predpoklddejme, ze mnozina F(z) lezi
na strané roviny 7' piislusné oblasti G4. V takovém piipadé feseni z(t) projde
skrz plochu S z oblasti Gp do oblasti G 4.

Druhou moznost{ je situace, kdy F(z)NT je neprazdna. Oznacme f°(z) vektor
z = s koncovym bodem v F(x) N T. Tento vektor urcéuje smér pohybu feseni
prochazejiciho bodem z, které pokracuje podél plochy S. Uvazujme tedy x;(t)
klasické teSeni rovnice
na intervalu I; = (t1,t2) splitujici 21 (t2) € S. Necht déle z4(t) je klasické reseni
rovnice

1’2 = fo (SL’)
s pocatecni podminkou zs(t2) =y, y € S, na intervalu Iy = (9, t3). Potom feseni
definované predpisem

_f z1(t) protel;
() = { xo(t) prot € I

je fesenfm ve Filippovové smyslu. Pokud plati f(z) # fA(z) a fO(z) # fB(x),
mluvime o klouzdni teseni po plose S.

Necht fi(x) (vesp. fZ(z)) je projekce vektoru f4(z) (resp. fZ(z)) na norméalu
roviny S v bodé, tedy fi(x), fE(z) € R. Bez djmy na obecnosti nechf je tato
normala orientovana smérem k oblasti G 4. Opét mohou nastat dva ptipady.

Pokud f#(z) < 0, fB(x) > 0, tedy pokud vektory fa(z), f2(z) sméiuji k plose
S v obou oblastech G 4, G g, potom feseni nemuze plochu S opustit, protoze pokud
by se od plochy vzdalilo v kterémkoliv sméru, bylo by hodnotami funkce f nuceno
se na plochu vratit, a tedy musi dale pokracovat klouzanim po plose S.

Pokud naopak fi(z) > 0, f8(x) < 0, tedy pokud vektory sméfuji v obou
oblastech od plochy S, potom feseni x(t), pro které plati x(t;) € S, x(t) ¢ S pro
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t < t;, muze pro t > t; bud pokracovat do libovolné z oblasti G4, Gz nebo po-
kracovat klouzanim po plose S. V takovém piipadé muze TeSeni pti zachovani
stejnych podminek ptestat klouzat v libovolném case t > t;.

Definice. Necht G C R™ a necht pro kazdé g € G existuje neprdzdnd uzaviend
mnozina Fy. Zobrazeni F' : G — P(R™), kde P(M) je potencni mnoZina M,
definované predpisem F(g) = F, nazveme mnozinovym zobrazenim (set-valued
map).

Piikladem mnozinového zobrazeni budiz zobrazeni definované vztahem (B.3))
v definici Teseni ve Filippovové smyslu.

Necht ddle F' je mnozinové zobrazeni definované na D C R™. Pro M C D
oznacme

F(M) = Uyen Fp); [F(M)| = supyepn [yl

Definice. Necht G C R", F je mnoZinové zobrazeni na mnoziné G. Potom F
nazveme

e polospojité shora v bodé = € G, pokud pro kaZdou otevrenou mnoZinu
N C R” spliujici F(x) C N existuje oteviend mnozina M C G takovd,
Ze plati x € M a F(M) C N.

Rekneme, Ze zobrazeni F je polospojité shora na mnoziné M C G, pokud
je polospojité shora pro kazdé p € M.

e omezené na mnoziné M C G, pokud |F(M)| < co.

Lemma. Mnozinové zobrazeni F' z oblasti G C R™ do R" definované predpisem
B3) je shora polospojité.
Diikaz. Viz [3], str. 67, Lemma 3. O

Lemma. Necht G C R" je oblast a f : G — R™ je po édstech spojitd na G. Potom
mnozina F(z) definovand predpisem [B.3) je neprdzdnd, uzaviend a konvexni
pro kazdé x € G.

Dukaz. Mnozina F(x) je zfejmé konvexni a uzaviend pro kazdé € GG a neprazdna
v bodech spojitosti funkce f. Necht funkce f neni spojitd v bodé y € G. Potom
existuje mnozina N C {1,...,k} takovd, ze y € NienG;. Funkee f je na kazdé
oblasti G;, i € N, spojitd az na hranici, a tedy existuje limita funkce f v y
vzhledem k G;. Mnozina F(z) je tedy neprazdnd pro kazdé = € G. O]

Existence feseni ve Filippovové smyslu plyne diky predchozim lemmatum
z nasledujici véty.

Véta 3.1. Necht G C R" je oblast a pro kazdé v € G je mnoZina F(x) ne-
prazdnd, omezend, uzaviend a mnozinové zobrazeni F' je shora polospojité. Po-
tom pro kazdé (to,z¢) € R x G existuje teSeni diferencidlni inkluze splnugict
pocdteéni podminku x(ty) = .

Necht ddle D C G je uzaviend souvisld omezend mnozina a F je na D ome-
zené. Potom pro kaZdou pocdatecni podminku (tg, o) € R x G Tesent x(t) existuje
bud pro t — oo nebo dokud neprotne hranici D.

Diikaz. Viz [3], str. 77, Theorem 1, str. 78, Theorem 2, a vlastnosti feseni pro
autonomni systémy na str. 123. O
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3.2 Retizkové pravidlo

Definice. Necht f: R" — R, x € R" a v € R". Jednostrannou derivaci funkce
f v bodé x ve sméru v rozumime vlastni limitu

_ oy Jlattv) = fla)
Djf(x)—tl_%%r t '

Definice. Pro funkci f : R — R definujme zobecnénou derivaci ve sméru v € R"

predpisem
t —
Dy f(z) = limsup fly+tv) f(y)
(y—,£\0) t

Véta (Rademacher). Necht G C R" je oteviend a f : G — R™ je Lipschitzovskd.
Pak f je diferencovatelnd skoro vsude.

Diikaz. Viz. [§], str. 122, véta 30.3. O

Definice. Necht V : R"™ — R je lokdlné Lipschitzovskd funkce. Potom Clarkeuv
zobecnény gradient funkce V v bodé x definujeme jako

OV (z) =co{ im VV(z,);z, = x,x, ¢ M},

n—oo

kde M je mnoZina nulové miry, kde neni VV definovdn.

Podle Rademacherovy véty existuje VV skoro vSude, tedy je predchozi definice
korektni.

Definice. Funkci f : R® — R nazveme regularni, pokud pro kazZdé x € R"
(i) D} f(z) existuje pro kazdé v € R™,
(ii) a pro kazdé v € R™ plati D} f(x) = DS f(x).

Priklad. Necht W : A" — R je hladk4 funkce. UkaZme, Ze W je potom reguldrni.
Necht z € A™ a v € R™ takové, Ze existuje n > 0 spliujici z+nv € A™. Potom
protoze W je hladka funkce, D W existuje a prvni podminka regularity je tedy
splnéna.
Necht dédle 2™ — z a t™ N\, 0 jsou posloupnosti takové, ze plati 2™ +t"v € A"
pro kazdé m € N. Nyni chceme ukazat

lim sup W(z™ 4+ t"v) — W(y) _ lim Wz +tv) — W(ZL‘)

m—00 tm t—=0+ t

Plati
1
W (z™ + t™) — W (z™) = [W (2™ + ot™v)|7—, = / D W (z™ 4 ot™v)t"vdo.
0
Ptedchozi rovnost vydélme t™ a odectéme D W (z)v. Nasim cilem je tedy ukazat

1
/ (DW (2™ + ot™v) — DW (x))vdo — 0,m — oc.
0
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Funkce W je hladka, funkce g_w jsou spojité na kompaktu A" pro1 < i < n

;
a jsou tedy na A" stejnomérné spojité. Zvolme £ > 0 a naleznéme § > 0 takové,

ze pokud platf [z — y| < &, potom |9¥(z) — S (y)| < € pro kazdé 1 < i < n.

Naleznéme ng € N takové, ze pro m > ng plati |[#™ + t™v — z| < §. Potom pro
m > ng plati

/O(D(W(:Em+otmv) — W(z)))vdo

1 n
— /0 (; <?Z (™ + ot™v) — ?Z (SL’)) vi> do
1 n n
< / 5Zvida:eZvi,
0 =1 i=1

pro kazdé € > 0 a podle Heineho véty je tedy splnéna i druha podminka regularity.

Véta 3.2 (fetizkové pravidlo). Necht I je interval a x : I — R™ je Fesenim
problému BI) na I. Necht t € T a V : R™ — R je requldrni Lipschitzovskd
funkce. Potom funkce V(x(t)) je absolutné spojitd, LV (x(t)) existuje skoro viude
a pro skoro vSechna t € I plati

d
ZVt)e [ F1) (3.4)
£eoV (x(t))
kde
TP (x(t)) = {c € R;c = €' pro néjaké n € F(x(t))}.
Diikaz. Viz [10], str. 1911, Theorem 2.2. O

Z dukazu tetizkového pravidla v puvodnim ¢lanku vyplyvé, ze inkluze (B.4)
je ekvivalentni s rovnosti

SV (alt)) =€ (35

pro viechna & € OV (x(t)) a pro n € F(x(t)) splaujici

z(t) = .
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4. Disperzni dynamika hry
o volbé teritoria

Pojem hra, jak jsme ho definovali v prvni kapitole, pouzivame k nalezeni sta-
bilnich bodu jistych dynamickych procesu. Uvédomme si, ze popis této dyna-
miky hra ve skutec¢nosti neobsahuje. Teoreticky by tento fakt mohl ptsobit pro-
blémy, ukazuje se vSak, ze pti explicitni specifikaci konkrétni dynamiky odpovidaji
feSeni prislusnych diferencidlnich rovnic evoluéné stabilnim strategiim ¢ Na-
shovym ekvilibriim. Ptikladem budiz tzv. replikatorova rovnice, pro kterou plati,
ze kazda ESS je asymptoticky stabilnim feSeni piislusné replikdtorové rovnice.
Tento vysledek je dokdzén v [5].

V této kapitole popiseme dynamiku hry o volbé teritoria pomoci tzv. disperzni
dynamiky a popiSeme pravidla pro disperzi postacujici pro konvergenci teSeni
prislusnych diferencialnich rovnic k evoluéné stabilnimu IFD.

4.1 Disperzni dynamika

Disperzi popisujeme zobrazenim D : R™ — R™ " reprezentovanym matici. Prvek
matice d;j(m), i,7 € {1,2,...,n}, kde m = (my,ma,...,m,) je vektor abso-
lutniho rozlozeni populace, oznacuje pravdépodobnost, ze za casovou jednotku
se jedinec obyvajici j-tou plosku ptesune do -té plosky. Potom pro zménu veli-
kosti populace v i-té plosce plati vztah

n
dmi

= > (dig(m)m; — dyi(m)m,), (4.1)

j=1

kde ¢leny d;j(m)m; odpovidaji imigraci do i-té plosky a ¢leny d;;(m)m; vyjadiuji
emigraci jedinct z i-té plosky do plosek jinych. Clen d;i(m)m; se v predchozi
sumé odecte, muzeme tedy prvek zvolit d;;(m) tak, aby platilo "7 | d;;(m) = 1.
Vsechny prvky d;;(m) jsou zfejmé nezdporné.

Pro p € A" definujme nyni pomocné zobrazeni funkci ¢ : A" — R"™ predpisem
o(p) = (1M, poM, ..., p,M). Definujme nyni D* : A" — R™" predpisem
D* = D o ¢, tedy zobrazeni D* nabyva stejnych hodnot pro odpovidajici
si vektory p a m. Zobrazenim D budeme v dalsim textu kvuli jednoduchosti
rozumeét zobrazeni D*.

Pokud vydeélime rovnost (4.1]) aktudlni velikosti populace M, dostdvame diky
umluvé z predchoziho odstavce rovnost pro jednotlivé slozky

n

dp;
=2 _(di(0)p; — di(p)p). (4.2)
j=1
Soustavu n diferencidlnich rovnic tvaru ([@2) pro ¢ = 1,...,n nazveme disperzni

dynamikou. Tuto soustavu pro jednoduchost zapisujeme ve vektorovém tvaru

dp _

i D(p)p — p, (4.3)
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véimnéme si v8ak, ze pro i,7 € {1,...,n} spliujici i # j méme

n

% (Z(dij(p)Pj - dji(l?)}%)) # %(D(p)p — )i,

a pro vypocet Jakobiho matice disperzni dynamiky musime tedy pouzit puvodni

rovnice (4.2).

Véta (Brouwerova o pevném bodé). Necht K C R", K konvexni kompaktni ne-
prazdnd. Necht f: K — K je spojitd. Potom f md pevnyj bod, tj. existuje v € K
takové, zZe plati f(x) =

Diikaz. Viz. [2], str. 253, Theorem 5.1.3. O

Véta 4.1 (Cressman, Ktivan: [1]). Necht D : A™ — R™ " je navic spojité a po-
zitivnd, tj. d;j(p) > 0 pro kazdé i,j € {1,...,n}, a plati, Ze d;;(p) nent klesajict,
pokud kvalita i-té plosky roste, a d;j(p) neni rostouct, pokud roste kvalita j-té
plosky, tedy

. .

Op; 8pj
Potom existuje lokdlné asymptoticky stabilni staciondrni bod p* € A", pro které
navic plati pf > 0 pro kazdé i € {1,...,n}, neboli v populaci ve stavu p* jsou

vsechny plosky obsazené.

Dukaz. Zobrazeni p — D(p)p je spojité ze spojitosti zobrazeni D. Zobrazeni
D(p)p je déle z A™ do A™, mnozina A" je konvexni, kompaktni a neprazdnd. Podle
Brouwerovy véty o pevném bodé existuje p* € A" takové, ze plati D(p*)p* = p*

a tedy dostavame
(D(p Z dkz D;-

Potom p* je stacionarni bod disperzni dynamlky. Protoze D je pozitivni, plati
0< Z di;(p*)p; = (es, D" )p*) = 1},

¢imz jsme ukézali, Ze pro rozdéleni p* jsou vSechny plosky obsazené.
Ukazme nyni asymptotickou stabilitu rozdéleni p* pomoci linearizace. Polozme

n

filp) = (dij(p)p; — dji(p)pi)

J=1

a definujme pomocné zobrazeni F' predpisem F(p) = (fi(p), f2(p),--., fu(p))-
Nynf mizeme zapsat disperzni dynamiku ve vektorovém tvaru 2 = F (p). Li-
nearizujme nyni zobrazeni F' v bodé p*, tedy polozme Q = VF(p)(p*). Potom

z rovnosti (£2]) plati

_ ](p )p—i—d@](p)—

L O) 0d;(r)

pf pro i # J.
3pj

Z podminek na funkce d;; z nerovnosti d;;(p*) > 0 dostavame g;; > 0 pro i # j.
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Jelikoz determinant, a tedy ani vlastni ¢isla matice se transponovanim nemént,
stabilitu muzeme vySetfovat pro transponovanou tlohu. Protoze plati

> dulp?) =1
k=1

pro kazdé i € {1,...,n}, musi zéroven platit
n
Z qri = 0.
k=1

Vektory (qui, - - -, qni) jsou potom linedrné zavislé a tedy 0 € o(Q), kde o(Q) je
spektrum matice Q. Vlastnimu ¢islu 0 odpovida levy vlastni vektor z = (1,...,1),

tedy plati
z1Q =o.

Ztejmeé vektor = je kolmy na mnozinu A”.

Nejprve ukazme, ze podprostor kolmy na vektor x je invariantni vzhledem
k matici Q. Necht tedy P je podprostor dimenze n — 1 kolmy na x a necht dale
v, € P k=1,... n—1,jebaze prostoru P. Potom pro p € P platip = EZ;} CrUk,
kde ¢ € R jsou soutadnice vektoru p vzhledem k béazi vy. Nyni pocitejme

n—1 n—1 n—1
(@Qp,7) = (D Qexo,w) = Y er(Queyx) = Y (4o, @) = 0
k=1 k=1 k=1

a tedy podprostor P je vuci matici () invariantni.

Muzeme nalézt podprostor P kolmy na vektor = tak, ze A™ C P. Protoze P
je invariantni vuci matici ), staci k vySetteni stability disperzni dynamiky, ktera
se pohybuje jen v prostoru P, uvazovat pouze vlastni ¢isla ptislusna vlastnim
vektorum kolmym na vektor x.

Diky invarianci prostoru P vuéi () neexistuje vlastni vektor u prislusny nule
takovy, ze u € P, protoze o ¢ P. Pro nenulové vlastni ¢islo A a ptislusny vlastni
vektor v z rovnosti

Mv,z) = (A, 2) = (Qu,z) = (v,QTx) =0

dostavame, ze vlastni vektory prislusné nenulovym vlastnim ¢islim jsou na vektor
x kolmé. Podobné ukazeme kolmost i pro zobecnéné vlastni vektory.

Nechf v je levy vlastni vektor matice @ kolmy na vektor z. Potom v m4
minimdalné jednu a maximalné n — 1 zapornych slozek. Pokud by tomu tak nebylo
a v8echny slozky by byly napiiklad kladné, potom by nutné platilo (v,z) > 0,
coz je ve sporu s ortogonalitou vektoru v a x.

Ukazme, ze vlastni ¢islo A € o(Q) piislusné levému vlastnimu vektoru v
kolmému na vektor z ma zapornou redlnou ¢ast, ¢imz dokazeme asymptotickou
stabilitu rozdéleni p*.

Naleznéme j € {1,...,n} takové, ze |v;| = maxi<;<,|v;|. Plati |v;| > 0,
protoze v # o. Z rovnosti v7Q = M’ dostavame pro j-tou slozku

n

Z Uiqij = )\Uj.

i=1
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Pievedenim clenu v;q;; na pravou stranu, vydélenim v; a aplikovanim absolutni
hodnoty na obé strany rovnice mame potom

> it Qigvil
< &7 <D ai = lagsls

|vj oy

A =gy =

pricemz ostra nerovnost plati, protoze v ma minimalné jednu a maximalné n — 1

zapornych slozek, a neostra diky nerovnostem ¢; > 0 a ;’;—‘ < 1 platnym pro
J

i #j. Ze vztahu Y | ¢;; = 0 ihned dostdvdme ¢;; < 0 pro kazdé j € {1,...,n},
a tedy vlastni ¢islo A ma zadpornou redlnou ¢ast a rozdéleni p* je asymptoticky
stabilni. 0

Vratme se nyni k puvodnimu modelu navrzenému Fretwellem a Lucasem v [4]
vedoucimu k definici IFD. Tento model, popsany v druhé kapitole této prace,
uvazuje idedlni zivocichy, tedy zivocichy, kteri v kazdém okamziku znaji kvalitu
kazdé plosky a usidluji se v plosce s kvalitou nejvyssi. Ukazme nyni, Ze za takovych
predpokladu je zobrazeni D obecné nespojité v bodech odpovidajicich rozdélenim,
kdy dvé ¢i vice plosek mé stejnou momentalni kvalitu. V ptipadé, ze existuje vice
plosek s nejvyssi kvalitou, predpokladame, ze zivocichové si vyberou ndhodné
jednu z nich.

Necht V; jsou navic hladké pro kazdé i = 1,...,n. Pro spor piedpokladejme,
ze zobrazeni D odpovidajici disperzi idealnich zivocichu je spojité, tedy ze zob-
razeni d;; je spojité pro kazdé 1 < 4,5 < n. Polozme

Wi(p) = max Vi(piM).
Necht p € A", p neni IFD, a K C {1,...,n} je mnozina indext, pro které plati
W (p) = Vi(p), pticemz mnozina K je alespon dvouprvkové. Predpoklddejme déle

d d o
—Vi(piM) # ——Vj(p;M) pro i # j,i,j € K. (4.4)

dp; dp;

Protoze p neni IFD, existuje [ ¢ K splnujici p; > 0 a protoze D odpovida disperzi
idedlnich zivocichu, musi byt dy; > 0 pro kazdé k € K. Zvolme € > 0 a zkonstru-
ujme rozdéleni p® tak, Ze polozime p; = p; — € a pj, = pr + ﬁ pro k € K.

Naleznéme nyni mnozinu indexu Ky, pro které plati W (p®) = V,,,(p5, M) pro
kazdé m € K. Pokud zvolime e dost malé, bude K, C K. Diky ([@4]) dostavéme,
ze mnozina K \ Ky je nepréazdnd a pro kazdé m € K\ K, potom plati d,,;(p®) = 0.
Jelikoz jsme vSak volili € libovolné, plati toto obecné pro € > 0 a tedy ze spojitosti
funkce d,,,; pak dostavame d,,;(p) = 0, coz je spor, protoze m € K a z konstrukce
mnoziny K méame dy(p) > 0 pro kazdé k € K. Zobrazeni odpovidajici disperzi
idealnich zivocichu tedy neni obecné spojité. Samotnou disperzni dynamikou pro
idealni zivocichy se zabyvame v ptikladu na konci kapitoly.

Pokud zobrazeni D splinuje podminky z Véty [4.], dostavame, ze pokud je po-
pulace ve stavu IFD, neprobihd mezi ploskami zadné disperze. Jedinci v takovou
chvili, az na specialni ptipady, ztraci moznost, jak sledovat zmény v ostatnich
ploskach, a po zbytek svého zivota zustavaji v jedné konkrétni ploSce, coz je
vysledek, ktery neodpovidd pozorovéni v prirodé, viz. [6], str. 3. Nasim dalsim
cilem tedy bude rozsiteni stavajictho modelu tak, aby i v populaci ve stavu IFD
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probihala disperze. Jednou z moznosti, jak toho docilit, je ptripustit nespojitost
zobrazeni D, coz se diky predchozimu pozorovani pro idealni zivocichy ukazuje
jako ptirozeny predpoklad.

V nasledujici vété ukadzeme, ze teseni disperzni dynamiky konverguji k IFD
i za slabsich predpokladu, nez vyzadoval puvodni model uvedeny v [4], konkrétné
pozadujeme, aby disperze nikdy neprobihala z plosky s vyssi kvalitou do plosky
s kvalitou nizsi (podminka (i) a v pripadé, ze existuje osidlend ploska s kvalitou
ostte mensi nez maximalni, se néjaci jedinci presunuli do plosky s nejvyssi kvalitou
(podminka (). Stabilitu IFD ukazeme pomoci Ljapunovské funkce

Wi(p) = max Vi(p:M).

Vsimnéme si, ze k ovéreni, ze W je klesajici funkce podél kazdého teseni disperzni
dynamiky, nepozadujeme existenci derivace funkce W v kazdém bodé, ale hlad-
kost jednotlivych funkci V;,i =1,...,n.

Véta 4.2 (Cressman, Kiivan: [1]). Necht V;,i = 1,...,n, jsou navic hladké a
jsou splnény nasledugici dve podminky:

(1) Pokud V;(p; M) < V;(p; M), potom nutné d;;(p) = 0.

(ii) Necht Vi(p;M) = maxi<p<n Vi(peM). Potom pro néjaké j € {1,...,n}
splivugici p; > 0 a V; >V plati d;;(p) > 0.

Potom rozdéleni IFD je globalné stabilni.

Diikaz. Nasim cilem je nalézt Ljapunovskou funkci W : A™ — R takovou, ze podél
feseni rovnice (3] klesd a nabyva minimélni hodnoty v IFD. Polozme tedy
Wi(p) = max Vi(p:M)
a oveime, ze funkce W skutecné nabyva minima v IFD.
Necht p* € A" je IFD pifslusné funkcim Vi, Vs, ..., V}, anecht pro spor existuje
p € A" p # p*, takové, ze W (p) je minimélni. Protoze p # p*, nutné existuje
J € supp(p*) takové, ze p; < p;. Plati tedy

W(p) = Vi(p;M) > V(p*M) = V* = W(p*),

coz je spor s predpokladem, ze p je minimalni.

Uvazujme nejprve, ze zobrazeni D : A" — R"™™" je spojité. Predpokladejme
dale, ze v konkrétnim case ¢ plati, ze p(t) € A™ nen{ IFD. Necht K C {1,...,n}
je mnozina indexu takovych, ze pro k € K plati W(p(t)) = Vi(px(t)M). Zvolme
nyni ¢ € K pevné. Protoze p neni IFD, existuje j € {1,...,n} takové, ze p;(t) > 0
a V; < V;. Potom podle podminky (i) plati d;;(p(t)) > 0. Pro k € K, k # i, kvuli
spojitosti zobrazeni D musi byt d;(p(t)) = 0. Protoze plati (i) a

n

> dilp(t) = 1.

musi platit dy;(p(t)) = 1. Nyni

(iiljfi - z"; dij(p(t))p;(t) — pi(t) > 0,
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protoze d;;(p) = 1 a existuje j # i takové, ze d;;(p) > 0, a tedy funkce W je podél
feseni klesajici.
Necht nyn{ zobrazeni D neni spojité. Resen{ takové disperzni dynamiky potom
uvazujeme ve Filippovové smyslu, tj. jako teseni diferencidlni inkluze (3.2]).
Ukazme nejprve, ze W = maxj<<, Vi je regularni funkce. Necht p € A"
pevné a v € R" takové, ze existuje n > 0 spliujici p + nv € A". Naleznéme
mnozinu Ky C {1,...,n} takovou, ze pro kazdé k € K, plati

W(p) = Vi(peM) a DWW (p) = Dy Vi(peM). (4.5)

Pokud je mnozina K; jednoprvkova, splnéni druhé podminky regularity v bodé
p ukazeme podobné jako pro hladkou funkci.
Pokud neni, pro libovolné k € Ky potom diky druhé rovnosti v (€5]) dostdvame

W (p+ tv) = Vi((pr + tog) M) + o(t),t — 0+ .

Druhou podminku regularity opét ukazeme podobné jako pro hladkou funkci,
protoze z definice o(t) vime, ze chyba @ je v limité ¢ — 0+ zanedbatelnd.

Necht p(t) je tedy feseni rovnice (£3) ve Filippovove smyslu a predpokladejme,
7e v konkrétnim case to plati, Ze p(to) neni IFD. Necht K C {1,...,n} je mnozina
takova, ze kazdé k € K spliuje

W(p(to)) = Vi(pr(to) M)

a zaroven

W (p(to)) = (Vi) (pr(to) M) nebo W_(p(to)) = (Vi)_(pr(to) M),

kde f. () (resp. f_(7)) je derivace funkce f(t) zprava (resp. zleva) podle t v bodé
7. Splnéni téchto podminek muzeme pozadovat, protoze podle fetizkového pravi-
dla (Véta B.2) existuje £W (p(t)) skoro vsude.
7 definice Clarkeova zobecnéného gradientu dostdvame
OW (p(ty)) = co{ lim = max VVi(pmM); pm = p(to), pm & M},
kde M je mnozina bodu miry nula, na které neni zobrazeni D spojité. Z hladkosti
funkei Vj a volby mnoziny K muzeme pro w € OW (p(tg)) psét
av; to) M
UJZZ& 1 (Px(to) )e

k
keK dpk

ks

kde ey, jsou vektory kanonické baze R™ a zaroven plati ), _, & = 1. Podle ekvi-
valentniho vyjadieni fetizkového pravidla (B.5) pro skoro vSechna ¢ plati

dW(p(t)) dVi(pr(t) M) dpy(t)
dt =2 & kd];k gt '

keK
7, rovnosti
Vie(pr(to) M) = Vi(pi(to) M)

pro k,l € K dostdavame derivaci podle ¢asu

dVi(p(to) M dpi(to) — dVi(pi(to) M) dpi(to)

dpy, dt dp; dt
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dVl < 0 pro kazdé 1 < i < n, mus{ mit pro véechna k € K derivace &

Protoze dt
stejné znamenko Pokud nemaji vSechny osidlené plosky stejnou kvalitu, potom
musi diky (i) a (@) byt tyto derivace kladné, W je tedy klesajici a IFD je stabilni.

O

Vyse uvedena véta ukazuje stabilitu IFD i pro zivocichy, ktefi nejsou idedlni,
jelikoz nepozaduje, aby se jedinci pfesouvali pfimo do plosky s nejvyssi kvali-
tou, k ¢cemuz by potiebovali znat kvalitu vSech plosek v kazdy okamzik. Namisto
toho takovym zivoc¢ichum staci schopnost porovnat kvalitu své soucasné plosky
s néjakou jinou ploskou.

Priklad (podle [7]). Ukazme nyni konkrétni tvar disperznl dynamiky pro idealni
zivocichy. Zvolme n = 3 a polozme V;(p;M) = B;(1 — p'—) ri, K; >0,i=1,2,3,
kde K; odpovida kapacité dané plosky a B; je jeji pocatecm kvalita. Oznacme
dale

Gi={p € A" Vi(pr M) > max{Va(p M), V3(psM)}},

Gy = {p € A" Va(pr M) > max{Vi(p2 M), Va(psM)}},

Gs = {p € A" Vs(p1M) > max{Vi(p2M), Va(psM)}}.

Definujme dale zobrazeni D predpisem

D' prope Gy,
D(p) = D? prop € Gy,
D3 pro p € Gs,

kde

111
D'=(000|),D*= a D® =
000

)
)
=)
_ o o

0
0
1

_ o O

Zobrazeni D je ziejmé po ¢astech spojité, a tedy existuje feseni problému (4.3))
v Filippovové smyslu. Predpokladejme dale, ze M je dostatecné velké, aby pro
IFD p* € A3 piislusné funkcim V3, V5, V3 platilo supp(p*) = {1, 2, 3}. Potom plati

Ki(ror3(M — Ky — K3) + r1(Kaors + K3ry))
M (Kirors + Korirs + Ksrra)

. Ko(rirs(M — Ky — K3) + ro(Kyrs + Kary))

B M (Kirors + Korirs + Ksrrs)

. K3(rire(M — K1 — K3) 4 r3(Kyra + Kary))

N M (Kyrors + Korirs + Karirs) '

Uvazujme nyni feseni prochézejici bodem p € A3, ktery spliuje

Vi(pr M) = Va(pa M) > Vi(psM). (4.6)
Potom mame
A A A
Dip)=AD'+(1-XND*=| 1-X 1—-X 1-) |,
0 0 0
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kde A € [0, 1]. Disperzni dynamika pro feseni klouzajici po plose tvorené body
spliujicimi (L0) ma potom tvar

dpy

e )\—
dt 41
dps
e P
dt D2
dps
dt D3-

Zabyvejme se nyni hodnotou zobrazeni D v bodé p*, tj. v IFD. Ziejmé plati
D(p*) = AD' + uD* + (1 — A — ) D?

pro néjaka A, i > 0, A+ < 1. Protoze ale pti IFD plati D(p*)p* = p*, dostavame
A=pl,u=p51—A—pu=pjatedy
Py PI P
D(p*)=1| p ps P
Ps D3 P
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Seznam pouzitych zkratek a
symbolu

A" mnozina smisenych strategii str [4]
supp p nosic¢ strategie p (support) str. [
NE Nashovo ekvilibrium (Nash equilibrium) str.
ESS evoluéné stabilni strategie (evolutionarily stable strategy) —str.
LSC lokélni podminka ptevahy (local superiority condition) str.
IFD idedlni volné rozdéleni (ideal free distribution) str. [§]
D f(x) jednostrannd derivace funkce f ve sméru v v bodé z str. [I4]
Dy f(z) zobecnénd derivace funkce f ve sméru v v bodé x str. [I4]
oV (x) Clarkeuv zobecnény gradient funkce V' v bodé x str. [I4]
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