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tečnost, že Univerzita Karlova v Praze má právo na uzavřeńı licenčńı smlouvy
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Úvod

Vznik evolučńı teorie her jako matematické discipĺıny v 70. a 80. letech 20. stolet́ı
byl motivován aplikacemi v př́ırodńıch vědách, zejména v biologii, a ekonomii.
V předkládané práci se zaměřujeme na tzv. hru o výběru teritoria (habitat se-
lection game), která popisuje rozložeńı populace na konečném počtu r̊uzně ohod-
nocených plošek, a vyšetřujeme vlastnosti tzv. ideálńıho volného rozděleńı (ideal
free distribution, IFD) pozorovaného v př́ırodě. Dále explicitně formulujeme dy-
namiku hry o volbě teritoria a ukazujeme stabilitu ideálńıho volného rozděleńı
pro r̊uzné typy disperzńıch dynamik, k čemuž využ́ıváme i teorii obyčejných di-
ferenciálńıch rovnic s nespojitou pravou stranou.

Prvńı kapitola definuje základńı pojmy teorie her jako strategie, Nashovo ekvi-
librium a evolučně stabilńı strategie a popisuje přechod od hry v normálńım tvaru
ke hrám, kterými se zabýváme dále. Obsah prvńı kapitoly vycháźı převážně z [7].

Ve druhé kapitole popisujeme hru o volbě teritoria pomoćı pojmů teorie her,
vyslov́ıme požadavky na prostřed́ı, v němž hra prob́ıhá, a jedince, kteř́ı se hry
účastńı, a ukážeme existenci, jednoznačnost a evolučńı stabilitu ideálńıho volného
rozděleńı. Hlavńım zdrojem pro tuto kapitolu je opět [7] a článek [4].

Třet́ı kapitola rozšǐruje pojem řešeńı diferenciálńı rovnice i na rovnice s ne-
spojitou pravou stranou, obsahuje existenčńı věty pro taková řešeńı a věnuje se
vlastnostem tzv. řešeńı ve Filippovově smyslu, které v klasickém př́ıpadě nemaj́ı
ekvivalent. Dále vyslovujeme řet́ızkové pravidlo pro funkce podél řešeńı ve Fi-
lippovově smyslu, které využijeme v kapitole následuj́ıćı. Text v této kapitole
vycháźı z [3] a [10].

Ve čtvrté kapitole formulujeme explicitńı dynamiku pro hru o volbě teritoria,
tzv. disperzńı dynamiku, a ukazujeme význačnost ideálńıho volného rozděleńı
jako lokálně stabilńıho bodu i pro dynamiky, které na jedince kladou slabš́ı
předpoklady než předpoklady vyslovené v druhé kapitole. Text opět vycháźı
z článku [7].

Důkazy předkládaných tvrzeńı v textu [7] i v p̊uvodńım článku [1], zejména
tvrzeńı uvedených ve čtvrté kapitole, neobsahuj́ı ověřeńı potřebných předpoklad̊u
a rovněž jednotlivé kroky v těchto d̊ukazech nejsou dostatečně pečlivě vysvětleny.
Ćılem této práce je tedy doplněńı zmı́něných d̊ukaz̊u tak, aby byly výše uvedené
nedostatky v co největš́ı mı́̌re odstraněny. V některých př́ıpadech byly formulace
vět pozměněny. Vlastńım d́ılem autora je také d̊ukaz existence a jednoznačnosti
ideálńıho volného rozděleńı.

Předpokládáme, že čtenář ovládá teorii obyčejných diferenciálńıch rovnic,
zejména pak vyšetřováńı stability pomoćı linearizace a Ljapunovských funkćı.
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1. Základy teorie her

Pod pojmem hra si můžeme představit konflikt několika účastńık̊u, přičemž zisk
každého z nich záviśı na zp̊usobu, jakým bude hru hrát. Zisk vyjadřujeme reálným
č́ıslem. V biologických aplikaćıch uvažovaných v následuj́ıćıch kapitolách ziskem
rozumı́me tzv. zdatnost (fitness), která je př́ımo úměrná očekávanému počtu po-
tomk̊u. Předpokládáme dále, že fenotyp (tj. strategie, kterou jedinec hraje) se děd́ı
od rodič̊u. Jedinec s větš́ı zdatnost́ı tedy bude mı́t větš́ı počet potomk̊u a jeho
zastoupeńı v populaci v̊uči hráč̊um s menš́ı zdatnost́ı bude r̊ust. Zdatnost je vždy
nezáporná.

1.1 Zjednodušeńı pojmu hra v normálńım tvaru

V klasické teorii her zadáváme hry dvěma základńımi zp̊usoby, v tzv. normálńım
(někdy též strategickém) či extenzivńım tvaru. Extenzivńı tvar podrobněji po-
pisuje vnitřńı strukturu hry, která v aplikaćıch, jimiž se dále zabýváme, nehra-
je žádnou roli, a proto se mu dále nevěnujeme. V tomto odd́ılu definujeme hru
v normálńım tvaru a provedeme zjednodušeńı vhodná pro daľśı použit́ı v evolučńı
teorii her.

Definice. Necht’ n ∈ N, P = {1, 2, . . . , n}, S1, S2, . . . , Sn jsou konečné množiny
a w1, w2, . . . , wn jsou funkce z S1 × S2 × . . . × Sn do R. Uspořádanou trojici
G = {P, S,W}, kde S = {S1, S2, . . . , Sn} a W = {w1, w2, . . . , wn}, nazveme hrou
v normálńım tvaru.
Množinu P nazveme množinou hráč̊u, množinu Si množinou ryźıch strategíı hráče
i, prvky si ∈ Si strategiemi hráče i a funkci wi výplatńı funkćı hráče i.

Př́ıklad. Popǐsme hru
”
kámen, n̊užky, paṕır“ v termı́nech předchoźı definice.

Zřejmě n = 2. Označme strategii
”
zahraji kámen“ e1, ”

zahraji n̊užky“ e2 a ko-
nečně

”
zahraji paṕır“ e3. Ohodnot’me výhru ziskem 1, prohru -1 a remı́zu nulou.

Necht’ p, q ∈ {e1, e2, e3}. Položme

w1(p, q) =







1 pro (p, q) ∈ {(ek, en), (en, ep), (ep, en)}
−1 pro (p, q) ∈ {(en, ek), (ep, en), (en, ep)}
0 jinak.

Potom můžeme psát
w1(p, q) = (p, Aq) ,

kde

A =





0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0





je tzv. výplatńı matice a (·, ·) je skalárńı součin na Rn. Výplatńı funkci w2 źıskáme
ze vztahu w1(p, q) = −w2(q, p).

Množina ryźıch strategíı dobře popisuje situaci, kdy jedinec hraj́ıćı i-tou ryźı
strategii tuto použije proti každému protivńıkovi, se kterým se utká. Abychom
byli schopni modelovat složitěǰśı chováńı, rozšǐrme množinu ryźıch strategíı o pr-
vek náhody tak, aby obsahovala i strategie umožňuj́ıćı jedinc̊um hrát každou ryźı
strategii s určitou pravděpodobnost́ı.
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Definice. Necht’ {e1, e2, . . . , en} je množina ryźıch strategíı jistého hráče. Vektor
p = (p1, p2, . . . , pn) ∈ R

n nazveme smı́̌senou strategíı, pokud plat́ı
∑n

i=1 pi = 1
a pi ≥ 0, i = 1, . . . , n, kde pi je pravděpodobnost, s kterou hráč zahraje ryźı
strategii ei.
Množinu všech smı́̌sených strategíı znač́ıme ∆n, tedy

∆n = {p ∈ R
n; pi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n,

n
∑

i=1

pi = 1}.

Všimněme si, že množina ryźıch strategíı je v množině smı́̌sených strategíı
obsažena, a tedy každá ryźı strategie může být vyjádřena jako smı́̌sená, protože
i-tou ryźı strategii lze zapsat ve tvaru ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), přičemž 1 je
na i-té pozici. Dále budeme použ́ıvat termı́n strategie ve smyslu jak strategie
ryźı, tak smı́̌sené. Geometricky je množina ∆n n-rozměrným simplexem, jehož
vrcholy odpov́ıdaj́ı ryźım strategíım.

V daľśım textu tedy bude pojem hra označovat hru v normálńım tvaru pro
dva hráče, kteř́ı maj́ı oba k dispozici množinu smı́̌sených strategíı ∆n. Výplatńı
funkci prvńıho hráče bereme jako zdatnost mutanta (prvńıho hráče) v populaci
hráč̊u druhé strategie, tedy role hráč̊u neńı v daľśım textu symetrická. Formálně
bychom měli zadat i druhou výplatńı funkci, ta však d́ıky asymetrii nenese žádnou
podstatnou informaci a můžeme ji tedy vynechat. Hru dále reprezentujeme jednou
výplatńı funkćı W : ∆n ×∆n → [0,∞).

Mějme dvě strategie p, q ∈ ∆n a ε ∈ R, 0 < ε < 1. Strategii, kdy hráč použije
strategii p s pravděpodobnost́ı ε a strategii q s pravděpodobnost́ı (1− ε), budeme
značit εp+ (1− ε) q.

Linearitou výplatńı funkce v prvńı složce rozumı́me, že plat́ı

W (p, q) =
n
∑

i=1

piW (ei, q).

Linearitu v druhé složce definujeme podobně. Požadujeme, aby každá výplatńı
funkce byla lineárńı v prvńı složce a spojitá.

Definice. Necht’ p = (p1, p2, . . . , pn) ∈ ∆n je strategie. Potom definujeme nosič
strategie p jako

supp(p) = {i ∈ N; 1 ≤ i ≤ n, pi > 0},

tedy supp(p) určuje množinu ryźıch strategíı, které jsou hrány ve strategii p s ne-
nulovou pravděpodobnost́ı.

1.2 Nashovo ekvilibrium (NE) a evolučně sta-

bilńı strategie (ESS)

Definice. Strategii p ∈ ∆n nazveme rovnováhou nebo ekvilibriem, pokud plat́ı

W (p, p) = W (ei, p)

pro každé i ∈ supp(p).
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Z definice ihned vyplývá, že každá ryźı strategie je ekvilibrium.
Důležitým pojmem v teorii her je tzv. Nashovo ekvilibrium. Strategie, která

je Nashovým ekvilibriem, je nejlepš́ı odpověd́ı sama na sebe, tedy zahrána proti
sobě je přinejmenš́ım stejně úspěšná, jako když je proti ńı hrána kterákoliv jiná
strategie. Matematicky tuto myšlenku poṕı̌seme v následuj́ıćı definici.

Definice. Strategii p ∈ ∆n nazveme Nashovým ekvilibriem (Nash equilibrium,
NE), pokud pro každou strategii q ∈ ∆n plat́ı

W (p, p) ≥ W (q, p).

Pokud pro každou q ∈ ∆n, q 6= p, plat́ı

W (p, p) > W (q, p),

mluv́ıme o silné Nashově rovnováze či ekvilibriu.

Tvrzeńı 1.1. Necht’ p ∈ ∆n je Nashovo ekvilibrium. Potom plat́ı

W (ei, p) = W (p, p)

pro každé i ∈ supp(p).

D̊ukaz. Z definice NE ihned plyne W (p, p) ≥ W (ei, p), i ∈ supp(p). Opačnou
nerovnost ukažme sporem. Necht’ tedy existuje j ∈ supp(p) takové, že plat́ı
W (ej , p) < W (p, p). Potom z linearity výplatńı funkce plyne

W (p, p) =
∑

i∈supp(p)

piW (ei, p) < W (p, p),

což je spor.

Z předchoźıho tvrzeńı plyne, že každé Nashovo ekvilibrium je i ekvilibrium.

Věta 1.2. (Existence Nashova ekvilibria) Necht’ W : ∆n × ∆n → R je spojitá
výplatńı funkce lineárńı v prvńı složce. Potom existuje Nashovo ekvilibrium.

D̊ukaz. Viz. [7], strana 10, Proposition 2.

Necht’ p ∈ ∆n je smı́̌sené Nashovo ekvilibrium, tedy necht’ supp(p) je alespoň
dvouprvkový. Podle Tvrzeńı 1.1 plat́ı W (ei, p) = W (p, p) pro každé i ∈ supp(p).
Zvolme q ∈ ∆n tak, aby platilo supp(p) = supp(q). Nyńı

W (q, p) =
n
∑

i=1

qiW (ei, p) = W (p, p),

tedy pokud uvažujeme smı́̌sené Nashovo ekvilibrium, potom má každá strategie
se stejným nosičem stejný zisk. Pokud supp(p) = {1, . . . , n}, potom kterákoliv
strategie má stejný zisk.

Nashova ekvilibria tedy nemůžeme brát jako koncový bod evoluce, protože
podle předchoźıho existuj́ı strategie, které se v populaci hráč̊u NE budou množit
stejně rychle. Maynard Smith a Price v [9] definuj́ı tzv. evolučně stabilńı strategie
jako taková NE, která jsou rezistentńı v̊uči invazi mutant̊u.
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Definice. Strategii p∗ ∈ ∆n nazveme evolučně stabilńı, pokud splňuje následuj́ıćı
dvě podmı́nky:

(i) W (p∗, p∗) ≥ W (p, p∗),

(ii) kdykoliv p 6= p∗ a W (p∗, p∗) = W (p, p∗), potom nutně W (p∗, p) > W (p, p).

Prvńı podmı́nka ř́ıká, že každá evolučně stabilńı strategie je Nashovým ekvi-
libriem, druhá podmı́nka se nazývá podmı́nka stability.

Definice. Řekneme, že strategie p∗ ∈ ∆n splňuje podmı́nku lokálńı převahy (local
superiority condition, LSC), pokud plat́ı

W (p∗, p) > W (p, p) (1.1)

pro každou strategii p ∈ ∆n, p 6= p∗, z jistého okoĺı p∗ v ∆n.

Pro hry s výplatńı funkćı lineárńı nav́ıc i v druhé složce plat́ı (d̊ukaz viz např. [7],
str. 12, poznámky za Definition 7, a str. 13, Proposition 6), že strategie je evo-
lučně stabilńı právě tehdy, když splňuje podmı́nku lokálńı převahy. Pro analýzu
her, jejichž výplatńı funkce neńı lineárńı ve druhé složce, se LSC bere jako defini-
ce evolučńı stability. Této skutečnosti využijeme při dokazováńı evolučńı stability
v následuj́ıćı kapitole.
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2. Hra o volbě teritoria

V minulé kapitole jsme definovali strategii jako vektor reálných č́ısel. V evo-
lučńı teorii her můžeme strategie interpretovat dvěma zp̊usoby. V prvńım př́ıpadě
chápeme i-tou složku vektoru jako pravděpodobnost, se kterou jedinec zvoĺı i-tou
ryźı strategii, ve druhém př́ıpadě i-tá složka vektoru odpov́ıdá poměrnému za-
stoupeńı hráč̊u i-té strategie v populaci. Konkrétńı interpretace by měla být vždy
zřejmá z vlastnost́ı dané hry.

Podobně můžeme dělit samotné hry na dva typy. Prvńım z nich jsou tzv. hry
jeden na jednoho (pairwise contest games), kdy jedinec soupeř́ı s náhodně vy-
braným protivńıkem z populace, tedy má stejný zisk, jako kdyby soupěřil s je-
dincem použ́ıvaj́ıćı smı́̌senou strategii odpov́ıdaj́ıćı pr̊uměrné strategii populace.
Z formálńıho hlediska jsou tyto hry stejné jako hry pro dva hráče z klasické te-
orie her a jsou lineárńı v druhé složce. Druhým z nich jsou tzv. hry proti celku
(games against the field). V takových hrách předpokládáme složitěǰśı interakce,
při kterých se zisk jedince odv́ıj́ı skutečně od toho, jak se chová zbytek populace.
Tyto hry obecně nejsou lineárńı ve druhé složce.

V této kapitole poṕı̌seme hru o volbě teritoria (habitat selection game), která
je hrou proti celku.

2.1 Popis hry o volbě teritoria

Oblast, která se lǐśı od svého okoĺı, budeme dále nazývat ploškou (patch).
Hra o volbě teritoria se zabývá rozložeńım populace na konečném počtu

plošek. Abychom mohli tento problém matematicky popsat jako hru, klademe
na plošky i živočichy, jejichž chováńı zkoumáme, určité požadavky. Ńıže popsaný
model byl poprvé navržen Fretwellem a Lucasem v [4].

Zaměřme se nejprve na prostřed́ı, ve kterém se budou jedinci pohybovat.
Prostřed́ı reprezentujeme konečným počtem diskrétńıch oblast́ı (plošek) a na každé
z nich definujeme funkci, která v závislosti na množstv́ı jedinc̊u v ńı śıdĺıćıch
určuje kvalitu této plošky. Necht’ n ∈ N je počet těchto plošek. Označme mi počet
jedinc̊u v i-té plošce a položme M =

∑n

i=1mi. Předpokládáme dále, že každá
z plošek má jistou základńı kvalitu, tedy kvalitu, kdy neńı obydlena žádným
živočichem, která pro žádné dvě r̊uzné plošky neńı stejná. Obecně sledujeme větš́ı
množstv́ı veličin určuj́ıćıch kvalitu života v dané plošce a pokud by nějaké dvě
plošky měly stejnou počátečńı kvalitu, daly by se potom sloučit do plošky jedné.
Počátečńı kvality jednotlivých plošek označme Bi, přičemž jejich pořad́ı zvolme
tak, aby platilo

B1 > B2 > · · · > Bn > 0.

Předpokládáme, že kvalita plošek se s větš́ım počtem rezident̊u zhoršuje. Kvalitu
i-té plošky v závislosti na počtu živočich̊u obývaj́ıćıch danou plošku vyjadřujeme
funkćı Vi(mi), přičemž požadujeme aby Vi(mi) byla nezáporná, klesaj́ıćı a spojitá.
Zřejmě tedy plat́ı Vi(0) = Bi.

Původńı model navržený v [4] požaduje, aby členové populace, jejichž chováńı
popisujeme, splňovali dvě základńı podmı́nky. Za prvé každý jedinec muśı v každý
okamžik znát kvalitu všech plošek a každý z nich se uśıdĺı v plošce pro něj
nejvýhodněǰśı. Takové živočichy nazveme ideálńı.
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Za druhé očekáváme, že všichni jedinci maj́ı stejné schopnosti a tedy i stejné
šance na úspěch. Naše plošky proto muśı být navzájem př́ıstupné a dostatečně
bĺızko, aby mohli jedinci mezi ploškami volně přecházet, a při přemı́stěńı z jedné
plošky do druhé muśı mı́t jedinec stejné podmı́nky jako obyvatelé plošky p̊uvodńı.
Fretwell a Lucas uváděj́ı v [4] na str. 21 následuj́ıćı př́ıklad: Představme si popu-
laci pták̊u, kteř́ı ke stavbě svých hńızd vyžaduj́ı otvory vhodné velikosti, kterých
je omezený počet. Nově př́ıchoźı tedy může očekávat, že jeho podmı́nky budou
ve srovnáńı s p̊uvodńımi obyvateli výrazně horš́ı. Aby se na tuto situaci dal
použ́ıt námi uvažovaný model, museli by v okamžiku př́ıchodu nového jedince
všichni obyvatelé, tedy p̊uvodńı i nově př́ıchoźı, o omezená mı́sta losovat a jedin-
ci, kteř́ı v losováńı prohráli, by museli v plošce i tak z̊ustat. Předkládaný model
by tedy v některých situaćıch kladl na živočichy nerealistické požadavky.

Kv̊uli druhé podmı́nce uvažujeme populaci jedinc̊u, kteř́ı jsou ve všech ohle-
dech stejńı, tj. jak z genetického hlediska, tak z jakéhokoli jiného. Uvažovaný
model lze d́ıky výše uvedeným omezeńım dobře použ́ıt pro populace koncentro-
vané na malém územı́, u pohyblivěǰśıch druh̊u, např. u pták̊u, lze jeho p̊usobnost
rozš́ı̌rit.

Mějme vektor p ∈ ∆n, jehož složky odpov́ıdaj́ı poměr̊um času, které jedinec
stráv́ı v jednotlivých ploškách, a vektor q ∈ ∆n, jehož i-tá složka reprezentuje
poměrný počet jedinc̊u nacházej́ıćıch se v i-té plošce, tj. qi = mi/M . Označme
V (qM) = (V1(q1M), . . . , Vn(qnM)). Potom pro zisk jedince hraj́ıćıho strategii p
v populaci ve stavu q definujeme

W (p, q) = (p, V (qM)) .

2.2 Ideálńı volné rozděleńı (IFD)

Naš́ım ćılem je nalézt evolučně stabilńı strategie hry o volbě teritoria. V tomto
odd́ıle ukážeme, že takovým rozděleńım je tzv. ideálńı volné rozděleńı.

Definice. Rozděleńı p = (p1, . . . , pn) ∈ ∆n nazveme ideálńım volným rozděleńım
(ideal free distribution, IFD), pokud jsou splněny následuj́ıćı dvě podmı́nky:

1. Existuje k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n, takové, že p1 > 0, . . . , pk > 0, pk+1 = . . . = pn = 0.

2. Plat́ı V1(p1M) = . . . = Vk(pkM) = V ∗ a zároveň V ∗ ≥ Vi(0) pro každé
i ∈ {k + 1, . . . , n}.

Necht’ p∗ ∈ ∆n. V daľśım textu rozumı́me konstantami př́ıslušnými p∗ č́ısla k
a V ∗ z předchoźı definice.

Věta 2.1. Necht’ Vi je nezáporná spojitá klesaj́ıćı funkce pro každé 1 ≤ i ≤ n.
Potom existuje právě jedno IFD.

D̊ukaz. Za uvedených předpoklad̊u je funkce Vi prostá pro každé 1 ≤ i ≤ n.
Ukažme nejprve jednoznačnost, tedy pokud p∗ je IFD a p 6= p∗, potom p neńı

IFD. Postupujme sporem. Necht’ p ∈ ∆n, p 6= p∗, je IFD. Potom pro rozděleńı
p (resp. pro p∗) nalezněme př́ıslušné konstanty l ∈ {1, . . . , n} a V > 0 (resp. k
a V ∗) z definice IFD.
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Uvažujme př́ıpad l = k. Nyńı pokud V = V ∗, pak d́ıky prostotě funkćı Vi

muśı platit p = p∗, což je spor. Pokud plat́ı V > V ∗, potom muśı být pi < p∗i
pro každé i ∈ supp(p) a tedy

1 =
∑

i∈supp(p∗)

p∗i >
∑

i∈supp(p)

pi,

což je opět spor. Pro V < V ∗ postupujeme analogicky.
Necht’ nyńı k < l. Potom nutně existuje j ∈ supp(p∗) takové, že pj < p∗j , a plat́ı

Vj(pjM) > Vj(p
∗
jM). Protože rozděleńı p, p∗ jsou IFD, z předchoźı nerovnosti

plyne V > V ∗. Zřejmě V ∗ ≥ Bk+1. Plat́ı pk+1 > 0, V = Vk+1(pk+1M) < Bk+1,
což je ve sporu s V > V ∗. Podobně dostaneme spor i v př́ıpadě k > l a tedy
pokud IFD existuje, je určeno jednoznačně.

Zaměřme se nyńı na existenci. Položme p1 := e1. Pokud p1 je IFD, jsme hotovi.
Pokud neńı, zkonstruujeme p2 následuj́ıćım zp̊usobem.

Předpokládejme, že již máme zkonstruovány p1, . . . , pk, 1 ≤ k < n, takové,
že plat́ı supp(pj) = {1, . . . , j} a V1(p

j
1M) = · · · = Vj(p

j
jM) = V j > 0 pro

každé 1 ≤ j ≤ k a pj neńı IFD pro žádné 1 ≤ j ≤ k. Naš́ım ćılem je nyńı
nalézt rozděleńı pk+1 ∈ ∆n a V k+1 > 0 taková, že supp(pk+1) = {1, . . . , k + 1}
a V1(p

j
1M) = · · · = Vk+1(p

j
k+1) = V k+1.

Protože funkce Vi je prostá pro každé 1 ≤ i ≤ n, můžeme ke každé Vi nalézt
funkci inverzńı, tj. V −1

i : [Vi(M), Vi(0)] → [0, 1]. Zřejmě pro každé 1 ≤ i ≤ n
je V −1

i spojitá rostoućı. Definujme pomocnou funkci U : [0, Vk(0) − V k] → [0, 1]
předpisem

U(s) =
k
∑

j=1

(V −1
j (V k)− V −1

j (V k + s)).

Proměnná s zde reprezentuje kvalitu, o kterou zvýš́ıme kvalitu prvńıch k plošek,
a funkce U vyjadřuje poměrné množstv́ı populace, které se t́ımto zvýšeńım uvolńı
a které tedy můžeme přesunout do k + 1-ńı plošky. Funkce U je spojitá d́ıky
spojitosti V −1

i a spojitosti sč́ıtáńı a je rostoućı.
Chceme ukázat, že existuje s ∈ [0, Vk+1(0)− V k] takové, že plat́ı rovnost

V k + s = Vk+1(U(s)M).

Protože pk neńı IFD, plat́ı V k + U(0) = V k < Vk+1(U(0)M) = Vk+1(0). Zároveň
pro r ∈ (0, Vk+1(0)− V k] plat́ı Vk+1(0) > Vk+1(U(r)M) a tedy s hledaných vlast-
nost́ı existuje. Položme nyńı

pk+1 = (V −1
1 (V k + s), V −1

2 (V k + s), . . . , V −1
k (V k + s), U(s)).

Zřejmě pk+1 ∈ ∆n. Pro pk+1 ověřme, zda jde o IFD. Pokud ano, podle předchoźı
části d̊ukazu je jediné. Takto postupujme, dokud nenalezneme m ∈ {1, . . . , n−1}
takové, že pm je IFD, nebo do konstrukce pn, které d́ıky vlastnostem konstrukce
již požadované vlastnosti splňuje.

Věta 2.2 (Cressman, Křivan: [1]). Ideálńı volné rozděleńı je evolučně stabilńı
strategie.
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D̊ukaz. Necht’ p∗ ∈ ∆n je IFD, p ∈ ∆n libovolná. Chceme ukázat, že existuje
takové okoĺı bodu p∗, že na něm je splněna LSC, tj.W (p∗, p) > W (p, p). Uvažujme
nejprve, že všechny plošky jsou obsazené, tedy k = n. Plat́ı Vi(p

∗
iM) = V ∗,

1 ≤ i ≤ n. Poč́ıtejme

W (p∗, p)−W (p, p) = (p∗, V (pM))− (p, V (pM)) =
n
∑

i=1

(p∗i − pi)Vi(piM)

=

n
∑

i=1

(p∗i − pi)(Vi(piM)− V ∗),

přičemž posledńı rovnost plat́ı, protože

n
∑

i=1

(p∗i − pi)V
∗ =

n
∑

i=1

p∗iV
∗ −

n
∑

i=1

piV
∗ = V ∗ − V ∗ = 0.

Funkce Vi je klesaj́ıćı, tedy plat́ı p∗i−pi > 0 právě když Vi(piM)−V ∗ > 0, obdobná
implikace plat́ı i pro obrácenou nerovnost. Potom pro každé p ∈ ∆n, p 6= p∗, plat́ı

W (p∗, p)−W (p, p) > 0

a IFD je tedy ESS.
Nyńı předpokládejme, že existuje alespoň jedna neobsazená ploška, tedy k < n.

Pro k + 1 ≤ i ≤ n máme Vi(piM) ≤ V ∗. Potom

W (p∗, p) − W (p, p) = (p∗, V (pM))− (p, V (pM)) =

n
∑

i=1

(p∗i − pi)Vi(piM)

=

k
∑

i=1

(p∗i − pi)Vi(piM)−

n
∑

i=k+1

piVi(piM)

≥

k
∑

i=1

(p∗i − pi)Vi(piM)−

n
∑

i=k+1

piV
∗

=
k
∑

i=1

(p∗i − pi)(Vi(piM)− V ∗) +
k
∑

i=1

(p∗i − pi)V
∗ −

n
∑

i=k+1

piV
∗

=
k
∑

i=1

(p∗i − pi)(Vi(piM)− V ∗) +
n
∑

i=1

(p∗i − pi)V
∗

=
k
∑

i=1

(p∗i − pi)(Vi(piM)− V ∗)

Zřejmě pro p ∈ ∆n, p 6= p∗ existuje j ∈ {1, . . . , k} takové, že pj 6= p∗j . Posledńı
suma v předchoźı rovnosti je proto podobně jako v př́ıpadě k = n striktně větš́ı
jak nula pro každé p 6= p∗, a tedy je LSC podmı́nka splněna.
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3. Obyčejné diferenciálńı rovnice
s nespojitou pravou stranou

Dynamika hry o volbě teritoria je, jak ukážeme v daľśı kapitole, popsána dife-
renciálńı rovnićı, která má v obecném př́ıpadě nespojitou pravou stranu. Pro ta-
kové rovnice nelze použ́ıt definici řešeńı a existenčńı věty z klasické teorie di-
ferenciálńıch rovnic. Pro definici řešeńı a existenčńı věty pro př́ıpad s nespoji-
tou pravou stranou tak, jak je definujeme v této kapitole, je kĺıčovým pojmem
tzv. diferenciálńı inkluze. Pro účely analýzy dynamiky hry o volbě teritoria stač́ı
vybudovat teorii pro autonomńı rovnice, obecněǰśı př́ıpad je popsán v [3]. Dále
uvád́ıme tzv. řet́ızkové pravidlo a definice potřebné k jeho vysloveńı. Toto pravi-
dlo použijeme v d̊ukazu Věty 4.2.

3.1 Řešeńı ve Filippovově smyslu

Definice. Necht’ G ⊂ R
n je omezená oblast. Funkci f : G → R

n nazveme
po částech spojitou, pokud existuje k ∈ N takové, že plat́ı

G = (∪k
i=1Gi) ∪M,

kde Gi ⊂ R
n+1 jsou oblasti a M ⊂ R

n+1 je množina nulové mı́ry sestávaj́ıćı
z hraničńıch bod̊u těchto oblast́ı, f je spojitá na Gi a pro každou posloupnost
{xn}

∞
n=1, xn ∈ Gi, splňuj́ıćı xn → x, x ∈ M , existuje limn→∞ f(xn) vlastńı.

Řekneme, že funkce f je po částech spojitá na neomezené oblasti G, pokud
sjednoceńı výše je obecně nekonečné a každá omezená podmnožina H ⊂ G má
neprázdný pr̊unik pouze s konečně mnoha oblastmi Gi ⊂ G.

Všimněme si, že hodnota limn→∞ f(xn) záviśı na oblasti, jej́ıž prvky tvoř́ı
samotnou posloupnost {xn}. Necht’ dále G ⊂ R

n je oblast, G = (∪k
i=1Gi) ∪ M

jako v předchoźı definici, f(x) : G → R
n je po částech spojitá funkce, x ∈ R

n

a M ⊂ G je množina bod̊u nespojitosti fuknce f . Uvažujme rovnici

ẋ = f(x), (3.1)

kde ẋ = dx
dt
.

Naš́ım ćılem je rozš́ı̌rit pojem řešeńı, jak ho známe z klasické teorie obyčejných
diferenciálńıch rovnic, na problém (3.1) tak, aby byl v souladu s definićı p̊uvodńı.
Pro každý bod x ∈ G tedy zkonstruujme množinu F (x) ⊂ R

n tak, aby v každém
boděm ∈ G, ve kterém je funkce f spojitá, obsahovala množina F (m) pouze jeden
bod, a to hodnotu limity funkce f v m. V bodech nespojitosti množinu F (x)
definujeme pomoćı uzavřeného konvexńıho obalu obsahuj́ıćıho všechny takové
body x∗, pro které existuje posloupnost bod̊u xn /∈ M taková, že xn → x∗,
a řešeńı definujeme následovně.

Definice. Necht’ I je interval. Absolutně spojitou funkci x(t) : I → R
n nazveme

řešeńım problému (3.1) ve Filippovově smyslu na I, pokud pro skoro všechna t ∈ I
plat́ı

ẋ(t) ∈ F (x(t)), (3.2)
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kde
F (x) = co{ lim

n→∞
f(xn); xn → x, x /∈ M}. (3.3)

Vztah ẋ ∈ F (x) nazveme diferenciálńı inkluźı.

V bodech, kde je funkce f spojitá, se řešeńı ve Filippovově smyslu shoduje
s řešeńım v obvyklém slova smyslu. Dále, pokud nebude řečeno jinak, bude pojem
řešeńı označovat řešeńı ve Filippovově smyslu.

Necht’ S ⊂ R
n je dále hladká plocha a funkce f : G → R

n je nespojitá
na S. Okoĺı plochy S je touto plochou rozděleno na dvě oblasti, které označ́ıme
GA a GB. Necht’ x ∈ S. Funkce f je spojitá na GA a GB až na hranici, tedy
existuj́ı limity

fA(x) = limy→x,y∈GA
f(y) a fB(x) = limy→x,y∈GB

f(y).

Potom podle (3.3) plat́ı

F (x) = {fA(x) + t(fB(x)− fA(x)); t ∈ [0, 1]},

tedy F (t) je úsečka spojuj́ıćı fA(x) a fB(x). Pro lepš́ı představu umı́stěme vektory
fA(x) a fB(x) do bodu x. Necht’ T je tečná nadrovina plochy S v bodě x. Nyńı
mohou nastat dva základńı př́ıpady.

Předpokládejme nejprve, že množina F (x) nemá s tečnou rovinou T žádný
společný bod. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že množina F (x) lež́ı
na straně roviny T př́ıslušné oblasti GA. V takovém př́ıpadě řešeńı x(t) projde
skrz plochu S z oblasti GB do oblasti GA.

Druhou možnost́ı je situace, kdy F (x)∩T je neprázdná. Označme f 0(x) vektor
z x s koncovým bodem v F (x) ∩ T . Tento vektor určuje směr pohybu řešeńı
procházej́ıćıho bodem x, které pokračuje podél plochy S. Uvažujme tedy x1(t)
klasické řešeńı rovnice

ẋ1 = f(x)

na intervalu I1 = (t1, t2) splňuj́ıćı x1(t2) ∈ S. Necht’ dále x2(t) je klasické řešeńı
rovnice

ẋ2 = f 0(x)

s počátečńı podmı́nkou x2(t2) = y, y ∈ S, na intervalu I2 = (t2, t3). Potom řešeńı
definované předpisem

x(t) =

{

x1(t) pro t ∈ I1
x2(t) pro t ∈ I2

je řešeńım ve Filippovově smyslu. Pokud plat́ı f 0(x) 6= fA(x) a f 0(x) 6= fB(x),
mluv́ıme o klouzáńı řešeńı po ploše S.

Necht’ fA
N(x) (resp. f

B
N (x)) je projekce vektoru fA(x) (resp. fB(x)) na normálu

roviny S v bodě, tedy fA
N (x), f

B
N (x) ∈ R. Bez újmy na obecnosti necht’ je tato

normála orientována směrem k oblasti GA. Opět mohou nastat dva př́ıpady.
Pokud fA

N (x) < 0, fB
N (x) > 0, tedy pokud vektory fA

N (x), f
B
N (x) směřuj́ı k ploše

S v obou oblastech GA, GB, potom řešeńı nemůže plochu S opustit, protože pokud
by se od plochy vzdálilo v kterémkoliv směru, bylo by hodnotami funkce f nuceno
se na plochu vrátit, a tedy muśı dále pokračovat klouzáńım po ploše S.

Pokud naopak fA
N (x) > 0, fB

N (x) < 0, tedy pokud vektory směřuj́ı v obou
oblastech od plochy S, potom řešeńı x(t), pro které plat́ı x(t1) ∈ S, x(t) /∈ S pro
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t < t1, může pro t > t1 bud’ pokračovat do libovolné z oblast́ı GA, GB nebo po-
kračovat klouzáńım po ploše S. V takovém př́ıpadě může řešeńı při zachováńı
stejných podmı́nek přestat klouzat v libovolném čase t > t1.

Definice. Necht’ G ⊂ R
n a necht’ pro každé g ∈ G existuje neprázdná uzavřená

množina Fg. Zobrazeńı F : G → P(Rm), kde P(M) je potenčńı množina M,
definované předpisem F (g) = Fg nazveme množinovým zobrazeńım (set-valued
map).

Př́ıkladem množinového zobrazeńı budiž zobrazeńı definované vztahem (3.3)
v definici řešeńı ve Filippovově smyslu.

Necht’ dále F je množinové zobrazeńı definované na D ⊂ R
n. Pro M ⊂ D

označme
F (M) =

⋃

p∈M F (p), |F (M)| = supy∈F (M) |y|.

Definice. Necht’ G ⊂ R
n, F je množinové zobrazeńı na množině G. Potom F

nazveme

• polospojité shora v bodě x ∈ G, pokud pro každou otevřenou množinu
N ⊂ R

n splňuj́ıćı F (x) ⊂ N existuje otevřená množina M ⊂ G taková,
že plat́ı x ∈ M a F (M) ⊂ N .

Řekneme, že zobrazeńı F je polospojité shora na množině M ⊂ G, pokud
je polospojité shora pro každé p ∈ M .

• omezené na množině M ⊂ G, pokud |F (M)| < ∞.

Lemma. Množinové zobrazeńı F z oblasti G ⊂ R
n do R

n definované předpisem
(3.3) je shora polospojité.

D̊ukaz. Viz [3], str. 67, Lemma 3.

Lemma. Necht’ G ⊂ R
n je oblast a f : G → R

n je po částech spojitá na G. Potom
množina F (x) definovaná předpisem (3.3) je neprázdná, uzavřená a konvexńı
pro každé x ∈ G.

D̊ukaz. Množina F (x) je zřejmě konvexńı a uzavřená pro každé x ∈ G a neprázdná
v bodech spojitosti funkce f . Necht’ funkce f neńı spojitá v bodě y ∈ G. Potom
existuje množina N ⊂ {1, . . . , k} taková, že y ∈ ∩i∈NGi. Funkce f je na každé
oblasti Gi, i ∈ N , spojitá až na hranici, a tedy existuje limita funkce f v y
vzhledem k Gi. Množina F (x) je tedy neprázdná pro každé x ∈ G.

Existence řešeńı ve Filippovově smyslu plyne d́ıky předchoźım lemmat̊um
z následuj́ıćı věty.

Věta 3.1. Necht’ G ⊂ R
n je oblast a pro každé x ∈ G je množina F (x) ne-

prázdná, omezená, uzavřená a množinové zobrazeńı F je shora polospojité. Po-
tom pro každé (t0, x0) ∈ R× G existuje řešeńı diferenciálńı inkluze 3.2 splňuj́ıćı
počátečńı podmı́nku x(t0) = x0.

Necht’ dále D ⊂ G je uzavřená souvislá omezená množina a F je na D ome-
zené. Potom pro každou počátečńı podmı́nku (t0, x0) ∈ R×G řešeńı x(t) existuje
bud’ pro t → ∞ nebo dokud neprotne hranici D.

D̊ukaz. Viz [3], str. 77, Theorem 1, str. 78, Theorem 2, a vlastnosti řešeńı pro
autonomńı systémy na str. 123.
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3.2 Řet́ızkové pravidlo

Definice. Necht’ f : Rn → R, x ∈ R
n a v ∈ R

n. Jednostrannou derivaćı funkce
f v bodě x ve směru v rozumı́me vlastńı limitu

D+
v f(x) = lim

t→0+

f(a+ tv)− f(a)

t
.

Definice. Pro funkci f : Rn → R definujme zobecněnou derivaci ve směru v ∈ R
n

předpisem

D◦
v f(x) = lim sup

(y→x,tց0)

f(y + tv)− f(y)

t
.

Věta (Rademacher). Necht’ G ⊂ R
n je otevřená a f : G → R

m je Lipschitzovská.
Pak f je diferencovatelná skoro všude.

D̊ukaz. Viz. [8], str. 122, věta 30.3.

Definice. Necht’ V : Rn → R je lokálně Lipschitzovská funkce. Potom Clarke̊uv
zobecněný gradient funkce V v bodě x definujeme jako

∂V (x) = co{ lim
n→∞

∇V (xn); xn → x, xn /∈ M},

kde M je množina nulové mı́ry, kde neńı ∇V definován.

Podle Rademacherovy věty existuje∇V skoro všude, tedy je předchoźı definice
korektńı.

Definice. Funkci f : Rn → R nazveme regulárńı, pokud pro každé x ∈ R
n

(i) D+
v f(x) existuje pro každé v ∈ R

n,

(ii) a pro každé v ∈ R
n plat́ı D+

v f(x) = D◦
v f(x).

Př́ıklad. Necht’ W : ∆n → R je hladká funkce. Ukažme, že W je potom regulárńı.
Necht’ x ∈ ∆n a v ∈ R

n takové, že existuje η > 0 splňuj́ıćı x+ηv ∈ ∆n. Potom
protože W je hladká funkce, D+

v W existuje a prvńı podmı́nka regularity je tedy
splněna.

Necht’ dále xm → x a tm ց 0 jsou posloupnosti takové, že plat́ı xm+tmv ∈ ∆n

pro každé m ∈ N. Nyńı chceme ukázat

lim sup
m→∞

W (xm + tmv)−W (y)

tm
= lim

t→0+

W (x+ tv)−W (x)

t
.

Plat́ı

W (xm + tmv)−W (xm) = [W (xm + σtmv)]σ=1
σ=0 =

∫ 1

0

DW (xm + σtmv)tmvdσ.

Předchoźı rovnost vydělme tm a odečtěme DW (x)v. Naš́ım ćılem je tedy ukázat

∫ 1

0

(DW (xm + σtmv)− DW (x))vdσ → 0, m → ∞.
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Funkce W je hladká, funkce ∂W
∂xi

jsou spojité na kompaktu ∆n pro 1 ≤ i ≤ n
a jsou tedy na ∆n stejnoměrně spojité. Zvolme ε > 0 a nalezněme δ > 0 takové,
že pokud plat́ı |x − y| < δ, potom |∂W

∂xi
(x) − ∂W

∂xi
(y)| < ε pro každé 1 ≤ i ≤ n.

Nalezněme n0 ∈ N takové, že pro m ≥ n0 plat́ı |xm + tmv − x| < δ. Potom pro
m ≥ n0 plat́ı

∫ 1

0

(D(W (xm + σtmv) − W (x)))vdσ

=

∫ 1

0

(

n
∑

i=1

(

∂W

∂xi

(xm + σtmv)−
∂W

∂xi

(x)

)

vi

)

dσ

<

∫ 1

0

ε

n
∑

i=1

vidσ = ε

n
∑

i=1

vi,

pro každé ε > 0 a podle Heineho věty je tedy splněna i druhá podmı́nka regularity.

Věta 3.2 (řet́ızkové pravidlo). Necht’ I je interval a x : I → R
n je řešeńım

problému (3.1) na I. Necht’ t ∈ I a V : R
n → R je regulárńı Lipschitzovská

funkce. Potom funkce V (x(t)) je absolutně spojitá, d
dt
V (x(t)) existuje skoro všude

a pro skoro všechna t ∈ I plat́ı

d

dt
V (x(t)) ∈

⋂

ξ∈∂V (x(t))

ξTF (x(t)) (3.4)

kde
ξTF (x(t)) = {c ∈ R; c = ξTη pro nějaké η ∈ F (x(t))}.

D̊ukaz. Viz [10], str. 1911, Theorem 2.2.

Z d̊ukazu řet́ızkového pravidla v p̊uvodńım článku vyplývá, že inkluze (3.4)
je ekvivalentńı s rovnost́ı

d

dt
V (x(t)) = ξTη (3.5)

pro všechna ξ ∈ ∂V (x(t)) a pro η ∈ F (x(t)) splňuj́ıćı

ẋ(t) = η.
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4. Disperzńı dynamika hry
o volbě teritoria

Pojem hra, jak jsme ho definovali v prvńı kapitole, použ́ıváme k nalezeńı sta-
bilńıch bod̊u jistých dynamických proces̊u. Uvědomme si, že popis této dyna-
miky hra ve skutečnosti neobsahuje. Teoreticky by tento fakt mohl p̊usobit pro-
blémy, ukazuje se však, že při explicitńı specifikaci konkrétńı dynamiky odpov́ıdaj́ı
řešeńı př́ıslušných diferenciálńıch rovnic evolučně stabilńım strategíım či Na-
shovým ekvilibríım. Př́ıkladem budiž tzv. replikátorová rovnice, pro kterou plat́ı,
že každá ESS je asymptoticky stabilńım řešeńı př́ıslušné replikátorové rovnice.
Tento výsledek je dokázán v [5].

V této kapitole poṕı̌seme dynamiku hry o volbě teritoria pomoćı tzv. disperzńı
dynamiky a poṕı̌seme pravidla pro disperzi postačuj́ıćı pro konvergenci řešeńı
př́ıslušných diferenciálńıch rovnic k evolučně stabilńımu IFD.

4.1 Disperzńı dynamika

Disperzi popisujeme zobrazeńım D : Rn → R
n×n reprezentovaným matićı. Prvek

matice dij(m), i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde m = (m1, m2, . . . , mn) je vektor abso-
lutńıho rozložeńı populace, označuje pravděpodobnost, že za časovou jednotku
se jedinec obývaj́ıćı j-tou plošku přesune do i-té plošky. Potom pro změnu veli-
kosti populace v i-té plošce plat́ı vztah

dmi

dt
=

n
∑

j=1

(dij(m)mj − dji(m)mi), (4.1)

kde členy dij(m)mj odpov́ıdaj́ı imigraci do i-té plošky a členy dji(m)mi vyjadřuj́ı
emigraci jedinc̊u z i-té plošky do plošek jiných. Člen dii(m)mi se v předchoźı
sumě odečte, můžeme tedy prvek zvolit dii(m) tak, aby platilo

∑n

i=1 dij(m) = 1.
Všechny prvky dij(m) jsou zřejmě nezáporné.

Pro p ∈ ∆n definujme nyńı pomocné zobrazeńı funkci φ : ∆n → R
n předpisem

φ(p) = (p1M, p2M, . . . , pnM). Definujme nyńı D∗ : ∆n → R
n×n předpisem

D∗ = D ◦ φ, tedy zobrazeńı D∗ nabývá stejných hodnot pro odpov́ıdaj́ıćı
si vektory p a m. Zobrazeńım D budeme v daľśım textu kv̊uli jednoduchosti
rozumět zobrazeńı D∗.

Pokud vyděĺıme rovnost (4.1) aktuálńı velikost́ı populace M , dostáváme d́ıky
úmluvě z předchoźıho odstavce rovnost pro jednotlivé složky

dpi
dt

=

n
∑

j=1

(dij(p)pj − dji(p)pi). (4.2)

Soustavu n diferenciálńıch rovnic tvaru (4.2) pro i = 1, . . . , n nazveme disperzńı
dynamikou. Tuto soustavu pro jednoduchost zapisujeme ve vektorovém tvaru

dp

dt
= D(p)p− p, (4.3)

16



všimněme si však, že pro i, j ∈ {1, . . . , n} splňuj́ıćı i 6= j máme

∂

∂pj

(

n
∑

j=1

(dij(p)pj − dji(p)pi)

)

6=
∂

∂pj
(D(p)p− p)i,

a pro výpočet Jakobiho matice disperzńı dynamiky muśıme tedy použ́ıt p̊uvodńı
rovnice (4.2).

Věta (Brouwerova o pevném bodě). Necht’ K ⊂ R
n, K konvexńı kompaktńı ne-

prázdná. Necht’ f : K → K je spojitá. Potom f má pevný bod, tj. existuje x ∈ K
takové, že plat́ı f(x) = x.

D̊ukaz. Viz. [2], str. 253, Theorem 5.1.3.

Věta 4.1 (Cressman, Křivan: [1]). Necht’ D : ∆n → R
n×n je nav́ıc spojité a po-

zitivńı, tj. dij(p) > 0 pro každé i, j ∈ {1, . . . , n}, a plat́ı, že dij(p) neńı klesaj́ıćı,
pokud kvalita i-té plošky roste, a dij(p) neńı rostoućı, pokud roste kvalita j-té
plošky, tedy

∂dij(p)

∂pi
≤ 0 a

∂dij(p)

∂pj
≥ 0.

Potom existuje lokálně asymptoticky stabilńı stacionárńı bod p∗ ∈ ∆n, pro které
nav́ıc plat́ı p∗i > 0 pro každé i ∈ {1, . . . , n}, neboli v populaci ve stavu p∗ jsou
všechny plošky obsazené.

D̊ukaz. Zobrazeńı p → D(p)p je spojité ze spojitosti zobrazeńı D. Zobrazeńı
D(p)p je dále z ∆n do ∆n, množina ∆n je konvexńı, kompaktńı a neprázdná. Podle
Brouwerovy věty o pevném bodě existuje p∗ ∈ ∆n takové, že plat́ı D(p∗)p∗ = p∗

a tedy dostáváme

(D(p∗)p∗)i = p∗i =

n
∑

k=1

dki(p
∗)p∗i .

Potom p∗ je stacionárńı bod disperzńı dynamiky. Protože D je pozitivńı, plat́ı

0 <

n
∑

j=1

dij(p
∗)p∗j = (ei, D(p∗)p∗) = p∗i ,

č́ımž jsme ukázali, že pro rozděleńı p∗ jsou všechny plošky obsazené.
Ukažme nyńı asymptotickou stabilitu rozděleńı p∗ pomoćı linearizace. Položme

fi(p) =
n
∑

j=1

(dij(p)pj − dji(p)pi)

a definujme pomocné zobrazeńı F předpisem F (p) = (f1(p), f2(p), . . . , fn(p)).
Nyńı můžeme zapsat disperzńı dynamiku ve vektorovém tvaru dp

dt
= F (p). Li-

nearizujme nyńı zobrazeńı F v bodě p∗, tedy položme Q = ∇F (p)(p∗). Potom
z rovnosti (4.2) plat́ı

qij =
∂dij(p

∗)

∂pj
p∗j + dij(p

∗)−
∂dji(p

∗)

∂pj
p∗i pro i 6= j.

Z podmı́nek na funkce dij z nerovnosti dij(p
∗) > 0 dostáváme qij > 0 pro i 6= j.
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Jelikož determinant, a tedy ani vlastńı č́ısla matice se transponováńım neměńı,
stabilitu můžeme vyšetřovat pro transponovanou úlohu. Protože plat́ı

n
∑

k=1

dki(p
∗) = 1

pro každé i ∈ {1, . . . , n}, muśı zároveň platit

n
∑

k=1

qki = 0.

Vektory (q1i, . . . , qni) jsou potom lineárně závislé a tedy 0 ∈ σ(Q), kde σ(Q) je
spektrum matice Q. Vlastńımu č́ıslu 0 odpov́ıdá levý vlastńı vektor x = (1, . . . , 1),
tedy plat́ı

xTQ = o.

Zřejmě vektor x je kolmý na množinu ∆n.
Nejprve ukažme, že podprostor kolmý na vektor x je invariantńı vzhledem

k matici Q. Necht’ tedy P je podprostor dimenze n− 1 kolmý na x a necht’ dále
vk ∈ P, k = 1, . . . , n−1, je báze prostoru P . Potom pro p ∈ P plat́ı p =

∑n−1
k=1 ckvk,

kde ck ∈ R jsou souřadnice vektoru p vzhledem k bázi vk. Nyńı poč́ıtejme

(Qp, x) = (

n−1
∑

k=1

Qckvk, x) =

n−1
∑

k=1

ck(Qvk, x) =

n−1
∑

k=1

(ckvk, Q
Tx) = 0

a tedy podprostor P je v̊uči matici Q invariantńı.
Můžeme nalézt podprostor P kolmý na vektor x tak, že ∆n ⊂ P . Protože P

je invariantńı v̊uči matici Q, stač́ı k vyšetřeńı stability disperzńı dynamiky, která
se pohybuje jen v prostoru P , uvažovat pouze vlastńı č́ısla př́ıslušná vlastńım
vektor̊um kolmým na vektor x.

Dı́ky invarianci prostoru P v̊uči Q neexistuje vlastńı vektor u př́ıslušný nule
takový, že u ∈ P , protože o /∈ P . Pro nenulové vlastńı č́ıslo λ a př́ıslušný vlastńı
vektor v z rovnosti

λ(v, x) = (λv, x) = (Qv, x) = (v,QTx) = 0

dostáváme, že vlastńı vektory př́ıslušné nenulovým vlastńım č́ısl̊um jsou na vektor
x kolmé. Podobně ukážeme kolmost i pro zobecněné vlastńı vektory.

Necht’ v je levý vlastńı vektor matice Q kolmý na vektor x. Potom v má
minimálně jednu a maximálně n−1 záporných složek. Pokud by tomu tak nebylo
a všechny složky by byly např́ıklad kladné, potom by nutně platilo (v, x) > 0,
což je ve sporu s ortogonalitou vektor̊u v a x.

Ukažme, že vlastńı č́ıslo λ ∈ σ(Q) př́ıslušné levému vlastńımu vektoru v
kolmému na vektor x má zápornou reálnou část, č́ımž dokážeme asymptotickou
stabilitu rozděleńı p∗.

Nalezněme j ∈ {1, . . . , n} takové, že |vj| = max1≤i≤n |vi|. Plat́ı |vj| > 0,
protože v 6= o. Z rovnosti vTQ = λvT dostáváme pro j-tou složku

n
∑

i=1

viqij = λvj.
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Převedeńım členu vjqjj na pravou stranu, vyděleńım vj a aplikováńım absolutńı
hodnoty na obě strany rovnice máme potom

|λ− qjj | =

∣

∣

∣

∣

∑

i 6=j qijvi

|vj |

∣

∣

∣

∣

<

∑

i 6=j |qijvi|

|vj|
≤
∑

i 6=j

qij = |qjj|,

přičemž ostrá nerovnost plat́ı, protože v má minimálně jednu a maximálně n− 1

záporných složek, a neostrá d́ıky nerovnostem qij > 0 a
∣

∣

∣

xi

xj

∣

∣

∣
≤ 1 platným pro

i 6= j. Ze vztahu
∑n

i=1 qij = 0 ihned dostáváme qjj < 0 pro každé j ∈ {1, . . . , n},
a tedy vlastńı č́ıslo λ má zápornou reálnou část a rozděleńı p∗ je asymptoticky
stabilńı.

Vrat’me se nyńı k p̊uvodńımu modelu navrženému Fretwellem a Lucasem v [4]
vedoućımu k definici IFD. Tento model, popsaný v druhé kapitole této práce,
uvažuje ideálńı živočichy, tedy živočichy, kteř́ı v každém okamžiku znaj́ı kvalitu
každé plošky a uśıdluj́ı se v plošce s kvalitou nejvyšš́ı. Ukažme nyńı, že za takových
předpoklad̊u je zobrazeńıD obecně nespojité v bodech odpov́ıdaj́ıćıch rozděleńım,
kdy dvě či v́ıce plošek má stejnou momentálńı kvalitu. V př́ıpadě, že existuje v́ıce
plošek s nejvyšš́ı kvalitou, předpokládáme, že živočichové si vyberou náhodně
jednu z nich.

Necht’ Vi jsou nav́ıc hladké pro každé i = 1, . . . , n. Pro spor předpokládejme,
že zobrazeńı D odpov́ıdaj́ıćı disperzi ideálńıch živočich̊u je spojité, tedy že zob-
razeńı dij je spojité pro každé 1 ≤ i, j ≤ n. Položme

W (p) = max
1≤i≤n

Vi(piM).

Necht’ p ∈ ∆n, p neńı IFD, a K ⊂ {1, . . . , n} je množina index̊u, pro které plat́ı
W (p) = Vk(p), přičemž množina K je alespoň dvouprvková. Předpokládejme dále

d

dpi
Vi(piM) 6=

d

dpj
Vj(pjM) pro i 6= j, i, j ∈ K. (4.4)

Protože p neńı IFD, existuje l /∈ K splňuj́ıćı pl > 0 a protože D odpov́ıdá disperzi
ideálńıch živočich̊u, muśı být dkl > 0 pro každé k ∈ K. Zvolme ε > 0 a zkonstru-
ujme rozděleńı pε tak, že polož́ıme pεl = pl − ε a pεk = pk +

ε
|K|

pro k ∈ K.

Nalezněme nyńı množinu index̊u K0, pro které plat́ı W (pε) = Vm(p
ε
mM) pro

každé m ∈ K0. Pokud zvoĺıme ε dost malé, bude K0 ⊂ K. Dı́ky (4.4) dostáváme,
že množina K \K0 je neprázdná a pro každé m ∈ K \K0 potom plat́ı dml(p

ε) = 0.
Jelikož jsme však volili ε libovolné, plat́ı toto obecně pro ε > 0 a tedy ze spojitosti
funkce dml pak dostáváme dml(p) = 0, což je spor, protože m ∈ K a z konstrukce
množiny K máme dkl(p) > 0 pro každé k ∈ K. Zobrazeńı odpov́ıdaj́ıćı disperzi
ideálńıch živočich̊u tedy neńı obecně spojité. Samotnou disperzńı dynamikou pro
ideálńı živočichy se zabýváme v př́ıkladu na konci kapitoly.

Pokud zobrazeńı D splňuje podmı́nky z Věty 4.1, dostáváme, že pokud je po-
pulace ve stavu IFD, neprob́ıhá mezi ploškami žádná disperze. Jedinci v takovou
chv́ıli, až na speciálńı př́ıpady, ztráćı možnost, jak sledovat změny v ostatńıch
ploškách, a po zbytek svého života z̊ustávaj́ı v jedné konkrétńı plošce, což je
výsledek, který neodpov́ıdá pozorováńı v př́ırodě, viz. [6], str. 3. Naš́ım daľśım
ćılem tedy bude rozš́ı̌reńı stávaj́ıćıho modelu tak, aby i v populaci ve stavu IFD
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prob́ıhala disperze. Jednou z možnost́ı, jak toho doćılit, je připustit nespojitost
zobrazeńı D, což se d́ıky předchoźımu pozorováńı pro ideálńı živočichy ukazuje
jako přirozený předpoklad.

V následuj́ıćı větě ukážeme, že řešeńı disperzńı dynamiky konverguj́ı k IFD
i za slabš́ıch předpoklad̊u, než vyžadoval p̊uvodńı model uvedený v [4], konkrétně
požadujeme, aby disperze nikdy neprob́ıhala z plošky s vyšš́ı kvalitou do plošky
s kvalitou nižš́ı (podmı́nka (i)) a v př́ıpadě, že existuje ośıdlená ploška s kvalitou
ostře menš́ı než maximálńı, se nějaćı jedinci přesunuli do plošky s nejvyšš́ı kvalitou
(podmı́nka (ii)). Stabilitu IFD ukážeme pomoćı Ljapunovské funkce

W (p) = max
1≤i≤n

Vi(piM).

Všimněme si, že k ověřeńı, že W je klesaj́ıćı funkce podél každého řešeńı disperzńı
dynamiky, nepožadujeme existenci derivace funkce W v každém bodě, ale hlad-
kost jednotlivých funkćı Vi, i = 1, . . . , n.

Věta 4.2 (Cressman, Křivan: [1]). Necht’ Vi, i = 1, . . . , n, jsou nav́ıc hladké a
jsou splněny následuj́ıćı dvě podmı́nky:

(i) Pokud Vi(piM) < Vj(pjM), potom nutně dij(p) = 0.

(ii) Necht’ Vi(piM) = max1≤k≤n Vk(pkM). Potom pro nějaké j ∈ {1, . . . , n}
splňuj́ıćı pj > 0 a Vi > Vj plat́ı dij(p) > 0.

Potom rozděleńı IFD je globálně stabilńı.

D̊ukaz. Naš́ım ćılem je nalézt Ljapunovskou funkciW : ∆n → R takovou, že podél
řešeńı rovnice (4.3) klesá a nabývá minimálńı hodnoty v IFD. Položme tedy

W (p) = max
1≤i≤n

Vi(piM)

a ověřme, že funkce W skutečně nabývá minima v IFD.
Necht’ p∗ ∈ ∆n je IFD př́ıslušné funkćım V1, V2, . . . , Vn a necht’ pro spor existuje

p ∈ ∆n, p 6= p∗, takové, že W (p) je minimálńı. Protože p 6= p∗, nutně existuje
j ∈ supp(p∗) takové, že pj < p∗j . Plat́ı tedy

W (p) ≥ Vj(pjM) > V (p∗M) = V ∗ = W (p∗),

což je spor s předpokladem, že p je minimálńı.
Uvažujme nejprve, že zobrazeńı D : ∆n → R

n×n je spojité. Předpokládejme
dále, že v konkrétńım čase t plat́ı, že p(t) ∈ ∆n neńı IFD. Necht’ K ⊂ {1, . . . , n}
je množina index̊u takových, že pro k ∈ K plat́ı W (p(t)) = Vk(pk(t)M). Zvolme
nyńı i ∈ K pevné. Protože p neńı IFD, existuje j ∈ {1, . . . , n} takové, že pj(t) > 0
a Vj < Vi. Potom podle podmı́nky (ii) plat́ı dij(p(t)) > 0. Pro k ∈ K, k 6= i, kv̊uli
spojitosti zobrazeńı D muśı být dik(p(t)) = 0. Protože plat́ı (i) a

n
∑

j=1

dji(p(t)) = 1,

muśı platit dii(p(t)) = 1. Nyńı

dpi
dt

=
n
∑

j=1

dij(p(t))pj(t)− pi(t) > 0,
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protože dii(p) = 1 a existuje j 6= i takové, že dij(p) > 0, a tedy funkce W je podél
řešeńı klesaj́ıćı.

Necht’ nyńı zobrazeńıD neńı spojité. Řešeńı takové disperzńı dynamiky potom
uvažujeme ve Filippovově smyslu, tj. jako řešeńı diferenciálńı inkluze (3.2).

Ukažme nejprve, že W = max1≤k≤n Vk je regulárńı funkce. Necht’ p ∈ ∆n

pevné a v ∈ R
n takové, že existuje η > 0 splňuj́ıćı p + ηv ∈ ∆n. Nalezněme

množinu K0 ⊂ {1, . . . , n} takovou, že pro každé k ∈ K0 plat́ı

W (p) = Vk(pkM) a D+
v W (p) = D+

v Vk(pkM). (4.5)

Pokud je množina K0 jednoprvková, splněńı druhé podmı́nky regularity v bodě
p ukážeme podobně jako pro hladkou funkci.

Pokud neńı, pro libovolné k ∈ K0 potom d́ıky druhé rovnosti v (4.5) dostáváme

W (p+ tv) = Vk((pk + tvk)M) + o(t), t → 0 + .

Druhou podmı́nku regularity opět ukážeme podobně jako pro hladkou funkci,
protože z definice o(t) v́ıme, že chyba o(t)

t
je v limitě t → 0+ zanedbatelná.

Necht’ p(t) je tedy řešeńı rovnice (4.3) ve Filippovově smyslu a předpokládejme,
že v konkrétńım čase t0 plat́ı, že p(t0) neńı IFD. Necht’K ⊂ {1, . . . , n} je množina
taková, že každé k ∈ K splňuje

W (p(t0)) = Vk(pk(t0)M)

a zároveň

W
′

+(p(t0)) = (Vk)
′

+(pk(t0)M) nebo W
′

−(p(t0)) = (Vk)
′

−(pk(t0)M),

kde f
′

+(τ) (resp. f
′

−(τ)) je derivace funkce f(t) zprava (resp. zleva) podle t v bodě
τ . Splněńı těchto podmı́nek můžeme požadovat, protože podle řet́ızkového pravi-
dla (Věta 3.2) existuje d

dt
W (p(t)) skoro všude.

Z definice Clarkeova zobecněného gradientu dostáváme

∂W (p(t0)) = co{ lim
m→∞

max
1≤k≤n

∇Vk(pmM); pm → p(t0), pm /∈ M},

kde M je množina bod̊u mı́ry nula, na které neńı zobrazeńı D spojité. Z hladkosti
funkćı Vk a volby množiny K můžeme pro w ∈ ∂W (p(t0)) psát

w =
∑

k∈K

ξk
dVk(pk(t0)M)

dpk
ek,

kde ek jsou vektory kanonické báze R
n a zároveň plat́ı

∑

k∈K ξk = 1. Podle ekvi-
valentńıho vyjádřeńı řet́ızkového pravidla (3.5) pro skoro všechna t plat́ı

dW (p(t))

dt
=
∑

k∈K

ξk
dVk(pk(t)M)

dpk

dpk(t)

dt
.

Z rovnosti
Vk(pk(t0)M) = Vl(pl(t0)M)

pro k, l ∈ K dostáváme derivaćı podle času

dVk(pk(t0)M

dpk

dpk(t0)

dt
=

dVl(pl(t0)M)

dpl

dpl(t0)

dt
.

21



Protože dVi

dpi
< 0 pro každé 1 ≤ i ≤ n, muśı mı́t pro všechna k ∈ K derivace dpk

dt

stejné znaménko. Pokud nemaj́ı všechny ośıdlené plošky stejnou kvalitu, potom
muśı d́ıky (i) a (ii) být tyto derivace kladné, W je tedy klesaj́ıćı a IFD je stabilńı.

Výše uvedená věta ukazuje stabilitu IFD i pro živočichy, kteř́ı nejsou ideálńı,
jelikož nepožaduje, aby se jedinci přesouvali př́ımo do plošky s nejvyšš́ı kvali-
tou, k čemuž by potřebovali znát kvalitu všech plošek v každý okamžik. Namı́sto
toho takovým živočich̊um stač́ı schopnost porovnat kvalitu své současné plošky
s nějakou jinou ploškou.

Př́ıklad (podle [7]). Ukažme nyńı konkrétńı tvar disperzńı dynamiky pro ideálńı
živočichy. Zvolme n = 3 a položme Vi(piM) = Bi(1−

piM

Ki
), ri, Ki > 0, i = 1, 2, 3,

kde Ki odpov́ıdá kapacitě dané plošky a Bi je jej́ı počátečńı kvalita. Označme
dále

G1 = {p ∈ ∆n;V1(p1M) > max{V2(p2M), V3(p3M)}},
G2 = {p ∈ ∆n;V2(p1M) > max{V1(p2M), V3(p3M)}},
G3 = {p ∈ ∆n;V3(p1M) > max{V1(p2M), V2(p3M)}}.

Definujme dále zobrazeńı D předpisem

D(p) =







D1 pro p ∈ G1,
D2 pro p ∈ G2,
D3 pro p ∈ G3,

kde

D1 =





1 1 1
0 0 0
0 0 0



 , D2 =





0 0 0
1 1 1
0 0 0



 a D3 =





0 0 0
0 0 0
1 1 1



 .

Zobrazeńı D je zřejmě po částech spojité, a tedy existuje řešeńı problému (4.3)
v Filippovově smyslu. Předpokládejme dále, že M je dostatečně velké, aby pro
IFD p∗ ∈ ∆3 př́ıslušné funkćım V1, V2, V3 platilo supp(p∗) = {1, 2, 3}. Potom plat́ı

p∗1 =
K1(r2r3(M −K2 −K3) + r1(K2r3 +K3r2))

M(K1r2r3 +K2r1r3 +K3r1r2)

p∗2 =
K2(r1r3(M −K1 −K3) + r2(K1r3 +K3r1))

M(K1r2r3 +K2r1r3 +K3r1r2)

p∗3 =
K3(r1r2(M −K1 −K2) + r3(K1r2 +K2r1))

M(K1r2r3 +K2r1r3 +K3r1r2)
.

Uvažujme nyńı řešeńı procházej́ıćı bodem p ∈ ∆3, který splňuje

V1(p1M) = V2(p2M) > V3(p3M). (4.6)

Potom máme

D(p) = λD1 + (1− λ)D2 =





λ λ λ
1− λ 1− λ 1− λ
0 0 0



 ,
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kde λ ∈ [0, 1]. Disperzńı dynamika pro řešeńı klouzaj́ıćı po ploše tvořené body
splňuj́ıćımi (4.6) má potom tvar

dp1
dt

= λ− p1

dp2
dt

= 1− λ− p2

dp3
dt

= −p3.

Zabývejme se nyńı hodnotou zobrazeńı D v bodě p∗, tj. v IFD. Zřejmě plat́ı

D(p∗) = λD1 + µD2 + (1− λ− µ)D3

pro nějaká λ, µ ≥ 0, λ+µ ≤ 1. Protože ale při IFD plat́ı D(p∗)p∗ = p∗, dostáváme
λ = p∗1, µ = p∗2, 1− λ− µ = p∗3 a tedy

D(p∗) =





p∗1 p∗1 p∗1
p∗2 p∗2 p∗2
p∗3 p∗3 p∗3



 .
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[7] Křivan, V.: Evolutionary games and population dynamics. Proceedings
of Seminar in Differential Equations. Kamenice nad Lipou, Volume II, ed.
P. Drabek. Vydavatelsky servis, Plzen, 2009.
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Seznam použitých zkratek a
symbol̊u

∆n množina smı́̌sených strategíı str 4
supp p nosič strategie p (support) str. 4
NE Nashovo ekvilibrium (Nash equilibrium) str. 5
ESS evolučně stabilńı strategie (evolutionarily stable strategy) str. 6
LSC lokálńı podmı́nka převahy (local superiority condition) str. 6
IFD ideálńı volné rozděleńı (ideal free distribution) str. 8

D+
v f(x) jednostranná derivace funkce f ve směru v v bodě x str. 14

D◦
v f(x) zobecněná derivace funkce f ve směru v v bodě x str. 14
∂V (x) Clarke̊uv zobecněný gradient funkce V v bodě x str. 14
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