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Seznam zkratek a znaceni

R, N... mnozina realnych ¢isel, mnozina prirozenych cisel

R"™ ... n-dimenziondlni euklidovsky prostor nad télesem realnych cisel
(a,b), [a,b] ... otevieny, uzavieny interval s krajnimi body a,b € R
JG(zx) ... jakobian funkce G v bodé z

||.]| ... maximova norma

B(x,¢€) ... oteviené e-ové okoli bodu z

B(x,€) ... uzaviené e-ové okoli bodu x

VF = <6F oF - 8F> ... gradient funkce ' : R" — R!

dz1? Jzg? " Dy
Tz ... usecka s krajnimi body x,z € R"
e, =(0,...,0,1,0,...,0)... vektor, na jehoz i-tém misté je 1 a mimo nuly
C(la, b)) ... mnoZina spojitych funkei na intervalu [a, b]
C*([a,b]) ... mnoZina spojité diferencovatelnych funkci az do fadu k na intervalu [a, b]
H?(a,b) = {u € L*(a,b)| D®u € L*(a,b) V|a| <2}... Soboleviv prostor
funkci u € L?(a,b) takovych, Ze pro kazdy multiindex «,
|a| <2 nalezi slab4 parcialni derivace D*u do L*(a, b).
HZ(a,b) = {u € H*(a,b)|u(a) = v'(a) = u(b) = «'(b) = 0}
A B € R™™ ... matice typu n x m
A, ... -ty fadek matice A

U,¥,®... vektory prislusného rozmeéru



Uvod

Pro hledani kotent funkce f : R — R existuji riizné numerické metody. Mezi né
patii klasickd Newtonova metoda, ktera je také znama pod nazvem metoda tecen.
Jeji idea spocivé v linearizaci funkce f(z) v okoli bodu 2° pomoci Taylorovy fady.
K tomu je ale potfebné, aby funkce byla spojita v daném bodé a aby v tomto
bodé existovala nenulova prvni derivace. Tato linarizace je dana vztahem

flx) = f@°) + f'(2°)(z —2°) xeB(°6),d>0.
Misto f(z) = 0 budeme fesit ilohu f(z) = 0, kterd ma feseni
o f(a°
f1(@0)
Newtonova metoda tedy zacind odhadem kofene, tim, Ze zvolime pocatecni pfi-

blizeni 2°. V tomto bodé sestrojime te¢nu ke grafu funkce f a priisecik této tecny
s x-ovou osou pouzijeme jako dalsi odhad kotene:

ol — 0 f(z°)
f'(@)

Tr=2x

Z aproximace z' lze dostat obdobné

22— ol _ f(z1)
f'(@h)

a tak dal, dokud neziskdme v k-tém iteraci feSeni f(2*) = 0, které uz mtize byt
blizko feSeni ptivodni tlohy. Prvni krok metody je graficky znazornén na Obraz-
ku 1.

Vyhoda Newtonovy metody je jeji rychla konvergence, nebot je to metoda 2. fadu
v pripadé, ze kofen mé nasobnost 1. K tomu ale je nutné, aby pocatecni apro-
ximace 2° leZela v dostatecné blizkém okoli kofene funkce f. Pro hladkou funkci
vsak takové okoli vzdy existuje.

Nevyhodou této metody je, ze neni globalné konvergentni.

Vznika pfirozena otazka, jak by bylo mozné klasickou Newtonovu metodu modi-
fikovat nebo zobecnit pro nehladké, ne vsude diferencovatelné funkce tak, aby se
zachovala rychlé lokalni konvergence.

Prace je rozdélena do dvou casti. V prvni kapitole se sezndmime se ¢tyimi al-
goritmy pro hledani kofene lokalné lipschitzovské resp. po ¢astech linearni funk-
ce, které vznikly modifikaci klasické Newtonovy metody. Klicovy krok pro jejich
definici bude pojem Newtonovska aproximace funkce. Nasledné dokazeme kon-
vergencni vlastnosti téchto algoritmt. Tato kapitola méa resersni charakter, jejim
jedinym zdrojem byla monografie [1].

Druhé kapitola je vénovana pouziti Algoritmu 4 k numerickému feSeni variac-
ni nerovnice, ktera popisuje chovani nosniku namahaného silou, jehoz prihyb je
zdola omezen prekazkou. Algoritmus 4 je implementovan v programu Matlab,
vysledky jsou shrnuté do tabulek a nékteré zajimavéjsi situace jsou znazornény
na obrazcich.



-

Obrazek 1: Prvni krok klasické Newtonovy metody



1. Lokalni nehladké Newtonovy
metody

Nejprve budeme hledat feseni systému nehladkych rovnic tvaru
G(z) =0, (1.1)

kde G : Q@ C R"™ — R” je lokalné lipschitzovska funkce na oteviené mnoziné
). Podobné jako v klasické Newtonové metodé pro funkci jedné proménné v
pripadé€, ze funkce G je spojité diferencovatelnd v €2, je pfirozenou aproximaci G
jeji linearizace ve stavajici iteraci z*:

G(2F) + JG(a*) (x — 2"), (1.2)
kde JG(2*) znadi jakobidn funkce G' v bodé z*. Nésledujici iteraci 2! vypodi-
tame jako Treseni ulohy

G(z") + JG(2) (2" — 2¥) = 0. (1.3)
Piepisme (1.3) dosazenim d := 2**! — 2* na tvar
G(2") + JG(2")d = 0, (1.4)

jejiz feseni oznacime d*. Iteraci "' pak ziskdme ze vztahu zFt! = d* 4 2*.
Poznamenejme, Ze JG(z*)d dobfe aproximuje rozdil G(z* + d) — G(2*) pro malé
d, nebot plati:

LG = Gt + d) + G|
250 1]

= 0. (1.5)

Problém nastava, pokud G neni diferencovatelné zobrazeni a tedy jakobian JG ne
vsude existuje. Proto se pro nase dalsi icely bude hodit vztah, ktery neobsahuje
explicite jakobian JG. Uvazujme mnozinu A(x) téch funkei A(z,.) z R” do R",
pro které A(x,d) aproximuje rozdil G(x + d) — G(z) v okoli d = 0. Vyuzitim
myslenky (1.5) pak zobecnime (1.4) tim, Ze budeme piedpokladat, ze Newtonova
itera¢ni rovnice je dana vztahem

G(2") + A(2*,d) = 0, (1.6)

kde G(z*) + A(x*, d) aproximuje G(z* + d) pro malé d, A(z*,.) € A(z*).
Protoze o pouzitelnosti metod nejvic rozhoduje rychlost konvergence, uvedeme
definici, ktera shrnuje zakladni typy rfadu konvergence:



Definice 1. Rekneme, Ze posloupnost {xk} € R"™ konverguje k bodu z* € R"

o ()-linedrne, jestlize

' ka-i-l _ x*H
limsup ————— < 00
koo |[2h — 2]
o ()-superlinearne, jestlize
) ||$k+1 _ .I'*”
limsup ——+ =0
koo |77 — 2]
o ()-kvadraticky, jestlize
' ||$k+1 _ $*||
limsup — < o0,

hooo ||2% — a2

pritom predpokldddme, Ze x* # x* Vk € N.

1.1 Newtonovska aproximace funkci

Pro vybudovani aparatu, ktery ndm umozni zkoumat lokalni nehladké Newtono-
vy metody, budeme potfebovat, aby funkce A(z,.) patfici do A(x) mély néjaké
rozumné vlastnosti. Nasledujici definice bude pro nas zakladnim kamenem a za-
chycuje vlastnosti, které od nich budeme pozadovat.

Definice 2. Necht G : Q@ C R" — R™ (kde 2 je oteviend mnoZina) je lokdlné
lipschitzovskd funkce. Rekneme, Ze G md Newtonovskou aproximaci v bodé
T € Q, pokud ezistuje okoli O C Q, & € Q' a funkce A : (0,00) — [0,00) s
vlastnosti

lim A(t) =0

t—04

takové, Ze pro kazdy bod x € Y existuje mnozina A(x) zobrazeni z R" do R™
magjict nasledugici dvée vlastnosti:

a.) A(z,0) =0 proV A(z,.) € A(z), Vo € V', © # T;
b.) proV A(x,.) € A(x), Vo € ', x # T plati

|G (2) + Az, 7 — 2) = G(7)]]
||z — 2]

< A(lle = 2[]). (1.7)

Pak A nazveme systémem Newtonovskych aproximaci funkce G v Z. Pokud
misto b.) poZadujeme silnéjsi poZadavek a sice

b’.) existuje konstanta L' > 0 takovd, Ze pro YA(zx,.) € A(zx), Vo € Q, x # T
platt
IG(z) + Az, 7 — z) — G(z)||

|z — [ |?

<, (1.8)




pak Tekneme, Ze G md silnou Newtonovskou aproximaci v 7 a A nazveme
systémem silnych Newtonovskych aproximaci funkce G v .
Pokud je jesté splnénd dodatecnd podminka:

c.) necht m = n a A je mnoZina stejnomérné lipschitzovskych homeomorfismi
na Y, to jest 3 Ly > 0,3eq > 0 takové, Ze proV A(z,.) € A(z), Ve € U,z # &
existuji dvé oteviené mnoziny U,,V,, obé obsahujici B(0,e4) tak, Ze A(z,.) je
lipschitzovsky homeomorfni zobrazeni U, na V,, pricemz inverzni zobrazeni k zi-
Zenému zobrazeni A(zx,.) | U, md modul lipschitzovskosti L4 ( situace je zndzor-
nénd na Obrdazku 1.1),

pak tekneme, Ze silna Newtonovska aproximace je nesingularni, a Ze sys-
tém silnych Newtonovskych aproximaci A je nesingularni.

Obrazek 1.1: Situace z pfedpokladu c.) Definice 2

Nékolik poznamek k definici:

e Dulezité je si uvédomit, ze jedina vlastnost, kterou od funkce A pozadu-
jeme, je jeji limitni vlastnost. Tvar této funkce a jeji dalsi vlastnosti nas
nezajimaji.

e Predpoklad a.) nefika nic jiného, nez Ze se model (1.6) shoduje s G(x) pro
d=0.

e Predpoklady b.) a b’.) miizeme ekvivalentné psat v nasledujicim tvaru:

|G(z) + Alz, 7 —2) = G(@)]| _

lim — 07
a7, Az,)EA() |z — Z||
resp.
G Alr,z —x) — G(Z
iy 1C@ + Az =0 6@ _
z—T, A(z,.)EA(z) ||.T - SL’||

Tyto predpoklady fikaji, ze funkce G(z) + A(x,z — x) dobfe aproximuje
hodnotu G(Z). Ve skute¢nosti to ale neznamend, ze dobfe aproximuje G(x)
na celém okoli daného bodu 7.

e Pozadavek c.) miizeme pouzit jen pokud m = n, ale definice Newtonovské
aproximace ma smysl i pro pripad m # n. Vétsinou nas ale bude zajimat
pravé piipad m = n. Vyznam c.) spo¢ivd v tom, Ze zarucuje napiiklad
Fesitelnost rovnice (1.6) na okoli Z.
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e Inverzni zobrazeni k ztiZenému zobrazeni A(z,.) | U, budeme v dal$im pro
jednoduchost znacit A~!(z,.). Jeho definiénim oborem bude V, a oborem
hodnot U, z ¢asti c.) Definice 2.

1.2 Nehladka Newtonova metoda

Definice Newtonovskych aproximaci ndm umozni rozsitit klasickou Newtonovu
metodu pro feSeni nehladké rovnice. Nehladkd Newtonova metoda zaciné stejné
jako klasicka: predpokladame, ze mame dany pocéatecni bod 2° € R™. Pomoci
tohoto bodu vypocitame prvni iteraci a pokracujeme dale, dokud nedostaneme
k-tou iteraci, pro kterou plati G(z*) ~ 0. Formalni rozdil mezi obéma metodami
spociva v iteracni rovnici, ktera v pripadé nehladké Newtonovy metody mize mit
vice TeSeni, jak uvidime z nésledujiciho schématu metody.

Algoritmus 1:

Déano: 2° € R", e > 0

1.krok: poloz k£ =0

2.krok: pokud G(z*) = 0, pak algoritmus kon¢i

3.krok: zvol n&jaky prvek A(z",.) € A(x*) a nalezni vektor d* € B(0,¢) tak, Ze
plati

G(2") + A(z*,d*) =0 (1.9)

4.krok: poloz ¥t = 2% 4 d*, k <~ k + 1 a jdi na 2.krok

Ukoncovaci kritérium G(z%) = 0 ve 2. kroku je idedlni pozadavek, ktery v praxi
téméf nikdy nenastane. Vétsinou misto toho pouzivame podminku |G(z*)| < u,
kde p > 0 je pfedem dané tolerance. Dalsi nedostatek Algoritmu 1 spociva v rov-
nici (1.9), kterou je zbytecné fesit presné, proto budeme tuto metodu v dalsim
modifikovat. Pfedtim ale ukazeme, ze Nehladkda Newtonova metoda za urcitych
predpokladii zachovéava rychlou lokalni konvergenci klasické Newtonovy metody.

Véta 1. Necht G : Q CR"™ — R"™ (kde §) je oteviend mnoZina) je lokdlné lipschi-
tzovskd funkce na okoli & € ) a necht plati G(Z) = 0. Predpokladejme, Ze G
ma nesinguldrni Newtonovskou aprozimaci A v T. Pak pro Ve € (0,€e4] ezistuje
okoli B(Z,0) takové, Ze pokud z° € B(Z,0), Algoritmus 1 generuje jedinou po-
sloupnost {xk}, kterda konverguje Q-superlinedrné k x. Navic pokud Newtonovskad
aprozimace A je silnd, 1ad konvergence je Q-kvadraticky.

Diikaz. Zvolme pevné e € (0, e4]. Poznamenejme, Ze €4 je stejné jako v c.) De-
finice 2. Podle pfedpokladu G ma nesingularni Newtonovskou aproximaci, tedy
podle vlastnosti b.) Definice 2 lze najit § > 0 takové, ze pro Vx € B(Z,d) a pro
VA(z,.) € A(x) plati

|G (z) + Az, = 2)|| = [|G(z) + Az, 7 —2) = G(2)]] < %Hx—ﬂ?!l, (1.10)
A



kde L 4 je lipschitzova konstanta z podminky c.) Definice 2. Protoze G je lokalné
lipschitzovska na okoli € {2 s modulem lipschitzovskosti L, miizeme zvolit 0 <
6 < min {%, £} tak, ze pro Vz € B(Z, ) plati

|G(@)|| = [lG(z) = G(@)]| < Ll|lz = 7| < Lo < e (1.11)

Jestlize 2* € B(Z, §), pak (1.11) zarucuje, Ze itera¢ni rovnice (1.9) m4 jediné feseni
na okoli U,x, nebot jsme predpokladali, Ze G ma nesingularni Newtonovskou
aproximaci v Z. Nyni vyjadiime toto feseni d* z rovnice (1.9):

d" = A", -G(2")). (1.12)
Dale budeme potiebovat nasledujici vztah:
b — i = (7 —aF) = —AT (2", A(2", 7 — 2")). (1.13)

K tomu, abychom dokizali, ze =¥ € B(7,d) Vk € N, pouZzijeme matematickou
indukci:

e Pro pocatecni iteraci 2° € B(Z, ) plati ||2° — Z|| < ¢ dle pfedpokladu.
e V indukénim kroku ptedpokladejme, Ze ||z* — Z|| < 4.

e Nasim cilem bude dokdzat, Ze |[z*T1 — Z|| < §. Plati, Ze

[ —F|| = [+ db — ) "2 |k AT, —Ga) — 3|
)
= AN @F, —G(a") — ANk, AR, F — 2h))|| <
(1.10)
< La||G(ab) + A( i — )| <
1 1

Dokézali jsme tedy, ze pokud 2° € B(Z,4), pak kazdy bod z* definovany Algo-
ritmem 1 patii do B(Z, ). Odtud plyne

3
[0 = M) < e = F]| (17 - 2] < 50 < e

Tedy d* = 2! — 2% € B(0, ¢) a navic existuje jediny d* fesici (1.9). Proto {z*}
je jedina. Déle plati, ze

(L.7)
" = 3] < LallG(") + A(@*, 2 = 2M)[| < Lall2® — 2| A|l2" - 2]),

z ¢ehoz plyne Q-superlinedrni konvergence. Pokud je splnéno (1.8) misto (1.7),
pak se da podobné dokazat, ze fad konvergence je Q-kvadraticky. O

Nyni ukazeme, ze pokud G je spojité diferencovatelnd na okoli feseni = a
JG(Z) je nesingularni, pak nehladka Newtonova metoda se redukuje na klasickou
Newtonovu metodu, ktera spliuje predpoklady Véty 1. Poznamenejme, Ze jestlize
G je spojité diferencovatelna na okoli Q, 7 € €2, pak jakobidn JG(z) existuje pro
Vo € Q. Mnozina A(z) se sestava z jediného prvku: A(x) = {A(x,d) = JG(z)d}.
Jak jsme uz zminili vyse, potfebujeme ovérit predpoklady Véty 1, tj. ukazat, ze
GG mé nesingularni Newtonovskou aproximaci reprezentovanou pravé touto A(z).
Ovéfime proto vlastnosti a.), b.), b’.), c.) Definice 2, za pfedpokladu, ze G je
spojité diferencovatelna na okoli 7.



e vlastnost a.) je trividlné splnéna.

e protoze JG(Z) je nesingularni, existuje okoli Q2 bodu Z a konstanta L > 0
tak, ze |[JG(z)|| < L a |[|[JG™!(z)]| < L pro Yz € Q. Je zfejmé, ze pro
Vak € Q jsou A(z*,.) a A71(a*,.) globaln& lipschitzovsky homeomorfni se
spole¢nou lipschitzovskou konstnatou L. Odtud vlastnost c.) v Definici 2 je
ziejmeé splnéna.

e b.),b’.) ovéfime tim, Ze dokédZeme obecnéjsi tvrzeni:

Véta 2. Necht G = (G1,Ga, ..., G,) : R* — R" je spojité diferencovatelnd
funkce na okoli Q2 bodu &. Potom ezistuje neklesajici funkce A : (0,00) —

[0,00) s vlastnosti
lim A(t) =0,
t—0
pro kterou plati
1G(2) + JG(x)(z —2) = G(2)|| < [z = 2[|A(lle = 2[])  pro Vu,z €

Navic, pokud JG je lipschitzovsky spojity na okoli T, potom ezistuje okoli
Q' CQ bodu T a konstanta L' > 0 tak, Ze plati

|G(z) + JG(z)(z — x) — G(2)|| < L'||x — 2| pro Vr,ze€Q.

Diikaz. Pro dané z, z € ) a libovolnou slozku G; : R" — R z véty o stfedni
hodnoté plyne

Gj(w) = Gj(2) + VG;(y ()" (x - 2),
kde 3/ (z) € 7z. Odtud

(Gi(2) = Gi(2) = VG(2) (¢ = 2)| = |(VG;(y(2)) = VG;(x))" (v = 2)| <
< (VG () = VG (@) |l I(z - 2)].

Protoze G; € C*'(Q), méame
lim [[VG,(4/ () — VG, ()] = 0.
Tudiz staci polozit

Alt) == sup  [[VG;(y) = VG;()]].

z,y€Q,||z—yl[<t
Pro libovolnou slozku G tedy plati
|Gj(2) = Gj(2) = VGj(2)" (x — 2)| < |Ja = 2| A(||lx — =]]).
Protoze

1G (@) + JG(@)(z ~ ) = G| = max [Gy(x) = Gy(2) = VGy(a) (o= 2)],

-----

dostaneme

|G (2) + JG(2)(2 — 2) = G(2)|| < ||z = 2| A(]]x = =]]).
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Pokud gradient VG; je lipschitzovsky na okoli s konstantou L; > 0,
potom:

IVGi(y' () = VGj(2)]] < Lilly' () — =l < Lyl — 2],
odkud
Gj(2) + VGj(2)" (v = 2) = G(2)| < Lyllz — |,
pro libovolnou slozku G;. Obdobné

1G(2) + JG(x)(z —2) = G(2)]] = max |Gj(z) = Gj(2) — VGj(2)" (z = 2)|

Jj=1,...,
< Ll — 2%

odtud mame dokézan i druhy vztah pro

]

Oveérili jsme, ze pokud funkce G je spojité diferencovatelna na okoli bodu Z,
G(Z) = 0 a JG(Z) je nesingularni, pak G ma nesingularni Newtonovskou apro-
ximaci. To znamend, z Véty 1 dostaneme znamé konvergencni vysledky klasické
Newtonovy metody.
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1.3 Nepresna nehladka Newtonova metoda

Jak jsme uz zminili v pfedchozi ¢asti, je casové velmi narocné a zbytecné fesit
Newtonovu iteraéni rovnici (1.9) pfesné, nebot v praxi vétSinou pracujeme s né-
jakou predem danou piesnosti. To samé plati i kdyz model A(z,.) je linedrni,
ale moc velky. Proto nehladkou Newtonovu metodu modifikujeme a ukazeme, Ze
nové zavedend metoda bude mit stejné konvergenc¢ni vlastnosti jako ta ptivodni.

Algoritmus 2:

Déno: 2° € R", ¢ > 0 a posloupnost nezédpornych ¢isel {n;}

1.krok: poloz k£ =0

2.krok: pokud G(z*) = 0, pak algoritmus kon¢i

3.krok: zvol A(z*,.) € A(x) a nalezni vektor d* € B(0, ¢) tak, ze plati

G(2") + A(aF, d¥) = ¥, (1.14)
kde r* spliiuje
M| < e [|G (") (1.15)

4.krok: poloz ¢! = zF + d*, k «+ k41 a jdi na 2.krok

Jak patrno, Nepfesna nehladkd Newtonova metoda ma podobny tvar jako pted-
chozi pfesnd metoda az na to, ze misto (1.9) fesime (1.14) s pravou stranou spl-
fiujici (1.15). Na prvni pohled neni jasné, pro¢ by mél takovy vektor d* € B(0, ¢)
existovat. Proto nejprve uvedeme a dokazeme lemma, které garantuje existenci
feseni d* v 3. kroku Algoritmu 2 pro kazdy r* spliujici (1.15).

Lemma 1. Necht G : @ C R" — R" (kde Q2 je oteviend mnoZina) je lokdlné
lipschitzovskd funkce na okoli & € Q a necht plati G(Z) = 0. Predpoklddejme, Ze
G md nesinguldrni Newtonovskou aprozimaci A v . Pak pro Ve € (0,e4] V7 >
0 3B(%,0) takové, Ze Va* € B(Z,8) Vni € (0,7] a pro Vr¥ spliugici (1.15), md
rovnice (1.14) jediné reseni d* € B(0, €).

Diikaz. Nejprve vyuzijeme lokalni lipschitzovskost funkce G. Z podminky c.) De-
finice 2 tedy miizeme zvolit § > 0 tak, ze pro Vz* € B(Z,d) plati

max{1, L, }(1 +7)||G(z")|] < e. (1.16)

Déle ze stejné podminky vime, ze A(z*,.) je lipschitzovsky homeomorfizmus na
B(0, ¢) s modulem lipschitzovskosti L 4 inverzniho zobrazeni k A(z*,.)|B(0, ¢).
Z (1.14) mame

A(z® d¥) = r* — G(2%). (1.17)
Dale plati
k k k kyp M2 k k
Ir* = GEOI < I+ IGEDI < (G + 1G]] <

(1.16)

17(GENI+IGEN < A +DIGEY] < e

IN
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Rovnice (1.17) m4 tedy Feseni d* spliiujici

) - vy, (116)
|d*]] < LA+ DG)]] <

odkud plyne, Ze rovnice (1.14) ma jediné feseni d* € B(0, ). O

V nasledujici vété ukazeme konvergencni vlastnosti Algoritmu 2.

Véta 3. Necht G : Q@ C R* — R" (kde Q je oteviend mnozina) je lokdalné
lipschitzovskd funkce na okoli T € Q a necht plati G(z) = 0. Predpokladejme,
zZe G md nesinguldarni Newtonovskou aproximaci A v . Potom 3n > 0 takové,
Ze pokud n < 7 pro Yk, potom pro Ye € (0,e4] existuje okoli B(Z,0) tak, Ze
pokud 2° € B(Z,0), potom nepresnd Newtonova metoda je dobfe definovand a
kazZdd posloupnost {xk} generovand Algoritmem 2 konverguje Q-linedrné k .
Ddle pokud {n,} — 0, 7dd konvergence {:vk} je Q-superlinedrni. Konecne pokud
Newtonova aprozimace A je silnd a pro néjaké 7 > 0 plati ny < 7||G(z%)|] pro
Vk € N, pak rad konvergence je Q-kvadraticky.

Diikaz. Podle definice Newtonovské aproximace existuje funkce A s vlastnosti

lim A(t) =0

t*)0+
takovd, Ze podle b.) Definice 2, pro kazdy = € B(Z,0) a A(z,.) € A(z) plati
IG@) + A7 —2) - G@ = IIG@) + A, — 1)
< lz =2l Al = Z[]). (1.18)

Necht je dané € € (0, €4] a pfedpokladejme, ze n, < 77 pro Vk € N. Mizeme zvolit
§ > 0 takové, ze pro Va* € B(Z,0) plati

AGH ) = || =G+ S GG + mll G <
< A+ MICE) = (1+7) |G - G@)| <
< (147 L||lz" -2 < (1+7) L <, (1.19)

kde L je lipschitzova konstanta funkce G na okoli Z. Dale dikaz provedeme in-
dukci. Podle predpokladu véty 2° € B(Z, d). Jako indukéni krok predpoklddejme,
7e x* € B(Z,0) a chceme ukézat, Ze ¥ € B(Z,d). Poznamenejme, Ze funkce
A~1(z* ) je stejnomérné lipschitzovsky homeomorfismus s konstantou L 4. Mame
tedy

2" =& = [|2* =&+ AN (", -G + M) =
= HA’l(:L’k, —G(a:k) + 'r’k) — A1 :ck,A(a:k,iz — xk))|| <

(1.18)
LallG(*) + A(a*, & — 2*) = r¥|| <

IN

I k_ 2 Ak — 7 k (125)
allle® = Z[| A= = 2|)) + [[F]] ] <

(
Lal llz* = 2l A(lla™ = &) + mel |G| ] <
Lal |l=* = 2| A(lla" = &) + 7L]2" — 2| ] =
Lalla® = z[[(A(]|2* = 2]) + 7L ), (1.20)

INIAIA
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kde jsme vyuzili v posledni nerovnosti toho, ze n, < 7 a ze
1G]] = [IG(a") = G(@)]] < Llla" — 1]].

Je ziejmé, ze pokud 7 a § jsou zvoleny dostatecné malé, pak
k+1 _ Lok -
ot — 3] < St - 3]l

odkud indukci plyne, zZe {:pk} konverguje Q-linearné k 7.
Pokud {n,} — 0, pak plati:

|4+ — ] < Lal [l2* — Zl|A(l2* — 2]) + il G| )

to jest fad konvergence je Q-superlinearni.
Koneéné necht A je silna aproximace v 7 a n;, < 7j||G(2%)|| pro ngjaké 7 > 0. V
tomto pripadé

|2 =2l < Lal [le* = 2l|A(" = 2[]) + ml |G| ] <
< La[ Llla" = 2] + 7l|G")|? ] <
< La[ L||la* = 2| +7L2]]" - 2] ],
z ¢ehoz plyne Q-kvadraticky rad konvergence. O]

Nasledujici véta ukazuje, Ze za urcitych predpokladiit mame lokéalni jednoznac-
nost feseni rovnice G(Z) = 0.

Véta 4. Necht G : Q C R" — R" (kde Q je oteviend) je lokdlné lipschitzovsky
spojitd v bodé T € Q a plati G(Z) = 0. Necht G md Newtonovu aproximaci A v
bodé T, pro kterou dc > 0 a existuje okoli N bodu T, a okoli U bodu 0 takové, Ze
proVz e N FA(z,.) € A(x) splriujici

||A(z,d)|| > c||d|]| VdeU.
Pak existuje okoli N' bodu & a 3c > 0 takové, Ze plati
||z — z|| < d||G(x)|]] VreN.
Tedy T je lokdlné jednoznacné teseni G.

Diikaz. Sporem. Pfedpokladejme, Ze zadné okoli N’ bodu 7 a zaddna konstanta ¢
neexistuje. Potom existuje posloupnost bodi {xk} — &, a* # 2VEk € N takova,
ze
k

lim —HG(I )~H =0.

koo |[xh — T
Vyuzitim tohoto a vlastnosti b.) Definice 2 dostaneme, ze

0 i IGEH) Al G — 0t = G@I _ 4G5 - b))
k—00 |2k — Z|| k—oo  ||zF — Z||

Dochézime ke sporu, protoze z* patii do daného okoli N bodu Z, a 2% — % patii

do U pro Vk € N dostatecné velké, tedy posledni limita musi byt kladna, jak
plyne z predpokladi véty. O
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V dalsim budeme studovat za jakych podminek mtizeme tvrdit, ze Newtonov-
ska aproximace je nesingularni. K tomu nejdiiv dokazeme nésledujici pomocnou
vétu.

Véta 5. Necht A a A’ jsou funkce zU C R™ do R™ takové, Ze A je lipschitzovsks
homeomorfismus z U na AU a A— A’ je lipschitzovsky spojitd na U. Necht L > 0
a L' > 0 jsou po tadé moduly lipschitzovskosti funkei A= a A — A’.

Pokud ezistuji d* € U a 6 > 0 takove, Ze

a) B(d*,0) CU

) B(A(d"). £) € A(V)

c) LL' <1,

pak A’ je lipschitzovsky homeomorfismus z U na A'(U) a jeho inverze (A')™! md
modul lipschitzovskosti

L >0
1—-LL .
Navic plati, Ze B (A/(d*)7 @) C A(U).

Diikaz. Jelikoz A’ = (A’ — A) + A aobé A’ — Ai A jsou lipschitzovsky spojité na
U, je i A’ lipschitzovsky spojitd na U. Definujme perturbac¢ni funkci

P() = A'() — A() — (A(d") — A(dY)).

Je vidét, ze P ma modul lipschitzovskosti L'. Vétu nejdiive dokézeme pro funkci
A+ P pomoci Banachovy véty o kontrakci. Protoze

A'U) = (A+ P)(U) + A'(d") — A(d"),

budeme mit vétu dokdzanu i pro funkci A’
Z vlastnosti lipschitzovskosti A~! dostaneme

-1 A=1(o
Ly ap  IAT@ AT
y,y' €AU), y#y’ ||?J -y ||

HM@—AWM)*_z

- (d,d/elll},d;éd’ l|d—d|| g

kde jsme pouzili znamy vztah

Y

a 1
sup - = ———~
Mpb iIlfMg

a substituci y = A(d), resp. A7 (y) = A7 (A(d)) = d.

Méame tedy
AT PY@) — (At PY@)]
d.d'€U, dd l|d—d|| -
[(A)(d) — (A)(@)]] L inf 1(P)(d) = (P)()]] -
d,d' €U, d#d’ ||d —d'|| d,d' €U, d£d’ l|d —d|| -
|P(d)—Pd)| _1
>qg— su > — =1L,
=47 weviee ld—d T L

15



odkud plyne, ze A+ P je prostd na U a jeho inverze je lipschitzovska s modulem

1 L
I 1-LL.
Nyni ukazeme, ze plati
1—LL)6
B (A(d*), %) C(A+ P)). (1.21)

Proye B ((A(d*)7 %) a d € B(d*,0) definujme mnozinu

T,(d) :== A (y — P(d)) N U.
Jelikoz P(d*) = 0, mame

—(1_LLL)5+L’5:é.

Mnozina T}, (d) je tedy neprazdna, obsahuje jediny bod, protoze ¢ > 0. Mizeme

proto T, povazovat za funkci definovanou na B(d*,¢). Pritom T,(B(d*,d)) C

B(d*, ¢), nebot pro Vd € B(d*, ) plati

1T,(d) —d'|| = [|A™(y — P(d)) — A~ (A(d))l|

< Ly~ Pld) ~ AW@)|| < LY <4

ly = P(d) = A(@)|| < |ly = A(d)]| + [|P(d) = P(d")]] <

h

T, je tedy zobrazeni z B(d*,d) do B(d*,0). Navic pokud d a d' jsou prvky z
B(d*, ), potom

1T,(d) = Ty()Il = [|A7(y = P(d)) — A (y — P(d)|
< L|P(d) = P(d)]| < LL||d = d],

a jelikoz LL" < 1, vidime, Ze T, je kontrakce, a mé proto jediny pevny bod v

B(d*, ), ktery oznacime d(y). Zfejme (A+ P)(d(y)) = y, odkud plyne (1.21). O

Nésledujici véta dava postacujici podminku k tomu, aby Newtonova aproxi-
mace byla nesingularni. Klicovy krok v jejim dikazu bude ovérit predpoklady
Véty 5.

Véta 6. Necht G : Q C R™ — R" je lokalné lipschitzovskd funkce na oteviené
mnozine Q, T € Q. Predpoklddejme, Ze A je systém Newtonovskych aproximaci v
T, pro ktery existuji tri kladné konstanty ey, s, L, spliiugict podminku (A):

(A) VA(z,.) € A(z) existuji dvé oteviené mnoziny U,V po Tadé obsahujici
B(0,¢1) a B(0,¢3) takové, Ze A(Z,.) je lipschitzovsky homeomorfismus U na V,
a A7Y(Z,.) md modul lipschitzovskosti L.

Ddle predpoklddejme, Ze ezistuje funkce L' : (0,00) — [0, 00) s vlastnosti

lim L'(t) = 0

t—0

a okoli N bodu T takové, Ze aspon jeden z predpokladi 1.), I1.) je spinén:

16



e I.) ProVx € N,z # T a pro VA(x,.) € A(x) ezistuje A(Z,.) € A(T)
takovy, zZe A(x,.) — A(Z,.) je lipschitzovsky spojitd funkce na U s modulem
L(|Jx = z]].)

o IL.) ProVx € N,z # T je A(x) = {A(z,.)} jednoprvkovd a Az, ) - A(z,.)
je lipschitzouvsky spojitda na U s modulem L'(||x—Z||), kde A(z,d) = A(x,T—
r+d.)

Potom A je system nesinguldrnich aprozimaci v bodé .
Diikaz. Potfebujeme ukézat, Ze je splnéné vlastnost c.) Definice 2.

e Nejprve predpokladejme, ze plati I.).
Necht A(x,.) € A(z) a A(z,.) € A(Z). Potom funkce A(z,.) — A(Z,.) je
lipschitzovska s modulem lipschitzovskosti L'(||z — Z||). Zvolme B(z, €) tak,
ze pro Vx € B(Z, €) plati

1
LIz =) < 5.

Navic bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze L > 1 a €; < €3. Potom
muzeme pouzit Vétu 5 s d* = 0 a pomoci A(z,0) = 0 = A(z,0) odvodit, ze
A(x,.) je lipschitzovsky homeomorfismus z U na A(z,U). Navic A(x,.) ma
modul lipschitzovskosti

L L
— < — < 2L.
1-LL([|lz—=|)) 3
D e g

<

N

Odtud B(0, 5+) € A(z,U), tedy vlastnost c.) Definice 2 je splnéna.

e Predpokladejme nyni, Ze plati II.).
Podobné jako vyse, miuzeme ukazat, Ze pro néjaké e > 0 a pro Vx € B(Z,¢€)
je A(z,.) lipschitzovsky homeomorfismus U na A(z,U), a ze A~'(z,.) ma
modul lipschitzovskosti 2L, a navic B(0, 5+) C Az, U).
Z (1.7) plyne, zZe

lim A(z,Z — ) = lim A(z,0) = 0,
Tr—T T—T

nebot

|| A(z,z —x) — A(z,0) || < L'(|z — z|]|) = 0, z— Z.
—_——— ——

=A(z,0) =0

Proto bez tjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze €; je dostatecné
malé tak, aby platilo

_ ~ €1 _ 1
A - =||A < = - < Z¢.
G, 7 - )| = 1,0l < 2= & |7 4]l < 5e

Necht U'(x) = U + & — x. Potom vlastnost c.) Definice 2 je splnéna, nebot
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A(z,d) = A(xz,d— ( —z)), odkud plyne, ze A(z,.) je lipschitovsky homeo-
morfizmus z U'(z) do A(x,U’(z)) a jeho inverze méa modul lipschitzovskosti
2L. Navic

B (0, %el> cU(w), B(0,5) € A U'))

Tudiz A je systém nesinguladrnich Newtonovskych aproximaci v z na zékladé 1.)
nebo II.). O

1.4 Po ¢astech hladké funkce

V této casti budem zabyvat funkcemi G : R” — R", které jsou po ¢astech hladké.
Necht {G'(x),...,G*(z)} jsou spojité diferencovatelné vybérové funkce G v .
Mnozina aktivnich indext v bodé = je definovana takto

P(z) ={i: G(x) = G'(2)}.
Ptirozenym kandidatem systému Newtonovskych aproximaci funkce GG je mnozina
Az) = {JG'(z) : i € P(x)}. (1.22)
Vime, Ze A(z,.) € A(z) jsou v tomto pripadé linearni. Budeme navic predpokld-
dat, ze JG*(x) je nesingularni pro Vi € P(x).
1.4.1 Newtonova metoda pro po castech hladké funkce

Prvni algoritmus pro po ¢astech hladké funkce ziskdme modifikaci Nehladké New-
tonovy metody, kdy ve 3. kroku algoritmu pouzijeme vyse zavedeny systém (1.22).

Algoritmus 3:

Déno: 2° € R”

1.krok: poloz k£ =0

2.krok: pokud G(z*) = 0, pak algoritmus kon¢i

3.krok: zvol i, € P(2*) a nalezni vektor d* pro které plati

G(2*) + JG™(2*)d" = 0, (1.23)

4.krok: poloz ¥t = 2% 4 d*, k + k + 1 a jdi na 2.krok

Protoze Algoritmus 3 je jenom varianta Algoritmu 1, konvergence tohoto algorit-
mu jednoduse plyne z Véty 1, pokud ukazeme, Ze (1.22) je systém nesingularnich
Newtonovskych aproximaci.
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Véta 7. Necht G : Q C R" — R™ (Q je oteviend) je po castech hladkd funkce
urcéend vijbérovymi funkcemi {G" : i = 1,...,k}. Necht G(z*) = 0. Predpoklddejme,
Ze matice JG'(x*) jsou nesinguldrni pro Vi € P(x*). Potom existuje okoli B(z*, )
takové, Ze pro 2° € B(z*,0) generuje Algoritmus 3 jedinou posloupnost {z*},
kterd konverguje Q-superlinedrné k x*. Pokud jsou jakobidny aktivnich vybérovych
funkci JG* v bodech blizkyjch x* lokdIné lipschitzovské, vdd konvergence je Q-
kvadraticks.

Diikaz. Jestlize x je dostatecéné blizko k z*, potom zfejme
P(z) C P(x7), (1.24)

diky tomu, ze G* jsou spojité. Ovétime, ze (1.22) je systémem nesingularnich
Newtonovskych aproximaci.

e Podminka a.) je trivialné splnéna, nebot VA(x,.) je linedrni.

e Jestlize pro kazdou posloupnost {y*} — 2*, y* # 2*Vk € N a pro Vi, €
P(y*) bude platit

k ik (K * kY *
i 190 IGO0~ GG _
k00 [ly* — 7|

pak podminka b.) bude ovéfena. Z (1.24) plyne, ze G(z*) = G'*(x*) pro
kazdé dostatecns velké k. ProtoZe také G(y*) = G (y*), dostaneme, 7e

IG(*) + JG™ (") (@ — y*) — Gl _

lim
k=00 |Jy* — 2]

o G TG — ) — G )]
k=00 [ly* — 2]

Protoze existuje kone¢né mnoho indext i, a G jsou hladké funkce, vyse
uvedend limita se rovna nule diky Véte 2.

e Jestlize jakobidny JG' aktivnich funkci jsou lipschitzovsky spojité na okoli

bodu z*, analogicky jako jsme ukézali pro b.), 3L’ > 0 takova, ze

<[

— ?

s LG+ JC (0 @ —4) = Gl

koo [ly* — 2]

pro kazdou posloupnost {y*} — x* y* # 2*Vk € N a pro Vi, € P(y*). Tim
jsme ovéfili i podminku b’.) Definice 2.

e Zbyva podminka c.). Podle pfedpokladii jsou matice JG*(z*) nesingularni
pro Vi € P(z*) a dale pro Vx dostatecné blizké k z* plati inkluze (1.24).
Pro VA(z,.) € A(x) existuje index i € P(z*) takovy, ze A(z,d) = JG'(z)d
pro Vd € R™.

]
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Na nasledujicim prikladu budeme ilustrovat Algoritmus 3.

Priklad 1.4.1: Uvazujme nehladkou funkci H, kde
H(z) = min(F(z),G(x)) Yz e R",

F,G : R™ — R" jsou takové, ze F, G € C*(R"). Necht pro libovolny vektor z € R"
je matice A(z) € R™" jejiz i-ty fadek je definovan takto:

VF;(x)" pokud Fj(z) < Gi(x)
Ai(z) = ¢ bud VF(z)T nebo VG;(x)T pokud Fi(x)= G,(z)
VG;(x)" pokud G;(z) < Fi(x).

Pro Vx € R” mame 2/°@)! takov§ch matic, kde

plx) = {ilFi(z) = Gi(x)}.

Tyto matice jsou Jacobiho matice vybérovych funkci H v x. Algoritmus 3 generuje
posloupnost {z*} néasledovné: pro dané z* nasledujici iteraci 2%7! = 2* + d*, kde
d" je Yesenim systému linedrnich rovnic H(z%)+ A (2", d*) = 0, kde A(z¥) je jedna
z 21@) matic definovanych vyse. Jestlize kazd4 matice A(x*) je nesingularni, pak
Véta 7 zarucuje lokdlni konvergenci {z*} — z*, kde x* je Tesenim H (z*) = 0.

1.4.2 Newtonova metoda pro funkce typu ”min”

Na zékladé Piikladu 1.4.1 definujme mnozinu A,,;, (), jako mnoZinu vSech matic
A(x), jejiz i-ty Tadek je definovéan takto:

VF;(x)" pokud Fj(z) < Gi(x)
Ai(z) =< bud VF(z)T nebo VG;(x)T pokud Fi(x)= G,(z)
VG;(z)T pokud G;(z) < Fi(x).

Vime, Ze tato mnozina ma 2/°®)| prvka. V dalsim se budeme zabjvat feSenim
ulohy
min{ F(x),G(z)} =0,

ktera je ekvivalentni tloze nalézt x* € R" spliujici nasledujici tii vztahy:

F(z*) >0, G(z*)>0, F(z")G(z*)=0.

Algoritmus 4:

Déno: 2° € R”

1.krok: poloz k£ =0

2.krok: pokud min{F(z*), G(z*)} = 0, pak algoritmus kon¢i

3.krok: zvol prvek A* € A,.;,(2"%) a najdi feseni d* systému linedrnich rovnic

min{ F(z%), G(2*)} + AFd" = 0 (1.25)

4.krok: poloz ¢! = zF + d*, k «+ k + 1 a jdi na 2.krok
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Véta 8. Necht F,G : Q C R" — R" (kde Q) je oteviend mnoZina) jsou spojité
diferencovatelné funkce a H(x) = min{F(x), G(x)}. Necht z* spliuje H(z*) =0
a necht kazdd matice M jejiz i-ty vadek je definovdn takto:

' JGi(x*) pokud G;(z*) =0 < Fj(z*),

je nesingularni. Potom plati:

e a.) Existuje okoli B(z*,0) takové, Ze pokud 2° € B(z*,d), pak Algoritmus /
generuge jedinou posloupnost {x*} konvergujici k x* Q-superlinedrné. Pokud
JF a JG jsou lokdlné lipschitzovské v x*, rad konvergence je Q-kvadraticky.

e b.) Pokud F a G jsou afinni funkce, potom existuje k € N tak, Ze ok =z

Diikaz. Staci kdyz dokdzeme tvrzeni b.), nebot a.) je disledkem Véty 7. Necht
k € N takova, ze pro Vk > k, k € N:

e 0= Fj(z*) < Gi(x*), z &ehoz plyne Fj(z¥) < G;(z),
e 0 =G,(z%) < Fy(x*), z ¢ehoz plyne G,(z*) < F;(z").

Pro takovy index k£ mame

e 0 = Fy(z%) + VE(2F)Tdk = Fij(a* + d*) = F;(2) pro Vi takové, Ze
0= Fi(a*) < Gi(a"),

e 0 = Gi(2%) + VGi(2")Td" = Gi(z* + d¥) = G;(z**1) pro Vi takové, Ze
0= Gj(a") < Fy(a").

Navic pro takovy index i, pro ktery Fj(z*) = G;(z*) = 0 mame bud F;(z"™) =0
nebo G;(z**1) = 0. Jelikoz z* spliiuje kazdou z vyse uvedenych rovnic, z jedno-
znacnosti 1 nutné z* = 2*+1. Tedy po kone¢né mnoha krocich Algoritmus 4
kondi iteraci, ktera se shoduje s x*. [
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2. P¥iklady

2.1 Fyzikalni model

Mé¢jme na obou koncich vetknuty nosnik délky L, jehoz prithyb je zdola omezen
prekazkou reprezentovanou funkci . Na nosnik piisobme v kolmém sméru silou
f podél jeho celé délky a zkoumejme jeho prithyb. Vychozi situace je zndzornéna
na Obrazku 2.1. Pii feSeni tohoto problému budeme uvazovat prekazky rtizného

lf

L
m

Obrazek 2.1: Nosnik a ptrekazka

L2l
SN

tvaru, a rovnéz budeme zkoumat prihyby nosniku pro razné sily. Je intuitivné
jasné, ze kdyz pisobime prilis velkou silou, tak se nosnik dotkne prekazky.

2.2 Matematicky model a jeho diskretizace

Nosnik délky L bude reprezentovan intervalem Q = [0, L], sila f a prekazka ¢
spojitymi funkcemi na [0, L], tedy f € C([0,L]) , ¢ € C([0,L]). Navic pfedpo-
kladame, ze ¢(0) < 0, ¢(L) < 0. Dale mé&jme neprazdnou konvexni mnozinu

K={ve H0,L|jv>¢ v (0,L)}

a funkcional J : K — R, dany predpisem

J(v) = % /0 L(v”)2dx— /0 " foda.

Variacni formulace vysSe uvedené tlohy vede na minimizaci J na mnoziné K, to
jest mame nalézt u € K pro které plati:

J(u) = min J(v).

veEK

Vzhledem k tomu, ze J je ryze konvexni, nutnou a postacujici podminkou k tomu,
aby v € K byl minimem J na K je, aby

(J'(u);v—u) >0 pro YveK, (2.1)
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kde (J'(u);v) je smérova derivace J v bodé u a sméru v. V nasem piipadé:

(J(u)v) = Tim J(u+tv) — J(u)

t—04 t
L
= / (u"v" — fo)de.
0
Dosazenim do (2.1) ziskdme
L L
ueK: / u' (V" —u")dx > / f(v—u)dx pro Yove K. (2.2)
0 0

Lze ukazat, ze (2.2) ma pravé jedno FeSeni.

Vé&ta 9. Necht feseni u nerovnice (2.2) patri do C*([0, L]). Pak u lze ekvivalentné
charakterizovat ndsledujicimi ctyrmi vztahy:

uw(0) =u'(0) = w(L)=d'(L)=0 (2.3)

u > ¢ v (0,L) (2.4)

u' > f v (0,L) (2.5)
(u—p)W" —f) = 0 v (0,L). (2.6)

Diikaz. =" Necht u € C*([0, L]) je feSenim (2.2) a dokazme platnost vztaht
(2.3), (2.4), (2.5), (2.6).

e Okrajové podminky (2.3) a nerovnost (2.4) jsou trividlné splnény, nebot
u e K.
Integraci per partes a vyuzitim okrajovych podminek «(0) = «/(0) = u(L) =
u'(L) = 0 dostaneme

L L L L
/ u’ (v —u") dx:—/ u”'(v—u)’dx:/ uV (v—u) de/ f(v—u) dx,
0 0 0 0
tedy

/L(uIV—f)(v—u)dsz Vv e K. (2.7)

e Necht v = u + 1, kde ¢p € HZ(0,L), v > 0 na (0, L) je libovolna funkce.
Potom v = u+ 1 > ¢ na (0,L) a tedy v € K. Jejim dosazenim do (2.7)
dostaneme

/L(ulv — fivdx >0,
0

pro kazdou nezépornou funkei ¢ z H3(0, L). Odtud plyne v’V —f >0 v (0, L),
¢imz je dokdzano (2.5).
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e Nechf 7 € (0, L) je takovy, Ze u(Z) = ¢(Z). Pak (2.6) trivialné plati. Necht
dz € (0,L) : u(z) > (z). Potom ze spojitosti u a ¢ plyne existence
d>0:ulx) > () Vee (z—0,7+9). Necht v € C°(T — 9,7 + 9)
je libovolna funkce. Pak v = u £t € K pro dostateéné malé t (|t| < ).
Navic z definice ¢ plyne, Ze v = v mimo interval (Z — §,Z + §). Dosazenim
do (2.7) dostaneme:

T+0
/w(wv—n&wmmzo VIt < e,

odkud plyne
Z+0
[ = peds=o

-5
pro kazdou ¢ € C°(7 — 4,7 + 9). Tedy nutné u'V' — f =0 v (z — 4,7 + 9).

7" Necht u € C*([0, L]) spliiuje vztahy (2.3), (2.4), (2.5), (2.6), dokdzeme, Ze
spliiuje i (2.2).

Protoze pro u plati (2.3) a (2.4), dostaneme, 7e u € K.

Z (2.5) a z monotonie integralu plyne

L L
/ uIV(v—w)de/ flv—p)dx YveK, (2.8)
0 0

nebot v — ¢ > 0 v (0, L). Nerovnost (2.8) je ekvivalentni

/OLuIV(v—u)dx—i—/OLu]V(u—go)dx2/OLf(U—u)dx—I—/OLf(u—cp)dx Vv e K,

coZ je ekvivalentni s ohledem na (2.6) nerovnosti

L L
/ulv(v—u)dajz/ flv—u)dx VveK.
0 0

Integraci per partes a uzitim okrajovych podminek dostaneme (2.2). O]

V dalsim budeme problém diskretizovat. Méjme ekvidistantni déleni intervalu
(0, L):
O=xp <1 <9< ... <xp_1 <x,=1L,

kde |x;s1 — x| =h Vi=0,...,n — 1. Prithyb nosniku budeme po¢itat v bodech
tohoto déleni.

Pouzitim centralnich diferenci aproximujme v’V (z;) proi € {2,...,n — 2}:
: u(ety) —ul(e—3)
u'(x) ~ ;
UH(I) ~ u’ ($+%)_ul (1‘—%) Nu(x—i—h)—Zu(x)—u(x—h)
- h - h?
u'(x+ h) —2u"(z) —u’"(x — h)
uIV(:L,) ~ =

u(z + 2h) — du(x + h) + 6u(x) — du(x — h) + u(x — 2h)

Q

B4
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Vyslednd aproximace u!V (x;) pro i € {2,...,n — 2} je tedy

w(xi_g) — du(w;—1) + 6u(x;) — 4u(zisr) + w(xire)
hA

Protoze u € K, vime, ze u(0) = u(zg) = 0 a u(L) = u(x,) = 0, dopfednou

respektive zpétnou diferenci ziskame

ulv(x,-) ~

u(zy) —u(zg) w(zy)—0

0 =u(z0) =~ - = - = u(z1) =0,
0= /() o WWntd i) W) 20y g

Pro dalsi acely oznacme

6 -4 1 0 0 0 0 0 |
4 6 -4 1 0 0 0 0
1 -4 6 —4 1 0 0 0
110 1 -4 6 —4 1 0 0 aieins
B=+7l0 0 1 -4 6 -4 1 o | EROTX
0 0 1 —-4 6 —4
0 0 0 1 -4 6 |

Na zakladé (2.3) a (2.4) dale oznacme
F(U):=U—-®, kde F:R"3 —R"3
G(U):=BU—-¥, kde G:R"? —R"?

Vztahy (2.3) a (2.4) budeme tedy spliiovat pouze v bodech déleni xs, ..., z, o,
to jest hleddme U € R"3 takové, Ze

F(U)>0,G(U) >0, F'(U)G(U) =0,
coz je ekvivalentni tloze, najit U € R"3 takové, Ze
min{F(U), G(U)} = min{U - &, U - ¥} =0.

Tuto tlohu budeme fesit Algoritmem 4. Ve 3. kroku tohoto algoritmu je potieba
zvolit matici A € R(*=3)x(=3) jeifz ity fadek je definovan nésledovné:

VF,(U)T pokud F;(U) < G;(U)
Ai = blld’ VFI(U)T nebo VGZ(U)T pokud FI(U) = Gz(U)
VG, (U)T pokud G;(U) < F,(U).

V nasem pripadé
F(U)=U; - &, = VF,(U)" =e!
Gi(U) = (BU); — ¥; = VG, (U)T =B,
Pro jednoduchost budeme uvazovat

).

7

B pokud G;(U) < Fi(

cc
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2.3 Numericka realizace a vysledky

Pro naprogramovani Algoritmu 4 jsem pouzivala Matlab. Za ukoncovaci kritérium
jsem si zvolila podminku

|| min{ ¥, G}|| < eps,

kde eps=107°.

Uzivatel zadava délku ekvidistantniho déleni i i délku nosniku L. Program jsem
testovala pro rtizné sily a pro prekazky rizného tvaru pii L = 10.

Nasledujici tabulka shrnuje vysledky pro piekdzku tvaru ¢(z) = —0.52% — 3.
Prvni sloupec obsahuje délku kroku h, ostatni sloupce pak obsahuji pocet iteraci
potfebnych k nalezeni feseni tilohy pfi naméahani ptislusnou silou.

velikost sily f
délka kroku h || —0.5 | =15 | —=3.5 | =5
0.1 15 34 31 28
0.08 18 41 39 | 35
0.06 24 55 52 | 46
0.04 36 82 76 | 68
0.03 48 110 | 102 | 91
0.02 72 164 | 151 | 135

Tabulka 2.1: p(z) = —0.52% — 3

Nasledujici obrazky ilustruji zvétsujici se kontakt nosniku s piekazkou pii ros-
touci velikosti sily:

ook
a0k
A0k
A0k

-60
]

nosnik

prekazka

1 1
1 2

Obrazek 2.2: ¢(x)

1 1
3 4

1 1 1 1 1
a B 7 g 9 10

= 05223, f=—05ah =0.02
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0k
ook
Aok
a0k
A0 nosnik
prekazka

_ED 1 1 1 1 1 1 1 1 1

] 1 2 3 4 5 B 7 g 9 10

Obréazek 2.3: p(r) = —0.522 — 3, f = —1.5a h = 0.02

E

nosnik

prekazka

_ED 1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 1 2 3 4 5 B 7 g ] 10

Obréazek 2.4: p(r) = —0.522 =3, f = —5a h = 0.02
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V dalsim budeme ménit tvar prekazky . Jeji rovnice bude vzdy uveden pod
prislusnou tabulkou.

velikost sily f
délka kroku h | —1.5 | =3.5 | =5.5 | —10
0.1 21 33 33 33
0.08 26 42 42 41
0.06 35 55 56 54
0.04 51 82 83 80
0.03 71 110 | 110 | 108
0.02 103 | 165 | 165 | 161

Tabulka 2.2: p(z) = —2? — 10

velikost sily f
délka kroku h || —3 | =3.5 | —4 | —4.5
0.1 11 20 24 28
0.08 15 24 | 30 | 61
0.06 66 70 76 | 90
0.04 100 | 107 | 119 | 160
0.03 133 | 145 | 165 | 224
0.02 201 | 217 | 243 -

Tabulka 2.3: p(z) = 2% — 101

velikost sily f
délka kroku h | —1.5 | =3.5 | =5.5 | =7
0.1 25 34 32 31
0.08 30 42 40 | 39
0.06 51 56 54 | 51
0.04 66 98 80 | 77
0.03 89 123 | 107 | 103
0.02 135 | 185 | 185 | 153

Tabulka 2.4: p(z) = —bx — 3

velikost sily f
délka kroku h || 05| —-15| =2 | =5
0.1 14 23 25 | 19
0.08 18 28 | 35 | 24
0.06 24 45 43 | 32
0.04 35 63 | 67 | 49
0.03 46 89 77 | 65
0.02 73 137 | 119 | 99

Tabulka 2.5: p(z) = sin(1.5z) — 3
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20k 4
Aok 4
G0k 4
a0k 4

-100 + nosnik i

prekazka

_120 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1] 1 * 3 4 =3 g A g 4 10

Obréazek 2.5: p(r) = —2? — 10, f = —1.5a h = 0.02

-100

nosnik 1

prekazka

20 1 1 1 1 1 1 I 1 1
1]

Obrazek 2.6: p(z) = —2% — 10, f = —10 a h = 0.02
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nosnik
prekazka

A0 F

B0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1]

Obrazek 2.7: p(z) = bz — 3, f = —1.5 a h = 0.02

A0F nosnik
prekazka
_ED 1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 1 2 3 4 5 B 7 g ] 10

Obrazek 2.8: p(x) = —bx —3, f = —7a h =0.02
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noshik
prekazka

120 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Obréazek 2.9: p(z) = 2? — 101, f = —4 a h = 0.02

nosnik
prekazka

Obrazek 2.10: p(x) = sin(1.52) — 3, f = —1.5a h = 0.02
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Appendix

Definice: Funkce F': R™ — R"™ je lipschitzovskd v R", jestliZe existuje konstanta
L > 0 tak, Ze pro vsechna x,y € R™ plati

1F(z) = F(y)ll < Lz —yll.

Definice: Funkce F : R" — R" je lokdlné lipschitzovskd v R", jestlize Vx € R™
existuji 0 > 0, L > 0 takové, Ze pro vSechna y € B(z, ) plati

1F(z) = F(y)l| < Lz =yl

Definice: Rekneme, Ze spojitd funkce F : R™ — R" je po cdstech hladkd, jestlize
existuje koneéné mnoho bodi x;, i =1, ...,k tak, Ze F' je spojitda mimo tyto body
a v bodech x;, 1 =1,...,k md F’ jednostranné vlastni limity.
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Z.avér

Predkladana prace se zabyvala modifikaci klasické Newtonovy metody pro hledani
korent nehladkych funkci. Definovanim Newtonovské aproximace funkce jsme za-
vedli nehladkou Newtonovu metodu a nasledné jsme ukazali, zZe zachovava rychlou
lokalni konvergenci ptuvodni metody. Navic pro spojité diferencovatelnou funkci
se redukuje na klasickou Newtonovu metodu. Dalsi modifikaci vznikla nepfesna
Newtonova metoda. Na zavér prvni kapitoly jsme se zabyvali t¥idou po c¢astech
hladkych funkci a zavedli jsme Newtonovu metodu pro hledani kofene téchto
funkci a jeji modifikaci pro funkce typu ”min”.

V druhé kapitole jsme vyuzili posledni variantu pro feseni varia¢ni nerovnice,
ktera popisuje chovani nosniku naméahaného silou, jehoz prihyb je zdola ome-
zen tuhou prekazkou. Diskretizovany matematicky model jsme implementovali v
MATLAB-u a program jsme testovali pro rtizné sily a prekazky riizného tvaru. Na
obréazcich lze vidét zvetsujici se kontakt nosniku s prekazkou pfi rostouci velikosti
sily.
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