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mus, ktery v prvnim kroku hleda odhady chybéjicich hodnot na zakladé podoby
parametru z predchozi iterace a zadanych dat. Cini tak pfes podminéné stiedni hod-
noty. V dalsi fazi metodami maximalni vérohodnosti hledd odhad parametru ma-
ximalizujici logaritmickou vérohodnostni funkci, ktery preda do dalsi iterace. Tento
postup je opakovan az do bodu, kdy jsou priristky funkce mezi iteracemi tak malé,
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Kapitola 1

Uvod

Tento algoritmus byl oficidlné formulovan roku 1977 v ¢lanku Mazimum Likeli-
hood from Incomplete Data via the EM algorithm autori A. P. Dempstera, N. M. Lair-
da a D. B. Rubina a tim byl polozen zdklad pro mnoho dalsich praci, nebot se tento
algoritmus velmi rychle stal zna¢né oblibenym statistickym nastrojem. Mezi autory,
kteii se algoritmem zabyvali a na jejichz dila je v této praci rovnéz odkazovano, jsou
napiiklad C. F. Jeff Wu (On the convergence properties of the EM algorithm v ¢a-
sopise The Annals of Statistics, 1983) nebo G. J. McLachlan a T. Krishnan (The EM
algorithm and Extensions, 1997).

EM algoritmus (zkratka pro anglické Expectation-Maximization algorithm) je ite-
racnim algoritmem, ktery je jednim ze zptisobd vypocti statistickych problému po-
moci metod maximéalni vérohodnosti v piipadech, kdy netiplnost ¢i absence jednodussi
struktury dat bud neumoziuje anebo vyrazné komplikuje uziti téchto metod p¥imo.
Tyto problémy jsou souborné nazyvany jako problémy netplnych dat (orig. incomplete-
-data problems) a zahrnuji nejen situace, kdy data skute¢né chybi, ale i mnoho pii-
padii, kdy neni netiplnost dat na prvni pohled patrna.

Zakladni myslenkou je k problému netplnych dat nalézt vhodny problém dat
uplnych, ktery je mozné efektivnéji fesit jednodussimi prostiedky, a propojit tyto
dva v jeden celek. Ve své podstaté se jedna o prepis problému tak, aby vyhovoval
zpusobu feseni pro uplna data, zjisténi vztahu mezi vérohodnostnimi funkcemi obou
a vyuziti jednodussiho postupu pro dalsi vypocet. Existuji vsak také problémy, kde
prestoze mame k dispozici data uplna (resp. dostatecnd), je vyhodnéjsi na né ap-
likovat EM algoritmus, nebot pfiddnim dodateénych proménnych, které casto byvaji

vvvvv

konvergujici vypocet odhadu parametri vérohodnostni funkce.

Samotny algoritmus pracuje ve dvou krocich - prvnim je E (Expectation), kdy
je dosazenim parametru za chybéjici data vytvoren odhad vérohodnostni funkce po-
moci podminéné stiedni hodnoty, a druhym je M (Maximization), kde je metodou
maximalni vérohodnosti ziskana funkce maximalizovana. Ziskany odhad parametru
je poté vyuzit v dalsi iteraci k opétovnému odhadnuti parametri a jejich maxima-



lizaci. Cely postup je opakovan az do bodu, kdy je prirtistek vérohodnostni funkce
jiz tak maly, Ze se zastaveni algoritmu na vysledku nijak zavazné neprojevi.

Zavedenim potfebnych proménnych, funkci a postupt a nasledné také i popisem
algoritmu se zabyva Kapitola 2. Zde si na Ilustracnim prikladu 1 definujeme vse
potfebné, a posléze na Prikladu 2 si ukdzeme zptsob prace v pfipadé, kdy data

vvvvvv
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vané rozdéleni.

V Kapitole 3 rozebereme vlastnosti algoritmu, uvedeme zakladni tvrzeni a nej-
hodnot logaritmické vérohodnostni funkce pro jednotlivé odhady parametri, tedy
{L(6™)}, je monoténni, a nasledné ukézeme samotnou konvergenci této posloup-
nosti k néjaké hodnoté L* = L(6"), kde je rovnéz dulezité pojednat o tom, za jakych
podminek 8*) konverguje k oné hodnoté 8*, pro niz plati L* = L(6").

V zavéru shrneme zakladni charakteristiky tohoto algoritmu a zdiraznime hlavni
problémy. Rovnéz zde budou ve zkracené podobé zminéna dvé jeho rozsiteni (ECM
a ECME), ktera byla formulovana s cilem fesit nékteré z problémi algoritmu zminéné
v tomto oddile.



Kapitola 2

Formulace algoritmu

2.1 Ilustrac¢ni priklad 1

Nejznaméjsim prikladem pro odhaleni zpiisobu, jakym EM algoritmus postupuje,
je ten, ktery uvedli Dempster a kol. [1977, str. 2-3] a ktery hloubéji rozvedli McLach-
lan a Krishnan [1997, str. 9-16]. Originalni zadéni je zaloZeno na datech, ktera uvedl
Rao [1965, str. 368-369], avsak pro potieby této prace priklad vypocitdme pro trochu
odligné zadani zalozené na populaci zvifeciho druhu Panthera tigris, tedy tygral.

V dnesni dobé se predpokladda, ze poslednich 5480 zijicich tygri je rozdéleno
mezi nasledujicich pét poddruhii: bengélsky (1700), indo¢insky (2800), sumatersky
(450), sibifsky (470) a ¢insky (60). Aby zadani bylo v souladu s ptikladem, ktery
uvedli Dempster a kol. [1977, str. 2-3], tak budeme predpokladat, ze rozdéleni je
multinomické v péti kategoriich:

y = (Y1, Y2, Y3, ya, ys5)" = (1700, 2800, 450, 470, 60),

s odpovidajicimi pravdépodobnostmi pro né&jaké 6 € (0, 1):

301 1.1 1 1\
—0,—+-0,-(1-0),-(1—-0), =60 . 2.1
(3505 + 1030 - 01 3000 150) (21)
V tomto prikladu budeme 6 chapat jako parametr pro vypocet presné podoby pravde-
podobnosti, které odpovidaji vstupnim datim.
v/ . (25—1 yz)' v v . .
Oznac¢ime-li C(y) = ﬁ, pak pro pravdépodobnost, Ze se multinomicky

i—1 Yi!

rozdéleny nahodny vektor Y = (Y1, Y5, Y3, Yy, Y5) rovna vektoru y, plati:

3 Y1
P =y Vo= u) = Cl) < (120)

« G + ie)m « (2(1 _ 0))y3 « (2(1 _ 0))y4 « (%60)%. (2.2)

L¢iselné idaje o populaci odhadnuty dle informaci z http://en.wikipedia.org/wiki/Tiger
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Jelikoz se jedna o diskrétni rozdeéleni, tak je tato pravdépodobnost zaroven i véro-
hodnostni funkci. Proto na tuto pravdépodobnost budeme nadale odkazovat jako na
funkei g(y | €). Jelikoz je hlavnim prostiedkem pro vypocet logaritmickd vérohod-
nostni funkce, kterou predpokladame ve tvaru L(y | ) = logg(y | €), je v tomto
pripadé oznaceni funkce g ¢isté jen symbolickou zalezitosti.

2.1.1 Primy vypocet metodou maximalni vérohodnosti

Nez si predvedeme, jak EM algoritmus pracuje, nalezneme nejdiive maximalné
vérohodny odhad parametru 6 z funkce (2.2) pro

Y = (Y1,92, 3,94, 95)" = (1700, 2800, 450,470, 60)" .

Ziskanou hodnotu vyuzijeme v Tabulce 2.1 v zavéru prikladu pro predvedeni, jak
algoritmus postupuje.

Nejprve upravime (2.2) na tvar:

(3 oo () e (- 3

Déle oznacime H(y) = ()" (Lyrrwsre (). Funkce C(y) a H(y) nezévisi na
parametru #, tedy se do dalsiho vypoctu nepromitnou, a proto je neni tieba rozepiso-

vat. Jako dalsi krok sestavime logaritmickou vérohodnostni funkei:

L(y | 0) =log C(y)H(y) + (y1 +ys) log 0 + (y3 + ya) log(1 — ) 4 ya log(2 +0). (2.3)

Hledani maximalné vérohodného odhadu 6 je ve své podstaté snahou o nalezeni
maxima logaritmické vérohodnostni funkce. Zde mizeme vyuzit derivaci podle 6:

9 Yitys Ystys |y
WO =" "y Tayg
polozime-li ji rovnu nule a doplnime-li ¢iselné tdaje, ziskdme tim rovnici:
1760 920 2800
o 1.0 210
Vynéasobime-li tuto rovnici jejimi jmenovateli, ziskdme rovnici kvadratickou. Ta
mé dva kofeny, z nichz jeden je zaporny a nemusi nas tedy zajimat, druhy koren
je roven 0,7317828585. Jestli se skutecné jednd o maximalné verohodny odhad 6,
zjistime z druhé derivace:

0 oty ystwn Y
QL(y ‘ 0) - 2 - 2 - 2
(00) 0 (1-29) (2+6)
Tato derivace je pro dané y a libovolné 0 < 6 < 1 zaporna. Tedy se jednd o ma-
ximum a hodnota maximalné vérohodného odhadu je 0* = 0, 7317828585.

~0. (2.4)




2.1.2 Vypocet pomoci EM algoritmu

Nyni ilustrujme, jakym zptisobem EM algoritmus pracuje. Reknéme, Ze se po-
pulace tygrti indo¢inskych (y2) sklada ze dvou poddruhti (x5 a x3). Predpokladejme,
ze o nich v tuto chvili vime jen to, Ze jich dohromady je 2800 a ze pravdépodobnost
je rozdélena na % pro prvek x, a i@ pro x3. Jinymi slovy dochazi k rozdéleni prvku
Yo do dvou, ¢imz ziskdme vektor tplnych dat @ = (x1, x9, T3, T4, T5, 76) ", kde
Y1 = T1,Yos = To+T3,Y3 = T4, Ys = T5,Ys = g S odpovidajicimi pravdépodobnostmi:

3 11 1 1 1 \*

(Z?:1 93i)!

0, o pak vérohodnostni funkce odpovidajici vektoru
i=1Ti’

Oznacime-li C'(x) =
uplnych dat @ je ve tvaru:

retn=cte(e) (o) () (o) Go-o) " (e).

(2.5)
1 T2 r3t+rstas 6
f(il'/' ‘ 0) = C”(;[;) (1_36) (%) (i) (%6) 0951-1—9:3—!—9:6 (1 . 0)x4+x5 .

Abychom predesli nejasnostem pri odkazovani na krok E a praci se stfednimi
hodnotami, jimz rovnéz nalezi pismeno E, tak budeme po zbytek této prace stredni
hodnotu oznacovat jako E. Symbol E, snac¢i stfedni hodnotu, kterd je podminéna
néjakou pevnou hodnotou a

V kroku E algoritmu hledame Q(0 | %)) = E,u [L(x | 0) | y] pro vektor tpl-
nych dat « a predpokladame vypozorovana data y a odhad 6%%). Tato funkce ndm
znacné zjednodusuje vypocty vérohodnostni funkce, nebot ty ¢asti @, které jsou
shodné s nékterou z casti y, jsou ve své podstaté nahrazeny, a tedy jediné, u ¢eho
je tfeba zjistovat podminénou stfedni hodnotu, jsou neznamé (chybéjici) ¢asti x.
V dalsim postupu se stac¢i omezit na ty casti vérohodnostni funkce, které obsahuji
0" a tedy?:

Le(z | 9(1")) = (x1 + 23 + x6) log o%) 4 (x4 + z5) log(l — G(k)). (2.6)

Pro dalsi postup vyuzijeme skutecnosti, ze L. je linearni funkci nasich jedinych
dvou neznamych x5 a x3, tedy tento krok spociva pouze v jejich nahrazeni odpovida-
jici podminénou stiedni hodnotou. Jinymi slovy predpoklddame-li ndhodné veli¢iny
X5 a X3 odpovidajici prvkiim xo a x3, pak z vlastnosti multinomického rozdéleni

(a jeho marginélnich ¢asti) jsou obé binomicky rozdélené s n = y, a jejich pravdépo-
1 1g(k)

. 7 ./ 5 A . . . 7’ v 7z /‘
dobnosti odpovidaji T igm & T Tem- Proto z definice binomického rozdéleni plati:

2index ¢ znad¢i vérohodnostni funkci pro tplna data



xgk) =Eym [Xa | y2] = v2

28 = By [ X3 | o) = v

V kroku M algoritmus vezme upraveny vektor tplnych dat
o = (1700, 28", 2 450,470, 60)"

a metodou maximélni vérohodnosti hledd odhad parametru #*), kterj oznadéi jako
6+ Postup je stejny jako ten uvedeny vyse a jelikoz krok M navazuje na krok E,
tak nyni staci vzit pouze logaritmickou vérohodnost L. (viz (2.6)) a dosadit do ni
nas zkoumany vektor uplnych dat.

Le(z* | 6) = (2" + 1760) log6 + 920 log(1 — 6)

B +®) 11760 920
— L(x* i —
o5 (@ 10) 9 1—0
(k)
2 41760 920
_ _ 2,
0 T—g (2:8)

k1) _ 28 1760 4560 6*) + 3520

= = . 2.9
2 42680 5480 ™) + 5360 (29)



2.1.3 Zavérecné shrnuti

Z Tabulky 2.1 plyne, Ze z poc¢atecni hodnoty §° = 0, 5 algoritmus postupuje velmi
rychle a pii vypoctu pro 10 desetinnych mist je prirtistek jiz po sedmém kroku prak-
ticky zanedbatelny. V tabulce je rovnéz vyuzita hodnota maximéalné vérohodného
odhadu ziskana v oddile 2.1.1., tedy #* = 0, 7317828585.

Tabulka 2.1: Pribéh EM algoritmu pro multinomicky pripad

iterace %) A 9;:3(;(:)1)
0 0,5000000000 | 0,2317828585 | 0,0678802389
1 0,7160493827 | 0,0157334758 | 0,0592237031
2 0,7308510638 | 0,0009317947 | 0,0587107515
3 0,7317281522 | 0,0000547064 | 0,0586806348
4 0,7317796483 | 0,0000032102 | 0,0586788675
5 0,7317826702 | 0,0000001884 | 0,0586787632
6 0,7317828475 | 0,0000000111 | 0,0586787548
7 0,7317828579 | 0,0000000006 | 0,0586786168

e Tteti sloupec udava odchylku od hodnoty 6* (spoctené v oddile 2.1.1).

e Ctvrty sloupec obsahuje pomér odchylek ve dvou po sobé jdoucich iteracich
(tento pomér se velmi rychle ustéli a je takika konstantni).

EM algoritmus je vyuzivan hlavné proto, Ze znac¢né zjednodusuje hledani ma-
ximalné vérohodného odhadu. Kdyby byl totiz parametr slozitéji zakomponovan do
rozloZeni pravdépodobnosti vstupnich dat (2.1) nebo by byla vérohodnost (2.2) ve
slozitych nelinearnich rovnic vysokych stupii (v tomto pfipadé az patého). Aplikaci
algoritmu se vSak v kroku E dostavame k odhadu jen neznamych (chybé&jicich) dat
a za zbyvajici dosadime vstupy ze zadani, ¢imz v kroku M dochéazime k podstatné
jednodussi rovnici. V tomto prikladu to sice neni prilis patrné, ale i tak jsme se

z rovnice (2.4) dostali k jednodussi (2.8).
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2.2 Zavedeni zakladnich prvku

V této casti zavedeme zdkladni prvky EM algoritmu a ucinime tak odkazem
na predchozi ilustracni priklad. Méjme dva vybérové prostory X a ) a zobrazeni
¢ : X — Y definované predpisem p(x) = y pro € X, v némz jednomu prvku
z Y muze odpovidat mnoho prvki z X, ale kazdému prvku « odpovida jen jedno y.
V nasem prikladu:

QD(QZ) = Qp(xl,xg,xg,le,ﬂfg,,ﬂf(,) - (y17y27y37y47y5)T7 (210)
kde y1 =21, yo = T2+ X3, Y3 = T4, Ya = T5 & Y5 = .

Vektor y = ¢(x) nazveme vektorem neuplnych dat, & vektorem dat tuplnych.
Dtlezitou charakteristikou je to, ze s vektorem a neni mozné pracovat piimo, ale
pouze skrze y. O x vime jen to, ze lezi v néjaké podmnoziné X definované jako
X(y) ={Z | p(&) = y}, kde y jsou vypozorovana data.

Na prostoru X predpokladame rodinu rozdéleni zavislych na vektoru parametrt
0 = (01,0,,...,0,)7 z parametrického prostoru 2 s hustotami ve tvaru f(x | ).
(V nasem piikladu se jedné o jednorozmérny parametr z prostoru 2 = (0, 1) a hus-
tota odpovida vérohodnosti multinomického rozdéleni - viz (2.5)). Z této rodiny lze
odvodit rodinu rozdéleni na ) s hustotami ¢g(y | 0) - viz (2.2). Plati:

oy | 6) = /X S|tz

kde pro miru v plati: v(x) = ®?:1 vi(z;), kde v; jsou ¢itaci miry takové, ze vy X v3
je definovano ve smyslu xy + 23 = y, a zbyvajici v; jsou také definovana ve smyslu
(2.10). Hustota f(x | @) odpovidd Gplnym dattm a g(y | €) datim nedaplnym.

EM algoritmus pf#i zadaném y hledd hodnotu @ maximalizujici funkei g(y | 6),
ale ¢ini tak pres odpovidajici f(x | ). Samotné kroky algoritmu jsou provadény
ptes vérohodnostni funkei, tedy necht L(0) = logg(y | €) je logaritmickd vérohod-
nostni funkce vektoru parametrit @ zaloZend na vektoru pozorovani y (viz (2.3))
a L.(0) =log f(x | @) budiz lodpovidajici funkce pro vektor tplnych dat x. Jak jiz
bylo uvedeno v ivodu, EM algoritmus v kroku E na zakladé zadanych netplnych dat
a momentalni podoby parametru odhadne chybéjici ¢asti vektoru dat uplnych, a v
kroku M jiz pracujeme jen s vérohodnostni funkci odpovidajici tomuto upravenému
vektoru x*, tedy f(z* | 0) (viz (2.6)).
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Krok E: predpokladejme, ze jsme z minulé iterace ziskali hodnotu parametru
o™ Algoritmus znovu odhaduje hodnotu logaritmické vérohodnosti tplného da-
tového souboru a postupuje pres funkci () definovanou nasledovné:

Q0] 6") = Eyulog f(x | 6) | y]. (2.11)

V nasem piikladu se jedna o odhadnuti podminénych stiednich hodnot pro neznamé
Ty a x3, nebot zbylé ¢leny jsou stejné jak pro vektor x, tak pro y.

Krok M: algoritmus maximalizuje funkci Q(6 | 6™ z kroku E. Jinymi slovy
hledame 8%V takové, aby platilo:

QO g%y > QB 16%)  veeq.

Pro nas to znamenalo hledani maximalné vérohodného odhadu jednorozmérného
parametru ¢ z vérohodnosti multinomického rozdéleni f(x* | 6) (viz (2.5)), kde:

o = (1700, 28", 2" 450,470,60)" a 6 = 6" .
Pro dalsi iteraci jiz vezmeme misto 0" parametr 8%V a opakujeme, dokud neni
piirtstek L (tedy L(0W) — L(0"Y) pro viechna 1) jiz tak maly, Ze ho lze zanedbat.
Tedy co se tyce konvergence posloupnosti {L(8*))} - viz Kapitola 3.
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2.3 Regularni exponencialni rodina

Tato rodina je velmi dtlezita pro aplikaci EM algoritmu, nebot obsahuje vétsinu
¢asto vyuzivanych a Siroce znamych rozdéleni (napf. multinomické, normdlni, >
apod.). Hustotu absolutné spojitych (resp. vérohodnost diskrétnich) rozdéleni z této
rodiny je mozné prevést do obecného tvaru:

b
g(x|0)= % exp [0"t(x)] | (2.12)
kde t(x) je suficientni statistika vektoru parametr 6 € 2 (tedy podminéné rozdéleni
vektoru @ pii daném t(x) nezavisi na 0 - viz Andél [2007, str. 124]), pro niz plati:

Eg [t(x loga(0) , (2.13)

0
=24
kde a(0) a b(x) jsou skalarni funkce a 2 je konvexni parametricky prostor vSech @
takovych, ze plati:

b(x) T
/Xm exp [0"t(x)] dx < oc.

Krok E: vynechame c¢leny, které neobsahuji 6. Funkce () je pro reguldni expo-
nencialni rodinu definovana nésledovné (L. zastupuje logaritmickou vérohodnostni
funkei pro tplné data):

Q(016W) =Eyuw [Lulx | 6) | y] = " By [tw) | y] — log a(6).  (2.14)

Krok M: odhad 8%t metodou maximalni vérohodnosti ziskame derivaci (2.14)
podle 0 a nasledné tento vyraz polozime roven nule, tedy:

19)
Eg [t(z) | y] — 59 o8 a(@) =0,

oznadime-li ¢ o0 [t(x) | y], pak v souladu s definici (2.13) ziskdme vysledny
odhad jako TeSeni rovnice:

k) _

t®) = By [t(x)] . (2.15)

Dilezitou vlastnosti regularni exponencialni rodiny je skutec¢nost, ze ma-li rovnice
(2.15) FeSeni, je toto dano jednozna¢né (plyne z konkavity logaritmické vérohodnosti
této rodiny). Avsak pokud tato rovnice Fesitelna neni, pak je tfeba pro vypocet vyuzit

vvvvvv

P¥i vipoétu nasledujiciho piikladu rozlozime exponent misto na 6% ¢(x) na tvar
c(0)Tt'(x) (t' je takovou modifikaci ¢, aby hodnota exponentu ziistala zachovéna),
kde ¢(0) je vhodné zvolend vektorova funkce. U¢inime tak vychézejice ze Zehnaovy
véty, kterou uvedl Andél [2007, véta 7.87, str. 148]. Tato véta nam zajistuje, Ze
maximalné vérohodny odhad je nezavisly na parametrizaci. V piikladu se to projevi
tak, Ze zvolime-li vhodnou variantu parametrizace, pak nam tato umozni nasledovat
snazsi cestu vypoctu podminénych stfednich hodnot v kroku E.
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2.4 Ilustracni priklad 2

Pro ilustraci vlastnosti absolutné spojitych ¢lent regularni exponencialni rodiny
prepokladejme, ze Tabulka 2.2 odpovidd ndhodnému vybéru z dvourozmérného nor-
malniho rozdéleni o neznamych stfednich hodnotach i rozptylech, kde u dvou po-

zorovani chybi prvni a u dvou druha slozka - pro prehlednost si je oznac¢ime «, 3,
ad.

Tabulka 2.2: Data pro dvourozmérné normalni rozdéleni

X 8111618 6 4| a | B 20|25
Y||10 |14 |16 | 1520 |4 |18 |22 | v | o

O12 022
je varian¢éni matice, X; ~ N(p1,011), Vi ~ N(pg,09) a 019 = cov(X;,Y;) pro
i=1,...,10.

Jinymi slovy méme: W, = (X;,Y;) ~ N ((1,12)7, V), kde V' = (011 012)

Pro daldi vypocty je vhodné zdtraznit, Ze w; = (z;,v;)” jsou definovana tak,
e wr = (o, y7)", ws = (B,y8)", wg = (79,7)" a wig = (210,0)". Vektor napo-

zorovanych dat y je tedy ve tvaruy = (w7, ..., wl,m")T kde m = (y7,ys, x9, 719)"
zahrnuje zadané hodnoty v netplnych pozorovanich (prvni ¢i druhd slozka daného
pozorovani je nezndma). Necht v = (w!, ... w],)T je odpovidajici vektor tplnych

dat, v némz jsou chybéjici data vyjddfena vektorem z = (o, 3,7,0)7.

V tomto piipadé je parametr ve tvaru @ = (i1, fi2, 011, 092, 012) 7 . Parametricky
prostor € zde odpovidd R x R x (0,00) x (0,00) x R a hustota dvourozmérného
normalniho rozdéleni (viz Andél [2007, véta 4.10, str. 65]) vypada néasledovné:

(w, | 0)= — . { !
i = ——F———20eXp§ —5
J ootV T2

coz v rozlozeném tvaru odpovida:

o(w:]0) = —— expd 12
21V det V 2detV

x (W‘W— 20 <xi—ul><yi—u2>+M)}- (2.16)

011 011022 022

(wi = 1"V ) |

Nyni je tfeba prevést hustotu tohoto rozdéleni do tvaru (2.12). Toho doséhneme
hlavné Gpravou exponentu. Roznasobime a sdruzime jej tak, abychom osamostatnili
jednotlivé mocniny proménnych z; a y;. Tedy pomoci elementarnich tprav dosa-
hneme:

14



xi—p1)? o i7_2
exp {—gélect’%i [( Ul’jl) - 0?1;222 (w5 — p1) (Y — p2) + K a;f) ]} =
exp { P (02227 + 011y} + 2(01210 — Tooptn); + 2(012p1 — O11p2)ys — 201223Y;) } ¥

X exp { —P(0oap] — 2012p 2 + o1145) } = exp{M} exp{—H} ,

kde P = 5 d;tlv. Jinymi slovy, dospéli jsme k hustoté ve tvaru:

eM

21 VdetV eHl

Zohlednime-1li ndhodny vybér, pak v souladu s definici (2.12) a Zehnaovou vétou (viz
Andél [2007, véta 7.87, str. 148]) méme nyni:

g(wi | 6) =

2

b(z) = ( ! )n a(6) = [Vder V exp{H}]”
c(0) = P (022,011, 2(012/12 — 0o2f11), 2(012441 — O1142), —2012)T

n n n n n T
Vw) = (zxi,zyazxi,zyi,z@ | 1)
=1 =1 =1 =1 =1

Prvky ¢'(w) si pro prehlednost dalsiho postupu oznac¢ime jako T4, Ty, T3, Ty a Ts.

2.4.1 Vypocet pomoci EM algoritmu
Krok E: predpokladejme, Ze z piedchozi iterace mame ziskén odhad 8%). Dle

(2.14) zavisi nynéjsi krok na vypoctu podminéné stiedni hodnoty Eyw [t(x) | v].

Piipometime, 7e v = (w?, ... wl,)T je vektor tiplnych dat (véetns vektoru neznamych

pozorovani z = (a, 3,7,68)T) Vzhledem k linearité stiedni hodnoty se vypocet roz-
padne na odhad péti podminénych stfednich hodnot 7}, prot =1,... 5.

Zde vyuzijeme nékolika zakladnich vlastnosti:
(1) B [22i2) Xi | 0] = 3202, B [Xi | 0]
(i) varge [X; | v] = Egw [X7 | v] = (Bg [X; | v])°
(iil) covgw [X;, Y5 [ v] = Egu [XiYi | 0] = Ege [X; | v] Egew [Y; [ v]

(iv) jev [X; | Y; = y] mé rozdéleni N [,ul + 22 (y — po), (O’H - %)],jev Y; | X; =«

022

je obdobny s rozdélenim N |po + 212(z — p11), ( 022 — Z—%)} (plyne z vlastnosti

dvourozmérného normalniho rozdéleni - viz Andél [2007, véta 4.12, str. 67])
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Ve svétle vyse uvedenych vlastnosti a (2.17) pocitame:

]Ee(k) T1 ’ v ZE ]Eg(k) [042 ’ yﬂ -+ ]Ee(k) ’ yg Z .77

i=1,...,10
i£7,8

Obdobnym postupem ziskdme také Eyux) [3? | ys], ale je nutné si uvédomit, ze
u Eg [v2 | 29] a Egu [0% | 210) se jednd o druhou variantu podminéného rozdéleni
z vlastnosti (iv). Odhady T3 a T} se sestavaji pouze z podminénych stfednich hodnot
a, 3,7 a d (viz vlastnost (iv) ), a tedy poslednim, ktery je t¥eba zjistit, je odhad Ts.

10 6
Eg(k) T5 \ U ZE xzyi ’ U] = ZEQW [»Tz?/z \ U] + leyz =
=7 i=1
= y7]E9(k) [Oé | y7] + ygEe(k) [6 ‘ yg] + .IgEe(k) [’7 ‘ :Eg] + .IloEe(k) [(5 ‘ Ilo] + 896 .
Nyni vSe vezmeme a sestavime rovnice podminénych stfednich hodnot 7} pro

i=1,...,5, k ¢emuZ je zapotiebi doplnit ¢iselné vstupy (vektor v) a jisté elementarni
prepocty, ¢imz ziskame:

(k)

w (015’ (k)2
Egw [Ty | v] = 1842 + 2 | 07y — ~22 +2(uy )+
022

B g ®) . RO .
+ 2812 (40 — 2u) 4 ( 212 (2(ug)) — 80 +808>

022 029

)

w  (01)? (®)
Egw [To | v] = 2001 + 2 | 09y — ~—2 +2(ps )+
11

B g ® . O .
+2R2 12 45— 9u®) 4 | 22 (2(;% N2 gou) +1025>

011 011

Ego [T5 | v] = 108 + 24" + ”zg) (40 — 2u{?)

22

Ego [Ty | v] = 109 + 248" + ”zg) (45 — 2u{?)

(k) (k)
Eqw [T5 | v] = 896 + 404" + 45,57 + },ﬁ) (808 — 40p5”) + —5(
022 011

1025 — 454y .
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Krok M: nyni vyuzijeme definici (2.15), kde t**) odpovid4 podminénym stfednim
hodnotam vypoctenym v kroku E. Pro tento vypocet jesté potfebujeme Eq [t'(w)]
a pro vypocet uzijeme vlastnosti (i) - (iii) z kroku E. Déle uplatnime to, ze W je
nahodny vybér a ze vektor @ neudava v tomto pripadé nic jiného nez samotné

parametry rozdeéleni.

[ 10

Eo [T1] =Eo | > _af

Li=1

[ 10

Eg [T5] = Eg Z T

Li=1

[ 10

Eq [T5] = Eq Z Ty

Li=1

] = 10Eq [z]] = 10 (011 + )
] == ]_OEQ [ZEl] = ]_0/11

] = 10E9 [:L‘lyl] =10 (0'12 + Mlug)

Obdobnym postupem ziskame i Eq [T5] = 10 (022 + ug) aEg [Ty = 10us .

Podminéné stfedni hodnoty E,w) [T} | v] si pro pfehlednost oznac¢ime jako Ti(k)
(i=1,...,5). Pak z (2.15) plyne, ze odhad 8% je ve tvaru:

(k1) _

1

(k+1)
011

(k+1)
029

(k+1) o
012

L k)
T
103
iT k)
10 ¢

1

_E

1

R OB
10°°

(k+1) _
2

- ()
V- () -

k+1 k+1
(”u(”:

1 2
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—T
10 ¢
2
_T 0 _ (L
103



Tabulka 2.3: Pribéh EM algoritmu pro dvourozmérny normalni pripad

iterace L1 2 011 099 012
0 10,00000 | 10,00000 | 20,00000 | 20,00000 | 10,00000
1 13,80000 | 15,15000 | 41,96000 | 26,70250 | 14,68000
2 14,09327 | 15,53875 | 46,82756 | 29,31608 | 19,22261
3 14,20370 | 15,69794 | 47,56940 | 30,29210 | 21,19651
4 14,24280 | 15,77894 | 47,54621 | 30,77354 | 22,11265
Y 14,25518 | 15,82383 | 47,42563 | 31,05691 | 22,57445
6 14,25814 | 15,84967 | 47,32518 | 31,23294 | 22,82007
7 14,25811 | 15,86477 | 47,25637 | 31,34258 | 22,95518
8 14,25735 | 15,87367 | 47,21224 | 31,41019 | 23,03119
9 14,25659 | 15,87892 | 47,18478 | 31,45143 | 23,07464
10 14,25601 | 15,88204 | 47,16798 | 31,47638 | 23,09976
11 14,25562 | 15,88388 | 47,15781 | 31,49138 | 23,11439
12 14,25536 | 15,88497 | 47,15170 | 31,50036 | 23,12297
13 14,25520 | 15,88562 | 47,14803 | 31,50572 | 23,12802
14 14,25511 | 15,88601 | 47,14585 | 31,50891 | 23,13099
15 14,25505 | 15,88623 | 47,14454 | 31,51081 | 23,13275
16 14,25501 | 15,88637 | 47,14377 | 31,51194 | 23,13380
17 14,25499 | 15,88645 | 47,14330 | 31,51262 | 23,13441
18 14,25498 | 15,88650 | 47,14303 | 31,51301 | 23,13478
19 14,25497 | 15,88653 | 47,14287 | 31,51325 | 23,13500
20 14,25496 | 15,88654 | 47,14277 | 31,51339 | 23,13512
21 14,25496 | 15,88655 | 47,14271 | 31,51348 | 23,13520
22 14,25496 | 15,88656 | 47,14268 | 31,51352 | 23,13525
23 14,25496 | 15,88656 | 47,14266 | 31,51355 | 23,13527
24 14,25496 | 15,88656 | 47,14265 | 31,51357 | 23,13529
25 14,25496 | 15,88656 | 47,14264 | 31,51358 | 23,13530
26 14,25496 | 15,88657 | 47,14263 | 31,51359 | 23,13530
27 14,25496 | 15,88657 | 47,14263 | 31,51339 | 23,13531
28 14,25496 | 15,88657 | 47,14263 | 31,51339 | 23,13531
29 14,25496 | 15,88657 | 47,14263 | 31,51360 | 23,13531
30 14,25496 | 15,88657 | 47,14263 | 31,51360 | 23,13531

Tabulka 2.3 ukazuje, ze konvergence je pro tento priklad trochu pomalejsiho razu
nez pro Priklad 1. Déle je patrné, ze pti vicerozmérném 6 dochazi k rozdilné rychlému
postupu pro jednotlivé slozky, pii vypoctu na pét desetinnych mist jsou naptiklad
u y prirtstky po kroku 20 jiz zanedbatelné, avsak g99 dosdhne podobné trovné az
pii kroku 29. V tabulce 2.3 jsou tyto hodnoty podtrzeny u vsech parametri.
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2.4.2 Primy vypocet metodou maximalni vérohodnosti

Nyni spoc¢teme hodnoty parametri, ke kterym bychom dosli metodou maximalni
vérohodnosti, pokud bychom vynechali z Tabulky 2.2 pozorovani s chybé&jicimi sloz-
kami. Jinymi slovy pracujeme s vektorem v* = (w?,... w?l)?. Hustota dvouroz-
mérného normélniho rozdéleni je ve tvaru (2.16). Vynechdme ¢leny neobsahujici 6

a sestavime logaritmickou vérohodnostni funkci:

* n 0110
L(v" | 8) = — log(det V) — 25;2‘3 X
~[(zi—m)?* 201 (i — p2)?
x - T — P o) F (2,19
2-21 { p— Ty i T ) (Ui — pi2) p— (2.19)

Dle znamych vlastnosti normalniho rozdéleni jsou maximéalné vérohodné odhady
stfednich hodnot a rozptyld ve tvaru:

] — ] —
h==) X;=10,5 ==Y Y, =13,16667 2.20
M1 n; K2 n; ( )

1 — 1 «
1== X; — 4i1)* = 25,91667 by = — Y; — 1in)? = 25,47222  (2.21
on nZ( fin) 022 n;( fiz) (2.21)

=1 =

Nyni spo¢teme maximalné vérohodny odhad o5, tedy pfevedeme (2.19) na tvar:

n

* n o
L(v" | 8) = — 5 log(det V) — 2de2t2V D (i —m)? +

i=1

n
012

T v ;(x i) = pe) = g > i)

i=1

Poté dosadime 4i; a iy a obecné vyjadieni rozptylt z (2.21), ¢imz v dusledku ziskame
funkci jediné proménné o»:

n

x __n _ 1 o 2( )2
L(v" | 8) = — 5 log(det V') ndetvi;[(xz 1) (yi — fia)?] +

n
012

+ det V —

(xi — i) (yi — ﬂ2) .

Nez pristoupime k derivaci dle o5, je vhodné zduraznit, ze det V' je v tomto pripadé
funkci proménné oys.

0 L(’U* | 0) . noi2 B 20'12 det V + 20’12
- 2detV  n(det V)2 (det V)2 ’

o2
kde A =370 [(ws — i) (yi — fi2)] & B = 30 (i — 1i0)?] 220, (i — #i2)?].
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Tuto funkci poloZime rovnu nule, dosadime det V' = 07,05 — 0%, a elementarnimi
upravami dosdhneme rovnice tietiho stupné.

. 1 L
—noiy + Boty + (noj1o3 — §A)012 + 0110228 =0

Po dosazeni a vycisleni vypada rovnice nasledovné:
o3, — 361, 30302, 4+ 606, 1550, — 238516, 174 = 0 .

Tato rovnice ma tii koreny: 27, 7488; —24,03740 a 357,592. Z druhé derivace vyp-
sané nize plyne, ze 27,7488 je jedinym maximem. Zaroven je k nasemu odhadu z
Tabulky 2.3 také nejblizsi.

82

( 8012)2L(v* | 0) = 307, — 722,606015 + 606, 155

2.4.3 Srovnani vysledku

Tabulka 2.4 porovnava hodnoty ziskané pomoci EM algoritmu a hodnoty vy-
poctené primym zplisobem jen z tplnych pozorovani. U stfednich hodnot je chyba
mensi, zato u oy, je dosti podstatna. Je tedy patrné, ze vynechame-li pti vypoctu
maximalné vérohodného odhadu netiplnd pozorovani, dopoustime se tim velmi za-
vazné chyby.

Tabulka 2.4: Srovnani hodnot parametrt ziskanych riznymi postupy

EM algoritmus | pfimy vypocet | rozdil
11 14,25496 10,50000 3,75496
e 15,88657 13,16667 2,71990
o11 47,14263 25,91667 21,22596
099 31,51360 25,47222 6,04138
012 23,13531 27,74880 4,61349
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2.5 Zobecnény EM algoritmus

Vyse uvedeny popis algoritmu je znacné obecny a plati tedy pro velmi Sirokou
skalu problémi, avSsak jeho zakladnim nedostatkem je predpoklad, ze se vysledek
kroku M da vyjadiit pomoci omezeného poc¢tu elementarnich funkci se zakladnimi
aritmetickymi operacemi (orig. closed-form expression). Obecné to vSak predpokla-
dat nelze, ¢imz bychom se pii maximalizaci v kroku M mohli dostat do znac¢njch
potizi. Tedy Dempster a kol. [1977, str. 7] pro dosazeni maximalni obecnosti zavedli
tzv. Zobecnény EM algoritmus (orig. Generalized EM algorithm - déle jiz jen GEM).

McLachlan a Krishnan [1997, str. 28] uvadi, Ze se od EM algoritmu lisi podstatou
maximalizacniho kroku - zde hleddme 8%V navysujici hodnotu funkce Qo | 0™
nad jeji hodnotu v bodé 8 = 8% misto maximalizace pres viechna @ € Q. Jinymi
slovy hledame takové 8+ aby platilo:

Q(Q(k+1) | g(k)) > Q(g(k) | g(k)) ]
Tato podminka je dostatecnd pro zajisténi toho, aby posloupnost {L(O(k))} byla

neklesajici a tedy (za predpokladu, Ze je omezend shora) jsme méli zajisténou kon-
vergenci.
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Kapitola 3

Vlastnosti

Pro zacatek si pfipomenme zékladni pojmy. Funkce f(x | €) je hustotou vek-
toru uplnych dat & a funkce g(y | ) vektoru dat netplnych, tedy y. Obé dvé jsou
zavislé na parametru 0 € €2, kde () je parametricky prostor. Funkce @) je zékladni
funkce EM algoritmu, konkrétné kroku E, a je definovana v (2.11). L(0) je logarit-
micka vérohodnostni funkce a {8*'} je posloupnost odhadi ziskana EM algoritmem.

3.1 Monotonie

Méjme zobrazeni G a M, kterd zobrazuji 8 € () na podmnoziny (2, definovana
nasledovneé:

) = (| Q4 | 8) > Q6| 0)} (3.1)
M(6) = {¢|Q(¢\9) maxcz(e\e)} (3.2)

Mame-li iterativni algoritmus, pro Jehoz prvky platl o+ ¢ G(O(k ), pak ho-
vofime o GEM algoritmu. Je-li vsak 6 kD) e M (0 ) pak se jednd o EM algorit-
mus. Obecné nemtizeme fici nic o mohutnosti téchto mnozin, avsak v obou nasich
ptikladech (pracujeme se zobrazenim M), je mnozina M (0( ) jednoprvkova pro

vSechna k&, nebot (z)obrazem M prevadi body na body. Tieba pro Priklad 1 plati:
k+1)) _ 4560 9F) 43520 .

Dale je vyhodné si uvédomit, ze M C G, coz je patrné nejen z definic téchto
mnozin, ale zaroven i ze skutec¢nosti, ze GEM algoritmus je zobecnénim EM. Tedy
jsou-li véty v této kapitole definovany pro GEM, pak prevedeni na vyuziti pro EM je
trividlni zalezitosti, ale v opatném sméru tomu tak byt nemusi (resp. je-li to vibec
mozné).
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Oznacime si podminénou hustotu « ku y a 0 jako k(x | y,0) = J;E;'z)). Pak tedy

pro monotonii {L(6")} plati nasledujici tvrzeni (pro dikaz viz Dempster a kol.
(1977, str. 7]):

Véta 1. Pro kazdy GEM algoritmus plati L(G(0)) > L(0) pro vSechna 6 € Q2 a Ze
rovnost nastdvd pouze pokud plati (skoro vsude):

Q(G(0)[0)=Q(6]0) ak(xz]|y G(0) =k(x|y,0) .

Nyni ovéfime platnost tvrzeni pro Ptiklad 1. Funkci L(#) zde odpovida (2.3)
a M(0) je v souladu s definici (2.9). Dosadime-li ¢iselné udaje, ziskdme rovnici:

L(8) = log C(y) + 1760 log 6 + 9201og(1 — 6) + 28001og(2 + )

Pro vektor netplnych dat y = (1700, 2800, 450, 470, 60)” nabyva vyraz log C(y)
hodnoty pfiblizné 6409, 413269031. Jelikoz plati M (0*) = *+Y pak doplnénim
Tabulky 2.1 ziskdme Tabulku 3.1. Z ni je patrné, ze pro tento priklad Véta 1 bezpod-
minecné plati.

Co se Prikladu 2 tyce, tak logaritmickou vérohodnost ziskdme obvyklym postu-
pem z (2.12). Tato funkce pro vektor netplnych dat y je ve tvaru:

L(0) = c¢(8)"t(y) —loga(8) + logb(x) .

Nyni, stejné jako pro ovéreni predchoziho prikladu, vyjdeme z Tabulky 2.3 a ziskdme
Tabulku 3.2. T zde plati M (%)) = o+D,

Pro prehlednost tabulek uvadime ve tfetim sloupci veli¢inu:
A = LOF) — (W)
kterou jsme ziskali z L(M (%)) > L(O™) (jelikoz plati M(8%) = §%+1)) V ta-

bulkich zkouméame, jestli je Ay > 0 pro vSechna k a jestli je posloupnost {A;}
klesajici.
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Tabulka 3.1: Vyvoj hodnot vérohodnostni funkce pro Priklad 1

iterace L(0™) Ay

0 7117,3928743781 | 343,6305340512
7461,0234084293 1,9757345347
7462,9991429640 0,0071051705
7463,0062481344 0,0000245288
7463,0062726633 0,0000000845
7463,0062727477 0,0000000003
7463,0062727480 0,0000000000
7463,0062727480 0,0000000000

~N O Tk W N

Tabulka 3.2: Vyvoj hodnot vérohodnostni funkce pro Priklad 2

iterace | L(6™) Ay
0 -64,60658 | 10,16634
1 -54,44024 | 0,14144
2 -54,29880 | 0,03149
3 -54,26730 | 0,00967
4 -54,25764 | 0,00310
) -54,25454 | 0,00102
6 -54,25352 | 0,00035
7 -54,25317 | 0,00012
8 -54,25305 | 0,00004
9 -54,25301 | 0,00001
10 -54,25300 | 0,00001
11 -54,25299 | 0,00000
12 -54,25299 | 0,00000
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3.2 Konvergence {L(0")}

V minulém oddile bylo pojednavéno o konvergenci posloupnosti { L(8*))} a plyne
z néj, ze pokud je tato posloupnost shora omezena, tak konverguje k néjakému L*.
Nyni zjistitime, za jakych podminek je bod L* maximem funkce L(0) (resp. sta-
cionarnim bodem).

Nadale budeme ptredpokladat nésledujici podminky (viz Wu [1983, str. 96-97]):

1. © je podmnozinou n-rozmérného Euklidovského prostoru R"
2. Qg0 ={0€Q:L(0)> L(B")} je kompaktni VO° € Q takova, ze L(8°) > —oo

3. L je spojita na celém () a diferencovatelna na int €2

Tyto podminky predpokladdme proto, abychom méli pro posloupnost {L(O(k))}
zajisténou omezenost shora, coz spolu s poznatky z predchoziho oddilu dava monotén-
ni konvergenci {L(O(k))} k L*. Existuji vsak i pfipady, kdy je druha podminka, tedy
predpoklad kompaktnosti 240, zna¢né problematicka, nebot neexistuje zadny zptisob
zkompaktnéni tohoto parametrického prostoru.

N&s druhy piiklad (2 = R x R x (0,00) x (0,00) x R) je toho dikazem, nebot
blizime-li se stfednimi hodnotami (y1, p2) k néjaké realné hodnoté a zaroveti rozptyly
(011, 092) smétuji k 0, pak se hodnota vérohodnostni funkce blizi nekonecnu. Jinymi
slovy mame zna¢né problémy pii volbé 6° na hranici parametrického prostoru. McLach-
lan a Krishnan [1997, str. 87] vSak podotykaji, Ze prostor Qg0 miizeme zkompaktnit,
zavedeme-li pro €2 omezeni o;; > € pro néjaké malé ¢ > 0 a i = 1,2. Je vSak dulezité
si uvédomit, ze pokud bychom se s odhady 0™ dostavali blizko k hranici 2, bylo by
pro zkompaktnéni tieba vyuzit silnéjsich prostfedkt. To vsak vzhledem k hodnotam
v Tabulce 2.3 neni nutné.

Abychom v téchto pripadech predesli problémtm, budeme dale predpokladat, ze
pro kazdou posloupnost {O(k)}, pro jejiz po¢atecni hodnotu 8° plati L(8°) > —oo, lezi
0" v int pro vsechna k. Toto Ize jednoduse zajistit pomoci nasledujici podminky:

Qgo C int Q pro libovolné 6° € Q (viz Wu [1983, str. 97)).

Touto jednoduchou zménou podminky 2 predejdeme problémtim hlavné pti derivova-
ni v kroku M.

Jak jiz bylo dfive feceno, mnozina M (viz (3.2)) nemusi byt jednoprvkova, tedy
pro dalsi postup zavedeme nasledujici definici:

Reknéme, Ze zobrazeni A zobrazujici body z X na podmnoziny X je uzaviené

vz e X, pokud vy — x, 2 € X ayp — y, yr € A(zy) implikuje y € A(x) .
(3.3)
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V obou nasich prikladech ale M zobrazuje body na body, tedy uzavienost plyne
primo ze spojitosti tohoto zobrazeni.

Pro potteby tvrzeni uvedenych v této kapitole je vhodné upresnit, ze je-li fec
o posloupnosti {G(k)} jako o posloupnosti ziskané pomoci GEM (respektive EM) al-
goritmu, pak je timto mysleno, ze plati 0*+Y ¢ G(%)) (respektive M(0™)) pro
vSechna k. Zobrazeni G' a M jsou definovany v (3.1) a (3.2).

Véty 2 a 3 uvedl Wu [1983, str. 97-98], jsou odvozeny z globalni véty o konver-
genci a sméruji k aplikaci pro posloupnost {L(G(k))} s prvky 0% ziskanymi EM nebo
GEM algoritmem. Pro nasledujici véty predpoklddame tii podminky uvedené v za-
¢atku tohoto oddilu. Dikazy téchto vét uvadi Wu [1983, str. 98] nebo McLachlan a
Krishnan [1997, str. 87-88].

Véta 2. Necht’{e(k)} je posloupnost ziskand pomoci GEM algoritmu. MnoZinu viech
staciondrnich bodi (resp. lokdlnich mazim) funkce L naint Q) oznacime jako S (resp.
M ). Dale predpokladejme:

M je uzaviené zobrazeni zobrazujici body do podmnoZin Q\ S(resp. M);  (3.4)

LO%) > L0%) vo®) ¢ S (resp. M) . (3.5)

Pak vsechny limitni body {0™Y jsou staciondrnimi body (resp. lokdlnimi mazimy)
L a {L(0™)} konverguje monotdnné k L* = L(0*) pro néjaké 0* € S (resp. M).

Jinymi slovy nam tato véta, plati-li vSechny predpoklady, zna¢né usnadnuje
vypocet kroku M, nebot nem4 smysl hledat maximum vérohodnostni funkce v jinych
bodech nez téch stacionarnich (respektive v lokdlnich maximech). Takovy bod je
v nasich ptikladech vzdy pravé jeden. O této vété rekli, ze je ”hlavni vétou o konver-
genci posloupnosti odhadi GEM algoritmu” (citace, McLachlan a Krishnan [1997,
str. 88]) nebo, ze ”je nejobecnéjsi vysledek pro EM a GEM algoritmy.” (citace, Wu
(1983, str. 99]).

Wu [1983, str. 98] pro zajisténi uzavienosti zobrazeni M pro EM algoritmus defi-
nuje velmi jednoduchou postacujici podminku, a to:

necht je Q(t | @) spojitd v obou proménnych. (3.6)

Tato podminka je znacné slaba, a tedy je v mnoha ptipadech splnéna. Pro nas je

vvvvvv

dinu rozdéleni. Véta 3 je pfimym disledkem véty predchozi, kde je podminka (3.4)
splnéna diky (3.6), a (3.5) plyne pfimo z definice EM algoritmu.
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Véta 3. Necht @ spliiuje podminku (3.6). Pak limitni body vSech posloupnosti proki
{0 ziskangch EM algoritmem jsou staciondrni body L a {L(8™)} konverguje
monotonné k L* = L(0") pro néjaky staciondrni bod 6" € ().

V Piikladu 1 plati S = M = {#*}, protoze rovnice pro ziskdni maximalné véro-
hodného odhadu 6 ve tvaru

1760 920 2800

5 1-6 " 276 "

mé praveé jeden pripustny kofen (druhy je zaporny, ale # jsme jiz v zadani predpokla-
dali mezi 0 a 1). Dale pak platnost (3.4) plyne pfimo z definice uzavieného zobrazeni
(viz (3.3)), v niz staci oznadit z;, = 0%, x = 0%, yp = L(OW), y = L(0*). Podminka
(3.5) je splnéna pro vSechna 0 # 6* (vyzaduje sice pfepocet Tabulky 2 na mnoho
desetinnych mist, ale plati).

Aplikace Véty 2 na Ptiklad 2 probiha ve stejném duchu. Rovnice (2.15) ma rovnéz
pravé jeden koren, tedy i zde plati S = M = {6*}. Pro (3.4) mame zobrazeni defino-
vané stejné jako v predchozim odstavci a uzaviené je rovnéz, nebotf zobrazuje body
na body a je spojité. Podminka (3.5) rovnéz plati a lze ji ovéfit obdobné jako pro
Priklad 1.

Jelikoz rozdeéleni uzita v obou prikladech této prace jsou prvky regularni expo-
nencialni rodiny, pak je pro né Véta 3 primym disledkem Véty 2 dle avah plynoucich
z (3.6) pred Vétou 3.
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3.3 Konvergence {6}

V minulém oddile bylo pojednano o podminkéach konvergence hodnot vérohod-
nostni funkce {L(8%)} k n&jakému L* (af uz lokilnimu maximu & staciondrnimu
bodu), coz v8ak obecné neimplikuje konvergenci korespondujici posloupnosti ite-
racnich ¢lenit {#¥} k bodu " takovému, ze L* = L(0*). Tato konvergence ”neni
z numerického hlediska tak dilezitd jako konvergence {L(6"))} k n&jakému lokal-
nimu maximu ¢i staciondrnimu bodu” (citace, Wu [1983, str. 99]). Je vSak vhodné
o ni pro tplnost pojednat (dikazy uvedenych tvrzeni viz Wu [1983, str. 99-101] nebo
McLachlan a Krishnan [1997, str. 89-91]).

Pro néasledujici véty si oznacime S(a) = {6 € S : L(0) = a} (jedna se o pod-
mnozinu S, tedy mnoziny staciondrnich bodu int 2). Déle predpokladdme splnéni
podminek (3.4) a (3.5) (viz predchozi oddil).

Véta 4. Necht’{O(k)} je posloupnosti ziskanou pomoci GEM algoritmu, kterd spliiuje
podminky (3.4) a (3.5). Ddle bud S(L*) = {0} jednoprvkovda mnoZina, kde L* je
limita {L(6™)}. Pak 6% — 6*.

V obou nasich piikladech jsou predpoklady (3.4) a (3.5) pro posloupnost {8*)}
splnény ptimo z definice EM algoritmu (dle tivah v zavéru predchoziho oddilu). Déle
z vlastnosti logaritmické vérohodnostni funkce exponencialni rodiny vime, ze S(L*) je
jednoprvkova. Coz znamena (zjednodusené feceno), ze posloupnost itera¢nich ¢lent
nemd jinou moznost, nez smérovat k oné hodnoté 8%, o niz vime, %e maximalizuje
vérohodnostni funkci.

Wu [1983, str. 99] déle uvadi, ze predpoklad S(L*) = {6*} lze zna¢né vylepsit,
pokud predpokladame nasledujici jako nutnou podminku pro 0" — 6*:

| 0%+ — 0™ | =0 pro k — co. (3.7)

Véta 5. Necht’{e(k)} je posloupnosti ziskanou pomoci GEM algoritmu, kterd spliiuje
podminky (3.4) a (3.5). Spliuje-li tato posloupnost rovnéz podminku (3.7), pak se
viechny limitnd body {8} nachdzeji v souvislé a kompaktni podmnoziné S(L*).
Specidlné, je-li S(L*) diskrétni, pak {8} konverguje k néjakému 6* € S(L*).

Uvedené podminky zajistuji konvergenci posloupnosti iterac¢nich ¢lentt a navic
o mohutnosti mnoziny S(L*) nic nepredpokladdme, coz zna¢né ptidava na uzitecnosti.
Jinymi slovy Véta 5 tiké, ze pokud jsou splnény vsechny predpoklady, tak 0™ s ros-
toucim k sméfuje k takové hodnoté 8%, jejiz funkéni hodnota je rovna oné L* (kterd je
bud lokalni maximum nebo stacionarni bod). Tedy najdeme-li hodnotu parametru,
v némz ma L stacionérni bod (resp. lokalni maximum), pak nase posloupnost ")
k této hodnoté konverguje. V nasich prikladech jsou predpoklady splnény z definice
EM algoritmu a diky skutecnosti, ze M zobrazuje body na body.
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Véta 6. Necht {O(k)} je posloupnosti ziskanou pomoci GEM algoritmu, kterd navic
splnuje podminku :
geele)] =0 (33
00 o—g(k+1) ' '
Ddle predpokladejme, Ze 6%@(1# | 0) je spojitd v obou proménnich.
Pak 0% konverguje ke staciondrnimu bodu 0%, pro ktery plati L* = L(6) kde
L* je limitou {L(O(k))} praveé tehdy, kdyZ je splnéna jedna z ndsledujicich podminek
(pro P(L*) ={0 € Q: L(0) = L*}):
1) P(L7) =467}
2) plati podminka (3.7) a P(L*) je diskrétni.

Tato véta je velmi dilezita z nékolika dtvodi:

e podminka (3.8) je za pfedpoklddanych podminek regularity (tedy podminek
(1)-(iii) ze zac¢atku oddilu 3.2) automaticky splnéna pro libovolnou posloupnost
ziskanou EM algoritmem

e S(L) je podmnozinou P(L)

e je nezavisla na obtiznéji ovétitelnych predpokladech (3.4) a (3.5).

McLachlan a Krishnan [1997, str. 90] konstatuji, ze vzhledem k témto divodim
je Véta 6 mnohem silnéjsim (a lépe aplikovatelnéjsim) néastrojem pro ovétovani kon-
vergence {0} nez Véty 4 a 5. Velmi prakticky je rovnéz nize uvedeny disledek této
véty, avsak s ohledem na dilezitost Véty 6 si ji nejprve priblizime pro nase priklady.

V obou nasich ptikladech je podminka (3.8) pro posloupnost {O(k)} splnéna au-
tomaticky, nebot je podstatou kroku M. Spojitost ) v obou proménnych je rovnéz
splnéna, tentokrat z vlastnosti logaritmické vérohodnosti pro rozdéleni z exponen-
cidlni rodiny. Z primych vypoctd maximalné vérohodnych odhadt v nasich piik-
ladech plyne, Ze logaritmickd vérohodnostni funkce ma pravé jedno maximum. Jeho
konkrétni hodnota je jiz jen otazkou vyuzitych dat a zvoleného postupu vypoctu.
Tedy 0" spliiujici L* = L(6") existuje pravé jedno, a proto plati vysledek 1 Véty 6.

Disledek Véty 6 se zabyva kategorii unimodalnich funkci, coz jsou funkce, které
maji pravé jeden modus, jinymi slovy hodnotu o takovou, ze plati f(xo) > f(x)
pro vSechna x (viz Andél [2007, str. 17]).

Dusledek 1. Necht L(0) je unimoddlni funkce na 2 a bud 0™ jeji jeding staciondrni
bod. Ddle necht je %Q(T/ﬁ | 8) spojita v obou proménnych. Pak kaZdd posloupnost

pruki {O(k)} ziskanych EM algoritmem konverguje k mazimdlné vérohodnému odhadu
parametru 0, ktery je jediny - tedy k 0.

Aplikace dusledku na nase priklady plyne z tvah k aplikacim vét v tomto oddile.
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Kapitola 4
Zaver

EM algoritmus je obecné snadné naprogramovat a nema velké naroky na vypocet-
ni techniku (napf. nedochazi k praci s informacni matici). To je velmi dilezité, nebot
je Casto zapotiebi velkého poctu iteraci, coz je také jednou z nejcastéji kritizovanych
vlastnosti tohoto algoritmu. Pomala konvergence muize byt zptisobena naptiklad
velkym mnozstvim chybéjicich dat. Avsak prednosti méa stale mnoho - naptiklad
krok M lze velmi casto naprogramovat za uziti standardnich statistickych balicki
i v pripadech, kdy odhady metodami maximalni vérohodnosti neexistuji v jednodussi
podobé. V jinych pripadech lze vyuzit néktera snadno aplikovatelna rozsiteni algo-
ritmu, ktera sdileji s ptvodnim algoritmem vlastnost stabilni monoténni konver-
gence (viz nize). Monoténni riist vérohodnostni posloupnosti {L(0%))} je dali velmi
vyhodnou vlastnosti, nebot umoziiuje velmi snadno sledovat rychlost konvergence
a prubézné hledat pfipadné chyby v naprogramovéni (viz Tabulky 2.1 a 2.3).

Velmi praktickou vlastnosti je to, ze predpoklady pro konvergenci EM algoritmu
jsou znacné obecné, tedy z libovolné pocatecni hodnoty konverguje takika vzdy
k lokadlnimu maximu. Nejvétsi tskali ale spociva v tom, ze tato konvergence velmi
zévisi na volbé vychoziho bodu a chovani vérohodnostni funkce. Jsou znamy pripady,
kdy posloupnost {L(6"*))} nejenze nekonverguje k lokdlnimu maximu, nybrz k sta-
cionarnimu bodu, nebo dokonce i k lokdlnimu minimu vérohodnostni funkce. Tyto
ptiklady hloubéji rozvedli napfiklad McLachlan a Krishnan [1997, str. 91-99].

EM algoritmus se stal velmi rychle zna¢né oblibenym, a tak byl (ve snaze ale-
sponl ¢astecné fesit vyse zminéné problémy) formulovan zna¢ny pocet rozsiteni. Za
zminku stoji obzvlasté ECM a ECME. Obé dvé jsou postaveny na myslence tak-
zvané podminéné maximalizace a zachovavaji podminky konvergence puvodniho
EM algoritmu. ECM formulovali Meng a Rubin [1993], je zkratkou pro Expectation-
Conditional Maximization a stavi na myslence, ze v nékterych ptripadech lze krok
M mnohem snadnéji vypocitat, podminime-li ho néjakou funkci parametr misto
parametri samotnych. Jinymi slovy nahrazuje M krok posloupnosti krokt, kdy
dochézi k snazsimu, ale méné tc¢innému vypoctu. Coz v praxi znamena, ze je za-
potiebi vice krokt, ale vypocetni naroky jsou celkové mensi, nebot se jedna o mate-
maticky jednodussi postup.
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ECME (Expectation-Conditional Maximization Either) je rozsifenim ECM algo-
ritmu a formulovali ho Liu a Rubin [1994]. Tento algoritmus nahrazuje nékteré kroky
ECM algoritmu pfimou maximalizaci logaritmické vérohodnosti vektoru netuplnych
dat (misto funkce Q) a jiné nechava ve stejné podobé jako ECM algoritmus. ECME
postupuje v podstatné mensim poctu krokt nez EM a ECM algoritmy a navic je
prakticky vzdy rychlejsi.

Cilem této prace je priblizit ¢tenari, co je to EM algoritmus, na nékolika ptik-
ladech ukéazat, jak tento algoritmus postupuje, nastinit jeho zakladni vlastnosti
a vyzdvihnout jeho klady a zapory. Pro lepsi ptrehlednost ziskanych informaci je
rovnéz doplnéna tabulkami k ilustracnim prikladtm.

Podoba vstupnich dat o populaci tygri nebyla zvolena néhodou, nebot vecelku
nedavno skutecné doslo na zakladé testit DNA k zjisténi, ze poddruh tygr indocin-
sky vlastné zahrnuje dva poddruhy. Ten nové objeveny byl pojmenovan malajsky
dle hlavni oblasti vyskytu.

N o

nosti a statistiky maji, a bere si za cil seznamit je s timto praktickym néastrojem pro
vypocet statistickych problémi netplnych dat. Jelikoz jsem pii patrani po zdrojich
nenarazil na jiné nez v anglickém jazyce, pak bych povazoval za tspéch, kdyby tato
prace poslouzila k porozuméni EM algoritmu tém, ktefi nejsou v praci s matema-
tickymi publikacemi v cizich jazycich pfilis zdatni.
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Tabulka 4.1: Pouzité symboly a zkratky

EM Expectation-Maximization algorithm
GEM Generalized EM algorithm
ECM Expectation-Conditional Maximization algorithm
ECME Expectation-Conditional Maximization Either algorithm
a% parcialni derivace podle 6
X znak zastupujici nasobeni pfi déleni fadkd ve vzorcich
— "konverguje k7, "smétuje k”
Q zakladni funkce kroku E
L logaritmicka vérohodnostni funkce
L, logaritmicka vérohodnostni funkce pro tplna data
max maximum (funkce)
det determinant (matice)
exp zaklad exponencialni funkce
log logaritmus o piirozeném zakladu (Eulerové ¢isle)
int vnitfek mnoziny (mnoZina vnitfnich bodi)
R™ n-rozmérny Euklidovsky prostor realnych vektori
0 vektor parametri
Q parametricky prostor
X vybérovy prostor uplnych dat
Yy vybérovy prostor netplnych dat
S mnozina vSech stacionarnich bodt L v int ()
M mnozina vSech lokdlnich maxim L v int ()
Eo stfedni hodnota podminéna pevnou hodnotou 6
N(u,o?) normalni rozdéleni o stfedni hodnoté y a rozptylu o>
cov(X,Y) kovariance ndhodnych veli¢in X a Y
var(X) rozptyl ndhodné veli¢iny X
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