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Uvod

Priklad. VySetteme konvergenci integralu

+eo SinT

1 Vl0ogx — exp(x?)

,U 1 je integrand omezeny, na celém (1, 4+00) spojity, takze jediny problém
bude ,u +00“. Protoze integrand stifida znaménka, pouzijeme Dirichletovo kri-
térium na soucin funkci f(z)g(x), kde f(z) = sinz a g bude zbytek vzorce pro
funkci.

e f ma ,omezené ¢astecné integraly* — to je o sinu znamo — OK.
e limita g v +o0 existuje nulova — OK.
e ¢ je na okoli +00 monoténni — 777

Jakykoli zainteresovany ctenar by jisté briskné monotonii g dokazal, ten zku-
seny by to i vidél od oka, zda se, ze od tak hezkych monoténnich funkei ve vzorci
pro g nemuzeme zadny podraz c¢ekat. Ale stoji za to nahlédnout na tento pro-
blém obecnéji a pokusit se dokazat o néjakych typech funkci danjch vzorcem —
elementarnich funkci — Ze jsou ,,u nekonec¢na“ monoténni.

Doufejme, ze takové poznatky vyuzijeme nejen pii ovétovani predpokladi Di-
richletova kritéria.

V prvni ¢asti prace se budeme zabyvat vlastnostmi vhodné zavedenych ttid
funkci, hlavné elementarnich. Vyznam onoho privlastku se v detailech rtizni, ale
vzdy jde o funkce, které lze vyjadiit (koneénym) vzorcem, za pouziti nékterych
dalsich vyznamnych funkci, jako logaritmus, sinus, atd. a pfipadné jejich inverzi.
Zde pojem elementarni nebudeme obsirnéji zavadét, misto toho budeme definovat
jinak pojmenované t¥idy funkci vyjadritelnych vzorci.

Ve druhé casti uz budeme vyslovovat a dokazovat uzitecnéd tvrzeni a véty,
ktera v obecnosti hovoti o monotonii takovych funkci, a to hlavné na okoli +oo.
Riznymi metodami pak dosdhneme jistych vysledki.



1. Technické zavedeni trid funkci

1.1 Funkce s defini¢nim oborem

Definice. Funkci s definicnim oborem budeme nazyvat dvojici (f, D(f)), kde
D(f) je néjakd podmnoZina R a f je funkce zobrazujici D(f) do R.

Umluva. Souétem, rozdilem a sou¢inem funkci s defini¢nim oborem budeme ro-
zumét prislusnou operaci s funkcemi a prinik defini¢nich obort, podilem opét
tuto operaci s funkcemi a prinik defini¢nich obori jesté s mnozinou nenulovosti
délitele, slozenim pak opét aritmetické slozeni funkci f o g s definiénim oborem

{z € D(g) | g(x) € D(f)}-

Pod pojmem funkce budeme déale myslet funkci s defini¢nim oborem. Pokud ho
explicitné neuvedeme, budeme myslet maximalni mozny (z hlediska aritmetiky).

Pozndmka. Predchozi tmluva se jevi byti ponékud laxni, ale u elementarnich
funkci by k nejasnostem dochéazet nemélo. Maximalni defini¢ni obory jsou:

e pro funkce Idg, exp, sin, cos to bude celé R,
e pro logaritmus interval (0, +00),

pro druhou odmocninu interval [0, +00),

nakonec pfi aritmetickych operacich s takovymi funkcemi pouzijeme pravi-
dla uvedena vyse.

1.2 Aritmeticky uzaveér

Definice. Aritmeticky uzavieny systéem funkci je takovy systém, ktery je uzavreny
na operace souctu, rozdilu, soucinu, podilu a skladani dvou funkct.

Aritmeticky uzavér mnoziny funkci je nejmensi (pranik vSech takovych) arit-
meticky uzavieny systém funkci obsahujici vSechny funkce z této mnozZiny a ta-
ke vsechny konstantni funkce. Aritmeticky uzavér mmnozZiny M budeme znacit

Arit(M).
Priklad.
e Arit(()) jsou v8echny konstantni funkce.
o Arit({Idg}) jsou zase vSechny raciondlni funkce.

Umluva. Pod pojmem vzorec budeme nadale uvazovat soubor koneéné mnoha
aritmetickych operaci (véetné aplikace néjaké funkce) s redlnymi konstantami a
proménnou z (cokoliv se v ném samoziejmé smi opakovat). Povolené aritmetické
operace budou dale specifikovany, pokud ne, piijde jen o s¢itani, od¢itani, naso-
beni a déleni.

Funkce dan& vzorcem je pak funkce (ozna¢me ji (f, D(f))), pro niz existuje
vzorec, ze kterého po dosazeni bodu z D(f) za = a provedeni piislusnych aritme-
tickych operaci dostaneme redlnou hodnotu, ktera je rovna hodnoté funkce f v
onom bodé.



Pozndamka. Vyse uvedena imluva se drzi intuitivniho nahledu.

Lemma 1. (Aritmeticky uzdvér a vzorce) Arit(M) je pro Idg € M presné systém
vSech funkci danijch vzorci obsahujicimi konstanty, x (v roli proménné), funkce z
M a operace scitani, odcitani, ndsobeni a délent.

Dukaz. Inkluzi O dokazeme strukturalni indukci podle slozitosti vzorce. Nazveme-
li fAdem vzorce pocet vSech konstant, vyskytt z-u, aplikaci funkci z M a opera-
torovych znamének, jsou funkce dané vzorcem fadu 1 (konstanty; x, ¢ili identita)
ziejmé v Arit(M).

Nyni vime, ze funkce vSech vzorcu fadu 1 az N jsou v Arit(M) a chceme
to i pro jistou funkci vzorce fadu N + 1. Tento vzorec ale na své nejvyssi arovni
obsahuje bud aplikaci funkce z M, nebo néjaky znaménkovy operator (,,4 —*/“).
V prvnim pfipadé je sloZzenim funkce z M C Arit(M) a funkce dané vzorcem
fadu N, ve druhém pripadé je souc¢tem (soucinem, rozdilem, podilem) dvou funkci
danych vzorci fadu < N, takze je vzdy také v Arit(M).

Naopak trida vSech funkci vyjadritelnych vzorcem popsanym ve znéni lem-
matu obsahuje konstanty a funkce z M a je zfejmé uzavieny na operace sc¢itani,
od¢itani, nasobeni a déleni, ale i sklddéni (za vSechny vyskyty z-u ve vzorci
vnéjsi funkce dosadime vzorec pro vnitini funkci), takze musi byt nadmnozinou

Arit(M). O

Pozndamka. Aritmeticky uzavér je vhodny nastroj na generovani riznych t¥id ,ele-
mentarnich® funkci. Predchozi lemma vlastné rika, Ze definice ,pies uzavienost
na aritmetické operace“ a ,,pres definovatelnost vzorcem® jsou ekvivalentni.

Dale uvedeme nékolik lemmat, které popisuji strukturu aritmetickych uzavéri
a tim zjednodusuji dokazovani jejich vlastnosti.

Lemma 2. (Struktura Arit(M)) Arit(M) je pro Idg € M presné systém funkci
obsahugici konstanty a identitu, uzavieny na operace scitani, odcitani, nasobent,
deéleni a (levé) sloZent funkce s funkci z M.

Diikaz. Checeme f,g € Arit(M) = fog € Arit(M). Obéma sméry pouzije-
me lemma o aritmetickém uzavéru a vzorcich: f i g mizeme vyjadiit vzorcem,
takze dosadime-li za vSechny vyskyty proménné x ve vzorci pro f vzorec pro g,
dostaneme vzorec jejich slozeni. O

Lemma 3. (Struktura nadtrid Arit({Idg,exp,log}) poprvé)

Arit(M) je pro {Idg, exp,log} C M podsystémem k systému funkci obsahuji-
cimu konstantni funkce a identitu, ktery je uzavreny na operace scitant, ndsobeni
(—1), aplikaci absolutni hodnoty a (levé) sloZent funkce s funkci z M.

Diikaz. Oznacme B systém popsany ve znéni véty — chceme tedy Arit(M) C B.
Samotné funkce z M jsou v B ziejmé (jsou slozenim identity se sebou samymi)
stejné jako plati f,ge B= f—g=f+(-1)g € B.
K ditikazu uzavienosti na nasobeni a déleni povede nékolik krokii:

e 7z absolutni hodnoty dostaneme maximum (a minimum):

a+b+la—0|
2 Y

max(a,b) =



e 7 maxima zadefinujeme kladnou a zapornou ¢ast:
f+ = max<f7 0)7 f* = max(—f, 0) )

nasobeni dvou kladnych funkci pfevedeme na sc¢itani:

fg=exp(logof +logog) ,

nasobeni dvou nezapornych funkci pak osetfime trikem:
fo=(+Dg+1)—f-g-1,

e a nasobeni dvou (jakychkoli) funkci potom uz rozlozime na nezaporné:

fo="rge —f9+ = frg-+1fg- .

Jesté to déleni (pro g # 0), nejprve pro kladné funkce:

1i==eXpUOgOf-—logog),
g

e a nakonec obecné:
f_fg_ (941 (f9)-+1
9 ¢ 9? 9?

Tim jsme ukéazali, ze B obsahuje funkce z M a je uzavieny na operace sci-
tani, odcitani, nasobeni, déleni a skladani dvou funkci, procez je nadsystémem
k Arit(M). O
Lemma 4. (Struktura nadtrid Arit({Idg,exp,log}) podruhé)

Arit(M) je pro {Idg,exp,log} C M presné nejmensi systém funkci obsahu-
jgici konstantni funkce a identitu, ktery je uzavieny na operace ndsobeni a (levé)
sloZeni funkce s exponencidlou a logaritmem.

Diikaz. Oznaéme A := Arit({Idg,exp,log}), B systém popsany ve znéni véty -
chceme tedy A = B. Ziejmé plati A D B a ovéfime, ze vSechny funkce z A jsou i
v B.

Samotné funkce exp a log jsou v B ziejmé (jsou sloZenim identity se sebou
samymi).

Scitani, od¢itani a déleni osetfime nasledovneé:

e f+ g=log(expof x expog),

e pro g # 0 pisme £ = fg5 = fgexp((—1)log(g?)),

e a koneéné f —g= log(%).

Znacent.
e Qg := Arit({Idr}) (racionélni funkce)

[ J KR = Arit({IdR,GXpalog})

Pozndamka. Uvédomme si, Ze pres svou jednoduchou strukturu (popsanou pred-
chozimi lemmaty) obsahuji tyto aritmetické uzavéry bohaté spektrum funkei, tie-
ba i s obecnymi mocninami a to i funkei — tedy funkee typu: a(z)®).

Za elementarni funkce” se jinak obecné povazuji vétsinou funkce z
Arit({Idg, exp, log, sin, cos, arcsin, arccos, arctg}).



2. Véty o monotonii

Definice. Funkci nazveme monotonickou, pokud existuje xq € R, Ze je funkce na
(20, +00) monotinni.

Pozndamka. To je tedy ona vlastnost, ktera nas u riznych typt (tfeba Kg) ele-
mentarnich funkci zejména zajima.

Pokud bychom zadali monotonii f na intervalu typu (—oo,x;), vySetiime
monotonicitu f(—zx).

2.1 Vyuziti meromorfniho rozsireni

Definice. Existuje-li pro funkci (f, D(f)) bod o € R Ze (x9,+00) C D(f),
nazveme jejim meromorfnim rozsitenim u nekonecna komplexni funkci mero-
morfni na oteviené mnoziné 2 C S (Riemannovy sféry), +oo € Q, kterd je na
QN (g, +00) rovna f.

Lemma 5. Je-li F' meromorfni rozsireni f u nekonecna, je F' meromorfni roz-
girent f' tamtéz.

Diikaz. Z komplexni analyzy vime [2, v. 10.2.6, str. 296], ze F” je meromorfni vSu-
de tam kde F (tedy i na okoli 2 nekonec¢na), navic z pohledu Cauchy-Riemannovy
véty [I, v. 11.2, str. 258] (5% znadi parcidlni derivaci podle realné slozky) plati

_ OReF (x) N OImF (z)

F(x) ORe ORe

jenze imaginarni slozka F' je na N (xg, +o0) diky rovnosti s f nulova, takze
F'(z) = f'(z) na (xg, +00), coz jsme potiebovali. O

Veéta 1. Ma-li funkce f u nekonecna meromorfni rozsireni F, je na okoli neko-
necna monotonni.

Diikaz. Protoze je F na okoli B nekonecna meromorfni, mé tam derivaci ktera je
také meromorfni. (Obé budou mit pdl nejvyse jen v 0o, nebot jejich pdly nemaji
hromadné body a B jsme mohli vzit dost malé.)

F’ je tedy na B budto nulové, nebo nemé v oo hromadny bod nulovych bodu
— z vySe uvedeného lemmatu toto plati i pro f’ na okoli +o0o. V prvnim pfipadé
je monotonie zfejmé (f konstantni), ve druhém pouzijeme, Ze je f’ na okoli +o0
spojita, proto je na né&jakém okoli budto ryze kladné, nebo ryze zaporna, z ¢ehoz
plyne monotonie pro f. O

Diusledek 1. Vsechny Qg (tedy raciondlni) funkce jsou monotonni na okoli +oc.

Pozndamka. Nyni je nasnadé predchozi pomérné silny vysledek vyuzit k dokazani
monotonic¢nosti co nejvétsich tiid funkei. Jaké elementarni funkce jsou meromorf-
né rozsititelné?

Znaceni. Kromé dvojice (f, D(f)) zavedené v prvni kapitole jesté oznacime [f, M]
soubor vSech funkci s definiénimi obory takovymi, Ze jejich uzavéry v R* (redlna
osa rozsizena o £00) lezi ve vnittku M.



Priklad. Arit([log, (0,400)]) je tedy aritmeticky uzavér se vSemi funkcemi (log, M),
kde M je omezena mnozina s infimem kladnym.

Lemma 6. Maji-li funkce f, g meromorfni rozsireni u nekonecna, magi ho i funk-
cef+g, f—g, fga %, pokud jsou na okoli +0o definovdny.

Diikaz. V pripadé déleni musi byt podil na okoli nekonecna definovan, takze g
je tam nenulova, jeji meromorfni rozsifeni neni tudiz konstantni nula. Stejnou
operaci, jakou provadime s funkcemi f, g tedy provedeme i s jejich mermorfnimi
rozsifenimi, ¢imz dostaneme opét funkci meromorfni na okoli nekone¢na [2] strany
291-296], jejiz zuzeni na R™ nemuize byt nic jiného, nez pozadovana funkce. Nalezli
jsme tedy ocekavané meromorfni rozsiteni. O

Véta 2. Vsechny funkce z Arit({(Idg, R), [exp, R], [log, (0, +00)], [sin, R], [cos, R],
larctg, R], [arcsin, (—1,1)], [arccos, (—1,1)] }), které jsou definovdny na okoli +00,
jsou monotonicke.

Dukaz. Potiebujeme, aby kazda takova funkce méla u 400 meromorfni rozsifeni.
Konstatntni funkce a identita ho ziejmé maji. Dale soucet, rozdil, souc¢in a podil
meromorfni rozsifitelnost zachovava podle lemmatu [6l

Slozeni s funkcemi uvedenymi uvniti aritmetického obalu ve znéni véty mero-
morfni rozsifitelnost nepokazi, nebot jsou na uzavienych nadmnozinach povole-
nych defini¢nich obori meromorfni (dokonce holomorfni). Uz dokdzané nam diky
lemmatu Bl staci na pokryti celého vyse uvedeného aritmetického uzavéru, takze
je dikaz hotov. O

Dusledek 2. Do aritmetického uzdvéru v predchozi vétée mizZeme jesté pridat
funkci (abs,R) (abs je funkce absolutni hodnoty x — |z|) a zdvér véty bude stale
platny.

Dikaz. Stac¢i ukazat, ze kdyz ma meromorfni rozsiteni f, ma ho i |f|. Podle
véty [ je f monotonické, takze na okoli +00 nestfida znaménka, BUNO je tedy
napiiklad od bodu zy vyse nekladna. Pak staci pfedepsat znaménko minus a
mame meromorfni rozsifeni pro |f| na (zg, +00). O

Poznamka. Ovérovani zdanlivé komlikovanych defini¢nich obort neni nijak slozité
a snadno ho provedeme napftiklad pfi vysetfovani definiéniho oboru dané funkce
(jde o ¢innosti podobného razu), takze se pro ucel nastinény v tvodu dobie hodi.

Priklad. Ukazme si priklady:

an () e ()™ e ()

|z| ma? + 6 +x

Ani takhle ,divoky“ vzorec nevybocuje z predepsané tiidy, jen poznamenejme,
Ze mocnéni je potieba pfrepsat na aplikaci exp a log zndmym zptisobem.

exp(z) — xlog(x)

Toto je jednoduchy a ocividné monoténni priklad, o némz vsak predchozi véta
nic nefika (a ani neni meromorfni u +00).



Pozndmka. V tomto okamziku mame pro velkou t¥idu funkei uz dokédzanou mono-
toni¢nost. Co nam zejména chybi, je monotoni¢nost funkci obsahujicich ve vzorci
funkce s defini¢nimi obory:

e exponencialu u oo,

e logaritmus, a tim padem i odmocniny u nuly i u nekonecna.

2.2 Monotoni¢nost podminéna uzavienosti na
operace

Lemma 7. Je-li f funkce monotonni na intervalu I a g monotonni na f(I), je
i go f monotonni na 1.

Dikaz. Ziejmé. O
Lemma 8. Monotonickd funkce md v +oo limitu (konecnou nebo nekonecnou,).

Diikaz. Kdyz nema onu limitu nekonec¢nou, je na okoli +0c omezenéa a monoténni,
z ¢ehoz plyne existence konecné limity. O

Definice. Konecné zalomenou funkci nazveme takovou funkci, jejiz defini¢ni obor
se da rozdélit na konecné mnoho intervalu takovich, Ze je funkce na kazdém z nich
momnotonni.

Lemma 9. Je-li f monotonickd a g konecné zalomend, je g o f monotonickd.

Diikaz. Je-li limita f 4-co nebo lezi-li uvnitt nékterého z intervalti monotonie g,
jsou pro velka x hodnoty f(x) uz jen v tomto intervalu, takze dostavame skladani
dvou monoténnich funkei. Je-li limita f na hranici dvou takovych intervali, plyne
z monoténni konvergence f, Ze jeji hodnoty na okoli +o00 jsou budto vétsi, nebo
mensi nez ona limita, takze opét f na okoli nekonecna neopusti jeden interval
monotonie g, procez jde na tom okoli opét o slozeni monoténnich funkei. O

Lemma 10. Funkce je monotonickd, pravé kdyz je monotonickad jeji absolutni
hodnota.

Dikaz. = je-li funkce monotonickd, je od urcitého bodu bud nekladna nebo
nezaporné, tedy je na okoli +o0o rovna bud své absolutni hodnoté, nebo funkci k
ni opacné, ktera je tudiz monotonicka, z ¢ehoz plyne pozadované. Alternativneé,
muzeme pouzit lemma [ pro g(z) = |z|.

<: pomineme-li trividlni ptipad s funkei na okoli +oo nulovou, musi byt | f|
od jistého bodu nenulova, takze je tam vSude rovna f nebo —f (a tyto pripady
se nestfidaji), z ¢ehoz plyne dédéni monotonie. O

Poznamka. Néasledujici dvé tvrzeni déavaji silny vysledek (ktery by nam stadil),
ale pouze za splnéni (alesponi jednoho ze dvou) predpokladii, o nichz nic dale
netvrdime.

Véta 3. Plati-li pro néjakou mnozinu M, M D {ldg,exp,log} konencné zalo-
menych funkci, Ze soucet kazdjch dvou monotonickych funkci z Arit(M) je zase
funkce monotonickd, jsou monotonické vsechny funkce z Arit(M), které jsou de-
finované na okoli 4+o00.



Dikaz. Pouzijeme-li lemma [3] monotonic¢nost konstant a identity je zfejmé, staci
nam zachovavani monotonicnosti pfi:

e sc¢itani — z predpokladu,
e nasobeni (—1), slozeni s funkcemi z M — z lemmatu [
e aplikaci absolutni hodnoty — z lemmatu [I0

O

Véta 4. Plati-li pro néjakou mnozinu M D {Idg, exp,log} konecné zalomenich
funkci, Ze soucin kazZdych dvou monotonickych funkci z Arit(M) je zase funkce
monotonickd, jsou monotonické viechny funkce z Arit(M), které jsou definované
na okoli 4+00.

Diikaz. Tentokrat pouZijeme lemma [4, monotoni¢nost konstant a identity je zfej-
ma, sta¢l nam zachovavani monotoni¢nosti pri:

e nasobeni — z predpokladu,
e sloZzeni s funkcemi z M — z lemmatu [Q
]

Poznamka. Za ony konecné zalomené funkce v predchozich vétach mizeme brat
funkce abs (tj. « — |z|), arctg, arcsin, arccos a navic i sin a cos, ale ty jen
s omezenymi definicnimi obory.

Poznamka. Nyni je nacase ptat se, jaké typy monotonickych funkci si zachova-
vaji vlastnosti pfi s¢itani. Plati tfeba, Ze soucet dvou monotonickych funkci je
zase funkce monotonickd? Nikoliv, sou¢tem 2z + sin(z) s funkci —2z dostaneme
nemonotonicky sinus.

Miuizeme ale naptiklad pozadovat monotonii derivaci, a to do urc¢itého radu
(dejme tomu druhych derivaci) a nebo i vSech. Bude v tomto piipadé soucet
monotonicky?

Priklad. (C* ultramonotdénni protiptiklad) Existuji funkce f,g € C* ((0,400)),
které jsou na tomto intervalu monoténni a nenulové i se vSemi svymi derivacemi,
ale jejich soucet neni monoténni na zadném okoli +oc0. Definujeme

f(z) :=e* 4 sinz, g(x):= —e*

a overime ze maji uvedené vlastnosti.

Poznamka. Sinus v predchozim prikladu mtzeme povazovat za ,osklivy“, a tak
ted zabrousime ¢isté do Kg. Co kdyby systém téch funkci z Kg, které maji od
urcitého bodu vSechny derivace monotonni, byl uzavieny na s¢itani?

Priklad. (Kg funkce a stejnomérna monotonie derivaci) Existuji funkce f,g € Kg,
které jsou na intervalu (0, +0c0) monoténni i se vSemi svymi derivacemi, ale pro
kazdé K € R existuje n € N a zy > K, Ze (f + ¢)™ méni znaménko v z, (a tedy
(f +¢)™ Y tam méni smér monotonie).
Polozme
f(x):=¢e"", g(x):=logzx.
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Plati

(f +9)" () = (=1 = (—1) (e — )

a pro velka n také

n! < Kv2mn (E)n;K> 1,
e

vezmeme-li za K hodnotu ,/% mame

nA\ " 7 nn-i—l nn-i—l
n! <VTn (—) = \/j <
e n e e

a nakonec dosadime-li za x ¢islo n, dostaneme

(n—1)! n! 'l
1\ (n) _ —n _ ) -n : -n _ _en
( 1) (f + g) (n) =e nm =e nn+1 Z € nn+1 =0 )

jenze pro dost velkd x je zfejmé e™* < (”x_nl)!, takze funkce (—1)*(f + ¢)™ a

potazmo i (f + ¢)™ musi zménit znaménko nékde v bodé vétsim nez n, a tedy
staci brat libovolné n > K.

2.3 Taylorovy rady

Véta 5. Je-li funkce f na okoli +00 rovna mocninné rade s koeficienty a,,, které
jsou az na konecné mnoho kladné (nebo zdporné), je f na okoli +00 monotonni.

Diikaz. Pti derivovani mocninné fady se znaménka koeficientit neméni (ptesnéji,
n-ty koeficient Taylorova rozvoje f’ ma stejné znaménko jako (n+ 1)-ni koeficient
u f), takze f’ ma také vSechny koeficienty své mocninné fady, az na koneéné mno-
ho, (BUNO) kladné. Necht je tedy nejvyssi ¢len fady se zapornym koeficientem
N-ty. Pak

0 N+1
f(z) = Zai(:p — )" > Z ai(z — )’
i=0 i=0

(rovnost na okoli +oo vyplyva z véty o derivovani mocninné fady). Poslednim
vyrazem je polynom s nejvyssim koeficientem kladnym, tedy pro x — +oo jde
k +o00, coz musi platit i pro f’, kterazto je tim padem na okoli 400 kladna coz
dava monotonii pro f. O

Priklad. (Protiptiklad na opa¢nou implikaci) Funkce exp(z?)—exp(z) je na [1, +00)
rostouci (derivace 2z exp(z?) — exp(x)), ale tato funkce je rovna svému Tay-
lorovu rozvoji v 0, jehoz sudé koeficienty jsou evidentné kladné (k-ty je roven
(5)171 — k!I71) a liché zaporné (podili se na nich jen funkce — exp(x)).

2.4 Vlastnosti derivace
Tvrzeni 1. Ezxistuje-li nenulovd (mize byt i £00)

lim f'(x),

r—r-+00

je f monotonickd.
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Diikaz. 7 existence uvedené limity plyne, ze od urcitého xy budou hodnoty deri-
vace budto stale kladné, nebo zaporné, coz implikuje monotonii pro f. O

Tvrzeni 2. Je-li [ na intervalu I tFidy C™ (staci C1), a oznacime-li pocet nu-
lovgch bodi funkce g na intervalu J jako Nj(g), plati

Ni(f) = Ni(f) - 1.

Diikaz. Jde o jednoduchy disledek Rolleovy véty o stiedni hodnoté, mezi kazdymi
dvéma nulovymi body f totiz musi lezet minimalné jeden nulovy bod f’. O

Poznamka. Zajimavy by byl opac¢ny odhad pro jisté tfidy funkci. Konecny pocet
nulovych bodi (existujici spojité) derivace totiz ihned dévd monotonii u +oo,
a ten by mohl plynout z takového odhadu u kazdé funkce jez ma sama o sobé
koneéné mnoho nulovych bodt (coz je jinak (vyjma konstantni nuly) jen nutna
podminka takové monotonie). Pfesnéji o tom hovori nasledujici véta.

Priklad. Protiptikladem na obecnou existenci takového odhadu mohou byt c¢as-
tecné soucty Taylorova rozvoje funkce f(z) = sin(z) 4+ 10 (to jsou samoziejmé
polynomy), které budou mit po jednom nulovém bodé, ale neomezeny pocet lo-
kalnich extrému (i kdyz pokazdé konecny).

Dalsi véta dava stejny zaver jako véty Bl a [l ale klade si jesté jiny predpoklad
zalozeny na vlastnosti derivace.

Véta 6. Plati-li pro néjakou mnozinu M D {Idg, exp,log} konecné zalomenich
funkci tvrzeni:

SMa-li funkce z Arit(M) konecny pocet nulovych bodi a je nekonstatnint,
pak jeji derivace rovnéeZ md pocet nulovych bodi konecny.“

pak jsou vSechny funkce z Arit(M), definované na okoli +00, monotonické.

Dikaz. Pouzijeme lemma Ml a ovéfime (identita i konstanty jsou monotonické):

e aplikace funkce z Arit(M) i ndsobeni konstantou monotoni¢nost nezkazi
podle lemmatu [9]

e nekonstantni monotonicka funkce ma omezeny pocet nulovych bodi, procez
toto plati i pro soucin dvou takovych (mnoziny nulovych bodu obou ¢initeli
se sjednoti) a z pfedpokladu mame monotoni¢nost i pro soucin.

O

Pozndamka. Tvrzeni, jehoz platnost je predpokladem v predchozi vété, se da také
ekvivalentné vyjadrit takto: ,M&-li funkce z Arit(M) konecny pocet nulovych
bodti, pak je monotonicka.“

Jesté dodejme, ze kdyby tedy napiiklad platilo, ze pocet nulovych bodi deri-
vace (nekonstantni funkce) je nejvyse k-nasobkem jejich poctu u puvodni funkce
z Arit(M) (zvySeného o 1), kde k je pocet vyskytt z-u v jejim vzorci, dostaneme
monotonicnost vSech takovych funkei.
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2.5 Funkce s odmocninami

Definice. Disledkova tprava rovnice je operace, kterd premeéni tuto rovnici na
novou, jejiz mnozina reseni je nadmnozinou resent té€ puvodni.

Priklad. VSechny bézné nazyvané ekvivalentni tpravy zachovéavaji mnozinu ko-
fentl, a tedy jsou i dtsledkové, jako napiiklad pric¢teni stejného vyrazu k obéma
stranam. Dalsimi dtsledkovymi tpravami jsou vynasobeni obou stran rovnice li-
bovolnym vyrazem, ktery mé smysl v bodech feseni ptivodni rovnice (nebo obec-
néji ale castéji, ktery ma smysl vSude tam kde maji smysl vyrazy v ptvodni
rovnici), nebo umocnéni obou stran rovnice na stejny (konstantni) exponent.

Lemma 11. KaZda rovnice vice promenngch, ve které se vyuZivaji jen operace
sc¢itant, odcitdnt, ndasobeni a délent, se da prevést konecnym poctem dusledkovych
uprav na rovnici, kde na levé strané je polynom vice promeénnych (téch samijch)
a na praveé strané nula.

Diikaz. Dukaz je konstruktivni a primocary.

Nejprve si uvédomime, ze se kdykoliv mizeme ve vyrazech zbavit slozenych
zlomkii jejich rozsifenim vhodnym jmenovatelem (jenz je nenulovy vSude tam kde
mél ptvodni vyraz smysl). Déle vSechny soucty uzaviené v soucinech roznasobi-
me, a operace soucinu a podilu miizeme zaménit.

Tak dostaneme v rovnici pouze vyrazy typu ,soucet zlomk, jejichz citatelem
a jmenovatelem jsou zase soucty zlomkt...“ a takové zanorovani nejde samoziej-
mé donekonecéna, takze necht jsou do sebe zlomky nejvyse k-krat zanorené. Celou
rovnici nyni vynasobime soucinem vsSech jmenovatelii zlomkt, které nejsou za-
norené v dalsich zlomcich (coz je zfejmé dusledkova tprava) a tim se zbavime
nezanorenych zlomki a ty m-krat zanofené budou nyni zanotené (m — 1)-krat.

Timto zptisobem v konecném poctu krokti dostaneme vyrazy bez zlomki, ze
kterych opét roznasobenim vsech souctti v souc¢inech dostaneme jen vyrazy typu
,soucet soucini®, coz jsou ale polynomy nasich proménnych. Staci od obou stran
rovnice odecist tu vpravo a mame rovnici v pozadovaném tvaru. O

Pozndmka. Poznamenejme, ze polynom vice proménnych, budeme-li se na néj
divat z pohledu jedné vybrané proménné, je polynom této proménné, jehoz koefi-
cienty zaviseji jen na téch ostatnich proménnych, a to navic jen ve formé vyrazi
s operatory ,+ — x /.

Lemma 12. Rownici jedné proménné (x), kde se mohou vyskytovat jen operace
.+ — X /% a druhd odmocnina, lze prevést konecnym poctem disledkovych uprav
na rovnici ,polynom(x) = 0%, kde polynom je také jedné proménné.

Diikaz. Dtkaz je konstruktivni.

Nejprve se budeme zabyvat odstranénim odmocnin, které jsou volné, tedy
nejsou zahnizdéné (ve vzorci) v jinych odmocninach. Tuto operaci budeme pro-
vadét iterativné a nazveme ji nadkrok. V prvni fazi si vSechny takové odmocniny
oznacime aj...ag, jako proménné. Je-li tam vice stejnych (napiiklad, kdy se ve
vzorci na ruznych mistech objevi \/xzﬂ), oznacime je stejnym pismenem. V ta-
kovém tvaru mizeme na rovnici pouzit lemma [I1l Navic si ozna¢ime odmocniny,
které jsou v téchto uz oznacenych odmocnindch vnorené (ale jen ty pfimo vno-

fené, ne ty v ,hloubce* 3 a vice) jako by...bg,. V jednotlivych krocich se budeme
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zbavovat proménnych a;...ax,. Pro ujasnéni dodejme, Ze nadale ptijde o rovnici
1+ k1 + ko proménnych, pricemz na zacatku bude rovnice zaviset jen na aj...ay,
a x, na koneci chceme, aby zavisela jen na b;...by, a z.

V kazdém kroku si pak vybereme jednu z promeénnych, kterych se chceme
zbavit (tfeba a,,), a zachovame se dle poznamky pod lemmatem [II], dostaneme
tedy polynom v proménné a,,, jehoz koeficienty zaviseji na ostatnich proménnych,
pokud jsme je neeliminovali v predchozich krocich. Déale v ¢lenech polynomu, kde
je mocnina a,, vyssi nez 1, rozlozime tuto mocninu na soucin druhych mocnin a,,
a pfipadné jedné prvni mocniny a,,. Druhé mocniny odmocniny pak nahradime
jejich obsahem (zavislym obecné pouze na proménnych b;...bg, a x), ¢imz je elimi-
nujeme. Uvédomime si pfitom, Ze toto umocnéni mtize pouze ptidat koreny: pro
vnitfek odmocniny nezaporny ziistava rovnice stejné, a pro zaporny diive neméla
smysl.

Tak dostavame vlastné jen polynom prvniho stupné v a,, (pokud uz a,, nebylo
zeliminovano, v tom ptipadé néasledujici tpravu preskocime), kde nasobek a,,
napiseme na jednu stranu rovnice a na druhé uz bude vyraz na a,, nezavisly, a
ve findle rovnici umocnime na druhou — ¢imz opét mtzeme kofeny jen pridat, a
tim jsme odmocninu oznacenou a,, zeliminovali (jeji druhou mocninu jsme opét
nahradili jejim obsahem).

Tim jsme udélali jeden krok. Po konecné mnoha krocich se tak zbavime
v8ech odmocnin, které nebyly zanofené v jinych odmocninach (tedy proménnych
aj...ay, ) — tim udélame jeden nadkrok, a po koneéném poctu nadkroki se tak zba-
vime Uplné vsech odmocnin ve vzorci, ktery pak podle vyse uvedeného lemmatu
aplikovaného na jednu proménnou upravime na pozadovany tvar. O

Véta 7. Vsechny funkce z Arit({(Idg,R), (sqrt, [0,4+00))}), definované na okoli
+00, jsou monotonické.

Diikaz. Nejprve si ukazme, ze funkce této tfidy maji pocet nulovych bodi vzdy
konecény. Rovnice f(z) = 0 pro takové funkce jsou totiz rovnice z vyse uvedeného
lemmatu, které maji vzdy nejvyse tolik kofenti, jako néjaka rovnice ,polynom(z) =
0“, a to je konecné mnoho.

Projdéme si dale pravidla pro derivovani vyrazi s operacemi s¢itani, odcita-
ni, nasobeni, déleni a druhé odmocniny. Pro vSechny jmenovatele nenulové (coz
na okoli +oo jsou z predpokladu véty) a vSechny vnittky odmocnin nezéporné
(opét predpoklad definovanosti) a nenulové (jsou to vyrazy stejného typu majici
konecny pocet nulovych bodt) jde o vyraz stejného typu a je to spojita funkce.

Tudiz mé tato derivace na okoli +o0o koneény pocet nulovych bodu (tedy na
mensim okoli zadné), a z jeji spojitosti obdrzime ryzi kladnost ¢ zapornost, coz
implikuje monotonii piivodni funkce. 0

Priklad. Naptiklad funkce

N
/ 57
r+1+4/5m0

T

je monotonicka.
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Z.aver

Nedokézali jsme monotonic¢nost celé tiidy Kg, ale pro velké tiidy funkei (a to i
mimo Kg) jsme dokazali monotoni¢nost bud bezpodmine¢nou, a nebo za né&jakych
predpokladii. Shriime nejdilezitéjsi vysledky, u jakych funkcich méme monoto-
nic¢nost dokazanu:

e funkce dané vzorci obsahujicimi exp, log, sin, cos a dalsi funkce, ovSsem s
omezenim na jejich defini¢ni obory,

e mocninnym fadam s koeficienty v8emi kladnymi (aZ na kone¢né mnoho)

e aritmetickych uzavéru identity, exponencialy, logaritmu a dalsich konec¢né
zalomenych funkci, ale pouze s predpokladem platnosti jistého tvrzeni (tii
moznosti):

— 7e se monotonicita v takové tiidé zachovava pri s¢itani
— to samé pro nasobeni

— ze v takové tridé je funkce s konec¢né mnoha nulovymi body monoto-
nicka,

0 némz nic nefikame,

e funkci danych vzorci bez exp a log, ale s druhou odmocninou.
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