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Studijńı program: matematika
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2 Dvojné tř́ıděńı bez interakćı 12

2.1 Odvozeńı testové statistiky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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Úvod

Ćılem mé bakalářské práce na téma ”Lineárńı smı́̌sené modely” je seznámit čtenáře s meto-

dami analýzy rozptylu. Seznámı́me se nejprve s jednoduchým a dvojným tř́ıděńım. Potom

přejdeme k jejich zobecněnému modelu, který vznikne tak, že některé parametry modelu

začneme považovat za náhodné veličiny generované z normálńıho rozděleńı. Toto zobecněńı

použijeme např́ıklad, pokud chceme vyjádřit nejistotu ve výběru zkoumaných jednotek. V

práci jsou uvedeny předpoklady jednotlivých model̊u, jejich principy odhadovańı a tes-

továńı hypotéz v těchto modelech. Testy jsou demonstrovány za použit́ı statistického soft-

waru IBM SPSS Statistics 19.0 na reálných datech. Jedná se o mezinárodńı projekt PISA

(Programme for International Student Assessment) z roku 2009, ve kterém vybrańı 15-ti

let́ı žáci anonymně odpov́ıdali na otázky předevš́ım z jejich rodiného a školńıho života

(v́ıce na stránkách ústavu pro informace ve vzděláváńı: http://www.uiv.cz/). IBM SPSS

Statistics 19.0 představuje komplexńı a snadno použitelnou sadu nástroj̊u pro analýzu dat

a prediktivńı analýzu s velice intuitivńım ovládáńım.

Prvńı část této práce se věnuje jednoduchým a dvojným tř́ıděńım, kde jsou definovány

základńı značeńı a principy, jejichž znalost je potřebná pro modely v druhé části. Ta se

už věnuje pevným i náhodným efekt̊um, které jsou součást́ı lineárńıch smı́̌sených model̊u.

Na konci kapitol jsou př́ıklady, jejichž ćılem bude zpracováńı analýzy známky z matematiky

(naš́ı závislé proměnné) v závislosti na r̊uzných faktorech (škola, pohlav́ı).
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Část I

Analýza rozptylu

Je dáno několik nezávislých výběr̊u (např. studenti z jednotlivých škol) a chceme srovnávat

jejich pr̊uměrné znalosti dané látky (testovat, zda-li se rovnaj́ı středńı hodnoty). Pokud

bychom měli školy pouze dvě, mohli bychom bez obav použ́ıt dvouvýběrový T–test s

předem zvolenou hladinou testu α. Často však potřebujeme mezi sebou porovnat v́ıce

skupin určitého faktoru. K tomu můžeme použ́ıt analýzu rozptylu.

1 Jednoduché tř́ıděńı

Zaved’me si základńı značeńı. Máme nezávislé výběry z normálńıho rozděleńı se stejným,

ale neznámým rozptylem. Označme pozorováńı náhodného výběru z rozděleńı N(µi, σ
2)

Yi1, ..., Yini
pro i = 1, ..., k. Celkem tedy máme n = n1+ ...+nk pozorováńı. Dále označ́ıme

Yi. =

ni∑
j=1

Yij , Y.. =
k∑

i=1

ni∑
j=1

Yij .

Prvńı nazveme součet i-tého výběru a druhý celkový součet. Zadefinujme aritmetický

pr̊uměr, tedy

Y i. =
Yi.

ni

, Y .. =
Y..

n
.

Zavedeme model:

Yij = µ+ αi + eij, j = 1, ..., ni, i = 1, ..., k ,

kde eij jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım N(0, σ2) a µ, αi a σ2 jsou neznámé

parametry. Pro větš́ı přehlednost jsme mı́sto µi zavedli µ+αi. Tedy středńı hodnotu každého

výběru jsme rozdělili na jednu společnou pro celý model a odchylku i-té skupiny od společné

středńı hodnoty, matematicky E(Yij) = µ+ αi pro i = 1, ..., k a j = 1, ..., ni. Ovšem takto

jsme si zavedli o jeden parametr v́ıce, proto odhady parametr̊u nejsou při daných datech
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jednoznačně určené. Řeš́ıme bud’ přidáńım podmı́nky
∑k

i=1 αi = 0 nebo za µ polož́ıme

nějakou konstantu (nejčastěji 0).

Parametry µ a αi odhadneme pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Proto hledáme mi-

nimum funkce
k∑

i=1

ni∑
j=1

(Yij − µ− αi)
2

v závislosti na proměnných µ a αi. Postupně zderivujeme danou funkci podle µ a αi a

výsledky polož́ıme rovny 0. Dostaneme soustavu normálńıch rovnic

nµ+
k∑

i=1

niαi = Y.. ,

niµ+ niαi = Yi. , i = 1, ..., k ,

k této soustavě připoj́ıme podmı́nku kv̊uli jednoznačnosti

k∑
t=1

αt = 0 .

Uprav́ıme rovnice na µ + αi = Y i. a za αk dosad́ıme −
∑k−1

t=1 αt. Tyto rovnice sečteme a

dostaneme

kµ =
k∑

t=1

Y t. .

Za µ dosad́ıme a dostaneme

1

k

k∑
t=1

Y t. + αi = Y i. .

Označ́ıme-li řešeńı soustavy jako µ0 a α0
i , dostaneme

µ0 =
1

k

k∑
t=1

Y t. , α0
i = Y i. −

1

k

k∑
t=1

Y t. , i = 1, ..., k

Středńı hodnota jednotlivých měřeńı je EYij = µ + αi. Po dosazeńı µ0 a α0
i dostaneme

odhad Y i. pro všechna i. Podle vět, které mužeme naj́ıt např. v knize[2] (str.193-200),

plat́ı, že se jedná o nejlepš́ı nestranný lineárńı odhad (NNLO). Pozn. : Hypotézu H0 lze

nyńı vyjádřit ve tvaru α1 = α2 = ... = αk = 0. T́ım se nám p̊uvodńı model zredukuje na

submodel Yij = µ+ eij.
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1.1 Odvozeńı testové statistiky

Vyjdeme z celkového součtu čtverc̊u SSC =
∑k

i=1

∑ni

j=1(Yij − Y ..)
2, který vyjadřuje kva-

dratické chyby jednotlivých měřeńı od jejich celkového pr̊uměru a postupnými úpravami

dostaneme

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Y i. + Y i. − Y ..)
2 =

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Y i.)
2 +

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Y i. − Y ..)
2+

+
k∑

i=1

ni∑
j=1

2(Yij − Y i.)(Y i. − Y ..) =
k∑

i=1

ni∑
j=1

(Yij − Y i.)
2 +

k∑
i=1

ni(Y i. − Y ..)
2.

Posledńı člen vypadl úplně, protože
∑ni

j=1(Yij − Y i.) = 0.

SSe =
∑k

i=1

∑ni

j=1(Yij − Y i.)
2 nazveme reziduálńı součet čtverc̊u

SSA =
∑k

i=1 ni(Y i. − Y ..)
2 nazveme skupinový součet čtverc̊u

(SS od anglického ”Sum of squares”). Kdybychom nyńı testovali hypotézu H0 o rovnosti

středńıch hodnot, tak při jej́ı platnosti bychom očekávali, že SSA bude bĺızký nule a SSe

bĺızké SSC .

1.2 Rozděleńı součt̊u čtverc̊u

K určeńı rozděleńı SSC , SSe a SSA použijeme následuj́ıćı věty

Věta (o χ2 rozděleńı). Necht’ X ∼ Nn(0,Σ) a matice A taková, že AΣ je idempotentńı,

potom Y = XTAX ∼ χ2
tr(AΣ)

Důkaz. viz [2] (str. 67-69). �

Řekneme, že matice A je idempotentńı, pokud je čtvercová a plat́ı: AA = A

Definujeme stopu matice A (tr(A)) jako součet diagonálńıch prvk̊u matice.

Věta. Necht’ Yi ∼ N(µ, σ2) jsou nezávislé pro i = 1, ..., n. Potom∑n
i=1(Yi − Y )2

σ2
∼ χ2

n−1 .
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Důkaz. náznak : výraz m̊užeme přepsat jako

∑n
i=1(Yi − Y )2

σ2
= XTAX, kde X =

(
Y1 − µ

σ
, ...,

Yn − µ

σ

)T

, X ∼ Nn(0, In),

Nyńı stač́ı zjistit, zdali matice A = In − 1
n
1n1

T
n , kde 1n je jednotkový vektor, je idem-

potentńı. Což plat́ı ⇒
∑n

i=1(Yi−Y )2

σ2 ∼ χ2
tr(AI) podle předchoźı věty a

tr(AIn) =
∑n

i=1(1− 1/n) = n− 1 . �
Rozděleńı součt̊u čtverc̊u máme následuj́ıćı:

SSC : Za platnosti H0 tj. αi = 0 pro i = 1, ..., k máme Yij nezávislé, stejně rozdělené a

odhad rozptylu σ2 je

1

n− 1

∑
i,j

(Yij − Y ..)
2 =

SSC

n− 1
, SSC/σ

2 ∼ χ2
n−1 .

SSe : Plat́ı, že
∑

j(Yij − Y ..)
2/σ2 ∼ χ2

ni
a jsou nezávislé pro i = 1, ..., k.

SSe

σ2
=

n∑
i=1

(∑
j(Yij − Y ..)

2

σ2

)
∼ χ2∑k

i=1(ni−1)
= χ2

n−k

⇒ E
SSe

σ2
= n− k ⇒ E

SSe

n− k
= σ2

Z toho plyne, že E SSe

n−k
je nestranný odhad σ2.

SSA : Za platnosti H0 můžeme SSA

σ2 upravit na XTAX, kde X ∼ Nk(0,Σ),

A =
1

σ2

(
diag(n1, ..., nk)−

1

n
nnT

)
, n = (n1, ..., nk)

T a Σ = σ2diag

(
1

n1

, ...,
1

nk

)
Matice AΣ je idempotentńı a tr(AΣ) = k − 1, proto SSA

σ2 ∼ χ2
k−1.

Ćılem jednoduchého tř́ıděńı je předevš́ım testováńı, zda jednotlivé skupiny daného fak-

toru jsou statisticky nevýznamně odlǐsné. Tedy testujeme hypotézuH0, při které využ́ıváme

faktu, že veličina SSA

σ2 má χ2 rozděleńı s k − 1 stupni volnosti a veličina SSe

σ2 má nezávislé

χ2 rozděleńı s n − k stupni volnosti. Jejich pod́ıl má pak F–rozděleńı s (k − 1) a (n − k)

stupni volnosti. Testová statistika FA = SSA(n−k)
SSe(k−1)

.

Vyjde-li FA větš́ı než kvantil F1−α,k−1,n−k, zamı́táme nulovou hypotézu H0 na hladině

významnosti α zamı́tnout a efekty αi považovat za nenulové, čili statisticky významné.
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Obrázek 1: informace o datech

1.3 Př́ıklad

Všechny modely budeme aplikovat, jak jsme již zmı́nili v úvodu, na data z mezinárodńıho

projektu PISA. V této studii byly nejdř́ıve vybrány školy a následně v nich žáci. V př́ıkladu

prozkoumáme, zda známka z matematiky se lǐśı dle pohlav́ı. Použijeme k tomu software

IBM SPSS Statistics 19.0. Původńı data byla značně rozsáhlá, protože obsahovala 6064

pozorováńı z celé ČR. Budeme proto porovnávat pouze žáky pražských základńıch škol,

zbyde nám celkově 10 škol s 228 žáky. Po načteńı souboru1 se nám veškerá naše data zobraźı

do přehledné tabulky, ve které lze velmi snadno dělat d́ılč́ı úpravy. Data už jsou upravená

jen na pražské základńı školy a obsahuj́ı také známky z českého jazyka, na kterých bychom

mohli zkoumat stejné závislosti nebo je porovnávat s matematikou. Metodu pro jedno-

duché tř́ıděńı (anglicky one-way Anova) vyvoláme, když do př́ıkazového řádku naṕı̌seme

ONEWAY ”název závislé proměnné”BY ”tř́ıd́ıćı faktor”. Tedy v našem př́ıpadě naṕı̌seme

ONEWAY matematika BY pohlavi. Můžeme přidat daľśı př́ıkazy, např́ıklad popisnou sta-

tistiku dat vyvoláme /STATISTICS DESCRIPTIVES2.

Na výstupu obdrž́ıme tabulku analýzy rozptylu, kde p-hodnota je 0,122, tud́ıž při kla-

sické hladině významnosti 0,05 nelze zamı́tnout hypotézu, že pr̊uměrná známka chlapc̊u je

stejná jako d́ıvek, i když pr̊uměr známek u d́ıvek je 2,73 a u chlapc̊u 2,94.

Pozn.: v datech máme několik žák̊u, u kterých nám chyb́ı známka (at’ už z jakéhokoli

d̊uvodu). Tito žaci jsou při výpočtech vynecháni.

1Na přiloženém CD uložené pod názvem bprace.sav
2Př́ıkaz jde také spustit přes menu v záložce Analyze
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Obrázek 2: Výstupńı tabulka analýzy rozptylu

2 Dvojné tř́ıděńı bez interakćı

Pokud se chystáme porovnávat měřeńı v závislosti na dvou tř́ıd́ıćıch znaćıch (např. z jaké

školy studenti jsou a jaké maj́ı pohlav́ı), použijeme dvojné tř́ıděńı.

Zavedeme si model, který je intuitivńım rozš́ı̌reńım předchoźıho. Máme náhodné veličiny

Yijp znamenaj́ıćı p-té měřeńı za podmı́nek i a j. Přidáme si jednu omezuj́ıćı podmı́nku, že

počet pozorováńı je pro všechny dvojice (i, j) stejný a je roven P . Tato podmı́nka nám

výrazně ulehč́ı zápis. Pokud j́ı náš výběr splňuje, pak ř́ıkáme, že máme vyvážená data.

Předpokládejme, že se náhodné veličiny Yijp ř́ıd́ı modelem

M : Yijp = µ+ αi + βj + eijp

pro i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, p = 1, ..., P , eijp jsou náhodné veličiny s rozděleńım N(0, σ2)

a µ, αi, βj a σ2 jsou neznámé parametry. Přitom αi jsou tzv. řádkové efekty a βj jsou

sloupcové efekty. dále n = IJP je počet veličin Yijp. Jako v jednoduchém tř́ıděńı zavedeme

součty jednotlivých výběr̊u

Y.j. =
I∑

i=1

P∑
p=1

Yijp , Y .j. =
Y.j.

IP
,

ostatńı analogicky.

Opět pokračujeme nadále stejně, tud́ıž výraz

I∑
i=1

J∑
j=1

P∑
p=1

(Yijp − µ− αi − βj)
2
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postupně parciálně zderivujeme podle proměnných µ, αi a βj a derivace polož́ıme rovny

nule. Máme soustavu

nµ+ JP
I∑

i=1

αi + IP
J∑

j=1

βj = Y... ,

JPµ+ JPαi + P

J∑
j=1

βj = Yi.., i = 1, ..., I,

IPµ+ P

I∑
i=1

αi + IPβj = Y.j., j = 1, ..., J,

Pro jednoznačnost řešeńı přidáme reparametrizačńı rovnice
∑I

i=1 αi = 0 a
∑J

j=1 βj = 0.

Źıskáme řešeńı: µ0 = Y ..., α
0
i = Y i.. − Y ..., β

0
j = Y .j. − Y .... Po dosazeńı do modelu M

máme NNLO pro EYijp a to

µ̂ijp = µ0 + α0
i + β0

j = Y i.. + Y .j. − Y ...

2.1 Odvozeńı testové statistiky

Pokud bychom v našem modelu M položili β1 = ... = βJ = 0, tedy pokud by nezáleželo

na sloupcových efektech, dostaneme model M1 : Yijp = µ + αi + eijp, který odpov́ıdá

jednoduchému tř́ıděńı s JP pozorováńımi v každé skupině. NNLO EYijp je v modelu M1

ν̂ijp = Y i.., podobně jako u jednoduchého tř́ıděńı. Všimněme si, že NNLO je jiný než pro

model M .

Polož́ıme-li v modelu M1 všechny αi rovny nule, dostaneme model M2: Yijp = µ+ eijp.

NNLO EYijp je v tomto př́ıpadě τ̂ijp = Y ....

Jsme připraveni na vypočteńı všech součt̊u čtverc̊u, které potřebujeme. Celkový součet

SSC =
∑
i

∑
j

∑
p

(Yijp − Y ...)
2 =

∑
i,j,p

Y 2
ijp − nY

2

...

Označme ještě µ̂ jako vektor se složkami µ̂ijp. Obdobě také označme ν̂ijp, τ̂ijp jako vektory

se složkami ν̂ijp, resp. τ̂ijp. Protože µ̂T µ̂ =
∑

i

∑
j

∑
p µ̂

2
ijp , máme po úpravě

µ̂T µ̂ = JP

I∑
i=1

Y
2

i.. + IP

J∑
j=1

Y
2

.j. − nY
2

...
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ν̂T ν̂ = JP

I∑
i=1

Y
2

i.. , τ̂ T τ̂ = nY
2

... ,

řádkové (SSA) a sloupcové (SSB) součty čtverc̊u lze zapsat

SSA = (µ̂− τ̂ )T (µ̂− τ̂ ) = JP
I∑

i=1

Y
2

i.. − nY
2

...

SSB = (µ̂− ν̂)T (µ̂− ν̂) = JP
J∑

j=1

Y
2

.j. − nY
2

...

a reziduálńı součet čtverc̊u jako

SSe =
∑
i,j,p

Y 2
ijp − µ̂T µ̂ =

∑
i,j,p

Y 2
ijp − JP

I∑
i=1

Y
2

i.. − IP

J∑
j=1

Y
2

.j. + nY
2

...

pozn.: plat́ı rovnost SSe = SSC − SSA − SSB

Při tomto postupu odhadujeme řádkové efekty ze submodelu M1 kde už nemáme

zastoupené sloupce. Nab́ıźı se otázka, jestli by se výsledky změnily, kdybychom napřed

položili αi = 0 . Postup by byl analogický, avšak my výpočty nemuśıme provádět. Stač́ı si

povšimnout, že ve výsledných vzorćıch budou zaměněny jenom symboly I a J . Tedy při

předpokladu vyvážených dat jsou výsledky stejné.

2.2 Testováńı hypotéz

Ve dvojném tř́ıděńı můžeme testovat 2 hypotézy:

• HA
0 : α1 = α2 = ... = αI = 0 , rovnost řádkových středńıch hodnot

• HB
0 : β1 = β2 = ... = βJ = 0 , rovnost sloupcových středńıch hodnot

Obě hypotézy maj́ı tedy svou testovou statistiku FA a FB. Tyto statistiky jsou obdobné

jako u jednoduchého tř́ıděńı. Za platnosti HA
0 má SSA χ2 rozděleńı s I − 1 stupni volnosti

(s.v.). Za platnosti HB
0 má SSB χ2 rozděleńı s J − 1 s.v. Součty čtverc̊u SSe a SSC maj́ı

χ2 rozděleńı s n− I − J + 1 a n− 1 s.v.

Za platnosti HA
0 má FA =

(
SSA

I−1

) (
SSe

n−I−J+1

)−1
Fisherovo rozděleńı s I−1 a n−I−J+1

stupni volnosti a za platnosti HB
0 má FB =

(
SSB

J−1

) (
SSe

n−I−J+1

)−1
Fisherovo rozděleńı s J − 1

14



a n−I−J+1 s.v. Výsledky z analýzy dvojného tř́ıděńı zapisujeme nejčastěji do následuj́ıćı

tabulky:

výběr Součet počet stupň̊u Pod́ıl testová

čtverc̊u volnosti statistika

SS df MS = SS/df F = MS/s2

řádky SSA fA = I − 1 SSA/fA FA

sloupce SSB fB = J − 1 SSB/fB FB

rezidua SSe fe = n− I − J + 1 s2 = SSe/fe -

celkem SSC fC = n− 1 - -

2.3 Nevyvážená data

Nyńı odvod́ıme zcela obecný model, kdy máme v každé skupině jiný počet měřeńı. Označme

nij jako počet dat v i-tém řádku a j-tém sloupci. Označme b0 = (µ, α1, ..., αI , β1, ..., βJ)
T .

Použijeme MNČ a reparametrizačńı rovnice zvoĺıme kv̊uli zjednodušeńı výpočtu jako µ = 0

a βJ = 0. Dostaneme
I∑

i=1

ni.αi +
J−1∑
j=1

n.jβj = Y... ,

αi =
Yi..

ni.

− 1

ni.

J−1∑
j=1

nijβj , ∀ i = 1, ..., I ,

I∑
i=1

nijαi + n.jβj = Y.j. , ∀ j = 1, ..., J − 1 ,

dosad́ıme prvńı do třet́ı rovnice(
n.j −

I∑
i=1

n2
ij

ni.

)
βj −

J−1∑
j ̸=j1

(
I∑

i=1

nijnij1

ni.

)
βj1 = Y.j. −

I∑
i=1

nijY i.. , j, j1 = 1, ..., J − 1 .

Tuto soustavu můžeme maticově přepsat na CβJ−1 = r.

Jednotlivé symboly jsou βJ−1 = (β1, .., βJ−1), r je pravá strana a C má tvar

cjj = n.j −
∑I

i=1

n2
ij

ni.
a cjl = −

∑I
i=1

nijnil

ni.
pro l ̸= j.
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Označme MI,J−1 matici takovou, že mij = nij/ni.. Výsledné parametry můžeme zapsat

jako

b0 =
(
0,α0,β0

j−1, 0
)T

=
(
0,Ya −MC−1r,C−1r, 0

)
kde Ya = (Y 1.., .., Y I..)

T .

2.4 Typ I a III součtu čtverc̊u

Označme R(α|µ, β) jako redukci modelu M : Yijp = µ + αi + βj + eijp položeńım αi = 0

a R(α|µ) jako redukci modelu M1: Yijp = µ + αi + eijp o parametry αi pro i = 1, ..., I .

V R(α|µ) tedy nebereme v úvahu sloupcové efekty. Při postupu s vyváženými daty jsme

došli k závěru, že R(α|µ) = R(α|µ, β). S nevyváženými daty ovšem

R(α|µ, β) =
I∑

i=1

ni.Y
2

i.. + β0T
j−1r−

J∑
j=1

n.jY
2

.j. ,

R(α|µ) =
I∑

i=1

ni.Y
2

i.. − nY
2

... .

Druhý zp̊usob je výpočtově jednodušš́ı, protože neuvažujeme β. Pro výpočet použ́ıváme

4 typy součt̊u čtverc̊u podle toho, jakým principem voĺıme modely pro odhady parametr̊u.

Pokud předpokládáme model dvojného tř́ıděńı s nevyváženými daty, vždy bychom měli

použ́ıvat R(α|µ, β) a R(β|µ, α).

• Typ I: Princip je, že budujeme náš model od začátku. Tud́ıž zvoĺıme prvńı faktor

(např. α), který testujeme jen v̊uči modelu M2, tedy R(α|µ). Daľśı faktor testujeme

v̊uči předchoźımu vzniklému modelu, tedy R(β|µ, α).

• Typ III: Zde předpokládáme model a nulovost každého parametru testujeme v̊uči

němu. Tedy v př́ıpadě dvojného tř́ıděńı R(α|µ, β) a R(β|µ, α).

Typ III je asi nejuž́ıvaněǰśı pro nevyvážená data. U vyvážených dat Typ I a Typ III

vycháźı stejně, tud́ıž můžeme volit ten výpočtově sch̊udněǰśı. Testováńı hypotéz už dále

prob́ıhá stejně, jen si muśıme předem určit, jaký typ budeme použ́ıvat.

Pozn.: V př́ıkladech v bakalářské práci použ́ıváme pro výpočet součtu čtverc̊u Typ III.
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3 Dvojné tř́ıděńı s interakcemi

U dvojného tř́ıděńı se často stává, že se řádkové a sloupcové efekty jen prostě nesč́ıtaj́ı

jak to předpokládá model uvedený na začátku 2. kapitoly. V takových situaćıch zavád́ıme

model

M : Yijp = µ+ αi + βj + λij + eijp .

Parametry λij nazveme interakce. Interakćı rozumı́me jev, při kterém kombinace obou

faktor̊u může mı́t na výslednou hodnotu sledovaného znaku rozd́ılný účinek než čińı součet

účinku každého faktoru uvažovaného zvlášt’. Značeńı a předpoklady u tohoto modelu jsou

stejné jako u bezinterakčńıho tř́ıděńı. λij je neznámý parametr. Opět derivujeme výraz

(derivujeme nav́ıc i přes λij) :

I∑
i=1

I∑
j=J

P∑
p=1

(Yijk − µ− αi − βj − λij)
2

Dostaneme soustavu normálńıch rovnic

nµ+ JP

I∑
i=1

αi + IP

J∑
j=1

βj + P

J∑
j=1

I∑
i=1

λij = Y... ,

JPµ+ JPαi + P
J∑

j=1

βj + P
J∑

j=1

λij = Yi.., i = 1, ..., I,

IPµ+ P
I∑

i=1

αi + IPβ + P
I∑

i=1

λij = Y.j., j = 1, ..., J,

Pµ+ Pαi + Pβj + Pλij = Yij., i = 1, ..., I, j = 1, ..., J .

Rovnic je IJ + I + J +1, avšak hodnost matice soustavy je IJ . Přidáme reparametrizačńı

rovnice:

I∑
i=1

αi = 0,
J∑

j=1

βj = 0,
I∑

i=1

λij = 0, j = 1, ..., J,
J∑

j=1

λij = 0, i = 1, ..., I .

Po jejich přidáńı dostaneme řešeńı

µ0 = Y ..., α0
i = Y i.. − Y ..., β0

j = Y .j. − Y ..., λ0
ij = Y ij. − Y i.. − Y .j. + Y ...

NNLO pro EYijp označme µ̂ijp = µ0 + α0
i + β0

j + λ0
ij = Y ij.
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3.1 Testováńı hypotéz

Vytvoř́ıme submodel M1 : Yijp = µ+αi+βj+eijp a z něj pokračujeme jako v bezinteračńım

modelu ze druhé kapitoly. Odtud dostaneme SSA, SSB a SSC stejné jako v předchoźım

př́ıpadě. Reziduálńı SS dostaneme

SSe =
I∑

i=1

J∑
j=1

P∑
p=1

Y 2
ijp − P

I∑
i=1

J∑
j=1

Y
2

ij. .

Nyńı ovšem neplat́ı, že SSC = SSA +SSB +SSe. Proto si definujme SSAB jako reziduálńı

součet čtverc̊u pro př́ıpad bez interakćı, tedy

SSAB =
I∑

i=1

J∑
j=1

(
Yij. − µ0 − α0

i − β0
j

)2
= P

I∑
i=1

J∑
j=1

Y
2

ij. − JP
I∑

i=1

Y
2

i.. − IP
J∑

j=1

Y
2

.j. + nY
2

...

Výsledky můžeme opět zapsat do tabulky analýzy rozptylu, ve které přibyl jeden řádek.

výběr Součet počet stupň̊u Pod́ıl testová

čtverc̊u volnosti statistika

SS df MS = SS/df F = MS/s2

řádky SSA fA = I − 1 SSA/fA FA

sloupce SSB fB = J − 1 SSB/fB FB

interakce SSAB fAB = (I − 1)(J − 1) SSAB/fAB FAB

rezidua SSe fe = n− IJ s2 = SSe/fe -

celkem SSC fC = n− 1 - -

Je vhodné si povšimnout, že SSe + SSAB dá hodnotu SSe u dvojného tř́ıděńı bez in-

terakćı. Podrobněǰśı model s interakcemi vede k rozštěpeńı reziduálńıho řádku v tabulce

analýzy rozptylu dvojného tř́ıděńı bez interakćı. Na třet́ım řádku dostaneme novou tes-

tovou statistiku FAB, ze které můžeme testovat hypotézu o nulovosti interakce, přesněji

HAB
0 : λij = 0 , i = 1, ..., I a j = 1, ..., J . Za př́ıtomnosti interakćı je nutná opatrnost

při interpetaci rozd́ıl̊u mezi efekty A a B. Může se totiž stát, že některé interakce jsou

mnohem výrazněǰśı než př́ı̌slušné efekty.
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3.2 Př́ıklad

Zkoumáme závislost známky z matematiky na dvou faktorech, na pohlav́ı žák̊u a na jednot-

livých základńıch školách. Uvažujme i možnou interakci mezi nimi. Procedura se v softwaru

IBM SPSS Statistic 19.0 vyvolá pomoćı př́ıkazu: UNIANOVA matematika BY pohlavi

škola. Tento př́ıkaz zařad́ı oba tř́ıd́ıćı znaky automaticky do pevných efekt̊u.

Obrázek 3: Výstupńı tabulka dvojného tř́ıděńı

Interpretace tabulky je následuj́ıćı (pokud si stanov́ıme α = 0, 05)

• Prvńı hypotézu nezamı́táme, p-hodnota je 0,185. Pr̊uměrná známka z matematiky se

tedy u chlapc̊u a d́ıvek nelǐśı (stejný výsledek nám dalo i jednoduché tř́ıděńı).

• Sloupcové efekty (neboli jednotlivé školy) maj́ı p-hodnotu nižš́ı než je hladina význam-

nosti α, proto hypotézu zamı́táme. Pr̊uměrné známky z matematiky na pražských

základńıch školách považujeme za r̊uzné.

• U testu na interakce je p-hodnota velmi vysoká, proto interakce neńı statisticky

významná.

Z výsledku můžeme tvrdit, že faktor pohlav́ı neovlivňuje známku z matematiky na hladině

významnosti α, jelikož nezamı́táme ani jednu z hypotéz HA
0 a HAB

0 .
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Část II

Lineárńı smı́̌sené modely

4 Pevné a náhodné efekty

U každého efektu v předchoźı části jsme odhadovali jeho středńı hodnotu a rozptyl jsme

předpokládali nulový. Jednalo se o pevné efekty. Jsou však situace, kdy náš hlavńı zájem

spoč́ıvá v odchylkách uvnitř jednotlivých skupin, tedy odhadujeme rozptyl efektu. Tyto

efekty nazveme náhodné. Podrobněji

• Pevné efekty: Působ́ı dlouhodobě a neměnně na skupiny pozorováńı. Faktor ob-

sahuje úrovně, které nás konkrétně zaj́ımaj́ı (např́ıklad srovnáńı účinosti některých

léčiv). Úrovńı faktoru se zde rozumı́ určitá hodnota kvantitativńıho znaku. Jednotlivé

úrovně efektu tedy nejsou stanoveny náhodně a budou stejné i při opakováńı pokusu

s jinými daty. Daľśı př́ıklad je pohlav́ı, kde máme jen dvě úrovně, muže a ženu.

• Náhodné efekty: Typickým př́ıkladem náhodného efektu je jedinec z nějaké po-

pulace. Vyberu k stejně starých chlapc̊u a porovnávám jejich výšku. Nejde nám tak

o to, který z chlapc̊u je nejvyšš́ı, ale zda se jejich výška statisticky významně lǐśı.

Jednotlivé úrovně efektu tu jsou stanoveny náhodně (pokud bychom např. při opa-

kováńı testu vybrali jiné jedince ze stejné skupiny, můžeme dostat výrazně odlǐsné

výsledky).

Modely z předchoźıch kapitol byli určeny hlavně pro pevné (fixńı) efekty. Model na-

zveme smı́̌seným, pokud obsahuje jak pevné, tak i náhodné efekty. Náhodné efekty také

použ́ıváme, pokud chceme do modelu zahrnout korelace mezi pozorováńımi.
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4.1 Struktury rozptylových matic

Nyńı budeme pracovat s modelovou rovnićı Yij = µ + αi + eij, kde µ a eij jsou stejné

jako v jednoduchém tř́ıděńı, tedy eij ∼ N(0, σ2
e) pro všechna i = 1..I, j = 1..J a σ2

e s µ

jsou neznámé parametry. Avšak nyńı nově αi je náhodný efekt s nulovou středńı hodno-

tou, rozptylem σ2
α stejným pro všechna αi a nezávislým na eij a ostatńıch αj. Tedy plat́ı

E(αiαj) = 0 pro i ̸= j a E(αi1eij) = 0 , ∀i1, i, j.

Při využit́ı předpokladu nulové středńı hodnoty plat́ı, že

V ar(αi) = E(α2
i )− (Eαi)

2 = E(α2
i )− 0 = E(α2

i ) = σ2
α .

Pro kovarianci mezi prvky modelu Yij a Yi1j1 dostaneme

Cov(Yi1j1 , Yij) =


σ2
α + σ2

e pro i = i1, j = j1

σ2
α pro i = i1, j ̸= j1

0 pro i ̸= i1

Podle toho vypadá rozptylová matice z i-té skupiny

V ar(Yi1, .., Yini
) = σ2

eI+ σ2
αJ ,

kde I je diagonálńı matice a J čtvercová matice maj́ıćı na všech mı́stech jednotku. Nyńı nás

zaj́ımá rozptylová matice pro všechna pozorováńı ze všech výběr̊u. Pro větš́ı přehlednost

předpokládejme, že máme 3 výběry a každý má stejně pozorováńı. Matice rozptylu vypadá

následovně:

V ar(Y) =


σ2
eI+ σ2

αJ 0 0

0 σ2
eI+ σ2

αJ 0

0 0 σ2
eI+ σ2

αJ


Pro obecný př́ıpad, si muśıme nejdř́ıve definovat př́ımý součet matic

⊕∑
jako

⊕ n∑
i=1

Ai =


A1 0 0

0
. . . 0

0 0 An


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kde Ai jsou čtvercové matice o rozměrech ni × ni.

Máme k výběr̊u s ni porozováńımi, rozptylová matice má tvar

⊕ k∑
i=1

(σ2
eIi + σ2

αJi) ,

kde Ji a Ii jsou čtvercové matice o rozměrech ni, Ii je diagonálńı matice a Ji matice

maj́ıćı na všech mı́stech jednotky pro ∀ i = 1, ..., k Tato rozptylová matice se lǐśı od matic

model̊u tř́ıděńı, které byly čistě diagonálńı, tedy σ2
eIn, kde n je počet všech pozorováńı.

Při sestavováńı tabulky analýzy rozptylu pro pevný i náhodný efekt dostáváme základńı

kostru stejnou. Máme vyvážená data, I skupin, každá s P pozorováńımi.

.

součet čtverc̊u d.f. středńı čtverce

středńı hodn. SSM = IPY
2

.. fm = 1 MSM = SSM

skupiny SSA =
∑I

i=1 P (Y i. − Y ..)
2 fA = I − 1 MSA = SSA/fA

rezidua SSe =
∑I

i=1

∑P
j=1(Yij − Y i.)

2 fe = I(P − 1) MSe = SSe/fe

celkem SSC =
∑I

i=1

∑P
j=1 Y

2
ij fC = n− 1 -

.

avšak rozd́ıl máme ve středńıch hodnotách součt̊u čtverc̊u a středńıch čtverc̊u (anglicky

mean square). Zp̊usobuje to rozd́ılná definice αi. Pro pevný efekt máme Eαi = αi a nulový

rozptyl, naproti tomu pro náhodný efekt máme nulovou středńı hodnotu a rozptyl je σ2
α.

Vypoč́ıtáme středńı hodnoty středńıch čtverc̊u

MSM =
1

IP

(
I∑

i=1

P∑
j=1

Yij

)2

=
1

IP

(
I∑

i=1

P∑
j=1

(µ+ αi + eij)

)2

=

=
1

IP

(
IPµ+ P

I∑
i=1

αi +
∑
i

∑
j

eij

)2

pokud αi jsou pevné efekty, středńı hodnota MSM je

E(MSM) =
1

IP
E

(
IPµ+ P

I∑
i=1

αi +
I∑

i=1

P∑
j=1

eij

)2

IPE

(
µ+

1

I

I∑
i=1

αi

)2

+ 2E

(
µ+

1

I

I∑
i=1

αi

)
E

(
I∑

i=1

P∑
j=1

eij

)
+

1

IP
E

(∑
i

∑
j

eij

)2
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jelikož plat́ı, že E(eijei1j1) = 0 pro i ̸= i1 nebo pro i = i1 , j ̸= j1, vyjde

IP

(
µ+

1

I

I∑
i=1

αi

)2

+ 0 +
1

IP

I∑
i=1

P∑
j=1

E(e2ij) = IP

(
µ+

1

I

I∑
i=1

αi

)2

+ σ2
e

Nyńı pokud uvažujeme αi jako náhodné efekty, středńı hodnota je

E(MSM) = IPEµ2 +
P

I
E

(
I∑

i=1

αi

)2

+
1

IP
E

(
I∑

i=1

P∑
j=1

eij

)2

= IPµ2 + Pσ2
α + σ2

e .

Podobně lze odvodit i daľśı středńı hodnoty čtverc̊u. Zde jsou některé daľśı uspořádány

v tabulce.

pevný efekt E(MS) náhodný efekt

IP (µ+ 1/I
∑I

i=1 αi)
2 +σ2

e = E(MSM) = IPµ2 +Pσ2
α +σ2

e

P
I−1

∑I
i=1(αi − 1/I

∑I
i=1 αi)

2 +σ2
e = E(MSA) = +Pσ2

α +σ2
e

+σ2
e = E(MSe) = +σ2

e

.

V modelu s náhodným efektem při odhadováńı rozptyl̊u σ̂2
e a σ̂2

α využ́ıváme středńı

hodnoty z předcházej́ıćı tabulky. Tedy σ̂2
e = MSe a Pσ̂2

α + σ̂2
e = MSA.

Tedy σ̂2
α = (MSA −MSe)/P je odhad rozptylu σ2

α.

5 Smı́̌sený model

Pro zavedeńı smı́̌seného modelu potřebujeme minimálně dva efekty. Upozorněme nejprve,

že dvojné tř́ıděńı je speciálńı př́ıpad tohoto modelu, kde máme 2 pevné efekty. Rovnou

budeme předpokládat i interakci mezi nimi.

model M : Yijp = µ+ αi + βj + γij + eijp

kde αi jsou pevné efekty, βj a γij jsou náhodné efekty s rozptyly σ2
β a σ2

γ a nulovou středńı

hodnotou pro všechna i, j. Připomeňme, že máme vyvážená data a že I je počet i-tých

řádkových skupin, J počet sloupcových skupin, P počet pozorováńı ve skupině a n = IJP .

Pokud máme v interakci mezi efekty alespoň jeden náhodný efekt, tak považujeme interakci

také za náhodný efekt. Při sestavováńı součt̊u čtverc̊u a středńıch čtverc̊u plat́ı stejná
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pravidla, jako byla u dvojného tř́ıděńı s interakcemi. Definujeme si α., β., γi., γ.j, γ.. a e...

obdobně jako Y ... v předchoźı části.

Takže např́ıklad plat́ı, že γi. =
1
J

∑J
j=1 γij . Přeṕı̌seme aritmetické pr̊uměry pomoćı

nově zavedených značeńı:

Y ... = µ+ α. + β. + γ.. + e...

Y i.. = µ+ αi + β. + γi. + ei..

Y .j. = µ+ α. + βj + γ.j + e.j.

Y ij. = µ+ αi + βj + γij + eij.

a vypočteme středńı hodnoty středńıch čtverc̊u našeho smı́̌seného modelu

E(MSM) = nEY
2

... = nE(µ+ α. + β. + γ.. + e...)
2 = nE(µ+ α.)

2 + nE(β. + γ.. + e...)
2 =

= n(µ+α.)
2+nE

(
1

J

J∑
j=1

βj

)2

+
P

IJ
E

(
I∑

i=1

J∑
j=1

γij

)2

+σ2
e = n(µ+α.)

2+IPσ2
β+Pσ2

γ+σ2
e

E(MSA) =
JP

I − 1

I∑
i

E(Y i.. − Y ...)
2 =

JP

I − 1

I∑
i

E(αi + γi. + ei.. − α. − γ.. − e...)
2 =

=
JP

I − 1

I∑
i

E(αi − α.)
2 +

JP

I − 1

I∑
i

[
E(γ2

i.)− 2E(γi.γ..) + E(γ2
..)
]
+ σ2

e =

=
JP

I − 1

I∑
i

E(αi −α.)
2 +

P

I − 1

I∑
i

[
σ2
γ − 1/Iσ2

γ

]
+ σ2

e =
JP

I − 1

I∑
i

E(αi −α.)
2 +Pσ2

γ + σ2
e

E(MSB) =
IP

J − 1

J∑
j

E(βj − β. + γ.j − γ..)
2 + σ2

e = IPσ2
β + Pσ2

γ + σ2
e

E(MSAB) =
P

(I − 1)(J − 1)

I∑
i

J∑
j

E(Y ij.−Y i..−Y .j.+Y ...)
2 =
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=
P

(I − 1)(J − 1)

I∑
i

J∑
j

E(γij − γi. − γ.j + γ.. + eij. − ei.. − e.j. + e...)
2

Uprav́ıme mezivýsledek E(γij − γi. − γ.j + γ..)
2

E(γ2
ij) + 2(−1

I
− 1

J
+

1

IJ
)Eγ2

ij +

[
E(γ2

i.) + E(γi.γ.j)−
1

I
E(γ2

i.) + E(γ.. − γ.j)
2

]
=

= σ2
γ

(
1 +

2(1− I − J)

IJ
+

1

J
+

J − 1

IJ

)
= σ2

γ

(
(I − 1)(J − 1)

IJ

)
Pro výpočet člen̊u e použijeme podobného principu, dopoč́ıtáme

E(MSAB) = Pσ2
γ+σ2

e

E(MSE) =
1

IJ(P − 1)

I∑
i

J∑
j

P∑
p

(Yijp −Y ij.)
2 =

1

IJ(P − 1)

I∑
i

J∑
j

P∑
p

(eijp − eij.)
2 = σ2

e .

Při výpočtech jsme hlavně využ́ıvali vlastnosti středńı hodnoty a nezávislosti náhodných

efekt̊u. Naše výsledky přeṕı̌seme pro přehlednost do tabulky

středńı hodnoty čtverc̊u smı́̌seného modelu,

E(MSM) = IJP (µ+ α.)
2 +IPσ2

β +Pσ2
γ + σ2

e

E(MSA) =
JP
I−1

∑I
i (αi − α.)

2 +Pσ2
γ + σ2

e

E(MSB) = +IPσ2
β +Pσ2

γ + σ2
e

E(MSAB) = +Pσ2
γ + σ2

e

E(MSE) = + σ2
e

5.1 Problém záporného rozptylu

Rozptyl je podle definice vždy kladný. Už samotná interpretace záporného rozptylu nedává

žádný smysl. Bohužel i přesto rozptyl odhadnutý ze středńıch hodnot středńıch čtverc̊u

v našich metodách může k tomuto výsledku vést, viz tento jednoduchý př́ıklad: Máme

model s náhodným efektem ve kterém porovnáváme 2 skupiny. Prvńı skupina má naměřené

hodnoty hodnoty 19, 17, 15 a druhá 25, 5, 15. Po dosazeńı máme tabulku:

25



výběr součty čtverc̊u MS očekávaný MS

skupinový 3((17− 16)2 + (15− 16)2) = 6 6 3σ2
α + σ2

e

reziduálńı 22 + 22 + 2 ∗ 102 = 208 52 σ2
e

celkový 32 + 1 + 1 + 92 + 112 + 1 = 214

Odtud vycháźı, že σ̂2
e = 52 a σ̂2

α = −151
3
. Problém nastává i při vyšš́ım počtu efekt̊u

v modelu jak pro vyvážená, tak i pro nevyvážená data. V tomto modelu neexistuje žádný

přirozený nástroj, který by tento problém eliminoval, avšak jsou zde nějaké postupy, které

se snaž́ı tuto nepř́ıjemnou věc odbourat, často na úkor něčeho jiného.

1. Nahrad́ıme záporný rozptyl nulou, avšak zde je problém, že nyńı neodpov́ıdaj́ı středńı

hodnoty čtverc̊u.

2. Záporný rozptyl znač́ı, že tento efekt bude z modelu odstraněn. Při přechodu na

submodel může problém záporného rozptylu přetrvat.

3. Řekneme, že máme špatně celý model, pokuśıme se překontrolovat data a pod́ıváme

se po novém (např́ıklad změńıme náhodný efekt na pevný apod.).

5.2 Předpoklady normality

Až dosud jsme nemuseli předpokládat žádné rozděleńı všech náhodných efekt̊u. Všechny

výsledky plat́ı pro jakékoli rozděleńı. Avšak až dosud jsme se záměrně vyhýbali testu

hypotéz ve smı́̌seném modelu, protože ze stávaj́ıćıch předpoklad̊u nejde zat́ım vyvodit.

Přidejme tedy předpoklad, že všechny náhodné efekty (včetně e) maj́ı normálńı rozděleńı

s nulovou středńı hodnotou. Potom podle knihy[1] (str.408-410) plat́ı:

Věta. Necht’ MS = SS/f ,kde f jsou stupně volnosti a SS součty čtverc̊u, potom plat́ı, že

SS/E(MS) ∼ χ2
f a součty čtverc̊u jsou vzájemně nezávislé.

Důkaz. Výraz SS/E(MS) si rozeṕı̌seme jako kvadratickou formu yTAy a aplikujeme větu

o χ2 rozděleńı. I když nemáme variančńı matici tvaru σ2
eI , přesto vždy m̊užeme naj́ıt matici

A takovou, že matice AV je idempotentńı.
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Ukážeme si to na př́ıkladě modelu s jedńım náhodným efektem. V = σ2
eI+ σ2

α
⊕∑k

i=1 J

, kde I a J jsou jako v kapitole 3.1 a N = kn .

SSA = yT

(
n−1 ⊕

k∑
i=1

J−N−1
1
T
N1N

)
y , E(MSA) = nσ2

α + σ2
e

Tedy pro SSA/E(MSA) máme matici

A =
1

nσ2
α + σ2

e

(
n−1 ⊕

k∑
i=1

J−N−1
1
T
N1N

)

AV =

[
σ2
e

(
n−1 ⊕

k∑
i=1

J−N−1
1
T
N1N

)
+ σ2

α

(
⊕

k∑
i=1

J− nN−1
1
T
N1N

)]
/
(
nσ2

α + σ2
e

)
=

=⊕
k∑

i=1

J− nN−1
1
T
N1N

odtud už je zkoumaná vlastnost vidět. �

Je dobré si uvědomit, že ve jmenovateli se tedy mohou vyskytnout kromě σ2
e také

složitěǰśı vzorce v závisloti na E(MS). Např́ıklad pro model s jedńım náhodným efektem

máme
SSA

nσ2
α + σ2

e

∼ χ2
k−1 ,

SSe

σ2
e

∼ χ2
k(n−1)

odtud a za použit́ı předpokladu nezávislosti můžeme odvodit, že

σ̂2
α =

MSA −MSe

n
má přibližně rozděleńı

nσ2
α + σ2

e

n(k − 1)
χ2
k−1 −

σ2
e

kn(n− 1)
χ2
kn−k .

Avšak skutečný tvar distribučńı funkce nemůžeme takto źıskat, protože se ve výrazu ob-

jevuj́ı obě σ a jsou neznámé. Nav́ıc druhý člen se odeč́ıtá, tud́ıž konečné č́ıslo může být

záporné. To vysvětluje, proč nám občas odhad rozptylu náhodného efektu v této metodě

vycháźı záporný. Na druhou stranu nám však odhad σ2
e člen̊u eijp tak vyj́ıt nikdy nemůže,

protože

σ̂2
e = MSe ∼

σ2
e

fe
χ2
fe ,

kde fe jsou př́ıslušné stupně volnosti.
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5.3 Testováńı hypotéz

Opět se pokusme vytvořit testovou statistiku založenou na F-rozděleńı, která nám bude

testovat nulové středńı hodnoty u pevných efekt̊u a nulovost rozptyl̊u u náhodných efekt̊u.

Středńı hodnoty středńıch čtverc̊u naznač́ı, které středńı čtverce jsou vhodné do naš́ı testové

statistiky. Tedy pokud máme smı́̌sený model zavedený na začátku 5. kapitoly, bude pod́ıl

• MSAB/MSe vhodný k testováńı hypotézy Hγ : σ2
γ = 0 , nebot’ E(MSAB)

E(MSe)
=

=
Pσ2

γ+σ2
e

σ2
e

= 1 , pokud σ2
γ = 0

• MSB/MSAB vhodný k testováńı hypotézy Hβ : σ2
β = 0 , nebot’ E(MSB)

E(MSAB)
=

=
IPσ2

β+Pσ2
γ+σ2

e

Pσ2
γ+σ2

e
= 1 pro σ2

β = 0

V některých př́ıpadech tabulka středńıch hodnot čtverc̊u nemuśı mı́t u test̊u hypotéz vždy

tak jednoduše určený jmenovatel. Pokud bychom předpokládali situaci, že máme určené

středńı hodnoty středńıch čtverc̊u následuj́ıćım zp̊usobem

E(M1) = k1σ
2
b +k2σ

2
c:b +k3σ

2
ab +k4σ

2
ac:b + σ2

e

E(M2) = +k2σ
2
c:b +k4σ

2
ac:b + σ2

e

E(M3) = +k3σ
2
ab +k4σ

2
ac:b + σ2

e

E(M4) = +k4σ
2
ac:b + σ2

e

kde M1 až M4 jsou postupně MSB, MSC:B, MSAB a MSAC:B. Taková tabulka vznikne,

pokud bychom považovali faktor C za vnořený do B (C:B). Faktor C je tedy vnořený do fak-

toru B, pokud skupiny faktoru C jsou r̊uzné pro jednotlivé skupiny faktoru B. Např́ıklad

pokud máme 2 učebńı kurzy, matematiku a zeměpis a každý kurz nav́ıc vyučuj́ı 3 cvič́ıćı.

Takže máme v podstatě 6 kurz̊u, kde hlavńı faktor je matematika a zeměpis a vnořený

faktor je č́ıslo skupiny. Avšak matematika a zeměpis z pohledu vnořeného faktoru nemaj́ı

nic společného. Vnořené efekty nikdy nevystupuj́ı jako hlavńı efekty.

Nebudeme se vnořenými faktory nadále zabývat (v́ıce v knize [1], str.156-169), sloužily

k ilustraci problému se složeným jmenovatelem při testováńı hypotéz. Pokud ted’ chceme

testovat hypotézu, zda σ2
b = 0, nenajdeme žádnou středńı hodnotu středńıho čtverce, která
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má vynechaný člen pouze σ2
b .

E(M1)− k1σ
2
b = σ2

c:b + k3σ
2
ab + k4σ

2
ac:b + σ2

e .

Pravou stranu můžeme přepsat do tvaru E(M2)+E(M3)−E(M4). Záporné členy převedeme

na druhou stranu rovnice

E(M1) + E(M4) = k1σ
2
b + E(M2) + E(M3) .

Daľśı výpočty provedeme v obecném př́ıpadě.

E(Mm) + ...+ E(Mn) = kσ2
α + E(Mr) + ...+ E(Ms)

a uvažujme hypotézu H0 : σ2
α = 0, kde σ2

α je jakýkoli faktor v našem modelu. Testová

statistika, kterou navrhl Satterthwaite v roce 1946 má tvar

F =
MH

MD

=
Mm + ...+Mn

Mr + ...+Ms

, kde F ∼ F (p, q) .

Pro odhad stupň̊u volnosti použijeme Satterthwaitovu aproximaci.

p =
M2

H

M2
m/fm + ...+M2

n/fn
a obdobně i q =

M2
D

M2
r /fr + ...+M2

s /fs

fi jsou stupně volnosti př́ıslušných středńıch čtverc̊u Mi. Je zřejmé, že tato aproximace p a

q nemuśı být nutně celoč́ıselná. Jádrem tohoto testu je, že jak čitatel, tak i jmenovatel maj́ı

přibližně χ2 rozděleńı s p (resp. q) stupni volnosti. Vı́ce o aproximaci a jej́ım odvozeńım

např́ıklad v článku [4].

5.4 Př́ıklad

Pro srovnáńı použijeme stejná data jako při dvojném tř́ıděńı. Budeme uvažovat ID školy

jako náhodný efekt. Našim hlavńım ćılem bude porovnat tyto výsledky s př́ıkladem u dvoj-

ného tř́ıděńı, kde naopak máme školy jako pevný efekt. Načteme data 3 a do př́ıkazového

3Naše data jsou nevyvážená, avšak v naš́ı práci jsme odvozovali lineárńı modely jen pro vyvážená data.

Principiálně se moc od sebe nelǐśı, ale zápis s nevyváženými daty je mnohem obecněǰśı a zdlouhavý. O

nezbytných základech jsme pojednali na konci 2. kapitoly
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řádku naṕı̌seme: UNIANOVA matematika BY pohlavi škola. Přiṕı̌seme /RANDOM=škola,

aby ID školy vystupovalo jako náhodný efekt. Nemuśıme spouštět test na nulovost středńı

hodnoty (připsáńım /INTERCEPT=EXCLUDE), protože v́ıme, že by byl zamı́tnut. Do-

staneme

Obrázek 4: Testy hypotéz smı́̌seného modelu

Sloupek Type III Sum of Squares obsahuje č́ıselné hodnoty součt̊u čtverc̊u vypočtené

přes Typ III. Sloupek df jsou stupně volnosti jednotlivých součt̊u čtverc̊u. Mean Square

jsou středńı čtverce, neboli SS/df . Sloupek F obsahuje hodnoty našich testových statistik.

U smı́̌sených model̊u nemaj́ı všechny testové statistiky ve jmenovateli reziduálńı součet

čtverc̊u jako ve dvojném tř́ıděńı, proto u každého testu máme přidaný řádek error. V něm se

nachaźı součet čtverc̊u, který odpov́ıdá jmenovateli naš́ı testové statistiky. V poznámkách

pod tabulkou můžeme vyč́ıst, jaké středńı čtverce to jsou. Posledńı sloupek nám udává

p-hodnotu F–testu Pokusme se interpretovat výsledky z tabulky.

• Začneme odspoda, interakčńı řádek pohlav́ı:̌skola má p-hodnotu 0,707, proto zde

nezamı́táme hypotézu o nulovosti σ2
γ. To znamená, že můžeme tuto interakci zanedbat

a přej́ıt k modelu bez γij.
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• Zvolme si hladinu testu α = 0, 05. Naše p-hodnota na řádku škola je menš́ı než α,

proto tvrd́ıme, že jednotlivé školy maj́ı r̊uzný vliv na známku z matematiky.

• Co se týče pohlav́ı, tam je p-hodnota kolem 0,146, takže tentokráte hypotézu ne-

zamı́táme. Tvrd́ıme, že na známku z matematiky nemá vliv, zda jste chlapec nebo

d́ıvka.

Na odhad počt̊u stupńı volnosti u chyby testu hypotézy na pohlav́ı byla použita výše

zmı́něná Satterthwaitova aproximace. Provedeme kontrolu

d.f.
.
=

(0, 83 ∗ 0, 724 + 0, 17 ∗ 1, 032)2

(0, 83 ∗ 0, 724)2/9 + (0, 17 ∗ 1, 032)2/204
=

0, 602

0, 0402
.
= 14, 9751

Při porovnáńı s výsledky z dvojného tř́ıděńı vid́ıme, že interakce je v obou př́ıpadech

výpočtově úplně stejná. Avšak je zde rozd́ıl v inerpretaci. Ve dvojném tř́ıděńı j́ı máme jako

pevný efekt, tud́ıž tam jsme testovali nulovost středńı hodnoty parametr̊u γij. Zat́ımco

u smı́̌seného modelu máme interakci jako náhodný efekt, tud́ıž jsme testovali nulovost

rozptylu náhodného efektu γij. Obdobný je i rozd́ıl v interpretaci hypotézy u jednotlivých

škol, kde nav́ıc máme rozd́ıl ve výpočtech. Sice jsme v obou př́ıpadech hypotézy zamı́tli,

avšak smı́̌sený model měl vyšš́ı p-hodnotu.
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Závěr

Ćılem této práce bylo přibĺıžit čtenáři metody analýzy rozptylu a jejich zobecněńı na

lineárńı smı́̌sené modely. Jednotlivé kapitoly jsou vedeny od nast́ıněńı problému, přes defi-

nice d̊uležitých pojmů a odvozeńı jednotlivých metod až do odvozeńı základńıch test̊u. Pro

názornost jsou přidány př́ıklady. Na všechny metody byla použita stejná data z projektu

PISA, aby názorně ukázala rozd́ılnosti mezi jednotlivými metodami.

32



Reference

[1] S. R. Searle: Linear Models

John Wiley & Sons, 1971
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Academia, 2002

[4] Univeristy of Florida:

Satterthwaite’s Approximation for Degrees of Freedom
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