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Uvod

Cilem mé bakalarské prace na téma ”Linedrni smiSené modely” je seznamit ¢tenéafe s meto-
dami analyzy rozptylu. Seznamime se nejprve s jednoduchym a dvojnym tiidénim. Potom
prejdeme k jejich zobecnénému modelu, ktery vznikne tak, ze nékteré parametry modelu
zacneme povazovat za ndhodné veli¢iny generované z normalniho rozdéleni. Toto zobecnéni
pouzijeme napiiklad, pokud chceme vyjadrit nejistotu ve vybéru zkoumanych jednotek. V
praci jsou uvedeny predpoklady jednotlivych modelu, jejich principy odhadovani a tes-
tovani hypotéz v téchto modelech. Testy jsou demonstrovany za pouziti statistického soft-
waru IBM SPSS Statistics 19.0 na realnych datech. Jedné se o mezinarodni projekt PISA
(Programme for International Student Assessment) z roku 2009, ve kterém vybrani 15-ti
leti zaci anonymné odpovidali na otéazky ptredevSim z jejich rodiného a skolniho zivota
(vice na strankéch tstavu pro informace ve vzdélavani: http://www.uiv.cz/). IBM SPSS
Statistics 19.0 predstavuje komplexni a snadno pouzitelnou sadu nastroju pro analyzu dat

a prediktivni analyzu s velice intuitivnim ovlddanim.

Prvni ¢ast této prace se vénuje jednoduchym a dvojnym tiidénim, kde jsou definovany
zakladni znaceni a principy, jejichz znalost je potiebna pro modely v druhé casti. Ta se
uz vénuje pevnym i ndhodnym efektum, které jsou soucasti linearnich smiSenych modelu.
Na konci kapitol jsou priklady, jejichz cilem bude zpracovani analyzy znamky z matematiky

(nasf zdvislé proménné) v zavislosti na ruznych faktorech (skola, pohlavi).



Cast I
Analyza rozptylu

Je ddno nékolik nezdvislych vybéru (napt. studenti z jednotlivych skol) a chceme srovnavat
jejich prumérné znalosti dané latky (testovat, zda-li se rovnaji sttedni hodnoty). Pokud
bychom meéli skoly pouze dvé, mohli bychom bez obav pouzit dvouvybérovy T-test s
piedem zvolenou hladinou testu a. Casto vsak potfebujeme mezi sebou porovnat vice

skupin uré¢itého faktoru. K tomu muzeme pouzit analyzu rozptylu.

1 Jednoduché tridéni

Zavedme si zdkladni znaceni. Mame nezavislé vybéry z normalniho rozdéleni se stejnym,
ale nezndmym rozptylem. Ozna¢me pozorovani ndhodného vybéru z rozdéleni N (u;, 0?)
Yi,....,Yin, proi =1, ..., k. Celkem tedy mame n = ny + ... +ny pozorovani. Dale ozna¢ime

n

Yi.:im, Y= > Y.
j=1

i=1 j=1
Prvni nazveme soucet i-tého vybéru a druhy celkovy soucet. Zadefinujme aritmeticky
prumér, tedy

Y= Y. =

Y. Y.
n; n
Zavedeme model:

Yi=ptait+e;, j=1,..,n, i=1..k,

kde e;; jsou nezévislé ndhodné veliciny s rozdélenim N(0,0%) a p, o; a 02 jsou nezndmé
parametry. Pro vétsi prehlednost jsme misto p; zavedli p+a;. Tedy stfedni hodnotu kazdého
vybéru jsme rozdélili na jednu spole¢nou pro cely model a odchylku i-té skupiny od spolecné
stfedni hodnoty, matematicky E(Y;;) = p+a; proi=1,....ka j=1,...,n;. Ovsem takto

jsme si zavedli o jeden parametr vice, proto odhady parametru nejsou pii danych datech



jednoznacné urcené. Resime bud piiddnim podminky Zle a; = 0 nebo za p polozime
néjakou konstantu (nejcastéji 0).
Parametry i a a; odhadneme pomoci metody nejmensich ctverci. Proto hledame mi-

nimum funkce

k n;
YN Y —n—a)

i=1 j=1
v zavislosti na proménnych p a «;. Postupné zderivujeme danou funkci podle p a a; a

vysledky polozime rovny 0. Dostaneme soustavu normdalnich rovnic

k
np + Zniai = Y )
=1

np+no; =Y, 1=1..k,

k této soustavé pripojime podminku kvuli jednozna¢nosti

k
> o=
t=1

, . = , k-1 . .
Upravime rovnice na p + a; = Y, a za a; dosadime — >, a;. Tyto rovnice se¢teme a

dostaneme i
t=1

Za p dosadime a dostaneme
k
1
E Z Yt + o; = 7;' .
=1
Oznaéime-li Fesenf soustavy jako u° a a? , dostaneme
k
SONATEI

Stfedn{ hodnota jednotlivych méfeni je FY;; = p + ;. Po dosazeni p° a o dostaneme

=
=]
I
B
=l
wl»—‘

odhad Y, pro véechna i. Podle vét, které muzeme najit napt. v knize[2] (str.193-200),
plati, Ze se jednd o nejlepsi nestranny linedrni odhad (NNLO). Pozn. : Hypotézu Hy lze
nyni vyjadiit ve tvaru oy = ap = ... = a; = 0. Tim se nam puvodni model zredukuje na

submodel Y;; = p + e;;.



1.1 Odvozeni testové statistiky

Vyjdeme z celkového souctu ctvercu SSo = Zle Z?;l(}/;j — Y )2, ktery vyjadiuje kva-

dratické chyby jednotlivych méteni od jejich celkového pruméru a postupnymi tpravami

dostaneme
DDy =Yt Vi =YV )P=3 Y (V=Y + Y > (Vi—Y.)+
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

k  n;

Z 2(Y;; — ?i.)(_i. — ?..) = Z (Y — ?i.)Q + Z nz(71 — ?..)2'

1
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

+

Posledni élen vypadl tplné, protoze Z;L;l(Y;j ~Y;)=0.
5SS, =", > (Yi = Y:)? nazveme rezidudlni soucet ctverci

S5y = Zle n;(Y;, — Y )? nazveme skupinovy soucet ctverci

(SS od anglického ”Sum of squares”). Kdybychom nyni testovali hypotézu Hy o rovnosti
sttednich hodnot, tak pfi jeji platnosti bychom ocekéavali, ze SS4 bude blizky nule a SS,
blizké SS¢.

1.2 Rozdéleni soucta ctverca
K urceni rozdéleni SS¢, SS. a SS4 pouzijeme nésledujici véty

Véta (o x? rozdélenf). Necht X ~ N,(0,X) a matice A takovd, e AY je idempotentns,
potom Y = XTAX ~ X?r(AE)

Dukaz. viz [2] (str. 67-69). O

Rekneme, ze matice A je idempotentnd, pokud je ¢tvercovéd a plati: AA = A

Definujeme stopu matice A (tr(A)) jako soucet diagonélnich prvku matice.

Véta. Necht Y; ~ N(u,0?) jsou nezdvislé pro i = 1,...,n. Potom

Z?:l (Y; B ?)2 2
~ Xn—l .




Dikaz. ndznak : vijraz muzeme prepsat jako

o2 o

" (Y, —Y)? Vi — Yo -\
DRI U kdexz(l b “) X~ N0, 1),
ag

Nyni staci zjistit, zdali matice A = I,, — %1,115, kde 1,, je jednotkovy vektor, je idem-

potentni. Coz plati = Z?:+ZFY)2

~ X?r( ary podle predchozi véty a
tr(AL)=>",1-1/n)=n—1. O

Rozdéleni souctu ¢tvercu mame nasledujici:

SSc : Za platnosti Hy tj. a; = 0 pro ¢ = 1, ..., k mame Y;; nezdvislé, stejné rozdélené a

odhad rozptylu o? je

1 — SS
> V=220 SSe/o?~ X
1,

SS. : Plati, ze 3 ,(Vi; =Y .)?/0* ~ X2, a jsou nezdvislé pro i =1, ..., k.

Z toho plyne, ze E>>¢ SSe ¢ je nestranny odhad o?
SS4 : Za platnosti Hy muzeme SSA upravit na XTAX, kde X ~ Ni(0,Y),

1 1 1 1
A= <dzag(n1, M) — —nnT) ,n=(ny,...n)" a¥=oc’diag (—, ey —)

o2 n ny i

Matice AY. je idempotentni a tr(AX) =k -

Cilem jednoduchého ttidéni je predevsim testovani, zda jednotlivé skupiny daného fak-
toru jsou statisticky nevyznamné odlisné. Tedy testujeme hypotézu Hy, pti které vyuzivame

faktu, ze velic¢ina SS;‘ mé x? rozdéleni s k — 1 stupni volnosti a veli¢ina SS; mé nezavislé

x? rozdéleni s n — k stupni volnosti. Jejich podil ma pak F-rozdéleni s (k — 1) a (n — k)

SSa(n—k)

stupni volnosti. Testova statistika Fq = A

Vyjde-li Fy vétsi nez kvantil Fi_q k1 -k, zamitdme nulovou hypotézu Hy na hladiné

vyznamnosti o zamitnout a efekty a; povazovat za nenulové, ¢ili statisticky vyznamné.
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Obrazek 1: informace o datech

Potet chybéjici priamér
pozorovani data znamky z mat
Celkem 228 4 2,84
Chlapci 125 3 2,94
Divek 103 1 2,73

1.3 Priklad

Vsechny modely budeme aplikovat, jak jsme jiz zminili v ivodu, na data z mezindrodniho
projektu PISA. V této studii byly nejdiive vybrany skoly a nésledné v nich zaci. V ptikladu
prozkoumame, zda znamka z matematiky se lis{ dle pohlavi. Pouzijeme k tomu software
IBM SPSS Statistics 19.0. Puvodni data byla znacné rozsahla, protoze obsahovala 6064
pozorovani z celé CR. Budeme proto porovnhavat pouze ziky prazskych zékladnich skol,
zbyde ndm celkové 10 kol s 228 zaky. Po naéteni souboru! se ndm veskera nase data zobrazi
do prehledné tabulky, ve které lze velmi snadno délat dilci ipravy. Data uz jsou upravena
jen na prazské zakladni skoly a obsahuji také znamky z ¢eského jazyka, na kterych bychom
mohli zkoumat stejné zavislosti nebo je porovnavat s matematikou. Metodu pro jedno-
duché tiidéni (anglicky one-way Anova) vyvoldme, kdyz do piikazového fadku napiseme
ONEWAY 7nazev zavislé proménné” BY ”tiidici faktor”. Tedy v nasem piripadé napiseme
ONEWAY matematika BY pohlavi. Muzeme pridat dalsi ptikazy, napiiklad popisnou sta-
tistiku dat vyvoldme /STATISTICS DESCRIPTIVES?.

Na vystupu obdrzime tabulku analyzy rozptylu, kde p-hodnota je 0,122, tudiz pti kla-
sické hladiné vyznamnosti 0,05 nelze zamitnout hypotézu, ze prumérna znamka chlapcu je
stejnd jako divek, i kdyz prumeér znamek u divek je 2,73 a u chlapcu 2,94.

Pozn.: v datech mame nékolik zaku, u kterych ndm chybi zndmka (at uz z jakéhokoli

duvodu). Tito zaci jsou pii vypoétech vynechéni.

!Na piilozeném CD ulozené pod nézvem bprace.sav
2Piikaz jde také spustit pfes menu v zdlozce Analyze
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Obrazek 2: Vystupni tabulka analyzy rozptylu

Znamka - matematika

Sum of Squares df Mean Square F 3iq.
Between Groups 26149 1 2,619 2414 22
Within Groups 240,812 222 1,085
Total 243,531 223

2 Dvojné tridéni bez interakci

Pokud se chystdme porovnavat méfeni v zdvislosti na dvou tiidicich znacich (napft. z jaké
skoly studenti jsou a jaké maji pohlavi), pouzijeme dvojné tiidéni.

Zavedeme si model, ktery je intuitivnim rozsitenim predchoziho. Mame ndhodné veli¢iny
Yi;p, znamenajici p-té méfeni za podminek ¢ a j. Pfiddme si jednu omezujici podminku, zZe
pocet pozorovani je pro vSechny dvojice (i,j) stejny a je roven P. Tato podminka nam
vyrazné uleh¢i zapis. Pokud ji nas vybér splnuje, pak fikame, ze mame vyviZend data.

Piedpoklddejme, Ze se ndhodné veliciny Y;, fidi modelem
M Yip=p+a;i+ 5 +eip

proi=1,...1, j=1,..,J, p=1,..., P, €;j, jsou ndhodné veli¢iny s rozdélenim N(0,o?)
a i, a;, B; a o? jsou nezndmé parametry. Piitom «; jsou tzv. rddkové efekty a ; jsou
sloupcové efekty. dédle n = IJP je pocet velicin Yj,. Jako v jednoduchém tiidéni zavedeme

soucty jednotlivych vybéru

ostatni analogicky.
Opét pokracujeme nadéle stejné, tudiz vyraz
P
>0 D Wip—n—ai=p)"

i=1 j=1 p=1

12



postupné parcidlné zderivujeme podle proménnych p, o; a 8; a derivace polozime rovny

nule. Mame soustavu

1 J
ni+JPY ai+IPY Bi=Y._,
i=1 j=1

J
JPu+JPa;j+ Py Bi=Yi, i=1,.1

j=1
I
IPp+PY a;+IPB;=Y;, j=1,.1/,
i=1
Pro jednoznacnost feseni pridame reparametrizacni rovnice 25:1 a;, =0a Z}]:1 Bj = 0.
Ziskdme feseni: 4 =Y , o) =Y, —Y_, 6? =Y ; — Y _. Po dosazeni do modelu M

mame NNLO pro EYj;, a to

flijp = p° + 0 + 8] =Y, +Y; =Y

2.1 Odvozeni testové statistiky

Pokud bychom v nasem modelu M polozili 5, = ... = 8; = 0, tedy pokud by nezalezelo
na sloupcovych efektech, dostaneme model M; : Yi;, = p + a5 + e;5p, ktery odpovidd
jednoduchému tiidéni s JP pozorovanimi v kazdé skupiné. NNLO EYj;, je v modelu M,
Vijp = Y., podobné jako u jednoduchého tiidéni. Viimnéme si, ze NNLO je jiny nez pro
model M.

Polozime-li v modelu M; vSechny «; rovny nule, dostaneme model Ms: Yij, = 1+ €;jp.
NNLO EY;;, je v tomto piipadé 7, = Y .

Jsme pripraveni na vypocteni vsech souctu ¢tvercu, které potiebujeme. Celkovy soucet

SSc=D D D (V=Y. ) =) ¥, —nV.
? J p ,7,P

Oznac¢me jesté p jako vektor se slozkami fi;;,. Obdobé také oznacme v;,,, T5jp jako vektory

se slozkami 7, resp. 7;,. Protoze p'p =", didw ﬂ?jp , mame po uprave
L, A 2
p'a=JPY Y, +1IPY YV, —nY.
i=1 j=1

13



I

T —2 N —2

v’ =JP E Y., 77 = ny |
i=1

radkové (S54) a sloupcové (SSp) soucty ¢tvercu lze zapsat

I
SSa= (-7 (H—7)=JPY Y, —nY¥
i=1

J
SSp=(a—p) (A—D)=JPY ¥V, —nY.
Jj=1

a rezidualni soucet ¢tvercu jako
I J
§S5.=Y Y2 - @"a=>v2, - JPY V. ~IPY Y, +nY.
ijp i4p i=1 j=1
pozn.: plati rovnost SS, = SSc — SS4 — SSp
Pii tomto postupu odhadujeme tadkové efekty ze submodelu M; kde uz nemame
zastoupené sloupce. Nabizi se otazka, jestli by se vysledky zménily, kdybychom napted
polozili a; = 0 . Postup by byl analogicky, avsak my vypocty nemusime provadeét. Staci si
povsimnout, ze ve vyslednych vzorcich budou zaménény jenom symboly [ a J. Tedy pii

predpokladu vyvazenych dat jsou vysledky stejné.

2.2 Testovani hypotéz

Ve dvojném tiidéni muzeme testovat 2 hypotézy:
° H(‘)4 oy =ag =...=a; =0, rovnost fadkovych stiednich hodnot
e HP : B3 =pBy=..=/;=0, rovnost sloupcovych stiednich hodnot

Obé hypotézy maji tedy svou testovou statistiku F4 a F'g. Tyto statistiky jsou obdobné
jako u jednoduchého tiidéni. Za platnosti H{' md SS4 x? rozdélenf s I — 1 stupni volnosti
(s.v.). Za platnosti H ma SSp x? rozdéleni s J — 1 s.v. Soucty ¢tvercu SS, a SSc maji
x?rozdélenisn—I—J+1an—1s.v.

Za platnosti H' ma Fy = (%) (55 )71 Fisherovo rozdélenis [ —1lan—1—J+1

I-1 n—I—J+1
SSB> ( SSe
J-1 n—I—-J+1

stupni volnosti a za platnosti HZ md Fg = ( )_1 Fisherovo rozdéleni s J — 1

14



an—I—J+1s.v. Vysledky z analyzy dvojného ttidéni zapisujeme nejcastéji do nésledujici

tabulky:

vybér | Soucet pocet stupni Podil testova
ctverca volnosti statistika
SS daf MS =SS/df | F=MS/s?

radky SSa fa=1-1 SSa/fa Fy

sloupce | SSg fe=J—-1 SSp/fB Fg

rezidua | S8, fe=n—IT—J+1]|s*=5S./f. -

celkem | SS¢ fe=n—1 - -

2.3 Nevyvazena data

Nyni odvodime zcela obecny model, kdy mame v kazdé skupiné jiny pocet méreni. Oznacme
ni; jako pocet dat v i-tém Fddku a j-tém sloupci. Oznac¢me b° = (u, ay, ..., ar, B, ..., B5)*.
Pouzijeme MNC a reparametrizacn{ rovnice zvolime kvili zjednoduseni vypoctu jako = 0

a 0y = 0. Dostaneme

I J-1
E n;.0y + E n;B; =Y. ,
i=1 j=1

J—1
Y; 1
=== ngf;, Vi=1,..,1I,
“ T, Uz ; ]ﬁj

I
ZnijamL".jﬁj =Y, Vj=1..,J-1,

i=1

dosadime prvni do tfeti rovnice
I 2 s VA S I
ij ij Mgt B - 1
n;— E n_ 5]' - E E —n» ﬁjl = Y.j. - E nini.. s By =1.,J—-1.
‘ b j#£1 \i=1 b i=1
Tuto soustavu muzeme maticové prepsat na C8;_; =r.

Jednotlivé symboly jsou B,_1 = (1, .., 87-1), r je pravé strana a C mé& tvar

2
— 1 nij _ I N1 .
C]] - n] - Zi:]_ n;. a le - Zi:]_ T pYO l # ]

15



Ozna¢me M ;_; matici takovou, ze m;; = n;;/n; . Vysledné parametry muzeme zapsat
jako
b’ = (0, ao,ﬁg_l, O)T = (0,?(1 —MC 'r,Cr, O)

kde Y, = (Yi,..V..)T.

2.4 Typ I a III souctu ctverca

Ozna¢me R(a|p, 5) jako redukei modelu M : Y, = p+ a; + B + e;j, polozenim a; = 0
a R(alp) jako redukel modelu My: Y, = p+ oy + €, 0 parametry o; pro i = 1,...,1 .
V R(alp) tedy nebereme v tivahu sloupcové efekty. Pii postupu s vyvazenymi daty jsme

dosli k zaveru, ze R(a|u) = R(a|p, B). S nevyvazenymi daty ovsem

R(o|p, B ZnZY + 1I'—Zn :
R(alp) = an —n?z” .

Druhy zptsob je vypoctové jednodussi, protoze neuvazujeme (. Pro vypocet pouzivame
4 typy souctu ¢tvercu podle toho, jakym principem volime modely pro odhady parametru.
Pokud ptredpokladame model dvojného tfidéni s nevyvazenymi daty, vzdy bychom méli

pouzivat R(alu, ) a R(B|u, a).

e Typ I: Princip je, ze budujeme nas model od zacatku. Tudiz zvolime prvni faktor
(napf. ), ktery testujeme jen vuci modelu My, tedy R(«|u). Dalsi faktor testujeme

vuéi predchozimu vzniklému modelu, tedy R(5|u, «v).

e Typ III: Zde predpokladame model a nulovost kazdého parametru testujeme vuci

nému. Tedy v piipadé dvojného tiidéni R(a|u, B) a R(B|p, «).

Typ III je asi nejuzivanéjsi pro nevyvazena data. U vyvazenych dat Typ I a Typ III
vychézi stejné, tudiz muzeme volit ten vypoctové schudnéjsi. Testovani hypotéz uz dale
probiha stejné, jen si musime predem urcit, jaky typ budeme pouzivat.

Pozn.: V prikladech v bakalarské praci pouzivame pro vypocet souctu ¢tvercu Typ II1.
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3 Dvojné tridéni s interakcemi

U dvojného ttidéni se casto stava, ze se fadkové a sloupcové efekty jen prosté nescitaji
jak to predpoklada model uvedeny na zacatku 2. kapitoly. V takovych situacich zavadime
model
M+ Yip=p+ai+ B+ Nij + eijp -

Parametry A;; nazveme interakce. Interakci rozumime jev, pii kterém kombinace obou
faktori muze mit na vyslednou hodnotu sledovaného znaku rozdilny tc¢inek nez ¢ini soucet
tcinku kazdého faktoru uvazovaného zvlast. Znaceni a piedpoklady u tohoto modelu jsou
stejné jako u bezinterakéniho tiidéni. );; je nezndmy parametr. Opét derivujeme vyraz

(derivujeme navic i pfes \;;) :

Dostaneme soustavu normadalnich rovnic
J I

I J
nM+JPZOéi+IP26j+PZZ)\ij:Y..7
i=1 j=1

=1 i=1

J J
JPu+ JPa;i+ Py Bi+P> N\yj=Y,, i=1,.]1,

j=1 j=1

I I
[P,u—i—PZoq—i-[Pﬁ—i-PZ/\ij =Y, 7=1..J
i=1 i=1

Rovnic je IJ + I + J + 1, avsak hodnost matice soustavy je I.J. Pfidame reparametrizac¢ni

rovnice:

1 J 1
D ai=0, ) B;=0, Y Aj=0,j=1,...J > Nj=0i=1,..1.
i=1 j=1 i=1 j

7j=1
Po jejich ptridéani dostaneme feseni
MO =Y., a? =Y, —-Y._, 5;) = 7.3‘. -Y. ., A= 71']'. ~Y - ?.j. +Y..

NNLO pro EYj;, oznacme fi;j, = u° + af + 5]0 + )\% =Y
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3.1 Testovani hypotéz

Vytvotrime submodel M : Y;;, = p+a;+ B +¢€;jp a z néj pokracujeme jako v bezinteracnim
modelu ze druhé kapitoly. Odtud dostaneme SS4, SSp a SS¢ stejné jako v predchozim
piipadé. Rezidualni SS dostaneme

1 J P 1 J

S8 =D DD Vh - P 3 Vi

i=1 j=1 p=1 i=1 j=1
Nyni ovsem neplati, ze SSc = 5S4+ SSp + SS.. Proto si definujme SS,p jako rezidualni

soucet ¢tvercu pro piipad bez interakci, tedy

SSup = ii (Vi — 10— af = 89)* = Piiﬁ: - in?j - zpi??j. +nY
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Vysledky muzeme opét zapsat do tabulky analyzy rozptylu, ve které pribyl jeden tadek.

vybér Soucet pocet stupnua Podil testova
¢tverca volnosti statistika
SS daf MS =SS/df | F=MS/s?

fadky SSa fa=1-1 SSa/fa Fy

sloupce SSp fe=J—1 SSe/fB Fg

interakce | SSup fap=U—-1)(J—=1) | SSap/faB Fip

rezidua S8, fo=n—1J s*=S5S./f. -

celkem SSc fc=n—-1 - -

Je vhodné si povsimnout, ze SS. + SSap da hodnotu SS. u dvojného tridéni bez in-
terakci. Podrobnéjsi model s interakcemi vede k rozstépeni rezidualniho tadku v tabulce
analyzy rozptylu dvojného ttidéni bez interakci. Na tietim rfadku dostaneme novou tes-
tovou statistiku Flap, ze které muzeme testovat hypotézu o nulovosti interakce, presnéji
Hy'B Aij =0, i=1,...,Taj=1,..J Zapiftomnosti interakci je nutna opatrnost
pri interpetaci rozdilu mezi efekty A a B. Muze se totiz stat, ze nékteré interakce jsou

mnohem vyraznéjsi nez prislusné efekty.
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3.2 Priklad

Zkoumame zavislost znamky z matematiky na dvou faktorech, na pohlavi zaku a na jednot-
livych zakladnich skolach. Uvazujme i moznou interakci mezi nimi. Procedura se v softwaru
IBM SPSS Statistic 19.0 vyvola pomoci pitkazu: UNIANOVA matematika BY pohlavi

skola. Tento prikaz zafadi oba tiidici znaky automaticky do pevnych efektu.

Obrazek 3: Vystupni tabulka dvojného tridéni

Tests of Between-Subjects Effects

Dependent Variable:Znamka - matematika

Type lll Sum
Source of Sguares of Mean Square F Sin.
pohlai 1,825 1 1,825 1,764 185
gkola 24118 g 2,680 2598 aav
pohlavi * kola 6,513 g 724 Foz o7
Errar 210,430 204 1,032
Total 2055 000 224

Interpretace tabulky je nasledujici (pokud si stanovime a = 0, 05)

e Prvni hypotézu nezamitame, p-hodnota je 0,185. Prumérnd znamka z matematiky se

tedy u chlapcu a divek nelisi (stejny vysledek ndm dalo i jednoduché tfidéni).

e Sloupcové efekty (neboli jednotlivé skoly) maji p-hodnotu nizsi nez je hladina vyznam-
nosti «, proto hypotézu zamitdme. Prumérné znamky z matematiky na prazskych

zakladnich skolach povazujeme za ruzné.

e U testu na interakce je p-hodnota velmi vysokd, proto interakce neni statisticky

vyznamna.

Z vysledku muzeme tvrdit, ze faktor pohlavi neovliviiuje znamku z matematiky na hladiné

vyznamnosti «, jelikoz nezamitdme ani jednu z hypotéz Hg' a Hi'P.
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Cast 11
Linearni smiSené modely

4 Pevné a nahodné efekty

U kazdého efektu v predchozi ¢asti jsme odhadovali jeho stfedni hodnotu a rozptyl jsme
predpokladali nulovy. Jednalo se o pevné efekty. Jsou vsSak situace, kdy nas hlavni zajem
spociva v odchylkach uvniti jednotlivych skupin, tedy odhadujeme rozptyl efektu. Tyto

efekty nazveme nahodné. Podrobnéji

e Pevné efekty: Pusobi dlouhodobé a neménné na skupiny pozorovani. Faktor ob-
sahuje urovneé, které nas konkrétné zajimaji (napfiklad srovnani icinosti nékterych
16¢iv). Urovni faktoru se zde rozumf uréits hodnota kvantitativnfho znaku. Jednotlivé
urovneé efektu tedy nejsou stanoveny nahodné a budou stejné i pti opakovani pokusu

s jinymi daty. Dalsi piiklad je pohlavi, kde méame jen dvé drovné, muze a zenu.

e Nahodné efekty: Typickym piikladem ndhodného efektu je jedinec z néjaké po-
pulace. Vyberu k stejné starych chlapcti a porovnavam jejich vysku. Nejde nam tak
o to, ktery z chlapcu je nejvyssi, ale zda se jejich vyska statisticky vyznamné lisi.
Jednotlivé trovné efektu tu jsou stanoveny nahodné (pokud bychom napt. pii opa-
kovani testu vybrali jiné jedince ze stejné skupiny, muzeme dostat vyrazné odlisné

vysledky).

Modely z predchozich kapitol byli uréeny hlavné pro pevné (fixni) efekty. Model na-
zveme smisenym, pokud obsahuje jak pevné, tak i ndhodné efekty. Nahodné efekty také

pouzivame, pokud chceme do modelu zahrnout korelace mezi pozorovanimi.

20



4.1 Struktury rozptylovych matic

Nyni budeme pracovat s modelovou rovnici Yj; = p + oy + ¢;;, kde p a e;; jsou stejné
jako v jednoduchém tridéni, tedy e;; ~ N(0,02) pro vSechna i = 1..[,j = 1..J a 6% s p
jsou neznamé parametry. Avsak nyni nové «; je ndhodny efekt s nulovou stfedni hodno-
tou, rozptylem o2 stejnym pro vSechna «; a nezévislym na e;; a ostatnich ;. Tedy plati
E(a;a;) =0proi # j a E(a;e; ) =0, Vi, 1, 7.

Pti vyuziti predpokladu nulové stfedni hodnoty plati, ze
Var(a;) = BE(a?) — (Ey)? = E(a}) — 0= E(a}) = 02 .

)

Pro kovarianci mezi prvky modelu Yj; a Y;,;, dostaneme

ol+ol pro i=1i1, j=j
COU<Yi1j17YiJ) = Ui pro =1y, J 7é J1
0 pro 1 #1

Podle toho vypada rozptylova matice z i-té skupiny
Var(Yi, .., Yim,) = 021+ 027,

kde I je diagonalni matice a J ¢tvercova matice majici na vSech mistech jednotku. Nyni nés
zajima rozptylova matice pro vSechna pozorovani ze vsech vybéri. Pro vétsi prehlednost

predpokladejme, ze mame 3 vybéry a kazdy ma stejné pozorovani. Matice rozptylu vypada

nasledovneé:
oI+ 023 0 0
Var(Y)=1{ 0 oI+ 023 0
0 0 o2l +02J

Pro obecny pifpad, si musime nejdiive definovat prims soucet matic ® 3" jako

: A, 0 0
o _ .
dAi=|0 .0
i=1
0 0 A
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kde A; jsou ¢tvercové matice o rozmérech n; X n;.

Mame k vybéru s n; porozovanimi, rozptylova matice ma tvar

k
O (0L +02:) |

i=1

kde J; a Ij jsou ¢tvercové matice o rozmérech n;, I; je diagondlni matice a J; matice
majici na vSech mistech jednotky pro Vi =1, ..., k Tato rozptylova matice se lisi od matic
modelu tifdéni, které byly ¢isté diagondlni, tedy o2I,, kde n je pocet viech pozorovéni.
Pti sestavovani tabulky analyzy rozptylu pro pevny i nahodny efekt dostavame zakladni

kostru stejnou. Mame vyvazena data, I skupin, kazdd s P pozorovanimi.

soucet ¢tvercu d.f. sttedni ¢tverce
stiedn{ hodn. | SSy = IPY" fn =1 MSy = SSu
skupiny SSA:ZZLI P(Y; —Y.)? fa=1-1 MSy=5S4a/fa
rezidua SS. =31, Z;D:l(Y;j ~Y: )| fo=1(P—-1)| MS, =SS,/ f.
celkem SSe =31, 25:1 Y fe=n—-1 -

avSak rozdil mame ve stfednich hodnotdch souctu ctvercu a stfednich ¢étvercu (anglicky

mean square). Zpusobuje to rozdilné definice o;. Pro pevny efekt médme Fa; = «; a nulovy

rozptyl, naproti tomu pro ndhodny efekt méme nulovou stiedn{ hodnotu a rozptyl je o2.
Vypocitame stiedni hodnoty stfednich ¢tverct

i=1 j=1 i=1 j=1

1 ! :

pokud «; jsou pevné efekty, sttedni hodnota M Sy, je

I I P 2
s = g (17020305 )
i1

i=1 j=1
I P

) i) () )

i=1 j=1
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jelikoz plati, ze E(e;je;,j,) = 0 pro @ # iy nebo pro i =iy, j # ji, vyjde

s 2
P (M—I—%Zai) +O+—ZZE e2)=1P <u+ Zaz>

i=1 i=1 j=1

Nyni pokud uvazujeme «; jako ndhodné efekty, stiedni hodnota je

p I 2 I P 2
E(MSy) =IPE + —E (Z ozi> + —E <Z > eij> = IPy? + Po? + o2
i=1 i=1 j=1

Podobné 1ze odvodit i dalsi stfedni hodnoty ¢tvercu. Zde jsou nékteré dalsi usporadany

v tabulce.
pevny efekt E(MS) nahodny efekt
IP(u+ 110 )2 +02 = E(MSy) = IPu® +Po? +0?
77 Simi(s = 1/IY 5 0)* +o7 = E(MSa) = +Po;,  +o;

+02 = E(MS,) = +0?

V modelu s ndhodnym efektem pii odhadovani rozptylu o2

a 02 vyuzivdme strednf
hodnoty z piedchdzejici tabulky. Tedy 62 = MS, a P62 + 6% = MS}.

Tedy 02 = (MS4 — MS,)/P je odhad rozptylu o2.

5 Smiseny model

Pro zavedeni smiseného modelu potiebujeme minimélné dva efekty. Upozornéme nejprve,
ze dvojné tridéni je specialni ptipad tohoto modelu, kde mame 2 pevné efekty. Rovnou

budeme predpokladat i interakci mezi nimi.
model M : Yj;, = p+ o, + B 4+ vij + €ijp

kde «; jsou pevné efekty, 3; a 7;; jsou ndhodné efekty s rozptyly aé a O’,Qy a nulovou stredni
hodnotou pro vSechna i, j. Pfipomenme, Zze mame vyvazend data a ze I je pocet i-tych
radkovych skupin, J pocet sloupcovych skupin, P pocet pozorovani ve skupiné an = IJP.
Pokud mame v interakei mezi efekty alespon jeden ndhodny efekt, tak povazujeme interakeci

také za nahodny efekt. Pti sestavovani souctu Ctvercu a strednich ¢tvercu plati stejna
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pravidla, jako byla u dvojného tridén{ s interakcemi. Definujeme si @, 8, 7%,;, 7,7 ae..
obdobné jako Y v ptedchozi ¢ésti.
Takze napiiklad plati, ze 7, = %ijl%j . PrepiSeme aritmetické prumeéry pomoci

nové zavedenych znaceni:

Y. =p+a+B+7 +e.
Yi.=p+oa;+8 +7, +e.
Y,=p+a+6+7,+e;
Yij. = i+ i+ B+ vij + €.

a vypocteme stfedni hodnoty stfednich ¢tvercu naseho smiseného modelu

(MSy) =nEY" =nE(u+a@.+8 +7 +e. )2 =nE(u+a)>+nE@ e )=
1 2 P I J 2
(u+a)*+nE (JZ@ +45 (ZZ%> =n(u+a)?+I1Po%+Po+o
j=1 =1 j=1
JP < JP <
_ v V., _ VvV 2:_ ) ~. S = = _ = 2:
E(MSy) = 7— i EY; -Y.) [_1Z:E(az+vl,+ez__ a—7. —¢.)
JpP < JpP <
= :ZE(% —a)’ T-1 [E(G:) —2E(7.) + ER?)] + 02 =
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i
Upravime mezivysledek E(v; —7; =7, +7.)
2 1 1 1 . L, o,
By +2(=7 = 5+ 7)B0 + | EGL) + EGiv ;) — 7EAD) + BG. = 7,)"| =
20-1-J) 1 J-1 (I-1)(J—-1)
_ 2 sal=-1=J) 1 _
_U”(H A ]J) 0”( J

Pro vypocet ¢clenu € pouzijeme podobného principu, dopoc¢itame

E(MSyg) = Pai—l—ag

1 I J P ., 1 I J P e ,
E(MSE) = m;;;(njp—yzj) - m;;;(eijp_eij.) =0, .

Pti vypoctech jsme hlavné vyuzivali vlastnosti stfedni hodnoty a nezavislosti nahodnych

efektu. NaSe vysledky ptrepiseme pro prehlednost do tabulky

stfedni hodnoty ¢tvercu smiseného modelu,

E(MSy)= 1JP(p+a)? +IPoj +Po? +o0
E(MSs) = &3 —a)? +Po?  + o2
E(MSg) = +IPo} +Po +o;
E(MSap) = +Po2  + o}
E(MSg) = + o2

5.1 Problém zaporného rozptylu

Rozptyl je podle definice vzdy kladny. Uz samotna interpretace zaporného rozptylu nedava
zadny smysl. Bohuzel i presto rozptyl odhadnuty ze stfednich hodnot strednich ¢tvercu
v nasich metoddch muze k tomuto vysledku vést, viz tento jednoduchy priklad: Méme
model s ndhodnym efektem ve kterém porovnavame 2 skupiny. Prvni skupina ma namérené

hodnoty hodnoty 19, 17, 15 a druh4 25, 5, 15. Po dosazeni mame tabulku:
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vybér souCty ¢tvercu MS | ocekavany MS
skupinovy | 3((17 —16)* + (15— 16)?) =6 |6 | 302 + o2
rezidudln{ | 2% + 2% + 2 % 10% = 208 52 | o?
celkovy F4+1+1+92+112+1=214
Odtud vychdzi, 7ze 02 = 52 a 02 = —15%. Problém nastava i pri vyssim poctu efektu

v modelu jak pro vyvazend, tak i pro nevyvazena data. V tomto modelu neexistuje zadny

prirozeny nastroj, ktery by tento problém eliminoval, avSak jsou zde néjaké postupy, které

se snazi tuto nepfijemnou véc odbourat, casto na tikor nééeho jiného.

1. Nahradime zaporny rozptyl nulou, avsak zde je problém, ze nyni neodpovidaji stredni

hodnoty ¢tvercu.

2. Zaporny rozptyl znaci, ze tento efekt bude z modelu odstranén. Pii pfechodu na

submodel muze problém zaporného rozptylu pretrvat.

3. Rekneme, ze mame $patné cely model, pokusime se piekontrolovat data a podivame

se po novém (napiiklad zménime ndhodny efekt na pevny apod.).

5.2 Predpoklady normality

Az dosud jsme nemuseli predpoklddat zadné rozdéleni vsech ndhodnych efekti. Vsechny
vysledky plati pro jakékoli rozdéleni. AvsSak az dosud jsme se zamérné vyhybali testu
hypotéz ve smiseném modelu, protoze ze stavajicich predpokladu nejde zatim vyvodit.

Pridejme tedy predpoklad, ze vSechny ndhodné efekty (véetné e) maji normélni rozdéleni

s nulovou stfedni hodnotou. Potom podle knihy[1] (str.408-410) plati:

Véta. Necht MS = SS/f,kde f jsou stupné volnosti a SS soucty ctverci, potom plati, Ze

SS/E(MS) ~ Xfc a soucty ctvercu jsou vzdjemné nezdvislé.

Diukaz. Vyraz SS/E(MS) si rozepiseme jako kvadratickou formu y* Ay a aplikujeme vétu

o x* rozdélend. I kdyz nemdme varianéni matici tvaru o1 | presto vidy miZeme najit matici

A takovou, Ze matice AV je idempotentni.
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Ukdzeme si to na prikladé modelu s jednim ndhodnym efektem. V = o1+ o2 @ Zle J

, kde I a J jsou jako v kapitole 3.1 a N = kn .

k
SSy=1y" <n—1 ey I- N—IILMN) y ., E(MS,) =no?+o?

=1

Tedy pro SSa/E(MS4) mdme matici

k
1 —1695 —147T

=1

k k
AV = [az <n1@ZJ —N11%1N> + 02 (EBZJ —anﬂ%ILN>] / (no? +02) =

i=1 i=1

k
=¥y T - nN"1}1y

=1

odtud uz je zkoumand vlastnost videt. [

Je dobré si uvédomit, Ze ve jmenovateli se tedy mohou vyskytnout kromé o? také

vvvvvv

mame
SS 4

2 2
no; + o

SS.
~ Xiq T2 ~ Xz(nq)

odtud a za pouziti predpokladu nezavislosti muzeme odvodit, ze
2

2 2
e ee ., nho.+o o
ma priblizné rozdéleni = €\ =

52 = MSa— M5, MatOc o O o
N n n(k—1) Xk—1 kn(n — I)Xk"_k '

Oq

Avsak skutecny tvar distribucni funkce nemuzeme takto ziskat, protoze se ve vyrazu ob-
jevuji obé ¢ a jsou neznamé. Navic druhy ¢len se odecita, tudiz konecné ¢islo muze byt
zaporné. To vysvétluje, pro¢ nam obcas odhad rozptylu nahodného efektu v této metodeé
vychdzi zdporny. Na druhou stranu ndm vsak odhad o2 ¢lenu e;;, tak vyjit nikdy nemuze,

protoze

2
062

~9
o.=MS. ~—=x35
foH e

kde f, jsou piislusné stupné volnosti.
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5.3 Testovani hypotéz

Opét se pokusme vytvorit testovou statistiku zalozenou na F-rozdéleni, kterda ndm bude
testovat nulové stredni hodnoty u pevnych efektt a nulovost rozptyli u nahodnych efektu.
Stfedni hodnoty stfednich ¢tvercu naznaci, které sttedni ¢tverce jsou vhodné do nasi testové

statistiky. Tedy pokud méme smiSeny model zavedeny na zacatku 5. kapitoly, bude podil

o MSyp/MS. vhodny k testovani hypotézy H, : ai = 0 , nebot %‘ggg) =

2 2
= PU;;FU& =1, pokud 02 =0
/ (s , . 2 > E(MSp) __
e MSp/MSap vhodny k testovani hypotézy Hg : oz = 0 , nebot FS1s) =
I1Po%+Po2+02
= Jlgi_gf;;%' =1 pro ag =0

V nékterych pripadech tabulka stfednich hodnot ¢tverci nemusi mit u testu hypotéz vzdy
tak jednodusSe urceny jmenovatel. Pokud bychom ptedpokladali situaci, ze mame urcené

sttedni hodnoty stfednich ¢tvercu nésledujicim zptisobem

E(M)) = kio} +kyo?, +kso?, +kyo?,, +0?
E(M,) = +koo?, +kyo? , + 02
E(Ms) = +hsog,  HhaOgey + O¢
E(M,) = +hyOhey + 00

kde M, az My jsou postupné M Sg, MSc.g, MSap a M S sc.5. Takova tabulka vznikne,
pokud bychom povazovali faktor C za vnoreny do B (C:B). Faktor C je tedy vnoreny do fak-
toru B, pokud skupiny faktoru C jsou ruzné pro jednotlivé skupiny faktoru B. Napriklad
pokud mame 2 ucebni kurzy, matematiku a zemépis a kazdy kurz navic vyucuji 3 cvicici.
Takze mame v podstaté 6 kurzu, kde hlavni faktor je matematika a zemépis a vnoteny
faktor je ¢islo skupiny. AvSak matematika a zemépis z pohledu vnoreného faktoru nemaji
nic spolecného. Vnotené efekty nikdy nevystupuji jako hlavni efekty.

Nebudeme se vnotenymi faktory nadale zabyvat (vice v knize [1], str.156-169), slouzily
k ilustraci problému se sloZzenym jmenovatelem pfi testovani hypotéz. Pokud ted chceme

testovat hypotézu, zda of = 0, nenajdeme zddnou stiedn{ hodnotu stiedniho ¢tverce, ktera
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m4 vynechany ¢len pouze o7.
E<M1) - k?10'§ = 0-(2::17 + k:30-26 + k4020:b + O-g :

Pravou stranu muzeme piepsat do tvaru E(Ms)+E(Ms)—E(My). Zaporné cleny prevedeme

na druhou stranu rovnice
E(My) + E(M,) = kyo; + E(Ms) + E(M3) .
Dalsi vypocty provedeme v obecném piipadé.
E(My,) + ... + E(M,) = ko + E(M,) + ... + E(M,)

a uvazujme hypotézu Hy : o2 = 0, kde o2 je jakykoli faktor v nasem modelu. Testova

statistika, kterou navrhl Satterthwaite v roce 1946 ma tvar

My My + ..+ M,

F=-_t_ ,
Mp — M, + ...+ M,

kde F ~ F(p,q) .

Pro odhad stupnu volnosti pouzijeme Satterthwaitovu aproximaci.

Mpy

_ M3,
Pzt M2,

T MZ/fr 4+ M2/,

a obdobné i ¢

fi jsou stupneé volnosti prislusnych sttednich ¢tvercu M;. Je ziejmé, ze tato aproximace p a
g nemusi byt nutné celoc¢iselna. Jadrem tohoto testu je, ze jak citatel, tak i jmenovatel maji
piiblizné x? rozdéleni s p (resp. q) stupni volnosti. Vice o aproximaci a jejim odvozenim

napiiklad v ¢lanku [4].

5.4 Priklad

Pro srovnéani pouzijeme stejna data jako pii dvojném tiidéni. Budeme uvazovat ID skoly
jako nahodny efekt. Nasim hlavnim cilem bude porovnat tyto vysledky s prikladem u dvoj-

ného t¥idéni, kde naopak mdme skoly jako pevny efekt. Nac¢teme data 3 a do piikazového

3Nage data jsou nevyvazena, aviak v nasf praci jsme odvozovali linearni modely jen pro vyvazend data.
Principidlné se moc od sebe nelisi, ale zapis s nevyvdzenymi daty je mnohem obecnéjsi a zdlouhavy. O

nezbytnych zakladech jsme pojednali na konci 2. kapitoly
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fadku napiseme: UNTANOVA matematika BY pohlavi skola. Pfipiseme /RANDOM=skola,
aby ID skoly vystupovalo jako ndhodny efekt. Nemusime spoustét test na nulovost stredni
hodnoty (pfipsanim /INTERCEPT=EXCLUDE), protoze vime, ze by byl zamitnut. Do-

staneme
Obrazek 4: Testy hypotéz smiseného modelu

Tests of Between-Subjects Effects

Dependent Vatiable:Znamka - matematika

Type Il Sum

Source of Squares df Mean Square F Sig.

pobilawi Hypothesis 1,824 1 1,824 2,352 46
Erfrar 11,596 14,946 763

Ekola Hypothesis 24,118 g 2,620 3,703 032
Error 6,513 g 7240

pohlavi* Skola  Hypothesis 6,513 ] 724 70z 707
Errar 210,430 204 1,032°

3. ,830 MSipahlayi = Skola) + 170 MES(Errar)
b. MSipohlavi * skola)
¢. MS(Erron

Sloupek Type III Sum of Squares obsahuje ¢iselné hodnoty souctu Ctvercu vypoctené
pres Typ III. Sloupek df jsou stupné volnosti jednotlivych souctu ¢tvercu. Mean Square
jsou stfedni ¢tverce, neboli SS/df. Sloupek F obsahuje hodnoty nasich testovych statistik.
U smiSenych modeli nemaji vSechny testové statistiky ve jmenovateli rezidualni soucet
¢tvercu jako ve dvojném tridéni, proto u kazdého testu mame pridany radek error. V ném se
nachazi soucet ¢tvercu, ktery odpovida jmenovateli nasi testové statistiky. V poznamkach
pod tabulkou muzeme vycist, jaké stiedni ¢tverce to jsou. Posledni sloupek nam udéava

p-hodnotu F-testu Pokusme se interpretovat vysledky z tabulky.

e ZaCneme odspoda, interakcni fadek pohlavi:skola ma p-hodnotu 0,707, proto zde
nezamitame hypotézu o nulovosti 03. To znamend, ze muzeme tuto interakci zanedbat

a prejit k modelu bez ~;;.
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e Zvolme si hladinu testu a = 0,05. Nase p-hodnota na fadku skola je mensi nez a,

proto tvrdime, ze jednotlivé skoly maji ruzny vliv na znamku z matematiky.

e Co se tyce pohlavi, tam je p-hodnota kolem 0,146, takze tentokrate hypotézu ne-
zamitame. Tvrdime, Ze na znamku z matematiky nema vliv, zda jste chlapec nebo

divka.

Na odhad poc¢tu stupni volnosti u chyby testu hypotézy na pohlavi byla pouzita vyse

zminénd Satterthwaitova aproximace. Provedeme kontrolu

2
if - (0,83 % 0,724 40,17 % 1,032) 0602 Ly
(0,83 0,724)2/9 + (0,17 = 1,032)2/204 0, 0402

Pii porovnani s vysledky z dvojného tiidéni vidime, zZe interakce je v obou piipadech
vypoctove uplné stejna. Avsak je zde rozdil v inerpretaci. Ve dvojném tiidéni ji mame jako
pevny efekt, tudiz tam jsme testovali nulovost stfedni hodnoty parametru ;. Zatimco
u smiseného modelu mame interakci jako ndhodny efekt, tudiz jsme testovali nulovost
rozptylu ndhodného efektu 7;;. Obdobny je i rozdil v interpretaci hypotézy u jednotlivych
skol, kde navic mame rozdil ve vypoctech. Sice jsme v obou piipadech hypotézy zamitli,

avsak smiSeny model mél vyssi p-hodnotu.
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Z.aver

Cilem této prace bylo priblizit ¢tenari metody analyzy rozptylu a jejich zobecnéni na
linearni smiSené modely. Jednotlivé kapitoly jsou vedeny od nastinéni problému, ptes defi-
nice dulezitych pojmu a odvozeni jednotlivych metod az do odvozeni zakladnich testu. Pro
nazornost jsou pridany piiklady. Na vSechny metody byla pouzita stejna data z projektu

PISA, aby nazorné ukazala rozdilnosti mezi jednotlivymi metodami.
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