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Uvod

Diferencidlnimi rovnicemi se zabyvaji lidé uz dlouho. Jsou tak staré jako di-
ferencialni kalkulus. Pomoci diferencialnich rovnic lze popsat celou fadu zakoni-
tosti, které se objevuji v pfirodnich i spolecenskych védach. Zakladni poznatky
a dovednosti z oblasti diferencidlnich rovnic jsou vyuzivany v prirodnich védach,
inzenyrstvi, ekonomii i sociologii. Bez diferencialnich rovnic by nebylo mozné
provadét rizné vypocty souvisejici s pruznosti a pevnosti materidlu, s fizenim
slozitych jadernych reakci, s lety do vesmiru apod.

Resenimi diferencialnich rovnic jsou funkce, které popisuji vlastnosti zkouma-
nych jevi. Budeme-li umét fesit diferencialni rovnice, znamena to, ze budeme
umét lépe rozumeét okolnimu svétu, ridit rtizné technologické i spolecenské pro-
cesy. V mnoha pripadech 1ze presné feseni obycejnych diferencialnich rovnic jen
tézko nalézt, budeme se tedy zabyvat jejich numerickym fesenim. Nalezenim pii-
blizného teseni diferencialni rovnice se zabyval jiz Newton ve svém pojednani o
diferencialnim kalkulu.

Jeden z prvnich ptikladt obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu zpraco-
vany Newtonem byl

Y =1-3z+y+2°+ay.

Newton diskutoval feseni této rovnice prostiednictvim nekonecné rady, jejiz pod-
minky ziskal rekurzivné.

My se budeme snazit nalézt numerické feseni diferencidlni rovnice pomoci
explicitni a implicitni Eulerovy metody a dale pomoci Rungeovy-Kuttovy metody
2. a 4. radu.
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1. Obycejné diferencialni rovnice
Obyc¢ejné diferencialni rovnice se daji definovat nékolika rtiznymi zptisoby. Pro
nase ucely pouzijeme nasledujici formulaci.

Definice 1. Soustavou obycejnych diferncidlnich rovnic rozumime rovnice tvaru:
y = flz,y), (1.1)

kde m € IN,y = (y',....,y™), v = (y'), ... ™)) a f = (f', ..., ™) jsou vektoro-
vé funkce.

Definice 2. Reseni soustavy (1) definujeme jako vektorovou funkciy : I — IR™,
kde I C IR je interval, ktera splniuje nasledujici podminky:

1. Pro kazdé x € I je (x,y(x)) prvek definicniho oboru (def f) funkce f.
2. Pro kazdé x € I existuje y'(x).
3. y'(z) = flz,y(x)) Veel.

Rovnice (1)) je diferencialni rovnice prvniho fadu roziesend vzhledem k de-
rivaci.

Pokud m = 1 dostaneme jednu (skalarni) obycejnou diferencidlni rovnici 1.
radu.

Definice 3. Soustavou obycejnych diferencidlnich rovnic s pocdatecni podminkou
rozumime soustavu (I1]) obohacenou o poédtecni podminky

y(a) =mn, (1.2)
kde n = (n*,...,n™) € R™ je zadané.
Definice 4. Nechf (a,n) € def f. Reseni ilohy (I1)-(12) definujeme jako funkci
y: I — IR™ spliugici podminky 1.-3. z definice 2 a podminku (I.3).

Rozepsanim po slozkach z (L)) dostaneme:

") = =yt ™),
W) = Pz y"s o y™),

Podobné z (L2)) dostaneme:

y'(a) =n",
y*(a) =77,
y"(a) =n"



Priklad 1. Prikladem soustavy diferencidlnich rovnic s pocdtecni podminkou je

ndsledujici problém najit funkce y', ... y* splriujici rovnice
") =y,
() =y,
0 —
((y')? + (y2)2)¥
(y') =~ v

s pocdtecnimi podminkamsi

K tomuto prikladu se vrdtime pozdéji a ukdZeme na ném aplikaci numerickych
metod pro Teseni soustav diferencidlnich rovnic.

V dalsim textu budeme nékdy pouzivat zkratku ODR pro obycejné diferen-
cialni rovnice.

Budeme se zabyvat pouze fesenim diferenciadlnich rovnic prvniho radu, ne-
bot kazdou diferencialni rovnici vyssiho fadu lze jednoduSe prevést na soustavu
diferencialich rovnic prvniho fadu.

Diferencialni rovnici tvaru

y(n) = QO(SU, y7 e 7y(n71)) (13)

muzeme prevést na soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fadu, provedeme-li
nasledujici substituci:

=y, (14)
Yo =1y,
Yn = y(n—l).

Dosazenim do rovnice ([3]) dostaneme

(n)

Yy :90($7y17"'7yn)' (15)

Dale vime, ze plati:

(o) = (") =y = o(z, 91, .., yn).



Soustava diferencialnich rovnic prvniho fadu pro rovnici (I3)) ma tedy tvar

yé = Y3,

y; = 90(3773/17 ce 7yn)
Priklad 2. Soustavu dvou diferencidlnich rovnic druhého radu

—y M,
Yyl = —, (1.7)
(¥ +y3)2
p_ _—Mys
- 3
(¥ +y3)2

prevedeme na soustavu ctyr diferencidlnich rovnic prvniho rddu. PoloZime ys3 =
(y1)" a ys = (y2)" a dostaneme

Y1 = Y3, (1.8)
yé = Y4,
g — My

)

r _fyMy2

Yg =

My
(yi+y3)2



2. Existence a jednoznacnost
reseni ODR

V této casti dokazeme, ze za urcitych predpokladi existuje jednoznacné defi-

nované feseni tlohy (LII)-(L2).
Nejprve zavedeme nékteré pojmy, které budeme potiebovat.
V dalsim budeme symbolem || . || znacit eukleidovskou normu v prostoru R™:

ProY = (Y,...,Y,,) klademe
1Y [|= QoY)
i=1

Definice 5. Funkce f : [a,b] x R™ — IR™, [ = f(z,Y), x € [a,b], Y € IR™,
splnuge Lipschitzovu podminku vzhledem k druhé promeénné, jestliZe existuje kon-
stanta L (nazgvame ji lipschitzovskou konstantou) takovd, Ze pro kazdé x € [a,b]

aY,Z e R™ plati || f(z,Y) — f(z,2)|| < L||Y — Z]|.

Lemma 1. Necht M oznacuje uplny metricky prostor s metrikou p a necht ¢ :
M — M oznacuje zobrazeni, které je kontrakce (tzn. Ze existuje cislo k, spliugici
0 < k < 1 takové, Ze pro kaZdé v, € M, p(é(v), () < kp(v,¢)). Potom
existuje pravé jedno & € M takové, Ze ¢(§) = €.

Dikaz lze najit v [6].

Véta 1. Necht mame diferencidalni rovnice (I1]) s pocatecnimi podminkami tvaru

(L.2):

y = f(z,y), (2.1)
y(a) =mn,

kde f : la,b] x R™ — IR™ je spojitd v pruni proménné a splruje Lipschitzo-
vu podminku s konstantou L > 0 wvzhledem k druhé proménné. Potom existuje
jednoznacné urcené reseni tohoto problému definované v intervalu [a,b).

Diikaz. Necht M oznac¢uje Gplny metricky prostor spojitych funkeiy : [a, b] — R™
takovych, Ze y(a) = n. Metriku na M definujeme vztahem

ply,2) = sup exp (= K(r —a))||y(@) — =(2)]) (2.2)

z€la,b]

kde K > L.
Integraci rovnice (LI]) ptes interval [a, 2|, kde = € [a, b], postupné zjistime, Ze

[ vwde= [ vy

i) = v(a) = [ fle.ule)) e

va) =+ [ o) (2.3
6



Tudiz, tloha (2] je ekvivalentni s nalezenim funkce y € M spliujici (23)).
Abychom dokézali existenci feseni této nové tlohy, zavedeme zobrazeni y € M —

o(y): i
=n+ [ eyt (2.4)

Chceme vyuzit pfedchoziho lemmatu 1. Potfebujeme dokazat, ze ¢(y) je kontrak-
ce, tzn. ze

Jiepo) Vyzem  p(o(y), 0(2)) < kply, 2).
Z 22) a [24) plyne, ze
p(0(y),6(2)) = sup exp(~K(z — a))||¢(y)(z) — o(2)(x)|| <

z€[a,b]
< sup exp(—K(z —a) Hn—i-/fty ))dt —n /ftz dtH
z€[a,b]
< sup exp(—K(z —a) H/fty dt—/ftz dtH—
x€a,b]
= sup exp(—K(x —a) H/ (t,y(t) — f(t, 2(1)) dt|| <
z€[a,b)
< sup exp(—K(z —a) / £t y(t (t, 2(t))]| dt.
z€[a,b]

Z predpokladu véty vime, ze funkce f splnuje lipschitzovu podminku vzhledem k
y s konstantou L > 0.
Pouzitim této vlastnosti dostaneme

P(8(0),0(:)) < sup exp(—K (o —a)) [ L) = =(0)] de =

z€a,b]

= L sup exp(—K(zx —a) /”y — 2(t ||dt

z€[a,b]

= L sup exp(—K(z —a) /Hy — 2(t)|| exp(—=K (t — a)) exp(K(t — a)) dt <

z€la,b]

< L sup exp—K(z —a) sup exp(—K(t —a))|[y(t) — z(t)]| / exp K(t —a)dt =
z€[a,b] te(a,b] a

= Lp(y, z) sup exp(—K(z —a)) /m exp(K(t —a))dt =

zela [exp([{(t - a))] '

= Lp(y, 2) sup exp(—K(z — a))

z€la K o
exp(K(z —a 1
— Lofy.z) sup exp(~K (e - a)(CPEEZD L) o
z€[a,b]

il SPE (T —a)
< Lp(y, 2) fél[lfb] exp(—K( ) %

L
= Ep(y, 2)



Oznacime k = % Vime, ze 0 < L a zaroven K > L. Tudiz 0 < k < 1. Vidime
tedy, ze ¢ je kontrakce. Z lemmatu 1 okamzité plyne existence pravé jednoho y
takového, ze ¢(y) = y. Tato funkee je jedingm FeSenim rovnice ([23)) a tudiz alohy

@). O



3. Numerické reseni ODR
jednokrokovymi metodami

3.1 Definice jednokrokovych metod
Méjme diferencialni rovnici prvniho fadu s pocatec¢tni podminkou

Y = f(z,y),  w€lab] (3.1)
y(a) =n

Pro jednoduchost uvazujeme pouze jednu skalarni rovnici, tzn. ze y : [a,b] — IR.
Uvazujeme déleni intervalu [a, b] tak, ze a = 29 < 21 < ... < x,, < b, &, = a+nh,
kde n € IN a h > 0 nazyvame krokem metody. Necht y; je aproximace presného
feseni y(z;) v uzlu z;.

Definice 6. Numerickd metoda pro aproximaci problému (31) se nazyjvd jedno-
krokova, jestlize pro kazdé n € IN se hodnota y,1 vypocita pouze z predchazejici
hodnoty y, (a samoziejmé z x, a h).

Metoda se nazyva vicekrokovd, jestliZe v rekurentnim vyjadrent y,.1 pouZivdme
vice predeslych hodnot.

Dale rozlisujeme zda se jednd o metodu explicitni nebo implicitni.

Definice 7. Metoda se nazyvd explicitni, jesltize predstavuje formuli pro presné
vyjadreni hodnoty y,.+1 pomoci predchozich hodnot yi, k < n. Metoda se nazyva
implicitni, jesltiZe viypocet y,.1 je realizovan tesenim (linedrni nebo nelinedrni)
Tounice.

U implicitnich metod vétsinou nelze hodnotu y,.1 vypocitat jednoduchymi
aritmetickymi Gpravami, nebot hodnota y, 1 je obsaZzena ve ¢lenu f(zp41, Yni1)-

Priklad 3. Ezplicitni Eulerova metoda: yni1 = Yn + f(Tn, Yn)-
Implicitni Eulerova metoda : ypi1 = Yn + f(Tni1, Yni1)-

Odvozeni Eulerovy metody provedeme v odstavci 3.2.1.

Definice 8. Kazdou jednokrokovou explicitni metodu pro teseni ulohy (31)) lze
formulovat rekurentnim predpisem:

Yo =1, (32)
Yn+1 = Yn + h¢(l’n, Yn, h)

Funkce ¢ (kterd zdvisi na f) se nazgvd prirustkovd funkce.

Prikladem vicekrokové metody je formule vy, 10 = 4y,11 — 3yn — 2hf (20, Yn),
kde yg = 1 a y; vypocitame pomoci jednokrokové metody. Tato metoda je dvou-
krokovéa - dalsi hodnotu poc¢itdme pomoci dvou predchazejicich.



3.2 Metody zalozené na primém pouziti Tay-
lorova vzorce

Nyni se budeme zabyvat metodami, které jsou odvozeny pomoci Taylorova
vzorce. Necht y je feSenim diferencialni rovnice (B]) na intervalu [a, b]. Uvazujme
déleni x,, = a + nh intervalu [a,b], h > 0, n € IN.

3.2.1 Eulerovy metody

Mezi nejjednodussi metody numerického feseni ODR patii explicitni Eulerova
metoda. Necht y € C?([a,b]) je feSenim tlohy (BI)). Jestlize x,,, x, 41 € [a,b], pak
muzeme pouzit Taylortv vzorec

Y(Tn1) = yl(zn) + h?/@ﬂ) + O(hz)a

a tedy

y'(2,) = y(““”“)h_ v | o). (3.4)

Pouzijeme-li vztah v/ (x,) = f(x,,y(z,)), zanedbame-li vyraz O(h) a nahradime-
li hodnoty y(z;) pfesného feseni hodnotami y; ptiblizného feSeni, dostaneme z
rovnice (34) formuli

Vyjadrenim v, .1 obdrzime rekurentni vztahy pro explicitni Eulerovu metodu:

Ynt1 = Yn + hf<xm yn)a (35>
Yo = 1.

Podobné 1ze odvodit implicitni Eulerovu metodu ze vztahi

y/(«rn+1> y(x’fH—l)h— y(fEn) + O(h),

yl(xn+1> = f($n+1a y(xn+1>>~ (3'6)

Zanedbame-li vyraz O(h) a nahradime-li hodnoty y(z;1) pfesného feSeni hodno-
tami y;,1 priblizného feseni dostavame

YUn+1 — Un

3 = f($n+1>yn+1)'

Vyjadrenim 1,1 obdrzime rekurentni vztahy pro implicitni Eulerovu metodu:

Yn+1 = Yn + hf<$n+17 yn+1)7 (37)
Yo =1

10



3.2.2 Jednokrokova metoda libovolné vysokého radu

Chceme zkonstruovat jednokrokovou metodu p-tého fadu za predpokladu, ze
presné feSeni y je ttidy C?*'([a,b]). Necht z,x + h € [a, b].
Potom nam Tayloriv vzorec dava

(k) (p+1) T
y(z +h) = y(z Z Y Ti))hp“ (3.8)

kde T € [z, x + h]. Pfevedenim y(x) na levou stranu a vydélenim h dostaneme:

Yot h) = y@) ), y0@),,
h — k! (p+ 1!

(3.9)

Nyni se pokusime vypocitat nekolik prvnich derivaci funkce y:

V(@) = fla,y(@),
V() = 55 y(@) = S (e y(@) + v @)

— %(m, y(x)) + f(x, y($)>§_£(xv y(x)),

/@) =2 f (L 15 wvtan | -

_ %{“'“fa_y{'“}’

of
3, Y@ =

y ¥ (1) = (%{...} + fa%{---}-

Pro zjednoduseni zapisu definujeme diferencialni operator D. Pro funkci ¢ €
CY(@), kde G C IR?, budiz

dyp dyp

D —.
7 83:+ dy

(3.10)

Mocninou operatoru D budeme rozumét skladani, tj. D% := p a pro k > 0
polozme D**1p := D(D¥p). Nyni miiZeme pomoci operatoru D snadno vyjadrit
derivace funkce y:

() = (D°f) (@, y(x)),

y
y'(z) = (D' f) (=, y(2)),
y" (@) = (D*f)(z,y(x)),

y () = (D*f)(z, y(@)).

Dosazenim do vztahu (3.9) dostaneme

y(@+h) —yx) (D) y), oy vy @)
h =2 Rl L o TR

k=1

11



Pouzijeme-li tedy prirtstkovou funkei ve tvaru:

oy, 1) = 3 PNV (3.11)

k=1
obdrzime
h) — pH
) = [ LI gy | < [ 2] < e
kde
(p+1)
N = max ‘—‘
z€[a,b] (p + 1)'

Priristkovou funkci jsme ziskali zanedbanim zbytku v Taylorové vzorci fadu
O(h?). Tim dostavame metodu libovolné vysokého fadu p:

Yot = Un+ D (D _lfz{:(!x’ y@)) pe (3.12)

k=1

Yo ="

Tato terminologie je v souladu s definici 11 v odstavci (3.4.1). Metoda (B12) je pro
praxi téméf nepouzitelné, nebot pocitdni mocnin operatoru D vede brzy k prilis
slozitym vyraztim. Hlavnim divodem ale je, Ze v definici funkce ¢ se vyskytuje
nejen funkce f sama, ale i jeji parcidlni derivace. Cilem proto je odvodit metody,
u kterych je prirtstkova funkce definovana pouze funkénimi hodnotami funkce f.
Tento pozadavek splnuji Rungeovy-Kuttovy metody.

3.3 Rungeovy-Kuttovy metody

Nyni pomoci Taylorova vzorce odvodime Rungeovy-Kuttovy metody.
Oznac¢me

&z, y, h) = zp: (DN @.9) s (3.13)

k!
k=1

prirtstkovou funkci metody odvozené v predchozim odstavci.
Prirtistkovou funkci Rungeovych-Kuttovych metod budeme hledat ve tvaru:

o(z,y, h sz i(z,y, h), (3.14)

kde

kl(x7y> h) = f(a:ay)?
kQ(ZL’, Y, h) = f(l' + thu Yy + ﬁthkl('xa Y, h))7

i—1

J=1

12



Zde P,w;, a; a (3;; jsou vhodné zvolené konstanty (takové, aby vyslednd metoda
byla fadu p). Déle se budeme snazit ur¢it hodnoty téchto konstant tak, abychom
dostali odhad

¢(z,y, h) — d(x,y,h) = O(R?).

3.3.1 Rungeova-Kuttova metoda 2. radu

Nyni se pokusime odvodit Rungeovu-Kuttovu metodu druhého radu. Tedy
p = 2. Zkusime zvolit pocet clent také P = 2:
ZE ya sz € ya _wlkl('rvyv h)‘f‘(x)gk‘g(l‘,y, h) =
—Mf(xal/) +wa f(r + ash,y + Buhf(z,y)). (3.15)

Podle (BI3) mame

2

l’ y7 Z Dk 1f m y)hk 1 (Dof)(l’ y)+ (le);xny)h:

,_.

h
= flz.y) + 5(Df)(z,y) =
B h of of
= 1w+ 5 (5, @) + 1) ) (3.16)
Nyni pomoci Taylorova vzorce rozepiseme funkéni hodnotu
f(z+ ash,y + Bahf(z,y))
ze vztahu (3.10).

Ptipomenme Taylortv vzorec pro funkce vice proménnych.

Lemma 2. Necht Q C IR™ je oteviend mnoZina, f € C*(Q) a a,b € Q. Predpo-
kladejme, Ze i cela usecka s krajnimi body a,b lezi v ). Potom

— 1 R 11 1k
- [Z i— ez -] fla)+ [ Db — )] fla+ 00— a)

]:0] i=1 i=1 :

pro néjaké 0 € [0, 1].

Diuikaz je dusledkem véty 203 z [5].
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Pouzitim Taylorova vzorce nyni dostaneme:

[z + ash,y + Barhf(x,y)) =

=3 [+ ash =)+ o+ Buahf (o)~ )5 ] T +

= ! ox

_|_21 [(x + ash — :L’)a2 + (y + Barhf(z,y) —

£ ((e,9) + Oash, B f (x.9) ) =

= o)+ (ashy + B (o)) o) +

%(aghag -+ ﬁmhf >2f(:v + Oash,y + 00 hf(z, y)) =

"3y

9 0
a—f(:p,y) + B hf(z, y)a_i(x’y) +

92 0?
+ 20001 h* f (z, ?J)a g + 5 h* f <x’y)3_£]

- f(ff,y) + ash

*f
or 2

<x + Oash,y + 0521 hf(x, y))v

1 2h2
2

pro né&jaké 6 € [0, 1]. Posledni s¢itanec na pravé strané je O(h?). Dosazenim do
rovnice (B.15]) dostaneme

(2.9)) + O(?) =
S(zy) + O(h?).

:S’Ix

0,9, h) = wif(2,y) + w2 ((2,) + a2h %, y) + Barhf (,9)
= (w1 +wa)f(z,y) + w2062h&(37> Y) + wafarhf(x,y)

QﬁlQﬁ
<

Srovnejme nyni koeficienty u f ; 85,;7 f ve vyjadieni ¢ a 5 Budou-li stejné, bude
¢ — ¢ = O(h?). Ziskdme vztahy

I wi +wp =1,
of 1
—_—: Wollg = —
al’ AR 27
1

f—fi w2ﬁ21=§~

Dostavame tii rovnice pro ¢tyfi neznamé. Jednu neznamou tedy mizeme zvolit.
Zvolme napf. wy = a # 0 (jinak by nemohl platit vztah wyay = %) Dostaneme

w1 =1—a,
Wy = v,
1
ay = o1 = —
2

Tyto hodnoty nadm déavaji celou tiidu Rungeovych-Kuttovych metod druhého
fadu. Dosazeni do (3.14) dostaneme

d)(x,y, h) = wlf(x7y) +w2f(x + Oégh,y + lehf(x,y)) -
— (L= a)f(ay) + a(f + ooty + oo b))

14



Nejpouzivan€jsi hodnota parametru je a = 1. Vysledna hodnota pak méa tvar

h h
Yn+1 = Yn + h¢(xnvyn7 h) = Un + hf(xn + §7yn + §f(£l}n, yn)) (317)

vvvvvv

me je najit napiiklad v monografii [4].

3.3.2 Rungeova-Kuttova metoda 3. fadu

V tomto ptipadé postacuje zvolit P = 3, takze ¢(x,y, h) = wiki +woks +wsks.
Dostavame napriklad

2 1 4
Ynt1 = Yn + h(§k1 + gka + §k3), (3.18)
kde
kl = f(x,y),
h h
ko _f(a;+§,y+§k1),
3 3

3.3.3 Rungeova-Kuttova metoda 4. radu

Nejcast€ji jsou pouzivany metody ctvrtého fadu. U téchto metod mame opét
P =p =4, takze ¢(z,y, h) = wiky + woks + wsks + wyky. Standartni formule ma
tvar

Ynt1 = Yn + éh(k:l + 2ko + 2ks + ky), (3.19)
kde
ki = f(x,y),
ke = f(z + g,y + gkl),
b= S+ 5+ k),

U metod vyssiho fadu nez ¢tvrtého (tj. p > 4) je tieba volit P > p.

3.4 Odhad chyby jednokrokovych metod

V predchozich odstavcich jsme odvodili n€kolik jednokrokovych metod. Nyni
chceme zjistit, zda opravdu dobfe aproximuji feseni diferencialnich rovnic. Potie-
bujeme najit odhad chyby metody v zavislosti na h a ukéazat, ze se tato chyba
blizi k 0 pro h — 0.

Numerické feseni diferencialnich rovnic je samoziejmeé zatizeno chybami, kte-
ré délime na chyby diskretizacni a zaokrouhlovaci chyby. Predné si ale musime
uvédomit, ze uz zadani naseho problému nemusi byt presné.
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Jako piiklad miZeme uvést vypocet pohybu dvou téles (naptiklad Slunce a
planety v dusledku pfitazlivosti). Pro zjednoduseni popisu tohoto problému pou-
zivame pojem diskrétni bod. Predstavime si, ze Slunce i planety jsou popsany jako
diskrétni body. Zanedbavame tedy uplné rozméry Slunce a planety. Tim se sa-
moziejmé dopoustime chyby, ktera je chybou pouzitého modelu. Témito chybami
se ale nebudeme zabyvat.

3.4.1 Akumulovana diskretizac¢ni chyba

Jiz jsme dokazali, ze za jistych predpokladi existuje jednoznac¢né feseni tlohy
[21). Potom vyslednou chybu, které se dopustime, kdyz presné feseni nahradi-
me v kazdém uzlu x,, pribliznym fesenim, nazyvame akumulovanou diskretizacni
chybou.

Definice 9. Akumulovanou diskretizacni chybou metody (krdtce chybou metody)
v bod€ x,, rozumime rozdil

en = Yn — Y(Tn), (3.20)
kde y : [a,b] — IR je tesenim ulohy (21)) a y, je pFiblizné teseni v uzlu z,.
Definice 10. O jednokrokové metodé rekneme, Ze je konvergentni, jestlize

lim e(h) =0,

h—04
kde e(h) = max,, ca) |€n| nazjvdime mazimalni chybou.
Zajima nas odhad chyby metody e,. Postupujeme nésledujicim zpiisobem:

1. Dosadime ptesné feseni do uvazované medody, tj. do vztahu ([B.2]). Dosta-
neme vztah

y(xn + h) - y(xn) - h(b(xm y(l'n), h) = hop, Tp,Tn+hE€ [CL, b]7 h e (07 h0)7

2. Odhadneme ¢,, a z tohoto odhadu odvodime odhad chyby e,,.

Veli¢inu 9,, nazyvame lokéalni relativni diskretizacni chybou v uzlu z,. Obecné
lokalni relativni diskretiza¢ni chybu (kratce chybu diskretizace) v bodé x definu-
jeme jako vyraz

on = Az, y(x)> h) - ¢($7 y(a:), h)a
kde

yla +h) —y(z)
b :

Az, y(z),h) = x,x+h € la,b],h € (0,hy),

je tzv. presny relativni prirtstek.

Déle budeme pottebovat nasledujici lemma:
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Lemma 3. Necht A, B > 0, N € IN a necht je splnéna podminka
&ni1| < Al&| + B, n=0,..,N-—1
Potom pron =0,...,N plati odhad
‘LXL:EB pro A#1,

Bn pro A=1.

Dikaz lze nalézt v [2].

Necht A = 1+6, kde § > 0. Pouzijeme-li nerovnost 146 < €, pak z lemmatu

3 plyne
no __

5 Y

(&
‘fn’ S €n§|50| +

Pro L > 0 a x € IR oznacme

(E} je tzv. Lipschitzova funkce.)

Véta 2. Necht y : [a,b] — IR je presné teseni ulohy (31l), y, jsou hodnoty
priblizného teseni pro x,, € [a,b] vypoctené pomoci jednokrokové metody (3.2) s
prirustkovou funkci ¢ splnujici ndsledugict predpoklady:

1. ¢ fa,b] x IR x [0, ho] — IR, &= é(x,y, h) je spojita

2. ¢ splnuje Lipschitzovu podminku vzhledem k y s konstantou L > 0:
|¢(£U,y,h) - ¢($7?J*a h)| S L|y - ?J*|7 YIS [CL, b]ay7y* € Ba h € [07 hO]

Necht navic existuji konstanty N,p > 0 takové, Ze
| Az, y(x), h) — d(x,y(x), h)| < NP, (3.21)

pokud x,x + h € [a,b],h € (0,hq). Potom pro chybu metody (tj. akumulovanou
diskretizacni chybu) e, plati odhad

len| < NRWPEp(z, — a), Ty, € [a,b],h € (0, ho). (3.22)

Diikaz. Ziejmé ey = yo — y(z9) = 0. Dale mame vztahy

Yn+1 = Yn + h¢(xn7 Yn, h)a
y($n+l) - y(xn) + h¢<xm y(ajn); h) + h5n>

kde 6, = Az, y(xn), h) — ¢(Tn, y(n), h) Pro Tp, Tni1 € la,b],h € (0, hy).
Odtud vyplyva odec¢tenim druhé rovnice od prvni

En+l = Ynt+1 — y(xn+1 =

= Yo + (0, Y, I ( ) + h (2, y(z )h)+h5n) -
= e B0,y ) = O y(wa). 1)) = h( A, y(a), 1) = G, (), h).
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Pouzijeme-li predpoklad 2 a podminku (B21]), dostaneme postupné nerovnosti

en + h(cb(wn, Yns h) — A, y(Tn), h)) -

(D@, y(wa), ) = Slan, y(wa), 1) )| <
S |€n| + h|¢(l’n, Yn, h) - ¢(Z’n, y<xn)7 h) - |
—h|A(@n, y(@n), h) — ¢(n, y(z0), h)| <
len| + |y, — y(x,)| + hNRP <
(14 hL)|e,| + NPT, z, € [a,b],h € (0, hy).

|6n+1| S

<
<

Aplikace lemmatu 3 pro A =1+ hL a B = Nh**! dava odhad

(1+hL)"—1
< T CNpPtl <
len| < 57 NPT <
enhL -1
< Tth = NWEL(z, — a), T, € [a,b],h € (0, ho),
coz jsme chtéli dokazat. O

Definice 11. Jestlize plati (3.211), pak Tekneme, Ze metoda (3.2) je Tddu p.

Podivejme se nyni na efektivnost odhadu, ktery jsem ziskali. Uvazujem napti-
klad Euleru metodu. Ukézali jsme, Ze pokud je pfesné feseni tiidy C?, je

len| < NhEp(x, — a),

kde N = %max[a7b] |y”|. Tento odhad se d& o néco zlepsit, uvédomime-li si, Ze pro
odhad chyby v bodé x,, stac¢i Fesit rovnici na [a, z,] (interval (z,,b] nema zadny
vliv). Miizeme tedy polozit b = x,,, N(z,,) = 3 max(,, |y”| a dostaneme zlepseny

2
odhad
len] < N(x,)Er(z, — a)h.

Bohuzel oba uvedené odhady chyby metody mohou byt silné nadsazené vzhle-
dem k tomu, ze funkce Ep(z, — a) roste exponenciilné s rostoucim n. Navic je
tfeba vzit v tvahu, Ze konstanta N (nebo funkce N(x)) zavisi na pfesném fesenti,
které obvykle nezname. Proto odhad z véty 2 nam dava pouze predstavu o cho-
vani chyby v zavislosti na kroku metody a neni prakticky pouzitelny. Z tohoto
divodu hleddme odhady jiného typu, které mtizeme ziskat na zakladé vypoctené-
ho priblizného feseni a dat tlohy. To jsou tzv. aposteriorni odhady. Aposteriornim
odhadem je napt. odhad chyby metodou polovi¢niho kroku.

3.4.2 Odhad chyby metodou polovi¢niho kroku

Vime, ze pokud prirtstkova funkce ¢ splituje Lipschitzovu podminku vzhledem
k y a pokud

1

5 Wz +h) —y(@)) — ¢z, y(z), h)| < Nh”,
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potom plati
|yn — y(za)| < NEL (2, — a)h?.
Pokud jsou funkce f a ¢ dostatecné hladké, existuje funkce e : [a,b] — IR takova,
ze
en = hPe(x,) + O(hFT). (3.23)
(Dtkaz lze najit v [2], véta 1.6.4)

Tento vztah chybu neodhaduje, ale aproximuje. Funkce e opét zavisi na vlast-
nostech presného feseni y.

Na vypocet priblizného feseni pouzijeme postupné metodu s krokem 2h a h.
Dostaneme uzly a odpovidajici hodnoty piiblizného feseni:

2 = a4+ n(2n) — YW
Z =a+nh — yjlh)
Vidime, ze 22" = z! . V téchto bodech budeme porovnat hodnoty piibliznjch

feSeni. Ze vztahu ([3.23]) dostaneme
e =y —y(@?) = (2h)Pe(@V) + O(RPH),
h h
) = o) — y(al) = We(alP) + O(PH)
Odectenim ziskame vztah

g =yl = (2 = Dhre(a) + O(™),

(2h) _

hPe ( (2h) ) _ yr(zzh) yén) + O(hp+1)
@ -1
2h 2h ()
eg;) — yi; :gﬁn) + O ~ in:) : Zﬁn
Aproximaci
w oy =y

nazyvame odhadem chyby metodou polovi¢niho kroku. Jedna se o tzv. aposte-
riorni odhad chyby, ktery ziskdme na zakladé piiblizného feseni (a pfipadné dat
tlohy). Tento odhad dava v fadé praktickych aplikaci spolehlivé vysledky.

3.4.3 Zaokrouhlovaci chyby u jednokrokovych metod

Dosud jsme predpokladali, ze pti vypoctu ptiblizného feseni vSechny operace
probihaji pfesné. Zaokrouhlovani provadime tak, ze kazdému « € IR prifadime
jeho zaokrouhlenou hodnotu a*. Predpokladejme, Ze vstupni data jsou uz zao-
krouhlend, tzn. a = a*, h = h*, n = n*. Priblizné teseni v uzlu x,, vypoctené se
zaokrouhlovanim oznacme 7,,. Miizeme psat

y(] =1 = Yo,
yn-{—l - yn + h¢(xn7 @m h) + 6n—s—l’
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kde ¢€,,11 se nazyva lokalni zaokrouhlovaci chyba. Jesté zavedeme akumulovanou
zaokrouhlovaci chybu v uzlu z,, jako r, =¥, — yn.

Véta 3. Necht ¢ : [a,b]x IRx[0, ho| — IR splriuje Lipschitzovu podminku vzhledem
k y s konstantou L > 0 a necht plati |ex| < e pro xy, xx41 € [a,b]. Potom

7| < %EL(% —q), @€ la,b],h € (0,h).
Dikaz. Mame ro =0 a

yn—l—l = yn + h(b(xna yna h) + En+1,
Yn+1 = Yn + hqb(xn) Yn, h)

Odectenim dostaneme
[Tng1| < |rn + hlrp| + |enga| < |ral(1+AL) +e.
Pouzijeme-li lemma 3 ziskdme

1+hl)" -1 el —1¢
|rn\§( hL) e < 7 E:EL(xn—a)

]

Poznamka 1. Vsechny vyse uvedené metody lze aplikovat i na teseni soustavy
obycejnych diferencidlnich rovnic (I1) s pocdtecni podminkou (IL3). V tomto
pripadé pracujeme s vektorovymi m-rozmérnymi funkcemi y, f, o, k;.
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4. P¥iklady

V této kapitole budeme ilustrovat pouziti jednokrokovych metod na nékolika
prikladech. K vypoc¢tu numerickych feseni pomoci uvedenych metod jsme pouzili
program Mathematica 7.

4.1 Priklad reseni jedné diferencialni rovnice

Uvazujme diferencialni rovnici prvniho fadu

_ytw

- (4.1)
s pocatecni podminkou
y(0) = 1. (4.2)
Presné feseni tohoto prikladu je vyjadfeno funkci
y(r) =z +V1+222, z€ R
Zavedeme oznaceni: f(z,y) = 2. Tento piiklad fesime v intervalu x € [0,0.5]

y—x
pomoci explicitni Eulerovy metody

Ynt+1 = Yn + hf((L’n, yn)a Yo = ]-a

Rungeovy-kuttovy metody 2. fadu

h h
Yn+1 :yn+hf(xn+§7yn+§f($myn))a Yo = 17

Rungeovy-kuttovy metody 4. fadu

1
Ynt1l = Yn + 6h<kl +2ky + 2ks + k), yo=1

kl :f(l'7y),
h h
kQZf(x+§7y+§k1)7
h h
k3:f(x+§7y+§k2>7

ky = f(z + h,y + hk3)

a implicitni Eulerovy metody

Yn+1 = Yn + hf($n+1, yn+1)7 Yo = L.

U vsech téchto metod zvolime krok metody h = 0.025. Nejprve porovnejme ex-
plicitni a implicitni Eulerovu metodu. Nevyhodou implicitni Eulerovy metody
je, ze pri vypoctu dostavame obecné nelinearni rovnici pro vypocet y,41. K jeho
vypoctu je zapotiebi znat numerickou metodu pro feseni nelinedrnich rovnic (my
jsme v tomto piikladé pouzili metodu tecen).
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Ve vsech nasledujicich obrazcich jsou presna a priblizna feseni oznacena rtz-
nymi barvami nasledujicim zptsobem:

e | presné feSeni

explicitni Eulerova metoda

e | implicitni Eulerova metoda
Rungeova-Kuttova metoda 2. fadu
e | Rungeova-Kuttova metoda 4. fadu

Tabulka 4.1: Numericka feSeni rovnice

1.3F

1.2F

11

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Obréazek 4.1: Numericka feseni rovnice (1))

Na obrazku [4.1] pozorujeme, Ze feseni vypocitana pomoci Rungeovy-Kuttovy
metody 2. a 4. fadu jsou velmi presna. Body lezi skoro na grafu presného fesSeni.
Body jsou si natolik blizké, ze pfi jejich vykreslovani dochézi dokonce k prekryti.
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Ve vsech nasledujicich obrazcich jsou chyby vypocitané metodou polovi¢niho
kroku a akumulované diskretiza¢ni chyba oznaceny nasledujicimi barvami:

e | chyba vypocitana metodou poloviéniho kroku
e | akumulovana diskretizac¢ni chyba

Tabulka 4.2: Chyby feseni rovnice

° ° ° ° ‘ :
. ° °
o °
0.005F ° o
.
.
.
.
°
.
L L L L L L
° 0.1 0.2 0.3 0.4 05
°
.
—0.005F °
.
.
.
°
M .

Obrazek 4.2: Srovnani akumulované diskretizacni chyby a chyby vypocitané me-
todou polovi¢niho kroku explicitni Eulerovy metody

0.015f ° °
0.010f o °

0.005F « ®

° 0,1 0.2 0.3 0.4 0.5
—0.005F .

—-0.010F o

—-0.015F .

Obréazek 4.3: Srovnani akumulované diskretizac¢ni chyby a chyby vypocitané me-
todou polovi¢niho kroku implicitni Eulerovy metody

Na obrazku .2 a [4.3] je vyobrazen odhad chyb explicitni a implicitni Eulerovy
metody vypocitany pomoci metody 1/2 kroku. Chyby jsou vypocteny pomoci
vzorce ([3.24]) pro h = 0.025. Déle je zde vyobrazena akumulovana diskretizacni
chyba explicitni a imlicitni Eulerovy metody, kterou dostavame pomoci vzorce
B20). Srovnanim obréazki a3 je vidét, ze Feseni vypocitané pomoci expli-
citni Eulerovy metody je presnéjsi nez feseni, které jsme dostali pomoci implicitni
Eulerovy metody. Velikosti chyb obou metod (danych numerickych metod) jsou
priblizné stejného fadu, jenom maji opacna znaménka.

Na obréazku [£.4] jsou vykresleny chyby Rungeovy-Kuttovy metody 2. fadu. I
zde jsou velikosti obou chyb stejného fadu. Na obrazku vidime, Ze nejmensi
chyby se dopoustime pii vypoctu feSeni pomoci Rungeovy-Kuttovy metody 4.
fadu. Velikost chyby je 1077,
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[ ]
0.00004} .
L]
L]
L ]
0.00002f .
L]
L]
— 1 ; ; ; ;
®1 e, 02 03 04 05
° L]
° L]
~0.00002F e
° L]
L]
L ]
L]
—0.00004F ° .

Obrazek 4.4: Srovnani akumulované diskretizacni chyby a chyby vypocitané me-
todou polovi¢niho kroku Rungeovy-Kuttovy metody 2. radu

3.x107°F o °
2.x107°F o

1.x107°F

®L . 0.2 0.3 0.4 05
-1.x10°F .

-2.x10°F o °

-3.x10°F ° ° . .

Obrazek 4.5: Srovnani akumulované diskretizacni chyby a chyby vypocitané me-
todou polovi¢niho kroku Rungeovy-Kuttovy metody 4. fadu

24



4.2 Priklad reseni soustavy dvou diferencialnich
rovnic

Uvedeme dva priklady soustavy dvou diferencialnich rovnic, na které apliku-

jeme nase metody. Oba nasledujici priklady fesime pomoci explicitni Eulerovy

metody
Yn+1 :yn+hf1(xn7ynazn)7 Yo =M,

Zn41 = Zn+hf2(xnaynazn)a 20 = 12,
Rungeovy-Kuttovy metody 2. fadu

h h h
Yn+1 = Yn + hfl(xn + §7yn + §f1(xnayn7zn)7zn + §f2($m?/n,2’n))7?/0 =T,

h h h
Zni1 = Zn + hf(x, + 300+ ifl(:cn,yn, Zn)y Zn + §f2(xn, Un, 2n)), 20 = 72,

Rungeovy-Kuttovy metody 4. fadu

1
Ynt1 = Yn + =h(ky + 2o + 2ks + ky4),  yo = 1,

6

1
Zn+l = Zn + ah(k‘u + 2/622 + 2/{?33 + k44), 20 = M2,
kl = fl(xay7z>a

kll = f2(x7y7 2)7

ky = ff(z+ g,y + gkzl,z + gkn),
kay = f2(x + gy + glﬁ,z + gk:n),
ks = fY(z + g,y + gkg,z + g/@),
ks = f2(x + gy 1 g@,z + gkm),

k4 - fl(x+ h’y + hk?)? ) & + hk33>)
k44 = fZ(l’ + h, Yy + hkg, z + hkgg)

a implicitni Eulerovy metody

Ynt1 = Yn + hfl(an, Yn+1, Zn+1)> Yo = T,

2 _
Zni1 = Zn + B2 (Tng1s Unsts Zng1)s 20 = Mo

Priklad 1.

Uvazujeme soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fadu

y' = —16y + 12z + 16 cosx — 13sin x,
2 =12y — 92— 1lcosx + 9sinx
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s pocatecnimi podminkami

Presnym fesenim této soustavy diferencialnich rovnic je
y(x) = cosz, z(x) =sinz, =€ R.
Zavedeme oznaceni:

fH(z,y,2) = =16y + 12z + 16 cos x — 13 sin =,
fA(z,y,2) =12y — 92z — 11cosz + 9sin .

Na obrazku a [ je vyobrazeno numerické feSeni funkce y vypocitané s
krokem h = 0.05 a h = 0.025 na intervalu [0, [1]. Barvy maji stejny vyznam jako
v tabulce Il Z obrazku je vidét, Ze pri zjemtiovani déleni intervalu, se numerické
feSeni blizi presnému feseni.

P1i programovani impicitni Eulerovy metody bylo nutné vyresit soustavu dvou
linearnich rovnic, k tomu jsme uzili jiz v Mathematice predprogramované funkce
NSolve.

Na obrazku a je vyobrazeno numerické feseni funkce z vypocitané s kro-
kem A = 0.05 a h = 0.025. I zde se pri zjemnovani déleni intervalu numerické
feSeni blizi presnému feseni.

20 25 3.0 X

-0.5F

-1.0F

Obrazek 4.6: Ptiblizné feseni s krokem h = 0.05: funkce y
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Obrazek 4.7: Piiblizné feseni s krokem h = 0.025: funkce y

z
10f Lo leeesess .
.- e0®%%0, e
I o ',
o e l. °
..o. 0. °
'o. . ..
0.8F ‘e . R
L]
(l o .
oo
L] L]
°Qe
0.6 *Re
° L]
.
[ ]
° L]
.
[ ]
0.4F °
L]
.
L]
.
L]
0.2F
L]
)
L]
05 10 15 20 25 3.0

Obrézek 4.8: Priblizné feseni s krokem A = 0.05: funkce 2
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Obrazek 4.9: Priblizné reSeni s krokem A = 0.025: funkce z

Opét jsme pocitali chybu pomoci metody poloviéniho kroku pro A = 0.025
vsech metod a akumulovanou diskretizacni chybu téchto metod, také s krokem
h = 0.025. Chyby jsou vykresleny na obréazcich LI0HLT7. Barvy maji stejny vy-
znam jako v tabulce L2l V obou piipadech se nejmensi chyby dopoustime pfi
pocitani feseni pomoci Rungeovy-Kuttovy metody 4. fadu. Tato metoda je tedy
nejpren€jsi a dava nam nejlepsi aproximaci.

0.015p
.0000‘"‘...........‘...."'Oo
0.010F Jeee°®
0o o
o0 ®
0.005F oo’
ceo®’ °°
ege°® L L L L L L
900000,
"""‘"93--. 10 15 20 25 30
-0.005f 00000000,
.O......
_ ] oo '0-.....
0.010 00000000000,
00 000

-0.015%

Obrazek 4.10: Chyby priblizného feseni pro explicitni Eulerovu metodu: funkce y
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Obrazek 4.11: Chyby ptiblizného feseni pro implicitni Eulerovu metodu: funkce
Y
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e . o® 00000000000, ee00000®
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L]
-0.00010} o°
‘e 0o’

Obrazek 4.12: Chyby ptiblizného feseni pro Rungeovu-Kuttovu metodu 2. fadu:
funkce y

y
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3.x1075F
2.x 107 o’
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—2.x10°}e . “00cses,
x ° ...."00.... 0000000
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Obréazek 4.13: Chyby ptiblizného feseni pro Rungeovu-Kuttovu metodu 4. fadu:
funkce y
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Obrazek 4.14: Chyby priblizného feseni pro explicitni Eulerovu metodu: funkce z
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Obrazek 4.15: Chyby ptiblizného feseni pro implicitni Eulerovu metodu: funkce

z

z

oooo0f

0.00005f © Ce,

—0.00005F
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Obrazek 4.16: Chyby pfiblizného feseni pro Rungeovu-Kuttovu metodu 2. fadu:

funkce z
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Obréazek 4.17: Chyby ptiblizného feseni pro Rungeovu-Kuttovu metodu 4. fadu:
funkce z

Priklad 2.

Méjme soustavu diferencialnich rovnic prvniho fadu

y=1+y
2=z —2y2?

s pocatecnimi podminkami
y(0) =0 2(0) =0.5

Pfesnym fesenim této soustavy diferencialnich rovnic je

e.’L‘

— . reR
et e 13

y(r) = =1+ €", z(x)

Zavedeme oznadeni: f1(z,y,2) =1+vy, f*(x,y,2) = z — 2yz°.

Na obrazku 418 a jsou vyobrazena numerické feSeni vypocitand s krokem
h = 0.025 na intervalu [0, In 2] pomoci vSech vyse uvedenych metod. Barvy maji
stejny vyznam jako v tabulce 1

P1i programovani impicitni Eulerovy metody bylo nutné vyresit soustavu dvou
nelinearnich rovnic, k tomu jsme uzili jiz v Mathematice pfedprogramované funk-
ce NSolve.

Na obrézcich - jsou vyobrazeny chyby vypocitdné pomoci metody po-
loviéniho kroku a akumulovana diskretizacni chyba vSech metod s krokem h =
0.025. Barvy maji stejny vyznam jako v tabulce V obou pripadech obdrzime
nejvetsi chybu pii pocitani feseni pomoci implicitni Eulerovy metody a nejpfes-
néjsi feseni ziskdme pomoci Rungeovy-Kuttovy metody 4. radu.
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Obrazek 4.18: Priblizna feseni: funkce y
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Obrazek 4.19: Priblizna feSeni: funkce z
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Obrazek 4.20: Chyby priblizného feseni pro explicitni Eulerovu metodu: funkce y
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Obréazek 4.21: Chyby pfiblizného feseni pro implicitni Eulerovu metodu: funkce
Y
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Obrazek 4.22: Chyby ptiblizného feseni pro Rungeovu-Kuttovu metodu 2. fadu:
funkce y
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Obrazek 4.23: Chyby ptiblizného feseni pro Rungeovu-Kuttovu metodu 4. fadu:
funkce y
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Obrazek 4.24: Chyby priblizného feseni pro explicitni Eulerovu metodu: funkce z
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Obrazek 4.25: Chyby ptiblizného feseni pro implicitni Eulerovu metodu: funkce
z
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Obrazek 4.26: Chyby priblizného feseni pro Rungeovu-Kuttovu metodu 2. fadu:
funkce z
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Obrazek 4.27: Chyby priblizného feseni pro Rungeovu-Kuttovu metodu 4. fadu:
funkce z
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4.3 Kepleruv problém

Jako posledni priklad uvedeme Keplertv problém.

Cilem je urcit drahu planety v disledku pritazlivé sily mezi planetou obihajici
kolem tézkého Slunce. Silu, kterou puisobi planeta na Slunce, zanedbame a Slunce
budeme povazovat za stacionarni téleso.

Necht y;(z) a ya(x) znacéi soufadnice polohy planety v ¢ase x v kartézském
soufadném systému s poc¢atkem ve stfedu Slunce. Nechf ys;(x) a ys(z) oznacuje
komponenty rychlosti planety. Jestlize M oznacuje hmotnost Slunce, v je gra-
vitacni konstanta a m je hmotnost planety, potom pritazliva sila F' = (F}, F5)
pusobici na planetu bude mit slozky

i = %, 1=1,2
Yi + s
Navic, podle Newtonova pohybového zakona
F=my",
kde v = (y{,v5 ), dostavame
1" _'7M n 7" -7 M Y2

Yl = e, Yy = e
LR+ 33 2 (g3

Tuto soustavu muZeme piepsat jako soustavu rovnic 1. fadu (viz. piiklad 2.) ve
tvaru

?/1 = Y3,
Z/é = Ya,
yé _ _fYMyl
(i +y3)%%
r_ _PYMZ/2
SN

Pouzitim substituce:

u(z) = (),
() = ya(x),
1

dostaneme

ul - fl(x7uavayvz> =Y,
v

’:fz(x,u,v,y,z):z,
/I p3 o —Uu
y - f (I,U,U,y,Z) - <u2+02>3/27
/I r4 _ —v
Z _f (ZL',U,U,y,Z) - (U2+U2)3/2.
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Pfesnym fesenim této soustavy diferencidlnich rovnic je:
u(z) = cos(x), v(x) = sin(z), y(x) = —sin(z), z(z) = cos(x),
pro x € IR.

K tesSeni této soustavy pouzijeme nasledujici metody:
Explicitni Eulerova metoda:

Up+1 :un—l—hfl(xnaunavnaynazn)a Ug = 11,

Un+1 :Un+hf2<xn7unyvnyymzn)7 Vo = T2,

Yn+1 :yn+hf3(xnaunavnaynazn)a Yo = N3,
(

4
Zn4+1 = Zn + hf Tny Un, Uny Yn, Zn)a z0 = N4,

Rungeova-Kuttova metoda 2. radu:

h h h
Uns1 = Up + hfH (2, + 5 Un + §f1($m Uny Uny Yns Zn), Un + §f2($m Uns Uny Yns Zn),s
h h
Yn + Ef?)(xn»Un,Un»yn’ Zn)7 Zn + §f4(~rn7 Up,, Uny Yn,s Zn))a Uo = M,
2 h h’ 1 h 2
Un41 = Un + hf (xn + §7un + §f (l’n, Un, Uny Yn,s Zn), Un, + Ef (ZL‘n, U,y Uny Yn, Zn)»
h 3 h 4
Un + §f (xnaunavnayna Zn)a Zn + E.f (mm Un,y Uns Yn,s Zn))a Vo = T2,
3 h h o h o
Yn+1 = Yn + hf (xn + §7un + §f (l’n, Un, Uns Yn, Zn), Un + §f (ZL’n, U,y Uny Yn, Zn):
h h
Yn + Efg(xnaunyvnayny Zn)7 Zn + §f4(xn7unvvn7yn7 Zn))a Yo = 13,
4 h h 1 h 2
Zn+l = Zn + hf (-Tn + §7un + §f (:Bna Uny Uns Yn,s Zn)a Un + §f (xna Uy Uny Yn, Zn)7
h h
Yn + §f3(xn7unavn7yn7 Zn)a Zn + §f4(xn7 U,y Uns Yn, Zn))a 20 = Ma,
Rungeova-Kuttova metoda 4. radu:
1
Up+1 = Up + éh(kl + 2]{52 + 2k3 + k4>a Ug = 11,
1
Upt1 = Up + gh(kn + 2kag + 2kss 4 kaa), v = 12,
1
Yn+1 = Yn + éh(klll + 2kgos + 2ksg3 + kaaa), Yo = N3,

1
Zp+1 = Zn + gh(knn + 2ko909 + 2ks333 + Kaaaa), 20 = N4,
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kde

kl - fl(xnaunavayna Zn)a
kll - fQ(mnvu’ruvn?y’rh Zn)7
klll == f3<xn7unavn7yn7 Zn)7

kllll - f4($n> Ups Uns Yn, Zn)>

h h h h h
ko = fl(xn + §7un + Ekluvn + §k117yn + Elﬁu,zn + 5161111)7

koo = fz(In + g,un + gkhvn + gku,yn + gkln, Zn + gknn),
kass = [*(zy + g, Uy + gkl,vn + gkn, Yn + §/€1117 Zn gk1111)7
kazao = fH(z, + g,un + glﬁ, Up + gk‘m Yn + gknl, Zn + gknu),
ks = fH (@, + g, Up + gk‘Q, Up + gk’m, Yn + gk‘222, Zn + gk2222)>
ks = [ (0 + g7un + gkﬁg,vn + gk227yn + gkmg, Zn + gk2222),
ksss = [2(zy + g, Up + gkz,vn + gkm, Yn + gkzm, Zn + gkmm),
kssss = fH(wn + gyun + gk’m Up + gkm,yn + gk222, Zn + gk‘mzz),

ky = fY(zn + h,up + hks, v, + hkss, yn + hksss, 2, + hkssss),
ki = f2(x + h,u, + hks, v, + hkss, Y + hksss, 2, + hkssss),
ks = f2(xn + b, Uy + hks, v, + Rkss, Yp + hksss, 2, + hkssss),
Eagas = [H(zn + hyup + hks, v, + hkss, yn + hkass, 2, + hkasss).

Imlicitni Eulerova metoda:

1

Up+1 = Up + hf (In+17 Un+15 Un+1y Yn+1, Zn—l—l); U =",
2

Upt1 = Up + B (@pg1, Ung1, Uns1, Ynt1s Znt1), Vo = 12,
3

Unt1 = Yn + DS (Zns1, Uns1, Vg1, Ynt1s Znt1)s Yo = 03,

4
Znt1 = Zn + P (Tng1, Ung1s Ung 1y, Ynt 1y Znt1). 20 = T4

Pf1i programovani impicitni Eulerovy metody bylo nutné vyftesit soustavu ¢tyt
nelinearnich rovnic, k tomu jsme uzili jiz v Mathematice pfedprogramované funk-
ce FindRoot.

Na obrazcich jsou vykreslené polohy planety vypocitané pomoci da-
nych metod s krokem 5o na intervalu [0, 611}, kde Slunce lezi vzdy v bods {0, 0}.
Barvy maji stejny vyznam jako v tabulce [l Zjistili jsme, Ze se planeta pohy-
buje kolem Slunce po kruhové draze. Vidime, Ze u explicitni Eulerovy metody
dochézi ke vzdalovani planety od Slunce, naopak a u imlicitni Eulerovy meto-
dy dochazi k priblizovani planety ke Slunci. Rungeovy-Kuttovy metody popisuji
feSeni mnohem presnéji nez Eulerovy metody.
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Obrazek 4.28: Poloha planety vypocitana pomoci explicitni Eulerovy metody
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Obréazek 4.29: Poloha planety vypocitana pomoci implicitni Eulerovy metody
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Obrazek 4.30: Poloha planety vypocitand pomoci Rungeovy-Kuttovy metody 2.
radu
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Obréazek 4.31: Poloha planety vypocitand pomoci Rungeovy-Kuttovy metody 4.
radu

Na obrazcich je vyobrazen odhad chyby polohy planety vypocitany
pomoci metody poloviéniho kroku a akumulovana diskretizac¢ni chyba metody na
intervalu [0, 611] s krokem h = %. Barvy maji stejny vyznam jako v tabulce
1.2l U téchto chyb jsme nejprve spocitali chyby souradnic pomoci vzoru ([3.24) a

B20). Potom jsme pomoci Pythagorovy véty

chyba = Vel? + €22,

kde
(2h) _(h)
el =n U nebo el = cos(x,) — Up,
(2r —1)
(2h) (k)
e2=2n "t nebo e2 = sin(x,) — vy,
(2r-1)

vypocitali nejhorsi moznou chybu.
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Zjistili jsme, ze v obou pripadech se nejvétsi chyby dopoustime v implicitni Eu-
lerové metodé. I pti takto jemném déleni dostavame pomoci explicitni a implicitni
Eulerovy metody po chvili dost nepresné reseni. Naopak pomoci Rungeovych-
Kuttovych metod dostavame TeSeni, které popisuje skutecné feseni docela pres-
né. Chyba sice roste, ale jeji hodnoty jsou u Rungeovy-Kuttovy metody 2. fadu
velikosti 107° a u Rungeovy-Kuttovy metody 4. f4du dokonce velikosti 10712,

chyba

0.8
0.6f
04F

0.2f

5 10 15

Obrazek 4.32: Chyby piiblizného feseni pro explicitni Eulerovu metodu

chyba

1.0
0.8f
0.6f
0.4F

0.2f

5 10 15

Obrazek 4.33: Chyby priblizného feseni pro implicitni Eulerovu metodu
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chyba

0.000025f
0.00002F
0.000015f
0.00001F

5.x 10°°F

5 10 15

Obrazek 4.34: Chyby piiblizného feseni pro Rungeovu-Kuttovu metodu 2. fadu

chyba

3.x1072¢
25x10712F
2.x1072F
15x 1072}
1.x1072F

5.x 107}

5 10 15

Obrazek 4.35: Chyby piiblizného feseni pro Rungeovu-Kuttovu metodu 4. fadu

44



Z.aver

Uéelem této prace bylo seznamit se s jednokrokovymi numerickymi metoda-
mi TeSeni obycejnych diferencialnich rovnic. Naprogramovat program pro feseni
danych prikladd pomoci téchto metod a srovnat numerickd feseni s presnymi
feSenimi téchto prikladu.

Prvni ¢ast této prace byla vénovana seznameni se s obycenymi diferencialni-
mi rovnicemi, v dalsi ¢asti jsme se zabyvali tim, zda existuje feseni obycejnych
diferencidlnich rovnic a zda ho lze jednoznacné urcit. V nésledujici ¢asti jsme
se zabyvali samotnym odvozenim jednokrokovych numerickych metod pro fese-
ni ODR. Zjistovali jsme také odhad chyby téchto metod. Nékteré metody jsme
potom aplikovali na vybrané priklady.

Zjistili jsme, ze presnost numerického feseni zavisi na velikosti kroku metody.
Cim je krok mensi, tim je feseni presnéjsi. Déle velikost chyby zavisi na délce
intervalu. Pokud je interval, na kterém hledame feseni dlouhy, pak se chyba nu-
merického feSeni zvétsuje smérem k horni hranici intervalu. Pomoci Rungeovych-
Kuttovych metod ziskdvame presnéjsi numerické feseni, nez pomoci Eulerovych
metod. Dale jsme srovnavali skutecnou chybu feseni a chybu vypocitanou pomoci
metody polovi¢niho kroku. Velikosti téchto chyb byly u danych metod stejného
radu.
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Seznam pouzitych zkratek

def f - defini¢ni obor funkce f
ODR - obycejné diferencialni rovnice
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