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ÚvodOpce je termínový kontrakt, který dává svému majiteli právo koupit nebo prodatur£ité mnoºství podkladového aktiva za p°edem dohodnutou cenu K (strike, exer-cise price) do vypr²ení smluveného termínu T (americké opce) nebo p°esn¥ v den T(evropské opce). Prodejci opce °íkáme téº upisovatel (writer). Majitele nazývámekupující £i drºitel opce (holder, buyer). Rozli²ujeme dva základní typy opcí � puta call. Put opce p°iná²í svému majiteli právo prodat podkladové aktivum, call opceprávo koupit podkladové aktivum. Za moºnost odstoupit p°i nep°íznivém vývojina trhu od obchodu platí drºitel upisovateli prémii (cena opce). Aby byla pré-mie spravedlivá, musí upisovateli umoºnit ji²t¥ní proti trºnímu riziku, které na n¥jdrºitel p°enesl. Stanovení ceny opce je hlavní náplní této práce.Aº do 20. století ur£ovala cenu opce pouze nabídka a poptávka. B¥hem 20. stoletído²lo k velkému rozvoji stochastické analýzy, statistiky a teorie pravd¥podobnosti.Vznikly modely chování �nan£ních trh· a ty poloºily p·du pro teorii oce¬ováníopcí.Historicky první prací vyuºívající ke studiu �nancí pokro£ilou matematiku bylarigorózní práce Louise Bacheliera The Theory of Speculation z roku 1900. Zabýva-la se chováním akciových a op£ních trh·. Pliska [1] upozor¬uje na tyto p°evratnémy²lenky obsaºené v Bachelieriho díle:1) Bachelier p°edpokládal, ºe �uktuace ceny p°es malé £asové intervaly jsou nezá-vislé na dosavadních cenových hladinách.2) S pouºitím centrální limitní v¥ty odvodil, ºe p°ír·stky ceny jsou nezávislé, nor-máln¥ rozd¥lené. Neboli proces ceny je Brown·v pohyb, jakoºto difuzní limitanáhodné procházky.3) K odvození rovnice, kterou dnes známe jako Chapmanovu�Kolmogorovu, vyuºilmarkovské vlastnosti ceny akcie.4) Rozpoznal koncept arbitráºe.Bachelieriho práce se do£kala uznání aº po letech. Ve 30. letech inspirovala Kol-mogorova i Dooba a aº v 50. letech na²la následovníky na poli oce¬ování opcí.V 50. letech byl jiº geometrický Brown·v pohyb jakoºto model chování cenakciového trhu obecn¥ p°ijat. Téma oce¬ování opcí poutalo pozornost mnoha ma-2



tematik· i ekonom·1. P°ijetí obecn¥ uznávaného modelu v²ak bránila neshoda vevolb¥ diskontního faktoru, uºitého p°i výpo£tu diskontovaného o£ekávaného vý-nosu z opce. Velký pokrok p°inesla práce Edwarda Thorpa Beat the Market [11].Thorp, známý p°edev²ím díky studiu hazardních her, p°i²el poprvé s my²lenkoutzv. jistícího pom¥ru (hedge ratio) a dynamického ji²t¥ní. Míru zhodnocení akciípoloºil rovnu bezrizikové úrokové mí°e. Thorpova práce inspirovala i pány FisheraBlacka a Myrona Scholese, jejichº £lánek The Pricing of Options and CorporateLiabilities [7] p°edstavuje nejv¥t²í mezník v historii oce¬ování opcí.Black se Scholesem pouºili Thorpovu my²lenku dynamického ji²t¥ní a na zá-klad¥ jistých p°edpoklad· odvodili parciální diferenciální rovnice, podle kterýchse cena opce vyvíjí. Výsledný vzorec pro výpo£et ceny evropských call a put op-cí nevyplácejících dividendu obdrºeli vy°e²ením parciálních diferenciálních rovnic.Blackova�Scholesova práce [7] byla následn¥ vylep²ena Robertem Mertonem [10].Merton odhalil, jak vyuºít dynamické ji²t¥ní k sestavení bezrizikového portfolia,£ímº zp°esnil parciální diferenciální rovnice. Výhodou uzav°ené formule pro vý-po£et ceny opce byla p°edev²ím £asová nenáro£nost. V dob¥ svého vzniku bylmodel pokládán i za uspokojiv¥ p°esný. Tato domn¥nka byla prokazateln¥ vyvrá-cena v °íjnu 1987, kdy na burzách po celém sv¥t¥ do²lo ke krachu2. P°edpokladlog-normálního rozd¥lení ceny akcie, obsaºený v Blackov¥�Scholesov¥ modelu, dáváextrémním �uktuacím ceny akcie velmi malou pravd¥podobnost, a proto je v dob¥náhlých výkyv· na trhu v odhadování ceny opce nep°esný.Od roku 1973, kdy Black se Scholesem publikovali [7], objem op£ních kontrakt·enormn¥ vzrostl. Nár·st objemu obchodu doprovázel rozvoj �nan£ního inºenýrstvía zrod °ady model· k oce¬ování opcí. Dva klí£ové koncepty, které za t¥mito mode-ly stojí, jsou rizikov¥ neutrální oce¬ování a stochastická analýza. Koncept rizikov¥neutrálního oce¬ování se poprvé objevil v práci Johna Coxe, Steva Rosse a Mar-ka Rubinsteina (CRR) Option Pricing: A Simpli�ed Approach [9]. Cox a spol.p°edstavili jednoduchý diskrétní model, který konverguje k Blackov¥�Scholesov¥modelu a který má daleko ²ir²í uplatn¥ní neº Black·v�Scholes·v model. Jejichmodel umoºnil ocenit i ty opce, pro které neexistovala uzav°ená formule3.Cox a spol. p°i²li s hypotézou, ºe cenu opce lze obecn¥ spo£ítat s jistými prefe-rencemi (které nazýváme pravd¥podobnosti), kladenými na výnos akcie. Preferen-ce stanovili tak, aby o£ekávaný výnos z akcie i opce byl roven bezrizikové úrokovémí°e r
E[ST/St|St] = er(T−t). (1)Rozd¥lení ceny akcie aproximovali binomickým rozd¥lením.1Za v²echny jmenujme Bonesse, Samuelsona a McKeana.2Více viz. [13]3K takovým opcím pat°í americké opce a n¥které exotické opce.3



P°iblíºení rozd¥lení ceny akcie pomocí diskrétního rozd¥lení je realisti£t¥j²í neºspojitá idealizace. Cena podkladového aktiva i £as, ve kterém je aktivum obchodo-váno, nenabývají libovolných reálných hodnot. Diskrétní modely v²ak nevycházejíp°ímo z diskrétní reality, ale diskretizují modely spojité. CRR binomický model jezkonstruován tak, aby konvergoval k Blackov¥�Scholesov¥ modelu.Matematika obsaºená v [9] není sloºitá, Cox a spol. se soust°edili na vybudovánínového modelu, mén¥ uº na jeho teoretické pozadí.Práce Coxe, Rosse a Rubinsteina [9] motivovala dal²í matematiky, kte°í v rovni-ci (1) a rizikov¥ neutrálních pravd¥podobnostech (preferencích) rozpoznali ekviva-lentní martingalové míry, známé z teorie pravd¥podobnosti. Odtud diskontovanýproces ceny musí být martingal. On¥mi matematiky byli J. Michael Harrison a Da-vid Kreps [14]. Harrison a Kreps napomohli roz²í°ení a aplikaci rizikov¥ neutrálníhop°ístupu a otev°eli vrátka vyuºívání martingal· ve �nancích a stochastických in-tegrálech.Boyle [8] roz²í°il CRR model na trinomický. V¥noval se také oce¬ování opcís více podkladovými aktivy. Kamrad a Ritchken zobecnili Boylovu techniku promultinomické stromy.Od 80. let bylo navrºeno mnoho r·zných aproximací spojitého oce¬ování. Teore-tické poznatky související s diskrétním oce¬ováním opcí se prohloubily. Nejobsáh-lej²ími didaktickými publikacemi pokrývajícími to podstatné z teorie oce¬ováníopcí jsou [4], [2], [3]. Ve své práci vycházím p°edev²ím z [2].V první kapitole uvádím obecný binomický model, princip vylou£ení arbitráºe,rizikov¥ neutrální oce¬ování a jistící pom¥r. Tato kapitola se voln¥ p°idrºuje uspo-°ádání 1. kapitoly [2]. Ve druhé kapitole se zabývám stromy trinomickými. T°etíse v¥nuje parametrizaci binomických a trinomických strom· a porovnání výsledk·pro r·zné parametrizace. �tvrtá kapitola mapuje základy teorie pravd¥podobnostia náhodných proces·, uºívané p°i zkoumání stochastických proces·. Tato kapitolapokrývá kapitoly 2 a 3 v [2]. Pátá si klade za cíl oz°ejmit klí£ové aspekty oce¬o-vání amerických opcí. Zárove¬ navazuje na £tvrtou kapitolu a prohlubuje teoriimartingal·. Pátá kapitola £erpá ze £tvrté kapitoly [2] a z [16]. Práce je proloºe-na p°íklady a grafy vytvo°enými v komer£ním softwaru Mathematica R©. Zdrojovékódy jsou p°ipojeny v p°íloze.
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Kapitola 1Binomický model oce¬ování opcí
1.1 Obecné p°edpoklady binomického modeluBinomický model je principieln¥ jednoduchý model ur£ený pro oce¬ování opcív diskrétním £ase. Narozdíl od Blackova�Scholesova modelu nevyºaduje znaloststochastické analýzy. K jeho sestrojení posta£uje princip neexistence arbitráºea elementární znalosti z teorie pravd¥podobnosti. Jednoduchý základní konceptov²em podn¥cuje °adu zajímavých otázek týkajících se nap°íklad zobecn¥ní nastromy multinomické £i vyuºití martingal· ve �nancích. Velkou výhodou binomic-kého modelu je �exibilita a snadná modi�kovatelnost pro sloºit¥j²í druhy �nan£níchopcí, u kterých neexistuje uzav°ená formule pro výpo£et ceny a je t°eba se uchýlitk r·zným numerickým metodám.Model oce¬ování opcí binomickými stromy je zaloºen na p°edpokladu, ºe cenapodkladového aktiva je v diskrétním £ase binomický proces.De�nice 1 (Binomický proces). Nech´ (Ω,A,P) je pravd¥podobnostní prostora N ∈ N. Pak posloupnost binomicky rozd¥lených náhodných veli£in (Sn)Nn=0 de-�novaných na (Ω,A,P) je binomický proces.

N stanovíme na základ¥ £asu do splatnosti opce T a na základ¥ poºadavk· nap°esnost a £asovou náro£nost modelu. Rozd¥líme-li si T na ekvidistantní intervalyo délce ∆t, bude N = T
∆t . Pokud nebude °e£eno jinak, budeme pro jednoduchostuvaºovat ∆t = 1.Náhodné procesy, které budeme na prostoru (Ω,A,P) a na prostorech s ekviva-5



lentními martingalovými mírami pozorovat jsou adaptované1.Náhodný proces m·ºeme obecn¥ chápat jako funkci dvou prom¥nných ω a n.Pro pevné n, n = 0, 1, . . . , N je Xn = Xn(.) náhodná veli£ina de�novaná na Ω.Pro pevné ω ∈ Ω je X(.) = X(.)(ω) funkcí jen prom¥nné n. Této funkci °íkámetrajektorie £i realizace procesu.Jelikoº se binomický proces chová stejn¥ jako házení �nespravedlivou� mincí,kde hlava (head) padne s pravd¥podobností p a orel (tail) s dopl¬kovou pravd¥-podobností q = 1 − p, budeme stavy °et¥zce zna£it podle po£tu hlav resp. orl·,které by vedly k jeho realizaci. Nap°íklad S(HHT ) zna£í hlavy v £asech 1, 2 a orelv £ase 3.P°edpoklady, spole£né v²em základním model·m oce¬ování opcí, binomický ne-vyjímaje2, jsou následující:
• Podkladová aktiva i opce lze za ú£elem nákupu £i prodeje libovoln¥ d¥lit.
• Po dobu do splatnosti opce existuje na trhu jediná bezriziková úroková míra
r, stejná pro investice i p·j£ky.

• Po°izovací a prodejní ceny aktiv jsou si rovny (nulové rozp¥tí mezi nabídkoua poptávkou).
• Trh je efektivní, neexistuje moºnost arbitráºe.
• Transak£ní náklady jsou nulové.Rozvoln¥ním n¥kterých p°íli² restriktivních a nereálných p°edpoklad· (nulovétransak£ní náklady, konstantní r) se zabývají aº modi�kace základních model·.Aby pozd¥ji nedocházelo k nedorozum¥ní, uvedeme zde význam n¥kolika pojm·a symbol·, které budeme v práci pouºívat:Arbitráºí rozumíme obchodní strategii takovou, ºe s nulovou po£áte£ní investicíneutrpíme ztrátu a s kladnou pravd¥podobností dosáhneme zisku.Vnit°ní hodnotou opce budeme, v rozporu s obvyklou terminologií3, rozum¥t výnos,který by drºitel hypoteticky realizoval okamºitým uplatn¥ním opce. Výnos m·ºebýt i záporný.1P°esnou de�nici adaptovaného procesu a martingalu nalezneme ve 4. kapitole.2Uvedené p°edpoklady byly poprvé zavedeny v [7].3Obvykle je vnit°ní hodnota opce de�novaná tak, ºe nabývá pouze nezáporných hodnot.6



Výplatní funkcí rozumíme nezápornou funkci výnosu z opce de�novanou v £ase,kdy m·ºe být opce uplatn¥na. Zpravidla v(s) = max{K − s, 0} pro put opcia v(s) = max{s − K, 0} pro call opci. Za s dosazujeme nap°íklad SN (evropskévanilla opce), (Sn)Nn=0 (americké vanilla opce) £i 1
N+1

∑N
n=0 Sn (asijské opce).Symbolem N budeme zna£it libovolnou podmnoºinu N0, tj. N ⊂ N ∪ {0}.Symbol N , N ∈ N zna£í po£et period binomického stromu.1.2 Jednoperiodický binomický modelPrincip oce¬ování binomickými stromy vysv¥tlíme nejprve na nejjednodu²²ím p°í-padu, kde N = 1 a opce je evropského typu na akcie nevyplácející dividendy.1.2.1 Model ceny akcieM¥jme deterministický po£áte£ní stav ceny akcie S0, S0 > 0. V £ase 1 pak ná-hodná veli£ina S1 nabývá kladných hodnot S1(H) = uS0 s pravd¥podobností

p a S1(T ) = dS0 s pravd¥podobností q. Parametry u a d hrají zásadní roli p°ikonstrukci modelu. Odpovídají volatilit¥ ceny akcie a projeví se i na driftu. Projednoduchost nyní p°edpokládejme, ºe u a d jsou dané a strom tak máme p°edde-�novaný4. P°edpokládejme, ºe u a d jsou konstantní5 a d < u. Obvykle navíc platí
d < 1 < u. Odtud zna£ení u (up) a d (down). Chceme-li vylou£it arbitráº, musí
u a d spl¬ovat

0 < d < 1 + r < u. (1.1)Poºadavek (1.1) je zcela legitimní. První nerovnost plyne z nezápornosti ceny ak-cie. Kdyby neplatila druhá nerovnost, mohli bychom si v £ase 0 p·j£it na nákupakcie S0 a v £ase 1 s výnosem akcie minimáln¥ dS0 splatit p·j£ku (1+ r)S0 a je²t¥realizovat arbitráºní zisk. Poslední nerovnost ospravedl¬uje to, ºe kdyby bylo moº-né v £ase 0 nakrátko prodat akcii za S0 a S0 investovat s výnosem (1+ r), v £ase 1bychom z investice skoro jist¥ zaplatili akcii a vyd¥lali minimáln¥ (1 + r − u)S0.Op¥t by nastala arbitráº.4O volb¥ u a d více v kapitole o parametrizaci5V reálném sv¥t¥ se volatilita (u, d) i úroková míra r v £ase m¥ní. Modely, které mají
u, d a r prom¥nné jsou v²ak náro£n¥j²í.
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S0

S1HTL=S0d

S1HHL=S0u

Obrázek 1.1: Jednoperiodický binomický model.1.2.2 Výnos z opceZnáme-li trajektorie ceny akcie, stanovení ceny opce v listech binomického stromu,nyní v £ase 1, není obtíºné. V listech je cena opce funk£ní hodnotou své výplatnífunkce. Nap°íklad pro vanilla call máme V1 = v(S1) = (S1−K)+ a pro vanilla put
V1 = v(S1) = (K − S1)+. Cílem je spo£ítat cenu opce v £ase 0 6.Prémie, jinak téº cena opce, je pro upisovatele jediným p°íjmem plynoucímz kontraktu, a tak mu musí kompenzovat budoucí potencionální ztrátu, kterouutrpí v p°ípad¥, ºe drºitel opci uplatní. Dívejme se proto na cenu opce jako napo£áte£ní kapitál jistého portfolia. Tímto portfoliem, které ozna£íme X a budemenazývat replika£ní, se chce upisovatel jistit. Aby byla opce pro upisovatele p°ija-telná, musí pro kaºdé ω ∈ Ω portfolio v £ase realizace opce spl¬ovat

X1(ω)− V1(ω) ≥ 0.Upisovatelovi náklady v £ase 0 jsou nulové. Neexistence arbitráºe bude zaru£ena,práv¥ kdyº P (X1 − V1 > 0) = 0. Z toho plyne:
X1(ω) = V1(ω) pro kaºdé ω ∈ Ω.Replika£ní portfolio sestavíme z akcie, která je podkladovým nástrojem opce,a z investice do bezrizikového aktiva na spotovém trhu. M¥jme po£áte£ní kapitál

X0 a po£et akcií ∆0 nakoupených v £ase 0 (záporná hodnota zna£í prodej akciínakrátko). Potom
X1 = ∆0S1 + (1 + r)(X0 −∆0S0).6Jak bude vysv¥tleno v poznámce na konci této podkapitoly, intuitivní p°ístup, ocen¥ní dis-kontovanou st°ední hodnotou vzhledem k p, q, v p°ípad¥ opcí selhává.8



Hledáme X0 a ∆0, pro která X1(H) = V1(H) a X1(T ) = V1(T ),
X0 +∆0

[ 1
1 + r

S1(H)− S0

]

=
1

1 + r
V1(H)

X0 +∆0

[ 1
1 + r

S1(T )− S0

]

=
1

1 + r
V1(T ). (1.2)Jedním ze zp·sob· jak soustavu rovnic (1.2) vy°e²it je postupná eliminace pro-m¥nných. V prvním kroku se snaºíme nalézt takovou lineární kombinaci soustavy(1.2), která eliminuje neznámou ∆0. Ve druhém kroku hledáme transformaci vy-lu£ující X0. Ekvivalentní úpravy °e²ení soustavy nem¥ní.Se£t¥me jistý p̃ násobek 1.rovnice (1.2) s q̃ násobkem 2.rovnice (1.2)

X0 +∆0

{ 1
1 + r

[p̃S1(H) + q̃S1(T )]− S0

}

=
1

1 + r
[p̃V1(H) + q̃V1(T )]. (1.3)Vhodná p̃, q̃, eliminující ∆0, jsou °e²ením rovnice

S0 =
1

1 + r
[p̃S1(H) + q̃S1(T )]. (1.4)Pro jednozna£nost p̃, q̃, poloºme navíc q̃ = 1− p̃. Tím dostáváme p̃, q̃ rovna

p̃ =
1 + r − d
u− d

, q̃ =
u− 1− r
u− d

. (1.5)Potom rovnice (1.3) dává pro X0 jednoduchý vzorec
X0 =

1
1 + r

[p̃V1(H) + q̃V1(T )]. (1.6)Ve druhém kroku, ode£tením druhé rovnice (1.2) od první, obdrºíme °e²ení ∆0,
∆0 =

V1(H)− V1(T )
S1(H)− S1(T )

.Po°ízením ∆0 akcií v £ase 0 je upisovatel ji²t¥ný, tj. bez ohledu na výsledeknáhodného pokusu bude hodnota jeho portfolia v £ase 1 rovna V1. Eliminovalijsme náhodu a portfolio je tak bezrizikové. ∆0 °íkáme zaji²´ovací pom¥r.Pro kone£né odvození V0 pouºijeme následující pravidlo, vyplývající z neexis-tence arbitráºe:Tvrzení 1 (Zákon jedné ceny). Jsou-li hodnoty dvou portfolií v £ase N identickéskoro jist¥, potom jejich hodnoty musí být stejné pro kaºdé n = 0, . . . , N .9



D·kaz. Tvrzení dokáºeme sporem pro N = 1.V p°ípad¥, ºe X0 6= V0 a X1 = V1, bychom mohli v £ase 0 provést tyto operace:1) Nakrátko prodat draº²í aktivum.2) Koupit levn¥j²í aktivum.3) |X0 − V0| investovat s úrokem r.V £ase 1 bychom uzav°eli krátkou pozici výnosem z druhé operace a t°etí operaceby nám zajistila arbitráºní p°íjem |X0 − V0|(1 + r).Proto poºadujeme-li, aby X1 = V1 skoro jist¥, musí i X0 = V0. Pak platí
V0 =

1
1 + r

[p̃V1(H) + q̃V1(T )]. (1.7)Cenu opce jsme stanovili pomocí její replikace tzv. replika£ním portfoliem, ob-chodováním na akciovém a spotovém trhu v nespojitém £ase tak, aby nedocházelok arbitráºi.Výsledná rovnice (1.7) se nazývá rizikov¥ neutrální oce¬ovací formule a p̃, q̃ dané(1.5) rizikov¥ neutrální pravd¥podobnosti. Název rizikov¥ neutrální pravd¥podob-nosti plyne ze skute£nosti, ºe p°i (1.4) investorovy preference ohledn¥ rizika nehrajíºádnou roli a o£ekávaný výnos z rizikového aktiva je stejný jako výnos z investicedo bezrizikového aktiva. Vlastní pravd¥podobnosti p, q se nikde v algoritmu oce-¬ování binomickými stromy neobjevují, a tak jsou irelevantní. Na £em záleºí, jevelikost moºného pohybu nahoru a dol· (u a d).Poznámka. Na p°íkladu call opce s výplatní funkcí v(S1) = max{S1 − K, 0}oz°ejmíme, pro£ nelze pouºít standardní postup oce¬ování aktiv diskontovanoust°ední hodnotou. Víme, ºe X1 = V1. Diskontované st°ední hodnoty X1 a V1 seproto musejí p°i stejném r rovnat;
1

1 + r
EV1 =

1
1 + r

[pV1(H) + qV1(T )]

=
1

1 + r
[pmax{S1(H)−K, 0}+ qmax{S1(T )−K, 0}], (1.8)

1
1 + r

EX1 =
1

1 + r
∆0[pS1(H) + qS1(T )] +X0 −∆0S0. (1.9)Protoºe V1 = v(S1) a výplatní funkce není lineární, výrazy (1.8) a (1.9) se obec-n¥ nerovnají. V rovnici (1.3) m·ºeme p̃, q̃ interpretovat jako pravd¥podobnostnímíru vzhledem ke které EV1 = EX1. 10



1.3 Multiperiodický binomický modelP°edchozí algoritmus zobecníme pro libovolný po£et period N ∈ N.Cena akcie i hodnota replika£ního portfolia jsou dány rekurzivn¥:
Sn(ω1 . . . ωn) =

1
1 + r

[

p̃Sn+1(ω1 . . . ωnH) + q̃Sn+1(ω1 . . . ωnT )
]

; (1.10)
Xn+1 = ∆nSn+1 + (1 + r)(Xn −∆nSn). (1.11)P°edpoklady a samotný algoritmus vedoucí k rizikov¥ neutrální oce¬ovací for-muli shr¬me do následující v¥ty.V¥ta 2 (Replikace v multiperiodickém binomickémmodelu). Uvaºujme N-periodickýbinomický model oce¬ování opcí, pro který 0 < d < 1 + r < u a p̃ = 1+r−d

u−d ,
q̃ = u−1−r

u−d . Nech´ VN je náhodná veli£ina (výnos opce v £ase N) na Ω. Pomocíinverzní rekurze de�nujme adaptovaný náhodný proces (Vn)N−1
n=0 jako

Vn(ω1ω2 . . . ωn) =
1

1 + r
[p̃Vn+1(ω1ω2 . . . ωnH) + q̃Vn+1(ω1ω2 . . . ωnT )].Dále de�nujme

∆n =
Vn+1(ω1ω2 . . . ωnH)− Vn+1(ω1ω2 . . . ωnT )
Sn+1(ω1ω2 . . . ωnH)− Sn+1(ω1ω2 . . . ωnT )

, 0 ≤ n ≤ N − 1.Jestliºe poloºíme X0 = V0 a rekurzivn¥ de�nujeme proces hodnoty portfolia (Xn)Nn=1podle (1.11), pak platí
XN(ω) = VN(ω) pro kaºdé ω ∈ Ω.V¥ta 1 °íká, ºe existuje-li jednozna£n¥ ur£ená rizikov¥ neutrální míra, potomm·ºe být opce ji²t¥na. Nositelem stejné my²lenky je tvrzení nazývané Druhý zá-kladní teorém oce¬ování aktiv.De�nice 2 (Kompletní model). �ekneme, ºe model je kompletní, jestliºe kaºdáopce m·ºe být ji²t¥na.V¥ta 3 (Druhý základní teorém oce¬ovaní aktiv). Nech´ pro model existuje ri-zikov¥ neutrální míra. Model je kompletní, práv¥ kdyº je rizikov¥ neutrální míraur£ena jednozna£n¥. 11
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Obrázek 1.2: Multiperiodický binomický model.D·sledek 4. Jestliºe není rizikov¥ neutrální míra ur£ena jednozna£n¥, m·ºe být
V0 replikováno, pouze kdyº (1.6) nabývá stejných hodnot pro v²echna p̃, q̃.V¥ta 5 (První základní teorém oce¬ovaní aktiv). Jestliºe existuje rizikov¥ neutrál-ní míra, potom je arbitráº vylou£ena.D·sledek 6. Jestliºe existuje více neº jedna rizikov¥ neutrální míra a (1.6) na-bývá r·zných hodnot, potom je arbitráº vylou£ena, a p°esto není cena opce proupisovatele nebo drºitele p°ijatelná, neumoº¬uje jist¥ní.V¥tu 1 m·ºeme aplikovat jak na opce, u kterých výnos závisí pouze na spo-tové cen¥ podkladového aktiva v okamºiku realizace (evropská put, call), tak natzv. path-dependent options (nap°. lookback £i asijské opce).P°íklad (Oce¬ování evropských vanilla opcí).Cenu evropských vanilla opcí po£ítá program (P1). Algoritmus je primitivní, ov²emnázorný.P°íklad (Oce¬ování asijských opcí).Cenu asijských opcí s výplatní funkcí max

{

1
N+1

∑N
n=0 Sn − K, 0

} po£ítá (P2).12
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Obrázek 1.3: �asová náro£nost algoritmu (P1).Funkce akcie vytvá°í kompletní binomický strom s 2n uzly v n-té period¥. For cyk-lus po£ítá £áste£né sou£ty tak, ºe se v kaºdém kroku zdvojí ({x1, x2} − > {x1, x1, x2, x2})a dosavadní £áste£né sou£ty navý²í o p°íslu²ný rozvoj ceny akcie.
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Obrázek 1.4: �asová náro£nost algoritmu (P2).P°íklad (Oce¬ování lookback opcí).O poznání jednodu²²í algoritmus je aplikován na lookback opci s výplatní funkcí
max

n=0,...,N
Sn − SN v programu (P3).�asovou náro£nost algoritm· (P1), (P2) a (P3) m·ºeme porovnat na obrázcích1.3, 1.4, 1.5. Uvedenými algoritmy demonstrujeme d·leºitost efektivní implemen-tace. Rozdíl mezi rekurzemi v programech (P2) a (P3) je, ºe (P3) si jiº spo£ítanévýsledky ukládá. Proto je (P3) p°i 20 iteracích 50 krát rychlej²í neº (P2).13
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Obrázek 1.5: �asová náro£nost algoritmu (P3).Poznámka. Chceme-li porovnávat výsledky modelu pro r·zná N , za jinak nem¥n-ných podmínek, musí se v procedu°e odrazit prom¥nná délka intervalu, p°es kterýdiskontujeme. Proto se ve v²ech programech, uvedených v p°íloze, objevuje �dt�a �(1 + r)dt� .
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Kapitola 2Trinomický model oce¬ování opcí
2.1 Parametry trinomického modeluAlternativu k binomickému modelu oce¬ování opcí v diskrétním £ase nabízejí stro-my trinomické. Jejich zkonstruování a aplikace je analogická k binomickému mo-delu. Krom¥ skok· o velikosti u a d s pravd¥podobnostmi p1 resp. p3 navíc p°ibývávarianta pohybu o m s pravd¥podobností p2 = 1−p1−p3. Parametr m m·ºe obec-n¥ nabývat libovolných hodnot na intervalu (d, u). O rozumné volb¥ m se zmínímepozd¥ji.Abychom ur£ili rizikov¥ neutrální míru, roz²í°íme soustavu (1.2) o 3. rovnici:

X0 +∆0

[ 1
1 + r

S1(M)− S0

]

=
1

1 + r
V1(M). (2.1)Analogicky k (1.3) máme

X0 +∆0

{ 1
1 + r

[p̃1S1(H) + p̃2S1(M) + p̃3S1(T )]− S0

}

=
1

1 + r
[p̃1V1(H) + p̃2V1(M) + p̃3V1(T )].

(2.2)Eliminujeme ∆0 a dostaneme
V0 = X0 =

1
1 + r

[p̃1V1(H) + p̃2V1(M) + p̃3V1(T )].Problematickou otázkou je jednozna£nost rizikov¥ neutrální míry. V Mathema-tice vy°e²íme soustavu rovnic, odvozenou od (2.2),
(1 + r)S0 = p̃1S1(H) + p̃2S1(M) + p̃3S1(T )

1 = p̃1 + p̃2 + p̃3. (2.3)15



Parametry p̃1, p̃2, p̃3 nejsou ur£eny jednozna£n¥:
p̃2 = −1 − d+ r

d−m
− p̃1(d− u)

d−m
;

p̃3 = 1 +
1− d+ r
d−m

− p̃1
(

1− d− u
d−m

)

.Následující °e²ení problému, vyplývajícího z d·sledku 5, navrhl Phelim Boyle [8].P°edpokládejme, ºe výnosy aktiva S mají log-normální rozd¥lení. Toto rozd¥-lení aproximujeme p°es malý £asový interval trinomickým procesem takovým, ºeo£ekávaný výnos z aktiva je bezriziková úroková míra. Trinomické rozd¥lení mánavíc rozptyl shodný s log-normálním rozd¥lením, které aproximuje. Protoºe délkaintervalu∆t významn¥ zasahuje do parametrizace pomocí spojitého modelu, bude-me pozbytek této kapitoly a v kapitole p°í²tí uvaºovat obecné ∆t. D¥lení intervalu
[0, T ] je pak {0,∆t, 2∆t . . . , T}. Úro£it a diskontovat budeme spojit¥1.Místo soustavy (2.3) máme

1 = p̃1 + p̃2 + p̃3
er∆tS0 = p̃1S1(H) + p̃2S1(M) + p̃3S1(T )

S2
0e

2r∆t(eσ
2∆t − 1) = p̃1S2

1(H) + p̃2S2
1(M) + p̃3S2

1(T )− [p̃1S1(H) + p̃2S1(M) + p̃3S1(T )]2.Po úprav¥
1 = p̃1 + p̃2 + p̃3

er∆t = p̃1u+ p̃2m+ p̃3d

e2r∆t(eσ
2∆t − 1) = p̃1u2 + p̃2m2 + p̃3d2 − (p̃1u+ p̃2m+ p̃3d)2. (2.4)Soustava je nyní úplná a Mathematica dává °e²ení:
p̃1 =

e∆t(2r+σ2) − er∆tm+ d(−er∆t +m)
(d− u)(m− u)

;

p̃2 =
e∆t(2r+σ2) − er∆tu+ d(−er∆t + u)

(d−m)(−m+ u)
;

p̃3 =
e∆t(2r+σ2) +mu− er∆t(m+ u)

(d−m)(d− u)
.1P°echod mezi spojitým a sloºeným úro£ením je p°ijatelný. Platí, ºe pro dostate£n¥ malé inter-valy úro£ení je rozdíl mezi spojitým a diskrétním úro£ením zanedbatelný viz. Cipra, T. : Praktickýpr·vodce �nan£ní a pojistnou matematikou. HZ, Praha 1995.16



Nevýhodou Boylova postupu je, ºe nezaru£uje kladnost parametru p̃2. Nap°íklads obvyklou volbou u = eσ
√
∆t, m = 1, d = 1

u a σ = 0.20, r = 0.1, T = 1, N = 2budou p̃1 = 0.554, p̃2 = −0.018 a p̃3 = 0.464.Boyle tento nedostatek odstranil p°idáním dal²ího parametru λ, λ > 1 a u po-loºil
u = eλσ

√
∆t.Optimální hodnotu λ ur£il na základ¥ simulací. Graf na obrázku 2.1 zobrazujesrovnání rychlosti konvergence k Blackov¥�Scholesov¥ modelu pro r·zná λ. Se zvo-lenými parametry (σ = 0.20, r = 0.1, T = 1, S0 = 40, K = 40 a opce typu put)vycházejí nejlépe λ = 1.35 (v grafu 2.1 £árkovan¥ mod°e) a λ = 1.4 (£árkovan¥r·ºov¥). Uspokojivé výsledky dává i λ = 1.3 (£árkovan¥ oranºov¥) a λ = 1.45(£árkovan¥ zelen¥).Jak je vid¥t na obrázku 2.2, rozumnou volbou parametru m je m = 1. Se zjem-¬ujícím se d¥lením doby do splatnosti opce konvergují u = eλσ

√
∆t i d = 1

u k 1.Potom pro kaºdé ε ∈ R, ε > 0 nalezneme N ∈ N takové, ºe m ∈ (1 − ε, 1 + ε).Kód pro výpo£et ceny opce trinomickým modelem s Boylovými parametry je k na-hlédnutí v (P4).
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Obrázek 2.1: Konvergence Boylova modelu pro λ = 1.1, 1.15, . . . , 2.
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Obrázek 2.2: Délka intervalu (d, u) pro λ = 1.35, T = 1, σ = 0.2.Cestou podobnou Boylov¥ se vydali Kamrad a Ritchken [5]. P°edpokládali, ºepodkladové aktivum je geometrický Wiener·v pohyb s driftem µ = r − σ2

2 . Pro
λ ≥ 1, u = eλσ

√
∆t, d = 1

u a m = 1 odvodili:
p̃1 =

1
2λ2 +

µ
√
∆t

2λσ
;

p̃2 = 1− 1
λ2 ;

p̃3 =
1
2λ2 − µ

√
∆t

2λσ
.Nejlep²í výsledky obdrºeli pro λ takové, ºe p̃2 = 1/3. Je-li λ = 1, p̃2 = 0 a modeldegeneruje na binomický.Na obrázku 2.3 vidíme srovnání rychlosti konvergence Kamradova�Ritchkenovamodelu k Blackov¥�Scholesov¥ modelu pro r·zná λ. Kamradovu�Ritchkenovu pa-rametrizaci implementujeme v programu (P5).2.2 Porovnání trinomického a binomického modeluPro stejný po£et period je rychlost konvergence k Blackov¥�Scholesov¥ modeluvýrazn¥ vy²²í u trinomického modelu (obrázek 2.4). Tato výhoda nemusí být rele-vantní, protoºe trinomický model je zárove¬ £asov¥ náro£n¥j²í.V trinomickém modelu s N periodami máme ∑N

i=0(2i+ 1) = (N + 1)2 uzl·, v18



10 20 30 40
N

-0.15

-0.10

-0.05

0.05

Odchylka

Obrázek 2.3: Konvergence Kamradova�Ritchkenova modelu pro
λ = 1, 1.05, . . . , 1.95.binomickém ∑N

i=0(i + 1) = 1
2(1 + N)(2 + N) uzl·. S výjimkou poslední periodyprovádíme v kaºdém uzlu trinomického stromu 5 operací (3 násobení + 2 s£ítání),v binomickém stromu operace 3 (2 násobení + 1 s£ítání). Celkem tedy provedeme

5N2 operací ve stromu trinomickém a 3
2(N

2 +N) operací ve stromu binomickém.Binomický model s N periodami je, evidentn¥, £asov¥ p°ijateln¥j²í neº trinomickýs N periodami. Pro velká N je dokonce 3x rychlej²í. Víme v²ak, ºe trinomický mo-del konverguje k Blackov¥�Scholesov¥ modelu mnohem rychleji2, proto si m·ºemedovolit po£ítat s mén¥ periodami. Ze srovnání trinomického modelu s N periodamia binomického s 2N periodami vychází efektivn¥ji trinomický. Porovnání p°esnostimodel· (resp. odchylek od výsledk· Blackova�Scholesova modelu) m·ºeme naléztv [5].Stojí za pov²imnutí, ºe vynecháme-li v binomickém modelu kaºdou lichou peri-odu, výsledný strom budeme moci klasi�kovat jako trinomický. Ekvivalenci mezibinomickým modelem s parametry CRR a trinomickým modelem s parametryuvedenými níºe p°edvedl Mark Rubinstein [13]. Ozna£me parametry trinomického2Graf na obrázku 2.4 ukazuje, ºe výsledky trinomického modelu po 10 iteracích jsou srovna-telné s výsledky binomického modelu po 40 iteracích.19
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Obrázek 2.4: Srovnání rychlosti konvergence binomického a trinomického modelu.stromu velkými písmeny R,U,D a P̃ . Potom rovnice
(1 + r)2S0 = p̃2S0uu+ 2p̃(1− p̃)S0ud+ (1− p̃)2S0dd,

(1 +R)S0 = P̃1S0U + (1− P̃1 − P̃3)S0 + P̃3S0Dbudou identické pro
R = (1 + r)2 − 1 D = d2 U = u2

P̃1 = p̃2 P̃3 = (1− p̃)2.P°irozen¥ poºadujeme, aby p°i délce intervalu binomického modelu ∆t byl intervaltrinomického modelu 2∆t. Rubinstein [13] dále demonstruje vztah mezi CRR pa-rametrizací binomického modelu a Kamradovou�Ritchkenovou parametrizací tri-nomického modelu.Postup uºitý p°i parametrizaci trinomického modelu (momentová metoda) lzezobecnit pro stromy multinomické. Multinomické stromy slouºí k oce¬ování opcís n¥koliky podkladovými aktivy. Pro ocen¥ní opcí se dv¥ma podkladovými aktivy20



posta£ují stromy trinomické. O oce¬ování K-stavovými modely se m·ºeme dozv¥-d¥t v [5] a v [8].

21



Kapitola 3ParametrizaceJak jiº bylo °e£eno, pro stanovení rizikov¥ neutrální ceny opce nejsou podstatnépravd¥podobnosti p°echodu ze stavu S do stavu uS £i dS, ale velikosti skoku �
u a d. Díky volnosti ve volb¥ parametr· u a d obecn¥ existuje nekone£n¥ mnohoekvivalentních binomických strom·, reprezentujících diskrétní realitu s konstantnívolatilitou. P°enásobíme-li u a d libovolnou (rozumn¥ malou) konstantou, získámejiný strom s jinými rizikov¥ neutrálními pravd¥podobnostmi. Pouze n¥které volby
u a d jsou vhodné (tj. modelují volatilitu) k aproximaci cen podkladového aktivaa modelování ceny opce. Hodnoty parametr· u a d se, stejn¥ jako rizikov¥ neutrál-ní pravd¥podobnosti v podkapitole 2.1, odvozují od spojitého modelu. Analogickyk (2.4) máme soustavu

er∆t = p̃u+ (1− p̃)d,

e2r∆t(eσ
2∆t − 1) = p̃u2 + (1− p̃)d2 − [p̃u+ (1− p̃)d]2. (3.1)Druhá rovnice (3.1) se obvykle zapisuje ve tvaru

p̃(1− p̃)(u− d)2 = e2r∆t(eσ
2∆t − 1) nebo p̃u2 + (1− p̃)d2 = e(2r+σ2)∆t. (3.2)Protoºe chceme ur£it 3 parametry u, d a p̃, jedine£ný model zformujeme aº s do-date£nou podmínkou. Nejznám¥j²í podmínky jsou Jarrowova�Ruddova (J�R) v [6]

p̃ = 1
2 a CRR v [9] d = 1

u . Jak m·ºeme vid¥t na obrázku 3.1, ob¥ dodate£né pod-mínky dávají dobré výsledky. To, ºe se od sebe výsledky p°íli² neli²í, pozorujemena obrázku 3.2 a v program (P6).Trinomické modely p°iná²ejí s dal²í volitelným parametrem i v¥t²í volnost.Abychom ur£ili u, d,m, p̃1, p̃2, p̃3 pot°ebujeme k (2.4) doplnit 3 dal²í podmínky.Typické parametrizování u, d,m a pravd¥podobností vidíme v tabulce 3.1. Para-metrizace v prvním a druhém sloupci tabulky 3.1 vychází z faktu, ºe vynecháním22



kaºdé druhé periody binomického stromu vznikne strom trinomický (viz. podkapi-tola 2.2).Kombinace 2 krok· CRRbinomického stromu. Kombinace 2 krok· J�Rbinomického stromu. Strom se stejnými prav-d¥podobnostmi.
u = eσ

√
2∆t u = e(r−

σ2

2 )∆t+σ
√
2∆t u = e(r−

σ2

2 )∆t+σ
√

3∆t
2

m = 1 m = e(r−
σ2

2 )∆t m = e(r−
σ2

2 )∆t

d = e−σ
√
2∆t d = e(r−

σ2

2 )∆t−σ
√
2∆t d = e(r−

σ2

2 )∆t−σ
√

3∆t
2

p̃1 =

(

eσ
√

∆t
2 −er

∆t
2

eσ
√

∆t
2 −e−σ

√
∆t
2

)2

p̃1 = 1/4 p̃1 = 1/3

p̃3 =

(

er
∆t
2 −e−σ

√
∆t
2

eσ
√

∆t
2 −e−σ

√
∆t
2

)2

p̃3 = 1/4 p̃3 = 1/3Tabulka 3.1: Parametrizace trinomického modelu.

23



0 20 40 60 80 100 120
-0.06

-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.06

N

O
dc

hy
lk

a
JR
CRR

Obrázek 3.1: Konvergence CRR a J�R modelu.
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Obrázek 3.2: Rozdíly v oce¬¥ní CRR a J�R modelem.24



Kapitola 4Modely chování cen opcí apodkladových aktivZákladní principy, kterým �nan£ní trhy podléhají, mají své základy v teorii prav-d¥podobnosti. Snaha ovládat náhodu a p°edvídat výsledky nejistých pokus· stojíi za konstrukcí model· cen akcií a opcí.4.1 Podmín¥ná st°ední hodnotaDe�nice 3 (Filtrace). Nech´ N ⊂ N. Kdyº pro kaºdé n ∈ N je Fn ⊂ A σ-algebraa Fn ⊂ Fm pokud n < m, n,m ∈ N , pak budeme °íkat, ºe (Fn, n ∈ N ) je �ltrace.De�nice 4. Nech´ (Fn, n ∈ N ) je �ltrace. Kdyº Sn jsou Fn-m¥°itelné diskrét-ní náhodné veli£iny pro kaºdé n ∈ N , pak budeme °íkat, ºe (Sn, n ∈ N ) je
(Fn, n ∈ N )-adaptovaný proces.P°íklad (Filtrace a σ-algebra v binomickém modelu). M¥jme N-periodický bino-mický model náhodného procesu (Sn)Nn=0, potom |Ω| = 2N a N = {0, 1, . . .N}.Abychom mohli rozumn¥ ilustrovat podobu �ltrace a σ-algebry generované S, uva-ºujme N = 3.
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Ozna£me náhodné jevy
AH = {HHH,HHT,HTH,HTT};
AT = {THH, THT, TTH, TTT};

AHH = {HHH,HHT};
AHT = {HTH,HTT};
ATH = {THH, THT};
ATT = {TTH, TTT}.Poznamenejme, ºe Ω = {HHH,HHT,HTH,HTT, THH, THT, TTH, TTT}.K realizaci S1(H) vedou elementární jevy z mnoºiny {HHH,HHT,HTH,HTT} = AH .

S1(T ) odpovídá {THH, THT, TTH, TTT} = AT . Proto σ(S1) = {AH , AT , ∅,Ω}.Realizace S2(HH) je vytvo°ena jevem AHH , S2(HT ) = S2(TH) nastane p°i ele-mentárních jevech z mnoºiny {HTH,HTT, THH, THT} = AHT ∪ATH a S2(TT )nastane p°i ATT . Z toho d·vodu bude σ(S2) obsahovat AHH , ATT a AHT ∪ ATH ,dopln¥né o komplementy, sjednocení, prázdnou mnoºinu a Ω, tedy
σ(S2) = {∅,Ω, AHH , ATT , AHT ∪ ATH , AC

HH , A
C
TT , (AHT ∪ ATH)C}.

F1 je taková podmnoºinaA, která obsahuje informace dostupné v £ase 1, a proto
F1 = {AH , AT , ∅,Ω}. Víme, ºe F2 ⊃ F1. Filtrace F2 navíc obsahuje náhodné jevy,zaloºené na informacích z £asu 2, tj. AHH , AHT , ATH , ATT , jejich komplementya sjednocení

F2 = {∅,Ω, AH, AT , AHH , AHT , ATH , ATT , AC
HH , A

C
HT , A

C
TH ,

AC
TT , AHH ∪ ATH , AHH ∪ ATT , AHT ∪ ATH , AHT ∪ATT}.Systém F2 obsahuje 16 mnoºin. Platí, ºe F3 = A. Mohutnost A je 223 = 256.Z°ejm¥ F0 = {∅,Ω}.Potom obecn¥ σ(Sn) ⊂ Fn, n > 1.De�nice 5 (Podmín¥ná st°ední hodnota vzhledem k �ltraci). Nech´ (Fn, n ∈ N )je �ltrace a X náhodná veli£ina de�novaná na (Ω,A). Pak kaºdou náhodnou veli-£inu Y , de�novanou na (Ω,Fn), pro kterou

∑

ω∈Fn

Y (ω)P(ω) =
∑

ω∈Fn

X(ω)P(ω) pro kaºdou mnoºinu Fn ∈ Fn,nazveme podmín¥nou st°ední hodnotou náhodné veli£iny X vzhledem k Fn a budemeji ozna£ovat E[X|Fn], zkrácen¥ En[X ]. Speciáln¥ E0[X ] = E[X ] a EN [X ] = X.26



V¥ta 7 (Základní vlastnosti podmín¥né st°ední hodnoty). Nech´ X a Y jsou
(Fn, n ∈ N )-adaptované náhodné procesy. Nech´ n ∈ N je libovolné pevné.Potom platíi) Linearita. Pro kaºdé c1, c2 ∈ R

En[c1X + c2Y ] = c1En[X ] + c2En[Y ].ii) Je-li X Fn-m¥°itelná, potom
En[XY ] = XEn[Y ].iii) Iterace podmi¬ování. Nech´ n,m ∈ N , n ≤ m. Potom
En
[

Em[X ]
]

= En[X ].iv) Nezávislost. Jestliºe σ(X) a Fn jsou nezávislé σ-algebry, potom
En[X ] = E[X ].v) Podmín¥ná Jensenova nerovnost. Nech´ g(x) je konvexní funkce de�no-vaná na stavové mnoºin¥ X, potom

En[g(X)] ≤ g(En[X ]).D·kaz. U dokazování i)�iv) vycházíme z [15].i)Náhodná veli£ina c1En[X ] + c2En[Y ] je Fn-m¥°itelná a pro kaºdé Fn ∈ Fn platí
∑

ω∈Fn

(c1En[X ] + c2En[Y ])(ω)P(ω) = c1
∑

ω∈Fn

En[X ](ω)P(ω) + c2
∑

ω∈Fn

En[Y ](ω)P(ω)

= c1
∑

ω∈Fn

X(ω)P(ω) + c2
∑

ω∈Fn

Y (ω)P(ω)

=
∑

ω∈Fn

(c1X + c2Y )(ω)P(ω).
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ii)Náhodná veli£ina XEn[Y ] je Fn-m¥°itelná a pro kaºdé Fn ∈ Fn platí
∑

ω∈Fn

En[XY ]P(ω) =
∑

ω∈Fn

X(ω)Y (ω)P(ω)

= X
∑

ω∈Fn

Y (ω)P(ω)

= X
∑

ω∈Fn

En[Y ](ω)P(ω)

=
∑

ω∈Fn

XEn[Y ](ω)P(ω).

iii) Em[X ] je náhodná veli£ina de�novaná na (Ω,Fm), pak En
[

Em[X ]
] je de�nova-né na (Ω,Fn) a pro kaºdé Fn ∈ Fn platí

∑

ω∈Fn

En
[

Em[X ]
]

(ω)P(ω) =
∑

ω∈Fn

Em[X ](ω)P(ω)

=
∑

ω∈Fn

X(ω)P(ω)

=
∑

ω∈Fn

En[X ](ω)P(ω).iv) Z°ejm¥ E[X ] je Fn-m¥°itelné. Pak pro kaºdé Fn ∈ Fn platí
∑

ω∈Fn

X(ω)P(ω) =
∑

ω∈Ω

I{Fn}(ω)X(ω)P(ω)

= E[I{Fn}X ]
= P(Fn)E[X ]

=
∑

ω∈Fn

E[X ](ω)P(ω).T°etí rovnost vyplývá z n¥kolika skute£ností:1)Pro nezávislé náhodné veli£inyX ,Y , E[XY ] = E[X ]E[Y ].2)Náhodné veli£iny X ,Y jsou nezávislé, práv¥ kdyº jsou nezávislé σ(X), σ(Y ).3)E[I{Fn}] = P(Fn).v) P°ehledný d·kaz Jensenovy nerovnosti nalezneme v [2].28



Zna£ení. St°ední hodnotu vzhledem k rizikov¥ neutrální pravd¥podobnostní mí°e
P̃ budeme zna£it ẼX .Zvolili-li jsme v 1. kapitole p̃, q̃ taková, ºe p̃ + q̃ = 1, m·ºeme nyní pro kaºdé
n a kaºdou posloupnost ω1 . . . ωn pravou stranu rovnosti

Sn(ω1 . . . ωn) =
1

1 + r
[p̃Sn+1(ω1 . . . ωnH) + q̃Sn+1(ω1 . . . ωnT )]interpretovat jako diskontovanou podmín¥nou st°ední hodnotu s podmín¥nýmipravd¥podobnostmi p̃, q̃ 1,
Sn =

1
1 + r

Ẽn[Sn+1].Potom nejlep²í odhad ceny akcie diskontované z £asu n + 1, zaloºený na infor-macích z £asu n, je cena akcie diskontovaná z £asu n;
Sn

(1 + r)n
= Ẽn

[

Sn+1

(1 + r)n+1

]

. (4.1)Proces, který odpovídá této rovnosti, se nazývá martingal.4.2 MartingalDe�nice 6. Kdyº (Sn, n ∈ N ) je (Fn, n ∈ N )-adaptovaný proces, pak °íkáme, ºe
(Sn, n ∈ N ) je (Fn, n ∈ N )-submartingal, jestliºe E[Mn+1|Fn] ≥ Mn pro kaºdé
n, n+ 1 ∈ N ,
(Sn, n ∈ N ) je (Fn, n ∈ N )-supermartingal, jestliºe E[Mn+1|Fn] ≤ Mn pro kaº-dé n, n+ 1 ∈ N ,
(Sn, n ∈ N ) je (Fn, n ∈ N )-martingal, jestliºe E[Mn+1|Fn] = Mn pro kaºdé
n, n+ 1 ∈ N .De�nice 6 je vhodná pro N = {0, 1 . . .N}, mén¥ pro obecné N ⊂ N. To napra-víme následující v¥tou.1Pro trinomické modely platí analogicky. 29



V¥ta 8. Nech´ (Mn, n ∈ N ) je martingal. Potom pro n ∈ N a k takové, ºe
n+ k ∈ N platí

En[Mn+k] = Mn.D·kaz. D·kaz provedeme indukcí.Pro k = 1 z°ejmé.V induk£ním kroku p°edpokládejme, ºe pro k = m tvrzení platí a dokaºme ho pro
k = m+ 1.

En[Mn+m+1]
V7(iii)
= En[En+1[Mn+m+1]] = En[Mn+1] = Mn.Podle v¥ty 8 je st°ední hodnota z martingalu konstantní

M0 = EMn n ∈ N .Na reálných trzích pozorujeme ve vývoji cen akcií r·stový trend. Akcie jsourizikov¥j²í neº bezriziková aktiva, a tak je poºadavek investor· na kompenzacirizika vy²²í. Na prostoru s vlastní pravd¥podobnostní mírou je diskontovaná cenaakcie submartingal.Jinak je tomu s rizikov¥ neutrální pravd¥podobnostní mírou, dále téº martinga-lovou.V¥ta 9. M¥jme obecný binomický model s 0 < d < 1 + r < u a s rizikov¥ neutrál-ními pravd¥podobnostmi p̃ = 1+r−d
u−d , q̃ = u−1−r

u−d . Potom je diskontovaný procesceny akcie (Sn)Nn=0 martingal vzhledem k rizikov¥ neutrální mí°e.D·kaz.
Ẽn

[

Sn+1

(1 + r)n+1

]

= Ẽn

[

Sn

(1 + r)n+1

Sn+1

Sn

]

V7(ii)
=

Sn

(1 + r)n
1

(1 + r)
Ẽn

[

Sn+1

Sn

]

V7(iv)
=

Sn

(1 + r)n
p̃u+ q̃d
1 + r

=
Sn

(1 + r)n
.
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Z v¥ty 9 vyplývá n¥kolik zajímavých charakteristik ceny akcie a replika£níhoportfolia.
• O£ekávaný r·st akcií je roven bezrizikové úrokové mí°e.
• V²echna portfolia mají stejný o£ekávaný r·st.
• Diskontovaný proces portfolia ( Xn

(1+r)n

)N

n=0
, kde Xn je generováno rekurzivn¥podle (1.11), je vzhledem k rizikov¥ neutrální mí°e martingal.Jelikoº 3. bod není zcela triviální, zformulujme ho do v¥ty a dokaºme.V¥ta 10. M¥jme N-periodický binomický model. Nech´ (∆n)N−1

n=0 je (Fn)N−1
n=0 -adaptovanýproces, X0 je reálné £íslo a proces (Xn)Nn=1 je generovaný rekurzivn¥ podle (1.11).Potom diskontovaný proces portfolia ( Xn

(1+r)n

)N

n=0
je vzhledem k rizikov¥ neutrálnímí°e martingal.D·kaz.

Ẽn

[

Xn+1

(1 + r)n+1

]

= Ẽn

[

∆nSn+1

(1 + r)n+1 +
Xn −∆nSn

(1 + r)n

]

V7(i),(ii)
= ∆nẼn

[

Sn+1

(1 + r)n+1

]

+
Xn −∆nSn

(1 + r)n

V9= ∆n
Sn

(1 + r)n
+

Xn −∆nSn

(1 + r)n
=

Xn

(1 + r)n
.Martingal nemá tendenci r·st ani klesat, jeho st°ední hodnota se s £asem ne-m¥ní, odtud

Ẽ
Xn

(1 + r)n
= X0, n = 0, 1, . . . N. (4.2)Poznámka. V¥ta 10 a rovnost (4.2) implikují První základní teorém oce¬ováníaktiv, zmi¬ovaný v první kapitole.V¥ta 10 má ve spojení s v¥tou 2 dal²í podstatný d·sledek � výnos z opce jemartingal.Aplikací v¥ty 2

Xn

(1 + r)n
= Ẽn

[

XN

(1 + r)N

]

= Ẽn

[

VN

(1 + r)N

]

.31



Potom
Vn

(1 + r)n
= Ẽn

[

VN

(1 + r)N

]

,neboli
Vn = Ẽn

[

VN

(1 + r)N−n

]

. (4.3)4.3 Markov·v °et¥zecDe�nice 7 (Markovský proces). Nech´ (Xn, n ∈ N ) je (Fn, n ∈ N )-adaptovanýproces. Jestliºe pro kaºdé n, n + 1 ∈ N a pro kaºdou borelovsky m¥°itelnou funkci
f , existuje borelovsky m¥°itelná funkce g taková, ºe

E[f(Xn+1)|Fn] = g(Xn), (4.4)potom °íkáme, ºe (Xn, n ∈ N ) je Markovský proces.Znalost charakteru stochastického procesu nám umoº¬uje jeho optimální °ízenía zefektivn¥ní algoritm· vytvo°ených pro obecný stochastický proces.Proces ceny akcie je markovský vzhledem k vlastním mí°e P i martingalové mí°e
P̃.

Ẽn[f(Sn+1)] = p̃f(uSn) + q̃f(dSn);

Ẽn[f(Sn+1)] = g(Sn), kde
g(x) = p̃f(ux) + q̃f(dx).Markovské vlastnosti ceny akcie vyuºijeme p°i ur£ení Vn, pro které je VN funkcípouze ceny akcie v £ase N (VN = vN(SN)). Dosadíme-li do (4.3) VN = vN(SN ),dostaneme

VN−1 =
1

1 + r
ẼN−1[vN(SN)] = vN−1(SN−1) pro jistou funkci vN−1.Potom

Vn =
1

1 + r
Ẽn[vn+1(Sn+1)] = vn(Sn) pro jistou funkci vn.32



Funkci vn spo£ítáme rekurzivn¥ podle algoritmu
vn(s) =

1
1 + r

[p̃vn+1(us) + q̃vn+1(ds)]. (4.5)Rozdíl v algoritmu pro put a call opci je pouze v p°edpisu pro vN(s). Pro callmáme vN (s) = (s−K)+, pro put vN (s) = (K − s)+.Výnos path-dependent opcí závisí na více náhodných veli£inách neº jen cen¥podkladového aktiva v £ase N . K cen¥ akcie p°idáváme dal²í stavové prom¥nnéa markovskou vlastnost ov¥°ujeme pro vícedimenzionální proces (X1, . . . , XK).De�nice 8 (MultidimenzionálníMarkovský proces). Nech´ {(X1
n, . . . , XK

n ), n ∈ N}je K-dimenzionální adaptovaný proces. Jestliºe pro kaºdé n, n + 1 ∈ N a kaºdouborelovsky m¥°itelnou funkci f existuje borelovsky m¥°itelná funkce g taková, ºe
E[f(X1

n+1, . . . , X
K
n+1)|Fn] = g(X1

n, . . . , X
K
n ), (4.6)potom °íkáme, ºe {(X1

n, . . . , XK
n ), n ∈ N} je K-dimenzionální Markovský proces.V¥ta 11. Nech´ {(X1

n, . . . , XK
n ), n ∈ N} je K-dimenzionální Markovský proces.Potom pro kaºdou borelovsky m¥°itelnou funkci h existuje borelovsky m¥°itelnáfunkce g taková, ºe

En[h(X1
m, . . . , X

K
m )] = g(X1

n, . . . , X
K
n ), n,m ∈ N , n ≤ m. (4.7)D·kaz. D·kaz provedeme indukcí.Pro m = n + 1 z°ejmé.P°edpokládejme, ºe pro m = l + n, l > 1 tvrzení platí. Funkci napl¬ující pro jisté

h a n+ 1 (4.7) ozna£me f .
En[h(X1

n+l+1, . . . , X
K
n+l+1)]

V7(iii)
= En[En+1h(X1

n+l+1, . . . , X
K
n+l+1)]]

= En[f(X1
n+1, . . . , X

K
n+1)] = g(X1

n, . . . , X
K
n ).Pro opce, jejichº výnos je v £ase N funkcí stav· markovského procesu v £ase N

(VN = vN (XN)), máme
Vn = Ẽn

[

VN

(1 + r)N−n

]

= vn(Xn) pro jistou funkci vn.Rekurzivní výpo£et vn závisí na Markovském procesu.33



P°íklad.i) Martingal, který není markovský proces.V (4.3) jsme dokázali, ºe diskontovaný proces ceny opce (Vn)Nn=0 je martingal vzhle-dem k ≈ilP bez ohledu na typ opce (samoz°ejm¥ stále uvaºujeme pouze evropskéopce). Jak jsme jiº jednou zmínili, pro path-dependent opce není (Vn)Nn=0 jednoroz-m¥rný markovský proces. Nap°íklad pro lookback opce, kde MN zna£í max
n=0,...,N

Sn,
VN−1 =

1
1 + r

ẼN−1[vN(SN ,MN)] 6= vN−1(SN−1) pro kaºdou funkci vN−1 : R+ → R+.ii) Markovský proces, který není martingal.Nech´ (Sn)Nn=0 je markovský proces s martingalovou vlastností. Nech´ g je bore-lovsky m¥°itelná konvexní funkce. Potom (g(Sn))Nn=0 je markovkoský proces, nemartingal. Markovská vlastnost je z°ejmá z de�nice. Martingalovou vlastnost vy-lu£uje Jensenova nerovnost V7(v):
En[g(Sn+1)]

V7(v)
≥ g(En[Sn+1]) = g(Sn).P°íklad.Iterace algoritmu (4.5) umoº¬uje vyjád°it V0 jako lineární kombinaci vN . Funkce

VN se bude ve vzorci pro výpo£et V0 vyskytovat 2N krát. Navzájem r·zných cenpodkladového aktiva v £ase N máme pouze N + 1. Ur£íme-li správn¥ koe�cient,m·ºeme i výskyt vN ve vzorci pro výpo£et V0 omezit na N +1. Správné koe�centydává kombina£ní £íslo. Tento proces znateln¥ urychlí výpo£et ceny opce. Pro srov-nání, (P1) trvá 20 iterací 9.844s, (P6) po£ítá rychlostí 70 iterací za 0.359s, (P8)dokáºe 1000 iterací za 0.438s. Kód p°ikládáme v (P8).P°íklad.Abychom zjednodu²ili výpo£et ceny exotických opcí, pot°ebujeme k odvození ko-e�cint· sloºit¥j²í úvahu. V p°ípad¥ lookback opcí se odkáºeme na [17]. Algoritmusvýpo£tu ceny lookback opce, odvozený od [17] p°ikládáme jako (P9). Rychlostivýpo£tu jsou (P3) 80 iterací za 75.34s, (P9) 80 iterací za 0.266s.
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4.4 State priceV modelech oce¬ování opcí se setkáváme se dv¥ma pravd¥podobnostními mírami,skute£nou P a rizikov¥ neutrální P̃. Uvaºujeme kone£ný prostor Ω a p°edpokládá-me, ºe ob¥ míry dávají kaºdému ω ∈ Ω kladnou pravd¥podobnost. Vztah mezi Pa P̃ je na základ¥ Radonovy�Nikodýmovy v¥ty2 ur£en kvocientem
Z(ω) =

P̃(ω)
P(ω)

, ω ∈ Ω.Není t¥ºké dokázat, ºe Z je kladná náhodná veli£ina s EZ = 1 a ºe pro kaºdounáhodnou veli£inu Y platí
ẼY = E[ZY ]. (4.8)De�nice 9. V N-periodickém binomickém modelu s mírami P, P̃ a Radonovou�Nikodýmovou derivací P̃ vzhledem k P Z de�nujeme hustotu stavové ceny rovnicí

ζ(ω) =
Z(ω)

(1 + r)N
.

ζ(ω)P(ω) nazýváme hustota ceny odpovídající jevu ω.
ζ(ω)P(ω) interpretujeme jako cenu kontraktu, který v £ase N vyplácí 1, práv¥kdyº nastane jev ω a 0 jinak.M¥jme jisté ω a

VN(ω) =
{

1 pro ω = ω
0 jinak.Pak platí

V0 = Ẽ
VN

(1 + r)N
=

P̃(ω)
(1 + r)N

=
Z(ω)P(ω)
(1 + r)N

= ζ(ω)P(ω).Zápis V0 sou£inem ζ(ω)P(ω) více odpovídá intuitivní p°edstav¥ o cen¥ opce. Doceny se promítne skute£ná pravd¥podobnost ziskového jevu ω, £asová hodnotapen¥z a riziko. Rizikovou sloºkou je Z(ω). V praxi obvykle kontrakty p°iná²í zisk(který není nutn¥ roven 1) pro více trajektorií. Obecný kontrakt posuzujeme jakoportfolio kontrakt·, jejichº zisk je hustota ceny,
V0 = E[ζVN ] =

∑

ω∈Ω

VN(ω)ζ(ω)P(ω).2P°edpoklady v¥ty jsou spln¥ny. Míry P, P̃ jsou pravd¥podobnostní, tedy kone£né, a ekviva-lentní, tedy z°ejm¥ P̃ << P. 35



Je-li náhodná veli£ina Y Fn-m¥°itelná, m·ºeme (4.8) pomocí procesu Radonovy�Nikodýmovy derivace, de�novaného jako Zn = Ẽn[Z], p°epsat na
ẼY = Ẽ[ZnY ]. (4.9)Rovnost (4.9) vyuºijeme u kontrakt·, které jsou v £ase N ziskové pro vícetrajektorií, majicí spole£né ω1 . . . ωm

VN(ω1 . . . ωN) =
{

1 pro ω1 . . . ωm = ω1 . . . ωm

0 jinak.Potom
V0 = Ẽ

VN

(1 + r)N
=

1
(1 + r)N

Zm(ω1 . . . ωm)p#H(ω1...ωm)q#T (ω1...ωm).U Fm-m¥°itelných VN , 0 ≤ n ≤ m ≤ N , nemusíme ωm+1 . . . ωN p°i po£ítánípodmín¥né st°ední hodnoty v £ase n uvaºovat. Navíc platí
Ẽ[Y ] =

∑

ωn+1...ωm

Y (ω1 . . . ωm)p̃#H(ωn+1...ωm)q̃#T (ωn+1...ωm)

=
(

p
p̃

)#H(ω1...ωn)(q
q̃

)#T (ω1...ωn)
∑

ωn+1...ωm

Y (ω1 . . . ωm)
(

p̃
p

)#H(ω1...ωm)

×

×
(

q̃
q

)#T (ω1...ωm)

p#H(ωn+1...ωm)q#T (ωn+1...ωm) =
1
Zn

En[ZmY ].Potom
Vn = Ẽn

VN

(1 + r)N−n
=

(1 + r)n

Zn
En

ZNVN

(1 + r)N
=

1
ζn

En[ζNVN ]. (4.10)
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Kapitola 5Americké opce
5.1 Cena americké opceDrºitel americké opce má nad drºitelem opce evropské jednu výhodu, opci m·ºeuplatnit kdykoli do doby expirace. To nám dává o cen¥ americké opce dv¥ informa-ce. Bude alespo¬ tak vysoká jako cena opce evropské; v kaºdém £ase do splatnostimusí být alespo¬ tak vysoká jako její vnit°ní hodnota.�as uplatn¥ní opce je náhodná veli£ina závislá na vývoji podkladového aktiva.Abychom mohli £as uplatn¥ní a optimální £as uplatn¥ní1 modelovat, zavedeme sidal²í pojmy související s teorií martingal·.Markovským £asem (stopping time) budeme rozum¥t zobrazení τ : Ω → N ∪∞takové, ºe [τ ≤ n] ∈ Fn, n ∈ N . V p°ípad¥ spo£etné mnoºiny N platí, ºe τ jemarkovský £as, práv¥ kdyº [τ = n] ∈ Fn, n ∈ N . Proces (Sn, n ∈ N ) zastavenýv £ase τ de�nujeme jako (Sn∧τ , n ∈ N ), kde ∧ zna£í minimum. Následující v¥ta,zachycující podmínku zachování supermartingalové (resp. martingalové, submar-tingalové) vlastnosti, bude uºite£ná p°i dal²ím zkoumání vlastností ceny americkéopce.V¥ta 12. Nech´ je markovský £as τ shora omezený. Potom supermartingal (resp.martingal, submartingal) zastavený v markovském £ase je supermartingal (resp.martingal, submartingal). Navíc jestliºe Xn, n ∈ N je supermartingal, potom
EXn∧τ ≥ EXn, je-li submartingal EXn∧τ ≤ EXn, pro martingal EXn∧τ = EXn.1Optimální z pohledu drºitele opce. 37



D·kaz. D·kaz je moºné nalézt v kapitole Optional Sampling Theorem a Optio-nal Stopping Theorem [16], kde je speciálním p°ípadem d·kaz· komplexn¥j²íchproblém·.�as uplatn¥ní opce spl¬uje de�nici markovského £asu. τ = ∞ ozna£me p°ípad,kdy opce expiruje bez uplatn¥ní2. P°i stanovení ceny opce se °ídíme obecn¥ plat-ným pravidlem, ºe drºitel chce opci uplatnit v optimálním £ase, kdy bude jehozisk, tj. vnit°ní hodnota opce, maximální. O£ekávané výnosy z jednotlivých £a-s· porovnává s ohledem na £asovou hodnotu pen¥z. Ozna£me Sn mnoºinu v²ech
τ(ω) ∈ {n, n+1, . . . , N,∞} a (Gn)Nn=0 proces vnit°ní hodnoty opce, potom je cenaopce v £ase n dána vzorcem

Vn = max
τ∈Sn

Ẽn

[

I{τ≤N}
1

(1 + r)τ−n
Gτ

]

, n = 0, 1, . . . , N, (5.1)speciáln¥ VN = max{GN , 0}.Algoritmus výpo£tu ceny opce odvodíme na základ¥ vlastností Vn ur£eného(5.1).V¥ta 13 (Vlastnosti ceny americké opce). Nech´ je cena opce dána (5.1). Potompro v²echna n, n = 0, 1, . . . , N platíi) Vn ≥ max{Gn, 0};ii) 1
(1+r)nVn je supermartingal;iii) Vn je nejmen²í proces spl¬ující i), ii).D·kaz. i) M¥jme n ∈ {0, 1 . . . , N}. Nalezn¥me τ̂ , τ̄ ∈ Sn taková, ºe

Ẽn

[

I{τ̂≤N}
1

(1 + r)τ̂−n
Gτ̂

]

= Gn;

Ẽn

[

I{τ̄≤N}
1

(1 + r)τ̄−n
Gτ̄

]

= 0.

Vn je maximum uvedeného výrazu p°es v²echna τ ∈ Sn, a proto Vn ≥ Gn a zárove¬
Vn ≥ 0.2 �∞� pouºíváme v tomto kontextu £ist¥ symbolicky. Kdybychom pro expiraci bez uplatn¥nípoloºili τ = N + 1, význam by byl stejný. �as uplatn¥ní je tedy omezený.38



ii) P°edpokládejme, ºe (5.1) nabývá hodnoty Vn+1 v τ ?. Protoºe τ ? ∈ Sn+1 ⊂ Sn,platí
Vn ≥ Ẽn

[

I{τ?≤N}
1

(1 + r)τ?−n
Gτ?

]

V7(iii)
= Ẽn

[

1
1 + r

Ẽn+1

[

I{τ?≤N}
1

(1 + r)τ?−n−1Gτ?

]]

= Ẽn

[

1
1 + r

Vn+1

]

.Odtud
1

(1 + r)n
Vn ≥ Ẽn

[

1
(1 + r)n+1Vn+1

]

.iii) Nech´ Yn spl¬uje i) a ii) a τ ∈ Sn. Potom
I{τ≤N}Gτ ≤ I{τ≤N}max{Gτ , 0} ≤ I{τ≤N}max{GN∧τ , 0}+ I{τ=∞}max{GN∧τ , 0}

= max{GN∧τ , 0} ≤ YN∧τ .Nyní pouºijeme bod ii) a v¥tu 12.
Ẽn

[

I{τ≤N}
1

(1 + r)τ
Gτ

]

= Ẽn

[

I{τ≤N}
1

(1 + r)N∧τ Gτ

]

≤ Ẽn

[

1
(1 + r)N∧τ YN∧τ

]

≤ 1
(1 + r)n∧τ

Yn∧τ =
1

(1 + r)n
Yn, proto

Ẽn

[

I{τ≤N}
1

(1 + r)τ−n
Gτ

]

≤ Yn pro kaºdé τ ∈ Sn.Není t¥ºké ov¥°it, ºe následující algoritmus pro rekurzivní výpo£et Vn vlastnostii) � iii) spl¬uje.
VN(ω1 . . . ωN) = max{GN(ω1 . . . ωN), 0};

Vn(ω1 . . . ωn) = max{Gn(ω1 . . . ωn),
1

1 + r
[p̃Vn+1(ω1 . . . ωnH) + q̃Vn+1(ω1 . . . ωnT )]}.(5.2)
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Abychom naplnili podstatu rizikov¥ neutrálního oce¬ování, zbývá dokázat, ºecena ur£ená (5.2) umoº¬uje sestavit jistící portfolio. Postup je stejný jako v 1. ka-pitole. Replika£ní portfolio obsahuje krom¥ akcií a bezrizikových aktiv je²t¥ ná-hodnou veli£inu Cn,
Cn(ω1 . . . ωn) = Vn(ω1 . . . ωn)−

1
1 + r

[p̃Vn+1(ω1 . . . ωnH) + q̃Vn+1(ω1 . . . ωnT )],p°edstavující upisovatel·v dodate£ný zisk. Tento zisk vznikne, jestliºe drºitel pro-me²ká p°íleºitost optimálního uplatn¥ní opce, cena opce klesne a upisovateli paksta£í k ji²t¥ní portfolia niº²í �nan£ní prost°edky. Replika£ní portfolio je dáno re-kurzivn¥
Xn+1 = ∆nSn+1 + (1 + r)(Xn − Cn −∆nSn), 0 ≤ n ≤ N − 1. (5.3)Místo d·kazu replika£ní funkce (5.3), který není nijak pozoruhodný, se budemezabývat otázkou optimálního uplatn¥ní americké opce.5.2 Optimální uplatn¥níUkaºme, ºe americkou opci je optimální uplatnit v £ase τ ? = min{n;Vn = Gn}.D·kaz, ºe τ ? = min{n;Vn = Gn} je £asem optimálního uplatn¥ní, provedeme vedvou krocích. Za£neme s d·kazem martingalové vlastnosti diskontovaného procesuceny opce zastaveného v £ase τ ? a z martingalové vlastnosti následn¥ odvodímeoptimalitu τ ?.M¥jme libovolné n = 0, 1, . . . , N a rozli²me dva p°ípady.Je-li n < τ ?, potom Vn(ω1 . . . ωn) > Gn(ω1 . . . ωn) a platí

Vn∧τ?(ω1 . . . ωn) = Vn(ω1 . . . ωn)

=
1

1 + r
[p̃Vn+1(ω1 . . . ωnH) + q̃Vn+1(ω1 . . . ωnT )]

=
1

1 + r
[p̃V(n+1)∧τ?(ω1 . . . ωnH) + q̃V(n+1)∧τ?(ω1 . . . ωnT )].Je-li n ≥ τ ?, pak platí

Vn∧τ?(ω1 . . . ωn) = Vτ?(ω1 . . . ωτ?)
= p̃Vτ?(ω1 . . . ωτ?) + (1− p̃)Vτ?(ω1 . . . ωτ?)
= p̃V(n+1)∧τ?(ω1 . . . ωnH) + q̃V(n+1)∧τ?(ω1 . . . ωnT )].40



Tímto jsme dokázali, ºe 1
(1+r)n∧τ? Vn∧τ? je martingal.Martingalová vlastnost implikuje

V0 = Ẽ
[

1
(1 + r)N∧τ? VN∧τ?

]

= Ẽ
[

I{τ?≤N}
1

(1 + r)τ?
Vτ?

]

+ Ẽ
[

I{τ?=∞}
1

(1 + r)N
VN

]

.(5.4)V p°ípad¥, ºe τ ? = ∞, musí být Vn > Gn pro kaºdé n = 0, 1 . . . , N . Dle (5.2)
VN > GN nastane, pouze kdyº GN < 0. Potom VN = 0, druhý s£ítanec v (5.4) jenulový a cena opce v £ase 0 je

V0 = Ẽ
[

I{τ?≤N}
1

(1 + r)τ?
Gτ?

]

. (5.5)V τ ?, τ ? ∈ S0 nabývá pravá strana (5.1) svého maxima.Stavová mnoºina náhodné veli£iny τ ? nemusí nutn¥ být {0, . . . , N,∞}. Dokáºe-me, ºe τ ? amerických call opcí (nevyplácejících dividendu) nabývá pouze hodnotz mnoºiny {N,∞}. Navíc, cena amerických call (V A
0 ) se rovná cen¥ evropskýchcall (V E

0 ).

K

0

K

K

0

K

s

gH
sL

gHsL

"g+HsL"

Obrázek 5.1: Funkce vnit°ní hodnoty a výplatní funkce call opce.41



M¥jme americkou opci s konvexní funkcí vnit°ní hodnoty g(s) takovou, ºe g(0) ≤ 0.Výplatní funkci max{g(s), 0} ozna£me g+(s). Funkce g+(s) je také konvexní, pro
λ ∈ [0, 1] platí
g+(λs1 + (1− λ)s2) = max{0, g(λs1 + (1− λ)s2)} ≤ max{0, λg(s1) + (1− λ)g(s2)}

≤ max{0, λg+(s1) + (1− λ)g+(s2)} ≤ λg+(s1) + (1− λ)g+(s2).(5.6)Víme, ºe 1
(1+r)nSn je vzhledem k rizikov¥ neutrálním pravd¥podobnostem mar-tingal, proto
g+(Sn) = g+

(

Ẽn

[ 1
1 + r

Sn+1

]) V7(v)
≤ Ẽn

[

g+
( 1
1 + r

Sn+1

)]

. (5.7)Zvolíme-li v (5.6) s1 = s, s2 = 0 a λ = 1
1+r je patrné, ºe

Ẽn

[

g+
( 1
1 + r

Sn+1

)]

≤ Ẽn

[ 1
1 + r

g+(Sn+1)
] (5.8)a 1

(1 + r)n
g+(Sn) ≤ Ẽn

[ 1
(1 + r)n+1g

+(Sn+1)
]

. (5.9)Diskontovaný proces výplatní funkce call opce je submartingal. V¥ta 12 impli-kuje
Ẽ
[ 1
(1 + r)N∧τ g

+(SN∧τ )
]

≤ Ẽ
[ 1
(1 + r)N

g+(SN)
]

= V E
0 .Pro kaºdé τ ∈ S0 platí I{τ≤N}

1
(1+r)τ g

+(Sτ ) ≤ 1
(1+r)N∧τ g+(SN∧τ ) a záv¥r jiº vy-plývá

V A
0 = max

τ∈S0

Ẽn

[

I{τ≤N}
1

(1 + r)τ
g(Sτ )

]

≤ V E
0 . (5.10)Dokázali jsme, ºe o£ekávaný zisk americké call opce má tendenci r·st (je submar-tingal), proto V A

n = Ẽn

[

V n+1
1+r

]

= V E
n pro kaºdé n = 0, . . . , N − 1 a τ ? ∈ {N,∞}.Do ceny se nepromítne moºnost opci p°ed£asn¥ uplatnit.Poznámka. Pro americkou put (5.10) neplatí. Je pravda, ºe její funkce vnit°níhodnoty je konvexní, ale g(0) � 0. Na obrázku 5.23 vidíme, ºe g(0) = K. Zatímconerovnost (5.7) z·stává v platnosti, místo (5.9) máme

Ẽn

[

g+
( 1
1 + r

Sn+1

)]

≤ Ẽn

[ 1
1 + r

g+(Sn+1) +
(

1− 1
1 + r

)

K
] (5.11)a g+(Sn) ≤ Ẽn

[ 1
1 + r

g+(Sn+1)
]

+
r

r + 1
K. (5.12)3Srovnejme s obrázkem 5.1. 42
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Obrázek 5.2: Funkce vnit°ní hodnoty a výplatní funkce put opce.U diskontovaného procesu výplatní funkce americké put nelze na submartingalo-vou vlastnost usuzovat a má smysl se zabývat optimálním uplatn¥ním.
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Záv¥rRychlé a p°esné numerické algoritmy se staly esenciálním nástrojem oce¬ováníopcí i jiných �nan£ních derivát·. Tato práce p°edstavila numerickou metodu oce-¬ování binomickými stromy. P°i výstavb¥ binomického modelu jsme se seznámilis fundamentálním konceptem oce¬ování opcí � rizikov¥ neutrálním oce¬ováními s pokro£ilej²ími tématy martingal·, markovských proces· £i state price. Dokázalijsme, ºe proces diskontované ceny evropské opce je vzhledem k rizikov¥ neutrálnípravd¥podobnostní mí°e martingal. Markovská vlastnost procesu nám umoºnilazefektivn¥ní dosavadních algoritm·.I kdyº tato pokro£ilej²í látka nebyla k implementaci binomického modelu ne-zbytn¥ nutná, zasadila jej do kontextu spojitých model·, jejichº je aproximací.P°i parametrizaci faktor· ur£ujících volatilitu binomického modelu jsme vychá-zeli práv¥ ze spojitého modelu chování trhu � geometrického Wienerova procesua související log-normality ceny akcie. U zobecn¥ní na stromy trinomické zasahovalspojitý model i do parametrizace rizikov¥ neutrálních pravd¥podobností. Ilustrovalijsme, ale nedokazovali, ºe modely se v²emi zmi¬ovanými parametrizacemi konver-gují k Blackov¥�Scholesov¥ modelu. P°esnost model· jsme potom posuzovali pod-le odchylek v ocen¥ní od Blackova�Scholesova modelu, efektivitu podle rychlostikonvergence a £asové náro£nosti. Jako optimální nejprve vy²el trinomický models Kamradovou�Ritchkenovou parametrizací. Poté, co jsme pro binomické stromyodvodili velmi rychlé algoritmy (P8),(P9), po£ítající pouze s poslední periodoustromu, p°evaha trinomického modelu se vytratila. Na amerických opcích jsmevýsledky jednotlivých parametrizací netestovali, s pomocí martingal· jsme ov²emukázali, ºe cena amerických call opcí nevyplácejících dividendu musí být stejnájako cena evropských opcí. Pro americké put opce jsme odvodili dobu optimálníhouplatn¥ní a dokázali, ºe zastavením diskontovaného procesu ceny opce v optimál-ním £ase zamezíme poklesu její o£ekávané hodnoty, tj. místo supermartingalovévlastnosti zaru£íme vlastnost martingalovou.P°inos práce spo£ívá v p°ístupu vyvaºujícím matematický popis �nan£ní realitya praktické vyuºití modelu p°i oce¬ování opcí.44
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