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Abstrakt:

V této praci se seznamime s diskrétnim ocenovanim opci. Nebude pro nés pfi-
tom podstatna typologie opci, nybrz modely a jejich aspekty souvisejici s finan¢ni
matematikou. Predstavime Siroce uplatnitelnou numerickou metodu — binomic-
ky model a od jednoduché ekonomické myslenky principu neexistence arbitraze
prejdeme k rizikové neutralnimu oceiiovani a k martingalovym méram. Dusledky
rizikové neutradlniho ocenovani i teorie martingalli se projevi pii ocenovani americ-
kych opci. Vénovat se budeme také trinomickému modelu a prakticky vyuzitelnym
parametrizacim.

Prace bude sledovat tfi cile: konstrukci modelu oceniovani opci, jeho implementaci
a seznameni se s teorif finan¢éni matematiky. Na teorii, kterou podame diskrétné,
miizeme pohlizet jako na vychozi bod zkoumani spojitych ndhodnych procest ve
stochastické analyze.
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Abstract:

In this work we will get familiarized with a discrete valuation of options. A power-
ful and widely applicable numerical method known as the binomial model will be
established. Starting with a basic economic idea of non-arbitrage principle we build
a risk-neutral world and develop the binomial model for call options. The general
binomial model is extended into a trinomial model and there are several parame-
terizations that are actually used in practice, provided for both of them. Great
emphasis is also focused on a theoretical background. The theoretical knowledge,
that will be introduced here in the discrete world, one can regard as basis for con-
tinues models. The consequences of probability theory and risk-neutral valuation
appear in the valuation of American options. There are three ultimate goals of this
work: construction of the model itself, its implementation and an overview of the
theoretical background.
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Uvod

Opce je terminovy kontrakt, ktery dava svému majiteli pravo koupit nebo prodat
ur¢ité mnozstvi podkladového aktiva za predem dohodnutou cenu K (strike, exer-
cise price) do vyprseni smluveného terminu 7' (americké opce) nebo presné v den T
(evropské opce). Prodejci opee fikame téz upisovatel (writer). Majitele nazyvame
kupujici ¢ drzitel opce (holder, buyer). Rozlisujeme dva zakladni typy opci — put
a call. Put opce pfinasi svému majiteli pravo prodat podkladové aktivum, call opce
pravo koupit podkladové aktivum. Za moznost odstoupit pii nepiiznivém vyvoji
na trhu od obchodu plati drzitel upisovateli prémii (cena opce). Aby byla pré-
mie spravedlivid, musi upisovateli umoznit jisténi proti trznimu riziku, které na néj
drzitel prenesl. Stanoveni ceny opce je hlavni naplni této prace.

Az do 20. stoleti urcovala cenu opce pouze nabidka a poptavka. Béhem 20. stoleti
doslo k velkému rozvoji stochastické analyzy, statistiky a teorie pravdépodobnosti.
Vznikly modely chovani financ¢nich trhi a ty polozily pudu pro teorii oceniovani
opci.

Historicky prvni praci vyuzivajici ke studiu financi pokrocilou matematiku byla
rigorozni prace Louise Bacheliera The Theory of Speculation z roku 1900. Zabyva-
la se chovanim akciovych a opénich trha. Pliska [1] upozoriiuje na tyto prevratné
mySslenky obsazené v Bachelieriho dile:

1) Bachelier piedpokladal, ze fluktuace ceny pies malé ¢asové intervaly jsou neza-
vislé na dosavadnich cenovych hladinach.

2) S pouzitim centralni limitni véty odvodil, ze p¥irastky ceny jsou nezavislé, nor-
mélné rozdélené. Neboli proces ceny je Browniiv pohyb, jakozto difuzni limita
nahodné prochéazky.

3) K odvozeni rovnice, kterou dnes zname jako Chapmanovu—Kolmogorovu, vyuzil
markovské vlastnosti ceny akcie.

4) Rozpoznal koncept arbitréaze.

Bachelieriho prace se dockala uznani az po letech. Ve 30. letech inspirovala Kol-
mogorova i Dooba a az v 50. letech nasla nasledovniky na poli ocefiovani opci.

V 50. letech byl jiz geometricky Browntiv pohyb jakozto model chovani cen
akciového trhu obecné pfijat. Téma ocenovani opci poutalo pozornost mnoha ma-



tematiki i ekonomi!. Prijeti obecné uznivaného modelu vSak branila neshoda ve
volbé diskontniho faktoru, uzitého pii vypoctu diskontovaného ocekavaného vy-
nosu z opce. Velky pokrok piinesla prace Edwarda Thorpa Beat the Market [11].
Thorp, znamy piedevsim diky studiu hazardnich her, ptisel poprvé s myslenkou
tzv. jistictho poméru (hedge ratio) a dynamického jisténi. Miru zhodnoceni akcii
polozil rovnu bezrizikové trokové mire. Thorpova prace inspirovala i pany Fishera
Blacka a Myrona Scholese, jejichz ¢lanek The Pricing of Options and Corporate
Liabilities |7] pfedstavuje nejvétsi meznik v historii ocefiovani opei.

Black se Scholesem pouzili Thorpovu myslenku dynamického jisténi a na za-
kladé jistych predpokladi odvodili parcidlni diferencidlni rovnice, podle kterych
se cena opce vyviji. Vysledny vzorec pro vypocet ceny evropskych call a put op-
ci nevyplécejicich dividendu obdrzeli vyfesenim parcidlnich diferencialnich rovnic.
Blackova—Scholesova prace |7] byla nasledné vylepsena Robertem Mertonem [10].
Merton odhalil, jak vyuzit dynamické jisténi k sestaveni bezrizikového portfolia,
¢imz zptesnil parcialni diferencidlni rovnice. Vyhodou uzaviené formule pro vy-
pocet ceny opce byla predevsim c¢asovd nenarocnost. V dobé svého vzniku byl
model pokladan i za uspokojivé presny. Tato domnénka byla prokazatelné vyvra-
cena v ifjnu 1987, kdy na burzach po celém svété doglo ke krachu?. Predpoklad
log-normélniho rozdéleni ceny akcie, obsazeny v Blackové-Scholesové modelu, dava
extrémnim fluktuacim ceny akcie velmi malou pravdépodobnost, a proto je v dobé
nahlych vykyvi na trhu v odhadovani ceny opce neptesny.

Od roku 1973, kdy Black se Scholesem publikovali 7], objem opé¢nich kontrakti
enormné vzrostl. Nartust objemu obchodu doprovézel rozvoj finan¢niho inzenyrstvi
a zrod fady modeli k ocenovani opci. Dva klicové koncepty, které za témito mode-
ly stoji, jsou rizikové neutrdlni ocennovani a stochastickd analyza. Koncept rizikoveé
neutralniho ocenovani se poprvé objevil v praci Johna Coxe, Steva Rosse a Mar-
ka Rubinsteina (CRR) Option Pricing: A Simplified Approach [9]. Cox a spol.
predstavili jednoduchy diskrétni model, ktery konverguje k Blackové-Scholesové
modelu a ktery ma daleko Sirsi uplatnéni nez Blackiiv—Scholesiiv model. Jejich
model umoznil ocenit i ty opce, pro které neexistovala uzaviena formule.

Cox a spol. pfisli s hypotézou, Ze cenu opce lze obecné spocitat s jistymi prefe-
rencemi (které nazyvame pravdépodobnosti), kladenymi na vynos akcie. Preferen-
ce stanovili tak, aby ocekdavany vynos z akcie i opce byl roven bezrizikové tirokové
mite r

E[Sr/S;|S)] = T, (1)

Rozdéleni ceny akcie aproximovali binomickym rozdélenim.

1Za viechny jmenujme Bonesse, Samuelsona a McKeana.
2Vice viz. [13]
3K takovym opcim patii americké opce a nékteré exotické opce.



Priblizeni rozdéleni ceny akcie pomoci diskrétniho rozdéleni je realistic¢téjsi nez
spojita idealizace. Cena podkladového aktiva i ¢as, ve kterém je aktivum obchodo-
vano, nenabyvaji libovolnych realnych hodnot. Diskrétni modely vSak nevychézeji
primo z diskrétni reality, ale diskretizuji modely spojité. CRR binomicky model je
zkonstruovan tak, aby konvergoval k Blackové-Scholesové modelu.

Matematika obsazena v [9] neni slozita, Cox a spol. se soustfedili na vybudovani
nového modelu, méné uz na jeho teoretické pozadi.

Préace Coxe, Rosse a Rubinsteina [9] motivovala dalsi matematiky, ktefi v rovni-
ci (1) a rizikové neutralnich pravdépodobnostech (preferencich) rozpoznali ekviva-
lentni martingalové miry, znadmé z teorie pravdépodobnosti. Odtud diskontovany
proces ceny musi byt martingal. Onémi matematiky byli J. Michael Harrison a Da-
vid Kreps [14]. Harrison a Kreps napomohli rozsiteni a aplikaci rizikové neutralniho
pristupu a otevreli vratka vyuzivani martingali ve financich a stochastickych in-
tegralech.

Boyle [8] rozsifil CRR model na trinomicky. Vénoval se také ocenovani opci
s vice podkladovymi aktivy. Kamrad a Ritchken zobecnili Boylovu techniku pro
multinomické stromy.

Od 80. let bylo navrzeno mnoho riznych aproximaci spojitého ocenovéani. Teore-
tické poznatky souvisejici s diskrétnim oceniovanim opci se prohloubily. Nejobsah-
lejsimi didaktickymi publikacemi pokryvajicimi to podstatné z teorie ocenovani
opci jsou [4], [2], [3]. Ve své praci vychazim predevsim z [2].

V prvni kapitole uvadim obecny binomicky model, princip vylouceni arbitraze,
rizikové neutralni ocenovani a jistici pomér. Tato kapitola se volné pridrzuje uspo-
radani 1. kapitoly [2]. Ve druhé kapitole se zabyvam stromy trinomickymi. Tfeti
se vénuje parametrizaci binomickych a trinomickych stromii a porovnani vysledki
pro rizné parametrizace. Ctvrta kapitola mapuje zédklady teorie pravdépodobnosti
a ndhodnych procesi, uzivané pii zkoumani stochastickych procesi. Tato kapitola
pokryva kapitoly 2 a 3 v [2]. Pata si klade za cil ozfejmit klitové aspekty ocefio-
vani americkych opci. Zaroven navazuje na c¢tvrtou kapitolu a prohlubuje teorii
martingali. Pata kapitola ¢erpa ze ¢tvrté kapitoly 2] a z [16]. Préace je proloze-
na piiklady a grafy vytvorenymi v komerénim softwaru Mathematica®). Zdrojové
kody jsou pripojeny v piiloze.



Kapitola 1

Binomicky model oceilovani opci

1.1 Obecné predpoklady binomického modelu

Binomicky model je principielné jednoduchy model uréeny pro ocenovani opci
v diskrétnim case. Narozdil od Blackova—Scholesova modelu nevyzaduje znalost
stochastické analyzy. K jeho sestrojeni postacuje princip neexistence arbitraze
a elementarni znalosti z teorie pravdépodobnosti. Jednoduchy zakladni koncept
ovSsem podnécuje fadu zajimavych otézek tykajicich se naptiklad zobecnéni na
stromy multinomické ¢i vyuziti martingali ve financich. Velkou vyhodou binomic-
opci, u kterych neexistuje uzaviena formule pro vypocet ceny a je tieba se uchylit
k riznym numerickym metodam.

Model ocenovéani opci binomickymi stromy je zaloZzen na predpokladu, ze cena
podkladového aktiva je v diskrétnim case binomicky proces.

Definice 1 (Binomicky proces). Necht (2, A,P) je pravdépodobnostni prostor
a N € N. Pak posloupnost binomicky rozdélengjch ndhodnyjch velicin (S,)N_, de-
finovangch na (Q, A, P) je binomicky proces.

N stanovime na zakladé ¢asu do splatnosti opce T a na zakladé pozadavki na
presnost a casovou naroc¢nost modelu. Rozdélime-li si 7" na ekvidistantni intervaly
o délce At, bude N = %. Pokud nebude feceno jinak, budeme pro jednoduchost
uvazovat At = 1.

Néahodné procesy, které budeme na prostoru (£2,.4,P) a na prostorech s ekviva-



lentnimi martingalovymi mirami pozorovat jsou adaptované!.

Nahodny proces muzeme obecné chapat jako funkci dvou proménnych w a n.
Pro pevné n, n = 0,1,..., N je X,, = X,(.) ndhodna veli¢ina definovana na ).
Pro pevné w € Q je X() = X(y(w) funkci jen proménné n. Této funkci fikame
trajektorie ¢i realizace procesu.

Jelikoz se binomicky proces chova stejné jako hézeni ,nespravedlivou® minci,
kde hlava (head) padne s pravdépodobnosti p a orel (tail) s doplitkovou pravdé-
podobnosti ¢ = 1 — p, budeme stavy fetézce znacit podle poctu hlav resp. orlu,
které by vedly k jeho realizaci. Napiiklad S(H HT') znaci hlavy v ¢asech 1, 2 a orel
v case 3.

Predpoklady, spole¢né v§em zakladnim modeltim ocenovani opci, binomicky ne-
vyjimaje?, jsou nasledujici:

e Podkladova aktiva i opce 1ze za tacelem nakupu ¢i prodeje libovolné délit.

e Po dobu do splatnosti opce existuje na trhu jedina bezrizikova tirokova mira
r, stejnd pro investice i pujcky.

e Potizovaci a prodejni ceny aktiv jsou si rovny (nulové rozpéti mezi nabidkou
a poptavkou).

e Trh je efektivni, neexistuje moznost arbitrdZe.

e Transakéni néklady jsou nulové.

Rozvolnénim nékterych prili§ restriktivnich a nerealnych predpokladi (nulové
transak¢ni néklady, konstantni r) se zabyvaji az modifikace zédkladnich modela.

Aby pozdéji nedochazelo k nedorozuméni, uvedeme zde vyznam nékolika pojmiu
a symboli, které budeme v praci pouzivat:

Arbitrdzi rozumime obchodni strategii takovou, ze s nulovou pocétecni investici
neutrpime ztratu a s kladnou pravdépodobnosti dosdhneme zisku.

Vnitrnd hodnotou opce budeme, v rozporu s obvyklou terminologif?®, rozumét vynos,
ktery by drzitel hypoteticky realizoval okamzitym uplatnénim opce. Vynos miize
byt i zaporny.

! P¥esnou definici adaptovaného procesu a martingalu nalezneme ve 4. kapitole.
2Uvedené piedpoklady byly poprvé zavedeny v [7].
30bvykle je vnitini hodnota opce definovan4 tak, Ze nabyva pouze nezdpornych hodnot.



Vyplatni funkci rozumime nezapornou funkci vynosu z opce definovanou v Case,
kdy muze byt opce uplatnéna. Zpravidla v(s) = max{K — s,0} pro put opci
a v(s) = max{s — K,0} pro call opci. Za s dosazujeme napiiklad Sy (evropské
vanilla opce), (S,)2_, (americké vanilla opce) ¢ ﬁ 27]:[:0 Sy, (asijské opce).

Symbolem AN budeme znadit libovolnou podmnozinu Ny, tj. NV € N U {0}.
Symbol N, N € N znad¢i pocet period binomického stromu.

1.2 Jednoperiodicky binomicky model

Princip ocenovani binomickymi stromy vysvétlime nejprve na nejjednodussim pii-
padu, kde N =1 a opce je evropského typu na akcie nevyplacejici dividendy.

1.2.1 Model ceny akcie

Méjme deterministicky pocateéni stav ceny akcie Sy, Sy > 0. V c¢ase 1 pak na-
hodna veli¢ina S; nabyva kladnych hodnot Si(H) = wuSy s pravdépodobnosti
p a S1(T) = dSy s pravdépodobnosti ¢q. Parametry u a d hraji zasadni roli pfi
konstrukei modelu. Odpovidaji volatilité ceny akcie a projevi se i na driftu. Pro
jednoduchost nyni predpokladejme, Ze u a d jsou dané a strom tak mame piedde-
finovany?*. Pfedpokladejme, Ze u a d jsou konstantni® a d < u. Obvykle navic plati
d < 1 < w. Odtud znaceni v (up) a d (down). Chceme-li vylouéit arbitraz, musi
u a d spliiovat

0<d<l4r<u. (1.1)

Pozadavek (1.1) je zcela legitimni. Prvni nerovnost plyne z nezapornosti ceny ak-
cie. Kdyby neplatila druh& nerovnost, mohli bychom si v ¢ase 0 pujcit na nakup
akcie Sy a v ¢ase 1 s vynosem akcie minimalné dS, splatit pujcku (1+7r)S, a jesté
realizovat arbitrazni zisk. Posledni nerovnost ospravedliuje to, ze kdyby bylo moz-
né v ¢ase 0 nakratko prodat akcii za Sy a Sy investovat s vynosem (1+17), v ¢ase 1
bychom z investice skoro jisté zaplatili akcii a vydélali minimalné (1 + r — u)Sj.
Opét by nastala arbitraz.

40 volbé u a d vice v kapitole o parametrizaci
°V redlném svété se volatilita (u,d) i Grokovd mira r v ¢ase méni. Modely, které maji

N



Sl (H)ZSOU
S,(T)=S,d

Obrézek 1.1: Jednoperiodicky binomicky model.

1.2.2 Vynos z opce

Zname-li trajektorie ceny akcie, stanoveni ceny opce v listech binomického stromu,
nyni v ¢ase 1, neni obtizné. V listech je cena opce funkéni hodnotou své vyplatni
funkce. Napiiklad pro vanilla call mame Vi = v(S1) = (S; — K)T a pro vanilla put
Vi =v(S)) = (K — S;)*. Cilem je spocitat cenu opce v ¢ase 0 °.

Prémie, jinak téz cena opce, je pro upisovatele jedinym piijmem plynoucim
z kontraktu, a tak mu musi kompenzovat budouci potencionalni ztratu, kterou
utrpi v piipadé, ze drzitel opci uplatni. Divejme se proto na cenu opce jako na
pocatecni kapital jistého portfolia. Timto portfoliem, které oznac¢ime X a budeme
nazyvat replikacni, se chce upisovatel jistit. Aby byla opce pro upisovatele piija-
telnd, musi pro kazdé w € () portfolio v ¢ase realizace opce spliovat

Xi(w) = Vi(w) > 0.

Upisovatelovi naklady v ¢ase 0 jsou nulové. Neexistence arbitraze bude zarucena,
pravé kdyz P(X; — V4 > 0) = 0. Z toho plyne:

Xi(w) = Vi(w) pro kazdé w € Q.

Replika¢ni portfolio sestavime z akcie, kterd je podkladovym néstrojem opce,
a z investice do bezrizikového aktiva na spotovém trhu. Mé&jme pocatecni kapital
X a pocet akcii Ay nakoupenych v ¢ase 0 (zdporna hodnota znaci prodej akcii
nakratko). Potom

Xl = A()Sl + (1 + ’I“)(XO - AQSQ).

6Jak bude vysvétleno v poznamce na konci této podkapitoly, intuitivni p¥istup, ocenéni dis-
kontovanou stfedni hodnotou vzhledem k p, ¢, v piipadé opci selhava.



Hledame Xy a Ag, pro kterd X, (H) = Vi(H) a Xqo(T) = Vi(T),

1 1
X0+A0[1+T51(H) —SO] = )

1 1
X0+A0[1+r51(T)—SO] = ). (1.2)

Jednim ze zpusobii jak soustavu rovnic (1.2) vyfesit je postupné eliminace pro-
ménnych. V prvnim kroku se snazime nalézt takovou linedrni kombinaci soustavy
(1.2), ktera eliminuje neznamou A,. Ve druhém kroku hledame transformaci vy-
lucujici Xy. Ekvivalentni tipravy feSeni soustavy neméni.

Se¢téme jisty p nasobek l.rovnice (1.2) s ¢ nasobkem 2.rovnice (1.2)

1 _ 1 _
Xo + Ao{m[p&(ff) +¢51(T)] - 50} = I—_H[p%(H) +qVi(T)]. (1.3
Vhodné p, ¢, eliminujici Ay, jsou feSenim rovnice
1
So = ——[pS1(H) + §S1(T)]. 1.4
0 1+7“[p 1(H) + 351(T)] (1.4)

Pro jednoznac¢nost p, ¢, polozme navic ¢ = 1 — p. Tim dostavame p, ¢ rovna

14+7r—d u—1—7r

= j = 1.5
p=——7 = (1.5)
Potom rovnice (1.3) dava pro Xy jednoduchy vzorec
1
Xo=—pVi(H gVi(T)). 1.6
0 1+T[P (H) + ¢Vi(T)) (1.6)

Ve druhém kroku, ode¢tenim druhé rovnice (1.2) od prvni, obdrzime feSeni A,

_ W#H) -W(T)

Bo = Si(H) — Si(T)

Pofizenim Aq akcii v ¢ase 0 je upisovatel jistény, tj. bez ohledu na vysledek
ndhodného pokusu bude hodnota jeho portfolia v ¢ase 1 rovna V;. Eliminovali
jsme nahodu a portfolio je tak bezrizikové. A fikdme zajiStovaci pomer.

Pro kone¢né odvozeni V pouzijeme nasledujici pravidlo, vyplyvajici z neexis-
tence arbitraze:

Tvrzeni 1 (Zakon jedné ceny). Jsou-li hodnoty dvou portfolii v case N identické
skoro jiste, potom jejich hodnoty musi byt stejné pro kazdé n =0,..., N.



Diikaz. Tvrzeni dokdzeme sporem pro N = 1.
V piipadé, ze Xy # Vy a X7 = Vi, bychom mohli v ¢ase 0 provést tyto operace:
1) Nakratko prodat drazsi aktivum.
2) Koupit levngjsi aktivum.
3) | Xo — Vo| investovat s arokem r.
V ¢ase 1 bychom uzavieli kratkou pozici vynosem z druhé operace a tieti operace
by nam zajistila arbitrazni piijem | Xy — Vo|(1 + 7).
O

Proto pozadujeme-li, aby X; = Vj skoro jisté, musi i Xg = Vj. Pak plati

Vo = T lPVACH) + (7)) (1.7

Cenu opce jsme stanovili pomoci jeji replikace tzv. replika¢nim portfoliem, ob-
chodovanim na akciovém a spotovém trhu v nespojitém case tak, aby nedochézelo
k arbitrazi.

Vysledna rovnice (1.7) se nazyva rizikove neutrdlni ocefiovaci formule a p, ¢ dané
(1.5) rizikove neutrdlni pravdépodobnosti. Nazev rizikové neutralni pravdépodob-
nosti plyne ze skute¢nosti, ze pii (1.4) investorovy preference ohledné rizika nehraji
zadnou roli a o¢ekdavany vynos z rizikového aktiva je stejny jako vynos z investice
do bezrizikového aktiva. Vlastni pravdépodobnosti p, ¢ se nikde v algoritmu oce-
novani binomickymi stromy neobjevuji, a tak jsou irelevantni. Na cem zalezi, je
velikost mozného pohybu nahoru a doli (u a d).

Poznamka. Na piikladu call opce s vyplatni funkei v(S;) = max{S, — K,0}
ozfejmime, pro¢ nelze pouzit standardni postup ocenovani aktiv diskontovanou
stfedni hodnotou. Vime, ze X; = Vj. Diskontované stfedni hodnoty X; a Vi se
proto museji pfi stejném 7 rovnat;

1 1
T = T P+ (D))
1
= 7o pmax{Si(H) - K, 0} + gmax{S(T) - K0}, (1.8)
1 1
T TEX1 = on[pSl(H) +qS1(T)] + Xo — AgSo. (1.9)

Protoze V; = v(S1) a vyplatni funkce neni linearni, vyrazy (1.8) a (1.9) se obec-
né nerovnaji. V rovnici (1.3) muzeme p, ¢ interpretovat jako pravdépodobnostni
miru vzhledem ke které EV, = EX];.
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1.3 Multiperiodicky binomicky model

Predchozi algoritmus zobecnime pro libovolny pocet period N € N.

Cena akcie i hodnota replika¢niho portfolia jsou dany rekurzivné:

1 r. -
Sn(wl e wn) = m pSnH(wl Ce wnH) + anH(wl Ce wnT)] ; (110)
Xot1 = AnSni1 + (L +7)(Xn — ALS,). (1.11)

Predpoklady a samotny algoritmus vedouci k rizikové neutralni ocenovaci for-
muli shriime do nasledujici véty.

Véta 2 (Replikace v multiperiodickém binomickém modelu). UvaZujme N-periodicks

binomicky model ocenovdani opci, pro kterj 0 < d < 1+r < uw ap = lzzd,
q= “u%l;r. Necht Vy je ndhodnd velicina (vinos opce v éase N) na 2. Pomoci

inverzni rekurze definugme adaptovany ndahodny proces (Vn)g:_o1 jako

1 -
Va(wiws .. wp) = —— [PV (wiws .. wp H) + Vi1 (wiws . .. w, ).
1+7r

Didle definujme

Vn+1(w1w2 e wnH) — Vn+1(w1w2 e wnT)

A, =

, 0<n<N-1.
Sn+1(w1w2 e wnH) - Sn+1(w1w2 Ce wnT)

N

Jestlize polozime Xy = Vj a rekurzivné definujeme proces hodnoty portfolia (X,,),_,

podle (1.11), pak plati

Xn(w) = Vy(w) pro kaZdé w € €.

Véta 1 iika, ze existuje-li jednoznac¢né urcend rizikové neutralni mira, potom
miize byt opce jisténa. Nositelem stejné myslenky je tvrzeni nazyvané Druhy za-
kladni teorém ocenovani aktiv.

Definice 2 (Kompletni model). ée/meme, Ze model je kompletni, jestlize kaZdd
opce muze byt jisténa.

Véta 3 (Druhy zakladni teorém ocehovani aktiv). Necht pro model ezistuje ri-
zikove neutralni mira. Model je kompletni, prdve kdyz je rizikove neutrdlni mira
urcena jednoznacne.

11



S3(HHH)=Su’

\

S, (HH)=Sou’

S,(H)=Spu S3(THH)=S;(HTH)=S;(HHT)=Sou2d

/o
Y/

S,(TH)=S,(HT)=S,ud

e
N

S1(T)=S,d S3(TTH)=S3(THT)=S3(HTT):SOU(IZ

S
\I/

$,(TT)=Syd>

/

S3(TTT)=Sod>
Obréazek 1.2: Multiperiodicky binomicky model.

Ddsledek 4. Jestlize nent rizikoveé neutrdlni mira uréena jednoznacné, muze byt
Vo replikovdno, pouze kdyz (1.6) nabjvd stejngch hodnot pro vSechna p, §.

Véta 5 (Prvni zakladni teorém ocenovani aktiv). Jestlize existuje rizikové neutrdl-
ni mira, potom je arbitraZ vyloucena.

Disledek 6. Jestlize existuje vice neZ jedna rizikové neutrdlni mira o (1.6) na-
byvd riznijch hodnot, potom je arbitraZ vyloucena, a presto neni cena opce pro
upisovatele nebo drzitele prijatelnd, neumoznuje jisténd.

Vétu 1 muzeme aplikovat jak na opce, u kterych vynos zavisi pouze na spo-
tové cené podkladového aktiva v okamziku realizace (evropska put, call), tak na
tzv. path-dependent options (napf. lookback ¢ asijské opce).

Piiklad (Ocefiovani evropskych vanilla opci).
Cenu evropskych vanilla opci pocita program (P1). Algoritmus je primitivni, ov§em
nazorny.

Piiklad (Ocenovani asijskych opci).
o1 . . ) ) N e
Cenu asijskych opci s vyplatni funkei max{N%rl > o Sn — K, 0} pocita (P2).

12



Obrazek 1.3: Casova narocnost algoritmu (P1).

Funkce akcie vytvari kompletni binomicky strom s 2" uzly v n-té periodé. For cyk-
lus pocita ¢asteéné soucty tak, ze se v kazdém kroku zdvoji ({z1, zo} — > {x1, 21, 22, 22})
a dosavadni Castecné soucty navysi o prislusny rozvoj ceny akcie.

Cas [s]

1000 F /
800 /
600 |
400

200F

. . i LN
5 10 15 20

Obrazek 1.4: Casova narocnost algoritmu (P2).

Piiklad (Ocefiovani lookback opci).
O poznani jednodussi algoritmus je aplikovan na lookback opci s vyplatni funkei

max Sy — Sy v programu (P3).

Casovou naro¢nost algoritmii (P1), (P2) a (P3) miZeme porovnat na obréazcich
1.3, 1.4, 1.5. Uvedenymi algoritmy demonstrujeme dulezitost efektivni implemen-
tace. Rozdil mezi rekurzemi v programech (P2) a (P3) je, ze (P3) si jiz spo¢itané
vysledky uklada. Proto je (P3) pii 20 iteracich 50 krat rychlejsi nez (P2).

13



Cas [s]

R S S \ |

5 10 15 20

Obrazek 1.5: Casova narocnost algoritmu (P3).
Poznamka. Chceme-li porovnavat vysledky modelu pro riiznd [V, za jinak nemén-
nych podminek, musi se v procedufe odrazit proménna délka intervalu, pres ktery

diskontujeme. Proto se ve v8ech programech, uvedenych v piiloze, objevuje ,,dt*
a ”(1 —i—’l“)dt“,
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Kapitola 2

Trinomicky model ocenovani opci

2.1 Parametry trinomického modelu

Alternativu k binomickému modelu ocenovani opci v diskrétnim case nabizeji stro-
my trinomické. Jejich zkonstruovani a aplikace je analogickd k binomickému mo-
delu. Kromé skoki o velikosti v a d s pravdépodobnostmi p; resp. p3 navic pribyva
varianta pohybu o m s pravdépodobnosti ps = 1 —p; — p3. Parametr m muze obec-
né nabyvat libovolnych hodnot na intervalu (d, u). O rozumné volbé m se zminime
pozdéji.

Abychom urdili rizikové neutralnf miru, rozsifime soustavu (1.2) o 3. rovnici:

1 1
- S1(M) = So| = T VA(M). (2.1)

X0+A0[

Analogicky k (1.3) méame

Xo + Ao{ [P1S1(H ) + p2S1(M) + p3S1(T)] — So}
= V() + RO + V()]

1

Eliminujeme A, a dostaneme

. . .
Vo=Xo= 1—+T[Z91V1(H) + P2 Vi(M) + psVi(T)).

Problematickou otazkou je jednoznacnost rizikové neutralni miry. V Mathema-
tice vyTfesime soustavu rovnic, odvozenou od (2.2),

(1 + T’)So = ]5151([‘[) +])~251(M) +]9~351(T)
1= p1+p2+ps. (2.3)

15



Parametry p1, p2, p3 nejsou urceny jednoznacneé:

. l=d+r pi(d—u),

I

d—m d—m

por a5 )

Nasledujici feSeni problému, vyplyvajictho z dasledku 5, navrhl Phelim Boyle [8|.

Predpokladejme, ze vynosy aktiva S maji log-normalni rozdéleni. Toto rozdé-
leni aproximujeme pies maly Casovy interval trinomickym procesem takovym, zZe
o¢ekdvany vynos z aktiva je bezrizikova drokova mira. Trinomické rozdéleni ma
navic rozptyl shodny s log-normélnim rozdélenim, které aproximuje. Protoze délka
intervalu At vyznamné zasahuje do parametrizace pomoci spojitého modelu, bude-
me pozbytek této kapitoly a v kapitole pristi uvazovat obecné At. Déleni intervalu
[0, 7] je pak {0, At,2At ..., T}. Urocit a diskontovat budeme spojité'.

Misto soustavy (2.3) mame
l=p1+p2+0ps
¢Sy = p1S1(H) + p2S1(M) + psSi(T)
S22 A (A _ 1) = 51 S2(H) + poS2 (M) + p3SHT) — [p1S1(H) 4 p2S1 (M) + 538, (T)].

Po tdprave

1=pi+p2+ps3
eMt = pHU —i—p}m +ﬁ3d

A (e A — 1) = pru? + pam? + pyd® — (Pru+ pam + pad)®. (2.4)

Soustava je nyni iplna a Mathematica dava feSeni:

6At(27‘+02) _ erAtm + d(_erAt + m)

pr= (d—u)(m — ) ?
R 6At(27‘+02) _ erAtu + d(_erAt + U)
Pz = (d —m)(—m +u) ;
p~ B eAt(2r+02) +mu — erAt(,rn 4 u)

3

(d—m)(d—u)

! P¥echod mezi spojitym a sloZzenym tGrodenim je pfijatelny. Plati, Ze pro dostate¢né malé inter-
valy drocent je rozdil mezi spojitym a diskrétnim droc¢enim zanedbatelny viz. Cipra, T. : Prakticky
privodce financni a pojistnou matematikouw. HZ, Praha 1995.
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Nevyhodou Boylova postupu je, Ze nezarucuje kladnost parametru ps. Naptiklad
s obvyklou volbou u = e”\/ﬂ, m=1,d= % aoc=020,r=01,T=1 N=2
budou p; = 0.554, py = —0.018 a p3; = 0.464.

Boyle tento nedostatek odstranil pridanim dalsiho parametru A, A > 1 a u po-
lozil

Optimalni hodnotu A urcil na zakladé simulaci. Graf na obrazku 2.1 zobrazuje
srovnani rychlosti konvergence k Blackové-Scholesové modelu pro rizna A. Se zvo-
lenymi parametry (¢ = 0.20,7 = 0.1,7 = 1,5, = 40, K = 40 a opce typu put)
vychézeji nejlépe A = 1.35 (v grafu 2.1 ¢arkované modie) a A = 1.4 (¢arkované
razové). Uspokojivé vysledky dava i A = 1.3 (¢arkované oranzové) a A = 1.45
(¢arkované zelené).

Jak je vidét na obrazku 2.2, rozumnou volbou parametru m je m = 1. Se zjem-
nujicim se délenim doby do splatnosti opce konverguji v = VAL § = % k 1.
Potom pro kazdé € € R, € > 0 nalezneme N € N takové, ze m € (1 — €, 1 + ¢).

Ko6d pro vypocet ceny opce trinomickym modelem s Boylovymi parametry je k na-
hlédnuti v (P4).

Odchylka
02 j ‘1

0.1+

~0.2}

Obrézek 2.1: Konvergence Boylova modelu pro A = 1.1,1.15,...,2.
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0.4F

20 40 60

Obrazek 2.2: Délka intervalu (d,u) pro A =1.35,T = 1,0 = 0.2.

Cestou podobnou Boylové se vydali Kamrad a Ritchken [5]. Pfedpokladali, ze
podkladové aktivum je geometricky Wieneriv pohyb s driftem g = r — "—22 Pro

A>1, u:e’\"m, d=1am=1 odvodili:

- 1 +;L\/At_
Pr=oxe ™ ong
N 1
pp=1- p%

. 1 vV At

PE=oN ™ e

Nejlepsi vysledky obdrzeli pro A takové, ze p, = 1/3. Je-li A = 1, po = 0 a model

degeneruje na binomicky.

Na obrazku 2.3 vidime srovnani rychlosti konvergence Kamradova—Ritchkenova
modelu k Blackové—Scholesové modelu pro ruzna A\. Kamradovu—Ritchkenovu pa-

rametrizaci implementujeme v programu (P5).

2.2 Porovnani trinomického a binomického modelu

Pro stejny pocet period je rychlost konvergence k Blackové-Scholesové modelu
vyrazné vyssi u trinomického modelu (obrazek 2.4). Tato vyhoda nemusi byt rele-

V trinomickém modelu s N periodami mame S~ ((2i + 1) = (N + 1)? uzli, v

18
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Odchylka

" \ A/A\ k

~0.05

~0.10

-0.15-
Obrazek 2.3: Konvergence Kamradova—-Ritchkenova modelu pro
A =1, 1.05, ..., 1.95.

binomickém SN (i 4+ 1) = $(1+ N)(2+ N) uzli. S vyjimkou posledni periody
provadime v kazdém uzlu trinomického stromu 5 operaci (3 nasobeni + 2 s¢itani),
v binomickém stromu operace 3 (2 nésobeni + 1 s¢itan{). Celkem tedy provedeme
5N? operaci ve stromu trinomickém a %(N 2 + N) operaci ve stromu binomickém.
Binomicky model s N periodami je, evidentné, ¢asové piijatelnéjsi nez trinomicky
s N periodami. Pro velkd N je dokonce 3x rychlejsi. Vime vSak, Ze trinomicky mo-
del konverguje k Blackové—Scholesové modelu mnohem rychleji?, proto si miiZzeme
dovolit poc¢itat s méné periodami. Ze srovnani trinomického modelu s NV periodami
a binomického s 2N periodami vychézi efektivnéji trinomicky. Porovnani presnosti
modelt (resp. odchylek od vysledka Blackova—Scholesova modelu) muzeme nalézt
v [5].

Stoji za povsimnuti, ze vynechdme-li v binomickém modelu kazdou lichou peri-
odu, vysledny strom budeme moci klasifikovat jako trinomicky. Ekvivalenci mezi
binomickym modelem s parametry CRR a trinomickym modelem s parametry
uvedenymi nize pfedvedl Mark Rubinstein [13]. Ozna¢me parametry trinomického

2Graf na obrazku 2.4 ukazuje, Ze vysledky trinomického modelu po 10 iteracich jsou srovna-
telné s vysledky binomického modelu po 40 iteracich.
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Obrézek 2.4: Srovnani rychlosti konvergence binomického a trinomického modelu.

stromu velkymi pismeny R,U,D a P. Potom rovnice

(14 7)%8, = p*Souu + 2p(1 — p)Soud + (1 — p)2Sydd,
(1+ R)Sy = P,SoU + (1 — P, — P3)Sy + P3SyD

budou identické pro

R=(1+r)3-1 D = d* U=nu?
151:]52 153:(1_]5)2-

Ptirozené pozadujeme, aby pii délce intervalu binomického modelu At byl interval
trinomického modelu 2A¢. Rubinstein [13] dale demonstruje vztah mezi CRR pa-
rametrizaci binomického modelu a Kamradovou—-Ritchkenovou parametrizaci tri-
nomického modelu.

Postup uzity pii parametrizaci trinomického modelu (momentova metoda) lze
zobecnit pro stromy multinomické. Multinomické stromy slouzi k ocenovani opci
s nékoliky podkladovymi aktivy. Pro ocenéni opci se dvéma podkladovymi aktivy
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postac¢uji stromy trinomické. O ocenovani K-stavovymi modely se muzeme dozvé-
dét v [5] a v [8].
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Kapitola 3

Parametrizace

Jak jiz bylo feceno, pro stanoveni rizikové neutralni ceny opce nejsou podstatné
pravdépodobnosti pirechodu ze stavu S do stavu uS ¢i dS, ale velikosti skoku —
u a d. Diky volnosti ve volbé parametru u a d obecné existuje nekoneéné mnoho
ekvivalentnich binomickych stromi, reprezentujicich diskrétni realitu s konstantni
volatilitou. Prenasobime-li u a d libovolnou (rozumné malou) konstantou, ziskame
jiny strom s jinymi rizikové neutralnimi pravdépodobnostmi. Pouze nékteré volby
u a d jsou vhodné (tj. modeluji volatilitu) k aproximaci cen podkladového aktiva
a modelovani ceny opce. Hodnoty parametri v a d se, stejné jako rizikové neutral-
ni pravdépodobnosti v podkapitole 2.1, odvozuji od spojitého modelu. Analogicky
k (2.4) mame soustavu

eTAt = ﬁu + (1 - ﬁ)d7
2 A (A — 1) = pu? + (1 — p)d® — [pu+ (1 — p)d]>. (3.1)
Druhéa rovnice (3.1) se obvykle zapisuje ve tvaru

(1= p)(u—d)® =2 (2 —1) nebo pu+ (1 —p)d> = @72 (3.2)

Protoze chceme urcit 3 parametry u, d a p, jedine¢ny model zformujeme az s do-
datetnou podminkou. Nejznaméjsi podminky jsou Jarrowova—Ruddova (J-R) v [6]
p= % aCRR v [9] d= % Jak muzeme vidét na obrazku 3.1, obé dodatefné pod-
minky davaji dobré vysledky. To, Ze se od sebe vysledky piilis nelisi, pozorujeme
na obrazku 3.2 a v program (P6).

Trinomické modely piinaSeji s dalsi volitelnym parametrem i vétSi volnost.
Abychom uréili w,d, m, py, p2, ps potiebujeme k (2.4) doplnit 3 dalsi podminky.
Typické parametrizovani u, d, m a pravdépodobnosti vidime v tabulce 3.1. Para-
metrizace v prvnim a druhém sloupci tabulky 3.1 vychazi z faktu, zZe vynechanim

22



kazdé druhé periody binomického stromu vznikne strom trinomicky (viz. podkapi-

tola 2.2).

Kombinace 2 kroki CRR

Kombinace 2 kroki J-R

Strom se stejngmsi prav-

2
~ e’V %—erT
p1 = . a5t . a3

2
~ er%—eio \% 3t
P3 = . /_%_e*" At

p~1 - 1/4

ps=1/4

binomického stromu. binomického stromu. dépodobnostmi.
2 2

u = V24t u = e(r=%)At+oV2At u = T Atro/35¢
02 02

m=1 m = elr=%)A m = elr=%)At
2 o2

d = ¢—oV2At d = e(r—%)At—oV2At d = e(r=%)At—0y/35"

p=1/3

ps=1/3

Tabulka 3.1: Parametrizace trinomického modelu.
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Obréazek 3.1: Konvergence CRR a J-R modelu.
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Obrézek 3.2: Rozdily v oceniéni CRR a J-R modelem.
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Kapitola 4

Modely chovani cen opci a
podkladovych aktiv

Zakladni principy, kterym financ¢ni trhy podléhaji, maji své zéklady v teorii prav-
dépodobnosti. Snaha ovladat nahodu a predvidat vysledky nejistych pokusi stoji
i za konstrukei modelt cen akcii a opci.

4.1 Podminéna stredni hodnota

Definice 3 (Filtrace). Necht N C N. Kdyz pro kazdé n € N je F,, C A o-algebra
a Fn C F pokud n < m,n,m € N, pak budeme Fikat, Ze (F,,n € N) je filtrace.

Definice 4. Necht (F,,n € N) je filtrace. KdyZ S, jsou F,-méFitelné diskrét-
ni ndhodné veliciny pro kazdé n € N | pak budeme Fikat, Ze (S,,n € N) je
(Fn, n € N)-adaptovany proces.

Priklad (Filtrace a o-algebra v binomickém modelu). Mé&me N-periodicky bino-
micky model nadhodného procesu (S,)Y_,, potom [ = 2¥ a N = {0,1,...N}.
Abychom mohli rozumné ilustrovat podobu filtrace a o-algebry generované S, uva-
zujme N = 3.
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Ozna¢me nahodné jevy

Ay ={HHH HHT,HTH, HTT};
Ap = {THH,THT,TTH,TTT}:
App = {HHH, HHTY;
Apr = {HTH,HTT};
Ary = {THH,THT};
Apr = {TTH,TTT}.

Poznamenejme, ze Q = {HHH, HHT,HTH, HTT, THH, THT,TTH, TTT}.

K realizaci Sy (H) vedou elementarni jevy z mnoziny {HHH, HHT, HTH, HTT} = Ap.
S\ (T) odpovidd {THH, THT, TTH, TTT} = Ar. Proto o(S;) = {Ay, Ar,0,Q}.

Realizace So(H H) je vytvorena jevem App, So(HT') = So(T H) nastane pii ele-
mentéarnich jevech z mnoziny {HTH, HTT, THH,THT} = Ayr U Arg a So(TT)
nastane pii Apr. Z toho divodu bude o(S3) obsahovat Agyy, Arr a Agr U Arg,
doplnéné o komplementy, sjednoceni, prazdnou mnozinu a €2, tedy

o(S2) =1{0,Q, Ayn, Arr, Aur U Arg, A%H, A?T, (Apr U ATH)C}-

F1 je takova podmnozina A, ktera obsahuje informace dostupné v ¢ase 1, a proto
Fi1={Ag, Ar,0,Q}. Vime, ze Fp D F;. Filtrace F» navic obsahuje nahodné jevy,
zalozené na informacich z casu 2, tj. Agy, Agr, Are, Arr, jejich komplementy
a sjednoceni

Fo={0, Ay, A, Aun, Anr, Arn, Arr, A 1 A, ATy,
ASr, Ay U Arg, A U A, Apr U Ary, Apr U Apr ).
Systém JF5 obsahuje 16 mnozin. Plati, ze F3 = A. Mohutnost A je 22" — 256.
Z¥ejme Fo = {0, Q}.
Potom obecné o(S,,) C F,, n > 1.

Definice 5 (Podminéna stfedni hodnota vzhledem k filtraci). Necht (F,, n € N')
je filtrace a X ndhodnd velicina definovand na (2, A). Pak kaZdou ndhodnou veli-
cinu Y, definovanou na (S, F,), pro kterou

Z Y(w)Pw) = Z X(w)P(w) pro kazdou mnoZinu F, € F,,
weFy weF,

nazveme podminénou stredni hodnotou ndhodné veliciny X vzhledem k F,, a budeme

ji oznacovat B[ X|F,], zkrdacené E,[X]. Specidlné Eq[X]| = E[X] a Ex[X] = X.
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Véta 7 (Zakladni vlastnosti podminéné stiedni hodnoty). Necht X a Y jsou
(Fn, n € N)-adaptované ndhodné procesy. Necht n € N je libovolné pevné.
Potom plat7

i) Linearita. Pro kaZdé c¢;,co € R

En[ch + CQY] = ClEn[X] + CQEH[Y]

ii) Je-li X F,-mé¥itelnd, potom

E,[XY] = XE,[Y].

iii) Iterace podmitiovdni. Necht n,m € N ,n < m. Potom

v) Podminénd Jensenova nerovnost. Necht g(x) je konvexni funkce defino-
vand na stavové mnoziné X, potom

Enlg(X)] < g(E,[X]).

Diikaz. U dokazovani i)-iv) vychazime z [15].
i)Nahodné veli¢ina 1 E,[X]| + e, [Y] je F,,-méfitelna a pro kazdé F,, € F, plati

S (AELX] + GE YN @)BW) = 1 3 Eo[X]@)PWw) + ¢ 3 En[Y](w)P(w)

weFy, weFy, weF,

= Y X@Pw) +e Y YVwPw)

weFy weF,

=Y (61X + oY) (w)Pw).

wan
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ii)Nahodna veli¢ina XE,[Y] je F,-méfitelna a pro kazdé F), € F, plati

D ELXYPw) = ) X(w)Y (w)P(w)

weFy, weFy,

iii) E,,,[X] je ndhodn4 veli¢ina definovana na (2, ), pak E, [E,,[X]] je definova-
né na (€, F,,) a pro kazdé F,, € F, plati

Y Eu[En[X]|@)PW) = Y EnlX](w)Pw)

wan wan

iv) Ziejmé E[X] je F,-méfitelné. Pak pro kazdé F, € F, plati

Y XWPW) =) Ip) (@)X (@)Pw)

weF, we
= E[l5,) X]
= P(FH)E[X]
= ) EX](w)P(w).

weFy

Tteti rovnost vyplyva z nékolika skutecnosti:

1)Pro nezavislé nahodné veli¢iny XY, E[XY] = E[X]E[Y].

2)Nahodné veli¢iny XY jsou nezavislé, pravé kdyz jsou nezavislé o(X), o(Y).
3)E[lir,y] = P(F).

v) Piehledny dikaz Jensenovy nerovnosti nalezneme v [2]. O
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Znaceni. Stiedni hodnotu vzhledem k rizikové neutralni pravdépodobnostni mire
P budeme znacit EX.

Zvolili-li jsme v 1. kapitole p, ¢ takova, ze p + ¢ = 1, miuzeme nyni pro kazdé
n a kazdou posloupnost w ...w, pravou stranu rovnosti

1

[ﬁSn+1(w1 e wnH) + q~Sn+1(w1 e WnT)]
interpretovat jako diskontovanou podminénou stiedni hodnotu s podminénymi
pravdépodobnostmi p, g !,

1 =

Sn = mEn[Sn-‘rl]

Potom nejlepsi odhad ceny akcie diskontované z ¢asu n + 1, zalozeny na infor-
macich z ¢asu n, je cena akcie diskontovana z casu n;

Sn

S _g
(I+7)"

Proces, ktery odpovida této rovnosti, se nazyva martingal.

4.2 Martingal

Definice 6. Kdyz (S,,n € N) je (Fn,n € N)-adaptovany proces, pak fikime, Ze
(Sn,n € N) je (Fn,n € N)-submartingal, jestlize E[M, 1|F,] > M, pro kaZdé
n,n+1eN,

(Sn,n € N) je (Fn,n € N)-supermartingal, jestlize E[M, 1| F,] < M, pro kaz-
dén,n+1eN,

(Spyn € N) je (Fo,n € N)-martingal, jestlize E[M, 1| F,] = M, pro kazdé
n,n+1eN.

Definice 6 je vhodna pro N = {0,1... N}, méné pro obecné N’ C N. To napra-
vime néasledujici vétou.

! Pro trinomické modely plati analogicky.
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Véta 8. Necht (M,,n € N) je martingal. Potom pro n € N a k takové, Ze
n+keN plati
E,[Mpir] = M,.

Diikaz. Dikaz provedeme indukei.

Pro k =1 ziejmé.

V indukénim kroku predpoklddejme, Ze pro k = m tvrzeni plati a dokazme ho pro
k=m+1.

V(i)
En[Mn+m+1] = En[En+1[Mn+m+1H = En[Mn—i-l] = Mn

Podle véty 8 je stfedni hodnota z martingalu konstantni

My =EM, neN.

Na realnych trzich pozorujeme ve vyvoji cen akcii ristovy trend. Akcie jsou
rizikovéjsi nez bezrizikova aktiva, a tak je pozadavek investori na kompenzaci
rizika vyssi. Na prostoru s vlastni pravdépodobnostni mirou je diskontovanéa cena
akcie submartingal.

Jinak je tomu s rizikové neutralni pravdépodobnostni mirou, déle téZ martinga-
lovou.

Véta 9. Méjme obecny binomicky model s 0 < d < 141r < wu a s rizikové neutrdl-

nimsi pravdépodobnostmi p = lzzd, qg = “;:". Potom je diskontovany proces

ceny akcie (S,)N_o martingal vzhledem k rizikove neutrdlni mive.

Diikaz.

~ Sn+1 T Sn Sn—i—l
i) -y

v7a) Sy 1 - {Snﬂ}

B (I4+r)(1+7) S
vigy) S, putqd S,

(I+7r)» 1+7r (1+r)
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Z véty 9 vyplyva nékolik zajimavych charakteristik ceny akcie a replika¢niho
portfolia.

e Ocekavany rust akcii je roven bezrizikové trokové mife.

e Vsechna portfolia maji stejny ocekavany rist.

N
e Diskontovany proces portfolia ((11(?)”) , kde X, je generovano rekurzivné
n=0

podle (1.11), je vzhledem k rizikové neutralni mife martingal.

Jelikoz 3. bod neni zcela trivialni, zformulujme ho do véty a dokazme.

Vé&ta 10. Mé&jme N-periodickyj binomicky model. Necht (A,)N= je (Fn) =it -adaptovansg

n=0 n=0
proces, Xq je redlné ¢islo a proces (X,)N_, je generovany rekurzivné podle (1.11).
N

Potom diskontovany proces portfolia < f;j)n> je vzhledem k rizikové neutrdlnt
n=0

(1
miTe martingal.

Diikaz.

fE Xn+1 _ fE AnSn—i—l Xn - AnSn
n (]_ + T)n-l—l n (]_ + r)n-l—l (]_ + T)n
VIO A 7 Sn+1 Xn —ALS,
(L A4 )t (1+7)"
v Se X.—AS, X,

- An(1+7“)" + (14+7r)  (L+r)n

O

Martingal nema tendenci rist ani klesat, jeho stfedni hodnota se s ¢asem ne-
méni, odtud

Xn

—— = Xy, n=20,1,... V. 4.2
(]_ + T)n 0 ( )

Poznamka. Véta 10 a rovnost (4.2) implikuji Prvni zakladni teorém ocefiovani

aktiv, zminovany v prvni kapitole.

Véta 10 ma ve spojeni s vétou 2 dalsi podstatny disledek — vynos z opce je
martingal.
Aplikaci véty 2



Potom

neboli
(4.3)

4.3 Markovuv retézec

Definice 7 (Markovsky proces). Necht (X,,,n € N) je (Fn,n € N)-adaptovany
proces. Jestlize pro kazdé n,n +1 € N a pro kaZdou borelovsky mévitelnou funkci
f, existuje borelovsky meritelnd funkce g takovd, Ze

E[f (Xn4)[Fn] = 9(X0), (4.4)

potomn Fikdme, Ze (X,,n € N) je Markovsky proces.

Znalost charakteru stochastického procesu ndm umoziuje jeho optimalni fizeni
a zefektivnéni algoritmu vytvorenych pro obecny stochasticky proces.

Proces ceny akcie je markovsky vzhledem k vlastnim mite P i martingalové mite
P.

Eo[f(Sns1)] = Bf (uSy) + @ (dS,);
fEn{f(Sn—H)] = Q(SN)v kde
g9(z) = pf (ux) + Gf (dx).

Markovské vlastnosti ceny akcie vyuzijeme pii urceni V,,, pro které je Vi funkei
pouze ceny akcie v ¢ase N (Vy = vy(Sy)). Dosadime-li do (4.3) Viy = vn(Sn),
dostaneme

1 -
Vo1 = ?EN—l[UN(SNH =wun_1(Sy_1) pro jistou funkci vy_;.
”
Potom ]
V, = ?En[vnﬂ(snﬂ)] = v,(S,)  pro jistou funkei v,.
,
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Funkci v,, spoc¢itame rekurzivné podle algoritmu

Un(s) = —

= [P (49) + s (d9)] (45)

Rozdil v algoritmu pro put a call opci je pouze v predpisu pro vy(s). Pro call
mame vy(s) = (s — K)T, pro put vy(s) = (K — s)™.

Vynos path-dependent opci zavisi na vice ndhodnych veli¢indch nez jen cené
podkladového aktiva v case N. K cené akcie pridavame dalsi stavové proménné
a markovskou vlastnost ovéiujeme pro vicedimenzionalni proces (X1,..., X¥).

Definice 8 (Multidimenzionalni Markovsky proces). Necht {(X! ..., XX) n € N}
je K-dimenziondlni adaptovany proces. Jestlize pro kazdé n,n + 1 € Na kaZdou
borelovsky méritelnou funkci f existuje borelovsky méritelnd funkce g takovd, Ze

Elf(Xni1s- o KXo Pl = 9(Xo, - X00), (4.6)
potom Fikdime, Ze {(X},..., XX),n € N'} je K-dimenziondlni Markovsky proces.
Véta 11. Necht {(X}, ..., XE) n € N} je K-dimenziondlni Markovsky proces.

Potom pro kazZdou borelovsky méritelnou funkct h existuje borelovsky meritelnd
funkce g takovd, Ze

E. (X . XK =g X! .. XK, nomeN,n<m. (4.7)

Diikaz. Dikaz provedeme indukei.

Pro m =n + 1 zfejmé.

Predpokladejme, Ze pro m = [+ n, [ > 1 tvrzeni plati. Funkci napliiujici pro jisté
han+1(4.7) ozna¢me f.

V7(iii)
Enlh(XE it X)) = EuB (Xt - XE )]
=B [f (X} XK )] =g(X), . XE).

n

O

Pro opce, jejichz vynos je v ¢ase N funkei stavii markovského procesu v ¢ase N
(VN = UN(XN)), mame

. Vi
Vi =E, | 7——x—
[(1 +r)N-n

Rekurzivni vypocet v, zavisi na Markovském procesu.

} =v,(X,) pro jistou funkci v,.
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Priklad.

i) Martingal, ktery neni markovsky proces.

V (4.3) jsme dokézali, Ze diskontovany proces ceny opce (V;,)Y_, je martingal vzhle-
dem k =3<P bez ohledu na typ opce (samoziejmé stale uvazujeme pouze evropské
opce). Jak jsme jiz jednou zminili, pro path-dependent opce neni (V,,)"_, jednoroz-
meérny markovsky proces. Napiiklad pro lookback opce, kde My zna¢i max 5,,

n=0,...,

VN—l = ﬁfEN—l[UN(SNv MN)] 7& UN—I(SN—I) pro kazdou funkci UN-1 - R+ — R+.
ii) Markovsky proces, ktery neni martingal.

Necht (S,)Y_, je markovsky proces s martingalovou vlastnosti. Necht g je bore-
lovsky méritelna konvexni funkce. Potom (g(S,))Y_, je markovkosky proces, ne
martingal. Markovska vlastnost je zfejma z definice. Martingalovou vlastnost vy-
lu¢uje Jensenova nerovnost V7(v):

Elg(Sut)] 2 9(EnlSus]) = 9(S0).

Piiklad.

[terace algoritmu (4.5) umoziuje vyjadrit V; jako linearni kombinaci vy. Funkce
Vy se bude ve vzorci pro vypocet Vi vyskytovat 2V krat. Navzijem riznych cen
podkladového aktiva v ¢ase N mame pouze N + 1. Urc¢ime-li spravné koeficient,
muzeme i vyskyt vy ve vzorci pro vypocet Vy omezit na N + 1. Spravné koeficenty
dava kombinacni ¢islo. Tento proces znatelné urychli vypocet ceny opce. Pro srov-
nani, (P1) trva 20 iteraci 9.844s, (P6) pocita rychlosti 70 iteraci za 0.359s, (P8)
dokaze 1000 iteraci za 0.438s. Kod prikladame v (P8).

Priklad.

Abychom zjednodusili vypocet ceny exotickych opci, potiebujeme k odvozeni ko-
eficintu slozit&jsi avahu. V piipadé lookback opci se odkdzeme na [17]. Algoritmus
vypo¢tu ceny lookback opce, odvozeny od [17] prikladame jako (P9). Rychlosti
vypoc¢tu jsou (P3) 80 iteraci za 75.34s, (P9) 80 iteraci za 0.266s.
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4.4 State price

V modelech ocefiovani opci se setkavame se dvéma pravdépodobnostnimi mirami,
skutec¢nou P a rizikové neutralni P. Uvazujeme konecny prostor 2 a predpoklada-
me, Ze obé¢ miry davaji kazdému w € ) kladnou pravdépodobnost. Vztah mezi P
a IP je na zékladé¢ Radonovy—Nikodymovy véty? urc¢en kvocientem
P(w)
Z(w)=—=, wel
(w) P(o)
Neni tézké dokazat, ze Z je kladna nahodna veli¢ina s EZ = 1 a 7Ze pro kazdou
nadhodnou veli¢inu Y plati .
EY = E[ZY]. (4.8)

Definice 9. V' N-periodickém binomickém modelu s mirami P, P a Radonovou—
Nikodymouvou derivaci P vzhledem k P Z definujeme hustotu stavové ceny rovnict

Z(w)

((w) = L

C(w)P(w) nazgvame hustota ceny odpovidajici jevu w.

((w)P(w) interpretujeme jako cenu kontraktu, ktery v ¢ase N vyplaci 1, pravé
kdyz nastane jev w a 0 jinak.

Méjme jisté w a
)1 prow=w
Vilw) = { 0 jinak.

Pak plati

ok PO ZOPE) _ gp)
I+r)yN  A+r)N  (1+r)N
Zapis Vp soucinem ((w)P(w) vice odpovida intuitivni predstavé o cené opce. Do
ceny se promitne skutecna pravdépodobnost ziskového jevu w, casova hodnota
penéz a riziko. Rizikovou slozkou je Z(w). V praxi obvykle kontrakty piinasi zisk
(ktery neni nutné roven 1) pro vice trajektorii. Obecny kontrakt posuzujeme jako

portfolio kontrakti, jejichz zisk je hustota ceny,

Vo = ECVi] = ) Vin(w)¢(w)P(w).

weN

2Piedpoklady véty jsou splnény. Miry PP, P jsou pravdépodobnostni, tedy konec¢né, a ekviva-
lentni, tedy ziejmé P << P.
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Je-lindhodn4 veli¢ina Y F,-méfitelnd, mizeme (4.8) pomoci procesu Radonovy—
Nikodymovy derivace, definovaného jako Z,, = E,[Z], pfepsat na

EY = E[Z,Y]. (4.9)

Rovnost (4.9) vyuzijeme u kontrakti, které jsou v ¢ase N ziskové pro vice
trajektorii, majici spolecné wy ...w,,
|1 prow;...wy =Wi... W0y
Vivlwr o) _{ 0 jinak.

Potom

- VN 1 _ _
V=T — Zm T _m #H(@1...0m) #T(wl...wm)_
0 =B = @y 2@ Bl K

U F,-méfitelnych Vi, 0 < n < m < N, nemusime wy, 1...wy pii pocitani
podminéné stiedni hodnoty v ¢ase n uvazovat. Navic plati

E[Y] _ Z Y(wl N _wm)ﬁ#H(wnH...wm)q#T(wnH...wm)

Wn+1...Wm
#H(wl---wn) #T(Wl---wn) ~ #H("Jl---wm)
_ (8) (ﬂ) S V(e ) (f_’) .
p q Wnf1--Wm p
q« #T(UJl--.w'm) #H(w o ) #T(w o ) 1
x | = P nlem) g ntlwm) — — R, [Z,,Y].
q Zn
Potom
~ VN (1 + ’l“)n ZNVN 1
V., =E, = " = —E,|(yVn]|. 4.10
CTOv" = Z, N g W (4.10)
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Kapitola 5

Americké opce

5.1 Cena americké opce

Drzitel americké opce méa nad drzitelem opce evropské jednu vyhodu, opci muze
uplatnit kdykoli do doby expirace. To nam dava o cené americké opce dvé informa-
ce. Bude alespon tak vysoka jako cena opce evropské; v kazdém case do splatnosti
musi byt alespon tak vysoké jako jeji vnitini hodnota.

Cas uplatnéni opce je ndhodnd veli¢ina zavisla na vyvoji podkladového aktiva.
Abychom mohli ¢as uplatnéni a optimalni ¢as uplatnéni’ modelovat, zavedeme si
dalsi pojmy souvisejici s teorii martingali.

Markovskym casem (stopping time) budeme rozumét zobrazeni 7: Q — N Uoo
takové, ze [T < n] € F,, n € N. V pripadé spocetné mnoziny N plati, ze 7 je
markovsky ¢as, pravé kdyz [t = n] € F,, n € N. Proces (S,,n € N) zastaveny
v case T definujeme jako (S,ar,n € N), kde A znadi minimum. Néasledujici véta,
zachycujici podminku zachovani supermartingalové (resp. martingalové, submar-
tingalové) vlastnosti, bude uziteéna pii dalsim zkoumani vlastnosti ceny americké
opce.

Véta 12. Necht je markovsky c¢as T shora omezeny. Potom supermartingal (resp.
martingal, submartingal) zastaveny v markovském case je supermartingal (resp.
martingal, submartingal). Navic jestlize X,, n € N je supermartingal, potom
EX.ar > EX,,, je-li submartingal EX, A, < EX,, pro martingal EX,,,, = EX,,.

LOptimalni z pohledu drzitele opce.
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Diikaz. Dikaz je mozné nalézt v kapitole Optional Sampling Theorem a Optio-
nal Stopping Theorem [16], kde je specidlnim piipadem dikazi komplexnéjsich
problémi. O

Cas uplatnéni opce spliiuje definici markovského ¢asu. 7 = oo ozna¢me piipad,
kdy opce expiruje bez uplatnéni?. Pfi stanoveni ceny opce se iidime obecné plat-
nym pravidlem, 7ze drzitel chce opci uplatnit v optimalnim case, kdy bude jeho
zisk, tj. vnitini hodnota opce, maximalni. Oc¢ekavané vynosy z jednotlivych ca-
st porovnava s ohledem na ¢asovou hodnotu penéz. Oznacme S, mnozinu vSech
7(w) € {n,n+1,...,N,00} a (G,)_, proces vnitini hodnoty opce, potom je cena
opce v ¢ase n dana vzorcem

~ 1
Vn —Eé%i(En H{T<N}WGT], n—O,l,...,N, (51)

specialné Vy = max{Gy,0}.

Algoritmus vypoctu ceny opce odvodime na zékladé vlastnosti V,, urceného
(5.1).

Véta 13 (Vlastnosti ceny americké opce). Necht je cena opce dina (5.1). Potom
pro vSechna n, n =0,1,..., N plati

i) Vi, > max{Gy,0};

i) ﬁvn je supermartingal;

iii) Vi, je nejmensi proces spliiugict i), ii).

Diikaz. i) Mé&jme n € {0,1..., N}. Naleznéme 7,7 € S, takova, ze

~ 1

E, [H{%<N}(1 oy T] = Gp;
~ 1

En |:I[{f§N} (1 _|_ T’)T—_n %i| — 0

V,, je maximum uvedeného vyrazu pres vSechna 7 € S,,, a proto V,, > G,, a zaroven

Vo, > 0.

2 oo pouzivame v tomto kontextu ¢isté symbolicky. Kdybychom pro expiraci bez uplatnéni
polozili 7 = N + 1, vyznam by byl stejny. Cas uplatnéni je tedy omezeny.
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ii) Predpokladejme, ze (5.1) nabyva hodnoty V41 v 7*. Protoze 7 € S,11 C Sy,
plati

T
~ 1
1+r +1}
Odtud
L V., >E ¥V
A+ "= @y

iii) Necht Y,, spliuje i) a ii) a 7 € S,,. Potom

[r<nGr < Tirany max{G;, 0} <<y max{Gnnr, 0} + L;—cy max{Gyar, 0}
= maX{GN/\Ta 0} < Ynar

Nyni pouzijeme bod ii) a vétu 12.

- 1 - 1 -~ 1
n T T :En I[T . ANNALTT SEn 7}/ T
E [H{ SN}(1+T)TG {<N}<1+T)N/\TG:| |:(1+T)NAT NA}

1 1
c 1 y= v ot
=L+~ ™ T ) Proto

G,| <Y, prokazdé T e S,.

~ 1
Bl

O

Neni tézké ovérit, ze nasledujici algoritmus pro rekurzivni vypocet V,, vlastnosti
i) — 1iii) spliuje.
Vi(wy .. .wy) = max{Gy(w; ...wy),0};

1 -
Va(wy .o owy) = max{Gp(wy ...wp), ——[pVat1(w1 .. . wnH) + §Vigr(wr ... w, 1)}

147
(5.2)
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Abychom naplnili podstatu rizikové neutralntho ocenovani, zbyva dokazat, ze
cena ur¢ena (5.2) umoznuje sestavit jistici portfolio. Postup je stejny jako v 1. ka-
pitole. Replika¢ni portfolio obsahuje kromé akcii a bezrizikovych aktiv jesté na-
hodnou veli¢inu C,,

1 . .

Cr(wi .. wp) = Vo(wr .. wp) — m[pvml(wl o) + @V (wr - w, T,
predstavujici upisovateliv dodatecny zisk. Tento zisk vznikne, jestlize drzitel pro-
meska prilezitost optimalniho uplatnéni opce, cena opce klesne a upisovateli pak
staci k jisténi portfolia nizsi financni prostiedky. Replika¢ni portfolio je dano re-
kurzivné

X1 =ASh+(1+7)(X,—C,—ALS,), 0<n<N-1. (5.3)

Misto dikazu replikacni funkce (5.3), ktery neni nijak pozoruhodny, se budeme
zabyvat otdzkou optiméalniho uplatnéni americké opce.

5.2 OptimAalni uplatnéni

UkaZme, ze americkou opci je optimélni uplatnit v ¢ase 7* = min{n; V,, = G, }.
Dikaz, ze 7* = min{n;V,, = G,,} je ¢asem optimalniho uplatnéni, provedeme ve
dvou krocich. Za¢neme s ditkazem martingalové vlastnosti diskontovaného procesu
ceny opce zastaveného v Case 7 a z martingalové vlastnosti nasledné odvodime
optimalitu 77*.

Méjme libovolné n = 0,1,..., N a rozliSme dva pripady.
Je-li n < 7%, potom V,(wq ...w,) > Gpwy ... w,) a plati

Vn/\r* (w1 Ce wn) = Vn(wl e wn)

1 e ~
— m[pvn—i—l(wl e (.UnH) —+ an-ﬁ-l(wl o CdnT)]

1 -
= m [p‘/(n+1)/\7'* ((,dl e CdnH) + q‘/(n—i-l)/\T* (OJ1 e (.UnT)]
Je-li n > 7, pak plati

Vn/\ﬂ'*(wl . 'Wn) = VT*(wl - 'WT*)
=pVir(wr . cwee) + (1 =)V (wr -+ wirr)
= ]3‘/(”+1)/\T* (Wl e (A)nH) + g‘/(n+1)AT* ((A)l e (A)nT>]
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1 . .
(grynar™ Vnarr )€ martingal.

Martingalova vlastnost implikuje

Timto jsme dokazali, ze

~ 1 ~ 1 ~ 1
=E|——————Vinr | =E|Ljicmi————Vie | +E | ——— V|-
K (et } [{ @ty % [{ L

(5.4)
V pfipadé, ze 7F = oo, musi byt V,, > G,, pro kazdé n = 0,1..., N. Dle (5.2)

Vn > Gy nastane, pouze kdyz G < 0. Potom Vi = 0, druhy sé¢itanec v (5.4) je
nulovy a cena opce v case 0 je

- 1
‘/E] = E H{T*SN}W

V 7*, 7 € Sp nabyva prava strana (5.1) svého maxima.

G..|. (5.5)

Stavova mnozina ndhodné veli¢iny 7% nemusi nutné byt {0, ..., N, 0o}. Dokaze-
me, Ze 7* americkych call opci (nevyplacejicich dividendu) nabyva pouze hodnot

z mnoziny {N,oc}. Navic, cena americkych call (Vi) se rovna cené evropskych
call (V).

a(s)
o

— "g*(s)"

I 2(s)

Obrazek 5.1: Funkce vnitini hodnoty a vyplatni funkce call opce.
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Meéjme americkou opci s konvexni funkei vnitini hodnoty g(s) takovou, ze g(0) < 0.
Vyplatni funkci max{g(s),0} ozna¢me g*(s). Funkce g7 (s) je také konvexni, pro
A € [0, 1] plati

g (Asi+ (L= A)s2) = max{0, g(As1 + (1 — A)s2)} < max{0, Ag(s1) + (1 — A)g(s2)}
< max{0, Ag™(s1) + (1 = A)g ™ (s2)} < Ag™(s1) + (1 - A)g(+(8)2)-
5.6

Vime, ze WS,@ je vzhledem k rizikové neutralnim pravdépodobnostem mar-
tingal, proto

o (50) = o (B[ nﬂ}) el (esa)] 6

Zvolime-li v (5.6) s; = 5, 53 = 0 a A = - je patrné, ze
_ 1 1
Ll
o (1 )] <2 [ 5] -
1, . 1
< —q" : :
Trr? ) <En [(1 +rynd (S1:)] (5.9)

Diskontovany proces vyplatni funkce call opce je submartingal. Véta 12 impli-
kuje
B[ (S| S Bl ra(Sw)] = W
(14 7)NA M= )N 0

Pro kazdé 7 € Sy plati Ii;<ny ﬁgﬂ&) < WgJF(SN,\T) a zZaver jiz vy-
plyva
1 E

TES

Dokazali jsme, ze o¢ekavany zisk americké call opce ma tendenci rist (je submar-

tingal), proto VA =R, [%} = VE pro kazdé n =0,...,N —1 a7 € {N,00}.

Do ceny se nepromitne moznost opci predcasné uplatnit.

Poznamka. Pro americkou put (5.10) neplati. Je pravda, ze jeji funkce vnitini
hodnoty je konvexni, ale g(0) £ 0. Na obrazku 5.2* vidime, ze ¢(0) = K. Zatimco
nerovnost (5.7) zistava v platnosti, misto (5.9) mame

bl ()] <Rl (-] o
a g+(5n)§En[$g+(Sn+1)}+T:_1K (5.12)

3Srovnejme s obrazkem 5.1.
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— gt (s)"

— 2(s)

a(s)

Obrazek 5.2: Funkce vnitini hodnoty a vyplatni funkce put opce.

U diskontovaného procesu vyplatni funkce americké put nelze na submartingalo-
vou vlastnost usuzovat a ma smysl se zabyvat optimalnim uplatnénim.
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Zaver

Rychlé a presné numerické algoritmy se staly esencidlnim néstrojem ocenovani
opci i jinych finan¢nich derivati. Tato prace predstavila numerickou metodu oce-
novani binomickymi stromy. Pii vystavbé binomického modelu jsme se seznémili
s fundamentalnim konceptem ocenovani opci — rizikové neutralnim ocenovanim
i s pokrocilejsimi tématy martingal, markovskych procest ¢i state price. Dokazali
jsme, ze proces diskontované ceny evropské opce je vzhledem k rizikové neutralni
pravdépodobnostni mire martingal. Markovska vlastnost procesu nam umoznila
zefektivnéni dosavadnich algoritmii.

I kdyz tato pokrocilejsi latka nebyla k implementaci binomického modelu ne-
zbytné nutnd, zasadila jej do kontextu spojitych modeli, jejichz je aproximaci.
Pii parametrizaci faktort urcujicich volatilitu binomického modelu jsme vyché-
zeli pravé ze spojitého modelu chovani trhu — geometrického Wienerova procesu
a souvisejici log-normality ceny akcie. U zobecnéni na stromy trinomické zasahoval
spojity model i do parametrizace rizikoveé neutralnich pravdépodobnosti. [lustrovali
jsme, ale nedokazovali, Ze modely se vSemi zminovanymi parametrizacemi konver-
guji k Blackové-Scholesové modelu. Pfesnost modeli jsme potom posuzovali pod-
le odchylek v ocenéni od Blackova—Scholesova modelu, efektivitu podle rychlosti
konvergence a ¢asové narocnosti. Jako optimalni nejprve vysel trinomicky model
s Kamradovou—Ritchkenovou parametrizaci. Poté, co jsme pro binomické stromy
odvodili velmi rychlé algoritmy (P8),(P9), pocitajici pouze s posledni periodou
stromu, pievaha trinomického modelu se vytratila. Na americkych opcich jsme
vysledky jednotlivych parametrizaci netestovali, s pomoci martingalli jsme ovSem
ukézali, zZe cena americkych call opci nevyplacejicich dividendu musi byt stejna
jako cena evropskych opci. Pro americké put opce jsme odvodili dobu optimalniho
uplatnéni a dokédzali, zZe zastavenim diskontovaného procesu ceny opce v optimal-
nim case zamezime poklesu jeji ocekdvané hodnoty, tj. misto supermartingalové
vlastnosti zaru¢ime vlastnost martingalovou.

Ptinos prace spoc¢iva v pristupu vyvazujicim matematicky popis finan¢ni reality
a praktické vyuziti modelu pii oceniovani opci.
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