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Uvod

Maticova algebra se uplatiiuje v mnoha oblastech matematiky. Tato prace se za-
méfuje na tu ¢ast teorie matic, ktera se bézné pouziva v pravdépodobnosti, sta-
tistice a souvisejicich oborech. Student se s ni tedy setka na rtiznych prednaskach,
¢asto v podobé pouhych poznamek, bez dikazt a souvislosti. Prednasky linearni
algebry sice osvétluji zaklady maticového poctu, jsou vSak naplnény predevsim
jinymi tématy, a tak prostor pro dalsi partie teorie matic nezbyva.

Smyslem prace je tyto uzitecné informace vyhledat v literature a prehledné je
shrnout. Proto obsahuje definice pouzivanych pojmii, souvisejici tvrzeni véetné
diikazi, pro ovéfeni porozumeéni spocitané ilustrac¢ni priklady a v poznamkach
naznacené souvislosti s uzitim ve statistice. Student by po precteni této prace
mél byt schopen hloubéji proniknout do latky probirané v dalsich predmétech.
Absolvovani zakladnich prednasek linearni algebry a matematické analyzy je nut-
nou a zaroven postacujici podminkou ke ¢teni a pochopeni tohoto materialu. Pro
pripadné zajemce jsou vSak zminény i knihy k dalsimu moznému studiu.

Uvodni kapitola shrnuje zakladni poznatky teorie matic, se kterymi je stu-
dent obeznadmen jiz po prvnim roc¢niku studia. Zacind zavedenim pojmu matice
a uvadi typy matic. Dale obsahuje vycet zakladnich poznatkti o stopé, hodnosti,
determinantu, vlastnich ¢islech a vektorech matice a o inverzni a transponované
matici. Velka ¢ast uvedeného je uzita v nasledujicich kapitolach.

V druhé kapitole se nachazi mnozstvi definic specialnich typu matic a jejich
vlastnosti. Mimo jiné se zaméfuje na idempotentni matici. Cast je vénovana také
ortogonalni matici, jejiz vlastnosti uplatnime i v nasledujicich kapitolach.

Treti kapitola se zabyva rozkladem matice na dvojici (¢i trojici) jinych matic,
které maji uziteéné vlastnosti (jsou ortogonalni, diagonalni apod.). Hlavni ¢asti
je spektralni rozklad matice. VSechna uvedena tvrzeni jsou dokazana.

Ctvrta kapitola obsahuje nékolik ¢asti, z nichz v kazdé je popsano jedno uzi-
tecné a zaroven velmi zajimavé téma - funkce matic, maticové derivovani, Kro-
neckeriv soucin a vektorizace matic.



1. Zakladni pojmy

V této kapitole pfehledné shrneme zakladni definice a dulezité véty z teorie ma-
tic. Utvorime tak zakladni aparat pro vyjadfovani v dalsich, hlubsich c¢astech
prace. Pro studenta, ktery absolvoval kurz linearni algebry, by méla byt prvni
¢ast (definice matice a vycet terminologie) snadnym opakovanim. Ve druhé ¢ésti,
kde rozebereme pojmy stopa matice, determinant, hodnost, vlastni ¢isla a vlastni
vektory, je shrnuto mnozstvi vlastnosti uvedenych pojmiu (bez vyjimky jsou to
uzitecna fakta - ¢asto z pohledu vypocetniho i teoretického). Ditkazy lze zpravidla
dohledat v zakladni literatute [2], [3].

1.1 Matice, maticové operace

Definice. Obdélnikové schéma ¢isel

a1 a19 AT

a921 a922 Ce A9y,
A = (ay) =

Am1 Am2 .. Qmn

nazyvame matice typu m x n (matice o m fadcich a n sloupcich). Jednotliva ¢isla
nazyvame proky matice. Prvek v i-tém radku v j-tém sloupci zna¢ime a;; (v praci
pfedpokladame a;; € R, kde R zna¢i mnozinu realnych ¢isel).

Nékteré matice maji pro svou zvlastni dilezitost pojmenovani, v textu se
budou casto vyskytovat. Proto uvadime ptehled bézné uzivané terminologie.

e Matici o jednom sloupci nazyvame sloupcovy vektor.
e Matici o jednom fadku nazyvame rddkovy vektor.

e Sloupcovy vektor, jehoz vsechny prvky jsou 1 nazyvame jednotkovy vektor,
znacime 1.

e Matici, jejiz kazdy prvek je 0 nazyvame nulovd matice, znacime 0.

e Matici typu n X n nazyvame ctvercovd matice (fddu n). Prvky a; nazyvame
diagondlni.

e Ctvercovou matici spliiujici a;; = aj; pro kazdé i, j nazyvame symetrickd
matice.

e Ctvercovou matici splitujici a;; = 0 pro kazdé i > j nazgvame horni troji-
helnikovd matice (analogicky definujeme dolni trojihelnikovou matici).

o Ctvercovou matici, jejiz vSechny nenulové prvky jsou diagonalni, nazjvame
diagondlni matice.

e Diagonalni matici spliujici a; = 1 pro kazdé i nazyvame jednotkova matice,
znacime 1.



V textu se budeme drzet standardniho znaceni, pro matice budeme pouzivat
velkd tucna pismena (A, B, ...), pro vektory mald tuénd pismena (a, b, ...).
Nebude-li uvedeno jinak, mame na mysli vektorem vektor sloupcovy. Bude-li tieba
zduraznit rozméry matice resp. vektoru, budeme znacit A,,, (m pocet fadku, n
pocet sloupcil) resp. a,,.

Shrneme si rovnéz zakladni maticové operace.

e Bud k& € R. k-ndsobkem matice A rozumime matici, jejiz prvky jsou k-
nasobky prvki matice A (tj. kA = (ka;;)).

e Budte A a B matice stejného typu. Souctem matic A a B rozumime matici
A + B = (CLZ']' + sz)

e Bud A matice typu m x n a B matice typu n x p. Soucinem matic A a B
rozumime matici AB = (3", ayb;) (typu m X p).

e Transponovanou matici k matici A typu m x n rozumime matici A" = (a;;)
typu n X m.

e Bud A ¢tvercova matice. Existuje-li matice A~! splitujici AA™! = A~1A =
I, nazveme ji inverzni matice k matici A, o matici A pak fekneme, ze je
wnvertibilni. Inverzni matice je urcena jednoznacné.

Véta 1. (Viastnosti transponované matice.) Budte A a B matice takového typu,
aby nasledujici vyrazy byly definovany. Pak plati:

(i) (AT)T = A.

(ii) (kA)T = kAT, k € R.
(iii) (A +B)T = AT + BT.
(iv) (AB)T = BTAT.

(v) Je-li A invertibilni matice, pak AT je rovné? invertibilni a plati (AT)™! =
(A7HT.

Véta 2. (Viastnosti inverzni matice.) Budte A a B invertibilni matice. Pak plati:
(i) (kA)"'=k1A! ke R\{0}.
(i1) Matice AB je invertibilni a plati (AB)~! = B71A1.

(iii) Matice A~ je invertibilni a plati (A71)™1 = A.

Definice. Matici A nazyvame blokovda matice, pokud plati

A_(gg>

B, C, D a E jsou matice takové, ze B a C maji stejny pocet fadkd, B a D
maji stejny pocet sloupcti. Nejcastéji jsou B a E matice ¢tvercové, neni to vsak
podminkou.

Poznamka. Ptredchozi definici pouzivame cCasto, uzite¢ny je napriklad zapis ma-
tice jako sloupcového vektoru fadki (nebo fadkového vektoru sloupcti).



1.2 Zakladni vlastnosti matic

Definice. Bud A ¢tvercova matice fadu n. Vyraz ay; + ... + an, = Y ay; (soucet
diagonalnich prvku A) nazyvame stopa matice A, oznacujeme tr(A).

Véta 3. (Viastnosti stopy matice.) Budte A a B ¢tvercové matice stejného radu.
Pak plati:

(i) tr(kA) = ktr(A), k € R.
(ii) tr(AT) = tr(A).
(111) tr(A 4+ B) = tr(A) + tr(B).

(iv) Budte A matice typu m x n a B matice typu n x m. Pak plati
tI'(AB) = tr(BA) = Z?:l Z;nzl aijbji'

Definice. Bud A ¢tvercova matice fadu n. Cislo

n

det(A) = Z zn(P) HGP(i)ia

PcS, =1

kde S, je mnozina vSech permutaci n-prvkové mnoziny a zn(P) je znaménko
permutace P, nazyvame determinant matice A. Podrobnosti viz [2, kap. 14].

Definice. Rekneme, 7e matice A je reguldrni, pokud det(A) # 0. Rekneme, ze
matice je singuldrni, pokud det(A) = 0.

Véta 4. (Viastnosti determinantu matice.) Mimo [2] a [3] také [12, dod. A].
(i) det(kA) = k™ det(A).

(ii) det(AT) = det(A).

(iii) det(A~1) = (det(A))~".

(iv) det(AB) = det(A) det(B).

(v) Je-li A horni trojihlelnikovd matice, dolni trojihelnikovd matice nebo dia-
gondlni matice, pak det(A) =[] ai.

(vi) Budte A a B ctvercové matice libovolného tadu, pak plati:

det ( i ) — det(A) det(B).

(vit) det ( g g ) = det(B) det(E — DB™'C) = det(E) det(B — CE™'D).

(viii) Budte A regularni matice fadu m, B matice typu m X n a C matice typu
n X m, pak plati:

det(A + BC) = det(A) det(1,,, + A"'BC) = det(A) det(I,, + CA™'B).



Definice. Rekneme, Ze vektory x, ..., X,, jsou linedrné nezdvislé, pokud neexistuji
konstanty kq, ..., k,, z nichz je aspon jedna nenulova, aby platilo:

k1X1 + ...+ knxn =0.

Definice. Linedrni kombinaci vektort x4, ..., X, rozumime libovolny vektor tvaru
kix1 + ... + k.x,, k; € R. Jsou-li vSechna k; rovna nule, fekneme, Ze linearni
kombinace je trividlnz.

Definice. Hodnost matice definujeme jako nejvyssi pocet linearné nezavislych
sloupcii matice A, zna¢ime h(A).

Véta 5. (Viastnosti hodnosti matice.) [12, dod. AJ.
(i) 0 < h(A,,,) < min(m, n).
(ii) h(A) = h(AT).
(i1i) h(A +B) < h(A) + h(B).
(iv) h(AB) < min(h(A), h(B)).
(v) h(A) = h(ATA) = h(AAT).
(vi) Necht h(B,,) =n a h(C,,) = p, potom h(BAC) = h(A).

Definice. Bud A ¢tvercova matice fadu n. Polynom det(A — AI) nazyvame cha-
rakteristicky polynom matice A. Jeho (obecné komplexni) kofeny A, ..., A, nazy-
vame vlastni hodnoty (¢isla) matice A (muze nastat \; = \;, ackoli i # j), n-tici
A1, ..., A\p nazyvame spektrum matice A. Nenulovy vektor u spliujici Au = \u
nazyvame vlastni vektor matice A (prislusny X;).

Véta 6. (Viastnosti vlastnich ¢isel a vektori.) Bud A ¢tvercovd matice Tddu n,
Ay ooy Ay Jegi vlastni hodnoty a w; vlastni vektor prislusny N\;,i € {1,...,n}. Pak
plati:

(i) iy X = tr(A).

(ii) 17—, Ai = det(A).

(111) ku;, k € R\{0} je rovnéz vlastnim vektorem prislusnym \;.

(iv) Matice kA (k € R\{0}) md vlastni ¢isla kX, ..., kA, a vlastni vektory u,.
(v) Matice A* md vlastni cisla Ny, ..., \* a viastni vektory ;.

(vi) Pokud je A invertibilni, pak A~' md vlastni ¢isla \[*, ..., \; ' a vlastni vek-
tory u;.

(vii) Matice AT md vlastni ¢isla My, ..., \,.

(viii) Vlastni ¢isla horni trojihelnikové matice, dolni trojuhelnikové matice a di-
agondlni matice jsou diagondlni prvky matice, tJ A\ = a11, ..., \p = Qnny.-

(iz) Bud B c¢tvercovd matice tdadu n. Pak vlastni ¢isla matic AB a BA jsou
stejnd.



(z) Jsou-li u a v vlastni vektory matice A prislusné \;, pak i vektor u+ v je
vlastni vektor matice A prislusny ;.

Véta 7. (Souvislost mezi wvedenymi pojmy.) Bud A c¢tvercovd matice Tadu n.
Pak nasledugict tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) A je requldrni (det(A) #0).
(1)) A ma hodnost n.
(11i) A je invertibilni.

(iv) 0 neni vlastni ¢islo matice A.

(v) Sloupce (¢i fadky uwvaZované jako sloupcové vektory) matice A jsou linedrné
nezavisle.

Definice. Symbol Kroneckerovo delta (0;;) definujeme 6;; = 0 pro i # j, 6;; = 1
pro i = j (tedy T = (5,)).

Definice. Skaldrni soucin vektort x,, a y,, definujeme jako xy = """ | z;1;.

Poznamka. Je zdsadni rozdil mezi vyrazy x’y (skalarni soucin - redlné ¢islo) a
xy! (matice typu n x n).

Poznamka. V praci nedefinujeme zakladni pojmy teorie vektorovych prostort,
jako je dimenze, baze, podprostor, generatory atd. Uzijeme je totiz pouze okrajove
(v nékolika dtikazech). V zékladni literatufe [2], [3] jsou samoziejmé tyto definice
velmi podrobné probrany.



2. Matice uzivané ve statistice

2.1 Idempotentni matice

Definice. Ctvercovou matici A, pro niz plati A?> = A, nazyvame idempotentni
matice.

Priklad. Diagonalni matice, jejiz diagonalni prvky jsou ¢isla 1 nebo 0 v libo-
volném mnozstvi je idempotentni (tedy i 0, I). P¥ikladem nediagonalni matice,
kterd je idempotentni, je +1,17 je totiz 21171117 = L1(2171)1" = 1117,

Véta 8. (Viastnosti idempotentni matice.) Bud A,,, idempotentni matice. Pak
plati:
(i) I— A, AT jsou idempotentni matice.

(ii) tr(A) =h(A) [1, kap. 4].
(iii) h(A) +h(I—A) =n.
(iv) Je-li A symetrickd, je pozitivné semidefinitni (viz ¢ast 2.5)[1, kap. 4].

(v) Viastni ¢isla matice A mohou byt pouze 1 nebo 0. Ndsobnost 1 je rovna
h(A), nasobnost 0 je rovna n —h(A) [6, véta 21.8.2].

Diikaz.

i) I-AP?=T-2A+A*=T—-2A+ A =1-— A. S vywitim vlastnosti (iv)
transponované matice plati (A7)? = ATAT = (AA)" = (A)T.

(ii) Necht h(A) =r # 0 (pokud r = 0, je uvazovana rovnost trivialni). Nejdiive
vyuzijeme toho, Ze matici A lze zapsat jako soucin matic B,,.C,,, jejichz
hodnost je r (toto tvrzeni je dokdzané v kapitole 3, véta o skeletnim roz-
kladu). Z vlastnosti (v) hodnosti matice vime, ze h(BTB) = r, tedy matice
je invertibilni, proto mtizeme oznacit L = (B"B)~'B”. Plati LB = I. Ob-
dobné muizeme najit matici P, pro kterou plati CP = I. Protoze matice A
je idempotentni, plati A = A? = BCBC = BC. Uvazujme nésledujici dvé
uzavorkovani vyrazu LBCBCP a upravme:

L(BCBC)P = L(BC)P = (LB)(CP) =II =1

(LB)CB(CP) = ICBI = CB.
Tedy CB = 1,,.. Vyuzitim vlastnosti (iv) stopy matice dostavame: tr(A) =
tr(BC) = tr(CB) = tr(I) = r = h(A) [1, kap. 4].

(iii) S vyuzitim pfedchozich dvou bodu a vlastnosti stopy matice plati h(A) +
h(I—-A)=tr(A)+trI—A)=tr(A+I1—A)=trl =n.

(iv) Bud x,, libovolné zvoleny vektor. S postupnym vyuzitim predpokladu idem-
potentnosti, symetrie a vlastnosti (iv) transponované matice dostavame:
xTAx = xA?x = xTATAx = (Ax)"(Ax) > 0 [1, kap. 4].



(v) Predpokladejme, ze A je vlastni ¢islo matice A, u vlastni vektor nalezici .
Pak plati: \u = Au = A%u = A(Au) = A(\u) = Mu = \u. Protoze u
je nenulovy, plati A = A%, tedy A = 1 nebo A = 0. Nésobnost plyne z (ii) a
obecné platné rovnosti sou¢tu vlastnich ¢isel a stopy matice [6, véta 21.8.2].

]

Poznamka. Bud A regularni idempotentni matice. Pak A je nutné jednotkova.

Miizeme totiz psit A = Al = AAA'=AA ' =1

Piiklad. Podle vlastnosti (i) a pfedchoziho ptikladu je matice I —n 1117 idem-
potentni, ziejmé je také symetrickd. Jeji hodnost (a stopa) je n — 1. Navic ma
nasledujici vlastnosti: pro libovolny vektor x,, plati:

n n
_ 1
x'(I-n"11")x =x"x — —x"T11"x = E ri —ni: = E x? — 2nT2 + Il =
n
i=1 =1
n

n n

2 = —2 —=\2
E %—22 xiwn—irnxn:g (x; — )%,
=1 =1

i=1

kde z, = L 3" | x; (aritmeticky primér ;). Také plati:

1 n
I-n 11 )x=x— - &1 =x—1,1,
I-n )X =X n;x X— T

vysledkem je tedy vektor odchylek od prumeéru [12, dod. A].

2.2 Ortogonalni matice

S pojmem ortogonalni matice se student do hloubky seznamil na ivodni prednasce
linearni algebry. Presto si uvedeme nékolik novych vlastnosti. Ortogonalni matice
je dulezitym pojmem v kapitole 3.

Definice. Rekneme, Ze ¢tvercova matice A je ortogondlni, pokud plati AAT =1
(tedy AT = A™1).

Definice. Rekneme, 7e vektory x a y jsou navzijem ortogondini, je-li x'y = 0.
Pokud je navic x’x =1 a y'y = 1 fekneme, Ze jsou ortonormdlni. Rekneme, Ze
mnozina vektort je ortogonélni (ortonormélni), jsou-li vSechny navzajem ruzné
dvojice vektort v ni obsazené ortogonalni (ortonormalni).

Poznamka. Mnozina ortogonélnich vektori je linedrné nezavisla [2, véta 26.13].

Poznamka. Pokud je libovolnd z matic A, AT, A~! ortogonalni jsou ortogonalni
i zbyvajici dvé [2, véta 27.8]. Ortogonalni matice je regularni, plati |[det(A)| =1
2, véta 27.7]. Oznacme sloupce (¢i fadky) ortogonalni matice A uvazované jako
sloupcové vektory ai, ..., a,, pak al a; = d;; (tedy je to mnozina ortonormalnich
vektorit).

Véta 9. Budte A, B ortogondlni matice. Pak plati:

(i) Matice AB je ortogonalni.



(i) A nemize mit jiné rediné vlastni ¢islo nez 1 nebo —1 [6, véta 21.8.1].
Diikaz.

(i) S vyuzitim vlastnosti (iv) transponované matice mame: (AB)(AB)T =
ABBYA”T = AA" =T (posledni dvé& rovnosti plynou z ptredpokladu or-
togonality matic).

(ii) Bud A redlné vlastni ¢islo A. Pak existuje nenulovy vektor u takovy, ze
plati Au = Au, miZzeme psat: u’u = u’Iu = u"ATAu = (Au)’(Au) =
(Au)” (M) = A?u’u. u”u je nenulové, tedy 1 = A\? [6, véta 21.8.1].

[]

Poznamka. (O permutac¢nich maticich.) Ptikladem ortogonédlni matice je libo-
volna ¢tvercova matice, ktera ma v kazdém radku a v kazdém sloupci prave jeden
prvek roven 1 a vSechny ostatni nulové. Takové matici fikame permutacni mati-
ce. Oznac¢me P, permutac¢ni matici a uvazujme libovolnou matici A,,,. Necht je
v radku r permutacni matice ¢islo 1 ve sloupci s. Pak r-tym radkem PA je s-ty
fadek matice A (fadky matice PA jsou permutované fadky matice A). Obdobné
lze ukézat, zZe nasobime-li vhodnou matici B permutac¢ni matici zprava, soucinem
je matice jejiz sloupce jsou permutované sloupce B.

Poznamka. (O rozlozitelnosti matic.) Uvazujme ¢tvercovou matici C,,,. O ma-
tici C Fekneme, ze je reducibilni (rozloZitelnd), existuje-li permutacni matice P
D o0
E F

Neni-li matice reducibilni, nazyvame ji ireducibilni (nerozloZitelna) [14, kap 1c.3].

takova, ze PCP7 je ve tvaru C = , kde matice D, F jsou c¢tvercové.

2.3 Stochasticka matice

Zakladnim pojmem teorie Markovovych fetézci je stochastickd matice. Z pohledu
maticové algebry ma nékolik zajimavych vlastnosti, které si ukazeme.

Definice. Stochastickd matice je ¢tvercova matice spliujici a;; > 0, Z?:1 a;; =1
provSechnai € {1, ...,n}. Stochasticky vektor definujeme jako vektor, jehoz slozky
jsou nezaporné a jejich soucet je 1.

Poznamka. Nékdy se rozliSuje pravd a levd stochastickd matice. Prava stochas-
ticka matice je uvedena v definici, pro levou stochastickou matici je podminka
Z?Zl a;; = 1 nahrazena podminkou ) ! | a;; = 1. Také existuje dvojité stochas-
tickd matice (spliujici obé podminky).

Véta 10. (Viastnosti stochastické matice.) Budte A a B stochastické matice,
pak plati:

(i) Matice AB je stochastickd. Tedy specidlné A%, A3, ... jsou stochastické ma-
tice.

(ii) Kazdé vlastni ¢islo A matice A splriuge |\ < 1.

(i1i) 1 je vlastnim cislem matice A. [10, kap. 6]
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Dukaz.

(i) Nezapornost prvkia matice AB je zfejma. Protoze matice A a B jsou sto-
chastické, plati Y 7" bj; = 1,Vj € {1,...,n} a >0 ap; = 1,Vk € {1,...,n}.
Ovéfme pro libovolné k, Ze soucet prvki v k-tém fadku matice AB je 1. Tu-
to podminku mtzeme zapsat jako > " > % aibu = 37 DL, aksbi =

Z?:l arj iy bji = Z;L:1 ag; = 1.

(ii) Uvazujme vlastni ¢islo A a jemu pfislusny vlastni vektor u. Ozna¢me [ index
takovy, ze plati |z;| > |z;],Vj € {1,...,n}. Ukdzeme, ze plati |A — ay| <
> i lai| (toto tvrzeni je zndmo pod ndzvem Gersgorinova véta). Mame
Au = \u, psdno po slozkach: Y77 | a;u; = Au;, Vi € {1,...,n}. Specialné
tedy Z?zl ajju; = Ay, ode¢tenim ¢lenu ayu; dostévame Z?# ajju; = \up —
ayu;. Aplikujme na rovnici absolutni hodnotu a vydélme ji u;, dostavame
N —au| = "3l < 1305 ayl, protoze |uju;'| < 1. Nyni jiz
podle trojuhelnikové nerovnosti, Gersgorinovy véty a z predpokladu, ze A
je stochasticka, plati:

A< A = aul + lau] <D fag| + lau] = Y lay| = 1.

J#l j=1

(iii) Tvrdime, zZe plati Au = Au pro A = 1 a jisty vektor u. Uvazujme u = 1,
uvedend rovnost plati, protoze » 7, a;l = 1,Vi € {1,..,n}. Tedy 1 je
vlastni vektor matice pfislusny vlastnimu ¢islu 1. [10, kap. 6]

]

Poznamka. (Perronova a Frobeniova véta.) Kazda kladnd (tj. a;; > 0 Vi, j) ¢tver-
cova matice A ma kladné vlastni ¢islo Ay, splnujici: Ay je jednoduchym kofenem
charakteristické rovnice, Ay, je vétsi nez absolutni hodnoty vSech ostatnich vlast-
nich ¢isel, vlastni vektor prislusny Ay, mé vsechny slozky kladné. S ohledem na
predchozi vétu je pro stochastické matice Ay, = 1. Je-li matice A ireducibilni
nezaporna (oslabeni predpokladu), pak véta porad plati, jen Ay je vétsi nebo
rovno absolutni hodnoté vSech ostatnich vlastnich ¢isel. Ireducibilita matice neni
vzdy patrna, pokud ale najdeme néjakou mocninu m matice A takovou, ze A™
je kladn4, splnime silnéjsi pfedpoklad a s vyuzitim vlastnosti (vii) vlastnich ¢isel
matice dostavame informaci o vlastnich ¢islech a vektorech matice A. Podrobnéji
viz [14, kap. 1c.3|, ndznak dikazu je v [13, kap. 14].

Poznamka. (Souvislost s Markovovy Fetézci.) Staciondrni rozdéleni je levym
vlastnim vektorem pfislusnym vlastnimu ¢islu 1 (kde levy vlastni vektor je Fad-
kovy vektor v spliujici pro néjaké A rovnost vA = Av). Markoviv fetézec je
rozlozitelny, je-li rozlozitelnd jeho matice.

2.4 Symetricka matice

V tvodni kapitole jsme jiz zminili pojem symetrické matice (A = AT). Pozadavek
symetrie je nutny pii spektralnim rozkladu matice (viz kapitola 3). Zde zminime
dalsi uzitecné vlastnosti symetrické matice.
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Véta 11. (Viastnosti symetrické matice.) Bud A ¢tvercovd matice Tddu n, pak
plati:

(1) Pro libovolné prirozené p a pro kazdou matici X, je matice XAXT syme-
trickd. Specidiné pro kazdou matici B plati, 3¢ BB je symetrickd matice.

(ii) Vsechna vlastni ¢isla A jsou redlndg [3, véta 15.10).

(111) Vlastni vektory odpovidajici navzdajem rizngm vlastnim cislim matice A
jsou navzdajem ortogonalni [6, véta 21.4.5].

Dikaz.

i) XAX"T = (XT)TATXT = XATXT = XAX". Kde prvni rovnost vy-
plyva z opakovaného uziti vlastnosti (iv) transponované matice a posledni
ze symetrie matice A. Ve specialnim piipadé sta¢i uvazovat BIBY = BB,
kde I je jednotkova matice patti¢ného radu.

(i) Viz [3, véta 15.10]

(iii) Budte A\; # Ay vlastni ¢&isla matice A a uj,uy jim odpovidajici vlastni
vektory. Mizeme psat Mjuluy, = (Auy)Tuy = (Auy)’uy, = ulATu, =
ul’Au, = ulT' (A\uy) = Auluy. Vzhledem k tomu, Ze \; # Ao, nutné ul uy, =
0 [6, véta 21.4.5].

]

2.5 Pozitivné (semi)definitni matice

Pojem pozitivné semidefinitni matice je ve statistice nezbytny - kazda rozptylova
matice je pozitivné semidefinitni. Vice se o této matici dozvime také v kapitole
3. Cerpali jsme z [6, kap. 14 a 21].

Definice. Bud A,,, symetricka ¢tvercova matice. Pokud pro kazdy nenulovy vek-
tor x,, plati xT Ax = Zij a;jx;x; > 0 fekneme, Ze matice A je pozitivné definit-
ni (zna¢ime A > 0). Pokud pro kazdy nenulovy vektor x o n slozkich plati
xTAx > 0 fekneme, 7e matice A je pozitivné semidefinitni (znacime A > 0).
Obdobneé lze definovat negativné definitni a negativnée semidefinitni matice.

Véta 12. (Viastnosti pozitivné definitni a pozitivné semidefinitni matice. )
(i) Pro libovolnou matici A plati (AAT) >0, (ATA) > 0.
(i1) Vlastni ¢isla pozitivné definitni matice jsou kladnd.

(i1i) Vlastni cisla pozitivné semidefinitni matice jsou nezdpornd.

(iv) Pozitivné definitni matice je invertibilni a jeji inverzni matice je rovnéz
pozitivné definitni.

(v) Necht A, > 0, pak pro kazdou matici B,,, plati B'AB > 0. Pokud navic
A > 0 a matice B je ¢tvercovd a requldrni, pak BT AB > 0 [12, dodatek A].
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Dukaz.

(i) S vyuzitim vlastnosti (iv) transponované matice mtizeme psat x' AT Ax =
(Ax)TAx > 0, kde x je vektor o odpovidajicim poctu slozek. Obdobné lze
dokézat pro AAT.

(ii) Pozitivné definitni matice je symetricka, tedy vime z vlastnosti (ii) syme-
trické matice, Ze jeji Cisla jsou redlna. Bud tedy A vlastni ¢islo matice A
a u jemu piislusny vlastni vektor. Vime Au = \u, tedy u’ Au = \u’u.
Proto A = (u’Au)/(u”u). Z definice je vlastni vektor nenulovy a tudiz je
jmenovatel kladny. Matice je pozitivné definitni a tedy x’ Ax > 0 pro kazdy
nenulovy x, tedy specialné i pro u, tedy citatel je kladny.

(iii) Obdobné jako (ii).

(iv) Stac¢i vyuzit vlastnosti (vi) vlastnich ¢&isel. Invertibilita matice plyne z ne-
nulovosti vlastnich ¢isel.

(v) Ziejmé pro kazdy nenulovy vektor x,, plati x’ B’ABx = (Bx)" A(Bx) > 0,
tedy BTAB > 0. Druhé ¢ast tvrzeni plyne z faktu Bx # 0 (nebot B je
regularni).

]

2.6 Projekéni matice

V této casti si zavedeme pojem projekéni matice a popiseme jeji zakladni vlastnos-
ti. Rovnéz strucné vysvétlime jeji geometrickou interpretaci. V kapitole 4 osvétli-
me souvislost s metodou nejmensich ¢tverct. Cerpali jsme z [6, kap. 12].

Definice. Bud A,,,, matice hodnosti n (sloupce jsou linedrné nezavislé vektory).
Matici Pao = A(ATA)~'AT nazyvame (ortogondlni) projekéni matice (na prostor
generovany sloupci matice A).

Poznamka. Inverzni matice v predchozi definici existuje podle vlastnosti (v)
hodnosti matice. Pozadavek linearni nezavislosti sloupcti matice A lze vypus-
tit, pak sice inverzni matice neexistuje, ale existuje tzv. pseudoinverzni matice,
s niz si definice zachova dobry smysl i vlastnosti uvedené v nasledujici vété. Vice
o pseudoinverzni matici lze nalézt napt¥. v [2, kap. 31].

Véta 13. Viastnosti projekcni matice. Bud A,,,, matice hodnostin, pak pro ma-

tici Po = A(ATA)LAT plati:
(i) PAA = A,

(i) Pa je idempotentni,

(i1i) Pa je symetrickad,

(iv) h(Pa) = h(A).

Diikaz.
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(i) PaA = A(ATA)TATA = A,
(i) P4 = A(ATA)TATA(ATA) AT = A(ATA) AT = P,.

(i) PR = (A(ATA)TTAT)T = (AT)T((ATA)"HTAT = A((ATA)T)TAT =
A(ATA)IAT = P,.

(iv) h(A) = h(PaA) < h(Pa) (z vlastnosti (iv) hodnosti matice) obdobné
h(Pa) = h(A(ATA)'AT) < h(A).

]

Poznamka. Uvazujme bod a v n-dimenziondlnim prostoru a jeho podprostor
dimenze m, m < n, ktery je generovan sloupci jisté matice A. Hledame-li bod
tohoto podprostoru, ktery je nejblize bodu a, pak timto bodem je a = Paa
(uvazujeme vzdalenost bodi x a y definovanou jako /> (z; — y;)?). Pro n = 3,
m = 2 si jako a miizeme predstavit libovolny bod prostoru a jako a patu kolmice,
ktera byla spusténa z bodu a do jisté roviny. Bodu a pak tikdme ortogondini
projekce bodu a na danou rovinu. P¥iklady lze nalézt v [7, kap. 12].
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3. Rozklady matice

V této kapitole se budeme zabyvat problémem tzv. rozkladu matice. Rozloze-
ni matice znamena jeji zapsani jako soucinu nékolika jinych matic, které maji
jisté vlastnosti. Uplatnéni mnohych rozkladu je nejen teoretické (napi. pii di-
kazech), ale i praktické (pfi vypoctu determinanti, inverznich matic apod.) [12,

dodatek A].

3.1 Skeletni rozklad

Véta 14. (Skeletni rozklad.) Bud A, libovolnd matice, h(A) = r > 1. Pak
existuji matice B,,,., C,, hodnosti r takove, Ze plati

A =BC.

Diikaz. Vytvorme matici B jako matici, jejiz sloupce jsou linearné nezavislé sloup-
ce matice A (r takovych podle definice hodnosti existuje). Kazdy sloupec matice
A tedy muzeme napsat jako linearni kombinaci sloupctt matice B. Koeficienty li-
nearni kombinace vytvaiejici j-ty sloupec matice A oznacme cyj, ..., ¢,;, vezmeme-
li je za j-ty sloupec matice C, bude splnéna pozadovana rovnost. h(B) < r podle
vlastnosti (i) hodnosti matice, h(B) > r podle vlastnosti (iv) hodnosti matice.
Stejné argumenty plati i pro matici C. [1, kap. 4] [

3.2 Spektralni rozklad

Poznamka. Z véty o vlastnostech vlastnich ¢isel a vektort (konkrétné bodu (iii)
a (x)) lze snadno dovodit, ze pfiddme-li ke vSem (redlnym) vlastnim vektorim
prislusnym jisté (realné) vlastni hodnoté A\ nulovy vektor, vznikne aritmeticky
vektorovy prostor nad R (viz [3, kap. 1]). Takovy prostor nazyvame vlastni pro-
stor matice A pfislusny \. Geometrickou nasobnosti vlastniho ¢isla A rozumime
dimenzi prislusného vlastniho prostoru. Algebraickou nasobnosti vlastniho ¢is-
la A rozumime néasobnost \ jako kofene charakteristického polynomu matice A.
Ztejmé soucet algebraickych ani geometrickych nasobnosti vSech vlastnich hod-
not matice nemize prekrocit fad matice n. Obecné plati, Ze algebraicka nasobnost
vlastniho ¢isla je vétsi nez jeho geometricka nasobnost nebo jsou si obé nasobnosti
rovny (dtkaz viz [6, véta 21.3.4]). V nasledujici vyznamné vété ukazeme, Ze pro
symetrické matice vzdy nastava rovnost.

Véta 15. (Spektrdlni rozklad.) Bud A symetrickd c¢tvercova matice. Pak existuji
ortogondlni matice U a diagonalni matice A takové, Ze plati

A = UAUT.

Navic diagondlni prvky matice A jsou vlastni ¢isla matice A a sloupce matice U
nm odpovidajict vlastni vektory.

Dukaz. Nejprve predpokladejme, ze vSechny vlastni ¢isla matice A maji algebraic-
kou néasobnost 1. Podle vlastnosti (ii) symetrické matice vime, Ze tedy existuje
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n-tice navzajem ruznych realnych cisel \q, ..., A, a jim odpovidajici vlastni vekto-
ry ug, ..., U,, které jsou podle (i) téZze véty navzajem ortogonélni (a tedy linearné
nezavislé). Mizeme pro 7,7 = 1,...,n psdét Au; = \ju;, u/ Au; = \julu; =
Ajdij, v maticové formé UTAU = A. Tuto rovnost sta¢i upravit nasledovné:
UUTAUU? = UAUT, tedy A = UAUT.

Necht nyni nejsou vsechna vlastni ¢isla navzajem rtizna. Reknéme, Ze exis-
tuje k (k < n) navzdjem ruznych vlastnich ¢isel s algebraickymi ndsobnostmi
my,...,mg. Témto vlastnim c¢islim odpovidaji vlastni prostory Vi, ..., Vi, které
maji dimenze dy, ..., d;. Oznaéme d = Zle d;. Mzeme tedy najit ortonorméalni
mnozinu vektort uy, ..., uy (diky ortogonalité Vi, ..., V), Ze uy, ..., u,,, tvoii bazi
Vi, dale Wy, 41, ..oy Wy +m, tvorl bazi Vo atd. Po piipadném pfecisleni mizeme
dale psat Au; = Au;,i = 1,...,d. Nyni sporem ukazeme, Ze neni mozné, aby
d < n (pokud d = n, jsme hotovi). Bez Gjmy na obecnosti miuZzeme ptredpokladat,
ze vSechna vlastni ¢isla A jsou kladna. Pokud ne, mtzeme totiz vzit v tvahu
matici A + (|[A\nin| + 1)1, kde A je nejmensi vlastni ¢islo matice A. Ziejmé
tato nova matice ma stejné vlastni vektory jako matice ptivodni. Ozna¢me ny-
ni B=A - Y% \uu?. Z vlastnosti stopy matice a vlastnosti (i) vlastnich
Gisel matice mizeme psat tr(B) = tr(A) — S0 \;(ulw,;) = Yo g1 Ai > 0 (sta-
¢i si uvédomit, ze obecné plati x’x = tr(xx’)). Tedy B ma néjaké nenulové
vlastni ¢islo # a jemu pfislusny vlastni vektor x. Potom pro 1 < j < d plati:
fulx = ul Bx = (\ju] — S Ai(u]u;)uf)x = 0. Coz znamena, Ze x je orto-
gonalni k uy, ..., uy. Zaroven ale mtzeme snadno ukazat, ze x je i vlastni vektor
A fx =Bx = (A- Y Zuul)x = Ax — 30 \(ufx)u; = Ax. Takie 8
je vlastnim ¢islem A a x jemu prislusny vlastni vektor. To ale znamena, Ze je
obsazen v néjakém z prostort Vi, ...,V a nemiize byt ortogonalni na jeho bézi
(kterou tvori neprazdné podmnozina vektort uy, ..., u,) [12, dodatek A]. ]

Poznamka. (O mocnindch matice.) Pro symetrickou matici A podle pfedchozi
véty miizeme psit A2 = UAUTUAUT = UA?*U7, kde A? lze snadno spocitat,
protoze A je diagonalni matice. Podobné muzeme pocitat A™ pro n € N. Dale
ziejmé A~' = UA U7 (je-li A™' definovéna, tedy jsou-li diagonalni prvky A
nenulové), protoze AA™' = UAUTUA 'U” = 1. Obecné miizeme definovat Aq
(kde p, g jsou celé ¢isla), pokud je tato mocnina definovana pro vsechny diagonalni
prvky matice A. Aplikaci vlastnosti (i) symetrické matice na As vidime, ze As
je opét symetricka matice.

Poznamka. (O rozptylovych maticich.) Bud A libovolna pozitivné semidefinitni
matice. Pak ma smysl A:. Bud X nahodny vektor s jednotkovou rozptylovou
matici. Pak rozptylovou matici ndhodného vektoru A:X spocitame: var(A%X) =
Azvar(X)(Az)T = A. Coz znamené, 7e kazda pozitivné semidefinitni matice je
i rozptylovou matici néjakého ndhodného vektoru.

Diusledek. Bud A,,, >0, h(A) =r > 1. Pak ezistuje matice:
(i) B, hodnosti r takovd, Ze plati
A =BB".
(ii) Symetricka C,,, takovd, Ze plati
A =C2
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Dukaz.

(i) Protoze A je pozitivné semidefinitni, je podle definice symetricka, tedy ma
néjaky spektralni rozklad UAUT. Podle vlastnosti (vi) hodnosti matice vidi-
me, ze h(A) = h(A), tedy A ma r nenulovych prvki na diagonale, oznac¢me
je A1, ..., A Navic podle vlastnosti (iii) pozitivné semidefinitni matice jsou
vSechna tato ¢isla kladna. Mizeme tedy oznagdit:

A2 0

1

0 A

~ 1 :
A, = i
0 0 A2
0 0 0 0

(SIS

11 ~
Plati: A = UAU” = UA?(A?)"U” = BB, kde jsme oznacili B = UAZ.
U je ortogonalni, tedy regulérni, takze B ma opravdu hodnost . [1, kap. 4]

(i) Staci zvolit C = UA:UT. Symetrii jsme zdtvodnili v pozndmce o mocni-
nach matice. Rovnost A = C? je zfejma. [12, dodatek A].

]

3.3 Rozklad podle singularnich hodnot

Véta 16. (Rozklad podle singuldrnich hodnot.) Bud A, libovolnd matice nenu-
lové hodnosti r. Pak existuji matice L., U,,., V. takové, Ze plati

A =ULV".
Navic L je diagondlni matice s kladnymi proky na diagondle a UTU = VIV = 1.

Diikaz. Pro jiny dtkaz viz [6, kap. 21], tento je zaloZeny spiSe na [14, kap. 1c.3]
a [12, dodatek A]. Podle vlastnosti (i) pozitivné semidefinitni matice vime, Ze
AT A je pozitivné semidefinitni. Tedy podle diikazu (i) pfedchoziho diisledku a
vlastnosti (v) hodnosti matice vime, Ze ma r kladnych vlastnich ¢isel. Oznacme je
A2 ..., A", Vétou o spektralnim rozkladu mdme zarudenu existenci r ortogonélnich
vektort vy, ..., v, jim pfislusnych (tedy podle definice pfi tomto znaceni méame
(ATA)v; = \v;) . Ozna¢me V matici, jejiz sloupce jsou vy, ..., v,.. Diky ortogo-
nalité plati V'V = I. Dale pro i = 1,...,7 ozna¢me u; = \; ' Av; a matici, jejiz

sloupce jsou tyto vektory oznacme U. Ukazeme ortogonalitu mnoziny uy, ..., u,:
T.. _ \—1 TAT\—1 I\ —1_T(AT Iyl T2, AT
wiu; = A v ATATAY; = ANV (ATA)v; = ATAT VA = v =

b;;. Tedy plati UTU = I. Ozna¢me L diagonalni matici, jejiz diagonalni prvky
jsou \;. Chceme ukézat A = ULV”, tedy UTAV = UTULV’V = L.

UTAV:UT(Avl Avy, ... Avr):UT()\lul Aoy ... )\rur):L.

]
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3.4 Choleského rozklad

Véta 17. (Choleského rozklad.) Bud A, > 0. Pak existuje jednoznacné urcend
dolni trojuhelnikovda matice Ly, s kladnymi diagondlnimi prvky, Ze plati:

A =LL".
Diikaz. Dokazeme matematickou indukci podle n. Pron = 1 definujme L = \/a1;.
Pro n > 1 pisSme A jako: ( AgT_ Loa ) , kde A,,_; vznikne z A vypusténim

posledniho sloupce a radku, a je posledni sloupec A bez posledniho prvku. Z
definice vime, ze plati x’ Ax > 0,Vx, # 0, specidlné pro vSechny x,, jejichz
posledni slozka je 0, tedy A,,_; je PD. Déle plati (0, ...,0, 1)TA(0,...,0,1) = a,, >
0. Z indukéniho predpokladu vime, Ze existuje jednoznacné urc¢end matice L,,_;
takovd, ze A,,_; = L, ;L? | a diagondlni prvky L,_; jsou kladné. Hledejme tedy
matici L splnujici:

A,_, a L,y O Ll &1\ _ir7
( a’ a,m>_( a’ znn)( o 1, )"

Neznamé pro nas jsou J a [,,. Mame L, 13 = a, L,_; je dolni trojuhelnikova
matice a na diagonale ma kladné prvky, tedy ma kladny determinant (je regular-
nf). Existuje tedy jednozna¢né uréena matice L', takova, ze 1 = L ' a. Déle
z vlastnosti (iv) a (vi) determinantu mame det(A) = (det(L,_;))?/?,. Protoze
det(A) > 0 a (det(L,_1))? > 0, existuje jednozna¢né urcené kladné ¢islo

L det(A)
"\ (det(Ly, )2

5, kap. 2].
[l

Priklad. Choleského rozklad lze snadno spocitat i bez vyuziti inverznich ma-
tic. Rovnost napiseme pro jednotlivé prvky matice A a rovnice fesime ve sprav-
ném poradi, abychom znali potfebné proménné. Jednou moznosti je postupovat
po sloupcich matice L shora doli. Pro matici

1 2 3 lll O 0 lll lgl l31
A=1220 26 | =LLT = Iy Loy O |.| O Iy I
3 26 70 lsr sy I3 0 0 g
mame
12[%17
2:llll217
3 = li1ls1,

20 = l%l + lgza
26 = 121131 + l22l327

Postupné dostaneme: [y; =1, oy =2, 31 =3, ls=4, I3 =05, I33=0506.
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3.5 QR rozklad

Véta 18. (QR rozklad.) Bud A,,, matice, h(A) = n > 1. Pak existuje mati-
ce Qumn, jejiz sloupce jsou ortonormdlni vektory, a horni trojuhelnikovd matice
s kladnymi diagondlnimi prvky R,,,, hodnosti n, Ze plati

A = QR.

Diikaz. Ozna¢me ay, ..., a, sloupce matice A (linedrné nezavislé vektory). Pak
existuji nenulové ortogonalni vektory by, ..., b,, které ziskdme néasledujicim po-
stupem:

b1 = ai
by = a; —w2by
bn = ap — xn—lnbn—l e xlnbh

kde z;; = (a?bi)/(b?bi). by, ..., b, jsou nenulové, protoze je lze vyjadrit jako
netrivialni linearni kombinaci vektori ay, ..., a,,. Ortogonalitu dokdzeme matema-
tickou indukci. Pro jeden vektor mame by = a;, tedy tvrzeni plati. Nechf nyni
tvrzeni plati pro £ — 1, podle indukéniho predpokladu mame pro j =1,....k — 1:
bgbj = a}gbj — xk_lkb%llbj — .. Jflkb?bj = afbj — xjkb?bj =0« Tk =
(azbj)/(bijj). Ozna¢me B matici, jejiz sloupce jsou by, ..., b, a X matici, jejiz
prvky z;; jsou vysSe uvedené pro ¢ < j a dale 0 pro ¢ > j a 1 pro ¢ = j. Pak plati
A = BX (jak lze vidét, kdyz v soustavé definujici by, ..., b, vyjadiime ay, ..., a,).
Dale definujme diagonalni matici D, jejiz diagondlni prvky jsou d;; = (bI'b;)~L.
Pak mtizeme psat A = BDD 'X. Staéi oznacdit Q = BD a R = DX a matice
spliuji pozadavky uvedené ve znéni véty. [2, kap. 26], [6, kap. 6]

[
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4. Dalsi kapitoly teorie matic

4.1 Funkce matic

V této casti se seznamime s velmi zajimavym tématem, které popisuje, jak zo-
becnit pojem funkce (Feknéme realné funkce redlné proménné) tak, aby jejim
argumentem i hodnotou byla matice (stejného rozméru). Jinymi slovy pro zna-
mou funkci f : R — R chceme zadefinovat f : A, — A, (kde A,,, je mnoZina
vech matic fadu n). Samoziejmé cilem je, aby pfi tomto zobecnéni byly vlastnos-
ti funkei ve velké mite zachovany. Prikladem funkci, které jiz dokazeme v tomto
smyslu uvazovat jsou napf. polynomialni funkce (protoze pfirozena mocnina mati-
ce a nasobeni matice skaldrem jsou zakladni maticové operace), nebo v kapitole 3
zminén4 odmocninova matice A2, Vysvétlime, jak obecné tento problém vyftesit a
vice se zaméfime na elementarni funkce (exponenciala, logaritmus, goniometrické
funkce). K tomuto bude potieba zopakovat nékteré pojmy tykajici se Jordanova
tvaru matice (podrobnéji viz [2, kap. 18], [3, kap. 17]). Kapitolu o exponencidle
matice mizeme nalézt v ([13, kap. 11]). Stru¢né problém funkci matic nalezneme
v [9, kap. 3.13] ucelené v [4, kap. 5]. Velmi detailné se teorii i praktickymi aspekty
maticovych funkei zaobira kniha [8]. Maticové funkce maji rozsahlé uplatnéni, na-
pt. v Markovovych fetézcich se spojitym casem hraje diilezitou roli exponenciala
matice.

Definice. Rekneme, Ze ¢tvercové matice A,,, a B,, jsou podobné, existuje-li
regularni matice C,,, takova, ze plati A = C™'BC.

Poznamka. Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom (nahlédneme
z det(C'AC — A\I) = det(C (A — AI)C) = det(C!)det(A — M)det(C) =
det(A — AI)), vlastni ¢isla, stopu, hodnost a determinant [2, kap. 18].

Definice. Rekneme, 7ze matice je diagonalizovatelnd, pokud je podobné néjaké
diagonalni matici.

Definice. Ctvercovou blokové diagonalni matici J ve tvaru

7

J, 0 ... 0

0 3 . PV | :

J= o ykde ;= ¢+ o0 0 0
Lol 0

0o ... 0 I, ‘ oo |

0 .. ... 0 N

nazveme Jordanova matice, matice J; nazyvame Jordanovy bunky. Je-li jista ma-
tice A podobna J, fekneme, ze A méa Jordanuv kanonicky tvar J.

Véta 19. Kazdd ¢tvercovd matice md Jordaniv kanonicky tvar (proky Jordanovy
matice mohou byt komplexni ¢isla) [2, véta 18.16].

Poznamka. Matice je diagonalizovatelnd, je-li jeji Jordantv kanonicky tvar J
slozen pouze z bunék fadu 1. Pro diagonalizovatelné matice se problémy matico-
vych funkci vyrazné zjednodusuji.
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Definice. Nechf mé matice A Jordaniv kanonicky tvar slozeny z Jordanovych
bunek Ji, ..., J; fadu ji, ..., jr. Rekneme, Ze funkce f je definovand na spektru A,
pokud existuji vSechny

DN, d=0,....5:—1, i=1,.. k.

Definice. Nechf je f definované na spektru A a nechf A = CJC™!. Pak definu-
jeme maticovou funkei f(A) takto:

f(A) = Cf(J)C™" = Cdiag(f(Jx))C™",

kde Gi=1D ()
FO0) ) e

T )

0 o 0 f)
Poznamka. Tato na prvni pohled slozita definice mé svij smysl, jak pozdéji
uvidime. Definovani maticové funkce intuitivné napt. ve smyslu aplikovani funkce
f na prvky matice a;; obecné nepfinese oc¢ekavané vysledky. Snadno vidime napf-.

. . 1 4 1 2

ze oznaCime-li A = ( 9 16 ) a A = ( 3 4 ) , pak A # (A2)2
Poznamka. Predchozi definice se vyrazné zjednodusuje pro diagonalizovatelné
matice, f se pouze aplikuje na diagonalni prvky Jordanova kanonického tvaru.
Uzitecné pozorovani je, ze na zapis f(A) = Cf(J)C™! se miizeme divat jako
na spektralni rozklad. Vlastni vektory matic A a f(A) se shoduji, vlastni ¢isla
matice f(A) ziskdme aplikaci f na vlastni ¢isla A. [8, kap. 1]

Véta 20. Necht mda f Tayloriv rozvoj

" (g
1) =3 0

k=0

s polomerem konvergence r. Pak pro c¢tvercovou matici A je f(A) definovdno a
ddno vzorcem

— P ()
k=0
prave kdyz kazZdd vlastni hodnota \; matice A splnuje jednu z podminek:
(i) |\ —a] <,

(i) |N\i — a| = r a Taylorova vada ™Y (N\) (kde n; je ¥dd Jordanovy buriky,
kterému \; odpovida) je konvergentni v bodé X\ = \;.

Dukaz.
Viz [8, véta 4.7]. ]
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Poznamka. Predchozi véta umoznuje zapsat elementarni funkce matic takto:

A
e* = I+A+ > +
A? Al
cosA = I-yﬁ-z-
) A3 A
SIHA = A—?—FF—
A2 A3
InI+A) = A——+——..., |N<L
2 3
Da se ukazat, ze takto definované funkce maji velkou ¢ast ocekavanych vlastnosti
zachovanu. Napf. exponencidla za jistych okolnosti spliiuje rovnost eAB = e#eP

(postacujici podminkou je komutativita matic, tj. AB = BA). Plati i Eulerav
vzorec (" = cos A +isin A) nebo souctové vzorce funkei sinus a cosinus. Vlast-
nosti logaritmu, napf. In(AB) = In A + In B jsou zachovany (avSak za dalsich
predpokladd, viz [8, kap. 11]).

a 1
0 a
Tato matice je obecnd Jordanova burika fadu 2, je tedy sama sobé Jordanovym

. 2
sina cosa )

Priklad. Ilustrujme platnost vztahu sin® A + cos? A = I pro A =

kanonickym tvarem. Podle definice mame: sin? A + cos? A = <

0 sin a
. 2 ) . 2 .
cosa —sina ([ sin’a 2sinacosa L[ cos*a —2sinacosa \
0 cosa 0 sin®a 0 cos?a
sin a 4 cos? a 0 1
0 sin a 4 cos? :

4.2 Maticové derivovani

V této casti ukazeme, jak elegantné vyuzit zapisu pomoci vektort a matic pri deri-
vovani. Dokazeme nékteré zakladni vzorce. Budeme uvazovat funkce f : R™*" —
R, pozdéji matice takovych funkci. Poznatky aplikujeme na odvozeni feseni pro-
blému nejmensich ¢tverci. Predpokladame zékladni znalosti (parcialniho) derivo-
vani z matematické analyzy. Ucelenou teorii maticového derivovani najdeme napft.
v [6, kap. 15]. Vénuje se mu celd kniha [11], a to véetné aplikaci ve statistice a
ekonometrii.

Definice. Bud X,,,,, matice, jejiz prvky z;; jsou redlné proménné a f realna funkce

téchto mn proménnych (f : R™*™ — R). Pak derivaci f podle X rozumime matici

parcidlnich derivaci <%), znacime %. Ve specialnim pripadé n = 1 piSeme
ij

(X)) _ <Bf(X)>
ox Ox; :

Priklad. M&jme f : R**? — R definovanou pfedpisem f(X) = sin xy; +e*21 %22 4

_ [ i1 12 af(X) _ COS X11 0
L1, X = ( Toy Too ) . Pak ox 63321+9622 +1 69621+I22 ’
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Véta 21. (O derivaci forem.) Budte a, y a A vektory a matice konstant tako-
vych rozmeéri, aby ndsledugici souciny byly definovany. Pak plati (vybrano z [12,
dod. AJ):

T T T
(t) agxx - A agxx = 2%, ax@: = AY
(1) ax(;:x = (A + AT)x (A je ctvercovd matice, je-li navic symetrickd, je
(A + AT)x = 2Ax).
Diikaz.
(i) Ve vsech pfipadech vyrazy staci rozepsat, zderivovat a opét zapsat pomoci
uvedené definice. V prvni ¢asti méame ag—ix = (%W) = (a;) = a.

Ostatni pripady jsou obdobné.

(ii) Opét je klicové uvédomit si, ze x* Ax je soucet Y, a;z;x). Derivaci tohoto
vyrazu podle z; miZeme nazorné zapsat jako:

—|—CLJ'1I1 + ...+ Cljjfll’jfl—'— QCLJ']'SL’]' —|—ajj+1acj+1 —+ ...+ CLjnZUn +

+0+ .+ 0+ anjz, 0+ .. 40

Tedy . ajixi + Y, agjzy (Clen 2a;;2; je rozdélen do obou sum jako a;;z;).
Nyni si stac¢i uvédomit, ze tyto sumy jsou j-tym prvkem vektoru Ax resp.

ATx.
O

Vé&ta 22. (Nejmensi ctverce.) Funkci f(x) = (y — Ax)T(y — Ax), kde A je
matice plné sloupcové hodnosti, minimalizuje jednoznacne urceny vektor x dany
vztahem

x = (ATA) ATy,

Diikaz. Upravme nejdiive: f(x) = (y—Ax)T(y—Ax) = (y' —x"AT)(y—Ax) =
yly —xTATy — yTAx + xTATAx = yTy — 2xT ATy + xT (AT A)x. Zderivujme
s vyuzitim piedchozi véty tento vyraz podle x: —2ATy+2AT Ax (podle vlastnosti
(i) symetrické matice vime, Ze AT A je symetrickd). Z matematické analjzy vime,
ze v bodé, kde polozime prvni derivaci rovnu 0, se miize nachazet minimum. Je
ale —2ATy + 2ATAx = 0 & ATAx = ATy & x = (ATA)'ATy. Tedy x
je jednoznacné urceny bod. Vzhledem k tomu, Ze f je shora neomezené spojita
funkce, nabyva f v tomto bodé minima. ZaloZeno na [12, dod. A]. [

Poznamka. Vysledek predchozi véty neni vitbec piekvapivy, na konci ¢asti o pro-
jekénich maticich jsme popsali (bez zdtivodnéni) feSeni ekvivalentniho problé-
mu (s odmocninou navic). Je totiz f(x) = > :(y; — >, a5w:)° ay = Pay =
A(ATA) ATy = Ax.
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Poznamka. Pfipomenme, ze algebraicky doplnék prvku a;; matice A je cislo
cij = (=1)"det(M,;), kde M;; je matice, ktera vznikla z matice A vynechdnim
i-tého fadku a j-tého sloupce. Adjungovand matice je transponovana matice al-
gebraickych dopliki (znac¢ime adj(A) = (c;;)7). Laplaceiv rozvoj determinantu
podle i-tého Tddku miZeme pii tomto znaceni zapsat jako det(A) = . a;;ci;.

Poznamka. Dosud jsme derivovali podle vektoru. V nasledujici vété popiseme
nékolik uziteénych vysledki derivovani podle matice. Rozlisime zv1ast derivovani
podle matice mn riznych proménnych a symetrické matice (tedy matice, kde
r;; = ;). Podrobnéji se tomuto tématu vénuje [6, kap. 15], kde je odvozeno i
velké mnozstvi dalSich vysledki, vybrané uvadime v nasledujici véte.

Véta 23. Bud A matice konstant a X c¢tvercovd matice.

t
i 20y
atr XA neni-le X symetrickd
— diag(A), je-li X symetrickd,
(i) 29eUX) 8det adJ (X)) neni-li X symetrickd
j(X) dlag(adJ(X)), je-li X symetrickd,
ddet(X
—_— dj(X
8a:ij (a J( )893”)
Diikaz.

(i) V obou piipadech staci rozepsat stopu. V prvni ¢asti mame tr(X) = . x;;.
Ve druhé tr(XA) = > ; > . xjiai;, tedy pro X nesymetrickou je vysledek
ziejmy. Je-li X symetrickd, mame pro i # j v souctu Cleny zjia;; a x;;a;i,
jejichz derivace podle z;; = z;; je a;; a aj;, avSak ¢len x;a; se v souctu
vyskytuje jen jednou, vysledek lze tedy sikovné zapsat v uvedeném tvaru.

(ii) Ukéazeme, Zze 8(1%(_)() = ¢ij, kde ¢;; je algebraickym dopliikem prvku z;;.
ij
Rozepiseme det(X) = >, zxcip. Staci si v8imnout, Ze vSechny algebraické
dopliky v sumé jsou vzhledem k z;; konstantni a g?’“ = 0. Diikaz pro
ij

symetrickou matici X a dalsi vztah viz [6, kap. 15].
[

Definice. Bud X,,, matice, jejiz prvky x;; jsou realné proménné a Y,,, matice,
jejiz prvky y;; jsou funkce téchto proménnych. Pak derivaci X podle Y (znac¢ime
9X rozumime blokovou mp x ng matici:

X
oY oY oY Oy11 Jy12 Yin
or11 Ox12 ~ 7 Orig Ox;j; Ox;; t Oz
oY oY Y Oy21 Oya2 9Y2n
Y _ Ox21  Oxga "' °  Oxag kde Y _ 0x;j; Ox;; "7 Oxyy
8X . . . . ’ al’i]‘ . . . .
oY oY oY 0Ym1 OYm2 OYmn
Oxp1 Oxp2  ~ 7" Oxpg 0x;; 0x;j; e 0w
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Priklad. Spocitejme g—§ pro

: 2
Y — T11 S111 T2 T11T91 X — T11 T2
— ’ — )
Tio + To1 ToaX11 T11T12 + T21T22 To1 o2

Méame

oy 10 22 0 0 0
O [ bog Ba | _ [ 0 @2 =z 1 0
5’X IY oY 0 0 233'1133'21 0 COS X292 0
Ox21  Oxao
1 0 T2 0 T11 T21
Véta 24. Bud A matice konstant.
oxTA
‘ A
i) DA _a
oYt oY
(1) = —Y_la—Y_l, kde Y je requldrni matice, jejiz pruky jsou funkce
T x
Promenne .
Diikaz.
(i) Zobecnéni ptipadu agix’ staci rozepsat: xT A = ( DTl Y Tl )

(ii) Jak lze dohledat napf. v [6, kap. 15], maticové derivovani zachovava mnohé
znamé vlastnosti. Zde vyuzijeme obdobu derivace sou¢inu (uv)" = v'v 4+ uv’

v maticové podobé. Protoze Y je reguldrni, plati I = YY1, g—fc = 8Y(;;71,
-1 Y~ —1 ’ NG .. / . . . -1
0 = Yagx + 5, Y . Nyni sta¢i rovnici vynasobit zleva matici Y a
odecist od rovnosti druhého s¢itance.[6, kap. 15]
O

4.3 Kroneckeriv soucin, vektorizace matic

Kromé tradi¢niho maticového nasobeni, ktery celou dobu pouzivame, existuje
nékolik dalsich zptisobt, jak definovat souc¢in matic a dosdhnout uzite¢nych vy-
sledkt. Jednim z nich je napt. Hadamardiv soucin (soucin po slozkach). V této
kapitole zavedeme Kroneckeriiv soucin a tizce souvisejici pojmy vektorizace matic,
shrneme zakladni vlastnosti (vybér z [12, dod. A], [6, kap. 16]).

Definice. Budte A,,, a B,, libovolné matice. Kroneckerovym soucinem matic
A a B (zna¢ime A ® B) rozumime mp X ng matici

CL11B CL12B c alnB
A 9B — GQ?B CLQ?B . GQ?B
a’mlB CLm2B ce amnB

Poznamka. A ® B miizeme vnimat jako blokovou matici, jejiz bloky jsou a;;B,
ale také jako matici soucinti prvku matice A s prvkem matice B. Kroneckertiv
soucin je sice (na rozdil od oby¢ejného maticového sou¢inu) definovan pro matice
libovolnych rozmeéri, ale obecné neplati A ® B =B ® A.
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Definice. Bud A,,, libovolna matice, jejiz sloupce jsou vektory ai,...,a,. Vek-
torizaci matice A (zna¢ime vec(A)) definujeme jako vektor

aj
ag
vec(A) =
an
Pro A symetrickou oznacme a; = ( Qi Qiy1p e Oy )T (sloupce bez naddiago-
nélnich prvki) a definujme vech(A) jako
aj
a;
vech(A) = _
a,

Piiklad. Spocitejme A ® B, vec(A), vech(B) pro
A — a1 aiz2 a3 B — b1 bio
(21 dg22 (23 ’ ba1 Do '

apibii anbia ai2bin  aigbiz aigbin aisbie

Mame

A®B= ai1bar  a11baa  @12b21  aiabae  aizbar  aizbo
a21011  agibia  agbin  aznbiz asbir  azsbis
a21091  ag1bay  agebar  agebay  agsbar  agsbao

a1
a21 b
11
Q12
vec(A) = ,vech(B) = | by
@22 by
13
23

Véta 25. (Viastnosti Kroneckerova soucinu.) Budte A, B, C, D libovolné mati-
ce, a a b libovolné vektory a k libovolnd konstanta. Pak plati:

(i) k@ A =FkA,
a,b

(1) a®b = aQ:b , a®@b’ =ab’, a’ @b’ = ((a;b” ab” ... a,b" ),
a,;bb

(ii)) (AB) @ C=A® (B®C), (A®B)(C®D)=(AC)® (BD),

)

A+B)©9C=A®C+BaC, I A = diag(A, ..., A),
)
)

(iv) (A®B)T = AT @ BT,

(v)

~—~~ o~ I/~

AB) '=A"1@ B! (pro A a B requldrni),
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(vi) tr(A ® B) = tr(A)tr(B),
(vii) h(A ® B) = h(A)h(B),
(viii) det(A,, @ Bu,) = (det(A))™(det(B))",

(iz) bud X (resp. ) vlastni ¢islo matice A (resp. B) a u (resp. v) jemu odpo-
vidajict vlastni vektor, pak A\u je vlastni ¢islo matice A ® B a u ® v jemu
odpovidagici vliastni vektor.

Dikaz.
(i) - (iv) zFejmé. (v) s pomoci (iii). (vi) zfejmé. (vii) viz [6, kap. 16]. (viii) plyne
z (ix), k dikazu (ix) se vyuzije (iii). O

Véta 26. (Viastnosti vec, vech.)
(i) vec(cA) = cvec(A),
(ii) vec(al) = vec(a) = a,
(iii) vec(ba’) =a®b,
(iv) vec(AmB,,) = diag(A, ..., A)vec(B) = (I, ® A)vec(B),
(v) vec(ABC) = (CT @ A)vec(B),

(vi) Budte A, a B,,, matice konstant a X,,, matice neznamych, pak matice X
resi AX = B prdvé tehdy, kdyz resi (I, @ A)vec(X) = vec(B).

Diikaz.
(i) - (iv) zfejmé. (v) a (vi) viz [6, kap. 16]. O
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7. aver

Cilem prace bylo sestavit prehled vysledkt z maticové algebry, které se pouzivaji
ve statistice (linedrnich modelech, mnohorozmérné analyze, Markovovych proce-
sech) v didakticko-pedagogickém pojeti.

Prace zacina prehledem vysledkti maticové algebry, které student ziskal pri
studiu linearni algebry. Tyto zaklady jsme v dalsich kapitolach znacné rozsitili.
Uvedené poznatky lze vyuzit pro hlubsi pochopeni dalSich predmétt. Prace tak
muze byt pouzita jako doplitkovy studijni material pro ty, ktefi se na prednaskach
mnohych predmétti nespokoji s pouhymi naznaky dikazt ¢i s odkazy na dalsi
literaturu na misté, kde by mohl byt tplny dikaz (postaveny na vétsi znalosti
maticové algebry).

Prace ¢erpa mimo jiné z objemnych knih ([4], [6], [8] aj.), které bézny student
nevlastni a informace zdaleka nenalezne ani v béznych ucebnicich linearni algebry
([2], [3], [13] atd.). Student tak diky této praci na jednom misté najde mnozstvi po-
znatki, které nejsou snadno dohledatelné v literatuie nebo na internetu. Vybrana
tvrzeni obsahuji dikazy, které byly disledné a podrobné zpracovany (pfipadné
modifikovany, abychom si vystacili s ndmi uvedenou teorii), aby si ¢tenaf nemu-
sel nic domyslet. Zaroven jsme tak zamezili nebezpeci neporozuméni. Piiklady
usnadni pochopeni latky a poznamky uvadi mozné uziti ¢i motivaci k dalsimu
studiu. Toto je zcela na misté, protoze zejména jednotlivé casti posledni kapitoly
by bez obtizi vydaly na neméné zajimavou samostatnou praci.
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