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Abstrakt

Prace pojednavd o moznostech rozdéleni kombinatorickych uloh, které se
vyskytuji v matematickych soutézich. Obsahuje piedstaveni kombinatoriky vyucované
na stfednich Skoldch. Poukazuje na rozdily mezi feSenim tuloh ve Skoldch a na
matematickych soutézich. Pomoci grafi a tabulek znazorfiuje nerovnomérné rozdéleni
kombinatorickych uloh. Na zavér nabizi typy ptikladi, které v soutézich chybi, nebo

jsou tam v nedostatecném poctu.

Kli¢ova slova

Kombinatorika, variace, permutace, kombinace, matematickd soutéz

Abstract

This work analyzes the possibilities of division of combinatorial problems that
occur in mathematical competitions. It contains presentation of Combinatorics taught at
secondary schools. It shows the differences between solving problems in schools and
math competitions. Using graphs and tables, it demonstrates an unbalanced distribution
of combinatorial problems. In conclusion, it offers some types of examples that are

missing in competitions, or are there in insufficient numbers.

Keywords

Combinatorics, variations, permutations, combinations, mathematical competition



Uvod

Jiz na zakladni Skole jsem se ucastnil matematickych soutézi. At uz to byl
Matematicky klokan, Pythagoriada, matematicka olympiada nebo tieba soutéz Dejte
hlavy dohromady. Vzdy jsem se velmi rad zapojil a snazil se dobie reprezentovat sebe
I svoji skolu.

Nejvice se mi libilo, ze v matematickych soutézich nalézam tlohy, které jsou
n&im netypické. Reseni soutéznich tloh bylo vétsinou odlisné od t&ch, se kterymi jsem
se setkaval ve Skole. Vzdy bylo potieba spravné pochopit zadani tilohy. Matematické
soutéze jsou pro mé mistem, kde i ve Skole vitézi selsky rozum nad formalismem,
reprezentovanym Spoustou vzoreckd. Tim nefikam, Ze vyucujici ve Skole potlacuji
selsky rozum. Spi§ se domnivam, ze na vymysleni vlastnich zptisobi feSeni uloh neni ve

skole tolik ¢asu.

Tuto mySlenku piesné vystihuje citat Prof. Milana Hejného: Kdyz se vas nékdo
zepta, kolik mate doma na sténé obrazii, odpovite spravne, ale az po chvili. Ve své
paméti mate ulozeno schéma vaseho bytu, a proto miizete obrazy spocitat. Ve skole je
ale takova odpoved’ hodnocena slovy: Jde to z tebe jako z chlupaté deky. Nabiflovany
zak, ktery odpovi hbite, dostane jednicku. Navzdory tomu, Ze o obrazech nema

predstavu. (Steflova 2010)

Na stedni $kole milj zajem o matematické soutéze bohuzel zeslabl. Uastnil jsem
se pouze Matematickych klokanti. Dénim v ostatnich matematickych soutézich jsem byl

nedotcéen.

Na vysoké Skole milj zajem o matematiku znovu vzrostl. Zejména protoze jsem
mél vétsi prostor na individudlni feSeni Uloh. V tomto ohledu mé zaujala
kombinatorika, kde existuje mnoho spravnych feSeni. Pfitom pouze jediné je
univerzalni. Vypsani vSech moznosti. Kazdy asi citi, Ze toto feSeni nebude vzdy idedlni,
protoze moznosti miiZze byt opravdu mnoho.

Ve své praci se budu zabyvat kombinatorikou. Podle autora prvni kombinatorické

ucebnice E. Netta je kombinatorika cdst matematiky zabyvajici se rozdelovanim,

uspordadavanim nebo vybérem prvkii néjaké mnozZiny.

Praci, které se snaZi zachytit Gskali a krdsy kombinatoriky, existuje fada. Mnohé

z nich mi byly inspiraci pfi tvorb¢ této prace. Nenasel jsem vSak praci, ktera by se



zabyvala kombinatorikou ve spojeni s matematickymi soutéZzemi. To je cilem mé

bakalarské prace.

Bakalarska prace je celkem rozdélena na Ctyfi Casti. V prvni ¢asti poukazuji na
zpusob a rozsah vyuky kombinatoriky na Skolach. Nedavam si za cil vytvofit ucebnici
kombinatoriky ani nic podobného. Teorie je vysvétlena struéné, ale nemohl jsem ji
vynechat, protoze se na ni budu odkazovat v dalsim textu. Kazdy pojem, ktery je
vysvétlen, je také predveden na prikladu. Ve druhé casti bakalarské prace predstavim
moznosti, jak charakterizovat kombinatorické ulohy v matematickych soutézich. Ke
kazdé moznosti ptidam piiklad z matematické soutéze. V dalsi ¢asti rozdélim vybrané
ulohy podle piedchozich kritérii. Na grafech a tabulkach ukazu, které kombinatorické
ulohy ndm v matematickych soutézich nejvice chybi. V ¢asti posledni se pokusim
vytvorit nékolik uloh, které by mohly byt inspiraci pro tvlirce tloh v matematickych

soutézich. U téchto uloh je vysvétleno mozné feseni.



Kombinatorika ve Skolach

ey e

S kombinatorickymi tlohami se studenti setkavaji jiz na zakladnich Skolach, kde
se je snazi fesit predevSim intuitivné. Zpusob feSeni kombinatorickych uloh je vétSinou

logickou tivahou nebo vzhledem k jednoduchosti vy¢tem moznosti.

Na gymnaziich a strednich skolach se kombinatorika vyucuje vétsinou na konci
druhého rocniku. K zviadnuti tohoto uciva zZaci nepotrebuji témér zZadné predchozi
vedomosti. Postaci jim zakladni algebraické znalosti, dobré logické mysleni a casto také
zdravy rozum. Presto (nebo moznd pravé proto) patri kombinatorika Kk obtiznéjsim
castem matematiky, se kterou mivaji problém i jinak dobri studenti. (Voglova 2006)
Divodem, pro¢ je kombinatorika pro vétSinu studentti obtizna, je to, ze k feSeni
kombinatorickych tloh mizeme zaujmout dva naprosto rozdilné ptistupy. Prvni ptistup
je ten, ze se snazime ziskat vhled do problému a postupné tento problém délime na
ruzné celky, se kterymi jsme pak schopni snadno pracovat. Druhy pfiistup je zcela
odlisny. Snazi se pochopit kombinatorické vzorce a ty potom uplatnit na jednotlivé

tlohy.

Na Skolach se vétSinou setkdvame s druhym piistupem k tuloze, kterym je
pochopeni a vyuzivani kombinatorickych vzorcti. Osobné si myslim, Ze je to Skoda, Ze
by pro studenty bylo vhodnéjs$i nezahrnovat kombinatoriku do n€kolika vzorct, ale spis
prednaset jako disciplinu, ktera si fikd o pochopeni. Také tvlirci ucebnic se piiklanéji
Kk tradi¢nimu zptisobu vyuky kombinatoriky, coZ je pochopitelné — pro¢ vytvaret

ucebnice podle kterych by se neucilo.

Na obhajobu uliteld je dulezité zminit, Ze vyuka kombinatoriky zalozena na
hlubsim pochopeni uloh, by byla takika nemoznd. Kdyz se podivdme na pocty zakl ve
tfidich na stfednich kolach, tak podle Ceské 8kolni inspekce je minimélni podet
studentl ve tfid¢ na stfedni Skole 17. Maximalni pocet je potom stanoven na 30 zakl ve
tfidé. Ptedstava, Ze vyucujici by s kazdym Zzakem konzultoval rozbor ulohy
individualng, je tsmévna. Vybrat sesity od studentii a do kazdého nahlédnout je otazka
chvile, ale rozebirat s kazdym studentem jeho zplsob feSeni uUlohy je pii délce
vyu€ovaci hodiny nezvladnutelné. Predstavime-li si, Ze by se zvysila hodinova dotace
matematiky a takovyto systém vyuky kombinatoriky by se dal praktikovat, tak narazime
na narocnost vyuky pro vyucujiciho. Nejen ze by musel sam v&dét jak ulohu vyfesit, ale

také by musel pochopit zplsob feSeni studentli, ktery mize byt od jeho, feknéme
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idedlniho, feSeni naprosto odliSny, ale také spravny. Navic pokud by pfi rozboru feseni
ptisel na néjakou chybu, tak by m¢l studentovi ukazat, v ¢em jsou jeho tivahy mylné
a pro¢. M¢l by mu samoziejmée navrhnout néjaky jiny zpisob feSeni, ale to takovy, ktery
je student schopen pochopit a nejen zopakovat. Také by to mélo byt feseni, které by byl
sam schopen vymyslet. Toto by ale mohl byt vcelku problém, pokud se nezméni

ptiprava budoucich uciteli v oboru kombinatoriky.

Studenti, nastupujici v roce 2008 na dvouoborové studium matematiky a druhého
predmétu na PedF UK, neméli kombinatoriku jako povinny predmét. Byl to predmét
povinné volitelny. Pro studenty dvouoborového studia matematiky a druhého predmétu,
ktefi nastoupili roku 2010, stdle neni kombinatorika povinnym piedmétem. Pouze
studenti, ktefi studuji jednooborovou matematiku, maji povinny pfedmét s nazvem
Kombinatorika, ktery si zapisuji ve druhém semestru. Myslim si, Ze znalost
kombinatoriky ze stfedni Skoly neni takova, aby se neobesla bez prohloubeni védomosti

na vysoké Skole.

Z vySe uvedenych informaci Ize vyvodit, Ze v blizké dob¢ nds necekaji pievratné
zmény ve vyuce kombinatoriky. Pojd'me se tedy podivat na oblasti kombinatoriky, se
kterymi se na stfednich Skolach a gymnéziich setkdvame. Obsahem uciva by podle
Ramcové vzdélavaciho programu mély byt elementarni kombinatorické tlohy, variace,
permutace a kombinace (bez opakovani), které jsou doplnény binomickou vétou

a Pascalovym trojuhelnikem.

Zakladni kombinatoricka pravidla
Razné zpiisoby feseni kombinatorickych uloh jsou odvozené ze dvou zékladnich
pravidel. Jedna se o pravidlo souétu a pravidlo sou¢inu. S témito pravidly se setkal

témét kazdy, jen o tom nemusel védét. Na piikladu lze ukazat, Ze tomu tak opravdu je.

PF.: Na turnaji ve volejbale hraje 5 druzstev kazdé druzstvo s kazdym. Na jak dlouho si
organizator musi pronajmout hiisté, jestlize jeden zapas trva 20 minut? (proluky mezi

zapasy neuvazujte)

ReSeni: Je tieba dat pozor na to, Ze i kdyz kazdy hraje stejny podet zapasi, tak pii
prostém vynasobeni poctu druzstev poctem zapast nam vyjde vysledek chybny, protoze
kazdy zapas tam je zapocitan dvakrat. Univerzalnim zplsobem je vypsat si rGzné
moZnosti zapasl a ty potom secist. V tomto piikladu je pro nas zépas tymu A proti tymu

B stejny jako zdpas tymu B proti tymu A, takZe ho zapocitdme pouze jednou. Tim
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zjistime, ze pocet zapasl v turnaji je 4+ 3 + 2+ 1 = 10. Proto si organizator musi

pronajmout htisté na 200 minut (3hodiny 20minut).

Kombinatorické pravidlo souctu

Jsou-li Az, Ay, ..., An koneéné mnoziny, které maji po fadé pi, p2, ..., pn prvka,
a jsou-li kazdé dveé disjunktni, pak pocet prvki mnoziny A; U A; U ... U A,

jerovenp; +pz2+ ...+ pn.

Toto je matematicky popis pravidla souc¢tu. Je mozné, ze vétSina studentl této
formulaci nebude rozumét. Proto uvedu piiklad, ktery ndzorné ukédze, co ndm toto
pravidlo fika.

Pr.: Urci pocet vsech prirozenych dvojcifernych cisel, v jejichz dekadickem zapisu se

kazda cislice vyskytuje nejvyse jednou. (Farska 2011)

Reseni: Viechna dvojciferna &isla mizeme rozlozit do dvou disjunktnich mnoZin tak,
ze v prvni jsou dvojciferna ¢isla s riznymi ¢islicemi a ve druhé dvojciferna cisla se
stejnymi Cislicemi. Je zieymé, ze vSech dvojcifernych cisel je 90, dvojcifernych Cisel
S Cislicemi stejnymi je 9 (11,22, ... ,99). Bude-li p pocet vSech dvojcifernych ¢isel

S riznymi Cislicemi, pak plati:

9+p =90
p =81

Kombinatorické pravidlo soucinu

Pocet vSech uspotadanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze vybrat n; zptsoby, druhy
Clen po vybéru prvniho ¢lenu n, zpusoby atd., az k-ty ¢len po vybéru vSech

predchazejicich Clent ng zplisoby, je roven Ny - Ny - ... - Ny

I k tomuto pravidlu se hodi vySe uvedeny ptiklad, ktery snad udéla tento popis
prehlednéjsi a pochopitelnéjsi. Jako kontrola ndm muze slouzit fakt, Ze oba postupy
musi vést ke stejnému vysledku.

PY.: Urci pocet vsech prirozenych dvojcifernych cisel, v jejichz dekadickém zdpisu se

kazda cislice vyskytuje nejvyse jednou. (Farska 2011)
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ReSeni: Na misté desitek miize stat libovolna z deviti &islic 1,2,...,9 (na tomto misté
nesmi byt 0, protoze by nebylo dvojciferné). Na misté¢ jednotek mize stat 0 nebo
jakékoli Cislice, kterd jiz nebyla umisténa na misto desitek. Mame tedy znovu

9 moznosti.

p=9%9 =281
Kombinatorické pravidlo sou¢inu mizeme pouzit také v pripade¢, kdy nékolikrat

opakujeme vybér z uréitych prvkd, a zajima nas, kolik raznych potadi miize vzniknout.

PY.. Kolik ruznych usporadanych dvojic c¢isel miizeme dostat, kdyz hodime dvakrat

kostkou s jednim az Sesti oky na jednotlivych sténach? (Farska 2011)

Reseni: V prvnim hodu miize padnout jedno ze $esti &isel. Ke kazdému z nich miize ve
druhém hodu opét padnout jedno ze Sesti Cisel. Pocet ruznych dvojic je tedy

6 -6 = 36.

Variace bez opakovani

Variace je vybrana uspofadana k-tice prvki z kone¢né mnoziny, pti¢emz zalezi na
potadi téchto prvka. Podle toho, jestli lze vybirat i prvky, které byly jiz jednou do
vybéru vybrany, rozliSujeme variace s opakovanim a variace bez opakovani. Variace
s opakovanim, stejn¢ jako permutace a kombinace s opakovanim, nejsou zahrnuty do

ramcove vzdélavaciho programu pro stiedni Skoly ani gymnézia.

k-Clenna variace z n prvki je uspofadana k-tice sestavena z téchto prvka tak, ze
kazdy prvek se v ni vyskytuje nejvySe jednou. Pocet vSech k-Clennych variaci

ozna¢ujeme V(n).Tento pocet se urdi jako: Vy(n) =n*s(n—1)*(n—2) * ..x (n —

n!
(n-k)!

k + 1) nebo V, (n) =

Jak ukazuje definice, variace je jedno konkrétni vyuziti dfive zminovaného
kombinatorického pravidla soucinu. Na piikladu pftiblizim, jak vyuzit znalosti

0 variacich.

PY.: V kosiku je jablko, hruska, broskev a pomeranc. Kolika zpusoby miizeme vybrat

jedno ovoce k snidani, jedno ke svaciné a jedno k obédu? ( Farska 2011)

ReSeni 1: K snidani muzZeme vybrat libovolné ovoce, mame tedy 4 moznosti. Ke svaciné
uz miizeme vybirat jen ze zbyvajicich tii druhu ovoce. Pri vybéru ovoce k obédu uz

budeme mit jen dvé moznosti. Podle kombinatorického pravidla soucinu je tedy
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4 -3 -2 = 24 zpusobu, jak vybrat ze ctyr kusii ovoce jedno K snidani, jedno
ke svacinée a jedno k obédu. (Farska 2011)

Reseni 2: Hledame tiiclennou variaci ze 4 prvkil. Dosazenim do vzorce dostaneme:
4! o o
V3(4)=;=4*3*2*1 = 24 zpusobu.

Permutace bez opakovani

Permutace je zvlastni pfipad variace, kde k = n. To znamena, Ze ze zadanych
prvkll postupné vybereme vSechny. Kazda permutace bez opakovani tedy odpovida
néjakému potadi zadanych prvki: kazdy prvek se v poradi musi objevit, ale zadny tam

nemiize byt dvakrat.

Pocet permutaci z n prvkd tedy odvodime ze vzorce pro pocet n-Clennych variaci
Z n prvki:
Vi) =n+sn—-1)*n—-2)*..x(n—k+1)

Pok=n: (n)=n*xn—-1)*xn—-2)*x..x(n—n+1) =
=nxn—1)*n—2)*..x1

Pocet P(n) v8ech permutaci z n prvki je P(n) =nx(n—1)x(n—2) * ..x 1

Pro zjednoduSeni uprav pii feSeni permutaci byl vytvofen symbol nl, ktery
nazyvame N faktoridl. Pfi vyuce se na stfednich Skoladch nejCastéji setkdme s definici

typu:

n=n*xn—-1)*xn—2)*..x5%4*3x2x1neNn>0

ol=1

Snadno upravitelné do rekurentni podoby:
n=nxn—-1)!'neNn>0
0l=1

Problematickou hodnotu 0! je mozné ukazat i na jinych definicich faktorialu. VétSina

téchto definic je bohuzel nad ramec znalosti studentt pfi probirani kombinatoriky.
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Se znalosti faktorialti se vratime k permutacim, kde si nyni jiz mtizeme dovolit napsat:

Pocet P(n) v8ech permutaci z n prvki je P(n) =n*x(n—1)«x(n—2) *..x1
P(n) =n!

PY.: Urcete, kolika zpiisoby miize 10 tabornikii pri ndstupu na ranni rozcvicku nastoupit
a) do rady b) do rady, v niz je tabornik Ales na kraji €) do rady, v niz tabornici Ales
a Zdenék nestoji vedle sebe.

ReSeni:

a) Jde 0 pocet permutaci z 10 prvki, takze pocet zpusobii, jak 10 taborniku miize
nastoupit do rady, je P(10) = 10!

b) Nejprve postavime Alese stranou a nechame nastoupit ostatnich 9 tdabornikii.
Podobné jako v pripadé a) jde 0 pocet permutaci z 9 prvkii. Pocet zpuisobii serazeni je
tedy P(9) = 9!. Ales se potom miize zaradit bud’ na levy nebo na pravy kraj. Celkem je
tedy 2 * 9! zpusobii serazeni 10 tabornikii tak, aby byl Ales na kraji.

C) Nejprve si uvédomime, zZe plati ndsledujici rovnost: pocet vsech serazeni = pocet
takovych serazeni, Ze Ales a Zdenék stoji vedle sebe + pocet takovych serazeni, Ze Ales
a Zdenek vedle sebe nestoji. Pocet vSech serazeni jsme vypocitali v pripadé a) Vime
tedy, Ze jejich pocet je 10!. Pocet zpiisobii, jak seradit 10 taborniku tak, aby Ales
a Zdenek stali vedle sebe, urcime snadno. Spojime je do dvojice a pocitame, kolika
zpuisoby Ize seradit 9 prvki (8 tabornikii + 1 dvojice). To lze 9! zpiisoby. Musime si ale
uvedomit, ze Ales a Zdenek mohou byt ve dvojici dvema zpiisoby (Ales vievo a Zdenéek
vpravo, nebo naopak). Celkem je tedy pocet zpiisobui, jak seradit 8 tabornikii a jednu
dvojici, 2 * 9. Ted’ uz snadno zjistime, kolik je zpiisobii serazeni deseti tabornikii tak,
aby Ales a Zdenék vedle sebe nestdli. Staci od poctu vSech moznych serazeni odecist

pocet takovych, kde Ales a Zdenék stoji vedle sebe.

10! =29 = 109! —2%9! = 8x9!.
(Farska 2011)

Kombinace bez opakovani

Poslednim ze zplsobl feSeni kombinatorickych uloh, ktery se vyucuje na
sttednich Skolach a gymnaziich, jsou kombinace bez opakovani. Kombinace se od

variaci li$i pouze tim, Ze nezélezi na potfadi vybranych prvka.
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n!
k!'x(n—k)!

Pocet K(k,n) vSech k-¢lennych kombinaci z n prvki je K(k,n) =

Stejné jako pro usnadnéni prace s permutacemi jsme zavadéli faktorialy, tak pro
feSeni kombinaci zavadime dalsi symbol, ktery nazyvame Kombinac¢ni ¢islo (Z) Tento
symbol ¢teme jako "n nad k™ a vyjadiuje poCet moznosti, jak z n prvkt mizeme vybrat

K prvka.

Kombinacni ¢islo je definovano jako:

n n!
(k)‘ ks m_f /Poo=sks=n

Kombinacéni ¢isla maji nékolik vlastnosti, které vyplyvaji z dosazeni krajnich
hodnot za n a k. Tyto hodnoty je snadné odvodit a vét§ina z nich je uréena spiSe pro
pocitdni s kombinacnimi Cisly, proto bych je pieskocil. Zastavil bych se pouze

u vlastnosti, ktera se v kombinatorice s oblibou vyuZziva pti zjednoduSovani uloh.

(s =)
Tato vlastnost fika, ze pokud vybirame k prvka z n prvkové mnoziny, tak vzdy zbude
n-k nevybranych prvkt. Proto je mozné hledat nevybrané prvky misto hledani prvki,
které do podmnoziny k zatadime. Duikaz této skutec¢nosti je veelku jednoduchy.
( n ) _ n! _ n! _ (n)
n—k mM—K)!'*n—(Mm-=-K]'! (h—Kk)!=*k! k

Diky znalosti kombina¢nich ¢isel mizeme doplnit vyklad kombinaci na:

Pocet K(k,n) viech k-¢lennych kombinaci z n prvki je K(k,n) = #'_k)' = (Z)

Pr.: Ve tride je 26 Zakii. Kolika zpusoby z nich lze vybrat dva zastupce tridy? (Farska
2011)

ReSeni: Protoze nezalezi na poradi vybranych studentii, jde o dvouclenné kombinace

Z 26 prvku. Jejich pocet je

K(2,26) =

20 %241
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Pascaltiv trojuhelnik
Pascalitv  trojuhelnik je schéma, které dobre zndzornuje nékteré vlastnosti
kombinacnich cisel, které byly zminény pri reSeni kombinaci. Miizeme se s nim setkat

ve dvou tvarech. (Farska 2011)

11

121

ry 1331
) ()G G) 1 4641
DG 15101051

Obrazek 1: Pascaliiv trojuhelnik

Schéma vievo zobrazuje zakladni vztah Pascalova trojuhelniku s kombinacnimi cisly.
Ve schématu vpravo jsou kombinacni c¢isla vycislena a daji se v néem lépe vypozorovat
nekteré jejich vilastnosti. (Jana Farska - Kombinatorika) Jednou z nich je moznost
vypocitat ze znamého fadku fadek nasledujici. To je mozné diky vztahu mezi
jednotlivymi fadky.
n n n+1
() * (g 1) = (k+1>
Binomicka véta
Obcas pii feSeni algebraickych uloh potfebujeme umocnit dvojélen a + b

na pfirozené ¢islo n. Je mozné dvojclen a + b n€kolikrat nasobit mezi sebou, ale je to

zdlouhavé a zbyte¢né pracné. K umocnéni pouzivame Binomickou vétu, ktera fika:
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Pro vSechna a,b € Ran € N plati:

(a+b)" = (g) a™ + (Tll) a1pt + (Z) a™ 2p? + .- (Z) b"

Pti blizS§im pozorovani si lze vsSimnout, Zze hodnoty koeficienti ve vysledném
mnohoclenu odpovidaji koeficientim v jednom fadku Pascalova trojuhelniku, coz se mi

jevi jako vhodna pomicka pro snadné¢jsi zapamatovani.
PY.: Vypoditej (x2 + y)°
Reseni:
(x* +y)° =
5 5 5 5 5 5
— 2)\5 2)\4 233.,2 2N2,,3 2,,4 5 —
(o) 67+ (1) 6ty + () 6279+ (3) 629 + (G vt 4 ()

= x10 + 5x8y + 10x%y? + 10x*y3 + 5x2y* + y5
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Rozdéleni kombinatorickych tloh

Pti vyuCovani kombinatoriky na stfednich Skolach a gymnaziich se setkdvame se
studenty, ktetfi nemaji do kombinatorickych uloh vhled. Tito Zzaci od nas ocekavaji, Ze
jim usnadnime feSeni tim, Ze jim ulohy rozdélime na urcité skupiny, které maji néco
spole¢ného. Ve skole jsou pro déleni vétSinou vyuzivana slova typu sefad’te, vyberte
a dalsi. Jiz takovato pomucka studentim usnadnuje urCovat, jaky vzorec pro vyfeSeni
ulohy maji pouzit. Ackoli se ulohy v matematickych soutézich vétSinou velmi liSi

od béznych, ve skole fesenych uloh, tak i tyto miuzeme rozdé€lit do skupin.

Ve své praci pouziji déleni podle Ctyi kritérii. Prvni rozdé€leni urcuje, kde se
S danou ulohou miZeme setkat. Druhé rozdéleni ukazuje, zda prvky vybirdme, fadime
nebo rozdélujeme do skupin. Tieti rozdéleni poukazuje na zplsob feSeni ulohy.
Posledni rozdéleni jsem ptejal zjiz zabchlého zpisobu na stfednich Skolach—

kombinace, variace, permutace.

Pfed samotnym piedstavenim skupin rozdé€leni je tfeba upozornit, ze nékteré
kombinatorické ulohy by bylo mozné umistit i do jiné skupiny, popiipadé do vice
skupin. Snazil jsem se rozd¢lit ulohy do takovych skupin, kam patfi primarné

a nejidedlnéji. Toto déleni miize byt v n¢kterych piipadech subjektivni.

Obor vyskytu

V tomto rozdéleni umistime ulohy do skupin, které poukazuji na to, Vv jaké
souvislosti se mize student s danou tlohou setkat. Nejprve jsem se snazil rozdélit ulohy
do tiech skupin. Pozdéji jsem vSak nardzel na tlohy, které se daly zaradit do téchto

skupin jen velmi obtizné€, coz byl diivod ptidani dalsich dvou skupin.

Readlna situace

Do této skupiny jsem déaval ulohy, se kterymi se opravdu miiZeme setkat
V realném zivoté. Patfi sem ruzné rozdélovani hraci do jednotlivych tymu, vybirani
zastupcil, vybirdni obleceni na ples a spousta podobnych uloh, se kterymi se kazdy
bézné setka. Ulohy v této skupiné bychom méli vyuZivat co nejvice, protoze jsou pro
studenty zndmé a nemélo by jim délat problém predstavit si, co po nich vlastné chceme.
Dalsi duvod, pro¢ se snazit co nejvice zapojovat Glohy ze skupiny realna situace, je ten,
Ze zaci uvidi, ze s matematikou se mohou setkat v bézném zivoté. Tim piedejdeme

nepiijemnym otazkam typu: ,,K ¢emu je to dobré?*
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PY.. Ve stanku se zmrzlinou maji 9 ruznych druhit zmrzliny. Skupina déti prichazi
ke stanku a kazdé dite si kupuje dva kopecky riznych druhit zmrzliny do kornoutu. Jaky
nejvetsi pocet deti miize nakupovat u stanku zmrzlinu, aby Zadné dve deéti nemély stejnou

kombinaci druhii zmrzliny? (Hodanova 2007)

Ciselnd uloha

Do této skupiny patfi ulohy, které jsou zadany v podobé¢ cCisel. Také vétSinou
vyzaduji ¢iselné tfeSeni. U nékterych z nich by bylo mozné je interpretovat i jinym
zpusobem neZ Ciseln€, ale vétSinou jsou to ulohy, pfi kterych se stejné bez Ciselného

feseni neobejdeme. Velmi ¢asto se v nich opirame o znalosti z aritmetiky.

PF.: Test obsahuje celkové 20 otdzek. Za spravnou odpovéd’ je sedm bodii, za Spatnou se
dva body odectou. Za nezodpovézenou otdzku se zadny bod neziska ani neztrati.
Milanuv  vysledek testu byl 87 bodu. Kolik otizek ponechal bez vyplnéni?
(Horensky 2007)

Geometrickd tiloha

Posledni skupina, se kterou jsem chtél pracovat, je skupina geometrickych tloh.
Ulohy zafazené do této skupiny se vyznaduji tim, Ze v nich pracujeme s geometrickymi
objekty. Geometrické tlohy jsou zcela odlisné od predchozich dvou skupin predevs§im
tim, ze je stejn¢ jako pfi feSeni planimetrickych a stereometrickych problémut potiteba
porce predstavivosti a samoziejmé zakladni znalost geometriec. Bez piedstavivosti se
geometrické ulohy feSi tézko. Velmi dobie poslouzi nacrtek situace, ktery muze

geometrickou ulohu zna¢né zjednodusit.

PY.. Krystof narysoval dve riizné kruznice a tri ruzné primky a pak barevné zvyraznil
vSechny body, v nichz se protinaji alespon dva z narysovanych geometrickych utvarii.

Jaky maximalni pocet bodit Krystof zvyraznil? (Hodanova 2007)

Pseudoredlnada situace

Prvni skupina, kterou jsem ptidal béhem rozfazovéani tloh, dostala pojmenovani
Pseudoredlnd situace. Jednd se o ulohy, které se tvaii jako redlné situace, ale maji
specificka pravidla. Nejcastéji se setkdvame s lohami, které se poji k Sachovnici.
Nazvat skupinu jako ,,Situace na Sachovnici® mi nepfiSlo vhodné vzhledem k tomu, ze
zde nechci seskupovat jen ulohy tykajici se Sachu, ale i1 Ulohy, které se tykaji jinych
¢innosti, ale vzhledem ke svému charakteru se nehodi do skupiny Redlnych situaci.

Samoziejmé by bylo mozné tuto skupinu rozdé€lit na ,,Situace v Sachu* a ,,Ostatni®, ale
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to by bylo asi zbyte¢né a nepfinaselo by to zadné dalsi zasadni informace o ulohach

vV matematickych soutézich.

PY.: Sachovnice se sklada z 8 x 8 poli vytvarejicich ctverec. Vez je jedna z figur, jimiz
se hraje sach. Rekneme, Ze véz je neohrozZena, jestlize v radku a sloupci, ve kterém se
naléza, uz neni jina vez.

a) Urcete pocet takovych rozmisténi 8 vézi na Sachovnici, pri nichz je kazdd z nich

neohrozena.

b) Urcete pocet takovych rozmisténi 8 vezi na Sachovnici, pri nichz je aspon jedna

z nich neohrozena.

C) Urcete pocet takovych rozmisténi 8 veézZi na Sachovnici, pri nichz je jedna z nich

neohrozena a zddné dvé nejsou v téemze radku. (Zitek 1989)

Ulohy v teorii grafii

Tuto skupinu jsem ptidal jako posledni. Jak nazev napovida, jednd se o skupinu
uloh, které vedou k feSeni pomoci teorie grafi. Mohlo by se zdat, Ze tato skupina neni
tak obecna jako ty ptfedchozi, coz je pravda, ale tyto ulohy jsem nechtél tadit
do ostatnich skupin, protoze si myslim, Ze tam nepatii a zaslouzi si svou vlastni
skupinu. Jako ukazka toho, ze je to popularni a rozSifena skupina, posta¢i zminit

matematicky problém znamy jako ,,Sedm mostli mésta Kralovce®.

Meésto Kralovec (Kaliningrad) se rozprostirda na brezich a ostrovech reky Pregely.
Mezi jednotlivymi brehy a ostrovy vede sedm mostii. Obyvatele mésta zajimalo, zda-li
mohou pri svych promenaddach projit vSechny mosty takovym zpiisobem, Ze se dostanou

opét do piivodniho mista, aniz by jednu spojnici presli dvakrat. (algoritmy.net 2010)

Tento problém je jiz vyfeSeny. ReSeni piednesl vroce 1736 znamy $vycarsky
matematik a fyzik Leonhard Euler, ¢imz polozil zaklad teorie grafii. Kdo neznal tento
problém, tak jisté znad détské hry typu nakreslit domecek jednim tahem a podobné.
Otézkou fesitelnosti takovychto problémil se zabyva prave teorie grafii. Teorie grafii se
zabyvéa 1 dal§imi problémy, které by se daly zatfadit i mezi kombinatorické ulohy.

Jednou z nich je naptiklad hledani minimalni kostry grafu.

PY.: V roviné je dano 7 bodu, z nichz nékteré jsou spojeny useckou. Pritom jsou splnény

nasledujici podminky:
a) Z kazdé trojice bodii jsou aspon dva spojeny useckou
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b) pocet uisecek je minimalni

Kolik usecek obsahuje utvar, ktery splituje tyto podminky? (Bocek 1993)

Prace s prvky

Druhé hledisko, podle kterého jsem délil kombinatorické ulohy, jsem nazval
,Prace s prvky®. Toto rozdéleni jsem piejal z ptispévku Dasi Palen¢arové ve sborniku
Teaching Matematics 1l (Palendarova 2010). Ulohy jsem rozdéloval podle toho, zda
prvky vybiram, taham, umist'uji, rozd€luji a podobné. Doslovné model selection, model

distribution a model patrition.

Model selection

Jak nazev napovida, do této skupiny budeme zatazovat ulohy, v nichZ prvky
vybirdme. Také je mozné tuto skupinu popsat jako mnozinu tuloh, ve které¢ vybirdme
z n prvka néjakou k-tici, kde k < n. Typicky se v takovychto ulohach objevuji slova

jako vzit, vybrat, tahat, zvolit a dalsi.

PY.: Na tenisovém dvorci se stietli Adam, Boris, Cyril s Dasou a Evou. Dohodli se, Ze
budou hrat smisenou ctyrhru, tedy jeden muz a jedna zZena proti jednomu muzi a jedné
Zené. Zbyvajici paty hrac bude rozhodci. Aby si vsak kazdy zahral, bude se po kazdém
setu ménit rozhodci. Hradt budou, dokud se nevystridaji vsechny mozné dvojice souperil.
Ve chvili, kdy by méli na kurt nastoupit dvojice, které jiz proti sobé hrali, zapas konci.

Kolik setit odehrali? (Koman 1992)

Model distribution

Do skupiny distribuci zafazujeme ulohy, kde je tfeba prvky rozdélit. Slovo
rozdélit je vtomto piipadé trosku nesStastné, protoze ve skupiné distribuci spise
umistujeme nebo piifazujeme. Slovo rozdélit bylo pouZito jen jako pieklad slova
distribution, ale kdyz néco rozdélujeme, tak vétSinou do pfedem danych mnozin, a na to

nam bude slouzit az dalsi skupina.

PY.: Dva bili a osm Sedych rackii léta nad 7ekou. Najednou vsichni usedli na zabradli

mostu. Jakd je pravdépodobnost, zZe oba bili racci sedi vedle sebe? (Cabalek 2007)

Model partition
Posledni skupina rozdéleni podle prace s prvky je zaloZena na rozdélovani prvki
do mnozin. V tlohdch na rozdéleni do mnoZin se ¢asto setkdvame se slovesy separovat,

oddélit nebo rozdélit.
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PY.: V tabore se deset chlapcii rozhodlo hrdt nohejbal. Kolika zpiisoby je mozno je
rozdelit do dvou druzstev po péti hracich, jestlize Matéj chce hrat s Kubou a Jozka

nechce hrat s Ondrejem. (Vsichni chlapci maji riiznd jména) (Koman 1993)

Zpusob ireSeni

Pti déleni tloh podle zpiisobu feSeni jsem se nezabyval tim, jak je uloha napsana
nebo podavana, ale zamétil jsem se ptimo na to, jaka je idealni cesta pro vyreseni tlohy.
Hledal jsem idealni cestu k vyfeSeni problému, protoze vétSinou se ke spravnému
vysledku miizeme dobrat vice cestami. V kombinatorice to plati dvojndsob. Témér
kazdou tlohu miZeme feSit metodou vyctu moznosti. U né€kolika uloh je toto feSeni
idealni, ale u uloh jinych je tento zptsob nevhodny. Nevhodnost tohoto feSeni spociva
vrychlosti rustu funkce faktoridl, kterou v kombinatorice Casto pouzivame.
Na jednoduchém ptikladu nazorné predvedu, kdy uz vycet moznosti nemusi byt tou

nejvhodnéjsi volbou.

Pr.: Pti hoding télocviku se ma 5 chlapct postavit k nastupu. Urcete poCet moznosti, jak

se mohou rozestavit.

Reseni: Jiz takhle jednoduchy ptiklad by vypisovanim jednotlivych moZnosti trval
vcelku dlouho. My nastésti vime, ze se jedna o 5! = 120 moznosti. Pokud bychom ale
meli sefadit stejnym zptisobem 10 chlapct, vysledek by byl 10! = 3 628 800. V tomto

piipad€ bychom jiz s vypisovanim moznosti neméli Sanci uspét.

Ulohy v matematickych soutéZich jsou asto tvofeny tak, e pro feseni je ticba
kombinovat rtizné zpiisoby. Ve své praci jsem se snazil ulohy rozdélit podle toho, co je

pro feSeni dané ulohy klicové.

VycCet moznosti

Vycet moznosti je univerzalni zplisob pro feSeni valné vétSiny kombinatorickych
vypisovani vSech moznosti nad ramec lidskych moznosti. Také se mizeme
Vv kombinatorice setkat napiiklad s ulohou na nekone¢né Sachovnici, kde ndm vycet
moznosti stacit nebude. Pro feSeni jednoduchych uloh je to vhodné volba. Ve skole se
setkdvame se zplisobem vyctu mozZnosti jiz na zékladni Skole, kdy Zaci jeS$té nemayji
zadné znalosti v oboru kombinatoriky. To jim ovSem nebrani tyto jednoduché tlohy

fesit logickou tvahou.
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PY.: Petr a Marie hazeji kostkou. Kdo hodi vetsi cislo, vyhral (pokud oba hodi stejné
c¢islo, hazeji znova). Kdo prvni vyhraje 10krat, vyhraje 40 bonbonii. Kdyz Petr vyhral
sedmkrat a Marie devetkrat, rozdelili si bonbony umeérné tomu, jakou meéli Sanci

na celkové vitézstvi. Kolik bonbonii ziska Marie? (Horensky 2007)

PouZiti vzorce

Stimto feSenim se setkdvame nejcastéji pii feSeni kombinatorickych uloh na
sttednich Skolach a gymnaziich. V matematickych soutézich se s nimi setkdvame v jiné
podobé, nez jsme zvykli ze Skoly, protoze tlohy v matematickych soutéZich jsou
sestavovany odlisSnym zptisobem. Od fesiteli se o¢ekava vice nez u béznych studentd.
Velmi malo se zde setkame s ulohou, kterou je mozné vyfesit pfimym dosazenim
do vzorce. Cast&ji se setkame s tilohou, které musime vzorec piizpisobit nebo onu

ulohu ptizplisobit vzorci, jenZ zndme.

Pr.: Ve tride je 10 chlapcu. V sobotu se hraje ve mesté dulezité fotbalové utkani. Kolika
riuznymi zpiisoby mohou chlapci utvorit skupinu navstévniku tohoto utkani, jestlize vime,

Ze pokud piijde na utkani Martin, vezme s sebou i Pavla? (Hodanova 2007)

Logickd tivaha

Logickd uvaha je zadkladnim kamenem pro feSeni kombinatorickych uloh
V matematickych soutézich. Na zacatku je tieba vhled do problému, ktery chceme fesit.
Vymyslet rozumny postup, jak se dobrat ke spravnému vysledku. Diky tomuto vhledu
pak miizeme pouzit i jiny zpisob feSeni. Kombinace vice zpiisobl je velmi Casto
nejlepsSi a nejrychlejsi cestou, jak ulohu vyiesit. Nékteré ulohy jdou samoziejmé fesit
Cisté logicky.
Pr.: V sacku s kulickami je celkem tricet kulicek. Vytahneme-li nahodné 12 kulicek, vidy
mezi nimi bude alespon jedna bila. Vytahneme-li nahodne 20 kulicek, vidy mezi nimi

bude alespon jedna kulicka, kterda neni bila. Kolik bilych kulicek je v sacku.
(Horensky 2007)

Stredoskolské rozdéleni

Rozdé&leni, které je piejato ze stfedoSkolské kombinatoriky, jsem zatadil pro
porovnani kombinatoriky na stfednich $kolach a gymnaziich s kombinatorikou
v matematickych soutéZich. Ponechal jsem tfi zékladni skupiny, ke kterym jsem pftidal

jesté skupinu ,,Jiné*, protoZe ulohy v soutéZzich se vétSinou nedaji zaSkatulkovat do typl
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uloh, které jsem piedstavil v kapitole Kombinatorika na Skolach. Skupinami, které tvoii
toto rozdéleni, se vice zabyvat nebudu, protoze jiz byly pfedstaveny diive vcetné
ptikladt. Jen se zminim o mnou pfidané skupiné Jiné, do které jsem zatadil priklady,
které se nedaji pfidat do skupin permutace, variace nebo kombinace.

Piedpokladam, Ze Cetnost uloh typu Jiné nebude GpIné zanedbatelna. Vzhledem
k charakteru matematickych soutézi si dovoluji tvrdit, Ze nebude svou Cetnosti zaostavat

za variacemi, kombinacemi nebo permutaci. Naopak se domnivam, Ze tato skupina bude

pocetnéjsi nez zbylé moznosti tohoto rozdéleni.
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Rozdéleni — vyzkum

Pro roztazeni uloh do skupin podle vyse uvedenych systémt, jsem se rozhodl
vyuzit ulohy z matematickych soutézi. Jednd se konkrétn¢ o Matematické olympiady
a soutéze Matematicky klokan. Matematické olympiady jsem prochazel od 36. ro¢niku
(8kolni rok 1986/1987) do 40. ro¢niku (8kolni rok 1990/1991). Vybral jsem si tyto
olympiddy z prostého divodu. Chtél jsem pokryt pét po sobe jdoucich ro¢nikd, jejichz
zadani budu schopen sehnat. Takovych olympiad bylo vice, a tak jsem si vybral
nejnovejSich pét let, které byly na Katedie matematiky a didaktiky matematiky
Univerzity Karlovy volné k dispozici ve vazaném provedeni. Ulohy z Matematickych
klokanti jsem také vybral z péti po sobé jdoucich roéniki, které nabizela Ustfedni
knihovna Pedagogické fakulty Univerzity Karlovy. Jedna se o ro¢niky od roku 2000
do roku 2004. Ulohy zMatematickych klokanti jsem vybiral ze tfi obtiZnosti.
Z obtiznosti ,,Kadet®, ktera je urCena pro studenty 8. a 9. ro¢nikt zékladnich §kol, druha
zkoumana obtiznost je ,,Junior®, ktera je urcena pro studenty 1. a 2. ro¢niki stfednich
Skol. Posledni obtiznost byla ,,Student®, kterou feSi Zaci 3. a 4. ro¢niku stfednich Skol.
Dohromady jsem z téchto soutézi vybral 30 uloh, které se néjakym zpusobem dotykaji
kombinatoriky. Téchto 30 uloh jsem rozdé¢lil podle vSech rozdé€leni, které jsem popsal
Vv kapitole ,,Rozdéleni kombinatorickych uloh®. Nyni postupné rozebereme tabulky

a grafy rozdéleni.

Pti rozdélovani uloh neztistaneme pouze u jednoho kritéria. Zajimavé vysledky by
nam mohly nabidnout tabulky a grafy Cetnosti uloh v riiznych kombinacich kritérii
rozdéleni. Tam jiz nebudu rozliSovat, zda uloha pochéazi z Matematického klokana nebo

Z Matematické olympiady. Zaméfim se pouze na kritéria rozdéleni.

Obor vyskytu
Tabulka 1: Obor vyskytu
Redlnd Pseudorealna
situace Ciselnd uloha | Geometrie situace Teorie grafl
Matematicka
olympiada 4 1 2 6 1
Klokan 8 2 3 2 1
Celkem 12 3 5 8 2
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Graf 1: Obor vyskytu

Pti pohledu na vySe uvedeny graf je jasné videt, ze ve 30ti ulohach vybranych pro
tuto bakalafskou praci ptevazuji ulohy z redlnych situaci S dvanacti ulohami. Druha
nejcetn€j$i skupina byly ulohy z pseudoredlného svéta Ccitajici osm tuloh. Treti
nejéastéj$i Glohy byly z oblasti geometrie. Takovych uloh bylo pét. Piedposledni
skupinou byly ulohy ciselné, které byly zastoupeny tfemi tlohami. Nejméné Castou

skupinou uloh byly tlohy tykajici se teorie grafl, které byly pouze dvé.

Pokud se podivame na vyskyty tloh v kazdé soutézi, tak se dostaneme ptiblizné
ke stejnému potadi. Jediny vétsi rozdil je pouze v Cetnosti redlnych a pseudoredlnych
situaci. Zatimco v Matematickém klokanovi jasné ptevazuji ulohy redlnych situaci,
Vv ulohach z Matematickych olympiad jsou na prvnim misté¢ v Cetnosti ulohy
pseudoredlné. Rozdil v Cetnostech pseudoredlnych uloh mezi Matematickymi
olympiddami a Matematickymi klokany je znacny, coz je podle mého ndzoru déano
odliSnym charakterem obou soutézi. Matematickd olympiada je soutéz pro opravdu
nadané studenty matematiky. Matematicky klokan je soutéz, ktera je urcena pro Sir$i
skupinu studentd. Tviirci tloh do Matematického klokana se snazi vytvaret ulohy lehce
pochopitelné pro kazdého studenta. Coz je podle mého ndzoru divod, pro¢ zde

prevladaji ulohy redlného svéta.

Také je tteba vzit v potaz dobu, kterou ma student na vyfeSeni dané¢ho problému.
Pokud by v Matematickém klokanovi ptevazovaly pseudorealné tlohy, musel by dostat

vice ¢asu na jejich pochopeni, piipadné ostatni ulohy by musely byt vytvofeny tak, aby
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student m¢l Sanci uSetfit ¢as 1 na ulohu téz8i na pochopeni. Posledni moznosti je
vytvaret klidné i pseudorealné tilohy, ale zjednodusené tak, aby se daly v kratkém case
pochopit 1 vyfesit. Vzhledem k témto divodiim si myslim, Ze je lepsi do Matematického

klokana vymyslet tlohy z realného svéta.

Dale si mizeme vSimnout, ze u obou soutézi se jen velmi ziidka vyskytuji tlohy
¢iselné. Dtvod, pro¢ tomu tak je, by mohl byt v problému uchopeni ulohy. Na dvou

prikladech se pokusim ukdazat, rozdil mezi zadanim stejné ulohy rtiznym zptsobem.

PF.: Ve tfid¢ je deset chlapcii a deset divek. Kolika riznymi zpiisoby se mohou rozd¢lit

do part, chtéji-li jit vSichni na ples?

PF.: M¢me dvé mnoziny ptirozenych Cisel. V kazdé mnoziné je deset prvki. Kolika

zpusoby miiZzeme ptifadit prvky jedné mnoziny prvkiim mnoZiny druhé?

Je vidét, Ze tyto dvé ulohy jsou totozné. Tudiz i1 feSeni obou uloh musi byt stejné.
Z matematického hlediska to tak je. Rozdil je v pochopeni ulohy. Prvni ptiklad je ze
zivota. S takovouto situaci se kazdy jisté setkal. Piiklad druhy je zadan Cisté Ciselné

a student si nejdiive pii feSeni musi uvédomit, co se po ném v zadani vlastné chce.

Prace s prvky

Tabulka 2: Prace s prvky

model selection model distribution model partition
Matematicka
olympiada 3 9 2
Klokan 3 8 5
Celkem 6 17
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Graf 2: Prace s prvky

v v

vedou na pfitazovani nebo také umistovani prvki, tedy model distribution. Cetnosti
zbylych dvou modeli — selection, partition — jsou pfiblizné srovnatelné. Nadvlada
modelu distribution je na prvni pohled ziejma, ale diivod, pro¢ tomu tak je, mi unika.
Mozna je to dano mym pohledem na kombinatorické ulohy. Na vySe zminéném

piikladu na ulohy z teorie grafii ukdzu moznou neshodu s rozdélenim modelt.

Pr.: V roviné je dano 7 bodu, z nichz nekteré jsou spojeny useckou. Pritom jsou splnény
nasledujici podminky:

a) Z kazdeé trojice bodii jsou aspoii dva spojeny useckou

b) pocet uisecek je minimalni

Kolik usecek obsahuje utvar, ktery spliiuje tyto podminky? (Bocek 1993)

Ja jsem tuto ulohu zatadil do modelu distribution, protoze umist'uji use¢ky mezi body.
Nékdo jiny, kdo by se snazil rozifazovat tlohy stejnym zpisobem, by ale mohl fici, ze
neumist'uje usecky mezi body, ale Ze si rozdéli graf na mnoziny bodi, které spolu jiz
muze spojit do podmnozin, které budou spliiovat zadana kritéria. Tudiz by stejnou
ulohu mohl zatfadit mezi ulohy model partition. Nakonec by mohl pfijit jeSté student
S jinou vizi a ten by si fekl, Ze vybird body, které spolu spoji. Timto by mohl zaradit tuto

ulohu i do model selection.
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V tomto ptichazi dal§i kdmen urazu v kombinatorice. Pfi vykladu by se urcité néktery
student zcela opravnéné zeptal ,Jaka odpovéd je tedy spravna®. V tu chvili by mél
vyulujici poukazat na to, e viechno se neda rozdélit na véci spravné a chybné. Ze

zalezi na tihlu pohledu a na tom, jakému zpisobu feSeni kdo dava prednost.

Tim chei poukézat na to, Ze kdyby ulohy roziazoval nékdo jiny, tak by vysledky
zapsané do tabulky a grafu mohly vypadat Gpln¢ jinak, nez ty, jak je prezentuji ja ve své
praci. Samoziejmé jsou ulohy, které jasné tikaji, do které skupiny patfi, ale také jsou

ulohy, kde pohledt na feseny problém muize byt vice.

Zpisob reseni

Tabulka 3: Zpisob ieSeni

Vycet moznosti Pouziti vzorce Logicka uvaha
Matematicka
olympiada 4 3 7
Klokan 6 4 6
Celkem 10 7 13

Zpusob reseni
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Graf 3: Zpisob FeSeni

Po rozdéleni tloh podle zplisobu feseni jsem dospél k zadvéru, Ze nejcastéji je
kombinatoricka tloha v matematickych soutézich feSena logickou tvahou. Druhy
nejcastéj$i zplsob feSeni byl vycet moznosti. Pouziti vzorce bylo u obou soutéZich

oznaceno jako nejméné Casty zplsob feSeni.
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Ocekaval jsem vétsi odstup feSeni logickou tivahou od vyctu moznosti. Jak bylo
zminéno pii rozboru déleni uloh podle prace s prvky, tak i toto rozdéleni je velmi
individualni. Nékdo by oznacil ulohu jako idedln¢ fesitelnou logickou uvahou, jiny by ji
oznacil jako tlohu, kterd je z vétsi Casti feSena vyctem moznosti. Ja jsem do logickych
uloh tadil ty, které takika celé vyfesim logickou cestou. Pokud by logicka uvaha vedla
k vyuziti vzorce, tak bych ji oznacil spis jako ulohu fesenou vzorcem. V matematickych
soutézich se ulohy Cisté na vyuziti vzorcl nevyskytuji, protoze cilem téchto soutézi neni
zjistit, zda fesitel umi vyuzit tabulky jako spiS§, zda umi vymyslet postup, kterym se ke
spravnému vysledku dostane. Proto nelze brat rozestupy mezi jednotlivymi zpiisoby

feSeni jako néco pevného a neménného.

Poradi jednotlivych zplsobil jsou piesné takové, jaké jsem je ocekaval. Zvlaste
U Matematickych olympiad je vidét odstup uloh feSenych logickou uvahou.
V Matematickych klokanech jsou cetnosti feSeni logickou tivahou a vyctem moZnosti
vyrovnané. Podle mého nazoru je to dano kratkym €asem na vyfeSeni jednotlivych tloh.
Proto fesitel stejné nema €as na vypisovani vSech moZnosti. Pokud by byl na feSeni

veétsi ¢asovy limit, tak by ziejmé i zde pievladly ulohy fesené logickou tivahou.

Stredoskolské rozdéleni

Tabulka 4: Stfedoskolské Feseni

Variace Permutace Kombinace Jiné
Matematicka
olympiada 0 1 3 10
Klokan 1 1 7 7
Celkem 1 3 9 17
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Stredoskolské rozdéleni
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Graf 4: Stiedo$kolské rozdéleni

Nyni se podivejme, jaké vysledky nam ptineslo tradi€ni rozdé€leni, které se
vyuziva na stfednich Skolach a gymnaziich. Z vysledki je jasné vidét, ze zavedeni
moznosti ,,Jiné“, bylo velmi uZite¢né. Tato moznost zcela suverénné obsadila
pomyslnou prvni pticku v Cetnostech jednotlivych moznosti. Druha nejcastéjsi moznost

byla kombinace. Za témito dvéma moznostmi zbyl¢ dvé znatelné zaostaly.

Z tabulky a grafu stiedoskolského rozdé€leni bychom neméli byt piekvapeni. Dalo
se ocekavat, ze moznost ,,Jina* bude nejcetnéjsi. Dlvod mého ocekavani byl ten,
ze do matematickych soutézi se tvoii ulohy, se kterymi se student béhem svého studia
moc Casto nesetkava. Jsou to ptiklady, které nelze vytesit jednoduchym vzorcem, ale pii
jejich feSeni je tfeba zapojit i logické uvazovani. Vitéz matematické soutéze by nemé¢l

byt ten, kdo umi nejlépe hledat v tabulkach, ale ten kdo umi vymyslet postup feseni

vvvvvv

Bohuzel si nejsem jist, zda se pii opravovani matematickych olympidd hledi i na
eleganci feSeni a nejen na spravny vysledek — ptipadné mezivysledky. Matematicky
klokan toto urcité nenabizi, protoze jsou vysledky vybirany z moznosti a hodnoti se
pouze vysledky. To mi piijde Skoda, protoZe velmi Casto student vyfesi ulohu zcela
odliSnym zpiisobem, neZ je b&Zné a tento zplisob miZe byt tfeba lepsi nebo elegantnéjsi,
ale nikdo se ho nedozvi. Pokud bychom chtéli hodnotit i eleganci feSeni, zjistili
bychom, Ze kazdy vidi elegantni feSeni jinak. Nékomu piijde elegantni vyieSit ulohu

Cisté logicky, jinému zase upravenim vzorce do podoby, kdy by se dal vyuzit ke
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spocitani daného problému. Dalsi problém, se kterym bychom se setkali pii hodnoceni
elegance, je cas. V letosnim roéniku (2011) se totiz ucastnilo v kategoriich Student,
Junior a Kadet dohromady 85 451 fesiteld. Kontrolovat postupy u jednotlivych uloh je

pro takovyto pocet soutézicich nerealné.

Jediné, co me¢ zardzi na vyse znazornéném grafu, je odstup kombinaci od variaci
a permutaci. Ocekaval jsem, Ze za moznosti ,,Jiné*“ budou ostatni moznosti zaostavat,
ale pfiblizné stejné. Je to mozna zplsobeno omezenou mnozinou uloh, které jsem

zkoumal. ProtoZe rozdil naptiklad mezi variacemi a kombinacemi neni obrovsky.

PY.. Ve stanku se zmrzlinou maji 9 riznych druhii zmrzliny. Skupina déti prichdzi
ke stanku a kazdé dite si kupuje dva kopecky riznych druhit zmrzliny do kornoutu. Jaky
nejvetsi pocet deti miize nakupovat u stanku zmrzlinu, aby zZadné dve déti neméli stejnou
kombinaci druhit zmrzliny? (Hodanova 2007)

Tato tloha je jasné zaméfena na kombinace. Pokud bychom ji doplnili o vétu, Ze zaleZi

na potadi kopeckt, ziskali bychom tlohu na variace. Proto mé udivuje, ze je spousta

uloh zaméfena na kombinace a na variace se zapomina.

Obor vyskytu - prace s prvky

Tabulka 5: Obor vyskytu - prace s prvky

geometricka | pseudorealna
realna situace | Ciselna uloha | uloha situace teorie graf
model
selection 3 0 1 1 1
model
distribution 5 0 4 7 1
model
partition 4 3 0 0 0
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Graf 5: Obor vyskytu - prace s prvky

Prvni tabulka a graf vrozdéleni pomoci dvou kritérii ndm zndzoriiuje nékteré
nedostatky. Pokud bych mél vypichnout pouze ty, které jsou opravdu zavazné, tak by to
byl nedostateCny pocet geometrickych a pseudorealnych situaci, pii jejichz feSeni
vyuzivame model selection a model partition. To, Ze chybi uloha na teorii grafii, kde
bychom pracovali s prvky metodou model partition, také neni zcela v potadku, ale
vzhledem Kk nizkému poctu tloh z teorie grafu je jasné, Zze kombinace nékterého modelu
S timto oborem musela ziistat bez tlohy. Je zajimavé, ze model partition je jako metoda
pro praci s prvky vyuzita pouze v realnych a Ciselnych ulohach. U ¢iselnych uloh je
dokonce pouzivana jako jedina. V ostatnich typech uloh se tento pfistup k prvkim

nepouziva.

Obor vyskytu - zpiisob reSeni

Tabulka 6: Obor vyskytu - zptisob FeSeni

geometricka | pseudorealna
realna situace | Ciselna uloha | dloha situace teorie graft
vycCet
moznosti 2 2 3 2 1
pouziti vzorce 5 0 0 2 0
logicka uvaha 5 1 2 4 1
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Graf 6: Obor vyskytu - zpisob FeSeni

Pti analyze tabulky a grafu rozdéleni podle kritérii obor vyskytu a zptisobu feSeni

dojdeme k vysledku, Ze v Ciselnych a geometrickych tllohach chybi ptiklady na feSeni

pouzitim vzorce. Také v ulohdch zamétenych na teorii grafii nejsou zadné, které by se

feSily pomoci vzorci. Tomu se nemizeme divit, kdyZ se podivame na charakter

soutéze. Jedina Cast grafu, kterd se 1iSi od ostatnich, je ¢ast realnych situaci, kdy spolu

s logickou tvahou tvoii feSeni pouzitim vzorce pomyslnou prvni pficku. Jedinou

utéchou nam muze byt fakt, ze z péti uloh z realného svéta, které jsou feSeny pomoci

vzorce, jsou tfi z Matematického klokana, pfi kterém studenti nesmi pouZzivat

matematické tabulky.

Obor vyskytu - stredoskolské rozdéleni

Tabulka 7: Obor vyskytu - stitedoskolské rozdéleni

geometricka | pseudorealna
realna situace | Ciselna uloha | dloha situace teorie graft
variace 0 0 0 1 0
permutace 1 0 0 1 0
kombinace 8 1 0 0 1
jiné 3 2 5 6 1
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Graf 7: Obor vyskytu - stifedoSkolské rozdéleni

Ackoli se to nemusi na prvni pohled zdat, tak tento graf uzce souvisi s tim
piedchozim — obor vyskytu — zptisob feSeni. Jde hlavné o to, ze by se nékomu mohlo
zdat zvlastni, ze vrealnych situacich neni na prvnim misté moznost Jiné. Divod
hledejme v piedchozim grafu. V ném bylo v realnych situacich ¢asto pouzivano feSeni
pouzitim vzorce. Pokud lze teSit uloha podle vzorce, tak musi byt zahrnutelna do
kombinaci, variaci nebo permutaci. ProtoZe to je ten vzorec, kterym danou tlohu feSim.
To, proC jsou tyto ulohy pievazné na kombinace, je dano mnoZzstvim uloh urcenych
vytvofenim pro jednotlivé moznosti, coz znazoriiuje graf stiedoskolského rozdéleni.

V ostatnich oborech vyskytu je podle ocekavani nejpocetnéjsi skupinou moznost Jiné,

coz by nés nem¢lo piekvapit.

Prace s prvky - zptisob rreSeni

Tabulka 8: Prace s prvky - zptisob FeSeni

model selection

model distribution

model partition

vyCet moznosti 4 3 3
pouziti vzorce 2 4 1
logicka uvaha 0 10 3
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Graf 8: Prace s prvky - zpiisob ieSeni

Pti pohledu na graf rozdéleni podle prace s prvky a zplisobu feSeni nds nejspis
zarazi nerovnomeérnost rozdeleni tloh feSenych logickou uvahou. Ze tfinacti uloh
feSenych logicky je deset na model distribution a tfi na model partition. Model selection
je bez ucasti tloh feSenych logickou uvahou. Je zvlastni, ze se to tyka pouze uloh
feSenych logickou tvahou. Ostatni dva zplsoby jsou zastoupeny ve vSech modelech
alespon jednim zastupcem. Dokonce tlohy na vyéet moznosti jsou v kazdém modelu
zastoupeny vcelku vyvazené. Duvod této nerovnomérnosti neni ziejmy. MozZna tuto

nerovnomérnost pomuize vysvétlit néktery z nasledujicich grafi.

Prace s prvky - stredoskolské rozdéleni

Tabulka 9: Prace s prvky - stfedoskolské rozdéleni

model selection model distribution model partition
variace 0 1 0
permutace 0 2 0
kombinace 4 2 4
jiné 2 12 3
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Prace s prvky - stredoskolské roz.
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Graf 9: Prace s prvky - stfedoskolské rozdéleni

Je tfeba si uvédomit, ze nékteré kombinace moznosti lze jen téZko dosahnout.
Toho je ptikladem vySe uvedeny graf s tabulkou. Kdyz se podivdme do tabulky do
sloupce model selection, tak nés ziejmé& napadne, jak je moZné, ze nema Zadny vyskyt
uloh, které jsou zaroven na permutace nebo variace. Diivod, pro¢ to u permutaci neni
nic zvlastniho, se pokusim objasnit. Permutace samy o sobé jsou fazenim. Nejedna se
tedy o zadny vybér nebo tak néco, co naznacuje model selection. Totéz plati pro model
partition. Rozdélovat mnozinu na podmnoziny a vyuzivat pii tom fazeni je velmi
obtizné¢ predstavitelné. Duvod, pro¢ se vSak nevyskytuji tlohy z variaci na model
selection, je nejasny. Ve Skole jsou vyuzivany docela hojné. Velmi Casto se tam
setkavame s ulohami, ve kterych je tfeba fesit vybér zastupce a pokladnika tfidy. Také

je zajimavé, pro¢ nejsou ulohy z variaci zamérené na model partition.

Pr.: Na Skolnim vyleté se Sest studentii rozhodlo, Ze si zahraji nohejbal. Ur¢i, kolika

zpusoby se mohou rozdélit do dvou druzstev po tiech.

Pokud bychom nechali tlohu takto, tak je to kombina¢ni iloha zaméfend na model
partition. Tato loha by ale mohla byt zaméfena i na variace, pokud bychom dodali, Ze

nohejbalové druzZstvo se pro nase ucely sklada ze smecare, polate a nahravace.

Pii pohledu na graf prace s prvky — stfedoskolské rozdéleni mé napada mozny duvod
nerovnomérného rozdéleni, které bylo na grafu prace s prvky — zptisob feseni. V- modelu
distribution jednoznacn€ pievladaji ulohy, které se nedaji zafadit mezi variace,

permutace ani kombinace. Odpadé tedy mozZnost je vyiesit pomoci vzorce. Zbyva tedy
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logickd tvaha a vyfet moznosti. V matematickych soutézich se vSak setkdvame
Samoziejmé je mozné, Ze se slozitd uloha da vyfesit vyctem moznosti. VétSinou jsou to
ale jednodussi ptiklady. Z vyse uvedeného tedy vyplyva, ze Glohy zatfazené¢ do moznosti

jiné, budou vétsinou fesitelné logickou uvahou.

Zpisob ireseni - stiredoskolské rozdéleni

Tabulka 10: Zpisob feSeni - stiedoskolské rozdéleni

vyCet moZnosti pouZiti vzorce logicka uvaha
variace 0 1 0
permutace 0 2 0
kombinace 2 4 4
jiné 8 0 9
o 4 N4 v 4 A4 ’
Zpusob reseni - stredoskolské roz.

9

8

7

6

5 M vyCet moznosti

4 M pouZiti vzorce

3 id logickd avaha

2

1

0

variace permutace kombinace jiné

Graf 10: Zpisob FeSeni - stiedoskolské rozdéleni

Tabulka a graf rozd¢leni podle téchto dvou kritérii vypada ptiblizné tak, jak jsem
o¢ekaval. Ulohy zaméfené na variace a permutace jsou feSeny pouze pouZitim vzorce.
To §lo ocekavat, protoze kdyz uz mohu zatadit ptiklad do téchto typi, tak vim, ze
existuje vzorec, ktery mohu vyuzit k jeho vyfeSeni. Nékdy je v8ak snazs§i pouZzit jinou
metodu. Toho jsou ptikladem hodnoty kombinaci pro jednotlivé zptsoby feseni. Pokud
je uloha natolik jednoducha, zZe ji 1ze béhem nékolika chvil vyfesit vyétem moznosti
nebo logickou tvahou, tak je to jednodussi, nez upravovat vzorec tak, abych ho mohl

pro dany piiklad vyuzit. Z grafu dale vyplyva, Ze pokud nedokazu zatradit tlohu mezi
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variace, permutace nebo kombinace, tak je nejsnazsi ji vyfeSit logickou uvahou

ptipadné vyctem moznosti. I toto se dalo ocekavat.

Vice kritérii

Zajimavé vysledky bychom také mohli ziskat, pokud bychom vytvoftili tabulky
a grafy, které znazorfuji ¢etnosti uloh rozdélenych podle vice nez dvou kritérii. Tyto
tabulky vsak do své prace zahrnovat nebudu, vzhledem k jejich mnozstvi a k mnozstvi
uloh. Myslim si, ze k vytvoreni takto rozsdhlého vyzkumu je pocet mnou vybranych

uloh nedostate¢ny.
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Chybéjici ulohy

V predchozi kapitole jsme zjistili, jaké tllohy v matematickych soutézich nejvice
chybi. V této kapitole ukdzu nékolik piikladt, kterymi by se daly chyb¢jici ulohy
doplnit nebo by se témito piiklady mohli tviirci inspirovat a vytvofit tulohy podobného
razeni. Netvrdim, ze jsou tyto ulohy originalni — je mozné, Ze se n¢kde jiz vyskytly
Vv podobné formé. V téch rocnicich, které jsem zkoumal, mi vSak takovéto ulohy

chybély.

Tvorba uloh
Tvorba tloh do matematickych soutézi neni Upln€ jednoducha zélezitost. Je tieba
sledovat, zda to neni typicky pftiklad

v nékteré oblasti matematiky.

Pr.: V zimé¢ napadla pfes noc spousta
dost soli na wudrZzovani vSech silnic.
Rozhodli se tedy, ze budou udrzovat
pouze takové mnozstvi a délky silnic, aby
se bylo mozné dostat autem z kazdého

meésta do meést ostatnich. Poradte

vvvvv

prujezdné, aby uSetfili co nejvice soli. Obrizek 2: Kostra grafu

(Na grafu jsou mésta oznac¢eny kruznici)

Ulohy tohoto typu jsou b&Znym objektem zkoumani teorie grafi. Proto se
nemohou vyskytovat v matematickych soutézich, protoze by byly zvyhodnéni studenti,
ktefi se s timto ptfikladem jiz setkali pfi vykladu. Je n€kolik mozZnosti, jak uvést tuto
ulohu. Miize to byt udrZzovani silnic, elektrifikace mést, zavadéni Zelezni¢ni dopravy
mezi mesty a podobné. VSechny tyto tlohy vedou na hledani kostry grafu. K vyfeSeni
téchto uloh jsou jiz vytvofeny algoritmy, které by nejspiS pouzili studenti, kteti prosli
néjakym kurzem teorie grafii. Ostatni studenti by se to snaZzili asi vyfeSit intuitivng.

Tento postup se pokusim nastinit.

~~~~~

narazili na cestu, kterd by tvofila kruznici (z jednoho mésta do jiného by vedlo vice
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riznych cest), potom tuto cestu nebudeme pies zimu udrzovat. Najdeme nejkratsi cestu.

vvvvv

-----

nebudou moci zanedbavat. Dal$i cesty maji hodnotu ctyfi. Cesta mezi C a E je
nepostradatelna. Totéz se vSak neda fici o cesté mezi D a G. Pro uSetieni soli je mozné
tuto silnici nechat zasnézenou. Timto zpisobem bychom pokracovali, az bychom méli
moznost se dostat do vSech mést, a tim by byla uloha vytfeSena. Jedina potiz pii feSeni
by mohlo byt rozhodovani, zda prohrnout silnici mezi C a F nebo mezi F a G. Toto je
jiz na kazdém fesiteli, kterou silnici bude
chtit udrzovat. Ze zadani to nelze
rozhodnout. Na grafu vidime vysledek
tohoto  ptikladu. Carkované  jsou
zachyceny cesty, kde neni jasné urceno,
kterou cestu udrzovat. Pokud by studenti
dospéli k tomuto postupu, pouzili by
algoritmus, ktery je vteorii grafi znam

jako Kruskaliv. K ziskani maximalniho

poctu bodii je vSak nutné jesté dokazat Obrizek 3: Kostra grafu - feseni

spravnost svého vypoctu. V tomhle piipadé

je to vlastn¢ diikaz, Zze vysledkem tohohle algoritmu je kostra grafu (vybér cest takovy,
ze je mozné se dostat do kazdého mésta). Druhé véc, kterou je nutno dokazat, je to, ze je
kostra grafu minimalni. Jelikoz uz vime, ze se jednd o konkrétni algoritmus, tyto dikazy

nebudu provadét, protoze jsou k nalezeni naptiklad na wikipedia.org.

S timto ptikladem se v matematickych soutézich bohuzel setkat nemtizeme. Dal by se
samoziejm¢ modifikovat. Stile by ale méli vyhodu studenti znali teorie grafu.
Modifikaci tohoto ptfikladu by mohlo byt soleni silnic ve méstech, kde jsou
i jednosmérné ulice. Takova uloha by byla jisté¢ zajimava, ale stale by zvyhodnovala

nékteré fesitele.

Dale bychom pfi vytvafeni kombinatorickych tloh méli dévat pozor, aby
studenti mé&li znalosti, které jsou tfeba pro vyfeSeni ulohy. Pokud tyto znalosti nemaji,
mohou mit velké problémy s pochopenim tlohy. Snazit se fesit tlohu, které nerozumi je
veelku zbyte¢né. Nemély by to ale byt ulohy, se kterymi se feSitel mize setkat pfi

hodinach.
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Dale bychom se méli vyvarovat piikladiim, u nichz staci pouze dosadit do
matematického vzorce. Takové ulohy nefikaji nic jiného o feSiteli nez to, ze umi
pouzivat tabulky pfipadné kalkulacku. Pokud uz vytvatime ulohu, v jejimz feSeni je
mozné vyuzit vzorec, tak by nemél byt vyuzitelny hned. M¢li bychom spi§ vytvoftit
ulohu, kterou musi feSitel upravit do takové podoby, kdy je mozné vzorec vyuzit.

Piipadné vhodné zkombinovat vzorce tak, aby se daly pouzit k feseni ulohy.

Pii vytvafeni tiloh bychom si méli Fici, kde chceme ulohu uplatnit. Uloha
Vv Matematickém klokanovi musi byt snidze pochopitelnd nez tiloha v matematicke
olympiddé, kde maji feSitelé mnohem vice ¢asu na vyfeSeni jednotlivych uloh. Sice tu
piSu o matematickych soutézich, ale i vyucujici ve Skole miize studentiim pfipravit svou
vlastni ulohu. Déle bychom si m¢li tici, jak bychom chtéli, aby studenti danou tlohu
tesili. Pokud bychom chtéli, aby tllohu fesili vy¢tem moznosti, tak by to méla byt tloha,

ktera bude mit méné feSeni neZ Gloha, kterou je moZné fesit Upravou zndmych vzorca.

Ulohy k vytvoreni
Nyni se jiz podivame, jaké typy uloh by bylo tieba vytvofit. Budeme vychazet
Z jednotlivych grafi a tabulek o rozloZeni ¢etnosti. Budu tvofit pouze tlohy zaméfené

na jedno konkrétni rozd¢€leni.

Z tabulky o rozd¢€leni podle oboru vyskytu jsme se dozvéde€li, ze nam chybi tlohy
Z teorie graft, Ciselné ulohy a ulohy geometrické. Mensi pocet Ciselnych tloh feSit
nebudu — dtvod jsem popisoval i s piikladem u pfislusného grafu. Budu tedy tvofit

priklady na teorii grafi a geometrické tlohy.

Z grafu Prace sprvky lze vycist, ze metoda feSeni model distribution jasné
pfevlada nad ostatnimi. Proto se také pokusim vytvofit tlohy na model selection

a partition.

Co se tyce rozdéleni uloh podle zptisobu feseni, tak nevidim zadny, ktery by byl
tteba doplnit o néjakou ulohu. Lehce zaostava vypocet pomoci vzorce. Divod tohoto
jevu jsem vysvétlil pod ptislusnym grafem. Proto si nedavam za ukol vytvofit tlohu,
ktera bude feSitelnd jednim konkrétnim zpisobem. Samoziejmé vytvoreny piiklad do

nékteré této skupiny piifadim, ale nebude to hlavni zajem pii tvorbé.

Po rozdéleni vybranych uloh podle stiedoSkolského rozdé€leni se jevi mnozstvi
uloh na variace a permutace nedostatecnym. I témto dvéma skupindm uloh se pokusim
néjaké vytvofit.
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Uloha - teorie grafii

PF.: Kolika zptsoby se lze dostat z bodu A do bodu B aniz bychom se vraceli?

(teorie grafti, model partition, logicka avaha, jiné)

Obriazek 4: Pruchod grafu

Reseni: Tato uloha je velmi snadno fesitelna, pokud si dokazeme predstavit, jak vlastnd
takovy priichod vypada. Vlastné nas nezajimaji ty svislé cesty. Ty jen ukazuji, ze pokud
projdeme po prvni vodorovné Casti grafu, tak ze lze pokraCovat znovu tiemi cestami.

Velmi dobfe miize poslouzit piekresleni do snaze pochopitelné podoby.

i vl v . i i ¥ e .
A WA W N e

Obrazek 5: Priichod grafu - zjednodusSeni

Nyni je jiz vidét, Zze z bodu A do bodu Al se mohu dostat tfemi cestami. Stejné tak
i zbodu Al do bodu A2 existuji tii cesty. Nyni jiz je vidét, ze pocet cest z bodu A do
bodu B je 3¢ = 729 moznosti.

Z tohoto snadného ptikladu lze vyvodit i1 dalsi ptiklady, které jsou podobné, ale tfeba
0 trochu slozitgjsi. Jeden takovy by mohlo byt znovu hledani poctu cest z bodu A do
bodu B. Tentokrat by ale graf vypadal tfeba takto.
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Obrazek 6: Prichod grafu - modifikace

Tento ptiklad je rozSifenim piikladu ptedchoziho. Proto se d4 ocekdvat, Ze 1 feSeni si
budou podobna. Jediny rozdil mezi t€émito ulohami je ten, Ze v této modifikaci musim
vzit v potaz dvé cesty, které by ve zjednoduSeném modelu byly navic mezi body

A2 a A4. Vysledny pocet cest by tedy byl 11 * 3* = 891.

Uloha - geometrie
Pr.: V roving jsou dany body A, B, C, D, E, F, G, H, 1. Urcete kolik trojahelnikii 1ze

vytvofit z téchto bodi. A B c

(geometrie, model selection, pouZiti

vzorce, kombinace)

Refeni 1: Postupnd budu brat dvojice

bodi a budu poé¢itat vkolika P F
trojuhelnicich,  které  jsme  zatim
nezapocitali, se vyskytuji. Tato metoda

neni elegantni, ale rozhodné povede ke

spravnému vysledku. Postupnym G H I

vypisovanim bychom dospéli
. Obrazek 7: Body v roviné
k vysledku 76 trojuhelnika.

ReSeni 2: V potadi druhé feSeni je mnohem elegantnéj$i nez to prvni. Jde predevSim

0 to, uvédomit si, kdy nelze trojihelnik vytvofit. Ze vSech trojic bodd z téchto deviti
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nelze sestrojit trojuhelnik pouze z téchto: ABC, DEF, GHI, ADG, BEH, CFIl, AEI
a CEG. Vypocitame tedy pocet K(3,9) = 84. Odelteme jesté ty trojice, ze kterych
trojuhelnik nelze slozit. Vysledek je tedy 76 trojihelniki.

Lze vytvorit i dal§i ulohy podobné této. Velmi snadno si dokdzeme ptedstavit
modifikaci této ulohy jinym rozestavénim bodu, tvofeni jinych objektd nez je
trojuhelnik a podobné. Také miizeme vytvofit podobné ulohy, které jsou presunuté do

trojrozmérného prostoru.

Uloha - model selection
PF.: Ve mésté je 100 restauraci, 50 bart, 10 pivnic, 15 vinaren a 20 kavaren. Kolika
zplisoby si miize vybrat pracovnik Ceské obchodni inspekce 20 podnikil, které navstivi?
Kolika moznostmi si mize vybrat 20 podnikd, které navstivi, pokud musi navstivit

4 zatizeni kazdého typu.
(realnd situace, model selection, pouziti vzorce, kombinace)

Reseni: Jedna se o oby&ejné kombinace. Prvni &ast Gilohy je nalezeni kombinace 20ti

prvkil z mnoziny 195ti prvka. K(20,195) = (12905). Tento vysledek nam bude stacit.

Vycisleni tohoto kombina¢niho ¢isla by bylo mozné, ale vcelku zbyte¢né. Druhou cast
vypocitdme stejné jako Cast prvni, jen ji rozdélime na jednotlivé typy zafizeni. Vysledny

pocet moznosti je tedy
K(4,100) * K(4,50) * K(4,10) * K(4,15) » K(4,20) = (*2°) = (5)) = (*0) = (7)) « (3))

Tuto alohu by bylo moZné také modifikovat. Napiiklad by pracovnik Ceské obchodni
inspekce mél za ukol navstivit 20 zafizeni a z kazdého typu by bylo tfeba navstivit
alespon tfi zatizeni. Takova uloha by se dala fesit naptiklad rozepsanim vSech moznych
rozdéleni téchto 20 zafizeni. Pro kazdy ptipad by pak bylo tieba najit pocet moznosti

a tyto pocty na zavér secist podle kombinatorického pravidla souctu.

Uloha - model partition
Pr.: Parta pratel se rozhodla ptivydélat si provozovanim hazardni hry. Dohodli se, Ze
V jejich podniku se budou hrat kostky nasledujicim zpisobem. Hazi se cCtyfmi
Sestisténnymi kostkami. Pokud padne na vSech kostkach stejny pocet ok, tak vyhrava
navstévnik podniku druhou mocninu vkladu. V opaéném piipadé zdkaznik ptichazi

o vsazenou Castku. Urfete maximalni hodnotu vkladu takovou, aby vydélali
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provozovatelé¢ podniku. (Pfi dodrzeni pravdépodobnosti ziskaji vice penéz nez vydaji)

(redlna situace, model partition, logicka tivaha, variace)

Refeni: Pocet viech moZnosti, které mohou padnout na kostkach je 6* = 1296.
Z téchto moznosti je jen Sest takovych, kdy vyhraje navstévnik podniku. To znamena,

ze je Sance 1:216, ze vyhraje parta provozovateli.

1*x%2<216*x

Jelikoz je X kladné, mohu bez zmény nerovnosti vydélit nerovnici X

1xx <216

Nejvétsi mozny vklad takovy, aby vydélavali provozovatelé, je 215 K¢

Tato tloha je pon¢kud odlisné od téch ostatnich. Zasahuje do pravdépodobnosti. Jisté se
zde ale vyuzivd kombinatorickych znalosti, proto mize byt i takovato uloha zafazena
mezi kombinatorické. Pravé zajem o tyto ulohy — hazardni hry — byl v 16. stoleti
divodem hlubsiho studia kombinatoriky. Matematici se zacali zabyvat otazkami, jakd
moznd seskupeni mohou nastat pri hazeni urcitéeho poctu hracich kostek a jaké jsou

pravdepodobnosti vyher. (Farska 2011)

Uloha - variace
PF.: Kolik ruznych slov, délky nejvice péti znakd, lze sestavit z pismen abecedy?
Veslové se nesmi opakovat zadné pismeno vicekrat. Pismena uvazujte jen bez

diakritickych znamének. CH je slozeno ze dvou pismen.
(pseudorealna situace, model selection, pouziti vzorce, variace)

Reseni: Nejdiive spoéitame, kolik pismen ¢&itad abeceda bez diakritickych znamének.
Dojdeme K ¢islu 26. Nyni budeme pocitat, kolik slov ma dany pocet znaku. Jedna se

vlastné¢ o variace. TakZe nejdiive budeme pocitat kolik je slov tvofenych jednim

26!

pismenem. To je V;(26) = 25 = 26. Pro slova se dvéma pismeny je to V; (26) =

26!
24!

Takto bychom pokracovali az do slov sloZzené z péti pismen. Nakonec bychom dospéli

k vysledku 26 + 26 * 25 + 26 * 25 * 24 + 26 * 25 % 24 x 23 + 26 * 25 24 + 23 * 22

co? Ize zjednodusit vytykanim na tvar 26 (1 +25+ (1424 (1423 (1 + 22))))

Uloha - permutace
Pr.: Hokejového turnaje se ucastni pét tymu z rliznych zemi. Organizatofi chtéji byt na

tuto udalost pfipraveni. Proto se rozhodli vypsat vSechny moZnosti, jak mohou hokejisté
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nastupovat ke slavnostnimu zahajeni. Slavnostni nastup prob&hne tak, ze za kazdy stat
nastoupi jako prvni brankar nesouci vlajku. Za nim dvacet hract. Kazdy tym zakoncuje
trenér, pred kterym jde asistent trenéra. Kolik moznosti musi vypsat, aby mohli fici, ze

jsou na slavnostni zahajeni ptipraveni?
(pseudorealna situace, model partition, pouziti vzorce, permutace)

Reseni: Tuto Glohu vyfesime postupné. Nejdiive si spoéitame, v kolika poradich mohou
nastoupit brankarfi, jakozto vlajkonosi — brankéie v tuto chvili chapeme podobné jako
zastupce statu. Brankaie tedy muzeme rozestavit 5! zptisoby. Nyni se podivame na
mozné rozestaveni hracl. V kazdém tymu je dvacet hraci, jejichz rozestaveni musime
resit. Kazdy tym tedy mize nastoupit 20! zpiisoby. Podle kombinatorického pravidla
sou¢inu miizeme hrace rozdélit (20!)° zptsoby. To ale je§té nemame zapocitino poradi
jednotlivych tymu. Ted je na Case vyuzit diiveéjsi vypocet rozestaveni brankaii. Znovu
pouzijeme kombinatorické pravidlo souc¢inu. Tim dostdvdme (20!)° * 5! moznych

zpusobll nastoupeni pii slavnostnim zahajeni.
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Z7Aavér

Cilem mé bakalaiské prace bylo zjistit, jaké typy kombinatorickych tloh jsou
zadavany v matematickych soutézich. Déle jsem chtél poukazat na rozdily mezi feSenim

uloh v matematickych soutézich oproti feseni na stfednich Skolach a gymnaziich.

Pred zacatkem prace jsem piedpokladal, Ze rozdéleni kombinatorickych iloh neni
vyrovnané. Tato hypotéza se mi po analyze ziskanych piikladu potvrdila. Tyto ptiklady
jsou uvedeny v piiloze v¢etné jejich rozdéleni. K rozd€leni 1ze mit vyhrady. Velmi ¢asto
jsem se setkaval s ulohami, které jsem nebyl schopen jednozna¢né rozhodnout. Musel
jsem se vSak pfiklonit k nékteré moznosti. Proto by rozdé€leni uloh nékym jinym mohlo
vypadat odlisné. Nic to vSak neméni na faktu, Ze napiiklad geometrické tlohy jsou

mnohem méné obsaZené v matematickych soutézich nez tlohy pseudorealné.

Déle nebyla vyvracena hypotéza, Ze nékteré kombinace typt uloh se
V matematickych soutézich nevyskytuji viibec. Toto jsem piedpokladal z divodu
moznosti nevhodnych kombinaci typi pro tlohu. Je pieci logické, Ze ulohy, které lze
zatadit mezi variace, kombinace nebo permutace, bude mozno vétSinou vyiesit vzorcem
pro n¢ urenym. Proto pokud neni ptiklad tak jednoduchy, aby Sel vyfeSit vypsdnim
n¢kolika moznosti, hodi se pro néj spiSe feSeni pouzitim vzorce. Vysledky analyzy

vybranych tloh tuto hypotézu potvrzuji.

Téma této bakalarské prace se mi zda velmi zajimavé. Prostudoval jsem si spoustu
uloh, jen abych vybral ty, které se n¢jakym zptisobem dotykaji kombinatoriky. Nékteré
ulohy se zpocatku jevi tak, ze do kombinatoriky rozhodné nepatii. Pii blizSim zkoumani

vsak zjistime, Ze je mozné na nich uplatnit znalosti tohoto oboru.

Pti tvorbé této prace jsem narazil na problémy, které jsem nebyl schopen vyiesit.
Chybi mi zde zndzornéni UspéSnosti kombinatorickych tloh oproti ostatnim. Bylo by
zajimavé tento vyzkum provést, ale data pro vytvotreni né€eho podobného se sbiraji jen
velmi téZko. Dédle by byl zajimavy nazor fesitelii uloh na obtiznost kombinatoriky. Zda
se jim jevi obtiznéjsi, nebo naopak snazsi nez ostatni okruhy matematiky, se kterymi se
v matematickych soutézich setkavaji. Toto by mohl byt cil dal$i prace, kdy bych
navstivil nékolik Skol a tam tento vyzkum provedl. Samoziejmé by se jednalo o feSitele
Matematického klokana. Pii této prilezitosti by se dala zkoumat oblibenost
kombinatoriky u vyucujicich matematiky. To by byla p&kna prakticka ukazka toho, jak
se uc¢i kombinatorika na Skolach a zda by ji vyucujici chtéli ucit jinak.

48



Pfi psani této prace jsem si oprasil znalosti ze stiedni Skoly. K témto znalostem
jsem ziskal vhled do vyuky kombinatoriky na stfednich Skolach. Tato prace by mohla
byt vyuzitelna pro piipravu studentli na matematické soutéze. Dale by mohla byt
impulsem pro ucitele matematiky, kteti chtéji kombinatoriku ucit jinym zpiisobem nez

ostatni.

Vybér a zpracovani tohoto tématu mé poucilo predevsim v oblasti didaktiky. Pti
psani této prace jsem prisel na to, ze je dulezité zadavat studentim riznorodé tlohy tak,
abych zjistil, zda probiranému tématu opravdu rozumi. Tim je mysSleno, zda si dokaze
spojit novou latku s latkou diive probranou, nebo latkou z jiného okruhu matematiky.
Déle mé tato prace ptivedla k predsevzeti, zZe pi1 budouci praci pedagoga budu sledovat

vice mySlenkové procesy nez vysledek na papite.
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Prilohy

1. Jakym nejmensim poctem barev je mozno
obarvit priseciky primek na obr tak, aby na
zadné této primce nelezely dva body téze
barvy. (Zitek 1989) (geometricka tloha,

model distribution, logicka uvaha, jiné)

2. Sachovnice se sklada z 8 x 8 poli

vytvarejicich ctverec. Veéz je jedna z figur,
jimiz se hraje Sach. Rekneme, Ze dana véz je mneohrozena, jestlize v radku
a sloupci, ve kterém se nalézd, uz neni jina vez. (Zitek 1989) (pseudorealna

situace, model distribution, pouziti vzorce, permutace)

a) Urcete pocet takovych rozmistéeni 8 vézi na Sachovnici, pri nichz je kazda

Z nich neohrozena.

b) Urcete pocet takovych rozmisténi 8 vezi na Sachovnici, pri nichZ je aspon

jedna z nich
neohrozena.

c) Urcete pocet takovych rozmisténi 8 veézi na Sachovnici, pri nichz je aspon

jedna z neohroZena a zadné dvé nejsou v temze radku.

3. Kazdé pole ctvercové tabulky 12 x 12 je obarveno jednou z trech barev.
Dokazte, Ze v tabulce existuji ctyri pole stejné barvy, jez jsou rohovymi poli
nekterého  pravouhelniku. (Zitek 1989) (pseudorealna situace, model

distribution, logicka uvaha, jiné)

4. Vsechna cisla 1, 2, 3, ..., 9 rozdélte do dvou mnozin A, B (bez spolecnych prvkii).
Vypocitejte soucin a vsech cisel z mnoziny A a soucin b vSech cisel z mnoZiny B.
Vypocitejte podil a/b. Kolik riuznych celych Ccisel miZeme takto ziskat?

(Koman 1990) (¢iselna tiloha, model partition, vy¢et moznosti, jiné)

5. Jaky nejvétsi pocet figurek lze na Sachovnici n % n rozmistit tak, aby Zadné dve
Nesousedily? (Za sousedni povazujeme ta policka, ktera maji spolecny alespon
jeden vrchol.) (Bo¢ek 1990) (pseudorealna situace, model distribution, logicka

uvaha, jiné)
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6.

10.

11.

Devet judistii se rozhodlo usporadat vylucovaci turnaj ndasledujicim zpiisobem:
V kazdém kole se z doposud neporazenych judistii urci losem dvojice zapasnikii,
ktera se utka. Vitez posledniho (osmého) zapasu se stava vitézem turnaje.
Zjistéte pocet vsech moznych pritbéhii takového turnaje. (Bocek 1991) (realna

situace, model distribution, pouziti vzorce, kombinace)

Z Sachovnice n % n, kde n neni délitelné tremi, odstrihneme jedno rohové pole.
Dokazte, ze zbytek je mozné pokryt deskami tvaru L sloZzenymi ze tii Ctvercii
shodnych s polem Sachovnice tak, Ze se desky neprekryvaji. (Bocek 1991)

(pseudorealna situace, model distribution, logicka ivaha, jiné)

Kolik pravouhelniki je na obrazku?

Kolik z nich obsahuje pole C2? b on B b B 5 B

Kterych je vic, tech co obsahuji pole

(Koman 1991) (geometricka uloha,

A
C2 nebo tech, co obsahuji pole B3? B
&
D

model selection, vycet moznosti, jiné)

Na tenisovem dvorci se stretli Adam,

Boris a Cyril s Dasou a Evou. Dohodli se, Ze budou hrat smisenou ctyrhru, tedy
jeden muz a jedna zZena proti jednomu muzi a jedné Zene. Zbyvajici paty hrac¢
bude rozhodci. Aby si vSak kazdy zahral, bude se po kazdém setu ménit rozhodci.
Hrat budou dokud se nevystridaji vsechny mozné dvojice souperi. Ve chvili kdy
by méli na kurt nastoupit dvojice, které jiz proti sobé hrali, zapas konci. Kolik
setii odehradli? (Koman 1992) (realna situace, model selection, vycet moznosti,

kombinace)

T7i fotbalova druzstva hraji turnaj systémem, v némz kazdé druzstvo hraje
S kazdym k zapasii. Po skonceni turnaje se zjistilo, Ze druzstva ziskala rizny
pocet bodii. Vitézem turnaje se nestalo druzstvo, které ziskalo nejvice vyher, ani
druzstvo, které meélo nejméné proher. Urcete nejmensi cislo k, pro které mohla
uvedenda situace nastat. (BoCek 1993) (realnd situace, model distribution,
logicka uvaha, jiné)

V roviné je dano 7 bodii, z nichZ nékteré jsou spojeny useckou. Pritom jsou

splnény podminky:
a) z kazdeé trojice bodii jsou aspon dva spojeny useckou,
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12.

13.

14.

15.

16.

b) pocet usecek je minimalni

Kolik usecek obsahuje utvar, ktery spliuje tyto podminky? Nakreslete priklad
takového utvaru. (Bocek 1993) (teorie grafii, model distribution, logicka uvaha,
jiné)

V tabore se deset chlapcii rozhodlo hrdt nohejbal. Kolika zpiisoby je mozno
rozdeélit do dvou druzstev po péti hracich, jestlize Matéj chce hrat s Kubou a
Jozka nechce hrat s Ondrejem. (VSichni chlapci maji riiznd jména). (Koman

1993) (realna situace, model partition, pouziti vzorce, kombinace)

Je mozno obarvit policka tabulky 1990 x 1990 cernou a bilou barvou tak, aby
policka soumeérné sdruzena podle stredu tabulky méla opacnou barvu
a Vv libovolném sloupci a v libovolném radku bylo stejné cernych a bilych poli?

(Bocek 1993) (pseudorealna situace, model distribution, logicka tivaha, jiné)

Prvacka Danka bola vidy zvedava a netrpezlivo ocakavala den kedy dostane
svoje prvé vysvedcenie. Sodruzka ucitelka jej povedala: ,, Pri Skolskej branie
mame 8 schodov. Dohodnime sa, Ze od zajtra kazdy den prejdes po schodech do

Skoly inym spiisobom. Musis vsaj didezat’ dve podminky.
1. Kazdykrat musis stupit na prvy schod.

2. Z kazdého schodu muzes stupit hned’ na ten dalsi, alebo jeden mozZes

preskocit a stupit' hned na ten dalsi

V ten den, ked vycerpas uz aj poslednu mozZnost, budeme rozdavat

vysvedcenie. “

Kolkokrat musela Danka prejst po schodoch, aby dostala vysvedcenie?
(Koman 1989) (pseudorealna situace, model selection, vyc¢et mozZnosti,
jiné)
Petr ma 9 stejné velkych ctvereckii (3 bilé, 3 modré, 3 cervené). Kolika riiznymi
zpiisoby je muize usporddat do tabulky 3 % 3, aby v kazdém radku i sloupci byly
obsazeny vsechny 3 barvy? (Horensky 2007) (pseudorealna situace, model

distribution, pouZiti vzorce, variace)

Petr a Marie hdzeji kostkou. Kdo hodi vetsi cislo, vyhral (pokud oba hodi stejné
cislo, hazeji znova). Kdo prvni vyhraje 10krat, vyhraje 40 bonbonii. Kdyz Petr

vyhral sedmkrat a Marie devétkrat, rozdelili si bonbony umérné tomu, jakou
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

meli Sanci na celkové vitezstvi. Kolik bonbonii ziska Marie? (Horensky 2007)

(realna situace, model partition, vy¢et moznosti, jiné)

Kolika riuznymi zpiisoby lze zcela pokryt obdélnik 2 x 8 pomoci dominovych
kostek 1 x 2, aniz by se prekryvaly? (Horensky 2007) (pseudorealna situace,

model distribution, vy¢et moznosti, jiné)

Kolika riznymi zpusoby lze rozdelit ¢islo 30 na soucet tri kladnych celych cisel?
Pokud se soucty lisi pouze v poradi scitancii, tak je povazujeme za stejne.

(Horensky 2007) (¢iselna uloha, model partition, vycet moznosti, jiné)

V sacku s kulickami je celkem tricet kulicek. Vytahneme-Ii nahodné 12 kulicek,
vzdy mezi nimi bude alespon jedna bila. Vytahneme-li nahodné 20 kulicek, vzdy
mezi nimi bude alespon jedna kulicka, ktera neni bila. Kolik bilych kulicek je
v sacku? (Horensky 2007) (realna situace, model partition, logicka tvaha,

kombinace)

Test obsahuje celkove 20 otazek, za spravnou odpoved je sedm bodu, za spatnou
se dva body odectou, za nezodpovezenou otazku se Zadny bod neziskd ani
neztrati. Milanuv vysledek testu byl 87 bodi. Kolik otizek ponechal bez

vyplnéni? (Horensky 2007) (Ciselna uloha, model partition, logicka tvaha,

kombinace)

Kolikrat  miizes precist slovo KING, jestlize se ra

Ve znazornéném obrazci smiS pohybovat z kazdého G|N|G
ctverecku na libovolny sousedni ctverecek se spolecnou [G : T }l( T ;J G]
stranou? (Hodatiova 2007) (teorie grafli, model selection, i (N ghi
vycet moznosti, kombinace) : (\, "

Ve tride je 10 chlapcii. V sobotu se hraje ve méste dulezité fotbalové utkani.
Kolika ruznymi zpiisoby mohou chlapci utvorit skupinu ndvstévnikii tohoto
utkani, jestlize vime, Ze pokud pujde na utkani Martin, vezme s sebou i Pavla?

(Hodanova 2007) (realna situace, model selection, pouziti vzorce, kombinace)

Krystof narysoval dvé rizné kruznice a tii riizné primky a pak barevné zvyraznil
v§echny body, v nichz se protinaji alespon dva z narysovanych geometrickych
utvari. Jaky je maximalni pocet bodu, které Krystof zvyraznil? (Hodanova 2007)

(geometricka tloha, model distribution, vy¢et moznosti, jiné)
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24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Zmensena Sachovnice o rozméru 4 % 4 je protnuta primkou. Jaky nejvyssi pocet
policek Sachovnice miize byt touto primkou rozdeélen na dvé casti? (Hodanova

2007) (geometricka uloha, model distribution, vy¢et moznosti, jiné)

Ve stanku se zmrzlinou maji 9 riznych druhu zmrzliny. Skupina deéti prichazi
ke stanku a kazdé dite si kupuje dva kopecky riznych druhit zmrzliny
do kornoutu. Jaky je nejvétsi pocet déti miize nakupovat u stanku zmrzlinu, aby
Zadné dvé deti nemély stejnou kombinaci druhi zmrzliny? (Hodanova 2007)

(realna situace, model selection, pouziti vzorce, kombinace)

Josef ma 100 mysi, kazda z nich je bud’ bild, nebo Sedad. Alespon jedna Josefova
mys je Seda a z libovolnych sedmi mysi jsou alespon ctyri bilé. Kolik Sedych mysi
muze Josef nejvyse mit? (Cabalek 2007) (realna situace, model partition, logicka

uvaha, kombinace)

Ve skupine fotbalového turnaje hralo kazdé muZstvo s kazdym jinym prave
jednou. V zaverecné tabulce celek A ziskal 7 bodu, celek B 4 body,
celek C 3 body a celek D 3 body. (Ve fotbalu ziskd tym 3 body za vyhru, 1 bod
za remizu a 0 bodit za prohru.) Jak skoncil zapas mezi muzstvy A a D?

(Cabalek 2007) (redlna situace, model distribution, logickad uvaha, jiné)

Deset druzstev se zucastnilo turnaje ve stolnim tenisu, ve kterém hralo kazdé
druzstvo s kazdym jinym druzstvem pravé jednou. Za vyhru ziskalo druzstvo
3 body, za remizu 1 bod, za prohru 0 bodu. Vsechna druzstva ziskala dohromady
130 bodi. Kolik zdpasii skoncilo remizou? (Cabalek 2007) (redlna situace,

model distribution, logicka uvaha, kombinace)

Dva bili a osm Sedych racku léta nad rekou. Najednou vsichni usedli na zabradli
mostu. Jaka je pravdépodobnost, ze oba bili racci sedi vedle sebe?

(Cabalek 2007) (realna situace, model distribution, pouziti vzorce, permutace)

Uvazujme viechny mozné usecky spojujici vrcholy pravidelného mnohouhelniku.
Nemaji-li dvé takové usecky zadny spolecny bod, nazveme cizi. Kolik dvojic
cizich usecek existuje v pravidelném Sestivhelniku? (Cabalek 2007) (geometricka

uloha, model distribution, logickd ivaha, jiné)
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