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Abstrakt

Cilem mé bakalaiské prace je priblizit studentiim pfichazejicim na vysokou
skolu problematiku zakladi matematické analyzy, pficemz se zaméfuji na vy-
znamné pojmy spojitosti a limity, které sice znaji studenti prave ze stfednich
skol, nicméné vétsSinou pouze intuitivné a neformalné. Snazim se poukazat na
to, ze mnoho studentt si prinasi poznatky zkreslené a netiplné. Je tedy nutné
tyto poznatky dale procvicovat a ujasnovat, aby intuitivni predstava student
odpovidala forméalni definici. Tohoto stavu se pokousim docilit pomoci rozbiti
intuitivnich pfedstav studentd pouzitim protipiikladii. Vyznamna je z tohoto
hlediska kapitola Konstrukce funkci, ktera obsahuje navod vedouci k nalezeni
funkci urc¢itych vlastnosti, a to nejen téch, které jsou popisovany v této praci,
napiiklad pojmu derivace, primitivni funkce ¢i stejnomérné konvergence, je v
mnoha ohledech podobny. V kapitolach Spojitost a Limita potom prezentuji
vlastnosti spojitost a limitu na prikladech funkci, které jsou dle mého na-
zoru vhodné pro procvicovani téchto pojmi. Mym zamérem je tedy pomoci

objasnit vybrané problematické partie matematické analyzy.



Abstract

The aim of my Bachelors thesis is to explicate students coming to the uni-
versity the key problems in fundamentals of mathematical analysis. I focus
on the most notable terms of continuity and limit, which these secondary
students were acquainted with. However, majority of them just intuitively
and informaly. I am trying to point out the fact, that the knowledge of many
students is distortid and uncomplete. As a result it is necessary to practise
and clarify this knowledge so that the intuitive imagination of these terms
corresponds to the formal definition. I am trying to get this point by brea-
king of intuitive imaginations of students by counterexamples. Important is
a chapter named The Construction of Functions, which contains instructi-
ons leading to the finding functions with specific features. Not only these
features, described in this thesis, but also more complex such as derivation,
primitive function or uniform convergence. It is a consequence of the fact,
that the principle of examples to practise these terms is in many sights similar
and repetitious. In chapters named Continuity and Limit, I am interpreting
these terms using the special examples, which are in my opinion optimal for
rehearsing. My intention is to help illustrate selected problematical sections

of mathematical analysis.
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Uvod

Motivace

Divodem, ktery mne motivoval k napsani prace na téma funkce v piikla-
dech a protiptikladech, je priblizit studentiim matematiky ¢ast matematické
analyzy, zabyvajici se readlnymi funkcemi jedné realné proménné. Vétsinou se
jedna o lokalni a mnozinové vlastnosti téchto funkci. Toto téma jsem si zvolil
na zakladé zkusenosti vlastnich i mych kolegi, které jednoznacné tikaji, ze
porozumnéni této problematice pri prichodu na vysokou skolu je velmi ob-
tizné. K tomu dochazi predevsim proto, ze studenti po ukonceni stiedni skoly
nejsou pripraveni na presnou praci s definicemi, vétami a jejich predpoklady.
Ptic¢iny tohoto stavu jsou, dle mého nazoru, dvé.

Prvni z nich je snaha prifadit kazdému pojmu konkrétni realnou pred-
stavu. Tato schopnost je bezesporu velice potfebna v kazdé oblasti matema-
tiky. Af uz v syntetické geometrii, kde se rozviji jeji geometricka interpre-
tace, nebo algebre, kde jde o predstavy velice abstraktni. Neméné dilezita je
predstavivost i v matematické analyze, ovsem tim, jak se ¢lovek zdokonaluje
v tomto sméru, postupné zjistuje, Ze konkrétni predstava je nedokonalé a
je schopen konstruovat protipriklady, které tuto predstavu rozbiji. Proto je
nutné si uvédomit, Ze mize nastat situace, kdy nam snaha priradit kazdému
pojmu néjakou konkrétni predstavu, mize branit v hlubsim porozuméni to-
muto pojmu.

Z konkrétnich vlastnosti funkci se v této praci zabyvam predevsim spoji-

tosti a limitou v bodé, pfipadné na mnoziné, jelikoz se jedna o pojmy elemen-



tarni a velice dilezité. Kazdy student si tyto vlastnosti, po prvnim seznameni
s formalni definici, dokaze predstavit. Ale jiz nasledujicim ptikladem rozbou-

rame predstavu vétSiny o pojmu spojitosti.
Priklad. Existuje funkce nespojita v kazdém bodé R?

Reseni. Prikladem takové funkce je funkce Dirichletova (v dalim textu ji
budeme znacit D(z)). Ta je definovana tak, Ze kazdému raciondlnimu ¢islu
pritadi hodnotu 1 a kazdému iracionalnimu ¢islu hodnotu 0. Prestoze je defi-
novana pro vsechna realna cisla, v zadném bodé neni spojita. Toto lze dokazat
pomoci vybranych podposloupnosti pro raciondlni a iracionalni body (jejich
limity jsou rtzné), piipadné pomoci okoli téchto bod. Tuto tlohu v mé praci

naleznete pod prikladem 16.

Rada piiklad@ z prednasek o matematické analjze je proto vénovana
praveé snaze zpresnit intuitivni chapani formélnich definic konkrétnich pojmi.
Doufam, ze svou praci alesponn drobné prispéji k této nelehké ¢innosti vyu-
¢ujicich a prednasejicich.

Druhou pri¢inou, ktera znesnadnuje studium v oblasti matematické ana-
lyzy, je snaha feSeni veskerych tloh a problémil algoritmizovat. Tento silny
navyk, ktery si studenti pfinaseji ze zakladnich a stfednich skol, je zde vyu-
¢ujicimi vétsinou preferovan, jelikoz je to nejsnazsi zptusob, jak naucit zaky
fesit zadané tkoly. To je samoziejmé dusledkem dnes obecné pozadovaného
vykazovani métitelnych vysledkiu prace. Toto by ale v oblasti vyuky nemél
byt prioritni smér. Jako je v pisemnych pracich z matematiky preferovan po-
stup vedouci k vysledku pred vysledkem samotnym, tak i schopnost kreativné
vymyslet postupy vedouci k feSeni tikolu, by méla byt upfednostnovana pred
mechanickym fesenim podle daného algoritmu. Samoziejmé tyto algoritmy
jsou velmi silnou studijni pomtickou!, ale hlavnim cilem vyuky by nemélo
byt naucit se néjaky algoritmus pouzivat (i pfesto, Ze to je dilezité), ale
schopnost vlastni algoritmus vedouci k feSeni sestavit, nebot tato schopnost

ma velké uplatnéni i v readlném zivoté. Timto problémem se zabyva kapitola

Inap¥iklad u derivovani funkei & vysetfovani pribéhu funkce



Konstrukce funkei, ktera pravé takovou konstrukei algoritmi, které vedou k
nalezeni funkce néjaké vlastnosti, ukazuje.

Vétsina sbirek svym charakterem algoritmizaci feseni tloh silné podpo-
ruje (napf. dlohy typu vySetfete pribéh funkce, naleznéte definiéni obor
funkce,...). V ucebnicich se ¢astéji vyskytuji tlohy, které této algoritmizaci
objekt. Zakladni struktura tlohy, tedy ,,Zjistéte vlastnosti objektu“, ztistava
stale stejna. Prikladem takové tulohy, ktera je ¢astou pomitckou pro vyuku
matematické analyzy a na niz chci prezentovat svou dalsi myslenku, je tloha

nasledujici:

Priklad. Zjistéte body spojitosti a klasifikujte body nespojitosti
1. Dirichletovy funkce;
2. Riemannovy funkce.[VUZMA]

Priklady, které se objevuji v nasledujicich kapitolach, se od téchto pri-
klad@ na ovéfovani vlastnosti zasadné lisi. V mé praci se snazim formulovat
ulohy tak, aby funkce nebyla soucasti zadani, aby student musel konkrétni
funkci hledat, coz je obecné tézsi, ale také ptfinosnéjsi. Z tohoto divodu je
podle mého nazoru, dilezité zahrnout do procvicovani matematické analyzy
oba typy formulaci tikol, nebot jejich kombinaci je mozno dosdhnout vétsi
efektivity vyuky. A to z toho divodu, ze kazdému studentovi vyhovuje vice
jedna ¢i druha.

Poslednim divodem, ktery mne motivoval k tvorbé této prace je fakt, ze
schopnost konstruovat funkce s netypickymi, okrajovymi ¢i jenom zajima-
vymi vlastnostmi je extrémné dilezita pro povolani ucitele. A to z duvodu,
ze obecné na kazdou hypotézu, kterou student vyslovi, je nutno reagovat bud
souhlasné nebo zdtivodnénim, pro¢ tato hypotéza neplati. To se v drtivé vét-
Siné pfipadu Tesi nalezenim protipfikladu, ktery tuto hypotézu vyvrati. Pro
clovéka, ktery usmérnuje mysleni skupiny lidi tim spravnym smérem, jsou

tedy takovéto tlohy mimoradné dilezité.



Kapitola 1

Konstrukce funkci

1.1 Rozdéleni vlastnosti

Na rozdil od prikladii uvedenych v ivodni kapitole, budou v této praci hojné
obsazeny ty priklady, které budou pozadovat konstrukci funkce majici néjaké
specifické vlastnosti. Jak jsem jiz naznacil v ivodni kapitole, schopnost takové
funkce konstruovat je z pohledu didaktického nadrazena schopnosti ovérovat,
zda konkrétni funkce tyto vlastnosti méa. Proto bych zde rad uvedl konstrukci
postupu, ktery nam pfi hledani takovych funkci mtize pomoci. V prvni fadé

si ale definujme samotny pojem funkce, bez néhoz se dale neobejdeme.

Definice 1. Zobrazeni libovolné neprazdné mnoziny do ¢iselného oboru na-
zvéme funkci. Realnou funkci chapejme zobrazeni do mnoziny realnych c¢isel
(R). Funkci redlné proménné definujme jako funkei, jejimz definiénim oborem

je podmnozina R.[DI]

Umluva. Pojmem funkce budeme v této praci obecné rozumnét realnou funkci

jedné realné proménné pokud nebude Feceno jinak.[DI]

Poznamka. V této kapitole jsou v textu na nékolika mistech pouzity pojmy
spojitost a limita funkce i pfesto, ze zde zatim nejsou definovany. Je to z toho
divodu, Ze je zde potfeba pouze intuitivni pfedstava téchto pojmi. Formalni
definice je mozno nahlédnout v prislusnych kapitolach, ovsem jejich zarazeni

na toto misto by spise zneprehlednilo systém, kterym je tato prace vystavéna.



Pii konstrukci funkce s néjakymi vlastnostmi je nejprve nutné uvédomit
si, v jaké podmnoziné realnych c¢isel nas funkce zajima. Podle tohoto kritéria

miizeme vlastnosti funkci rozdélit do tii kategorii.

1. Bodové. V bodé nebo konecné mnoha bodech bez znalosti chovani
na jejich okoli mizeme zkoumat pouze elementarni vlastnosti, napii-
klad srovnani s konstantou (kladnd, zaporné funkce) nebo definovanost

funkece.

2. Lokalni. Do této kategorie patii monotonie v bodé, spojitost v bodé,
limita, derivace, hladkost funkce, spojitost derivace n-tého fadu ¢i lo-

kalné stejnomérna konvergence.
3. Mnozinové. Tyto vlastnosti se daji intuitivné rozdélit do dvou skupin.

e Lokalni na mnoziné. Neboli takové, které mizeme zkoumat v
kazdém bodé této mnoziny. Patii sem vSechny vlastnosti zminéné
v kategorii vyse a plati, ze funkce danou vlastnost na mnoziné ma,

pokud tuto vlastnost ma v kazdém bodé této mnoziny.

e Vlastni na mnoziné. Tedy vlastnosti, u kterych je nutné po-
suzovat chovani funkce na mnoziné jako celek, abychom mohli
rozhodnout zda je funkce na té mnoziné ma, nebo nema. Takové
vlastnosti jsou napriklad omezenost, monotonie, nebo periodicita.
Déle 1ze zkoumat, zda je funkce na mnoziné prosta, konvexni, kon-
kavni, zda ma na této mnoziné néjaky extrém, Darbouxovu vlast-

nost ¢i primitivni funkci.

Typickou podmnozinou, na které tyto vlastnosti zkoumame, je interval,

ale mizeme napiiklad ovéfovat vlastnosti pro cela ¢i racionalni cisla.

Poznamka. 7 rozdéleni vyse vyplyva, ze nékteré vlastnosti mize mit funkce
i mimo svtj definiéni obor. Ukazme si tuto skutecnost na funkei [tg(x)|.
lim, = [tg(x)| existuje a je rovna nekonecnu. Podstatné oviem je, ze zkou-

méame zda mé funkce [tg(z)| limitu v bodé 7, ktery je mimo definiéni obor



této funkce. Takovéto vySetfovani ma ale smysl pouze pro takzvané hrani¢ni
body! mnoZiny, na které je funkce definovana. To proto, Ze pokud v takovych
bodech zkoumame néjakou lokalni vlastnost funkce, zkoumame, jak se ona
funkce chova na néjakém okoli tohoto bodu. A toto okoli méa jiz z definice
hrani¢niho bodu neprazdny prinik s definicnim oborem zkoumané funkce,
proto je v ném ukryta i urc¢itd informace o zadané funkci. Specidlnimi hra-
ni¢nimi body mohou byt body nevlastni. V téchto bodech mtizeme vysetfovat
vlastnosti lokdlni, nebot plati, Ze funkce méa danou vlasntost v 400, pokud
existuje libovolné maly interval pravé +oo, na kterém funkce onu vlastnost

ma.

1.2 Predpisy funkci

Pfedstavme si nyni zadani tlohy: ”Naleznéte funkci, ktera mé na svém de-
finiécnim oboru vlastnosti Aj, ..., A4,”. Takovéto zadani se d& splnit mnoha
zpusoby, a to z toho duvodu, ze funkce milzeme popisovat rizné. Naptiklad
slovnim popisem, predpisem, implicitné, funkcionalni rovnici, tabulkou ¢i do-
konce grafem. Kazdé z téchto vyjadreni je mozné a kazdé ma své, jak matema-
tické, tak i didaktické, vyhody i nevyhody. Z hlediska této prace jsou pro nas
jeme pomoci jiz definovanych funkci a definovanych operaci. Popis predpisem
miuiZzeme rozdeélit podle tvaru zapisu na dvé skupiny. Predpisy ve formé vzorce
(dale budu pracovat s terminem ,funkce zadané vzorcem®), které zndme a
bézné pouzivame, a predpisy takzvané ,po ¢astech®, zapisované takto:

(

fl(l’), xr & Il,
fg(.ﬁl]), xr &€ IQ,

| fu(2), € 1.

'Hrani¢ni bod mnoziny M € R je takovy bod, pro jehoz vsechna okoli plati, jejich
praniky s M i s R~ M jsou neprazdné



Piikladem predpisu ,,po ¢astech” je Dirichletova funkce, kterou jsem zminil
jiz v tvodni kapitole a se kterou budeme jesté mnohokrat pracovat. Tento
predpis je pouzivan zejména v piipadech, kdy neni mozno funkci popsat
primo explicitné. Mnoho funkci z nasledujicich kapitol by se pomérné snadno
dalo pravé takto konstruovat, ale jeho uziti je pro nase tcely vesmés ne-
vhodné, a to hned z nékolika divodi, které zminuji dale. Proto budeme
takovychto funkci pouzivat pouze nékolik vybranych, které jsou svym vyzna-

mem dulezité.

1.2.1 Elementarni funkce

Jako elementarni funkce oznacujeme ty algebraické funkce, jejichz predpis lze
ziskat konecnym poctem operaci s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni a skladani
z funkci konstantnich, mocninych, exponencialnich, logaritmickych, goniome-

trickych a cyklometrickych.

Pozndmka. Mnozinu funkci, kterou generuje obecnd mnozina funkci G, za
pomoci vyse uvedenych operaci, budeme znacit (G).Toto znaceni je pfevzato
z algebry, kde se uziva pro linearni obal mnoziny. Konkrétné tedy mnozinu
elementarnich funkci mizeme zapsat jako (G.), s tim, kde G, je mnozZina

funkci vypsanych v definici elementarnich funkei vyse.

Elementarni funkce jsou pro tuto praci dilezité z nékolika divodi.

e Tyto funkce byly zkonstruovany vyznamnymi matematiky v pribéhu
staleti a jsou podlozeny formalnimi definicemi a konstrukcemi. Jako
jeden z divodt, pro¢ tomu tak je, mizeme uvést fakt, ze se v nich

mnohdy spojuje realny svét se svétem matematiky.

e Druhy dtvod, vyplyvajici z prvniho je ten, ze tyto funkce jsou znamy
a pouzivany nejen studenty matematiky, ale i jinych pirirodovédnych
a technickych obort. Je proto nasnadé, ze pravé témito funkcemi je
nutno se zabyvat a zpiesnovat a procvicovat predstavu, kterou si o

nich studenti utvari.



e Dalsi duvod je didakticky. Vysetfovani predpist elementarnich funkeci
castech”, protoze samotné casti funkci, pomoci kterych je definovana
ta vysledna, uz davaji néjakou informaci o jejich vlastnostech. Zde tedy
pribyva jeden krok feseni navic, a to rozlozit si zadanou funkci na ty

casti, ze kterych je mozno jiz vycist ony informace.

e Poslednim divodem je pohled z hlediska matematické estetiky, kde zpa-
i funkce. Toto samoziejmé plyne z predchozich, jelikoz jsou to funkce

dilezité, pouzivané, tedy i svym zapisem zjednodusené co nejvice.

Pozndmka. Mnozinu elementarnich funkei spojuje nékolik vlastnosti. Ja zde
zminim pouze jednu, ktera je pro tuto praci dilezita. Je-1i funkce nespojita na
svém definicnim oboru, neni elementarni. Toto tvrzeni miize byt pro nékteré
studenty netrivialni, ovSem je mozné ho zpfesnit takto: Pokud nalezneme
bod nespojitosti elementarni funkce vzhledem k readlnym cisliim, tento bod

nelezi v defini¢nim oboru funkce. Z tohoto faktu plyne nasledujici véta.

Véta 1. Elementdrni funkce definovand pro vsSechna redlnd cisla nabyvd

jedné nebo nekonecnéeé mnoha hodnot.

Dikaz. Necht je funkce spojitd a nabyva pravé dvou hodnot. Potom musi

nabyvat i hodnot mezi témito dvémi nebo mezi nimi neni definovana. O

Poznamka. Je dilezité zminit, Ze jsou i funkce, které zdanlivé mezi elemen-
tarni nepatii, ovSem pokud se na né podivame blize, ukaze se, ze se pomoci

uvedenych transformaci a mnoziny G, daji popsat. Piikladem mohou byt:

|ZE| = Va?,

T —x

—e

sinh(r) = *=

Priklad 1. Naleznéte elementarni funkci, ktera nabyva pravé dvou
hodnot.



Resend. Pokud bychom si méli predstavit libovolnou funkei, ktera je nejblize
té hledané, jisté nas napadne funkce signum. Ta nabyva pravé tii hodnot pro
vSechna realna cisla. Ze tfi hodnot lehce ziskame praveé dvé, pokud z defi-
ni¢niho oboru vytadime 0. Tedy si polozme otazku: je mozné popsat funkci
signum pomoci néjaké elementarni funkce s tim, ze vynechame z defini¢niho
oboru 0?7 Funkce signum reprezentuje znaménko realného ¢isla. To miizeme
zjistit, pokud absolutni hodnotu ¢isla vydélime samotnou hodnotou ¢isla,
tedy f(x) = p;—‘ Pokud se podivame na tuto funkci blize, zjistime, Ze jsme uz
samotnou konstrukci odstranili problém s 0, jelikoz tato funkce v 0 neni de-
finovana. Funkce tedy vyhovuje zadani. Poznamenejme jesté, ze jsme pouzili

podil dvou elementarnich funkeci.

Pozndamka. Jak vyplyva z véty 1, neni mozné aby tato funkce byla definovana

na celém R.

1.2.2 ,,Predpisové“ funkce

Divody vyjadfeni nize definovanych funkci predpisovych jsou stejné jako u

funkci elementarnich, nékolik jich je zde ovsem navic.

e 7 didaktického hlediska by nebylo vhodné omezit se pouze na mnozinu
elementarnich funkci a to ze dvou ddvodi. Za prvé, pokud chceme
priblizit pojmy spojitosti a limity studentim, je zde mnoho prikladd,
které primo vyzaduji pouziti nespojitych funkci ve svém feSeni a jsou
velice nazorné pravé v tom smyslu, Ze nespliiuji intuitivni predstavu
studenta o dané vlastnosti. Pfi tom na mnoziné elementarnich funkeci
by je bud nebylo mozné zkonstruovat a nebo by byly natolik slozité, ze

by jejich pouziti k vjuce postradalo smysl.

e Pomoci takovychto funkci je mozno v matematickych softwarech vyja-
drit funkce, které bychom jinak zapsat nemohli. Jsou to pravé funkce
definované ,po castech“. Tedy pokud se naucime pouzivat signum v
zapisu funkci, ziskdme tim uziteény prostiedek pfi pouzivani matema-

tického softwaru. Timto zptisobem byly ziskadny i nékteré grafy funkci

10



pouzité v této praci.

e Poslednim divodem je zde fakt, Ze na stfednich skolach se obecné témér
viibec nepracuje s nespojitymi funkcemi (ve smyslu nespojitosti v defi-
ni¢nim oboru) a proto je nutné studenty véas upozornit, Ze celou stfedni
skolu se vlastné zabyvali jenom malou ¢asti mnoziny vsech funkci. Z
téchto divodu rozsifime G, o nékolik dalsich funkci, které doufam po-
mohou stejné tak rozsirit rozhled studentii vénujicich se této ¢asti ma-

tematiky:.

Mnozina nespojitych funkci je z hlediska teorie mnozin exponencialné vétsi
nez mnozina funkci spojitych. Jak jsem ale zdtivodnil vyse, my se v této praci
omezime pouze na ty, které jsou z didaktického hlediska p¥inosné svymi vlast-
nostmi. Nespojité funkce se vyznacuji tim, ze je nelze zapsat pomoci funkci
elementarnich. Proto jsou zpravidla definovany méné tradi¢nim zpiisobem.
Déle definuji ty, o které je pro urcité priklady vhodné rozsitit mnozinu ge-
neratori elementarnich funkci G, tak, aby mnozina funkci, kterou budou
generovat, byla pro vyuku pojmi spojitosti a limity postacujici, ale zaro-
ven tak, aby nebyla pfilis rozsdhla a neobsahovala funkce, které z hlediska

zminovanych vlastnosti nemaji tak podstatny vyznam.

e Signum. Signum je funkce, ktera charakterizuje znaménko c¢isla. Pro
vSechna kladna cisla je jeho hodnota 1, pro zapornd ma hodnotu -1 a
pro nulu je hodnota 0. Znaci se sgn(z). Signum je z hlediska spojitosti
velmi dilezita funkce, nebof s jeji pomoci je mozno konstruovat napii-
klad funkce nespojité ve spocetné mnoha bodech. Mnozinu generatortu
elementarnich funkci rozsifenou o funkci signum budeme dale znacit

G?.

e Charakteristicka funkce. Necht A C R je libovolna mnozina. Definu-
jeme y4(z) = 1 pro vSechna = € A a xa(z) = 0 pro vSechna z € R\ A.
Takovouto funkci nazveme funkei charakteristickou pro mnozinu A. Po-

kud rozsifime mnozinu generatorti o funkci charakteristickou, budeme
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ji oznacovat GX. Toto rozsifeni ovsem neni pro nase tcely prioritni,

nebot potom tato mnoZina generuje celou mnozinu funkei.

e Dirichletova funkce. Dirichletova funkce je charakteristicka funkce
pro mnozinu Q, tedy vSem racionalnim ¢islim prifadi 1 a vSem iracio-
nalnim pfifadi 0. V dalsim textu ji budeme znacit D(x). Je zde zminéna
zvl4st z toho divodu, Ze je pro pojmy spojitosti a limity extrémné dile-
zitad a dale pomoci ni budeme konstruovat mnohé zajimavé priklady. Je
tedy vhodné o ni piipadné rozsitit G., dale tuto nové vzniklou mnozinu

generatortt budeme znacit GV

Pozndmka. Je zrejmé, ze vSechny vyse uvedené funkce se daji zapsat pomoci

predpisu ,,po ¢astech®.
sgn(z) = < 0, r=0
1, z€(0;00),

1, z€A
0, z¢ A

xa(r) =

Dirichletova funkce, jako specidlni ptfipad funkce charakteristické je popiso-

vana stejné, s tim, ze za A dosadime mnozinu racionalnich ¢isel.

Pozndmka. Podotknéme, ze ani jedna z vySe uvedenych funkci zcela jisté
nepatii mezi funkce elementarni, a to podle véty 1.

jeji pomoci budeme konstruovat priklady funkci napti¢ vSemi kapitolami. Je

tedy vhodné mnozinu (G%) pojmenovat.

Definice 2. Mnozinu funkci, kterou generuje rozsitena mnozina generatort
G?% s ptivodnimi transformacemi nazveme mnozinou funkei piedpisovymi a

znacime (G5).
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Priklad 2. Naleznéte piredpisovou funkci, ktera nabyva pravé dvou

hodnot a je definovana na celém R.

Resenid. Této redukce oboru hodnot lze dosahnout tim, Ze hodnotu v bodé 0
posuneme bud do hodnoty pro kladné nebo zaporné ¢isla. Funkce sgn(z) +
1 nabyva pro zaporna c¢isla hodnoty 0, pro nulu hodnoty 1 a pro kladna
¢isla hodnoty 2. Pokud tuto funkci vynasobime ptvodnim signem, vsechna
zaporna c¢isla i s 0 se zobrazi na 0 a kladna na 2. Tim jsme zjistili pfedpis

hledané funkce, tedy f(z) = sgn(z)(sgn(x) + 1).

Tento priklad, a¢ to na prvni pohled neni zfejmé, mé znacny vyznam. Po-
kud totiz sgn(z)(sgn(x) + 1) vydélime 2, dostavame funkei, kterd pro kladné
¢isla nabyva 1 a pro zapornd s nulou nabyva 0. Takto je definovana vyse
zminénd charakteristickd funkce, v tomto piipadé konkrétné mnoziny R*.
Analogicky mutzeme vytvorit charakteristické funkce obort zapornosti, ne-

kladnosti a nezapornosti. Shriime si tedy vSechny tyto predpisy:

sgn(x)

e () = 5 (g a) 1),
i () = B () 1) = e (),

e () = 270 (0 4 1) = 1 e (),
g @) = 27 ()~ 1) =1 ()

Z takto definovany funkci plyne, Ze napfiklad interval (xg;00), lze cha-

rakterizovat témito funkcemi jako

X(z0300) (%) = Xr+ (2 — x9),x € R.

Tato funkce nabyva hodnoty 0 pro vsechna x < x4 a 1 pro vsechna x > z,.

Podobné miiZzeme sestrojit charakteristickou funkci pro interval (—oo; xg):

X(—ooiz) (%) = Xr- (7 — 20), x € R.

Analogicky 1ze sestrojit charakteristické funkce interval (—oo; xg] a [z9; 00).

Libovolny interval lze zapsat jako prinik téchto ¢tyfech intervali. A jelikoz
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prinik charakteristickych funkci intervali je soucin téchto charakteristickych
funkci, lze sestrojit i charakteristickd funkce tohoto libovolného intervalu.

Tedy napfiklad interval (a;b| lze zapsat takto:

X(a;p] = X(a;00) X (—o003b] -

Pokud konstruujeme funkci, kterda ma byt na intervalu I rovna f; a vSude
jinde 0, staci tuto funkci vynasobit charakteristickou funkci intervalu I. Tedy

libovolnou funkci predepsanou ,,po ¢astech® v tomto tvaru

;

fi(z), el

o(x), x € s,
o) = fo(z), we€

| fu(2), w €,

je mozné zapsat takto:

f('x) = leIl + fZXIQ + ...t anIn'

Poznamka. Takto definovana funkce f je definovana na celém R. Pokud
bychom chtéli funkci definovanou pouze na sjednoceni intervalt I, ..., I,

staci ji vydeélit charakteristickou funkci tohoto sjednoceni.

Priklad 3. Naleznéte piedpisovou funkci, ktera nabyva pravé n >

2,n € N hodnot a je definovana na celém R.

Reseni. Pro n = 2 je takovou funkci vyse uvedend f(z) = xr+ (), jelikoz
vybirame z predpisovych funkci. Tuto mizeme nadéle pouzit jako zaklad, ze
kterého odvodime funkce pro n > 3 a to tak, ze funkci signum posuneme ve
sméru osy x o 1. Vznikne ndm xp+(z — 1). Pokud tuto funkci pfi¢teme k
ptuvodnim y g+ (z), dostavame x r+(x) + xr+(x — 1). Z definice funkce xr+ je
vidét, ze tato funkce nabyva praveé 3 hodnot. Tedy souctem n — 1 funkei x g+

posunutych vzdy o 1 ve sméru osy = dostavame:
n
f@) =" xge(z—i),
i=0
ktera jiz spliiuje nase pozadavky.
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Pozndmka. Pokud bychom zadani formulovali bez podminky, ze funkce musi
byt definovana na celém R, bylo by mozné ji sestrojit dokonce pouze s po-
uzitim elementarnich funkci (nejlépe s pomoci piikladu 1). Avsak s touto

podminkou je zapotiebi konstrukce s pomoci predpisovych funkci.

Vv

obecné znamé nespojité funkce.

Priklad 4. Naleznéte predpisovou funkci shodnou s funkci dolni cela

cast.

Definice 3. Funkce dolni celé ¢ast prifadi kazdému redlnému = nejvétsi celé

¢islo, které je mensi nebo rovno ¢islu z, znacime ji |z].

Funce x — |z] nabyvé na intervalu [0; 1) stejnych hodnot jako identicka
funkce a dale je periodicka, proto zalozime feseni tohoto prikladu na nalezeni
periodické funkce se stejnymi vlastnostmi. Tato funkce je na své periodé
prosta a tuto vlastnost z G, maji tangens a kotangens. Slozime-li tyto funkce
s funkcemi, které jsou k nim na néjaké periodé inverzni, ziskdme funkci, ktera
je na této periodé identicka a dale periodicka. Vybereme-li tedy naptiklad
funkei arccotg(z), kterou pomoci elementarnich transformaci (viz. kapitola
Transformace) miZeme prevést na funkci shodnou s z — |x| pro vSechna z €
R — Z. Témito transformacemi je vynasobeni argumentu funkce hodnotou 7
(z0zi intervaly na (k;k + 1)) a vydéleni celé funkce hodnotou 7 (z0zi obor

hodnot na (0,1)). Dostavame funkci

fo) = o — arccotg(cotg(ﬂx))‘

™

Zbyva dodefinovat funkci v celjch ¢islech. Polozme si otazku: proc¢ funkce f
neni definovana v celych ¢islech? Vnitini funkce, ktera je zde problematicka,
je cotg(z), ktery neni definovan pro z = k7. Pokud si vSak funkci cotg(x)

rozepiSeme do zékladniho :frf((i)) , zde vidime, Ze funkce neni definovdna pro

nasobky m, z toho diivodu, Ze sinus zde nabyva 0 a jmenovatel je tedy roven
0. Jak pozménit sinus pouze v nulovych bodech tak, aby zde jiz nenabyval

hodnoty 07 Sestrojime funkci, ktera se pro vsechny nasobky 7 rovna 1 a pro
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vSechna ostatni realna ¢isla je rovna 0 a tu poté pri¢teme k funkci sinus. Po-
kud bychom pracovali pouze na mnoziné elementarnich funci, toto by nebylo
mozné (nebot se nejedna o funkci spojitou na celém svém defini¢nim oboru,
tedy neni elementarni). My ovSem pracujeme s funkcemi pfedpisovymi, kde
je mozno takovou funkci zkonstruovat. Zcela standardné pouzijeme funkci
signum a to na funkci sinus, nebot tak oddélime body s hodnotou 0 od téch
ostatnich. Pokud navic pouzijeme na sinus absolutni hodnotu, situace se jesté
vice zjednodussi, nebot sgn [sin(z)| nabyva hodnoty 1 pro x # km a 0 pro
x = km. Odectenim od hodnoty 1 dostavame funkci, kterd nabyva ve vSech
bodech hodnoty 0, kromé nasobkti ¢isla m, kde je rovna 1. Pfictenim takto
vzniklé funkce ke jmenovateli zlomku %g)) a vynasobenim argumentu funkce
hodnotou 7 (abychom se dostali do celych ¢isel, tak jako v odstavci vyse) do-

stavame
cos(mz)

g(z) =

Tato funkce se tedy pro vSechna x € R — Z chovéa stejné jako cotg(z) a pro

sin(rz) + (1 — sgn [sin(7z)|)

v8echna x € Z je rovna st¥idavé 1 a —1 (nebot pro celd ¢isla nabyva cos(mx)
stiidavé hodnot 1 a —1). Tuto funkci nelze upravit tak, aby jsme v celych
¢islech dostali spravnou hodnotu, protoze arccotg(z) nuly nikde nenabyva.
Proto nyni pouzijeme funkci arccotg(x) a hodnotu v celych ¢islech upravime
az vne.

arccotg(g)

h(z) =

je shodnd s funkei # — |x], nebot v bodech x € R — Z se této funkci rovna

sgn [sin(7z)|

podle predchoziho a v celych ¢islech nabyva diky nasobeni signem honoty 0.
Z rovnosti h(z) = x — |x] tedy mizeme vyjadiit |x| = x — h(x) neboli

1 ( cos(mz)

— o — = arccot
2] == 7 Creeote sin(mz) + (1 — sgn |sin(7z)|)

) sgn [sin(7z)]|,

ktera z principt, jakymi jsme ji odvodili, skute¢né odpovida funkci dolni cela

¢ast.
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1.3 Nastroje konstrukce

V této kapitole uvadim nejprve specialni typy funkci a technik, které jsou
vhodné ke konstrukcim funkeci se specifickymi vlastnostmi. Jsou zde uvedeny
oscilujici a polynomické funkce, nebot se pii konstrukcich ¢asto vyuzivéa jejich
vlastnosti a dale operace a transformace, pomoci nichz mizeme funkce a tudiz

i jejich vlastnosti upravovat.

1.3.1 Polynomické funkce

Definice 4. Funkci, kterou je mozné zapsat ve tvaru
_ n n—1 0
f(z) = apa™ + ap_12" " + ... + apx
nazveme polynomickou.

Polynomické funkce jsou zvlastnim typem elementarnich funkci, vzhledem
k jejich jednoduchosti (jde o funkce jejichz hodnotu lze ziskat z proménné
x pouze pomoci s¢itani a nésobeni). Tyto jsou velice potfebné v pfipadé, ze
chceme konstruovat funkce s néjakou lokalni vlastnosti pravé v n konkrét-
nich bodech, nebot miZeme lehce vytvorit polynom, ktery bude mit kofeny
prave v téchto bodech. Pomoci funkce signum lze dale tuto funkci upravit na
charakteristickou funkci mnoziny reseni rovnice ¢i nerovnice v elementarnich
funkcich. To bude tedy funkce, ktera nabyva 1 pravé pro kofeny polynomu
a 0 pro vSechna ostatni realna ¢isla. Podobné se da téchto funkci pouzit ke
konstrukci funkei s vlastnostmi na kone¢ném intervalu. Ptiklady z dalsich ka-
pitol, ve kterych konstruuji funkce pomoci polynomickych funkci, je mozno
nalézt pod ¢isly 12, 13, 20.

Priklad 5. Naleznéte elementarni funkci, ktera neni definovana praveé
v bodech 1,2,...,n;n € N.

Resend. Podle pfedchozi iivahy tedy sestrojime polynom, ktery protina osu x
v bodech 1,2, ..., n. Tomuto vyhovuje napfiklad polynom (x —1)(z—2)...(x —

n). Nalezeny polynom déle vnitiné slozime s funkci g(z) = %, ¢imz zajistime,
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2

3

’ . _ 1
Obrazek 1.1: f(z) = Y ) oy ey o

ze nebude funkce definovana pravé pro kofeny polynomu. Vysledna funkce je
tedy

_ 1
flx) = —1)(@—2)..(z—n)
Tuto funkci pro n = 5 je mozné si prohlédnout na obrazku 1.1.

Polynomy nam tedy umoznuji fesit mnoho prikladi z problematiky funkci,
které jsou definované (nebo maji néjaké vlastnosti) na koneéné mnoha in-
tervalech, ale nemtzeme pomoci nich fesit priklady na nekonec¢né mnoha

intervalech. Tomuto bude vénovana dalsi kapitola.

1.3.2 Oscilujici funkce

Funkci nazveme oscilujici v bodé¢, pokud v tomto bodé jednostranné ne-
konverguje ani nediverguje, tedy pokud nema v bodé jednostrannou limitu.
Jednd se tedy o lokalni vlastnost, nebot vzdy zkoumame, zda je funkce osci-
lujici na néjakém okoli bodu, at uz vlastniho nebo nevlastniho. Pro oscilujici
funkce je nutné zminit t¥i vlastnosti, které odporuji intuitivnim predstavam

studenta.

e Piimo z definice oscilace funkce plyne, Ze na zadném okoli bodu, ve kte-
rém je funkce oscilujici, neni tato funkce monoténni. Tento fakt je pro
vétsinu studentd antiintuitivni, nebot béZzna stiedoskolska predstava je,
ze funkce je na omezeném intervalu monoténni, nebo ji mizeme rozdeé-

lit na kone¢ny pocet intervalil, na kterych uz monoténni je. Prikladem
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funkce, ktera je v okoli néjakého bodu osilujici, je sinus, ktery osciluje v
+00, nebot pravé v nevlastnich bodech nemé kone¢nou ani nekonec¢nou

limitu.

e Oscilujici funkce nemusi byt spojité. Naopak, chceme-li konstruovat
funkei, kterd osciluje naptiklad v kazdém bodé néjakého intervalu (¢i
obecnéji na husté mnozing?), pak tato funkce nesmi byt spojitad v
zadném bodé tohoto intervalu. Jako priklad zde uvadim Dirichletovu

funkci, ktera splinuje podminky oscilace v kazdém svém bodé.

e 7 ptredchozich ptikladt by se mohlo zdat, Ze osilujici funkce museji byt
periodické. Vétsina konstrukei vyuzivajici transformace jiz periodicka
nebude, napiiklad funkce sin(% je oscilujici v okoli 0 a zarovenn neni

periodicka.)

Pomoci oscilujicich funkei fesim ptiklady ¢islo 9, 14, 15 a 20.

1.3.3 Transformace

Abychom byli schopni fesit piiklady na konstruovani funkci, které jsem za-
fadil do této prace, je k feSeni nutné nejen zvolit elementarni ¢i predpisovou
funkci s néjakymi vhodnymi vlastnostmi, ale téz umeét tuto funkci trans-
formovat tak, aby zZadouci vlastnosti nabyvala v libovolném zvoleném bodé
respektive v jeho okoli. Nejnazornéjsi pristup k transformacim je geometricky.
Geometrické transformace posléze transformujeme do predpisti. Vybral jsem
nekolik nejpouzivané€jsich. V zajmu nazornosti je tato ¢ast mé prace pojata
neformélné, nebot se jedna predevsim o postupy, které by mél mit student
v podvédomi a pracovat s nimi na intuitivni Grovni. Z tohoto dtivodu je po-
pisuji po geometrické strance, aby nasledujici algebraické vyjadieni bylo co

nejnazorné;jsi.

2hust4 mnozina je takové, pro kterou plati, Ze v kazdém okoli jejiho libovolného bodu

lezi jiny jeji bod
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e Posunuti bodi ve sméru osy = nebo y. Tato transformace je al-
gebraicky reprezentovana operaci s¢itani (od¢itani) a to bud s argu-
mentem funkce (v pfipadé osy z) a nebo s celou funkei (v pfipadé osy

Y)-

e PribliZzeni ¢i oddaleni funkénich hodnot k ose z nebo y. Al-
gebraicky muzeme takovou transformaci popsat pomoci nasobeni (dé-
leni). Opét je mozné nasobit bud argument funkce nebo funkei jako

celek, podle osy vici které pozadovanou transformaci zamyslime.

e Preneseni ,nevlastniho bodu do vlastniho“ a obracené. Tuto
transformaci mtzeme nejcastéji realizovat pomoci prevracené hodnoty.
Transformaci mtizeme opét pouzit bud vnitiné nebo zvenku, ¢imz lze
pfenést body ve sméru osy x nebo y. Tedy napiiklad pro funkci f(z) =
x, kterd ma v nekonec¢nu nekonec¢nou limitu a v 0 limitu 0 sestrojime
funkci g(z) = 1, kterd m4 v nekone¢nu limitu 0 a v 0 limitu nekonecno.

T

Poznamka. Tyto elementarni transformace lze z hlediska geometrie popsat
formalné, kdy s¢itani a odcitani je geometrickym posunutim, nasobeni a dé-
leni osovou afinitou a pfenos nevlastniho bodu do vlastniho ,pfimkovou*
inverzi (chépejme jako analogii kruhové inverze; u ni je konstantni soucin
vzdalenosti bodu a obrazu od pevného bodu, v nasem pripadé od primky —

osy soufadnic).

Priklad 6. Naleznéte funkci, ktera je oscilujici v okoli 0.

Reseni. Ke konstrukei takové funkce je nutno pouzit dva vyse zminéné po-
znatky. Prvnim je zfejmé fakt, ze ke konstrukci budeme muset pouzit osci-
lujici funkci. Vezméme naptiklad sinus. Jiz vime, Ze tato funkce je oscilujici
v nekonec¢nu, tedy sta¢i transformaci tuto vlastnost prenést z nevlastniho
do vlastniho bodu. VysSe jsme si ukazali, ze takova transformace spociva v
pouziti pfevracené hodnoty argumentu funkce. Tedy vyslednou funkci bude
sin(1) jejiz graf je vidét na obrazku 1.2.

xT
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Obrézek 1.2: f(x) = sin(1)
Pozndmka. Funkce z piikladu 6 je velice dulezita, nebof se pomoci ni kon-

struuji funkce k procvicovani pojmi monotonie, limity a derivace.

Priklad 7. Naleznéte funkci, ktera neni v Zadném okoli 0 omezena

shora ani zdola.

Reseni. Vyjdéme z predchoziho piikladu. Pokud jsme mohli pfevést oscilu-
jici funkci v nekonec¢nu, ktera nabyva konec¢nych hodnot, do vlastniho bodu,
je jisté mozné takto prevést i oscilujici funkci, kterd ma hodnoty blizici se
sttidave plus i minus nekonec¢nu. Tuto funkci sestrojime opét pomoci sinu po-
dobné jako v pfedchozim piikladu. Pokud totiz sin(x) pouZijeme jako vnitini,
% jako vnéjsi funkci a slozime je, dostavame f(z) = @ Tato funkce prevede
vSechny hodnoty funkce sinus blizici se 0 do hodnot blizicich se nekonec¢nu.
Pokud na takto vzniklou funkci pouzijeme stejny postup jako v pfedchozim
prikladé, dostavame .
f(z) = EESE
ktera jiz ma pozadované vlastnosti na okoli 0. Funkce je graficky znazornéna

na obrazku 1.3

Jednou z dalsich technik pro konstrukci funkci je pfimknuti funkce k
zadané asymptoté. Pro takovou transformaci je nutné, aby limita funkce v
bodé, ve kterém pozadujeme primykani k asymptoté, byla rovna 0. Poté lze
asymptotu pricist k dané funkci, ¢imz dostaneme pozadovanou vlastnost.
Jinymi slovy zde kombinujeme vlastnosti funkci ve dvou bodech. Ptikladem

miuze byt funkce % + x, kde v okoli 0 se % blizi nekone¢nu a x blizi 0 a v okoli
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Obréazek 1.3: f(x) = —

sin(%)

nekonec¢na, kde jde naopak = do nekonecna a % do nuly. Soucet téchto funkci
se tedy blizi nekonec¢nu jak v 0, tak i v nekonecnu.

Obdobou této techniky je takzvané ”sevieni omezené funkce mezi dveé
riazné funkce”. Tohoto stavu je mozno dosdhnout na zakladé néasledujici

uvahy. Méjme funkce g, fi1, fo takové, Zze na mnoziné M C R

e ¢ je omezend a zname jeji supremum (dale znaceno S) a infimum (zna-

¢eno 1),

o fi > fo

Abychom dosahli sevieni funkce g mezi funkce fi, f5 je nutné nalézt takovou
transformaci, kterd zajisti, ze vSechny hodnoty funkce g blizici se I se zob-
razi na hodnoty blizici se hodnotam funkce f; a podobné, vSechny hodnoty
funkce ¢ blizici se S se zobrazi na hodnoty blizici se hodnotam funkce fs.
Jinymi slovy interval [I; S| se zobrazi na [fi(x); f2(x)]. Nejjednodussi takova
transformace je linearni, tedy ve tvaru at + b, kde dosazenim t = [ resp.
t = S dostavame al + b = f; resp. aS + b = f,. Jelikoz I, 5, f1, fo jsou ndm

znamy, snadno vyjadiime hodnoty a, b:

- fe
ST
b_ng—Ifl
S S—=T1

22



Funkce g = ag + b ma tedy ty vlastnosti, které pozadujeme. Pro takto zkon-
struovanou funkci g jisté plati, ze fo < g < f; na mnoziné M. A v bodech,
kde mé g limitu (viz definice limity v kapitole Limita) rovnou S mé podil %
limitu rovnou 1. Nemusi ovSem platit, ze f; — ¢ ma v téchto bodech limitu
0 (napf. g = arctg(z), f1 = €%, fo = 0). Typické pouziti této konstrukce vsak
bude pro funkce, které svého suprema i infima, v prislusné mnoziné nabyvaji.
V bodech kde se tak déje pak nastava rovnost mezi funkci f; resp. f a g.

Sevieni omezené funkce bylo pouzito pro konstrukce funkci v ptikladech
9,15 a 17.
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Kapitola 2

Zakladni definice:

vlastnosti funkci, okoli

V této casti formalné definujme zakladni vlastnosti funkci: prostotu funkce,
omezenost, monotonii a konexnost a konkavnost funkce. Jak plyne z rozdéleni
vlastnosti funkci v predchozi kapitole, vSechny uvedené, az na monotonii,
jsou mnozinové, tedy pro rozhodnuti, zda funkce vlastnost ma a nebo nema je
nutné ji zkoumat na mnoziné bodid. Pro monotonii, kterou je mozno definovat
jak jako lokalni, tak i mnozinovou, tedy uvadim obé definice.

Definice uvadime v poradi, které odpovida narokiim mnozinu, na které
je zkoumame. Prostota funkce je definovana jiz pro zobrazeni, definici pro
funkce (jako specidlni pfipad zobrazeni) zde uvddim pouze pro tplnost a
ve shodé s definici prostého zobrazeni. Dale omezenost funkce mizeme de-
finovat, je-li definovina omezenost mnozin na oboru hodnot funkce (napf.
pro podmnoziny néjakého metrického prostoru). Nakonec uvadim monoto-
nii, konvexnost a konkavnost, u kterych je jiz zapotiebi jistého usporadani
prvkil defini¢niho oboru i oboru hodnot. Tim musi byt uspoifadani linearni
(nékdy také tiplné), ve kterém mizeme jednozna¢né porovnat libovolné prvky
dané mnoziny.

Prikladem omezené mnoziny, na které neni definovano linearni uspora-

dani, nam mohou byt komplexni ¢isla. Na této mnoziné nemutizeme porovnat
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zadné dva prvky a tedy nemiizeme definovat monotonii. Ale protoze zde exis-

tuje metrika (|z; — 22|), mé zde smysl definovat omezenost komplexni funkce.

Definice 5 (Prost4 funkce). Rikame, Ze funkce f je prostd na mnoziné A,
pokud pro Vz,y € A:z #y = f(x) # f(y).

Definice 6 (Omezena funkce). Funkci f(z) nazveme omezenou na néjaké
neprazdné mnoziné A, pokud existuje K € R takové, ze pro vSechna x € A
je [f(x)] < K.

Pozndmka. Rikdme, Ze funkce f(z) je omezend zdola na A pokud existuje
L, € R takové, zZe pro vSechna x € A je f(x) > L;. Podobné fikdme, Ze
funkce f(x) je omezend shora na A pokud existuje Ly € R takové, ze pro
vSechna = € A je f(z) > Lo.

na mnozinové konjunkci pres vSsechny body dané mnoziny, se takto monoto-
nie rozsirit neda. Prikladem ndm miize byt funkce 9—16, ktera je na intervalu
—00;0) klesajici, na intervalu (0; 00) také klesajici, ale uz nemizeme fici, ze
je klesajici na celém R. Z tohoto divodu zde uvadim obé definice, i presto,

ze v kontextu této kapitoly by sem méla pattit spise ta na mnoziné.

Definice 7 (Monotonie v bodé). Pokud pro né&jaky bod a plati, ze pro néj

existuje okoli U(a) takové, ze pro vSechna x v tomto okoli plati:

r<a= f(z) < f(a) a zédroven x > a = f(x) > f(a), potom Fikdme, Ze

funkce je rostouci v bodé a,

r<a= f(z)> f(a) azéroven x > a = f(x) < f(a), potom Fikdme, Ze

funkce je klesajici v bodé a,

r<a= f(z) < f(a) a zédroven x > a = f(x) > f(a), potom Fikdme, 7

funkce je neklesajici v bodé a,

r<a= f(z) > f(a) a zéroven x > a = f(z) < f(a), potom Fikdme, Ze

funkce je nerostouci v bodé a.
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Pokud ma f v bodé a néjakou z téchto Ctyr vlastnosti, fikdAme o ni, zZe je
monoténni v a, pokud je rostouci nebo klesajici, zpfesnujeme termin na ryze

monoténni v a.

Definice 8 (Monotonie na mnozing). Funkci f nazveme rostouci na mno-
ziné A, jestlize pro vSechna z,y € A : z < y = f(xr) < f(y). Pokud na-
hradime znaménko ,<“ v nerovnosti f(z) < f(y) po fadé za ,>, < >“,
fikame, Ze funkce je na mnoziné po fadé klesajici, nerostouci, neklesajici. Po-
kud ma funkce f na mnoziné A néjakou z téchto vlastnosti, fikdme, Ze je na
A monoténni, pokud je zde rostouci nebo klesajici, fikdme Ze je na A ryze

monoténni.[ZMA]

Definice 9 (Okoli bodu). Necht a je koneény bod mnoziny M s linedrnim
usporadanim, ¢ > 0. Interval (a — €;a| nazveme levym e-okolim bodu a a
piseme U (a). Podobné interval Ul (a):=[a; a +¢) nazveme pravym e-okolim
bodu a, P (a):=(a — €;a) nazveme levym prstencovym e-okolim bodu a,
P*(a):=(a;a + ¢) nazveme pravym prstencovym e-okolim bodu a.

Interval U.(a):=(a — €;a + €) nazveme tGplnym e-okolim bodu a.

Interval P.(a):=(—

Déle pro a = oo resp. a = —oo definujeme interval (e;a) resp. (a; —¢) jako

g;a) U (a; ) nazveme prstencovym e-okolim bodu a.

e-okoli bodu a v nekone¢nu resp. v minus nekonecnu.[ZMA]

Umluva. Zépisem U(x) bez pouziti parametru ¢, budeme déle rozumét libo-

volné okoli bodu z.

Pokud tyto, na prvni pohled trividlni pojmy, vhodnym zptisobem zkombi-
nujeme, zjistime, ze vyzaduji pomérné znacny vhled do problematiky funkci a
ze tedy mohou studenttim ptisobit potize (zde to budou spiSe studenti st¥ed-
nich 8kol). Pokud polozime otazku ”Je vdm jasny pojem omezena funkce?”
nebo ”"Dokazete si predstavit monoténni funkci?” | vétsina studenttt se zaklad-
nimi znalostmi odpovi, ze ano. Pokud se vsak specialnim pfipadem, popfi-
padé kombinaci nékterych z vyse uvedenych vlastnosti dotazeme na nékteré
méné ziejmé priklady funkci, vétSina studentd se dostane do obtizi. Pro na-

zornost uvedu nékolik prikladi:

26



~

A/\/\ZO\/\/\/\ I
\

|

Obrazek 2.1: f(z) = zsin(z)

Piiklad 8. Existuje funkce rostouci na celém R, ktera je zaroven

omezena?

Reseni. Tento kol zacinajici matematiky na prvni pohled zaskoci, ovSem
kdyz se na néj zadivame pozornéji, zjistime, ze z elementarnich funkei to je

napiiklad arctg(z).

Piiklad 9. Naleznéte funkci, ktera neni omezena shora ani zdola na

zadném okoli nekonec¢na.

Reseni. Ke konstrukci bude potieba pouzit oscilujici funkci, nebot je po-
tfeba, aby se nékteré jeji hodnoty blizily oo a jiné blizily —oo. opét vezméme
zakladni sin(z). Zajistit, aby tato funkce byla neomezena shora i zdola ndm
pomtize sevieni mezi vybrané funkce. Témi mohou byt —z a x. Pro lepsi
predstavu nam poslouzi obrazek 2.1. V soucasné situaci jiz zname vse po-
tfebné k pouziti obecného postupu vyse, nebot g(x) = sin(x),l = —1,5 =
1, fi = z, foa = —x (jelikoz existuje okoli nekonecna, ze f; > f3). A zbyva
tedy pouze dosadit do vzorce, tedy
oz —(—x)
1-(=1)
1(—z) — (=D
1-(=1)

a =z,
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Vyslednou funkei, ktera je na okoli nekonecna shora omezena funkci x a zdola
—x je

f(z) = zsin(z)

Priklad 10. Existuje prosta elementarni, nebo predpisova funkce,
ktera je na néjakém intervalu svého defini¢niho oboru rostouci, na

jiném intervalu defini¢niho oboru klesajici, ale presto je omezena?

Resend. Prvni diilezity mezikrok k nalezeni takovéto funkce je tivaha, Ze musi
byt klesajici na néjakém intervalu, a musi zde nabyvat néjaké vlastni hod-
noty, na jiném intervalu musi byt rostouci, ale opét se musi blizit néjaké
vlastni hodnot&'. Abychom zaroven zajistili prostotu funkce, je nutné, aby
ona funkce nemohla zménit monotonii spojité. Tedy se bude nutné jednat o

funkci nespojitou.

Pozndmka. V této chvili je vhodné odkézat ¢tenare na priklad 12 v kapitole
Spojitost. Z néj je vidét, ze funkce v bodé nespojitosti bud nemusi byt viibec
definovana, nebo zde neni spojita. Z tohoto plyne, ze mizeme nalézt funkci
v bodé, kde méni monotonii, bud nespojitou (toto spliiuji funkce predpisové)

nebo nedefinovanou (takovou miizeme najit dokonce funkeci elementérni).

Funkce arccotg(z) je klesajici na celém definiénim oboru. Pokud tuto
funkei vynasobime funkeci sgn(z), ,,pfevrati“ se ¢ast funkce pouze pro zdporna
x, pricenz 0 se zobrazi do 0. Tato funkce jiz spliiuje nase pozadavky, nebot
pro zaporna x je rostouci do hodnoty —7 a pro kladna z klesa do 0, pficemz
jsme zachovali jeji omezenost (nebot puvodni arccotg(z) je také omezend).

Vysledkem nasich tivah je tedy funkce
f(z) = arccotg(x) sgn(x),
zobrazena na obrazku 2.2.

Poznamka. Pokud bychom hledali funkci elementarni staci pouzit zuzeni

funkce signum na funkce elementarni, coz se provadi pomoci funkce |i—‘

!Tyto hodnoty se mohou dokonce rovnat, protoze funkce se k dané hodnoté miize blizit

limitné, aniz dané hodnoty dosahne

28



-15 -10 -5 5 10 15

T T T T T [ =T =1

-3

Obréazek 2.2: f(x) = arccotg(x) sgn(x)

Priklad 11. Rozhodnéte, zda je nasledujici definice ekvivalentni s

definici rostouci funkce v bodé.

Definice 10. Funkci f nazveme rostouci v bodé a, pokud pro tento bod
plati, ze U (a)Vx,y € U(a) : x <y = f(z) < f(y).

Pozndmka. Jedné se o zizeni definice monotonie na mnoziné na lokalni verzi.
Cilem tohoto prikladu je ukazat, Ze na rozdil od mnoha lokalnich vlastnosti

toto neni mozné provést s monotonii.

Reseni. Je ziejmé, Ze z formalni definice 7 pfimo plyne definice 10. Hleddme
tedy piiklad, ktery spliiuje definici 7, ale nespliiuje definici 10. Jinymi slovy
hleddme funkci, kterd je vlevo od @ mensi nez f(a), ale zaroven neni v zadném
levém okoli a rostouci. Podobné musi byt tato funkce vpravo od a vétsi nez
f(a), ale opét nesmi byt v zddném pravém okoli a rostouci. Takovou vlastnost
ma funkce sgn(z) v bodé 0.

Daleko zajimavéjsim se stava piiklad ve chvili, kdy se budeme snazit najit
funkci, kterd spliiuje vysSe uvedené vlastnosti a zaroven je spojita. Timto
prikladem se dostavame hloubéji do problematiky spojitosti, a proto tuto

¢ast vyresime dale, az si zavedeme formalni definici. OvSem odpovédét na
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zadani ukolu mtzeme jiz ted, nebof jsme nalezli funkci, kteréd je v souladu s

definici 7, ale odporuje definici 10. Definice tedy nejsou ekvivalentni.

30



Kapitola 3
Spojitost

Zakladnimi stavebnimi prvky matematické analyzy jsou tzce svazané po-
jmy spojitosti, limity a derivace. Prnim dvéma bude nadale vénovana velka
pozornost, jelikoz jejich pojmenovani vzbuzuje u studentt jistou intuitivni
predstavu, ale samotna formalni definice znamena ve skute¢nosti mnohem
vice, nez je na prvni pohled zfejmé. Spojita funkce je obecné chapana jako
ysouvisla ¢ara, kreslend jednim tahem®. Matematicky korektni definice to-
hoto pojmu ovSsem postihuje daleko vétsi mnozinu funkci, nez toto jedno-
duché pripodobnéni.Cilem této kapitoly je odhalit, jak rtiznorodé ptiklady

spojitych funkci se skryvaji za definici pojmu spojitosti.

Definice 11 (spojitost funkce v bodé). Rikame, 7ze funkce f je spojita v

bodé x( zleva resp. zprava, jestlize plati
YU (A)3U (zo) : (U (x0)) C U (A).

resp.
VU (AU (xg) : f(U () C UT(A).

Dale fikame, Ze f je spojita v bodé xy, pokud je spojita v tomto bodé zprava
i zleva.[ZMA]

Definice 12 (spojitost funkce na intervalu). Rikdme, ze funkce je spojit4 na

otevieném intervalu I, pokud je spojita v kazdém bodé tohoto intervalu.
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Podobné fikdme, Ze je funkce spojitd na polouzavievém intervalu [a;b)
resp. (¢;d], pokud je spojitd ve vSech vnitinich bodech tohoto intervalu a
Spojitd v a zprava, resp. spojita v b zleva.

Déle tikam, ze funkce je spojita na uzavieném intervalu [e; f], pokud je
spojita ve vSech vnitinich bodech intervalu a dale pokud je v e spojita zprava

a v f spojitéd zleva.|[DI]

Pokud zadame studentfim tikol: ” Reknéte piiklad funkce spojité na celém
R”. Vétsinu studenttt napadne néjaka z funkci mnoziny G., na které je na
prvni pohled "vidét”, Ze je spojita. OvSem pojem spojitosti je jeden z téch,

kde byva rozdil mezi predstavou a skute¢nou definici.

Priklad 12. Existuje predpisova funkce spojita na celém R kromé

bodu x?
Resend. Reseni této mé dvé varianty. Pro funkci totiz mize platit Ze
1. v bodé z( neni spojita, prikladem je sgn(x — xo).

2. neni v daném bodé ani definované, ale na libovolné malém prstencovém

1
r—x0

okoli tohoto bodu jiz spojita je, napf.

Vétsina studenttt pravdépodobné prijde s variantou 2., jelikoz predstava ne-
definované funkce v bodé je jim blizsi nez ona nespojitost v bodé. Z divodu,
ze nedefinovanosti dosdhneme jiz v mnoziné elementarnich funkci, zatimco
nespojitosti v defini¢nim obodu ne. Proto, pokud pokladame tuto otazku
pri procvicovani pojmu spojitosti, méli bychom ji upfesnit napiiklad takto:
Existuje funkce, definovana na celém R, ktera je spojita ve vsech
bodech vyjma bodu z,? Poté mizeme odpovédét, ze hledanou funkei s

touto vlastnosti je sgn(x — o) s bodem nespojitosti v x.

Priklad 13. Naleznéte predpisovou funkci spojitou na celém R kromé

bodt z1,zs, ..., T,.

Resend. Jak jsme naznacoval v kapitole Konstrukce funkei, na takovéto p¥i-

klady je nejlepsi pouzit funkce, které mtizeme zadefinovat s pfesnym poctem
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nulovych bodi, tedy funkce polynomické. Abychom z polynomické funkce
dostali funkci nespojitou pravé v téchto bodech, slozime ji s vnéjsi funkci

signum. Vysledkem je tedy

f(z) =sgnl(x — z1)(x — z2)(x — z3)...(x — x,)].

Priklad 14. Naleznéte predpisovou funkci nespojitou v nekonec¢né,

ale spocetné mnoha bodech.

Reseni. Funkci budeme hledat podobné jako v piikladu vyse, je nutné pouze
zajistit, aby méla misto konec¢né mnoha nekonecné, ale spocetné mnoho ta-
kovych bodu. Takové vlastnosti mé funkce sin(x). Slozenim se signem dosté-
vame

f(z) = sgn(sin(x)),
kterd ma v kazdém bodé km, k € Z bod nespojitosti. Protoze takovych k je

spocetné mnoho, nlezli jsme i spocetné mnoho bodi nespojitosti.

Priklad 15. Naleznéte spojitou funkci, ktera splnuje v néjakém

bodé definici 7 rostouci funkce, ale nesplnuje definici 10.

Resend. Tato tloha vychazi z piikladu 11. Hleddme zde tedy spojitou funkci,
ktera pro libovolné malé levé okoli bodu a nabyva hodnot mensich nez f(a),
ale na tomto okoli neni rostouci ani klesajici. A zaroven na kazdém libovolné
malém pravém okoli a nabyva hodnot vétsich nez f(a) a také zde neni ros-
touci ani klesajici. Z podminky, Ze tato funkce nesmi byt rostouci ani klesajici
je nutné, aby se jednalo o funkci oscilujici v bodé a (tyto podminky spliiuje
i konstatni funkce, ale ta potom neni spojitd ani v bodé a). Funkei oscilu-

jici ve vlastnim bodé a jsme jiz konstruovali v prikladé 6. Vyjdéme z néj.
1

r—a

Je tedy vidét, ze funkce sin neni podle definice monotonie na mnoziné
monotdénni ani na levém, ani na pravém okoli bodu a. Zbyva zajistit, aby exis-
tovalo takové levé okoli a, Ze pro vSechna x z tohoto okoli bude f(z) < f(a)
a aby existovalo pravé okoli bodu a tak, ze pro vSechna x z tohoto okoli
bude f(x) > f(a). Konstruujeme jednu konkrétni funkci, proto zvolme bod

a pevné, tedy napiiklad a = 0. VySe zminéného omezeni docilime pouzitim
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Obrézek 3.1: f(z) = xsin (1) + 2z
techniky z kapitoly Konstrukce funkci. Sevieme tuto oscilujici funkci mezi
funkce fi(x) = 3z a fo(x) = z. Tim zajistim, Ze vSechny body vlevo od 0
budou mensi nez 0 a vSechny hodnoty vpravo od 0 vétsi nez 0. Jelikoz zname

vSechny potfebné tdaje, mtizeme spocist

3z —x
a_l—(—l) ==z
b — lx — (—1)3z _ 9

1—(=1)
Vyslednou funkci tedy bude
f(z) = xsin (é) + 2z
s tim, ze definici 7 nesplnuje v bodé 0.
Priklad 16. Existuje funkce nespojita v kazdém bodé R

Resend. Prvni funkci s touto vlastnosti, ktera by méla kazdého studenta na-
padnout po pfecteni predchozich kapitol, je Dirichletova funkce. K dikazu
jeji nespojitosti v kazdém bodé realné osy ovSsem budeme potiebovat nasle-

dujici lemma:

Lemma 1. Mezi kazdymi dvémi racionalnimi ¢isly se nachazi alespon jedno
iracionalni a mezi kazdymi dvémi iracionalnimi se nachazi alespon jedno ra-

cionalni.
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Jinymi slovy: kazdy interval (libovolné maly) obsahuje raciondlni i ira-
cionélni ¢isla. Aby byla funkce v racionalnich bodech spojita, musi platit
nasledujici: pro libovolné malé okoli bodu 1 (U(1)) existuje okoli racional-
niho bodu U(z) tak, ze D(U(x)) C U(1). Abychom doséhli sporu volme
U(1) = (3,2). Z piedchozi véty plyne, Ze v libovolné malém okoli bodu z
jsme schopni nalézt iracionélni ¢islo, které ma funkéni hodnotu 0, tedy pro
kazdé U(x) plati, ze D(U(x)) ¢ U(1). Dikaz nespojitosti v bodech iracio-

nalnich je analogicky.

Piiklad 17. Naleznéte funkci z mnoZiny (G?) spojitou pravé v jed-

nom bodé.

Vyjdéme pii konstrukei této funkce z predchozi tlohy. D(x) zGZena na
R\ Q se rovna 0 a zGzend na Q se rovnd 1. Vynasobenim D(z) funkei f se
v R\ Q nezméni a v Q bude rovna f. Hledame takovou spojitou funkci f,
ktera pravé v jednom bodé nabyva hodnoty 0. Takovou funkci je naptiklad
identicka funkce f(x) = . Vynasobenim dostavame funkci 2 D(z), ktera bude
splnovat definici spojitosti v bodé 0, protoze funkéni hodnoty racionalnich
¢isel se v okoli nuly blizi nule a funkéni hodnoty iracionéalnich ¢isel jsou stale
nulové a tudiz v okoli 0. Dalsi moznou konstrukei je pouziti postupt z kapitoly
Konstrukce funkci. Jelikoz vime, ze Dirichletova funkce je oscilujici v kazdém
svém bodé, muzeme na ni aplikovat sevieni mezi dvé funkce. Témi budou
fi(z) = x, fa(x) = 0, nebot tim, Ze D(x) sevieme mezi tyto funkce podle

odvozeného postupu, dostdvame stejnou funkei zD(x).

Pozndmka. Z mnoziny funkci ve tvaru f(x)D(x), do které spada i vyse zmi-
nénd rD(x), miuzeme najit v kontextu spojitosti a limity (i derivace) mnoho
zajimavych prikladi, jelikoz zde existuji funkce s velmi zajimavymi vlast-
nostmi z hlediska didaktického.

Poznamka. Nasledjici priklad je velice obtizny, nelze ocekavat, ze studenti vy-
fesi takto pokrocilou tlohu, proto zde uvadime pouze diikaz pro Riemannovu

funkeci.
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Obrazek 3.2: Riemannova funkce

Priklad 18. Naleznéte funkci spojitou pravé ve vSech iracionalnich

a nespojitou ve vsech racionalnich bodech.

Re$end. Za vSechny takové funkce vyberme funkci Riemannovu (déle ji bu-
deme znacit R(z)), kterd je definovana takto: Kazdému iracionalnimu ¢islu
priradi 0 a kazdému racionalnimu ve tvaru § (kde p, g, jsou nesoudélnd)

prifadi hodnotu %. Prohlédnout si ji mizeme na obrazku 3.2.

Pozndmka. 7 obrazku je vidét, ze Riemannova funkce je jedna z téch, které
odporuji obecné predstavé primérného studenta (protoze nemé tvar ”souvislé

¢ary”), ale, jak ukazeme za chvili, nijak neodporuji definici spojitosti.

Dokazme, ze Riemannova funkce je

1. nespojita v kazdém racionalnim bodé

Dikaz. Predpokladejme, Ze je R v racionéalnich bodech spojita. Necht
je tedy zo € Q. Zvolme U(R(z9)) C R*, coz jisté lze, nebof R(zy) >
0. Pokud mé byt R(x) v xy spojitd, musi existovat U(zg) takovéto:
R(U(z0)) C U(R(zp)). V kazdém takovém okoli vSak podle lemma 1
Jz; € (RN Q) pro které je R(x;) = 0. To je ovSem spor s tim, Ze
vSechny body U(R(x)) jsou kladné. O

2. spojita v kazdém iracionalnim bodé.

36



Drikaz. Pro spojitost v iracionalnim bodé x; musi platit:
VYU (0)3U (x) : R(U(x)) C U(0).

Budeme dokazovat jen pro U,-1(0), n € N, nebot pro kazdé ¢ > 0
existuje n takové, ze = < e (a tedy U,-1(0) C U.), takze je-li R(U(z))
podmnozinou U,,-1(0), je i podmnozinou U.. Méjme tedy pevné ny € N.
Z libovolného okoli z1 se do U,,-1(0) zobrazi vSechny body kromé téch
racionalnich, jejichz jmenovatel v zakladnim tvaru je mensi nebo roven
ng. Téch je ovSsem konecné mnoho a x; lezi v néjakém intervalu mezi
nimi. Pro libovolné U(x;), které je celé v tomto intervalu, tedy jiz plati
R(U(z1)) C U,=1(0), ¢imz je ditkaz hotov. O

Poznamka. Pokud se zpétné podivame na vétu 1 a priklad 18, mnohé zvidavé
studenty mtize napadnout sestrojit funkci, jez bude spojita ve vSech svych
racionalnich bodech a nespojita v iracionalnich. Takovou funkci ale sestrojit

nelze. Ovsem diikaz tohoto tvrzeni presahuje ramec této prace.
Polozme si otazku: Existuje funkce s néjakou vlastnosti spojitosti, ktera
je v mnoziné vsSech redlnych funkei realné proménné pravé jedna/ je jich

kone¢né mnoho/ je jich spocetné mnoho? Odpovédi je nasledujici véta.

Véta 2. Necht f(x) a g(x) jsou funkce spojité v bodé a, a € R. Potom i
f(x)+ g(x),f(x) - g(x) jsou spojité v bodé a.[ZMA]

Je tedy vidét, ze pokud nalezneme funkci, ktera spliuje néjaka kritéria
spojitosti (napf. v tlohach vyse), nalezli jsme takovychto funkci nekoneéné

a dokonce nespocetné mnoho.
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Kapitola 4
Limita

4.1 Definice limity funkce

Definice 13 (Limita funkce). Rikdme, Ze funkce f ma v bod& o € R* limitu

a €R* a piseme lim,_,,, f(z) = a, pokud plati
VU (a)3P (o) : f(P(xg)) C U(a).
Podobné funkce f ma v xy limitu zprava (resp. zleva), pokud
YU (a)3P" (20) : f(P"(x0)) C U™ (a)
resp.
(VU™ (a)3P~ (o) : f(P(20)) C U (a)).
[ZMA]

Pozndmka. (Nutnd podminka existence limity.) Nutnou podminkou pro to,
aby mél vyraz f(P(z)) smysl, je, ze P(z) musi byt podmnozinou defini¢niho
oboru funkce f.

Poznamka. Definice limity funkce je velice podobna definici spojitosti. Misto
funkéni hodnoty zde vystupuje hodnota limity a misto U(x) je zde P(z).
Intuitivné se da Tici, ze limita je hodnota, které se dana funkce prilizuje,

zatimco spojitost, je takova vlastnost, ze funkce se priblizuje své hodnoté.
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Vyslovme tedy velice uzitecnou vétu, jejiz dikaz je mozno nalézt naptiklad
v [ZMA].

Véta 3. Funkce [ je spojitd v bodé xo prave kdyz lim, ., f(z) = f(xo).

Stejné jako spojitost, tak i slovo ,limita“ ndm pomaha predstavit si danou
vlastnost snadnéji — asi jako ,hodnotu, které se dana funkce blizi v néjakém
bodé, pricemz tato hodnota mtze byt funkéni hodnotou zadané funkce, ale
nemusi“. Tato snaha studentti zjednodusit si neformalné dany pojem pro
lepsi pochopeni sice poméaha, ale v nékterych pripadech muze opét vést k
omyliim a nepfesnostem. Pokusim se to ukazat na nékolika dalsich prikladech.

Predstavme si funkce nésledujicich vlastnosti:

Priklad 19. Necht je f(z) funkce majici limitu v kazdém z € R. Je

tato funkce nutné definovana na celém R?

Reseni. Prvni mnoZina mensi neZ celd realna osa vznikne tak, Ze odebereme
pravé jeden bod, tedy naptiklad 0. Jsme schopni najit funkci, ktera ma limitu
na celém R a neni definovana v 07 Je to naptiklad m—lg) Takovouto funkci lehce

nalezneme. Polozim tedy otazku znovu a lépe.

Priklad 20. Naleznéte funkce, které maji na celém R limitu a pfitom

nejsou definované pravé v
e jednom bodé,
e pravé n bodech,
¢ nekonecné mnoha bodech,
e nespocetné mnoha bodech.

Resend. V prvnim piipadé je tedy piikladem vySe zminéna w—lz)

V druhém bodé pouzijme polynomickou funkci z kapitoly konstrukce

funkci. Tou je f(x) = (171)(%12)“.(%@, kterd neni definovdna pravé v bo-

dech 1,2, ...,n. Tato funkce je v téchto bodech zprava i zleva neomezené, ale
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nemé limitu, nebot z jedné strany je limita oo a zdruhé —oco. Je nutné, aby
se limity zprava a zleva rovnaly a to nejsnaze provedeme napiiklad absolutni
hodnotou, pfipadné umocnénim na sudou mocninu. Vysledna funkce
1
fx) =
((x = 1)(x = 2)...(x — n))?

mé tedy limitu i v n bodech, kde funkce neni definovana, i kdyz nevlastni.

Ta je v téchto bodech rovna +oc.

Ke konstrukci funkce, kterd je nedefinovana v nekonecné, ale spocetné
mnoha bodech, mizeme pouzit podobného postupu jako v kapitole o spoji-
tosti. Zde tedy pouzijeme funkci sinus, nebot funkce @ neni definovana v
téch bodech, v jakych pozadujeme (princip je stejny jako v predchozim bodé,
akorat pocet nulovych bodi funkce ve jmenovateli jsme zménili z kone¢ného
na nekoneény). Funkci musime opét umocnit na druhou abychom zajistili
existenci nevlastni limity. Vysledna funkce tedy vypada takto

1
0= Gy
Poslednim piipadem je konstrukce s nespocetné mnoha nedefinovanymi body.
Jisté muzeme jiz ted Fici, Ze toto zadéani nelze splnit. A to z toho divodu, Ze
nespocetnd mnozina cisel je jiz natolik ,husta“, ze neni mozné, aby v téchto

bodech spliiovala podminky limity. Nasleduje tedy formalni véta s dikazem.

Véta 4. Neexistuje funkce, kterd by meéla v kaZdém realném bodé limitu a

zaroven nebyla definovdna v nespocetné mnoha bodech.

Dikaz. Méjme mnozinu M obsahujici nespoc¢etné mnoho bod, ktera je pod-
mnozinou redlnych ¢isel. Pokud redlna ¢isla rozdélime podle celych ¢isel na
intervaly [k; k + 1], k € Z, existuje alespoii jeden takovy interval, ktery obsa-
huje nespocetné mnoho bodi mnoziny M (pokud by kazdy interval obsahoval
pouze spocetné mnoho bodi, jejich sjednocenim by nemohla vzniknout ne-
spoCetna mnozina). Rozpilime-li tento interval, tak alespot v jednom z nich
bude opét nespocetné mnoho bodu. Tento interval muzeme opét rozdélit a
touto metodou piileni intervali, je mozno pokracovat az do nekonecna. Déle

pouzijme Bolzano-Weierstrassovu vétu:
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Véta 5. Necht jsou intervaly [a,; 5, do sebe zatazené, tj. necht pro —oo <
a, < B, < oo plati
[an+1; /Bn-i-l] - [O‘n; /Bn]

pro vSechna n € N. Potom (), [aw; Bn) # 0. Je-li navic 8, — a, — 0, pak je
tento prunik jednobodovy.[ZMA]

Nebof v tomto piipadé je 5, — a,, = %, coZ pro n — oo ma limitu 0,
z predchozi véty plyne, Ze existuje bod zg = (), [an; fn), v jehoZz kazdém
prstencovém okoli existuje nespocetné mnoho x takovych, ze f(z) zde neni
definovana. Tedy nemtizeme nalézt takové prstencové okoli bodu xg, které by
bylo celé podmnozinou defini¢niho oboru a proto v funkce v bodé xy nemé

limitu (viz. pozndmka Nutnd podminka existence limity). O]

Diilezitym disledkem tohoto dikazu je fakt, ze nespoc¢etné mnozstvi bodi
v R nemiize byt izolovanych, tedy aby pro kazdy bod existovalo jeho okoli,
které by zadny z dalsich téchto bodl neobsahovalo. Chceme-li tedy konstruo-
vat funkci, kterd ma néjakou vlastnost v nespocetné mnoha bodech, je nutné

s timto faktem pocitat.

4.2 Veéty o limité funkce

Limity funkci maji mnoho vlastnosti, které jsou popsany pomoci jednotlivych

vét. Nekteré z nich zde uvedeme a podivame se, jak v principu funguji.

Véta 6 (Véta o dvou policajtech). Necht lim, ., f(x) = lim,_,, h(z) = a
Necht ezistuje néjaké okoli P(xy) tak, Ze pro vSechna x € P(xg) : f(z) <
g(x) < h(z). Potom je ilim, ., g(z) = a./DI]

Véta 7 (Limita souctu). Necht funkce f,g jsou definoviny v néjakém prs-

tencovéem okoli bodu xq, potom

lim (f(x) + g(x)) = lim f(z) + lim g(x),

Tr—xTQ T—TQ T—T0

pokud md pravd strana smysl.[DI]
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Pozndmka. Véta plati ve stejném znéni i pro jednostranné limity.

Véta 8. Necht lim,_,,, f(z) ezistuje a je vlastni, potom plati:

lim (f(z) + g(z)) = lim f(z)+ lim g(z)

T—T0 T—T0 Tr—xQ

pokud ma alespon jedna strana smysl.

Zatimco ve vété 7 jsme o limitach funkci f, g nepredpokladali nic, ve vété
8 jsme predpoklady posilili o to, ze musi byt alespon jedna z nich vlastni.
Timto a podminkou ,,pokud m4 alespon jedna strana smysl“ se z rovnosti
mezi pravou a levou stranou stava plnohodnotna ekvivalence. Tedy za cenu
pouziti silnéjsich predpokladt a z tohoto plynouciho omezeni poctu funkei
na které miizeme vétu pouzit, jsme ziskali nastroj, jehoz pouzitim nemtzeme
ztratit smysluplnost vyrazu. Zjistime-li za pouziti této véty, ze prava strana
nema smysl, tak to znamenad, Ze neexistovala ani limita ptivodni.

Véta 71 véta 8 nam umoznuji ,,dosazovat do limity souc¢tu“. Ovsem u véty
7 studenti Casto zapominaji oveérovat predpoklad smysluplnosti pravé strany
a uzivaji vétu jako ekvivalenci. Tedy pokud zjisti, Ze prava strana nema
smysl, vyvozuji z toho, Ze neexistuje ani ptivodni limita. Z didaktického hle-
diska je nutno zkoumat, kdy takovy pristup vede k nespravnym vysledkim.
Polozme si tedy otazku: za jakych okolnosti prava strana smysl nema, ale
leva ano? Odpovédi je, ze mohou nastat dva pripady. Pro vétsi prehlednost
si je prezentujme na prikladech.

1. Alespoii jedna z limit lim f(z), lim g(x) nem4 smysl, ale limita souctu
T—T0 T—rT0

uz smysl ma.
Priklad 21. Naleznéte funkce f,g a bod z( s vlastnosti 1.

Resend. Hledame funkci, pro kterou neexistuje limita v bodé . Zvolme
tedy naptiklad o = co. Jednou z funkci, ktera v nekone¢nu nema limitu
je f(z) = sin(z). K ni hleddme funkci g, kterd limitu mé a zéroven
také soucet f(x)+ g(x) limitu mé. Pokud bychom vsak za ¢g(z) dosadili

funkci, ktera ma v nekonec¢nu limitu vlastni, bylo by mozné pouzit vétu
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8 a protoze se jednd o ekvivalenci (pokud nemé smysl prava strana,
potom ho nemé ani levd a naopak) zjistili bychom, Ze limita souctu
neexistuje. Je tedy potfeba pouzit funkci, kterd ma v nekone¢nu limitu
nevlastni. Vezméme tedy napiiklad g(z) = x. Tato funkce mé limitu
o0 a soucet
J}Lrgo f(z) + g(x) =sin(z) + 2 = o

podle véty o dvou straznicich (funkei sin(x) 4+ 2 omezime shora funkci
x4+ 1 azdola z — 1). Je tedy vidét, Ze limita souctu existuje i pies to,

Ze jsme nemohli pouzit ani jednu vétu o limité souctu.

2. Obé limity i limita sou¢tu smysl maji, ale soucet limit nema smysl.
Tato situace nastava pouze tehdy, kdyz se jedna z limit rovna +oo a

druha —oo.

Priklad 22. Naleznéte funkce f, g a bod z( tak, aby mély vlast-

nost 2.

Resend. Tento piiklad neni obtiZny, zvolme za 2y hodnotu 0 a naleznéme
dveé funkce takové, zZe jejich limita v 0 je +o00. Pokud jednu odec¢teme od
druhé, dostaneme vyraz, ktery smysl nema, pokud ale zvolime funkce f
a g vhodné, ipravami mtzeme ziskat vyraz, jehoz limita existovat bude.
Volme tedy f(z) = %, lim, o f(z) = 00 a g(z) = —%, lim, 0 g(z) =

—o00. Potom soucet limit neexistuje, ovsem limita souctu

Priklad 23. Naleznéte priklad na pouziti limity souctu, ktery lze

vyresit pouzZitim véty 7 a nelze vyfesit pouzitim véty 8 a naopak.

1. Aby nebylo mozné pouzit vétu 8 je nutné, aby ani jedna z limit nebyla
konecnéa a zaroven, aby soucet mél smysl. Toho dosdhneme trivialné
pomoci dvou funkci, které maji pro x jdouci do nekonecna nekonecnou
limitu. Tedy napiiklad f(z) = z, g(z) = 2%. Protoze

lim z + lim 22 = oo,
T—r00 T—r00
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tedy prava strana ma smysl, mizeme uzit vétu 8 a zadani je splnéno,
nebot limita

lim z + 2% = oo.
Tr—r0o0

. Abychom nalezli funkce, na jejichz limity mtzeme pouzit vétu 8, ale
nemuzeme pouzit vétu 7, musi platit, Ze soucet limit smysl mit ne-
bude. Za takovéto funkce vybirejme z téch nejjednodussich, naptiklad
f(z) = 1, g(x) = sin(z) pro g = oo. Pokud pouZijeme k vypoctu
limity lim, ,o(f(z) + g(x)) vétu 7, zjistime, Ze pravd strana, tedy
lim, o 1 4 lim, . sin(z) neexistuje, proto nemizeme danou vétu po-
uzit, pokud ovSem pouzijeme 8, prava strana stale smysl nema. Zde
uzijeme toho, Ze se jedna o ekvivalenci. Z tohoto faktu vyplyva, ze ani

limita levé strany, tedy lim, (1 + sin(z)) neexistuje.
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Kapitola 5
Zaveér

Cilem této prace, ktery jsem si stanovil b€hem prvnich konzultaci, byla snaha
vytvorit didakticky pojaty text na téma Spojitost, limita a derivace, v némz
budu prezentovat tyto pojmy na rozmanitych prikladech funkci. Béhem vy-
tvareni konkrétnich prikladt, které meély objasnovat problematiku téchto
pojmii, se ovSem ukazal dalsi smér, jimz by se dalo pii psani prace ubirat. Na
rozdil od hledani ptikladt pro jednotlivé pojmy, je mozno hledat typy funkci
a konstrukci, které se v téchto prikladech casto vyskytuji. Tato skutecnost
mne vedla k tvorbé kapitoly zvané Konstrukce funkeci. V této kapitole uka-
zuji vybrané typy funkci a k jakym typtm ptikladi se takové funkce vazou.
Mnohdy je totiz pouziti takovych funkeci pro riizné pojmy podobné. Dale jsou
zde popsany transformace, jichz uzivame pravé ke konstrukcim funkci danych
vlastnosti.

Principem, ktery se snazim v celé praci dodrzovat, je ukazovat jednot-
livé vlastnosti funkci na prikladech a protiprikladech uvedenych zpravidla
podle obtiznosti. Pi formulacich zadani se ovSem ponékud odlisuji od dnes
pouzivanych ucebnic matematické analyzy, nebot pozaduji konstrukei funkce
se zadanymi vlastnostmi na rozdil od ovéfovani vlastnosti funkci jiz zada-
nych, at uz algoritmického nebo mys$lenkové hlubsiho. Tuto formu zadani
volim proto, Ze je podle mého nazoru didakticky dilezité pracovat s riznymi

typy zadani a hledani feSeni, abychom s studentit dosahli lepsiho pochopeni
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pojmd.

Technicky probihala tvorba mé prace z nékolika kroki. Prvnim bylo se-
psani, pfipadné vhodné upraveni definic zkoumanych pojmut. Druhym potom
nalezeni vhodnych ptikladt k prezentaci jejich malo znamych a antiintuitiv-
nich vlastnosti. V téchto krocich jsem casto pouzival studijni literatury pro
ziskani formalné presnych definic a inspiraci k tvorbé prikladi. Poslednim
krokem potom byla konstrukce obecnéjsich postupt na zakladé poznatkt
ziskanych v predchozich fazich. Jelikoz mnohé z funkei jsou jen tézko predsta-
pritfadit jejich graf.

Svym zaméfenim je tedy ma prace urcena pro zacinajici vysokoskolské
studenty, pro které je dilezité zpresniovani zminénych elementarnich pojmi,
ale z metodickych divodi také pro ucitele i budouci ucitele.

Praci by bylo mozno rozsitit dvéma sméry. Prvnim je moznost rozsiteni
kapitoly Konstrukce funkci naptiklad o vymezeni dalsich typu funkci a jejich
pouziti pfi procvicovani pojmi matematické analyzy. Druhym smeérem by
potom mohlo byt uvadéni dalsich vlastnosti funkci (napf. hromadné body,
derivace, stejnomérnd konvergence) a prikladti na zpfestiovani predstav o

danych pojmech.
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