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1 Úvod 1
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6.7 Převod z mř́ıžkových jednotek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

7 Numerické výsledky 45
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Kapitola 1

Úvod

Lattice Boltzmannova metoda je alternativńı explicitńı numerické schéma po-
užitelné k řešeńı úloh mechaniky tekutin. Na rozd́ıl od jiných př́ıstup̊u, jako
např́ıklad metody konečných prvk̊u, jde o poměrně novou metodu, která se dostala
na výsluńı teprve na přelomu 80. a 90. let minulého stolet́ı. Historicky vycháźı
z numerických schémat založených na tzv. buněčných automatech - simulaćıch,
které prob́ıhaj́ı na regulárńı śıti hodnot a vyv́ıjej́ı se podle jednoduchých lokálńıch
pravidel založených na hodnotách nejbližš́ıch soused̊u.

Později, kdy se již schéma v praxi použ́ıvalo, byly postupně objevovány sou-
vislosti umožňuj́ıćı zasadit ho do širš́ıho teoretického rámce, zejména ve vztahu
k Boltzmannově rovnici a obecně kinetické teorii. Základńım postupem při zk-
oumáńı lattice Boltzmannovy metody je Chapman̊uv-Enskog̊uv rozvoj, což je
postup analogický poruchové teorii, umožňuj́ıćı ukázat konvergenci (či alespoň
asymptotické přibližováńı) řešeńı, źıskaného touto metodou, k řešeńı úlohy for-
mulované pomoćı parciálńıch diferenciálńıch rovnic, v praxi tedy nejčastěji rovnic
Navierových-Stokesových.

Relativně nové teoretické výsledky, týkaj́ıćı se lattice Boltzmannovy metody,
které se objevily v uplynulém desetilet́ı, umožnily odvodit lattice Boltzmannovu
metodu zcela a priori z Boltzmannovy rovnice na solidněǰśım (byt’ ne patrně
zcela rigorózńım) základě. Tyto výsledky využ́ıvaj́ı rozkladu řešeńı Boltzmannovy
rovnice do báze Hermitových polynomů a ukazuj́ı, v jakém přesně smyslu je lattice
Boltzmannova metoda diskretizaćı této rovnice.

Tato diplomová práce je zaměřena na aplikaci tohoto nového postupu při odvo-
zováńı modifikace lattice Boltzmannovy metody, která by umožňovala simulovat
prouděńı nenewtonovských (přesněji zobecněných newtonovských) tekutin.
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1.1 Koncepce práce

Výklad v této práci je systematický, zač́ınaj́ıćı u základńıch teoretických poznatk̊u
a výsledk̊u, postupně přecházej́ıćı k praktické implementaci. Poskytuje tak rela-
tivně ucelený pohled na problematiku, ovšem s d̊urazem sṕı̌se na teorii. Je členěn
do osmi kapitol.

V druhé kapitole jsou rekapitulovány Navierovy-Stokesovy rovnice a současně
je tak zavedeno značeńı veličin, které bude v práci dále použ́ıváno. Druhá kapitola
také poskytuje základńı přehled o nenewtonovských modelech relevantńıch této
práci.

Třet́ı kapitola je koncipována jako rychlý úvod do statistické fyziky týkaj́ıćı se
chováńı mikroskopických systémů částic. Je formulována Boltzmannova rovnice
a daľśı základńı poznatky kinetické teorie, umožňuj́ıćı źıskat základńı vhled do
pozad́ı termı́n̊u, které se potom v daľśım výkladu vyskytnou.

Čtvrtá kapitola již detailně prob́ırá postup, který pomoćı rozkladu do Hermi-
tových polynomů a provedeńı Chapmanova-Enskogova rozvoje ukazuje za jistých
předpoklad̊u konvergenci řešeńı Boltzmannovy rovnice k řešeńı termálńıch stlači-
telných Navierových-Stokesových rovnic. Zároveň již připravuje p̊udu pro pozděǰśı
diskretizaci zavedeńım škálováńı rychlost́ı a zjednodušených tvar̊u člen̊u Boltz-
mannovy rovnice.

Pátá kapitola je potom podrobnou aplikaćı tohoto postupu pro jeden vybraný
nenewtonovský model. Výsledkem jsou jsou konkrétńı vztahy pro viskozitu, d́ıky
kterým je možné metodu prakticky implementovat.

Šestá kapitola se věnuje diskretizaci. Je zde také zavedeno kinetické schéma -
drobná modifikace lattice Boltzmannovy metody, pro jehož dvojrozměrnou verzi
jsou formulovány konkrétńı vztahy, na kterých je založena jej́ı implementace.

V sedmé kapitole jsou vyhodnoceny praktické výsledky dosažené touto imple-
mentaćı, v př́ıpadě Poiseuillova prouděńı porovnané s teoretickými hodnotami, v
ostatńıch př́ıpadech s výsledky źıskanými komerčńım programem založeným na
metodě konečných prvk̊u - COMSOL.

Dále jsou na konci práce řazeny dva dodatky, týkaj́ıćı se zavedeńı Hermi-
tových polynomů a kvadraturńıch formuĺı. Bylo ćılem, aby tyto dodatky nebyly jen
pouhým soupisem vztah̊u a identit, ale pokud možno srozumitelným výkladem -
stručným úvodem do problematiky, umožňuj́ıćım nahlédnout do pozad́ı uváděných
vztah̊u.

Součást́ı práce je rovněž př́ıloha, kterou je zdrojový kód implementace disku-
tované nenewtonovské modifikace lattice Boltzmannovy metody, spolu s výsledky
všech simulaćı.
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1.2 Notace a použité konvence

Jelikož se v oboru vyskytuje mnoho r̊uzných konvenćı ve značeńı, zaved’me nej-
prve pravidla a normy, kterých se drž́ı tato práce. Předně, všechny vektory jsou
uvedeny tučným malým ṕısmenem se šipkou (např. ~u, ~g). Tenzory jsou vždy
uvedeny tučným velkým ṕısmenem (např. T). Složky vektor̊u a tenzor̊u jsou
již uvedeny normálńım ṕısmem, s indexy vpravo dole. Ve složkovém zápisu je
už́ıvána Einsteinova sumačńı konvence. Pouze ve složitěǰśıch či obzvlášt’ ilustra-
tivńıch př́ıpadech jsou sumy explicitně vypsány. V práci jsou dále použity tyto
standardńı vektorové a tenzorové operace a diferenciálńı operátory:

~a · ~b = aibi (1.1)

(~a⊗ ~b)ij = aibj (1.2)

A : B = AijBij (1.3)

A~b = Aijbj (1.4)

div ~v =
∂vi
∂xi

(1.5)

div ~A =
∂Aij
∂xj

(1.6)

(grad φ)i =
∂φ

∂xi
(1.7)

Pokud nejsou u integrálu uvedeny meze, předpokládá se integrace přes celé R
či Rn, podle kontextu.
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Kapitola 2

Klasický popis tekutin

2.1 Rovnice popisuj́ıćı prouděńı tekutiny

Pro zažit́ı výše zmı́něné notace a zavedeńı značeńı d̊uležitých veličin a proměnných,
bude uveden klasický makroskopický fyzikálńı popis mechaniky tekutin. V tomto
popisu je zcela potlačena mikroskopická struktura tekutiny. Tekutina je vńımána
jako kontinuum, v jehož libovolném bodě jsou definovány jeho základńı makrosko-
pické vlastnosti: ρ - hustota, ~u - rychlost, E - celková energie, p - tlak, θ - absolutńı
teplota a e - specifická vnitřńı energie (vztažená na jednotku hmotnosti).

Vývoj těchto veličin v čase je potom popsán soustavou parciálńıch diferenciál-
ńıch rovnic, které jsou odvozeny z požadavk̊u na zachováńı hmotnosti, hybnosti,
momentu hybnosti a energie. Z požadavku na zachováńı hmotnosti plyne rovnice
kontinuity:

∂ρ

∂t
+ div (ρ~u) = 0. (2.1)

Požadavek na zachováńı hybnosti vyžaduje splněńı rovnic:

∂ρ~u

∂t
+ div (ρ~u⊗ ~u) = ρ~g + div T. (2.2)

kde ~g je hustota objemových sil (vztažená na jednotku hmotnosti) p̊usob́ıćı na
tekutinu v daném bodě. Tenzor T je tzv. tenzor napět́ı, reprezentuj́ıćı smykové a
normálové śıly v tekutině. Jeho fyzikálńı význam lze interpretovat tak, že pokud
v daném bodě tekutiny budeme zkoumat vektor napět́ı ~t na infinitezimálńı plošku
o normálovém vektoru ~n, bude dán vztahem:

~t = T~n. (2.3)

Dále, z požadavku na zachováńı momentu hybnosti plyne symetrie tenzoru
napět́ı:

T = TT. (2.4)

A konečně, ze zákona o zachováńı celkové energie plyne rovnice pro energii:

∂E

∂t
+ div (E~u) = ρ~g · ~u + div (T~u) + ρq − div ~q. (2.5)
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V této rovnici je q hustota tepelných zdroj̊u vztažená na jednotku hmotnosti
a ~q je tepelný tok. Tepelný tok v tekutině je dán Fourierovým zákonem:

~q = −k∇θ, (2.6)

kde k je koeficient tepelné vodivosti, zpravidla také závisej́ıćı na θ. Specifická
vnitřńı energie e souviśı s celkovou energíı vztahem:

E = ρ

(
e+
|~u|2

2

)
. (2.7)

Uvedené fyzikálńı zákony představuj́ı soustavu pěti rovnic o sedmi neznámých
e, ρ, u1, u2, u3, p, θ (Fourier̊uv zákon a vztah pro celkovou energii byl použit pro
redukci počtu neznámých). Pro doplněńı uvedené soustavy rovnic je ještě potřeba
popsat mechanické a energetické vlastnosti tekutiny stavovou rovnićı a vztahem
pro specifickou vnitřńı energii:

p = p(ρ, θ), (2.8)

e = e(ρ, θ). (2.9)

Mechanické vlastnosti je třeba nakonec dourčit rheologickým vztahem pro ten-
zor napět́ı T.

2.2 Newtonovské tekutiny

Nejjednodušš́ım rheologickým vztahem pro T je

T = −pI, (2.10)

kde I je jednotkový tenzor. Tento vztah popisuje nevazké prouděńı. Ovšem za
přepokladu platnosti tzv. Stokesových postulát̊u (izotropie T, lineárńı závislost
na tenzoru rychlosti deformace D a daľśı) plyne pro tenzor napět́ı T následuj́ıćı
předpis:

T = (−p+ λ div ~v)I + 2µD, (2.11)

kde D je tenzor rychlosti deformace definovaný takto:

Dij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (2.12)

Č́ısla µ resp. λ se nazývaj́ı dynamická resp. objemová viskozita a jsou kon-
stantami nebo lineárńımi funkcemi termodynamických veličin. Tekutiny s ten-
zorem napět́ı T ve tvaru (2.11) nazýváme newtonovské. Soustavu parciálńıch
diferenciálńıch rovnic vzniklých dosazeńım tohoto tenzoru do zákon̊u zachováńı
nazýváme pak Navierovy-Stokesovy rovnice.
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2.3 Nenewtonovské tekutiny

Nenewtonovskými tekutinami nazýváme takové, které nesplňuj́ı přesně rheolog-
ický vztah (2.11). Obecně se jedná o materiály s velmi rozmanitou škálou chováńı
a vlastnost́ı, zpravidla charakteristické neobvyklým chováńım viskozity.

• Zobecněné newtonovské tekutiny - Tekutiny s proměnnou viskozitou
závislou na rychlosti smyku. Pokud viskozita s rychlost́ı smyku klesá, mlu-
v́ıme o pseudoplastických tekutinách, v opačném př́ıpadě o dilatantńıch
tekutinách.

• Viskoelastické tekutiny - Maj́ı některé vlastnosti společné s elastickými
látkami, např́ıklad určitý pamět’ový efekt, d́ıky kterému se po odstraněńı
napět́ı vrát́ı do klidového tvaru.

• S časovou závislost́ı viskozity - Pokud viskozita s dobou p̊usobeńı napět́ı
klesá, mluv́ıme o tixotropńıch tekutinách, v opačném př́ıpadě o reopexńıch
tekutinách.

• a daľśı . . .

V této práci jsou středem zájmu zobecněné newtonovské tekutiny, nebot’ je-
jich konstitučńı vztah pro T je velmi podobný tomu newtonovskému - jen s t́ım
rozd́ılem, že je viskozita µ obecně závislá na rychlosti smyku. Rychlost smyku γ̇
definujeme jako

γ̇ =
√

(2D : D) =
√

2DijDij. (2.13)

Jedńım z nejjednodušš́ıch vztah̊u, dávaj́ıćıch závislost dynamické viskozity na
rychlosti smyku, je známý mocninný model:

µ = kγ̇n−1, (2.14)

kde k a n jsou parametry charakteristické pro danou tekutinu. Pro n = 1 se
tento model redukuje na newtonovské chováńı. V numerických simulaćıch v této
práci však použ́ıváme Carreau model:

µ(γ̇) =
µ0 − µ∞

[1 + (Kγ̇2)]m/2
+ µ∞. (2.15)

Konstanty µ0 resp. µ∞ jsou viskozity při nulové resp. limitně nekonečné rychlosti
smyku. K a m jsou daľśı konstanty závislé na materiálu.

Zobecněných newtonovských model̊u je celá řada a neńı ćılem tohoto výkladu
se zabývat jejich podrobněǰśım výčtem. Zdař́ılý přehled je k nalezeńı např́ıklad v
[19].
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Kapitola 3

Mikroskopický popis tekutin

3.1 Formálńı odvozeńı Boltzmannovy rovnice

Alternativou k předešlé metodě popisu tekutin je model vycházej́ıćı př́ımo z mikro-
skopických vlastnost́ı tekutiny. Tekutina, stejně jako každý jiný hmotný systém,
je složena z mnoha vzájemně interaguj́ıćıch mikroskopických částic - atomů nebo
molekul. Mějme tedy systém N interaguj́ıćıch částic, popsaných souřadnicemi
~qi a zobecněnými (nicméně v tomto př́ıpadě skutečnými) hybnostmi ~pi. Vývoj
tohoto systému je možné předpovědět na základě hamiltoniánuH a hamiltonových
kanonických rovnic. V praxi je však pochopitelně nereálné pro libovolný makro-
skopický systém zjistit nebo připravit požadovaný mikrostav, natož pak provést
výpočet. Tuto otázku řeš́ı statistický popis stavu systému pomoćı mnohočásticové
rozdělovaćı funkce fN(~q1, ~p1, . . . , ~qN , ~pN , t), která je definována jako hustota pra-
vděpodobnosti nalezeńı systému v daném stavu ve fázovém prostoru (dimenze
fázového prostoru je 3N). Tato funkce zahrnuje všechny statistické informace
o všech dynamických procesech v systému, speciálně zahrnuje i korelace mezi
částicemi. fN splňuje Liouvilleovu rovnici [9]:

∂fN
∂t
−

3N∑
j=1

(
∂H

∂qj

∂fN
∂pj
− ∂H

∂pj

∂fN
∂qj

)
= 0. (3.1)

Integraćı přes části fázového prostoru, můžeme definovat tzv. redukované hus-
toty (jedná se vlastně o marginálńı rozděleńı hustoty pravděpodobnosti):

Fs(~q1, ~p1, . . . , ~qs, ~ps, t) := V s

∫
fN(~q1, ~p1, . . . , ~qN , ~pN , t) d~qs+1 d~ps+1 d~qN d~pN ,

(3.2)
kde V s je vhodná normalizačńı konstanta. Nejv́ıce redukovanou hustotou je

funkce F1, kterou nazýváme jednočásticová rozdělovaćı funkce. Tato funkce je
definována již pouze na šestidimenzionálńım fázovém prostoru a vyjadřuje hustotu
pravděpodobnosti výskytu náhodně vybrané částice v dané poloze prostoru a
s danou hybnost́ı. Částice pokládáme za nerozlǐsitelné. Nutno podotknout, že
touto redukćı jsme drasticky sńıžili množštv́ı informace obsažené v našem popisu.
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Např́ıklad již neńı možné spoč́ıtat středńı interakčńı energii párových interakćı,
protože k tomu je nutná znalost dvojčásticových korelaćı [6].

Předpokládejme pro jednoduchost, že maj́ı všechny částice stejnou hmotnost.
Potom vynásobeńım počtem částic a hmotnost́ı definujeme novou funkci (přezna-
čujeme prostorovou proměnnou na ~x):

f(~x, ~v, t) = NmF1(~q1,
~p1

m
, t). (3.3)

Potom plat́ı, že f(~x, ~v, t) d~x d~v bude nabývat středńı hodnoty hmotnosti částic v
tekutině, jejichž poloha je v malém okoĺı souřadnice ~x + d~x a rychlost v malém
okoĺı dané rychlosti ~v + d~v.

Fixujeme-li souřadnici ~x, maj́ı momenty rychlostńıho rozděleńı částic v daném
bodě makroskopický fyzikálńı význam hustoty ρ, makroskopické rychlosti ~u a
energie: ∫

f(~x, ~v, t)d~v = ρ(~x, t) (3.4)∫
~vf(~x, ~v, t)d~v = ρ~u(~x, t) (3.5)

1

2

∫
~v2f(~x, ~v, t)d~v =

1

2
ρ~u2(~x, t) +

3

2

ρkT

m
(~x, t) (3.6)

Zanedbáme-li kolize mezi částicemi, můžeme přesně určit, jak se bude systém
vyv́ıjet, protože nejde o nic jiného než pohyb při p̊usobeńı vněǰśı śıly [25]:

f

(
~x + ~vdt, ~v +

~F

m
dt, t+ dt

)
d~x d~v = f(~x, ~v, t) d~x d~v. (3.7)

Nicméně v př́ıpadě, kolize vezmeme do úvahy, tato rovnice přestane platit.
Některé částice, směřuj́ıćı do bodu kde je očekáváme, byly koliźı vychýleny ze své
předpokládané trajektorie. Jiné částice naopak vlivem kolize neplánovaně doraźı.
Rozd́ıl mezi očekávaným a skutečným počtem částic reprezentujeme pomoćı tzv.
kolizńıho operátoru Q. Předchoźı rovnici tedy uprav́ıme na tvar:

f

(
~x + ~vdt, ~v +

~F

m
dt, t+ dt

)
d~x d~v − f(~x, ~v, t) d~x d~v = Q d~x d~v dt. (3.8)

Rozvineme-li pravou stranu rovnice do Taylorova rozvoje prvńıho řádu, obdr-
ž́ıme Boltzmannovu rovnici:(

∂

∂t
+ ~v · grad x +

~F

m
· grad v

)
f(~x, ~v, t) =

df

dt
≡ Q. (3.9)

Později bude patrná př́ımá souvislost mezi touto rovnićı a předpisem pro vývoj
systému v lattice Boltzmannově metodě. Tento předpis bude jej́ı diskretizaćı, ope-
ruj́ıćı na diskretizované jednočásticové rozdělovaćı funkci. Hodnoty rozdělovaćı
funkce budou v souřadnicovém podprostoru určeny pouze v bodech regulárńı
mř́ıže (lattice). V rychlostńım podprostoru budou hodnoty určeny pouze pro
konečný počet rychlost́ı ~vi .
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3.2 Kolizńı operátor

Samotná Boltzmannova rovnice (3.9), bez daľśı specifikace tvaru kolizńıho oper-
átoru Q je prázdným tvrzeńım. Teprve určeńı operátoru Q vnese do výpočtu
všechnu reálnou dynamiku. To je však obecně velmi složitá úloha, nebot’ částicové
systémy, které studujeme mohou být dosti r̊uznorodé. Srážky mohou prob́ıhat
r̊uznými mechanismy - částice mohou mı́t rozličné vzájemné interakčńı potenciály,
v závislosti na hustotě částic mohou srážky prob́ıhat relativně zř́ıdka (v př́ıpadě
plynu) nebo naopak neustále (kapalina). Na druhou stranu, nezávisle na konkré-
tńım mechanismu srážek mohou být výsledné makroskopické vlastnosti r̊uzných
látek dost podobné, jak se brzy ukáže. Pro tuto chv́ıli ale muśıme přijmout určité
zjednodušuj́ıćı předpoklady, které nám umožńı vyjádřit kolizńı operátor explicitně
[9]:

• Pouze dvojčásticové interakce - Tato aproximace je dobře splněna u
plyn̊u, kde po většinu doby částice let́ı bez interakce s ostatńımi a srážka
trvá oproti středńı volné době letu relativně krátkou dobu.

• Molekulárńı chaos - Rychlosti částic před interakćı nejsou vzájemně ko-
relovány - opět je dobře splněno u plyn̊u.

• Kolize jsou nezávislé na vněǰśı śıle - Účinný pr̊uřez pro srážky je vněǰśı
silou ovlivněn pouze zanedbatelně.

Za výše uvedených přepoklad̊u lze kolizńı operátor Q vyjádřit ve formě násle-
duj́ıćıho integrálu [10]:

Q(f, f) =

∫ ∫
σ(Ω)|~v − ~v1|[f(~v′) f( ~v1

′)− f(~v) f( ~v1)]d ~v1dΩ, (3.10)

kde σ(Ω) je diferenciálńı účinný pr̊uřez dvojčásticové srážky, která měńı rych-
losti částic {~v, ~v1} na rychlosti {~v′, ~v1

′}. Značeńı Q(f, f) je použito pro lepš́ı
korespondenci s literaturou. V textech o Boltzmannově rovnici je Q speciálńım
př́ıpadem obecného bilineárńıho integrálńıho operátoru Q(f, g).

Nyńı si všimněme d̊uležité vlastnosti kolizńıho operátoru. Necht’ φ = φ(~u) je
funkce, která při výše zmiňované kolizi splňuje podmı́nku:

φ(~v) + φ( ~v1) = φ(~v′) + φ( ~v1
′). (3.11)

Takovou funkci nazveme kolizńı invariant. Je zřejmé, že libovolná lineárńı kom-
binace kolizńıch invariant̊u je rovněž kolizńı invariant. Lze ukázat [6], že každý
kolizńı invariant splňuje vztah:∫

φ(~v)Q(f, f)d~v = 0. (3.12)

Při skutečné srážce dvou částic (přepokládme konzervativńı interakčńı śıly) se
zachovává jejich hmotnost, celkový vektor rychlosti ~v a energie, která je úměrná
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~v2. Existuje tedy pět základńıch kolizńıch invariant̊u:

φ1 = 1

(φ2, φ3, φ4) = (v1, v2, v3)

φ5 = ~v2

3.3 H-teorém a Boltzmannovo rozděleńı rychlost́ı

Nyńı již drž́ıme v rukou kompletńı model vývoje jednoduchého plynu. Pořád jde
však o model př́ılǐs složitý na to, aby byl v praxi aplikovatelný. Ukazuje se, že
výpočet kolizńıho integrálu je dosti náročný. Nicméně již na této úrovni Boltzmann
dokázal za pomoćı výše uvedených vlastnost́ı kolizńıho operátoru odvodit velmi
d̊uležitou obecnou zákonitost, a sice že nezávisle na počátečńı hodnotě rozdělovaćı
funkce f spěje takový plyn do právě jednoho rovnovážného stavu - Maxwell-
Boltzmannova rozděleńı rychlost́ı.

Definujeme veličinu H předpisem:

H(t) =

∫
f(~x, ~v, t) ln f(~x, ~v, t) d~v d~x. (3.13)

Pro systém N statisticky nezávislých částic je tato veličina až na multiplika-
tivńı konstantu rovna termodynamické entropii systému S:

S = −NkH. (3.14)

Zderivujeme (3.13) podle času:

dH

dt
=

∫
∂f

∂t
(~x, ~v, t)[1 + ln f(~x, ~v, t)] d~x d~v. (3.15)

Za člen ∂f
∂t

dosad́ıme z Boltzmannovy rovnice (3.9) s kolizńım operátorem
(3.10). Po krátkém odvozeńı, založeném na diskusi o srážkové symetrii kolizńıho
operátoru (viz např [10]), dostáváme pro časovou změnu H vztah:

dH

dt
=

1

2

∫
σ(Ω)|~v2−~v1|(f ′2f ′1−f2f1)[ln(f1f2)− ln(f ′1f

′
2)] d~v1 d~v2 d~x dΩ. (3.16)

Protože však plat́ı nerovnost

(b− a)(ln a− ln b) < 0 a, b > 0, a 6= b (3.17)

dostáváme tvrzeńı H-teorému:

dH

dt
≤ 0, (3.18)

přičemž rovnost nastává v př́ıpadě, že f(~v′) f( ~v1
′)− f(~v) f( ~v1) = 0. Logarit-

mováńım tohoto vztahu dostáváme, že:

ln(f(~v′)) + ln(f( ~v1
′)) = ln(f(~v)) + ln(f( ~v1)) (3.19)

10



což znamená, že v rovnováze je ln(f) kolizńı invariant a muśı být tedy ve tvaru
lineárńı kombinace elementárńıch kolizńıch invariant̊u. f tedy muśı být ve tvaru

f = exp(a+ ~b · ~v + c~v2) a, c ∈ R, ~b ∈ R3 (3.20)

Neznáme konstanty urč́ıme z požadavk̊u na korespondenci s makroskopickými
veličinami dle (3.4)-(3.6)

f (0) = ρ

(
m

2πkT

)3/2

exp

[
− m

2kT
(~u− ~v)2

]
, (3.21)

což je právě Maxwellovo-Boltzmannovo rozděleńı rychlost́ı částic v plynu.
Zopakujme, že ~u je makroskopická rychlost v daném bodě, zat́ımco ~v je mikro-
skopická rychlost částice. Ukázalo se tedy, že z rozumných předpoklad̊u (např.
dostatečné hladkosti H) spěje stav našeho modelového plynu v čase nenávratně
k určitému rovnovážnému rozděleńı. Historicky vzbuzovala tato nevratnost nevoli,
protože východiskem našeho postupu byly klasické Newtonovské pohybové zákony,
které jsou invariantńı v̊uči obráceńı chodu času, kdežto výsledkem jsme dostali
proces, který tuto invarianci nesplňuje. Ukazuje se, že př́ıčina časové nevratnosti
lež́ı v předpokladu molekulárńıho chaosu, který byl použit pro odvozeńı kolizńıho
operátoru [10].

3.4 BGK aproximace kolizńıho operátoru

Přestože byly i přes velmi obecný tvar kolizńıho operátoru (3.10) odvozeny poměr-
ně silné výsledky, pro praktické použit́ı z̊ustává stále nepoužitelný. Obecně nejv́ıce
už́ıvanou aproximaci kolizńıho operátoru navrhli Bhatnagar, Gross a Krook [2]
ještě v roce 1954. Pokud se ovšem zamysĺıme nad jeho tvarem, je zřejmé, že je to
volba přirozená a nejsṕı̌s i nejjednodušš́ı možná. Potřebujeme totiž naplnit tyto
základńı požadavky na kolizńı operátor:

• Zachovává kolizńı invarianty ve smyslu rovnice (3.12). Alternativně for-
mulováno, podél trajektoríı ve fázovém prostoru jsou zachovány makrosko-
pické veličiny těmto kolizńım invariant̊um odpov́ıdaj́ıćı (tedy např. ρ, ~u a
θ).

• Kolizńı operátor postupně ustavuje rovnovážné Maxwell-Boltzmannovo roz-
děleńı v duchu H-teorému.

Přirozený zp̊usob, jak tyto požadavky splnit, je nechat lokálńı rozděleńı f
relaxovat k rovnovážnému rozděleńı f (0) se stejnými makroskopickými vlastnostmi
jako f . Rychlost relaxace necht’ je př́ımo úměrná výchylce z tohoto rovnovážného
rozděleńı. Relaxace má tedy exponenciálńı charakter a t́ımto zavedený tzv. BGK
operátor má tvar:

df

dt
≡ Q = −1

τ
(f − f (0)(ρ, ~u, θ)). (3.22)
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Veličiny ρ, ~u a θ jsou źıskány výpočtem z f . Veličina τ je charakteristickým
časem relaxace k rovnovážnému rozděleńı. Úspěšným aproximováńım kolizńıho
operátoru, který je nyńı snadný na vyhodnoceńı v simulaci, jsme konečně dospěli
k formulaci rovnice, jej́ımuž řešeńı se nyńı budeme až do konce věnovat. Pro
přehlednost označme ~F/m ≡ ~g:(

∂

∂t
+ ~v · grad x +~g · grad v

)
f(~x, ~v, t) = −1

τ
(f − f (0)). (3.23)

3.5 Přechod do bezrozměrných jednotek

Protože se v př́ı̌st́ım postupu budeme věnovat rozkladu rozděleńı f do řady v
Hermitových polynomech, proved’me ještě přechod k bezrozměrným jednotkám.
Necht’ θ0 resp.m0 jsou charakteristická teplosta resp. jednotková hmotnost molekul
v systému. Potom c0 ≡

√
kθ0/m0 lze identifikovat s rychlost́ı zvuku při teplotě

θ0 [22]. Přeškálujme nyńı teplotu θ, rychlosti ~u a ~v, vzdálenosti l a časy t do
relativńıch jednotek standardně:

~̂u =
~u

c0

(3.24)

~̂v =
~v

c0

(3.25)

θ̂ =
θ

θ0

(3.26)

l̂ =
l

l0
(3.27)

t̂ =
t

t0
. (3.28)

Charakteristická vzdálenost l0 resp. čas t0 jsou voleny tak, aby l0 = c0t0.
Ukazuje se, že Boltzmannova rovnice z̊ustává v tomto škálováńı formálně neměnná,
pouze s jiným vyjádřeńım rovnovážného rozděleńı (již zobecněno do d dimenźı)
[22]:

f (0) =
ρ

(2πθ̂)d/2
exp

(
−(~̂u− ~̂v)2

2θ̂

)
. (3.29)

Rychlost zvuku je jednotková. Notaci se stř́ı̌skou ovšem nadále vypust́ıme a
všechny veličiny v daľśım výkladu jednoduše považujeme za bezrozměrné.
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Kapitola 4

Hydrodynamická limita
Boltzmannovy rovnice

4.1 Obecné zákony zachováńı

V daľśı části budeme diskutovat korespondenci Boltzmannovy rovnice s makro-
skopickým chováńım, popsaným klasickými rovnicemi mechaniky tekutin. Prvńım
krokem bude odvozeńı obecných zákon̊u zachováńı. Ukážeme, že v př́ıpadně vhodné
definice makroskopických veličin (např. tenzoru napět́ı, tepelného toku apod.)
dostaneme rovnice formálně shodné s těmi v kapitole 2. Následuj́ı pouze hlavńı
body postupu, podrobné odvozeńı je k nalezeńı třeba v [10].

Mějme pozorovatelnou veličinuA(~x, ~v, t). Pro fixńı bod ~x a čas t je jej́ı pr̊uměrná
hodnota vzhledem k rychlostńımu podprostoru definována takto:

〈A〉 (~x, t) =
1

ρ

∫
Af d~v. (4.1)

Již z dř́ıvěǰśıho ((3.4) a (3.5)) známe vztahy pro hustotu a makroskopickou
rychlost ~u v daném bodě:

ρ 〈1〉 =

∫
f d~v = ρ (4.2)

ρ 〈vi〉 =

∫
vif d~v = ρui (4.3)

Definujme nyńı novou mikroskopickou rychlost ~c, vztaženou v̊uči lokálńı ma-
kroskopické rychlosti ~u:

~c(~v, ~x, t) = ~v − ~u(~x, t). (4.4)

V této nové vztažné soustavě je z rovnice (3.6) odstraněn člen odpov́ıdaj́ıćı
kinetické energii:

ρ

2

〈
~c2
〉

=
1

2

∫
~c2f d~v ≡ ρe =

d

2
ρθ. (4.5)

Posledńı rovnost plyne z ekvipartičńıho teorému.
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Pro odvozeńı obecného zákonu zachováńı vyjdeme z Boltzmannovy rovnice
(3.9), přičemž ani nepotřebujeme BGK aproximaci. Rovnici přenásob́ıme veličinou
A a zintegrujeme přes rychlostńı podprostor. Dostáváme:

∂

∂t

∫
Af d~v +

∂

∂xi

∫
Avif d~v −

∫
∂A

∂xi
vif d~v +

∫
∂

∂vi
(Agif) d~v

−
∫

∂A

∂vi
gif d~v −

∫
A
∂gi
∂vi

f d~v =

∫
AQ(f, f) d~v. (4.6)

Čtvrtý člen na levé straně je nulový, protože f → 0 pro |~v| → ∞. Pro jednodu-
chost uvažujme śılu nezávislou na mikroskopické rychlosti částic, což nám do-
voluje položit roven nule rovněž posledńı člen na levé straně. Přepsán v symbolice
středńıch hodnot a diferenciálńıch operátor̊u přešel předešlý vztah do tvaru:

∂

∂t
(ρ 〈A〉) + div (ρ 〈~vA〉)− ρ 〈~v · grad xA〉 − ρ 〈~g · grad v A〉 =

∫
AQ(f, f) d~v.

(4.7)
Nyńı za A dosad́ıme veličiny, které se zachovávaj́ı při koliźıch (tedy kolizńı

invarianty). Člen na pravé straně je nulový d́ıky vztahu (3.12) a dostaneme tak
postupně všechny zákony zachováńı. Pro A = 1 máme okamžitě rovnici kontinuity:

∂ρ

∂t
+ div (ρ~u) = 0. (4.8)

Pro A = ~v dostáváme zákon zachováńı hybnosti:

∂ρ~u

∂t
+ div 〈~v ⊗ ~v〉 = ρ~g. (4.9)

Zadefinujeme-li tenzor napět́ı T mikroskopicky vztahem

T = −
∫
~c⊗ ~cfd~c, (4.10)

přejde předchoźı rovnice do správného formálńıho tvaru:

∂ρ~u

∂t
+ div (ρ~u⊗ ~u)− div T = ρ~g. (4.11)

Ze stopy tenzoru napět́ı můžeme pomoćı vztahu (4.5) a ekvipartičńıho teorému
odvodit vztah pro tlak:

p =
Tii
d

=
2ρe

d
= ρθ. (4.12)

Nakonec dosad́ıme třet́ı kolizńı invariant A = ~v2/2. Dostaneme tak zákon
zachováńı energie.

∂

∂t

(
ρe+

1

2
ρ~u2

)
+ div

〈
1

2
~v2~v

〉
= 0. (4.13)
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Pokud definujeme mikroskopicky tepelný tok takto

~q =
1

2

∫
~c~c2d~c, (4.14)

přejde i rovnice pro energii do známého tvaru:

∂

∂t

(
ρe+

1

2
ρ~u2

)
+ div

[
~u

(
ρe+

1

2
ρ~u2

)
+ T~u + ~q

]
= 0. (4.15)

Dostali jsme tak formálně shodné zákony zachováńı s těmi uvedenými v kapi-
tole 2. Hydrodynamická limita bude odvozena až ve chv́ıli, kdy budeme schopni
něco ř́ıci o tvaru řešeńı Boltzmannovy rovnice, tedy rozdělovaćı funkci f . Teprve
tehdy, až bude známo řešeńı f v řeči makroskopických veličin (konstitučńı vztahy),
bude možné jej do těchto zákon̊u zachováńı dosadit a ověřit, jestli je výsledkem
korektńı hydrodynamické limitńı chováńı.

V prvńım přibĺıžeńı lze řešeńı Boltzmannovy rovnice odhadnout rovnovážným
rozděleńım f = f (0). A skutečně, dosad́ıme-li do zákon̊u zachováńı rovnovážné
rozděleńı, dostaneme jako výsledek Eulerovy rovnice. Protože však v daľśım pos-
tupu potřebujeme zavést rozklad funkce f do báze Hermitových polynomů, za-
ved’me nejprve formalismus tohoto rozkladu a přechod k Eulerovým rovńıćım
proved’me až v něm. S výhodou totiž upotřeb́ıme rozličné mezivýsledky, které
nám potom usnadńı práci při přechodu k Navierovým-Stokesovým rovnićım.

4.2 Projekce Boltzmannovy rovnice do báze

Hermitových polynomů

Ze vztah̊u (3.4) - (3.6) vid́ıme, že makroskopické veličiny lze spoč́ıtat jako mo-
menty rozdělovaćı funkce f . Jak je popsáno v Dodatku A, je velice výhodné
reprezentovat tuto rozdělovaćı funkci pomoćı rozkladu do báze Hermitových poly-
nomů, protože jednotlivé momenty které nás zaj́ımaj́ı, jsou bud’ př́ımo rovny ko-
eficient̊um rozkladu, nebo jsou jejich jednoduchou lineárńı kombinaćı. To s se-
bou nese dvě zásadńı pozitiva. Předně, využit́ım vhodných identit, které plat́ı
pro Hermitovy polynomy, můžeme provést projekci Boltzmannovy rovnice, která
potom přejde na parciálńı diferenciálńı rovnici pro jednotlivé koeficienty. Ukáže
se, že tyto rovnice jsou korektńı rovnice makroskopické mechaniky tekutin (Eu-
lerovy, později i Navierovy-Stokesovy). Druhým pozitivem je fakt, že po rozložeńı
do této báze můžeme členy od nějakého zvoleného N -tého řádu odstranit, aniž
bychom ztratili informaci o prvńıch N koeficientech a z nich odvozených mo-
mentech (na kterých záviśı makroskopická dynamika). T́ım se však z f stane
funkce z konečnedimenzionálńıho prostoru, která je reprezentovatelná konečným
množstv́ım hodnot. To bude výchoźım bodem pro diskretizaci Boltzmannovy
rovnice.

Věnujme se tedy nejprve prvńımu kroku, a sice projekci Boltzmannovy rovnice
do báze Hermitových polynomů. Použijeme rovnici (3.23) s BGK aproximaćı
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kolizńıho operátoru, přenásob́ıme ji hermitovým polynomem H
(n)
~α a integrujeme

přes rychlostńı podprostor. Členy na levé straně postupně rozbereme:∫
∂f

∂t
H

(n)
~α d~v +

∫
vi
∂f

∂xi
H

(n)
~α d~v +

∫
gi
∂f

∂vi
H

(n)
~α d~v = −1

τ

∫
(f − f (0))H

(n)
~α d~v.

(4.16)
Integrace prvńıho členu je triviálńı:∫

∂f

∂t
H

(n)
~α d~v =

∂

∂t

∫
fH

(n)
~α d~v =

∂

∂t
a

(n)
~α . (4.17)

V druhém členu využijeme identit (8.26) a (8.27). Pro zjednodušeńı zápisu je
také využito značeńı (8.28):∫

vi
∂f

∂xi
H

(n)
~α d~v =

∂

∂xi

∫
viH

(n)
~α f d~v =

=
∂

∂xi

∫
(H

(n+1)
i ~α + H

(n−1)
~α,i )f d~v =

∂

∂xi
(a

(n+1)
i ~α + a

(n−1)
~α,i ). (4.18)

V třet́ım členu nejprve pomoćı Greenovy identity přesuneme parciálńı derivaci
podle vi z funkce f na Hermit̊uv polynom. Povrchový integrál je bezpečně nulový,
nebot’ f → 0 pro |~v| → ∞:∫

gi
∂f

∂vi
H

(n)
~α d~v = −gi

∫
∂H

(n)
~α

∂vi
f d~v = −gi

∫
H

(n−1)
~α,i f d~v = −gi a(n−1)

~α,i . (4.19)

Zprojektovaná Boltzmannova rovnice s BGK aproximaćı tedy přejde v parciálńı
diferenciálńı rovnici mezi jednotlivými koeficienty rozkladu:

∂

∂t
a

(n)
~α +

∂

∂xi
(a

(n+1)
i ~α + a

(n−1)
~α,i )− gi a(n−1)

~α,i = −1

τ

∫
Rd

(f − f (0))H
(n)
~α d~v. (4.20)

4.3 Limita Eulerových rovnic

Jak již bylo řečeno, pro odvozeńı Eulerových rovnic stač́ı položit f = f (0). Spoč́ı-
tejme tedy pro začátek koeficienty f (0) v Hermitově rozkladu, definované vztahem
(viz Dodatek A):

a
(0)(n)
~α =

∫
f (0)H

(n)
~α d~v. (4.21)

Tyto koeficienty do čtvrtého řádu jsou [16]:

a(0)(0) = ρ (4.22)

a
(0)(1)
i = ρui (4.23)

a
(0)(2)
ij = ρuiuj + ρ(θ − 1)δij (4.24)

a
(0)(3)
ijk = ρuiujuk + ρ(θ − 1)(δijuk + δikuj + δjkui) (4.25)

a
(0)(4)
ijkl = ρuiujukul + ρ(θ − 1)2(δijδkl + δikδjl + δilδjk)

+ ρ(θ − 1)(δijukul + δikujul + δilujuk

+ δjkuiul + δjluiuk + δkluiuj) (4.26)
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Takto uvedené koeficienty v [16] jsou sice plně vyjádřené, nicméně vyč́ıslit
př́ıslušné Gaussovské integrály je poměrně pracné. Alternativńı metoda výpočtu
využ́ıvá toho, že je Maxwellovo-Boltzmannovo rozděleńı separabilńı do jednotli-
vých proměnných, stejně jako hermitovy polynomy (viz Dodatek A) (8.11).

f (0) = ρ
d∏
i=1

1√
2πθ

exp

(
−(vi − ui)2

2θ

)
. (4.27)

Vztah pro výpočet koeficientu potom přejde do tvaru:

a
(0)(n)
~α = ρ

d∏
i=1

∫
Hc(i,~α) 1√

2πθ
exp

(
−(vi − ui)2

2θ

)
dvi ≡ ρ

d∏
i=1

ã(c(i,~α)). (4.28)

Symbolem ã(n) jsme označili př́ıslušný ”jednorozměrný”koeficient. Stač́ı tedy
vyč́ıslit jeden Gaussovský integrál pro každý řád polynomu:

ã(0) = 1 (4.29)

ã(1) = ui (4.30)

ã(2) = u2
i + θ − 1 (4.31)

ã(3) = u3
i + 3ui(θ − 1) (4.32)

ã(4) = u4
i + 3(θ − 1)2 + 6u2

i (θ − 1) (4.33)

Ted’ už ovšem pokračujeme dál v projekci. Dosad́ıme rovnovážné koeficienty
do rovnice (4.20). Kolizńı operátor na pravé straně rovnice je nulový. Pro n = 0
dostáváme okamžitě rovnici kontinuity (koeficienty řádu n−1 jsou nulové, protože
odpov́ıdaj́ı nulovému polynomu). Rovnice necháme v zápisu po složkách, aby byla
patrná korespondence s předchoźımi obecnými projekčńımi vztahy:

∂

∂t
ρ+

∂

∂xi
(ρui) = 0. (4.34)

Pro n = 1 dostáváme:

∂

∂t
(ρuj) +

∂

∂xi
(ρuiuj + ρ(θ − 1)δij + ρδij)− ρgiδij = 0 (4.35)

∂

∂t
(ρuj) +

∂

∂xi
(ρuiuj) = ρgj +

∂

∂xj
(−ρθ). (4.36)

V př́ıpadě n = 2 spoč́ıtáme 1/2 stopy výsledku. Diagonálńı člen (index j je
volný, nesč́ıtá se přes něj) má tvar:

∂

∂t
(ρu2

j + ρ(θ− 1)) +
∂

∂xi
(ρuiu

2
j + ρ(θ− 1)(ui + 2δijuj) + 2ρδijuj)− 2ρgiujδij = 0.

(4.37)
Sečteme tyto diagonálńı členy a vynásob́ıme je 1/2:

∂

∂t

(
1

2
ρ~u2 +

d

2
ρθ − d

2
ρ

)
+

∂

∂xi

[
ui

(
1

2
ρ~u2 +

d

2
ρθ − d

2
ρ

)]
= ρuigi (4.38)

∂E

∂t
− d

2

(
∂ρ

∂t
+
∂ρui
∂xi

)
+

∂

∂xi

(
ui(E + ρθ)

)
= ρuigi (4.39)
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Druhý člen je nulový d́ıky rovnici kontinuity. Ostatńı členy utvoř́ı požadovaný
vztah pro zachováńı energie:

∂E

∂t
+

∂

∂xi
(uiE) = ρuigi +

∂

∂xi
(−uiρθ). (4.40)

Tuto rovnici lze také napsat ve tvaru bez energie E a vněǰśı śıly ~g [16]:

∂ρe

∂t
− ~u · grad (ρθ) +

(
d+ 2

2

)
div (ρθ~u) = 0. (4.41)

Dospěli jsme tedy k Eulerovým rovnićım pro stlačitelnou neviskózńı tekutinu.
Fyzikálńı intepretace by mohla být následuj́ıćı: Pokud se stav tekutiny v čase
vyv́ıj́ı tak, že v každém bodě a okamžiku je lokálńı rozděleńı částic Maxwell-
Boltzmannovo, splňuje tekutina z makroskopického hlediska Eulerovy rovnice.

4.4 Chapman̊uv-Enskog̊uv rozvoj

Abychom nakonec vnesli do modelu tekutiny také transportńı vlastnosti jako je
viskozita a tepelná vodivost, muśıme předpokládat odchylky rozdělovaćı funkce f
od rovnovážného rozděleńı. Pro provedeńı hydrodynamické limity je třeba formálně
oddělit procesy prob́ıhaj́ıćı na r̊uzných prostorových a časových škálách. Tento
postup vyvinuli v sedmdesátých letech Chapman, Cowling a Enskog [5]. Analog-
icky jako v poruchové teorii rozv́ıj́ıme rozdělovaćı funkci f do postupných řád̊u
perturbace (postup také viz [22]):

f = f (0) +Kf (1) +K2f (2) + . . . (4.42)

kde perturbačńı parametr K je tzv. Knudsenovo č́ıslo, definované předpisem
K ≡ l/L, kde l je středńı volná dráha částic plynu a L charakteristický rozměr
systému. Neperturbovaný člen f (0) je samozřejmě roven rovnovážnému (v našem
př́ıpadě zat́ım Maxwell-Boltzmannovu) rozděleńı f (0). Analogickým zp̊usobem
rozvineme časovou derivaci, pro odděleńı proces̊u prob́ıhaj́ıćıch na r̊uzných časových
škálách:

∂

∂t
= K

∂

∂t

(0)

+K2 ∂

∂t

(1)

+ . . . (4.43)

U derivace podle souřadnic a rychlost́ı vystač́ıme s jediným členem, a sice
grad (.) = K grad (.). Je třeba podotknout, že parametr K slouž́ı jen jako čistě
formálńı

”
značka“, d́ıky které můžeme v daľśım postupu odlǐsit členy r̊uzných

řád̊u. Dı́ky označkováńı a vazbě na Knudsenovo č́ıslo můžeme sledovat relativńı
d̊uležitost jednotlivých člen̊u v dané fyzikálńı situaci a tak se kvalifikovaně rozhod-
nout, jaký řád poruchy ještě zahrnout. Na konci všech úvah muśıme opět formálně
položit K = 1. Ve skutečnosti je třeba interpretovat rovnici (4.42) takto:

f = f (0) + f (1) + f (2) + . . . (4.44)

f (1) = O(K) (4.45)

f (2) = O(K2) (4.46)
...
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Tedy, dosad́ıme li tento formálńı rozvoj do rovnice (3.23) a porovnáme-li členy
stejného řádu, dostaneme následuj́ıćı rekurentńı relaci [22]:

f (k+1) = −τ
( k∑
m=0

∂

∂t

(k)

f (m) + ~v · grad x f
(k) + ~g · grad v f

(k)

)
. (4.47)

Uvažováńım poruchového rozvoje do r̊uzných řád̊u potom dostáváme r̊uzné
úrovně hydrodynamiky. V předchoźı sekci nebyla uvažována žádná perturbace (tj.

”
nultý“ řád) a výsledkem byly Eulerovy rovnice. Při uvažováńı poruchy prvńıho

řádu dostaneme Navierovy-Stokesovy rovnice. Při uvažováńı vyšš́ıch řádu potom
můžeme dospět až k Burnettovým rovnićım (druhý řád) nebo až k tzv. Super-
Burnettovým rovnićım (třet́ı řád). Nám však stač́ı zmı́něný prvńı řád, a tedy
prvńı netriviálńı instance předchoźı rekurentńı relace:

f (1) = −τ
(
∂

∂t
+ ~v · grad x +~g · grad v

)
f (0). (4.48)

Tuto relaci opět promı́tneme do Hermitovy báze (přenásobeńım Hermitovým
polynomem a integraci přes rychlostńı podprostor) podle stejného návodu jako
v sekci 4.2, dostaneme tak předpis pro výpočet koeficient̊u rozkladu perturbace
prvńıho řádu:

a
(1)(n)
~α = −τ

(
∂

∂t
a

(0)(n)
~α +

∂

∂xi
(a

(0)(n+1)
i ~α + a

(0)(n−1)
~α,i )− gi a(0)(n−1)

~α,i

)
. (4.49)

Koeficient a
(1)(n)
~α je dán rozkladem rozděleńı f (1) zcela standardně:

a
(1)(n)
~α =

∫
f (1)H

(n)
~α d~v. (4.50)

Návod, jak dopoč́ıtat tyto nerovnovážné koeficienty dává [16]. Přeṕı̌seme časo-

vou derivaci a
(0)(n)
~α pomoćı derivaćı podle zachovávaj́ıćıch se veličin, tedy ρ,~j = ρ~u

a ε = ρe:

∂a
(0)(n)
~α

∂t
=
∂a

(0)(n)
~α

∂ρ

∂ρ

∂t
+
∂a

(0)(n)
~α

∂~j

∂~j

∂t
+
∂a

(0)(n)
~α

∂ε

∂ε

∂t
. (4.51)

Časové derivace již máme napoč́ıtány z nultého řádu poruchového rozvoje ve
vztaźıch (4.34), (4.36) a (4.40).

∂a
(0)(n)
~α

∂t
=

∂a
(0)(n)
~α

∂ρ

(
− div (ρ~u)

)
+

∂a
(0)(n)
~α

∂~j

(
ρ~g − div (ρθI + ρ~u⊗ ~u)

)
+

∂a
(0)(n)
~α

∂ε

(
~u · grad (ρθ)−

(
d+ 2

2

)
div (ρθ~u)

)
(4.52)
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Nyńı potřebujeme vyjádřit derivace rovnovážných koeficient̊u. Koeficienty po-
važujeme za funkce čistě zachovaných veličin. Vzhledem k derivováńı budeme k
těmto veličinám přistupovat jako k nezávislým proměnným. Muśıme si je tedy
pomoćı těchto proměnných vyjádřit (budeme potřebovat pouze do třet́ıho řádu):

a(0)(0) = ρ (4.53)

a
(0)(1)
i = ji (4.54)

a
(0)(2)
ij =

jijj
ρ

+
2ε

d
δij − ρδij (4.55)

a
(0)(3)
ijk =

jijjjk
ρ2

+

(
2ε

dρ
− 1

)
(δijjk + δikjj + δjkji) (4.56)

Př́ıslušné derivace potom jsou:

∂a(0)(0)

∂ρ
= 1 (4.57)

∂a
(0)(1)
i

∂ρ
= 0 (4.58)

∂a
(0)(2)
ij

∂ρ
= −uiuj − δij (4.59)

∂a
(0)(3)
ijk

∂ρ
= −2uiujuk − θ(δijuk + δikuj + δjkui) (4.60)

∂a(0)(0)

∂jl
= 0 (4.61)

∂a
(0)(1)
i

∂jl
= δil (4.62)

∂a
(0)(2)
ij

∂jl
= δiluj + δjlui (4.63)

∂a
(0)(3)
ijk

∂jl
= uiujδkl + uiukδjl + ujukδil

+ (θ − 1)(δijδkl + δikδjl + δjkδil) (4.64)

∂a(0)(0)

∂ε
=

∂a
(0)(1)
i

∂ε
= 0 (4.65)

∂a
(0)(2)
ij

∂ε
=

2

d
δij (4.66)

∂a
(0)(3)
ijk

∂ε
=

2

d
(δijuk + δikuj + δjkui) (4.67)

Nyńı již můžeme dosadit vše výše uvedené do rovnice (5.11) a spoč́ıtat ne-

rovnovážné koeficienty a
(1)(n)
~α . Postup je to však velmi pracný, zejména v př́ıpadě

koeficient̊u třet́ıho řádu. Bude nicméně podrobně proveden v daľśı sekci, kde bude
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odvozen nenewtonovský model s nastavitelnou viskozitou. Zde uvedeme pouze
výsledky [16]:

a(1)(0) = a
(1)(1)
i = 0 (4.68)

a
(1)(2)
ij = −τρθΛij (4.69)

a
(1)(3)
ijk = −τρθ(Λijuk + Λikuj + Λjkui)

+

(
δij

∂θ

∂xk
+ δik

∂θ

∂xj
+ δjk

∂θ

∂xi

)
(4.70)

kde

Λij =
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi
− 2

d

∂uk
∂xk

δij (4.71)

Nyńı již máme zcela vyč́ısleny rovnovážné i nerovnovážné koeficienty rozdělo-
vaćı funkce f , kterou jsme perturbovali malou odchylkou. Konečně se tedy můžeme
vrátit k obecným zákon̊um zachováńı odvozeným v sekci 4.1 a spoč́ıtat konkrétńı
tvar tenzoru napět́ı T a vektoru tepelného toku ~q. Podobně jako rozděleńı f , maj́ı
tyto veličiny svou rovnovážnou a nerovnovážnou část:

T = T(0) + T(1) (4.72)

~q = ~q(0) + ~q(1) (4.73)

Nyńı je postupně vyjádř́ıme pomoćı koeficient̊u a. Nejprve tenzor nápět́ı defi-
novaný vztahem (4.10):

T
(n)
ij = −

∫
(vi − ui)(vj − uj)f (n) d~v = −

∫
(vivj − uivj − viuj + uiuj)f

(n) d~v =

= −
∫

(H
(2)
ij + δijH

(0) − ujH(1)
i − uiH

(1)
j + uiujH

(0))f (n) d~v =

= −(a
(n)(2)
ij + δija

(n)(0) − uja(n)(1)
i − uia(n)(1) + uiuja

(n)(0)) (4.74)

Po dosazeńı př́ıslušných koeficient̊u dostáváme:

T
(0)
ij = ρ− θδij (4.75)

T
(1)
ij = τρθΛij (4.76)

Analogicky vyjádř́ıme tepelný tok ~q (index i je volný, přes j se sč́ıtá):

q
(n)
i =

1

2

∫
(vi − ui)(vj − uj)2f (n) d~v =

=
1

2

∫
(H

(3)
ijj − 2ujH

(2)
ij − uiH

(2)
jj + u2

jH
(1)
i +

+2uiujH
(1)
j − (uiu

2
j + (d+ 2)ui)H

(0))f (n) d~v =

= a
(n)(3)
ijj − 2uja

(n)(2)
ij − uia(n)(2)

jj + u2
ja

(n)(1)
i +

+2uiuja
(n)(1)
j − (uiu

2
j + (d+ 2)ui)a

(n)(0) (4.77)
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Opět po dosazeńı jsou výsledkem:

q
(0)
i = 0 (4.78)

q
(1)
i = −τρθ

(
d+ 2

2

)
∂θ

∂xi
(4.79)

Vid́ıme tedy, že pro prouděńı s malým Knudsenovým č́ıslem splňuje řešeńı f
Boltzmannovy rovnice, také Navierovy-Stokesovy rovnice s tlakem p, dynamickou
viskozitou µ, objemovou viskozitou λ a koeficientem tepelné vodivosti k zadanými
následovně:

p = ρθ (4.80)

µ = τρθ (4.81)

λ =
2

d
τρθ (4.82)

k =

(
d+ 2

2

)
τρθ (4.83)

4.5 Zjednodušeńı rovnovážného rozděleńı

Z předchoźıho postupu je zcela zřejmé, že na hydrodynamické chováńı tekutiny ve
smyslu Navierových-Stokesových rovnic maj́ı vliv pouze koeficienty do čtvrtého
řádu rozvoje do Hermitových polynomů. Pro simulačńı potřeby tedy můžeme
přebytečné koeficienty (obecně od N -tého řádu) odstranit:

f (0) = w(~v)
N∑
n=0

1

n!
a

(0)(n)
~α H

(n)
~α (~v) (4.84)

T́ımto krokem jsme provedli restrikci funce f do konečnědimenzionálńıho pod-
prostoru. Jak již bylo řečeno, tohoto faktu výhodně využijeme jak při diskretizaci,
tak při reprezentaci funkce f v konkrétńı numerické implementaci. Protože však
pamět’ová a výpočetńı náročnost pro větš́ı N velice rychle roste, můžeme uvažovat
ještě nad rámec daný korektńım hydrodynamickým chováńım pro N = 4. Pokud
vynecháme i nižš́ı členy rozvoje, nebude již hydrodynamické chováńı dodrženo,
nicméně se ukazuje, že pro jednodušš́ı aplikace je toto stále plně dostačuj́ıćı.
Konkrétně, pro N = 3 již neńı správně dodržen konstitutivńı vztah pro te-
pelný tok ~q a tedy lze tuto aproximaci použ́ıt pouze pro simulaci izotermálńıho
stlačitelného prouděńı (podrobně provedeno [16]). Neńı to však tak, že vzniklé nu-
merické schéma přesně dodržuje izotermii. Simulované prouděńı muśı být takového
charakteru, aby v něm tepelná výměna nehrála zásadńı roli. Potom bude simulace
korektńı.

Největš́ım rozumným zjednodušeńım je situace při N = 2, tedy zanecháńı
člen̊u pouze do druhého řádu rozvoje. V takovém př́ıpadě simuluje lattice Boltz-
mannova metoda věrně pouze prouděńı izotermálńı nestlačitelné. Tento př́ıpad
bude diskutován v př́ı̌st́ı kapitole, kdy v této aproximaci zavedeme nenewtonovský
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model a podrobně prozkoumáme jeho vlastnosti včetně odchylek od stlačitelnosti
a podmı́nek, za kterých budou zanedbatelné.

Uved’me zde pro úplnost tvar rovnovážného rozděleńı pro N = 2. Protože
se jedná o izotermálńı př́ıpad, můžeme si zvolit θ = 1, zjednoduš́ı se tak tvar
některých koeficient̊u:

f (0) = w(~v)

(
a(0)(0)H(0)(~v) + a

(0)(1)
i H

(1)
i (~v) +

1

2
a

(0)(2)
ij H

(2)
ij (~v)

)
=

= w(~v)ρ

(
1 + ~v · ~u +

(~v · ~u)2 − ~u2

2

)
. (4.85)

4.6 Škálováńı rychlost́ı

Při odvozováńı diskretizace Boltzmannovy rovnice naraźıme na potřebu přeškálo-
vat všechny rychlosti v systému faktorem 1/c2

s, který bude vyplývat z použitého
množstv́ı diskrétńıch rychlost́ı. Rozebereme zat́ım d̊usledky, které z takového
škálováńı plynou pro rozklad do báze Hermitových polynomů ještě ted’, ve spo-
jitém př́ıpadě. V dodatku A jsou uvedeny změny, které z přeškálováńı plynou
pro Hermitovy polynomy jako takové a pro projekčńı vztahy jim př́ıslušej́ıćı. Na
straně Boltzmannovy rovnice muśıme použ́ıt modifikovanou verzi rovnovážného
rozděleńı. Koeficient cs se podruhé objev́ı ve faktoru před exponenciálou kv̊uli
zachováńı normy:

f (0) =
ρ

(2πθc2
s)
d/2

exp

(
−(~u− ~v)2

2θc2
s

)
. (4.86)

Za zmı́nku stoj́ı skutečnost, že škálováńı obecně neprob́ıhá jen kv̊uli korektńı
diskretizaci. V aplikaćıch lattice Boltzmannovy metody, kde zálež́ı na hodnotě
rychlosti zvuku se škáluje pomoćı konstanty cac = csc (např. [25]), kde c je fyzikálńı
rychlost zvuku v daném prostřed́ı (leč, stále vyjádřená v relativńıch jednotkách).
V našem př́ıpadě je však konkrétńı hodnota rychlosti zvuku irelevantńı, proto
máme c = 1 a z̊ustává škálovaćı konstanta cs pevně daná typem diskretizace.
Nicméně stále je to hodnota v jistém smyslu odrážej́ıćı rychlost zvuku, přesněji,
rychlost š́ı̌reńı informace výpočetńı śıt́ı. Informace mezi śıt’ovými body se totiž
š́ı̌ŕı rychlost́ı jeden śıt’ový bod za iteraci (v př́ıpadě složitěǰśıch diskretizaćı někdy
i v́ıce, nicméně pořád stejně).
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Promı́tneme-li přeškálované rovnovážné rozděleńı do upravené sady Hermi-
tových polynomů, dostaneme lehce odlǐsné koeficienty:

â(0)(0) = ρ (4.87)

â
(0)(1)
i = ρui (4.88)

â
(0)(2)
ij = ρuiuj + c2

sρ(θ − 1)δij (4.89)

â
(0)(3)
ijk = ρuiujuk + c2

sρ(θ − 1)(δijuk + δikuj + δjkui) (4.90)

â
(0)(4)
ijkl = ρuiujukul + c4

sρ(θ − 1)2(δijδkl + δikδjl + δilδjk)

+ c2
sρ(θ − 1)(δijukul + δikujul + δilujuk

+ δjkuiul + δjluiuk + δkluiuj) (4.91)

V daľśım postupu nás bude však zaj́ımat právě izotermálńı (θ = 1) nestlačitelný
(N = 2) př́ıpad. Rovnovážné rozděleńı jemu odpov́ıdaj́ıćı je:

f (0) = ŵ(~v)

(
â(0)(0)Ĥ(0)(~v) +

1

c2
s

â
(0)(1)
i Ĥ

(1)
i (~v) +

1

2c4
s

â
(0)(2)
ij Ĥ

(2)
ij (~v)

)
=

= ŵ(~v)ρ

(
1 +

~v · ~u
c2
s

+
(~v · ~u)2

2c4
s

−
~u2

2c2
s

)
. (4.92)

4.7 Člen objemové śıly

Nakonec se zabývejme členem ~g · grad v f Boltzmannovy rovnice. Všimněme si,
že když jsme v Chapmanově-Enskogově rozvoje tento člen projektovali do Hermi-
tovské báze, dostávali jsme d́ıky absenci prostorové derivace pouze člen úměrný
koeficient̊um a hermitovského rozvoje. Můžeme tedy v podstatě zavést rozvoj
tohoto členu do báze zcela standardně:

F ≡ −~g · grad v f (4.93)

F (k) = w(~v)
∞∑
n=0

1

n!
F

(k)(n)
~α H

(n)
~α (4.94)

Jednotlivé koeficienty dostaneme standardńı projekćı, přičemž d́ıky projekčńımu
vztahu (4.19) je můžeme zapsat rovnou vyjádřené pomoćı koeficient̊u a:

F
(k)(n)
~α = gia

(k)(n−1)
~α,i . (4.95)

Jak již bylo mnohokrát naznačeno, v daľśım postupu nás bude zaj́ımat přede-
vš́ım rozvoj do druhého řádu v Hermitových polynomech. Pro nultý řád pertur-
bace jsou tyto koeficienty:

F (0)(0) = 0 (4.96)

F
(0)(1)
i = ρgi (4.97)

F
(0)(2)
ij = −ρ(giuj + gjui) (4.98)
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Nerovnovážné koeficienty a(1)(0) spolu s a(1)(1) jsou nulové d́ıky zachováńı hmot-
nosti a hybnosti (4.68). Proto, pokud pracujeme pouze v druhém řádu Hermi-
tovského rozvoje, je F = F (0). Explicitńı tvar F včetně př́ıslušných hermitových
polynomů je [16]:

F = w(~v)ρ(~v − ~u− (~v · ~u)~v) · ~g (4.99)

Jeho přeškálovaná verze potom:

F = w(~v)ρ

(
~v − ~u
c2
s

− (~v · ~u)~v

c4
s

)
· ~g (4.100)
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Kapitola 5

Modifikace pro zobecněnou
newtonovskou kapalinu

5.1 Možné př́ıstupy

Hlavńım předpokladem pro použit́ı lattice Boltzmannovy metody pro zobecněné
newtonovské tekutiny je fakt, že simulace prob́ıhá na relativně jemné regulárńı śıti
a všechny výpočty jsou naprosto lokálńı (v základńı variantě). V každém bodu śıtě
se v každém časovém kroku provád́ı úprava rozděleńı rychlost́ı podle zvoleného
kolizńıho operátoru. A právě úpravou tvaru kolizńıho operátoru v jednotlivých
śıt’ových bodech lze dosáhnout r̊uzných vlastnost́ı tekutiny v r̊uzných mı́stech. Pro
př́ıpad zobecněných newtonovských tekutin bude ćılem přidělit každému śıt’ovému
bodu individuálńı hodnotu viskozity, závislou na zvoleném nenewtonovském mod-
elu.

Jedńım z ćıl̊u této práce bylo prozkoumat možnosti úpravy kolizńıho operátoru
na základě úvah o mikroskopické struktuře a fyzikálńım chováńı nenewtonovských
tekutin. Pokud však začneme studovat fyzikálńı úvahy vedoućı k definici kolizńıho
operátoru v Boltzmannově tvaru, zjist́ıme že předpoklady učiněné v tomto procesu
odpov́ıdaj́ı dokonce pouze ř́ıdkým plyn̊um. Jak však již bylo odvozeno v předchoźı
kapitole, limitńım procesem dostáváme zcela obecné Navierovy-Stokesovy rovnice,
platné pro tekutiny bez rozd́ılu hustoty. Z výše uvedeného vyplývá, že někde v
předchoźım postupu byl učiněn krok, který neńı pouze pokračováńım předešlého,
které děd́ı všechny učiněné předpoklady, nýbrž jistým zobecněńım. Ukazuje se,
že t́ımto krokem je pravděpodobně BGK aproximace kolizńıho operátoru. Tato
aproximace je totiž založena na dvou poměrně obecných předpokladech [24]:

• Kolizńı dynamika vykazuje př́ıtomnost lokálńıho atraktoru (rovnováhy)

• Při malých odchylkách z této rovnováhy je kolizńı dynamika popsatelná jako
jednoduchý exponenciálńı relaxačńı proces směrem k rovnováze

Prvńı předpoklad je splněn pro systémy vykazuj́ıćı mikroskopické kolizńı in-
varianty. Druhý předpoklad je velice rozumný pro libovolný systém založený na
krátkodosahových interakćıch [24].
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Z výše uvedeného je tedy patrné, že v současnosti prob́ıhá výzkum dokonce
v oblasti postupu propojuj́ıćıho mikroskopickou dynamiku obyčejných hustých
tekutin, s LBGK rovnićı (viz např [17]). Pokus budovat toto spojeńı směrem od
mikroskopické dynamiky nenewtonovských systémů je tedy během na daleko deľśı
trat’.

Závěr z této krátké úvahy je tedy ten, že prozat́ım rezignujeme na studium
tohoto hlubš́ıho fyzikálńıho propojeńı a budeme chápat LBGK rovnici, resp. lat-
tice Boltzmannovu metodu čistě jako alternativńı nástroj - schéma pro řešeńı
jisté tř́ıdy parciálńıch diferenciálńıch rovnic. K dispozici máme rozumné metody
prováděj́ıćı limitńı proces od LBGK k těmto rovnićım a tedy můžeme zkoumat,
jaké změny v LBGK provést, abychom řešili úlohu, kterou aktuálně řešit potře-
bujeme.

Pro lokálńı změnu viskozity tedy provád́ıme čistě ad hoc změnu BGK kolizńıho
operátoru. Uvedeme dva hlavńı směry, kterými se vývoj v této oblasti zabývá.
Nicméně tento výčet rozhodně neńı zcela vyčerpávaj́ıćı a úplný. Velice obsáhlou
a aktuálńı praćı podávaj́ıćı podrobný výčet dosavadńıho vývoje na poli aplikace
lattice Boltzmannovy metody na nenewtonovské tekutiny je [19], kde jsou uvedeny
i mnohé výsledky z jiných model̊u, než jsou zobecněné newtonovské.

Variace relaxačńıho parametru τ

Prvńı nejv́ıce rozš́ı̌rená možnost lokálńı adaptace viskozity se nab́ıźı při pohledu
na BGK operátor téměř sama. Vid́ıme, že máme k dispozici jeden nastavitelný
parametr, a sice relaxačńı čas τ který, jak je zřejmé z předešlé kapitoly, př́ımo
ovlivňuje hodnotu viskozity dle vztahu (4.80). Tento př́ıstup je hojně rozš́ı̌ren a
zabývá se j́ım celá řada praćı (např. [16][3][7][21][20] a daľśı). Dokonce má svou
analogii i v př́ıpadě užit́ı tzv. MRT (multiple relaxation time) modelu, kdy je BGK
operátor upraven tak, aby relaxoval r̊uzné části rychlostńıho rozděleńı s r̊uznými
hodnotami parametru τ [4].

Tento model však nebude v této práci dále rozeb́ırán, nebot’ by bylo dobré
věnovat pozornost alternativńı variantě, která poskytuje větš́ı stabilitu simulace
a jednodušš́ı numerické schéma.

Variace rovnovážného rozděleńı

Z d̊uvod̊u, které budou podrobně objasněny později u př́ıležitosti zavedeńı kon-
krétńıho numerického schématu se ukazuje, že je velice výhodné v lattice Boltz-
mannovské simulaci volit pevnou hodnotu τ = 1. Tak ale ztráćıme kontrolu nad
viskozitou prostředky předchoźı metody. Řešeńım je změna toho posledńıho, co
zbylo v BGK operátoru, a sice rovnovážného rozděleńı. Naplno se zde projevuje
zmiňovaný ad hoc př́ıstup, protože nebudeme vycházet z fyzikálńı motivace.

Zmiňovaná metoda byla pravděpodobně poprvé navržena v práci [11] a dále
numericky testována v práci [26]. Společně uváděj́ı tvar rovnovážného rozděleńı,
v ktérém je jasně identifikovatelný člen shodný s vazkou část́ı tenzoru napět́ı.
Parametr A je volně nastavitelný a jak je zřejmé, jedná se o rozděleńı druhého
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řádu v Hermitových polynomech, tedy pro nestlačitelnou izotermálńı tekutinu. Je
výhodněǰśı už́ıt zápis ve složkách:

f (0) = ŵ(~v)ρ

[
1 +

viui
c2
s

+
vivjuiuj

2c4
s

− uiui
2c2
s

+ A

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
vivj

]
. (5.1)

Ve zmı́něných praćıch je uveden výraz pro dynamickou viskozitu závislý na
konstantě A s odkazy, že je možné k němu dospět aplikaćı asymptotické teorie.
Konkrétńı provedeńı tohoto postupu však neńı k nalezeńı a odkazovaná literatura
pojednává pouze o obecných asymptotických postupech, které jsou založeny pouze
na již diskretizované verzi Boltzmannovy rovnice. Těžǐstěm této práce je odvodit
př́ıslušný výraz pomoćı již předvedené metody projekce do Hermitovy báze, která
celou asymptotickou teorii stav́ı na solidněǰśı matematické základy. Zároveň také
odvod́ıme konkrétńı chybové členy, které v tomto př́ıpadě vznikaj́ı a jejichž velikost
je třeba mı́t při simulaci pod kontrolou, aby byly obdrženy správné výsledky.
Uvedený postup v́ıceméně adaptuje výsledky kapitoly 4 pro tento speciálńı př́ıpad.
Vzhledem k tomu, že byla většina potřebných vztah̊u již odvozena, bude tento
postup z teoretického hlediska relativně rychlý a př́ımočarý, byt’ lehce pracný.

Velice podobný výsledek, nicméně zcela odlǐsným postupem, je dosažen v práci
[8]. Velice zaj́ımavé rovnovážné rozděleńı dává také práce [23]. Toto rovnovážné
rozděleńı umožňuje regulovat jak viskozitu, tak tepelnou vodivost a bylo by jistě
velice zaj́ımavé aplikovat asymptotickou teorii i na něj. Je však relativně dost
komplikované a rozklad do Hermitových polynomů až čtvrtého řádu velice pracný.
Boh̊užel tedy z̊ustalo mimo možnosti této práce se t́ımto problémem zabývat,
nicméně je to jistě zaj́ımavý námět k daľśımu výzkumu.

5.2 Hydrodynamická limita zobecněného

newtonovského modelu

Předt́ım než limitńı postup provedeme, ovšem rozděleńı (5.1) modifikujeme. Dů-
vody budou hned zřejmé.

f (0) = ŵ(~v)ρ

[
1 +

viui
c2
s

+
vivjuiuj

2c4
s

− uiui
2c2
s

+ A

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(vivj − c2

sδij)

]
. (5.2)

Prvńım krokem limitńıho procesu je totiž, jako vždy, projekce tohoto rovnováž-
ného rozděleńı do Hermitovy báze. Samozřejmě, projekce jeho prvńı části je nám
již známa a kĺıčová je pro nás přidaná část. Od té se očekává, že bude přisṕıvat
do koeficientu druhého řádu, nicméně kdybychom provedli projekci (5.1) rovnou,
dostaneme v koeficientu nultého řádu nežádoućı člen:

â(0)(0) = ρ

(
1 + 2Ac2

s

∂uj
∂xj

)
. (5.3)

Tento člen je sice úměrný divergenci rychlosti, která by měla být v našem
očekávaném použit́ı na nestlačitelné tekutiny nulová, je však třeba mı́t na paměti,
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že simulovaná tekutina pořád lehce stlačitelná bude (byt’ bude tato stlačitelnost
simulována nepřesně), a je náš úkol zajistit takový režim prouděńı, v kterém
stlačitelnost nehraje roli. Nakonec částečně i pro eleganci postupu nahrad́ıme člen
vivj plným Hermitovým polynomem druhého řádu.

Rozklad upraveného rozděleńı (5.2) do hermitovy báze tedy je:

â(0)(0) = ρ (5.4)

â
(0)(1)
i = ρui (5.5)

â
(0)(2)
ij = ρuiuj + 2Aρc4

sSij (5.6)

kde jsme pro přehlednost a odstraněńı přebytečného faktoru 2 zavedli značeńı

Sij =

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
= 2Dij. (5.7)

Nyńı můžeme provést projekci kompletńı Boltzmannovy rovnice v nultém řádu
Chapmanova-Enskogova rozvoje. Vzhledem k použit́ı škálovaných polynomů však
muśımé upravit projekčńı vztah (4.20) s ohledem na identitu (8.45) takto (přibyl
faktor c2

s):
∂

∂t
â

(n)
~α +

∂

∂xi
(â

(n+1)
i ~α + c2

sâ
(n−1)
~α,i )− gi â(n−1)

~α,i = 0. (5.8)

Pro n = 0 dostáváme okamžitě rovnici kontinuity:

∂ρ

∂t
+

∂

∂xi
(ρui) = 0. (5.9)

Pro n = 1 dostáváme zachováńı hybnosti, v kterém se již projev́ı př́ıdavný
člen k rovnovážnému rozděleńı:

∂

∂t
(ρuj) +

∂

∂xi
(ρuiuj + 2Aρc4

sSij + c2
sρδij)− ρgiδij = 0

∂

∂t
(ρuj) +

∂

∂xi
(ρuiuj) = ρgj +

∂

∂xi
(−c2

sρδij − 2Aρc4
sSij). (5.10)

Projekci s n = 2 provádět nemuśıme, nebot’ ji nebudeme potřebovat.
Nyńı se věnujme pozornost prvńımu řádu Chapmanova-Enskogova rozvoje.

Projekčńı formuli (5.11) rovněž muśıme adaptovat s ohledem na identitu (8.45):

â
(1)(n)
~α = −τ

(
∂

∂t
â

(0)(n)
~α +

∂

∂xi
(â

(0)(n+1)
i ~α + c2

sâ
(0)(n−1)
~α,i )− gi â(0)(n−1)

~α,i

)
. (5.11)

Časovou derivaci rovnovážného koeficientu opět rozeṕı̌seme stejně jako v (4.51).
Situace však bude jednodušš́ı, nebot’ rovnovážné koeficienty (5.4) - (5.6) d́ıky
izotermii nezáviśı na θ, resp. po vyjádřeńı na ε. Derivace podle ε tedy vymiźı:

∂â
(0)(n)
~α

∂t
=
∂â

(0)(n)
~α

∂ρ

∂ρ

∂t
+
∂â

(0)(n)
~α

∂~j

∂~j

∂t
. (5.12)
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Převyjádřené rovnovážné koeficienty jsou:

â(0)(0) = ρ (5.13)

â
(0)(1)
i = ji (5.14)

â
(0)(2)
ij =

jijj
ρ

+ 2Ac4
s

[(
∂ji
∂xj

+
∂jj
∂xi

)
− ji
ρ

∂ρ

∂xj
− jj
ρ

∂ρ

∂xi

]
(5.15)

Jejich derivace potom:

∂â(0)(0)

∂ρ
= 1 (5.16)

∂â
(0)(1)
i

∂ρ
= 0 (5.17)

∂â
(0)(2)
ij

∂ρ
= −uiuj + 2Ac4

s

(
ui
ρ

∂ρ

∂xj
+
uj
ρ

∂ρ

∂xi

)
(5.18)

∂â(0)(0)

∂jk
= 0 (5.19)

∂â
(0)(1)
i

∂jk
= δik (5.20)

∂â
(0)(2)
ij

∂jk
= δikuj + δjkui −

2Ac4
s

ρ

(
∂ρ

∂xi
+

∂ρ

∂xj

)
(5.21)

Nyńı všechno dosad́ıme do rovnice (5.11). Pro n = 0 vypadnou členy řádu
n− 1 a dostáváme:

â(1)(0) = −τ
(
− ∂

∂xi
(ρui) +

∂

∂xi
(ρui)

)
= 0. (5.22)

Pro řád n = 1 je již situace složitěǰśı, ale nakonec koeficient vyjde také jako
nulový, což odpov́ıdá přesně splněnému zákonu zachováńı hybnosti:

â
(1)(1)
i = −τ

[
δik

(
ρgk +

∂

∂xj
(−c2

sρδjk − 2Ac4
sSjk − ρujuk)

)
+

+
∂

∂xj
(ρujui + 2Ac4

sSji + c2
sρδji)− gjρδij

]
=

= −τ
[
ρgi +

∂

∂xj
(−c2

sρδji − 2Ac4
sSji − ρujui) +

+
∂

∂xj
(ρujui + 2Ac4

sSji + c2
sρδji)− ρgi

]
= 0. (5.23)
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Pro n = 2 sice vypadne člen řádu n+ 1, ale i tak dostáváme poměrně rozsáhlý
výraz:

â
(1)(2)
ij = −τ

{[
−uiuj + 2Ac4

s

(
ui
ρ

∂ρ

∂xj
+
uj
ρ

∂ρ

∂xi

)](
− ∂

∂xk
(ρuk)

)
+

+

[
δikuj + δjkui −

2Ac4
s

ρ

(
∂ρ

∂xi
+

∂ρ

∂xj

)]
(
ρgk +

∂

∂xm
(−c2

sρδmk − 2Ac4
sSmk − ρumuk)

)
+

+c2
s

∂

∂xm
(δimρuj + δjmρui)− gm(δimρuj + δjmρui)

}
. (5.24)

V této chv́ıli již muśıme zahrnout dodatečné předpoklady a přej́ıt k prouděńı
v režimu, kdy se neprojevuj́ı účinky stlačitelnosti. V takovém př́ıpadě můžeme
okamžitě zanedbat členy úměrné gradientu hustoty, č́ımž se celá situace podstatně
zjednoduš́ı.

â
(1)(2)
ij = −τ

[
uiuj

∂ρuk
∂xk

+ (δikuj + δjkui)(
ρgk +

∂

∂xm
(−c2

sρδmk − 2Ac4
sSmk − ρumuk)

)
+

+c2
s

∂

∂xm
(δimρuj + δjmρui)− gm(δimρuj + δjmρui)

]
. (5.25)

Druhý člen roznásob́ıme a členy s δ vysč́ıtáme:

â
(1)(2)
ij = −τ

[
uiuj

∂ρuk
∂xk

+

+uj

(
ρgi +

∂

∂xm
(−c2

sρδmi − 2Ac4
sSmi − ρumui)

)
+

+ui

(
ρgj +

∂

∂xm
(−c2

sρδmj − 2Ac4
sSmj − ρumuj)

)
+

+c2
s

∂ρuj
∂xi

+ c2
s

∂ρui
∂xj

− giρuj − gjρui
]
. (5.26)

Vid́ıme, že členy obsahuj́ıćı g se odečtou. Rozděĺıme ∂
∂xm

na samostatné členy,
přeznač́ıme index m na k, roznásob́ıme a přeskuṕıme:

â
(1)(2)
ij = −τ

[
uj

∂

∂xk
(2Ac4

sSki) + ui
∂

∂xk
(2Ac4

sSkj) +

+uiuj
∂ρuk
∂xk

− uj
∂ρukui
∂xk

− ui
∂ρukuj
∂xk

+

+c2
s

(
∂ρuj
∂xi

+
∂ρui
∂xj

− uj
∂ρ

∂xi
− ui

∂ρ

∂xj

)]
. (5.27)
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V druhém a třet́ım řádku pokračujeme v derivováńı:

â
(1)(2)
ij = −τ

[
uj

∂

∂xk
(2Ac4

sSki) + ui
∂

∂xk
(2Ac4

sSkj) +

+uiuj
∂ρuk
∂xk

− ujui
∂ρuk
∂xk

− ujρuk
∂ui
∂xk
− uiuj

∂ρuk
∂xk

− uiρuk
∂uj
∂xk

+

+c2
s

(
uj
∂ρ

∂xi
+ ρ

∂uj
∂xi

+ ui
∂ρ

∂xj
+ ρ

∂ui
∂xj
− uj

∂ρ

∂xi
− ui

∂ρ

∂xj

)]
. (5.28)

V druhém a třet́ım řádku se nyńı mnohé členy odečtou.

â
(1)(2)
ij = −τ

[
uj

∂

∂xk
(2Ac4

sSki) + ui
∂

∂xk
(2Ac4

sSkj)−

−ujρuk
∂ui
∂xk
− uiuj

∂ρuk
∂xk

− uiρuk
∂uj
∂xk

+

+c2
sρ

(
∂uj
∂xi

+
∂ui
∂xj

)]
. (5.29)

Ted’ už vid́ıme, že člen v druhém řádku můžeme upravit dle vztahu o derivaci
součinu a člen v třet́ım řádku je vlastně úměrný Sij:

â
(1)(2)
ij = −τρc2

sSij+τ
∂

∂xk
(ρuiujuk)−τuj

∂

∂xk
(2Ac4

sSki)−τui
∂

∂xk
(2Ac4

sSkj). (5.30)

Prvńı člen je zcela očekávaný. V modelech s normálńım rovnovážným rozdě-
leńım zp̊usobuje nenulovou viskozitu závislou na τ . Druhý člen je rovněž stan-
dardńı produkt Chapmanova-Enskogova rozvoje, vyplývaj́ıćı z ořezáńı rozvoje f
od třet́ıho řádu hermitových polynomů. Tento člen je zanedbatelný v př́ıpadě
nestlačitelného prouděńı, je úměrný ~u2 div ~u a standardně je pokládán jako řádu
O(~u3) = O(Ma3) [13] [22].

Daľśı dva členy jsou podle stejné logiky minimálně O(Ma), nicméně je nutné
se v rámci těchto odhad̊u držet obezřetnosti. A je jistě otázkou k daľśımu výzkumu,
jaký řád dokážeme těmto člen̊um čistě z teoretického hlediska přisoudit. V současné
chv́ıli je však zanedbáme, přičemž oprávněnost tohoto kroku budeme velice záhy
testovat v rámci numerických simulaci.

Nyńı již můžeme spoč́ıtat konkrétńı tvar tenzoru napět́ı v tomto př́ıpadě.
Použijeme vztah (4.74), který opět muśıme opravit pro přeškálované Hermitovy
polynomy:

T
(n)
ij = −(â

(n)(2)
ij + c2

sδij â
(n)(0) − uj â(n)(1)

i − uiâ(n)(1) + uiuj â
(n)(0)). (5.31)

Po dosazeńı všech koeficient̊u rozvoje dostáváme:

T
(0)
ij = −c2

sρδij − 2Aρc4
sSij (5.32)

T
(1)
ij = τρc2

sSij (5.33)

32



Celkový závěr tedy je, že pro prouděńı v režimech, kdy nehraj́ı roli účinky
stlačitelnosti a tepelné výměny, splňuje řešeńı f za předpokladu rovnovážného
rozděleńı určeného (5.2) také rovnice:

∂ρ

∂t
+ div (ρ~u) = 0 (5.34)

∂ρ~u

∂t
+ div (ρ~u⊗ ~u) = ρ~g + div T (5.35)

Kde je tenzor napět́ı T dán vztahem:

Tij = −pδij + µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (5.36)

Kde jsou tlak p a dynamická viskozita µ jsou definovány předpisem:

p = c2
sρ (5.37)

µ = c2
sρ(τ − 2c2

sA) (5.38)

Vid́ıme tedy, že je viskozita závislá také na parametru A a budeme-li tedy záhy
hodnotu τ fixovat, máme nadále kontrolu nad viskozitou prostřednictv́ım změny
rovnovážného rozděleńı.
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Kapitola 6

Lattice Boltzmannova metoda

6.1 HPP a FHP modely

Pro lepš́ı ilustraci principu lattice Boltzmannovy metody, je vhodné uvést jej́ı
historické předch̊udce: HPP a FHP modely. Vznik těchto metod byl podmı́něn
prudkým rozvojem výkonu výpočetńı techniky v 70. a 80. letech dvacátého sto-
let́ı. Tento zp̊usob simulace tekutin patř́ı do rodiny tzv. buňěčných automat̊u.
Výpočetńıch schémat, operuj́ıćıch na regulárńı śıti kde je každému mř́ıžovému
bodu (buňce) přǐrazena určitá č́ıselná hodnota. Vývoj systému prob́ıhá po kroćıch,
v kterých se aktualizuje celá śıt’. Hodnota v daném śıt’ovém bodě v daľśı iteraci
je určena většinou jednoduchým lokálńım pravidlem, beroućım v úvahu hod-
noty nacházej́ıćı se nejbližš́ıch sousedńıch bodech. K údivu pr̊ukopńık̊u v této
oblasti, vedou i relativně jednoduchá lokálně-evolučńı pravidla k makroskopicky
netriviálńımu chováńı. Př́ıkladem budiž snad nejznáměǰśı buňečný automat Con-
way’s Game of Life.

Simulace HPP modelu, který zavedli Hardy, Pomeau a de Pazzis v roce 1973,
se odehrává na dvojrozměrné čtvercové śıti a lze si ji představit jako hodně
zjednodušenou molekulárńı dynamiku. V každé buňce se může nacházet částice,
let́ıćı jednou ze čtyř možných rychlost́ı ~vi (viz obrázek 6.1):

~v1 = (0, 1) ~v2 = (1, 0) ~v3 = (0,−1) ~v4 = (−1, 0)

V buňce se tedy mohou nacházet nejvýše 4 částice, každá s jinou rychlost́ı. K
reprezentaci stavu buňky jsou potřeba pouhé 4 bity. Matematicky lze popsat stav
śıtě definováńım funkce fi (~x, t) i = 1 . . . 4 nabývaj́ıćı hodnoty 1 v př́ıpadě, že se
v t-té iteraci, v śıt’ovém bodě ~x = [x1, x2] ∈ N2 nacháźı částice let́ıćı rychlost́ı ~vi .
V opačném př́ıpadě nabývá fi hodnoty 0. Vývoj systému k následuj́ıćı iteraci je
složen ze dvou krok̊u:

• Pohyb částic - Všechny částice v buňkách jsou posunuty o jednu buňku
dál, v souladu se svým vektorem rychlosti:

fi (~x + ~vi , t+ 1) = fi (~x, t). (6.1)
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• Kolize - Pro každou buňku se vyhodnot́ı hodnoty fi a provede se jejich
modifikace v souladu s kolizńım pravidlem

Obrázek 6.1: Rychlosti a kolizńı pravidlo HPP modelu [25].

Kolizńı pravidlo muśı být voleno tak, aby odpov́ıdalo skutečným koliźım mezi
částicemi a aby splňovalo zákony zachováńı. Při koliźıch mezi částicemi tedy muśı
být zachován jejich počet a celkový vektor rychlosti. Aplikaćı těchto podmı́nek
dospějeme k závěru, že existuj́ı pouze dvě netriviálńı kolizńı pravidla (viz obr.
6.1):

~f in = (1, 0, 1, 0) −→ (0, 1, 0, 1) = ~fout

~f in = (0, 1, 0, 1) −→ (1, 0, 1, 0) = ~fout

Všimněme si, že v principu lze oba tyto kroky zformulovat jediným vztahem,
který je nápadně podobný Boltzmannově rovnici (3.9):

fi (~x + ~vi , t+ 1)− fi (~x, t) = Qi (~f(~x, t)). (6.2)

Q je vhodně zvolený kolizńı operátor. Vztah mezi Q a kolizńımi pravidly je
jednoduchý:

~fout = ~f in + ~Q(~f in). (6.3)

Pro HPP model je tedy Q dáno předpisem:

Q((1, 0, 1, 0)) = (−1, 1,−1, 1)

Q((0, 1, 0, 1)) = (1,−1, 1,−1)

Q = 0 jinak
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Hodnoty ~f v každé buňce můžeme makroskopicky interpretovat např́ıklad
takto:

ρ(~x) = m
∑
i

fi (6.4)

~p(~x) = m
∑
i

~vi fi (6.5)

Problémem HPP modelu, který bráńı praktickému užit́ı, je jeho anizotropie.
Ačkoli simulace při prvńım přibĺıžeńı vypadá relativně realisticky, je anizotropńı
chováńı rozeznatelné i pouhým pohledem. Problém s izotropíı modelu z̊ustával
dlouhou dobu nevyřešený. Vyřešit se jej podařilo až v roce 1983, kdy Frisch,
Hasslacher a Pomeau navrhli FHP schéma.

Ukazuje se, že řešeńım je lepš́ı volboa množiny rychlost́ı ~vi . Simulace se ten-
tokrát odehrává na šestiúhelńıkové śıti a vektory rychlost́ı jsou voleny jako (viz
obrázek 6.2):

~v1 = (1, 0) ~v2 = (1/2,
√

3/2), ~v3 = (−1/2,
√

3/2)

~v4 = (−1, 0), ~v5 = (−1/2,−
√

3/2), ~v6 = (1/2,−
√

3/2)

Netriviálńı kolizńı pravidla existuj́ı pouze dvě (nepoč́ıtaje rotace ze symetrie
śıtě). Tentokrát však již jde o nedeterministickou simulaci, protože čelńı srážka
dvou částic může vyústit do dvou stejně pravděpodobných výsledk̊u. Exaktńı
formulace kolizńıch pravidel již nemá žádnou přidanou ilustrativńı hodnotu, proto
jsou zobrazeny pouze na obrázku 6.2.

Obrázek 6.2: Rychlosti a kolizńı pravidlo FHP modelu [25].

Ukazuje se, že lze odvodit nutné podmı́nky k tomu, aby sada vektor̊u ~vi

postačovala pro izotropńı simulaci [25]. Můžeme dokonce ukázat limitńı chováńı
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Navierových-Stokesových rovnic (viz např [9]). Historicky se dále objevila ještě
řada modifikaćı FPP metody s jiným počtem rychlost́ı ~vi a jinými kolizńımi
pravidly. Nevýhodou tohoto schématu ale z̊ustal již dř́ıve zmı́něný statistický šum,
který zesložit’uje źıskáńı makroskopických veličin.

Řešeńım je nahradit binarńı hodnotu funkce fi hodnotou spojitou, rovnou
středńımu obsazeńı daného stavu ve smyslu statistického souboru systémů. Taková
hodnota již nepodléhá šumu, a přesto umožňuje źıskáńı makroskopických veličin
stejným postupem, jako dř́ıve (vztahy (6.4) a (6.5). Samozřejmě je nyńı třeba zcela
změnit kolizńı pravidla, tak aby se zachoval fyzikálńı smysl simulace. Historicky
byly nové kolizńı operátory odvozeny z p̊uvodńıch, které známe z HPP a FHP
modelu.

V této práci však p̊ujdeme proti směru historického vývoje a ukážeme, jak
odvodit

”
buňěčné“ numerické schéma - lattice Boltzmannovu metodu, a priori

diskretizaćı spojité LBGK rovnice. Inspiraćı je nám do oč́ı bij́ıćı podobnost, mezi
vztahem (6.2) určuj́ıćım vývoj buněčného automatu a (3.8) popisuj́ıćım vývoj
reálného systému.

6.2 Diskretizace rychlostńıho podprostoru

Zopakujme si zásadńı východiska, umožňuj́ıćı provést rychlostńı diskretizaci:

• Makroskopické veličiny, které hraj́ı roli v hydrodynamickém chováńı tekutiny,
závisej́ı na koeficientech nejvýše čtvrtého řádu, rozvoje f do Hermitovské
báze (tj. závisej́ı pouze na projekci f do podprostoru konečné dimenze)

• Zanedbáńım zbytku tohoto rozvoje z̊ustává tedy hydrodynamika zachována.
Daľśım zkracováńım rozvoje potom dostáváme speciálńı modely jako izo-
termálńı (N = 3) resp. nestlačitelný (N = 2).

• Všechny makroskopické veličiny, které v pr̊uběhu výpočtu potřebujeme źıskat,
jsou dány integrálem přes rychlostńı podprostor vždy ve stejném tvaru:

A =

∫
P (~v)f d~v. (6.6)

Kde P (~v) je obecně polynom omezeného stupně, v závislosti na délce Her-
mitovského rozvoje. Toto vše nám umožňuje v pevně daném bodě ~x a čase t,
reprezentovat f konečným množstv́ım č́ısel. Jak je popsáno v dodatku B, můžeme
zvolit tato č́ısla jako hodnoty f v jisté předem dané sadě rychlost́ı { ~v1 , ~v2 , . . . , ~vk },
což nám zároveň umožńı jednoduše vyhodnocovat př́ıslušné integrály (6.6) pomoćı
kvadraturńıch formuĺı.

Pokud označ́ıme { w1 , w2 , . . . , wk } váhy př́ıslušej́ıćı výše zmı́něným rychlostem
v kvadraturńı formuli, můžeme definovat:

fi (~x, t) ≡ wi

w( ~vi )
f(~x, ~vi , t). (6.7)
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Výpočet jednotlivých makroskopických veličin potom přejde z integrálu na
vážené sumy. Váhy jsme zahrnuli již do definice fi čistě z d̊uvod̊u přehlednosti.
Máme tedy:

ρ =
∑
i

fi (6.8)

ρ~u =
∑
i

~vi fi (6.9)

ρe =
1

2

∑
i

~ci 2 fi (6.10)

T =
∑
i

~ci ⊗ ~ci fi (6.11)

~q =
1

2

∑
i

~ci ~ci 2 fi (6.12)

kde jsme označili
~ci = ~vi − ~u. (6.13)

Analogicky (6.7) definujeme i diskrétńı silový člen:

Fi (~x, t) ≡ wi

w( ~vi )
F (~x, ~vi , t). (6.14)

Můžeme tedy napsat tzv. diskrétńı Boltzmannovu rovnici:(
∂

∂t
+ ~vi · grad x

)
fi = −1

τ
( fi − fi (0)) + Fi . (6.15)

Celkem tedy jde o soustavu k konvektivńıch rovnic pro skalárńı veličinu fi (kde
k je počet rychlost́ı diskretizace), vzájemně spjatých prostřednictv́ım rovnovážného
rozděleńı f (0) a silového členu F , jejichž parametry jsou makroskopické veličiny
źıskatelné kvadraturńımi formulemi (6.8) - (6.12). Nav́ıc můžeme zavést upravené
rovnovážné rozděleńı:

fi (eq) ≡ fi (0) + τ Fi . (6.16)

Potom přejde rovnice (6.15) do pohodlněǰśıho tvaru:(
∂

∂t
+ ~vi · grad x

)
fi = −1

τ
( fi − fi (eq)). (6.17)

Připomeňmě, že pro zadaný řád rozvoje N v Hermitových polynomech je tato
diskretizace přesná a soustava rovnic (6.17) zcela ekvivalentńı rovnici (3.23) s
funkćı f ve tvaru (4.84).
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6.3 Prostorová diskretizace

Diskretizace konvektivńıho členu je relativně př́ımočará a je přehledně uvedena v
[16]. Přepǐsme nejprve (6.17):

d fi

dt
= −1

τ
( fi − fi (eq)). (6.18)

Tuto rovnici můžeme rovnou integrovat:

fi (~x + ~vi ∆t, t+ ∆t)− fi (~x, t) =

−1

τ

∫ ∆t

0

( fi (~x + ~vi s, t+ s)− fi (eq)(~x + ~vi s, t+ s)) ds. (6.19)

symbolem ∆t znač́ıme velikost časového kroku mezi jednotlivými iteracemi.
Integrál aproximujeme pomoćı lichoběžńıkového pravidla:

fi (~x + ~vi ∆t, t+ ∆t)− fi (~x, t) =

−∆t

2τ

(
fi (~x + ~vi ∆t, t+ ∆t)− fi (eq)(~x + ~vi ∆t, t+ ∆t)

+ fi (~x, t)− fi (eq)(~x, t)

)
+O(∆t2). (6.20)

Jedná se o aproximaci druhého řádu, která je ovšem implicitńı, to však neńı
problém, stač́ı použ́ıt substituci ve tvaru

f
i

(~x, t) = fi (~x, t) +
1

2τ
( fi (~x, t)− fi (eq)(~x, t)). (6.21)

kde jsme nav́ıc zavedli pro jednoduchost ∆t = 1 (přešli jsme tak do tzv
mř́ı̌zkových jednotek, podrobnosti viz dále v sekci 6.7) Po převyjádřeńı dostáváme

f
i

(~x + ~vi , t+ 1)− f
i

(~x, t) = −1

τ
( f
i

(~x, t)− fi (eq)(~x, t)), (6.22)

kde je τ určeno vztahem

τ = τ +
1

2
. (6.23)

Dostáváme tak rovnici zcela shodnou s (6.2). Zároveň vid́ıme, proč je dobré
volit množinu rychlost́ı ~vi tak, aby měla stejnou geometrii jako diskrétńı śıt’ bod̊u,
v kterých budeme informace o f uchovávat.

Ještě je třeba spoč́ıtat, nezměńı-li se vlivem změny proměnných výpočet ma-
kroskopických veličin. Zkusme tedy spoč́ıtat hustotu:

ρ ≡
∑
i

f
i

=
∑
i

fi +
1

2τ

∑
i

( fi − fi (0)) +
1

2

∑
i

Fi =
∑
i

fi = ρ. (6.24)

Druhý člen v této rovnici vypadl proto, že je rovnovážné rozděleńı f z definice
zkonstruováno se stejnou hustotou jako p̊uvodńı f . Třet́ı člen je nulový d́ıky tomu,
že Fi nemá nultý koeficient Hermitovského rozvoje (4.96).
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Provedeme-li to samé pro výpočet makroskopické rychlosti ~u, z̊ustává stejný
argument pro druhý člen, nicméně zbylé dva jsou již nenulové:

ρ~u =
∑
i

~vi f
i

=
∑
i

~vi fi +
1

2

∑
i

~vi Fi = ρ~u− ρ~g

2
. (6.25)

Výsledek projekce silového členu je opět zřejmý např. z koeficientu (4.97).
Vid́ıme tedy, že vypočtenou rychlosti ~u muśıme korigovat s ohledem na silový
člen:

~u = ~u +
~g

2
. (6.26)

Nakonec ještě muśıme ošetřit změnu relaxačńıho času τ na τ . V (6.16) bylo defi-
nována praktičtěǰśı verze rovnovážného rozděleńı, nicméně s použit́ım τ . Muśıme
tedy provést odpov́ıdaj́ıćı substituci. Na pravé straně rovnice (6.22) máme

−1

τ
( f
i − fi (0) − τ Fi ) = −1

τ
( f
i − fi (0)) +

(
1− 1

2τ

)
Fi . (6.27)

A nakonec muśıme př́ıslušnou substituci provést ve výrazech pro transportńı
koeficienty. Uved’mě tedy změnený výraz pro viskozitu v modelu diskutovaném v
předešlé kapitole, který nás primárně zaj́ımá:

µ = c2
sρ

(
τ − 1

2
− 2c2

sA

)
. (6.28)

V daľśım výkladu již u všech veličin vypust́ıme značeńı s pruhem.

6.4 Standardńı LBM a kinetické schéma

Standardńı lattice Boltzmannova metoda operuje ve třech kroćıch:

• 1. Propagace - Hodnoty fi př́ıslušej́ıćı jednotlivým rychlostem se posunou
v jim odpov́ıdaj́ıćıch směrech do sousedńıch śıt’ových bod̊u:

fi in(~x + ~vi , t+ 1) = fi out(~x, t). (6.29)

• 2. Kolize - Rozděleńı před koliźı (znač́ıme fi in) se modifikuje podle př́ıslušného
kolizńıho operátoru (výsledné rozděleńı znač́ıme fi out)

fi out(~x, t) = fi in(~x, t)− 1

τ
( fi − fi (eq)). (6.30)

• 3. Vyč́ısleńı makroskopických veličin - Z pokolizńıho rozděleńı jsou
vypočteny hodnoty makroskopických veličin v daném bodě, aby mohly být
použity pro konstrukci rovnovážného rozděleńı v daľśı iteraci.
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V této práci však zavedeme speciálńı př́ıpad lattice Boltzmannovy metody, v
literatuře označovaný jako kinetické schéma. Spoč́ıvá v pevném určeńı relaxačńıho
parametru τ = 1. Dosad́ıme-li do (6.22) tuto hodnotu, zjist́ıme, že se zcela odečte
člen odpov́ıdaj́ıćı lokálńımu mikroskopickému rozděleńı:

fi (~x + ~vi , t+ 1) = fi (eq)(~x, t). (6.31)

Mezi śıt’ovými body tak prob́ıhá transport pouze hodnot fi (eq). Rovnovážné
rozděleńı je ale závislé pouze na makroskopických veličinách v daném bodě, nikoli
už však na jednotlivých mikroskopických rychlostech. Odtud plyne prvńı výhoda
použit́ı kinetického schématu: odpadá nutnost držet v paměti pro každý śıt’ový
bod všechny hodnoty fi . Stač́ı držet v paměti pouze hodnoty makroskopických
veličin, které by byly v standardńı lattice Boltzmannově metodě uchovávány také.

Daľśı nezanedbatelnou výhodou kinetického schématu je dramatické zjedno-
dušeńı zadáńı okrajových podmı́nek. Při formulaćıch problému jsou na hranićıch
výpočetńı oblasti určeny pochopitelně pouze makroskopické veličiny. Pokud ne-
použ́ıváme kinetické schéma, stoj́ıme před úkolem určit z několika málo zadaných
makroskopických veličin (např jen. ~u) celou sadu mikroskopických hodnot fi .
Tato úloha nemá jednoznačné řešeńı (např. se ukazuje, že nahradit je fi (eq) je v
obecném př́ıpadě velmi nepřesné) a tato otázka je velice rozsáhlým podoborem
celého výzkumu týkaj́ıćıho se lattice Boltzmannovy metody. Jako práci uváděj́ıćı
nejčastěji použ́ıvané okrajové podmı́nky, které jsou zároveň podrobeny numer-
ickému testováńı, uvedmě třeba [15]. V kinetickém schématu je ovšem otázka okra-
jových podmı́nek daleko jednodušš́ı. Protože operujeme pouze s makroskopickými
hodnotami, jsou okrajové podmı́nky zadány zcela přirozeně. Jak se však ukazuje v
praxi numerických simulaćı, určeńı okrajových podmı́nek je sice jednodušš́ı, neńı
však bez problémů.

6.5 D2Q9 implementace

Nyńı budou uvedeny konkrétńı vztahy použité při implementaci kinetického sché-
matu v simulaćıch. Omeźıme se pouze na dvoudimenzionálńı simulace. Předně
je třeba podotknout, že jsme přešli do mř́ıžkových jednotek, což jsou relativńı
jednotky, pro které ∆x = 1 a ∆t = 1. Problematice převodu z těchto jednotek do
standardńıch relativńıch jednotek, se věnuje sekce 6.7.

Budeme použ́ıvat D2Q9 systém rychlost́ı (viz dodatek B), který odpov́ıdá
regulárńı čtvercové śıti, pokrývaj́ıćı celou výpočetńı oblast. Sada rychlost́ı D2Q9
modelu v mř́ıžových jednotkách škálovaných koeficientem cs je tato (viz také
obrázek 6.3):

~v1 = (0, 0) ~v2 = (0, 1) ~v3 = (1, 1)

~v4 = (1, 0), ~v5 = (1,−1) ~v6 = (0,−1)

~v7 = (−1,−1), ~v8 = (−1, 0) ~v9 = (−1, 1)
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Obrázek 6.3: Sada rychlost́ı v diskretizaci typu D2Q9 [25].

Zmı́něný škálovaćı koeficient pro rychlosti je v tomto př́ıpadě:

cs =
1√
3
. (6.32)

Rovnovážné rozděleńı je dáno vztahem:

fi (eq) = wi ρ

(
1 + 3( ~vi ·~u) +

9

2
( ~vi ·~u)2− 3

2
~u2 +AS( ~vi ⊗ ~vi −1/3)

)
+

1

2
Fi . (6.33)

Člen pro objemovou śılu je roven:

Fi = wi ρ

(
3( ~vi − ~u)− 9(( ~vi · ~u) ~vi )

)
· ~g. (6.34)

Hustotu ρ a makroskopickou rychlost ~u spoč́ıtáme pomoćı součt̊u:

ρ =
∑
i

fi ~u =
1

ρ

∑
i

~vi fi +
~g

2
(6.35)

A nakonec jsou tlak p a dynamická viskozita µ dány relacemi:

p =
1

3
ρ µ = ρ

(
1

6
− 2

9
A

)
(6.36)

Stoj́ı za povšimnut́ı, že tyto vztahy jsou identické s uvedenými pro toto kinet-
ické schéma v [26] a [11]. Zde se je však podařilo odvodit podrobným postupem
přes projekci do Hermitovy báze, v citovaných zdroj́ıch jsou uvedeny bez daľśıch
podrobnost́ı.
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6.6 Okrajové podmı́nky a výpočty derivaćı

Zdroje zabývaj́ıćı se kinetickým schématem [26] a [11] nijak bĺıže neuváděj́ı kon-
krétńı implementace svých okrajových podmı́nek, neńı tedy k dispozici žádné
srovnáńı analogické [15]. Uved’mě zde okrajové podmı́nky tak, jak byly implemen-
továny v numerické simulaci a o kterých se ukázalo že jsou vyhovuj́ıćı. Okrajové
podmı́nky byly voleny co nejjednodušš́ı, tak aby byla jejich vlivem do simulace
vnesena pouze nejnutněǰśı chyba.

• Periodická okrajová podmı́nka - Je řešena vhodnou implementaćı př́ı-
stupu do pole mř́ıžových bod̊u, body na hranici výpočetńı oblasti tedy
navzájem soused́ı s body na protilehlé hranici.

• Okrajová podmı́nka na překážce - Na pevných překážkách voĺıme hod-
notu rychlosti ~u = 0. Hodnotu hustoty voĺıme pevnou ρ = ρ0. Jelikož jde
o nestlačitelnou simulaci, je v celé oblasti až na malé odchylky zp̊usobené
zanedbáńım v Hermitovském rozvoji hustota stejná. My voĺıme ρ0 = 1.

Dále je naš́ım úkolem vypoč́ıtat hodnoty derivaćı rychlosti podle jednotlivých
souřadnic. Uvnitř oblasti použ́ıváme centrálni konečnou diferenci (zápis je pro
jednoduchost pouze symbolický, jednorozměrný, ∆x = 1):

∂ui
∂x

(x) =
1

2
(ui(x+ 1)− ui(x− 1)). (6.37)

Pro výpočet derivace na hranici použ́ıváme jednostrannou konečnou diferenci,
podle orientace hranice bud’ zpětnou nebo dopřednou. V rohových bodech hranice
podle potřeby provád́ıme jednostrannou diferenci ve dvou směrech.

6.7 Převod z mř́ıžkových jednotek

Problematice převodu z mř́ıžkových jednotek se velmi podrobně věnuje návod
[14]. Uvedeme zde pro úplnost seznam hlavńıch vztah̊u. V sekci 3.5 byl již prove-
den převod z fyzikálńıch do relativńıch jednotek. Simulaci lattice Boltzmannovou
metodou jsme ovšem zavedli v jiné sadě relativńıch jednotek - mř́ıžových (znač́ıme
lb), kde je ∆x = ∆t = 1 (připomeňme, že ∆x je vzdálenost mezi mř́ıžovými
body, ∆t je časový rozestup mezi jednotlivými iteracemi). Dostáváme tak základńı
škálovaćı vztahy:

xr = xlb∆x tr = tlb∆t (6.38)

Jednoduchou jednotkovou analýzou dostáváme potom vztahy i pro odvozené
veličiny:

~ur = ~ulb
∆x

∆t
µr = µlb

∆x2

∆t
(6.39)

∂ur
∂xr

=
∂ulb
∂xlb

1

∆t
~gr = ~glb

∆t2

∆x
(6.40)
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Posledńı otázkou z̊ustává, jak volit velikost časového kroku ∆t ve vztahu k
prostorovému kroku ∆x. Návod [14] předkládá na toto téma krátkou úvahu. Ta
vycháźı z faktu, že chyby zp̊usobené nedodržeńım stlačitelného režimu prouděńı
se škáluj́ı jako O(~u2

lb) = O(∆t2/∆x2). Chyby zp̊usobené prostorovou diskretizaćı
jsou řádu O(∆x2), protože jsme pro aproximaci konvektivńıho členu užili schéma
druhého řádu (lichoběžńıkové pravidlo). Aby byly tyto chyby při zjemňováńı śıtě
redukovány společně, vyplývá z této úvahy nutnost škálováńı ∆t ∝ ∆x2. V našem
př́ıpadě voĺıme většinou dokonce

∆t = ∆x2, (6.41)

což má za vedleǰśı d̊usledek µr = µlb.
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Kapitola 7

Numerické výsledky

7.1 Simulačńı zásady

Základńım ćılem numerických simulaćı v této práci, je otestovat vhodnost použit́ı
D2Q9 kinetického schématu s modifikovaným rovnovážným rozděleńım k simu-
laci zobecněných newtonovských tekutin. Bylo tedy snahou soustředit se hlavně
na tyto jevy a ostatńı možné problémy pokud možno minimalizovat a model
zjednodušit, pro co nejjasněǰśı vysvětleńı p̊uvodu chyb. Tato poznámka se zejména
týká okrajových podmı́nek. Vzhledem k povaze lattice Boltzmannovy metody, je
ve standarńı formulaci možné specifikovat hranici oblasti pouze jako po částech
lineárńı křivku (resp. plochu), v každém svém úseku rovnoběžnou s některou ze
souřadnicových os. Proto jsou všechny simulace prováděny v geometríıch, které
tyto požadavky splňuj́ı. Prováděńı aproximace křivočaré hranice by do simulace
mohlo vnést nežádoućı chyby. Práce zabývaj́ıćı se neregulárńı mř́ıž́ı jsou např́ıklad
[12], nebo př́ımo pro kinetické schéma [18].

Poznámka: V následuj́ıćım textu označujeme rychlost v relativńıch mř́ıž-
kových jednotkách vždy ulb, ostatńı rychlosti jsou vždy ve standardńıch rela-
tivńıch jednotkách. Zpravidla je to zd̊urazněno indexem r. Také, pokud neńı
určeno výslovně jinak, jsou všechny rychlosti chápány pouze v x-ovém směru.

Výsledky numerických simulaćı jsou porovnávány s teoretickými vztahy, nebo
s výsledky źıskanými metodou konečných prvk̊u pomoćı komerčńıho progamu
COMSOL. Při porovnáváńı rychlostńıch profil̊u je pro stanoveńı chyby použ́ıvána
l2 relativńı norma

εr =

√∑
i(u(xi)− uT (xi))2∑

i u
T (xi)2

, (7.1)

kde u(xi) je nasimulovaná hodnota v i-tém bodě děleńı, a uT (xi) je j́ı odpov́ı-
daj́ıćı hodnota teoretická, př́ıpadně źıskaná metodou konečných prvk̊u.
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7.2 Newtonovské Poiseuillovo prouděńı

Prvńım testem metody je čistě newtonovské prouděńı mezi dvěma rovnoběžnými
rovinami o vzájemné vzdálenosti L = 1. Ćılem bylo zjistit, jestli v̊ubec dokáže
změna parametu A účinně měnit viskozitu a jaký vliv na přesnost maj́ı r̊uzná
nastaveńı výpočtu, zejména jemnost děleńı ∆x, př́ıdavný parametr A a rychlost
v mř́ıžových jednotkách ulb. Jelikož jde o problém symetrický vzhledem k po-
sunut́ı ve směru prouděńı, byl simulován na śıti 2×N , kde N je počet buňěk śıtě
ve směru kolmém na prouděńı. Okrajové podmı́nky na stěnách byly nastaveny
na nulovou rychlost, na vstupu a výstupu byla uplatněna periodická okrajová
podmı́nka. Prouděńı bylo uvedeno do chodu objemovou silou ~g = (g, 0). Hustota
byla stanovena na ρ = 1.

Tyto okrajové podmı́nky byly vybrány jako nejvhodněǰśı. Standardně je v sim-
ulaćıch Poiseuillovo prouděńı uváděno do chodu tlakovým gradientem. V lattice
Boltzmannově metodě je však tlak př́ımo úměrný hustotě a tlakový gradient by
se tedy musel nastavovat prostřednictv́ım změny hustoty. Ta ale zpětně ovlivňuje
viskozitu, což je nežádoućı.

Z analytického řešeńı Navierových-Stokesových rovnic pro tento př́ıpad plyne,
že stacionárńım řešeńım je parabolický profil rychlost́ı pouze v x-ovém směru.

ux(y) = −ρg
2µ
y(y − L). (7.2)

Maximálńı hodnota rychlosti se nabývá ve středu profilu y = L/2:

ux(L/2) ≡ umax =
ρgL2

8µ
. (7.3)

Reynoldsovo č́ıslo pro tento typ simulace definujme vztahem:

Re =
ρumaxL

µ
. (7.4)

V prvńı sérii test̊u byla zafixována maximálńı makroskopická rychlost v mř́ı-
žových jednotkách na ulb = 0, 01. Simulace byly prováděny pro r̊uzné hodnoty
N . Touto hodnotou je potom jednoznačně určena velikost ∆x = L/N = 1/N .
Použ́ıváme standardně škálováńı ∆t = ∆x2. Diskretizaćı je tedy plně určena hod-
nota rychlosti ur v standardńıch relativńıch jednotkách. V rámci každé diskretizace
byly nastavovány r̊uzné hodnoty viskozity. Vněǰśı śıla byla pro každou viskozitu
dle vztahu (7.3) nastavena tak, aby teoretická maximálńı rychlost prouděńı uTmax
byla rovná již určené ur.

Výsledky simulaćı jsou uvedeny v tabulce 7.1. Z nich je patrné, že že při
dodržeńı podmı́nky konstantńıho ulb, záviśı chyba simulace na nastaveńı parametru
A. Přesněji, pro A < 0 (µ > 1/6) je rychlost prouděńı mı́rně nadhodnocena (což
odpov́ıdá nižš́ı ”efektivńı”viskozitě), naopak pro A > 0 (µ < 1/6) je rychlost
prouděńı mı́rně podhodnocena oproti A = 0. V mnoha př́ıpaděch je tedy zp̊usoben
pokles relativńı chyby. Zlepšeńı je to ovšem pravděpodobně jen zdánlivé, protože
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je výsledkem vzájemné kompenzace dvou jev̊u: obecného nadhodnoceńı rychlosti,
které nastává i při A = 0 (je tedy dáno jinými vlivy než zahrnut́ım tohoto
parametru) a podhodnoceńı rychlosti vlivem kladného A. Nejv́ıce relevantńım
zobrazeńım tohoto jevu je závislost umax/u

T
max na µ (resp. na A), zobrazená v

grafu 7.1.
V grafu 7.1 je také vidět, že se tento efekt s hustš́ım děleńım śıtě zmenšuje

a hodnoty postupně konverguj́ı k těm, které by odpov́ıdaly A = 0 (µ = 1/6).
Tato konvergence je celkem přesně druhého řádu. V grafu 7.2 je zobrazen vývoj
odchylky ε = |umax/uTmax| − u0, kde jsme u0 označili hodnotu umax źıskanou při
A = 0. Tato hodnota je systematicky odchýlena od teoretické hodnoty uTmax a jej́ı
závislost na děleńı je zanedbatelná, což lze pravděpodobně připsat chybě vzniklé
stlačitelnost́ı, která se škáluje právě úměrně ulb.

Dále bylo ve všech simulaćıch ověřeno, že se výpočet stává nestabilńım pro
hodnoty přibližně A < −1. Z druhé strany máme omezeńı na A takové, aby nebylo
dosaženo záporné viskozity. Odtud plyne, že je tato metoda stabilńı a použitelná
pouze v rozsahu parametru

−1 < A <
3

4
. (7.5)
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Obrázek 7.1: Závislost umax/u
T
max na µ v sérii simulaćı s konstantńım ulb = 0, 1

Zat́ımco prvńı sérii test̊u se povedlo relativně izolovat chybu vnesenou změnou
rovnovážného rozděleńı, druhá série test̊u je zaměřena sṕı̌se prakticky. V ne-
newtonovských simulaćıch je zpravidla známa určitá charakteristická rychlost
prouděńı, nicméně jeho viskozita se může v prostoru měnit v poměrně velkém
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Obrázek 7.2: Závislost chyby ε = |umax/uTmax| − u0, na jemnosti děleńı N , v sérii
simulaćı s konstantńım ulb = 0, 1

rozsahu hodnot. Je tedy problematické definovat Reynoldsovo č́ıslo. Na druhou
stranu, nenewtonovské změny viskozity maj́ı vliv často v́ıce na tvar proudového
pole, než na absolutńı hodnotu charakteristické rychlosti.

V druhé sérii simulaćı tedy fixujeme rychlost ur = umax = 2 a sledujeme,
jaké praktické výhody plynou z postupného zjemňováńı výpočetńı śıtě. T́ımto
se totiž postupně snižuje mř́ıžková rychlost ulb a tedy klesá chyba souvisej́ıćı se
stlačitelnost́ı. Pro r̊uzná děleńı jsou opět testovány r̊uzné viskozity. Dodržujeme
∆t = ∆x2. Ke zvolené viskozitě je vždy dopočtena taková śıla, aby uTmax byla stále
stejná. Výsledky simulaćı jsou shrnuty v tabulce 7.2.

Pozorujeme (viz graf 7.3), že chyby zp̊usobené stlačitelnost́ı jsou skutečně
druhého řádu, jak již bylo diskutováno v sekci 6.7, škáluj́ı se jako O(u2

lb) =
O(1/N2). V grafu 7.4 můžeme sledovat vývoj chyby vyvolané nenulovým parame-
trem A. Vid́ıme, že pro viskozitky µ < 1/6 nejprve relativńı chyba mı́rně poklesne,
což bylo již komentováno a pro ńızké viskozity relativně hodně vzroste. Jako celek
jsou však chyby druhého řádu, takže je lze dostatečně jemnou mř́ıžkou držet pod
kontrolou.

7.3 Nenewtonovské modely

Z předchoźı sekce jsme dostali přibližný odhad, vymezuj́ıćı použitelnost metody v
rozsahu viskozit 0 < µ < 0, 4. V ńızkých viskozitách roste strmě relativńı chyba,
horńı mez na viskozitu je dána stabilitou simulace. Pro testováńı nenewtonovského
chováńı tekutin tedy voĺıme Carreau model, který má na rozd́ıl od mocninného
modelu jednoduše nastavitelnou maximálńı a minimálńı hodnotu viskozity:

µ(γ̇) =
µ0 − µ∞

[1 + (Kγ̇2)]m/2
+ µ∞ (7.6)

48



5E-03

5E-02

5E-01

5E+00

10,00 100,00

εr

N

µ = 0,02 µ = 0,05
µ = 0,01 µ = 0,166
µ = 0,02 µ = 0,3
µ = 0,4 Sklon -1/2

Obrázek 7.3: Závislost relativńı chyby εr oproti teoretickým výsledk̊um, na N .
Podotkněme, že ulb = O(1/N). Simulace udržuje konstantńı ur.
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Obrázek 7.4: Závislost relativńı chyby εr simulace oproti teoretickým výsledk̊um,
na hodnotě parametu A, pro r̊uzné hustoty děleńı. Simulace udržuje konstantńı
ur.
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N ∆x ∆t A µ uTmax Re g umax εr [%]

20 0,05 0,0025 0,660 0,02 2 100 0,32 1,9495 3,58
0,525 0,05 2 40 0,8 2,0022 0,73
0,300 0,10 2 20 1,6 2,0199 0,79
0,000 1/6 2 12 8/3 2,0269 1,14
-0,150 0,20 2 10 3,2 2,0286 1,24
-0,600 0,30 2 20/3 4,8 2,0311 1,38
-1,050 0,40 2 5 6,4 2,0319 1,43

50 0,02 0,0004 0,660 0,02 5 250 0,8 5,0367 0,60
0,525 0,05 5 100 2 5,0580 0,95
0,300 0,10 5 50 4 5,0651 1,10
0,000 1/6 5 30 20/3 5,0679 1,16
-0,150 0,20 5 25 8 5,0686 1,17
-0,600 0,30 5 50/3 12 5,0696 1,19
-1,050 0,40 5 12,5 16 5,0699 1,20

100 0,01 0,0001 0,660 0,02 10 500 1,6 10,1204 0,992
0,525 0,05 10 200 4 10,1311 1,106
0,300 0,10 10 100 8 10,1347 1,444
0,000 1/6 10 60 40/3 10,1361 1,160
-0,150 0,20 10 50 16 10,1364 1,164
-0,600 0,30 10 100/3 24 10,1369 1,169
-1,050 0,40 10 25 32 10,1370 1,171

500 0,002 0,000004 0,000 0,17 50 300 200/3 50,6807 1,1605
-0,600 0,30 50 500/3 120 50,6808 1,1608
-1,050 0,40 50 125 160 50,6809 1,1609

Tabulka 7.1: Výsledky série simulaćı newtonovského Poiseuillova prouděńı s kon-
stantńım ulb = 0, 1. Symbol ε označuje relativńı chybu ve smyslu (7.1)

Simulace byly provedeny pro tři vybrané typy pr̊uběh̊u µ(γ̇). V daľśım textu je
budeme označovat Model 1, 2 a 3. Parametry jednotlivých model̊u jsou uvedeny
v tabulce 7.3. Každému modelu byla zároveň přidělena śıla g, která v simulaci
uvád́ı tekutinu do pohybu. Tato śıla je společná pro obě následuj́ıćı simulace.

Pr̊uběhy µ(γ̇) jsou zobrazeny v grafu 7.5. Modely 1 a 2 jsou pseudoplastické
tekutiny, prvńı z nich má d́ıky vyšš́ımu m změny viskozity trochu prudš́ı, zat́ımco
druhý je sṕı̌s bĺıže newtonovskému chováńı. Model 3 je naopak dilatantńı tekutina.

7.4 Nenewtonovské Poiseuillovo prouděńı

Ve stejné konfiguraci jako v předchoźı simulaci byly testovány uvedné tři ne-
newtonovské modely. Výsledné profily prouděńı pro r̊uzná děleńı byly porovnány
s profily źıskanými metodou konečných prvk̊u programem COMSOL.

V grafech 7.6, 7.7 a 7.8 jsou zobrazeny pr̊uběhy rychlosti a viskozity v profilu.
Vid́ıme, že lattice Boltzmannova metoda se shoduje s FEM řešeńım velice dobře.
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N ∆x ∆t A µ uTmax Re g umax εr [%]

50 0,02 0,0004 0,660 0,02 0,04 100 0,32 1,99242 0,62
0,525 0,05 0,04 40 0,8 2,00050 0,14
0,300 0,10 0,04 20 1,6 2,00320 0,13
0,000 0,17 0,04 12 8/3 2,00420 0,18
-0,150 0,20 0,04 10 3,2 2,00454 0,20
-0,600 0,30 0,04 20/3 4,8 2,00498 0,22
-1,050 0,40 0,04 5 6,4 2,00518 0,24

100 0,01 0,0001 0,660 0,02 0,02 100 0,32 1,99805 0,161
0,525 0,05 0,02 40 0,8 2,00012 0,035
0,300 0,10 0,02 20 1,6 2,00080 0,032
0,000 0,17 0,02 12 8/3 2,00100 0,046
-0,150 0,20 0,02 10 3,2 2,00113 0,049
-0,600 0,30 0,02 20/3 4,8 2,00124 0,056
-1,050 0,40 0,02 5 6,4 2,00130 0,059

200 0,005 0,000025 0,660 0,02 0,01 100 0,32 1,99953 0,0408
0,525 0,05 0,01 40 0,8 2,00003 0,0090
0,300 0,10 0,01 20 1,6 2,00020 0,0080
0,000 0,17 0,01 12 8/3 2,00027 0,0113
-0,150 0,20 0,01 10 3,2 2,00029 0,0120
-0,600 0,30 0,01 20/3 4,8 2,00031 0,0140
-1,050 0,40 0,01 5 6,4 2,00033 0,0148

Tabulka 7.2: Výsledky série simulaćı newtonovského Poiseuillova prouděńı s kon-
stantńım ur = umax = 2. Symbol ε označuje relativńı chybu ve smyslu (7.1)

V tabulce 7.4 jsou vypsány relativńı chyby jednotlivých profil̊u. Pro viskozitu
jsou tyto chyby dost velké, nicméně při pohledu na konkrétńı pr̊uběhy v grafech
je jasné, že je to zp̊usobeno nedokonalou interpolaćı programu COMSOL. Relativńı
chyby pr̊uběh̊u viskozity tedy považujeme za irelevantńı. V grafu 7.9 je zobrazena
závislost relativńı chyby na N . Ačkoli je tato závislost zpočátku druhého řádu,
pro vyšš́ı hodnoty děleńı již konvergence přestává, pro Model 3 se dokonce zcela
zastavuje. Z těchto informaćı však nelze vyvod́ıt žádné daľśı závěry stran toho,
která ze simulaćı je přesněǰśı.

V grafu 7.9 dále pozorujeme standardńı závislost relativńı chyby na ulb. Ne-
jvyšš́ı relativńı chybu vykazuje Model 2, který však v profilu dosahuje rychlost́ı
až u ≈ 6, na rozd́ıl od Modelu 1 s rychlostmi u ≈ 0, 9.
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Obrázek 7.5: Závislost viskozity µ na rychlosti smyku γ̇2 pro jednotlivé ne-
newtonovské modely

Obrázek 7.6: Pr̊uběh rychlosti u a viskozity µ v profilu pro tekutinu Modelu 1 při
N = 100.
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Obrázek 7.7: Pr̊uběh rychlosti u a viskozity µ v profilu pro tekutinu Modelu 2 při
N = 100.

Obrázek 7.8: Pr̊uběh rychlosti u a viskozity µ v profilu pro tekutinu Modelu 3 při
N = 100.
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Model 1 Model 2 Model 3
µ0 0,4 0,4 0,03
µ∞ 0,03 0,03 0,4
m 1,2 0,4 0,9
K 1 1 1
g 1 6 2

Tabulka 7.3: Parametry jednotlivých model̊u nenewtonovského chováńı

Model 1 Model 2 Model 3
N u εr[%] µ εr[%] u εr[%] µ εr[%] u εr[%] µ εr[%]
50 0,50 5,9 2,50 8,1 0,0610 17,0

100 0,16 3,6 0,62 5,6 0,0166 12,0
200 0,11 2,9 0,18 3,9 0,0172 8,6

Tabulka 7.4: Závislost relativńıch chyb profil̊u u a µ na jemnosti děleńı N ,
pro jednotlivé nenewtonovské modely. Vysoké relativńı chyby u viskozity jsou
pravděpodobně d̊usledkem nepřesné interpolace FEM řešiče.
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Obrázek 7.9: Závislost relativńı chyby εr na jemnosti děleńı N pro jednotlivé
modely.
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7.5 Prouděńı kolem čtvercové překážky

Již jsme se přesvědčili, že navrhovaná úprava lattice Boltzmannovy metody dává
výsledky dobře srovnatelné s FEM řešičem minimálně v jednorozměrném př́ıpadě.
Posledńım testem této metody bude simulace dvojrozměrného prouděńı kolem
čtvercové překážky v kanálu. Okrajové podmı́nky v úst́ıch kanálu z̊ustanou peri-
odické, pohon prouděńı bude opět zajǐst’ovat objemová śıla g. Na stěnách kanálu a
překážce je předepsaná rychlost ~u = 0. Geometrie oblasti je zobrazena na obrázku
7.5.
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1,0
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x = 1,7
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y = 0,5

Obrázek 7.10: Schéma geometrie oblasti u problému obtékáńı čtvercové překážky.
Označeny jsou také tři řezy: A,B a C, v kterých porovnáváme profily rychlosti a
viskozity.

Připomı́náme, že čtvercová geometrie překážky a periodické okrajové podmı́nky
jsou voleny kv̊uli maximálńımu zjednodušeńı simulace a odst́ıněńı potenciálńıch
zdroj̊u chyb. Dále se snaž́ıme co nejv́ıce prověřit prouděńı v režimech, kdy nastává
netriviálńı nenewtonovské chováńı. Proto jsou v prouděńı voleny rychlosti sṕı̌se
menš́ı, takové, při kterých je viskozita co nejv́ıce nehomogenńı a jej́ı účinek srov-
natelný s efekty konvekce. Opět jsou použity tři modely popsané v tabulce 7.4,
objemové śıly uvedené v tabulce jsou zachovány.

Výpočetńı oblast́ı jsou vedeny tři řezy, dva př́ıčné a jeden podélný, znač́ıme je
A,B a C. V těchto řezech jsou porovnávány pr̊uběhy rychlost́ı a viskozit. Dále
jsou pro každý nenewtonovský model zobrazena skalárńı pole viskozity a ve-
likosti rychlosti. Vid́ıme, že jsou naprosto k nerozeznáńı, předevš́ım v poli viskozit
vid́ıme prostorovou shodnost i poměrně komplikovaných struktur. Lattice Boltz-
mannovská simlace je tedy rozhodně relevantńı metodou pro tento typ simulace.
V tabulce 7.5 je přehled relativńıch chyb rychlostńıch profil̊u v závislosti na řezu
a hustotě děleńı. Relativńı chyby pr̊uběh̊u viskozity jsou opět zat́ıženy vysokou
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interpolačńı chybou na straně programu COMSOL, kterou se nepodařilo odstranit
ani volbou vyšš́ı hustoty výpočetńı śıtě, a proto nejsou uvedeny. Vývoj relativńıch
chyb profil̊u rychlosti lze nahlédnout v grafech 7.11, 7.12 a 7.13. Vid́ıme, že v pro-
filech A a B je řád konvergence přibližně prvńı. Konvergence profil̊u C je poma-
leǰśı. To však neńı překvapivé. C-profily obecně vykazuj́ı největš́ı relativńı chybu,
nebot’ se jej́ı převážná část odehrává v oblasti mimo překážku v režimu relativně
ustáleného prouděńı, jehož maximálńı rychlost je od FEM řešeńı odchýlena. V
př́ıčném profilu se tento efekt projev́ı daleko méně, než v podélném. Přestože
zobrazená data, předevš́ım v grafech, maj́ı velkou vypov́ıdaj́ıćı hodnotu, některé
výsledky přeci jen okomentujme.
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Obrázek 7.11: Závislost relativńı chyby rychlostńıho pr̊uběhu v řezech A, na jem-
nosti děleńı N
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Obrázek 7.12: Závislost relativńı chyby rychlostńıho pr̊uběhu v řezech B, na jem-
nosti děleńı N
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Obrázek 7.13: Závislost relativńı chyby rychlostńıho pr̊uběhu v řezech C, na jem-
nosti děleńı N

Model - Profil N = 50 N = 100 N = 200
1 - A 8,7 3,9 1,8
1 - B 4,4 1,7 0,7
1 - C 9,8 6,8 4,7
2 - A 3,7 1,8 0,9
2 - B 3,3 1,8 0,9
2 - C 11,4 7,5 5,1
3 - A 3,0 1,4 0,7
3 - B 7,5 4,1 2,2
3 - C 15,4 9,4 5,9

Tabulka 7.5: Závislost relativńı chyby rychlosti ux v procentech, na jemnosti
děleńı, pro jednotlivé nenewtonovské modely a jejich profily.

Model 1

Profily pro tento model jsou zobrazeny v grafech 7.14, 7.15 a 7.16. Porovnáńı pole
viskozity resp. velikosti rychlosti zase v obrázćıch 7.17 resp. 7.18. Za povšimnut́ı
stoj́ı velice výrazně odlǐsný pr̊uběh viskozity v řezu A, který nemá v ostatńıch
simulaćıch obdoby. Anomálńı je také proto, že osatńı profily (i na stejném mod-
elu) takovou chybu nevykazuj́ı. Z povahy této chyby je patrné, že by jej́ı př́ıčina
mohla ležet v nastaveńı okrajových podmı́nek, nicméně d̊ukladným prověřováńım
nastaveńı obou simulaćı nebyla bohužel odhalena. Patrně kv̊uli této chybě je tak
profil v řezu A zat́ıžen největš́ı relativńı chybou v porovnáńı se stejným řezem na
modelech 2 a 3. T́ım v́ıce je překvapivé, že v daľśıch dvou řezech si model 1 vede
s relativńı chybou nejlépe ze všech tř́ı.
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Model 2

Profily pro tento model jsou zobrazeny v grafech 7.19, 7.20 a 7.21. Porovnáńı
pole viskozity resp. velikosti rychlosti zase v obrázćıch 7.22 resp. 7.23. Výsledky v
tomto modelu dávaj́ı velice uspokojivou shodu s FEM řešeńım. K tomu je nutné
dodat, že vlivem vyšš́ı hodnoty p̊usob́ıćı śıly, má model ze všech tř́ı nejrychleǰśı
prouděńı (a tedy i největš́ı ulb). Je tu však také možnost, že by ńızká relativni
chyba řešeńı byla zp̊usobena nižš́ı konstantou m v Carreau modelu, která ho
přibližuje standardńımu newtonovskému chováńı.

Model 3

Profily pro tento model jsou zobrazeny v grafech 7.24, 7.25 a 7.26. Porovnáńı pole
viskozity resp. velikosti rychlosti zase v obrázćıch 7.27 resp. 7.28. Tento model je
rovněž v relativně dobré shodě s FEM řešeńım, nicméně v ustáleném prouděńı
mimo překážku pozorujeme nadhodnoceńı maximálńı rychlosti prouděńı, což má
za následek zvýšeńı relativńı chyby zejména v profilu C.

Obrázek 7.14: Model 1 - Profil A: Pr̊uběh rychlosti u a viskozity µ v porovnáńı s
FEM řešeńım. N = 200.
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Obrázek 7.15: Model 1 - Profil B: Pr̊uběh rychlosti u a viskozity µ v porovnáńı s
FEM řešeńım. N = 200.

Obrázek 7.16: Model 1 - Profil C: Pr̊uběh rychlosti u a viskozity µ v porovnáńı s
FEM řešeńım. N = 200.
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Obrázek 7.17: Model 1 - Prostorové rozložeńı viskozity v porovnáńı s FEM
řešeńım.

Obrázek 7.18: Model 1 - Prostorové rozložeńı velikosti rychlosti v porovnáńı s
FEM řešeńım.
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Obrázek 7.19: Model 2 - Profil A: Pr̊uběh rychlosti u a viskozity µ v porovnáńı s
FEM řešeńım. N = 200.

Obrázek 7.20: Model 2 - Profil B: Pr̊uběh rychlosti u a viskozity µ v porovnáńı s
FEM řešeńım. N = 200.
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Obrázek 7.21: Model 2 - Profil C: Pr̊uběh rychlosti u a viskozity µ v porovnáńı s
FEM řešeńım. N = 200.

Obrázek 7.22: Model 2 - Prostorové rozložeńı viskozity v porovnáńı s FEM
řešeńım.
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Obrázek 7.23: Model 2 - Prostorové rozložeńı velikosti rychlosti v porovnáńı s
FEM řešeńım.

Obrázek 7.24: Model 3 - Profil A: Pr̊uběh rychlosti u a viskozity µ v porovnáńı s
FEM řešeńım. N = 200.
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Obrázek 7.25: Model 3 - Profil B: Pr̊uběh rychlosti u a viskozity µ v porovnáńı s
FEM řešeńım. N = 200.

Obrázek 7.26: Model 3 - Profil C: Pr̊uběh rychlosti u a viskozity µ v porovnáńı s
FEM řešeńım. N = 200.
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Obrázek 7.27: Model 3 - Prostorové rozložeńı viskozity v porovnáńı s FEM
řešeńım.

Obrázek 7.28: Model 3 - Prostorové rozložeńı velikosti rychlosti v porovnáńı s
FEM řešeńım.
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7.6 Poznámky

Při srovnáváńı výsledk̊u s programem COMSOL je nutné taky dbát zvýšené obezře-
tnosti. Jistě neńı dokonale zaručeno, že je jeho použit́ı na daný problém vhodné, či
dokonce oprávněné. Zat́ımco při řešeńı úloh s klasickým newtonovským chováńım,
dospěl v daných problémech k výsledku velmi rychle a snadno, při pokusech o
výpočet nenewtonovských model̊u se již objevovaly velké problémy se stabilitou
a konvergenćı řešeńı. Často bylo nutno vyřešit několik přidružených úloh (např.
se séríı nižš́ıch exponent̊u než určené m), aby bylo nalezeno požadované řešeńı.
Výše uvedené úlohy byly dokonce speciálně voleny tak, aby bylo řešeńı metodou
konečných prvk̊u v̊ubec nalezeno.

Lattice Boltzmannova metoda se v tomto směru ukázala jako daleko v́ıce ro-
bustńı. Dı́ky jej́ı explicitńı povaze neńı možné, aby nebylo dosaženo výsledku
a bylo pozorováno stabilńı chováńı pro daleko extrémněǰśı nenewtonovské mod-
ely, než jsou zde uvedeny (zejméne právě s vysokými hodnotami exponentu m).
Samozřejmě neńı jasné, zdali nalezené řešeńı také skutečně uvedené rovnice splňuje,
což je námětem k daľśımu výzkumu, nicméně tak dostáváme určitou naději k ex-
istenci metody použitelné v př́ıpadech, kdy standardńı metoda konečných prvk̊u
selhává.
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Kapitola 8

Shrnut́ı

8.1 Závěr

V této práci byl učiněn pokus uvést čtenáře do problematiky teorie a aplikace
lattice Boltzmannovy metody. Důraz byl kladen předevš́ım na využit́ı nových
teoretických metod pro jej́ı zkoumáńı, jmenovitě analýzu prostřednictv́ım rozvoje
do Hermitových polynomů. Ústředńım bodem práce byla aplikace této analýzy
na nenewtonovský model založený na modifikaci tvaru rovnovážného rozděleńı v
BGK operátoru. Výsledkem byl vztah pro viskozitu, který je ve shodě s p̊uvodńımi
zdroji. Je stále otevřenou teoretickou i praktickou otázkou, za jakých podmı́nek
lze zanedbat přebytečné členy ve vztahu pro vazkou část tenzoru napět́ı, které byly
odvozeny. Jistě by to mělo být námětem daľśıho výzkumu, stejně jako aplikace
zmı́něné Hermitovské metody také na jiné typy modifikaćı rovnovážných rozděleńı.

V praktické části práce bylo implementováno kinetické schéma založené na
studovaném modelu a porovnáváno výsledky źıskanými komerčńım řešičem vy-
už́ıvaj́ıćım metodu konečných prvk̊u. Shoda se ukázala být ve většině př́ıpad̊u
uspokojivá, nicméně byly objeveny i některé otevřené otázky týkaj́ıćı se korektńı
implementace okrajových podmı́nek.

8.2 Perspektivy

Lattice Boltzmannova metoda patř́ı rozhodně k velmi perspektivńım směr̊um na
poli matematického modelováńı. Mezi jej́ı hlavńı přednosti patř́ı velmi jednoduchá
implementace a explicitńı, lokálně definovaný vývoj. Právě tato lokálnost ji umož-
ňuje velmi efektivně a jednoduše paralelizovat. Sice tedy plat́ı, že za předpokladu
dodržeńı difuzńıho škálováńı, tj. ∆t = ∆x2 roste v 2D př́ıpadě doba výpočtu jako
N4, ve 3D př́ıpadě dokonce jako N5, ale tyto jevy je možné vhodně vyvažovat
zapojeńım dostatečně vysokého výpočetńıho výkonu, který je při dobré správě
paměti v podstatě neomezený.

Pro ilustraci uved’me dosažené výsledky v oblasti implementace. V praxi lat-
tice Boltzmannovy metody se rychlost programu měř́ı v jednotkách MLUPS, tedy
Mega Lattice Updates Per Second. Implementace použitá v simulaćıch v této
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práci dosahovala i při paralelizaci na v́ıce jader procesoru rychlosti přibližně 0,4
MLUPS. V současnosti nejv́ıce propracovaný baĺık implementuj́ıćı tuto metodu -
Palabos, ovšem už při paralelńım výpočtu na deseti poč́ıtač́ıch dosahuje rychlost́ı
až 25 MLUPS. Na zcela jiné škále jsou rychlosti simulaćı využ́ıvaj́ıćı paralelńı
výpočetńı schopnosti grafických karet. Rekordńı dosažené rychlosti výpočtu na
jediné grafické kartě se pohybuj́ı až u hodnoty 600 MLUPS [1].
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Dodatek A: Hermitovy polynomy

Tento dodatek představuje rychlý úvod do problematiky Hermitových polynomů
v rozsahu potřebném pro aplikaci v této práci. Je založen primárně na infor-
maćıch uvedených v [22], nicméně je doplněn o podrobněǰśı zpracováńı přechodu
k v́ıcerozměrným polynomům, takže umožňuje snadněǰśı pochopeńı problematiky.
Dı́ky tomu zároveň uvád́ı na pravou mı́ru vztah pro normu v́ıcerozměrného poly-
nomu, který je v [22] uveden minimálně dosti zaváděj́ıćım zp̊usobem a odkud je
se stejně přejat do mnoha ostatńıch zdroj̊u (např. [16]).

Jednorozměrné Hermitovy polynomy

Uvažujme prostor L2((a, b)) a funkci w(v) : (a, b)→ R takovou, že integrál∫ b

a

P (v)w(v) dv, (8.1)

je konečný pro libovolný polynom P (v). Potom můžeme definovat skalarńı
součin na tomto prostoru předpisem:

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(v)g(v)w(v) dv. (8.2)

Systém ortogonálńıch polynomů na tomto Hilbertově prostoru lze źıskat po-
moćı Rodriguezova vztahu:

P (n)(v) =
(−1)n

w(v)

dn

dv
w(v). (8.3)

Pro váhovou funkci ve tvaru gaussiánu definovanou na celém R,

w(v) =
1√
2π

exp

(
−v

2

2

)
, (8.4)

dostáváme dle vztahu (8.3) Hermitovy polynomy, které na daném prostoru
tvoř́ı úplný ortogonálńı systém. Prvńıch pět Hermitových polynomů má tvar:

H(0) = 1 (8.5)

H(1) = v (8.6)

H(2) = v2 − 1 (8.7)

H(3) = v3 − 3v (8.8)

H(4) = v4 − 6v2 + 3 (8.9)
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Norma jednotlivých polynomů je dána vztahem:〈
H(n), H(n)

〉
= n!. (8.10)

Vı́cerozměrné Hermitovy polynomy

Jednou z možnost́ı, nikoli však jedinou, jak zkonstruovat v́ıcerozměrné polynomy,
je vzájemné vynásobeńı jednorozměrných polynomů postupně ve všech proměn-
ných.

H(~v) =
d∏
i=1

H(ni)(vi). (8.11)

Tento postup odpov́ıdá analogické volbě váhové funkce pro skalárńı součin:

w(~v) ≡
d∏
i=1

1√
2π

exp

(
−v

2
i

2

)
≡ 1

(2π)d/2
exp

(
−
~v2

2

)
. (8.12)

Je zřejmé, že při výpočtu normy tohoto v́ıcerozměrného Hermitova polynomu
lze př́ıslušný integrál separovat do jednotlivých proměnných. Pro normu potom
dostáváme vztah:

〈H,H〉 =

∫
Rd

H2(~v)

(2π)d/2
exp

(
−
~v2

2

)
d~v =

d∏
i=1

∫
R
(H(ni)(vi))

2 1√
2π

exp

(
−v

2
i

2

)
dvi

=
d∏
i=1

〈
H(ni), H(ni)

〉
=

d∏
i=1

(ni)!. (8.13)

Nyńı přepǐsme výraz (8.11) pomoćı Rodriguezova vztahu (8.3):

H(~v) =
d∏
i=1

H(ni)(vi) =
d∏
i=1

(−1)ni

w(vi)

dni

dvi
w(vi). (8.14)

Všimněme si, že váhová funkce je hladká a v jistém smyslu invariantńı v̊uči
opakovanému derivováńı. To nám umožňuje předchoźı rovnost zapsat jako parci-
álńı derivaci v́ıcerozměrné váhové funkce (8.12), č́ımž dostáváme v́ıcerozměrnou
obdobu Rodriguezovy formule:

H
(n)
~α (~v) =

(−1)n

w(~v)

∂n

∂v~α
w(~v). (8.15)

T́ımto vztahem jsme zavedli indexováńı v́ıcerozměrných hermitových poly-
nomů pomoćı multiindexu ~α ∈ Nn. Takto jsou běžně značeny v́ıcerozměrné Hermi-
tovy polynomy v dostupné literatuře. Operátor parciálńı derivace derivuje váhovou
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funkci postupně podle všech proměnných určených multiindexem. Uved’me zde
tyto polynomy do čtvrtého řádu:

H(0) = 1 (8.16)

H
(1)
i = vi (8.17)

H
(2)
ij = vivj − δij (8.18)

H
(3)
ijk = vivjvk − (δijvk + δikvj + δjkvi) (8.19)

H
(4)
ijkl = vivjvkvl − (δijvkvl + δikvjvl + δilvjvk + δjkvivl +

δjlvivk + δklvivj) + (δijδkl + δikδjl + δilδjk) (8.20)

Tento použ́ıvaný zp̊usob značeńı má však jisté nevyhody. Zaprvé by se mohlo
zdát, že Hermitových polynomů n-tého řádu je dn. To však neńı pravda. Vzhle-
dem k hladkosti váhové funkce jsou parciálńı derivace záměnné, a proto ve vztahu
(8.15) dostáváme stále stejný polynom pro libovolnou permutaci zvoleného mul-
tiindexu ~α. Zadruhé se s touto nuanćı poj́ı také skutečnost, že norma polynomu
n-tého řádu již neńı n!. Toto je také zdrojem všech nesprávných formulaćı v dos-
tupné literatuře (např. [22]).

S t́ımto se ovšem lze vyrovnat, tak aby navazuj́ıćı teorie z̊ustala přehledná.
Ukazuje se totiž, že součet norem všech identických polynomů n-tého řádu vznik-
lých permutaćı multiindexu (permutace označme π(~α)) již je roven n!. Tedy že:∑

π(~α)

〈
H

(n)
~α ,H

(n)
~α

〉
= n!. (8.21)

Toto tvrzeńı nyńı dokažme. Budeme značit c(i, ~α) počet výskyt̊u indexu i v
multiindexu ~α. Vrát́ıme-li se k zavedeńı v́ıcerozměrných polynomů výrazem (8.11),
vid́ıme, že c(i, ~α) je řád jednorozměrného Hermitova polynomu př́ıslušej́ıćıho i-té
proměnné. Norma v́ıcerozměrného polynomu s pevně zvoleným ~α je tedy:

〈
H

(n)
~α ,H

(n)
~α

〉
=

d∏
i=1

〈
H(c(i,~α)), H(c(i,~α))

〉
=

d∏
i=1

c(i, ~α)!. (8.22)

Nyńı si stač́ı již jen uvědomit výraz pro počet permutaćı π(~α). Jde o permutace
s opakováńım, kde c(i, ~α) jsou právě četnosti jednotlivých skupin index̊u, co se
opakuj́ı. Dostáváme tedy hned, že:

∑
π(~α)

〈
H

(n)
~α ,H

(n)
~α

〉
=

n!∏d
i=1 c(i, ~α)!

d∏
i=1

c(i, ~α)! = n!. (8.23)

Odvozený vztah okamžitě použijeme. Pro přehlednou projekci funkce f ∈
L2(Rd) do báze Hermitových polynomů totiž předpokládáme, že je f ve tvaru:

f = w(~v)
∞∑
n=0

1

n!
H

(n)
~α a

(n)
~α . (8.24)
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V tomto vztahu se předpokládá vysč́ıtáńı vnitřńı části sumy přes všechny
multiindexy ~α. Koeficienty a

(n)
~α ∈ R lze pak spoč́ıtat integraćı:

a
(n)
~α =

∫
Rd

f H
(n)
~α d~v. (8.25)

Výše uvedené odvozeńı ospravedlňuje právě oprávněnost použit́ı faktoru 1/n!
v rozkladu, přestože norma jednotlivých polynomu neńı n!.

Při projekci Boltzmannovy rovnice do Hermitovy báze, jsou dále kĺıčové ná-
sleduj́ıćı vztahy:

vα0H
(n)
α1...αn

= H(n+1)
α0α1...αn

+
∂H

(n)
α1...αn

∂vα0

, (8.26)

kde posledńı parciálńı derivaci můžeme spoč́ıtat z následuj́ıćı identity:

∂H
(n)
α1...αn

∂vα0

=
n∑
i=i

δα0αi
H(n−1)
α1... αi−1αi+1 ... αn

. (8.27)

Pro lepš́ı přehlednost zavedeme ještě zkrácené označeńı:

H
(n+1)
i α1...αn

≡ H
(n+1)
i ~α a dále

∂H
(n)
~α

∂vi
≡ H

(n−1)
~α,i . (8.28)

Stejné značeńı plat́ı i pro koeficienty těchto polynomů, použ́ıváme tedy a
(n+1)
i ~α

př́ıpadně a
(n−1)
~α,i . Je třeba však pamatovat na fakt, že a

(n−1)
~α,i neńı derivaćı koefi-

cientu podle vi. Vznikne tak, že se nejprve zderivuje př́ıslušný Hermit̊uv polynom
(s multiindexem ~α), což dá obecně součet několika daľśıch polynomů (nebo taky
nulu), a tyto polynomy se zprojektuj́ı přesně podle vztahu (8.26), vznikne tedy
obecně součet několika koeficient̊u.

Přeškálované Hermitovy polynomy

Při formulaci numerického schématu lattice Boltzmannovy metody se ukazuje, že
pro správnou koexistenci regulárńı mř́ıžky a kvadraturńıch formuĺı pro výpočet
integrál̊u, je nutné v simulaci přeškálovat všechny rychlosti multiplikativńım fak-
torem 1/cs. Tento faktor se posléze objev́ı na několika daľśıch mı́stech a je nutné
ho d̊ukladně sledovat. Uved’me zde tedy výčet všech změn, které kv̊uli škálováńı
nastanou. V prvńı řadě budeme použ́ıvat jinou sadu Hermitových polynomů.
Zaved’me tedy novou váhovou funkci s přeškálovanou rychlost́ı ŵ(v) ≡ w(v/cs).
Uprav́ıme normovaćı koeficient tak, aby integrál přes R z̊ustal jednotkový.

ŵ(v) =
1√
2πc2

s

exp

(
− v2

2c2
s

)
. (8.29)

V Rodriguezově vztahu přidáme faktor c2n
s , aby byly koeficienty u vedoućıch

člen̊u polynomů jednotkové:

P̂ (n)(v) =
(−c2

s)
n

ŵ(v)

dn

dv
ŵ(v). (8.30)
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Jednotlivé jednorozměrné Hermitovy polynomy do čtvrtého řádu potom jsou:

Ĥ(0) = 1 (8.31)

Ĥ(1) = v (8.32)

Ĥ(2) = v2 − c2
s (8.33)

Ĥ(3) = v3 − 3c2
sv (8.34)

Ĥ(4) = v4 − 6c2
sv

2 + 3c4
s (8.35)

Norma jednotlivých polynomů je rovna:〈
Ĥ(n), Ĥ(n)

〉
= n! c2n

s . (8.36)

Po zobecněńı do v́ıce dimenźı dostáváme v́ıcerozměrné polynomy:

Ĥ(0) = 1 (8.37)

Ĥ
(1)
i = vi (8.38)

Ĥ
(2)
ij = vivj − c2

sδij (8.39)

Ĥ
(3)
ijk = vivjvk − c2

s(δijvk + δikvj + δjkvi) (8.40)

Ĥ
(4)
ijkl = vivjvkvl − c2

s(δijvkvl + δikvjvl + δilvjvk + δjkvivl +

δjlvivk + δklvivj) + c4
s(δijδkl + δikδjl + δilδjk) (8.41)

Př́ıslušný součet norem polynomů odpov́ıdaj́ıćı stejné permutaci index̊u je
stejný jako v jednorozměrném př́ıpadě:∑

π(~α)

〈
Ĥ

(n)
~α , Ĥ

(n)
~α

〉
= n! c2n

s . (8.42)

Rozklad funkce f do báze Hermitových polynomů tak má mı́rně upravený tvar:

f = ŵ(~v)
∞∑
n=0

1

n!c2n
s

Ĥ
(n)
~α â

(n)
~α . (8.43)

Projekčńı vztah pro jednotlivé koeficienty je ovšem stejný jako v neškálovaném
př́ıpadě.

â
(n)
~α =

∫
Rd

f Ĥ
(n)
~α d~v. (8.44)

Faktor c2
s ovšem přibude do identity (8.26), což je velice podstatná změna při

projekćıch už́ıvaných v limitńıch procesech:

vα0Ĥ
(n)
α1...αn

= Ĥ(n+1)
α0α1...αn

+ c2
s

∂Ĥ
(n)
α1...αn

∂vα0

. (8.45)
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Dodatek B: Kvadraturńı formule

V pr̊uběhu diskretizace Boltzmannovy rovnice dospějeme k nutnosti řešit násle-
duj́ıćı úlohu. Je dána váhová funkce w(~v) definovaná v dodatku A. Je třeba
naj́ıt takovou množinu bod̊u { ~v1 , ~v2 , . . . , ~vk } ∈ Rd a jim odpov́ıdaj́ıćıch vah
{ w1 , w2 , . . . , wk } ∈ R tak, aby bylo možno přesně vyč́ıslit integrál takto:∫ b

a

w(~v)f(~v) dv =
k∑
i=1

wi f( ~vi ), (8.46)

kde f je libovolný polynom nejvýše předem pevně zvoleného stupně.

Jednorozměrné Gaussovy kvadraturńı formule

Necht’ P (0), P (1), . . . je posloupnost ortogonálńıch polynomů v̊uči váze w(v) na
prostoru L2((a, b)). Zvolme nyńı libovolné n ∈ N a libovolný polynom p ∈ P2n+1

(symbolem Pk znač́ıme prostor polynomů stupně nejvýše k), jehož integrál budeme
odhadovat. Takový polynom můžeme rozložit následovně:

p(v) = P (n+1)(v)q(v) + r(v), (8.47)

kde q, r ∈ Pn a P (n+1) ∈ Pn+1 je jeden z výše zmı́něných ortogonálńıch poly-
nomů. Zapǐsme nyńı integrál z p:∫ b

a

w(v)p(v) dv =

∫ b

a

w(v)P (n+1)(v)q(v) dv +

∫ b

a

w(v)r(v) dv. (8.48)

Všimněme si, že prvńı člen je vlastně skalárńım součinem
〈
P (n+1), q

〉
. Ten

ale muśı být nutně nulový, protože prostor Pn+1 je ortogonálńı k prostoru Pn.
Označme nyńı { v0 , v1 , . . . , vn } množinu kořen̊u ortogonálńıho polynomu P (n+1).
Plat́ı tedy P (n+1)( vi ) = 0 ∀i ∈ 0 . . . n. Polynom r(v) můžeme přepsat v tomto
tvaru:

r(v) =
n∑
i=0

r( vi )li(v). (8.49)

Symbolem li(v) znač́ıme tzv. Lagrange̊uv bázový polynom. Plat́ı pro něj, že
li(v) ∈ Pn a jeho funkčńı hodnoty jsou jednoznačně určeny relaćı:

li( v
j ) = δij. (8.50)
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Nabývá tedy hodnoty 1 v jednom z kořen̊u vi a je nulový ve všech ostatńıch.
Protože jsou vi právě kořeny polynomu P (n+1), je ze vztahu (8.47) zřejmé, že:

p( vi ) = r( vi ). (8.51)

Nyńı všechny uvedené konstrukce skloub́ıme dohromady. Pǐsme opět výraz pro
integrál z p: ∫ b

a

w(v)p(v) dv =

∫ b

a

w(v)r(v) dv =

=

∫ b

a

w(v)
n∑
i=0

r( vi )li(v) dv =
n∑
i=0

wi p( vi ), (8.52)

kde jsme označili

wi =

∫ b

a

w(v)li(v) dv, (8.53)

což je vztah pro konstrukci Gaussovy kvadraturńı formule. Shrnuto: pokud
zvoĺıme jako množinu vyhodnocovaćıch bod̊u kořeny ortogonálńıho polynomu
řádu n + 1 s vahami určenými vztahem (8.53), plat́ı kvadraturńı formule (8.46)
resp. (8.52) přesně pro libovolný polynom p ∈ P2n+1.

Vı́cerozměrná kvadraturńı formule 5. řádu

Při výpočtech lattice Boltzmannovy metody s rovnovážným rozděleńım ořezaným
od druhého řádu Hermitových polynomů a výše, užijeme předchoźı teorii s Her-
mitovým polynomem druhého řádu. Dostaneme tak kvadraturńı formuli přesnou
pro polynomy až pátého stupně, což je plně postačuj́ıćı.

H(3)(v) = v3 − 3v. (8.54)

Kořeny tohoto polynomu a jim př́ıslušej́ıćı váhy jsou:

v1 = −
√

3 w1 =
1

6

v2 = 0 w2 =
2

3

v3 =
√

3 w3 =
1

6
(8.55)

Při zobecňěńı této kvadraturńı formule do v́ıce dimenźı s výhodou využijeme
faktu, že jsou váhová funkce i integrovaný polynom separovatelńı do jednotlivých
dimenźı. Stač́ı proto aplikovat jednorozměrnou kvadraturńı formuli pro každý
rozměr zvlášt’ a výsledky vynásobit:∫

Rd

P (~v)
1

(2π)d/2
exp

(
−
~v2

2

)
d~v =

d∏
i=1

∫
R
P̃i(vi)

1√
2π

exp

(
−v

2
i

2

)
dvi =

d∏
i=1

k∑
j=1

wj P ( ~vj ) ≡
k∑
i=1

w̃i P ( ~̃vi ) (8.56)
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Podstatnou součást́ı aplikace kvadraturńı formule v lattice Boltzmannově me-
todě je škálováńı. Z praktických d̊uvod̊u chceme dodržet jednotkovou vzdálenost
mezi body mř́ıže, nicméně uzly kvadraturńı formule se v jednotkové vzdálenosti
nenacházej́ı. Muśıme proto použ́ıt škálováńı faktorem cs. Pro tuto kvadraturńı
formuli je škálovaćı faktor cs = 1/

√
3. V následuj́ıćı tabulce je přehled uzl̊u vi

a vah wi pro dvojrozměrnou a trojrozměrnou kvadraturńı formuli. Pro množinu
uzl̊u a vah zavád́ıme značeńı DdQn kde d je dimenze a n počet uzl̊u v kvadratuře.
Symbolem S se mı́ńı všechny symetrické varianty téhož vektoru.

Pravidlo ~vi wi

D2Q9 (0, 0) 4/9

∀f ∈ P5 (
√

3, 0)S 1/9

(
√

3,
√

3)S 1/36

cs = 1/
√

3

D3Q27 (0, 0, 0) 8/27

∀f ∈ P5 (
√

3, 0, 0)S 2/27

(
√

3,
√

3, 0)S 1/54

(
√

3,
√

3,
√

3)S 1/216

cs = 1/
√

3

Kvadraturńı formule vyšš́ıch řád̊u

Výše uvedeným postupem lze pochopitelně zkonstruovat kvadraturńı formuli libo-
volně vysokého řádu. Problém s t́ımto postupem je, že kořeny Hermitových poly-
nomů čtvrtého a vyšš́ıho řádu již nejsou ekvidistantńı. Pro použ́ıt́ı v numerickém
schématu standardńı formulace lattice Boltzmannovy metody však potřebujeme,
aby množina uzl̊u kvadraturńı formule vykazovala stejnou prostorovou strukturu
jako výpočetńı śıt’, na které simulace prob́ıhá. Maximálně se může lǐsit až na
multiplikativńı škálovaćı faktor cs, který jsme již do teorie zapracovali.

Existuje tedy i jiný zp̊usob konstrukce kvadraturńıch formuĺı, kde můžeme
předem provést volbu množiny uzl̊u { ~v1 , ~v2 , . . . , ~vk } předem. Je li váhová funkce
w(~v) normalizována, tj. je-li jej́ı integrál přes celý prostor roven jedné, je prvńı
ortogonálńı polynom P(0) = 1 a plat́ı vztah:∫

w(~v)P (n)(~v) d~v = δ1n. (8.57)

Libovolný polynom f(~v) ∈ Pm je rozložitelný do báze ortogonálńıch poly-
nomů:

f(~v) =
m∑
i=0

aiP
(i)(~v). (8.58)
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Pokud požadujeme, aby vztah (8.46) platil přesně, muśı zvolená množina uzl̊u
{ ~v1 , ~v2 , . . . , ~vk } a jim odpov́ıdaj́ıćıch vah { w1 , w2 , . . . , wk } splňovat následuj́ıćı
soustavu rovnic pro všechna i = 1 . . .m [22]:

k∑
j=1

wj P (i)( ~vj ) = δ0i. (8.59)

Samozřejmě, pro přesnost zadaného stupně budeme potřebovat obecně v́ıce
uzlových bod̊u než v př́ıpadě Gaussových kvadraturńıch formuĺı. Zevrubněǰśı vh-
led do problematiky kvadraturńıch formuĺı použitelných v lattice Boltzmannově
metodě i pro jiné než čtvercové mř́ıže, je k nalezeńı v [22]. Zde pouze pro praktické
účely přej́ımáme a [16] tabulku kvadraturńıch formuĺı sedmých a devátých řád̊u
ve dvou a třech rozměrech na čtvercové śıti.

Pravidlo ~vi wi

D2Q17 (0, 0) (575 + 192
√

193)/8100

∀f ∈ P7 (a, 0)S (5555− 91
√

193)/18000

(a, a)S (655 + 17
√

193)/27000

(2a, 2a)S (685− 49
√

193)/54000

(3a, 0)S (1445− 101
√

193)/162000

a =
√

(125 + 5
√

193)/72

cs = 1/a

D2Q37 (0, 0) 0.23315066913235250228650
∀f ∈ P9 (a, 0)S 0.10730609154221900241246

(a, a)S 0.05766785988879488203006
(2a, 0)S 0.01420821615845075026469
(2a, 2a)S 0.00101193759267357547541
(3a, 0)S 0.00024530102775771734547
(a, 2a)S 0.00535304900051377523273
(a, 3a)S 0.00028341425299419821740

a = 1.19697977039307435897239
cs = 1/a
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Pravidlo ~vi wi

D3Q39 (0, 0, 0) 1/12
∀f ∈ P7 (a, 0, 0)S 1/12

(a, a, a)S 1/27
(2a, 0, 0)S 2/135
(2a, 2a, 0)S 1/432
(3a, 0, 0)S 1/1620

a =
√

(125 + 5
√

193)/72

cs = 1/a

D3Q121 (0, 0, 0) 0.03059162202948600642469
∀f ∈ P9 (a, 0, 0)S 0.09851595103726339186467

(a, a, a)S 0.02752500532563812386479
(a, 2a, 0)S 0.00611102336683342432241
(2a, 2a, 0)S 0.00042818359368108406618
(3a, 0, 0)S 0.00032474752708807381296
(2a, 3a, 0)S 0.00001431862411548029405
(2a, 2a, 2a)S 0.00018102175157637423759
(a, 3a, 0)S 0.00010683400245939109491
(3a, 3a, 3a)S 0.00000069287508963860285

a = 1.19697977039307435897239
cs = 1/a
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Př́ıloha

Součást́ı práce je také elektronická př́ıloha s následuj́ıćım obsahem:

Zdrojový kód programu

Zdrojový kód programu který byl použit k simulaci. V tomto zdrojovém kódu
je pevně zanesena úloha obtékáńı čtvercové překážky. K jeho kompilaci nejsou
potřeba žádné nestandardńı knihovny. Doporučuje se však kompilovat s parame-
trem -O3 a v př́ıpadě možnosti i s parametrem -fopenmp.

Surové výsledky simulaćı

Všechny výsledné soubory dodržuj́ı konvenci, že prvńı č́ıslo v názvu souboru
označuje č́ıslo nenewtonovského modelu, kterého se simulace týkala.

Soubory vygenerované programem COMSOL maj́ı př́ıponu .txt. Pokud následuje
jediné ṕısmeno, jde o 1D profil. (V - pr̊uběh viskozity, P - pr̊uběh rychlosti). Pokud
následuj́ı dvě ṕısmena, tak druhé označuje řez, kterého se profil týká. Následováno
opět V nebo P.

Soubory vygenerované programem vyvinutým k této práci maj́ı koncovku
.dat. Po prvńım č́ısle vždy následuje NXXX, kde XXX je hodnota N pro danou
simulaci. Dále může následovat:

• P - Jedná se o 1D rychlostńı profil

• V - Jedná se o 1D profil viskozity

• XY - X je označeńı řezu v 2D modelu, Y je opět V nebo P dle předchoźıho.

• VISC - Matice hodnot viskozity

• UX - Matice hodnot x-ové složky rychlosti

• UY - Matice hodnot y-ové složky rychlosti

• UXY - Matice hodnot velikosti rychlosti

Obrázky a grafy

Soubor všech obrázk̊u a graf̊u použitých v této práci.
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ročńık 39, č. 46, 2006: str. 14241.

[4] Chai, Z.; Shi, B.; Guo, Z.; aj.: Multiple-relaxation-time lattice Boltzmann
model for generalized Newtonian fluid flows. Journal of Non-Newtonian Fluid
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in Porous Media, ročńık 70, 2007: s. 279–292, ISSN 0169-3913.

[22] Shan, X.; Yuan, X. F.; Chen, H.: Kinetic theory representation of hydrody-
namics: a way beyond the Navier–Stokes equation. J. Fluid Mech., ročńık
550, 2006: s. 413–441.

[23] Sone, Y.: Notes on kinetic-equation approach of fluid-dynamic equations,
September 2000, [online] [cit. 20.7.2011].
URL <www.mech.kth.se/~lhs/kinetic2_000.pdf>

81



[24] Succi, S.; Sbragaglia, M.; Ubertini, S.: Lattice Boltzmann Method. Scholar-
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