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Kapitola 1

Uvod

Lattice Boltzmannova metoda je alternativni explicitni numerické schéma po-
uzitelné k teSeni tloh mechaniky tekutin. Na rozdil od jinych pristupu, jako
naptiklad metody konecnych prvki, jde o pomérné novou metodu, kterd se dostala
na vysluni teprve na ptrelomu 80. a 90. let minulého stoleti. Historicky vychazi
z numerickych schémat zalozenych na tzv. bunécnych automatech - simulacich,
které probihaji na regularni siti hodnot a vyvijeji se podle jednoduchych lokalnich
pravidel zalozenych na hodnotach nejblizsich sousedi.

Pozdéji, kdy se jiz schéma v praxi pouzivalo, byly postupné objevovany sou-
vislosti umoznujici zasadit ho do Sirstho teoretického ramce, zejména ve vztahu
k Boltzmannové rovnici a obecné kinetické teorii. Zakladnim postupem pii zk-
oumani lattice Boltzmannovy metody je Chapmanuv-Enskoguv rozvoj, coz je
postup analogicky poruchové teorii, umoznujici ukazat konvergenci (¢i alespon
asymptotické ptiblizovani) feSeni, ziskaného touto metodou, k feseni tlohy for-
mulované pomoci parcidlnich diferencidlnich rovnic, v praxi tedy nejcastéji rovnic
Navierovych-Stokesovych.

Relativné nové teoretické vysledky, tykajici se lattice Boltzmannovy metody,
které se objevily v uplynulém desetileti, umoznily odvodit lattice Boltzmannovu
metodu zcela a priori z Boltzmannovy rovnice na solidnéjsim (byf ne patrné
zcela rigordznim) zéklade. Tyto vysledky vyuzivaji rozkladu feseni Boltzmannovy
rovnice do baze Hermitovych polynomu a ukazuji, v jakém presné smyslu je lattice
Boltzmannova metoda diskretizaci této rovnice.

Tato diplomova préce je zamétena na aplikaci tohoto nového postupu pti odvo-
zovani modifikace lattice Boltzmannovy metody, kterda by umoznovala simulovat
proudéni nenewtonovskych (ptesnéji zobecnénych newtonovskych) tekutin.



1.1 Koncepce prace

Vyklad v této praci je systematicky, zac¢inajici u zakladnich teoretickych poznatki
a vysledku, postupné prechdazejici k praktické implementaci. Poskytuje tak rela-
tivné uceleny pohled na problematiku, ovsem s durazem spiSe na teorii. Je ¢lenén
do osmi kapitol.

V druhé kapitole jsou rekapitulovany Navierovy-Stokesovy rovnice a soucasné
je tak zavedeno znaceni veli¢in, které bude v praci ddle pouzivano. Druha kapitola
také poskytuje zakladni prehled o nenewtonovskych modelech relevantnich této
praci.

Treti kapitola je koncipovana jako rychly ivod do statistické fyziky tykajici se
chovani mikroskopickych systému c¢astic. Je formulovana Boltzmannova rovnice
a dalsi zakladni poznatky kinetické teorie, umoznujici ziskat zakladni vhled do
pozadi terminu, které se potom v dalsim vykladu vyskytnou.

Ctvrta kapitola jiz detailné probird postup, ktery pomoci rozkladu do Hermi-
tovych polynomu a provedeni Chapmanova-Enskogova rozvoje ukazuje za jistych
predpokladu konvergenci feseni Boltzmannovy rovnice k feSeni termalnich stlaci-
telnych Navierovych-Stokesovych rovnic. Zaroven jiz pripravuje pudu pro pozdéjsi
diskretizaci zavedenim Skalovani rychlosti a zjednodusenych tvaru ¢lenu Boltz-
mannovy rovnice.

Pata kapitola je potom podrobnou aplikaci tohoto postupu pro jeden vybrany
nenewtonovsky model. Vysledkem jsou jsou konkrétni vztahy pro viskozitu, diky
kterym je mozné metodu prakticky implementovat.

Sesta kapitola se vénuje diskretizaci. Je zde také zavedeno kinetické schéma -
drobné modifikace lattice Boltzmannovy metody, pro jehoz dvojrozmérnou verzi
jsou formulovany konkrétni vztahy, na kterych je zalozena jeji implementace.

V sedmé kapitole jsou vyhodnoceny praktické vysledky dosazené touto imple-
mentaci, v pripadé Poiseuillova proudéni porovnané s teoretickymi hodnotami, v
ostatnich ptripadech s vysledky ziskanymi komerénim programem zalozenym na
metodé konec¢nych prvku - COMSOL.

Déle jsou na konci préce tazeny dva dodatky, tykajici se zavedeni Hermi-
tovych polynomu a kvadraturnich formuli. Bylo cilem, aby tyto dodatky nebyly jen
pouhym soupisem vztahu a identit, ale pokud mozno srozumitelnym vykladem -
stru¢nym uvodem do problematiky, umozinujicim nahlédnout do pozadi uvadénych
vztahu.

Soucasti prace je rovnéz priloha, kterou je zdrojovy kéd implementace disku-
tované nenewtonovské modifikace lattice Boltzmannovy metody, spolu s vysledky
vsech simulaci.



1.2 Notace a pouzité konvence

Jelikoz se v oboru vyskytuje mnoho ruznych konvenci ve znaceni, zaved me nej-
prve pravidla a normy, kterych se drzi tato prace. Predné, vsechny vektory jsou
uvedeny tuénym malym pismenem se Sipkou (napt. u, g). Tenzory jsou vzdy
uvedeny tucénym velkym pismenem (napt. T). Slozky vektoru a tenzoru jsou
jiz uvedeny normalnim pismem, s indexy vpravo dole. Ve slozkovém zépisu je
tivnich pripadech jsou sumy explicitné vypsany. V praci jsou dédle pouzity tyto
standardni vektorové a tenzorové operace a diferencialni operatory:

—

div v = g; (1.5)
. re aAzg
9¢
d o), = 1.
(ad o) = 5= (1.7)

Pokud nejsou u integralu uvedeny meze, predpoklada se integrace ptes celé R
¢i R™, podle kontextu.



Kapitola 2

Klasicky popis tekutin

2.1 Rovnice popisujici proudéni tekutiny

Pro zaziti vyse zminéné notace a zavedeni znaceni dulezitych veli¢in a proménnych,
bude uveden klasicky makroskopicky fyzikalni popis mechaniky tekutin. V tomto
popisu je zcela potlacena mikroskopicka struktura tekutiny. Tekutina je vnimana
jako kontinuum, v jehoz libovolném bodé jsou definovany jeho zéakladni makrosko-
pické vlastnosti: p - hustota, u - rychlost, F - celkova energie, p - tlak, 6 - absolutni
teplota a e - specifickd vnitin{ energie (vztazend na jednotku hmotnosti).

Vyvoj téchto veli¢in v ¢ase je potom popsan soustavou parcialnich diferencial-
nich rovnic, které jsou odvozeny z pozadavku na zachovani hmotnosti, hybnosti,
momentu hybnosti a energie. Z pozadavku na zachovani hmotnosti plyne rovnice
kontinuity:

0
a—f + div (pd) = 0. (2.1)
Pozadavek na zachovani hybnosti vyzaduje splnéni rovnic:
apii
(‘9Ltu +div (pii ® i) = pg + div T. (2.2)

kde g je hustota objemovych sil (vztazena na jednotku hmotnosti) ptisobici na
tekutinu v daném bodé. Tenzor T je tzv. tenzor napéti, reprezentujici smykové a
normélové sily v tekutiné. Jeho fyzikalni vyznam lze interpretovat tak, ze pokud
v daném bodé tekutiny budeme zkoumat vektor napéti t na infinitezimdaln{ plosku
o normalovém vektoru n, bude dan vztahem:

t = Tii. (2.3)

Déle, z pozadavku na zachovani momentu hybnosti plyne symetrie tenzoru
napéti:

T=T". (2.4)
A konecné, ze zakona o zachovani celkové energie plyne rovnice pro energii:
oF . - oo . -
En + div (Ed) = pg - u + div (Tu) + pg — div q. (2.5)

4



V této rovnici je ¢ hustota tepelnych zdroju vztazend na jednotku hmotnosti
a q je tepelny tok. Tepelny tok v tekutiné je dan Fourierovym zékonem:

q=—kVo, (2.6)

kde k je koeficient tepelné vodivosti, zpravidla také zavisejici na 0. Specifickd
vnitini energie e souvisi s celkovou energii vztahem:

u]”

E—p(e+7>. (2.7)

Uvedené fyzikalni zakony predstavuji soustavu péti rovnic o sedmi neznamych
e, p, Uy, ug, us, p,0 (Fourieruv zdkon a vztah pro celkovou energii byl pouzit pro
redukei po¢tu nezndmych). Pro doplnéni uvedené soustavy rovnic je jesté potieba
popsat mechanické a energetické vlastnosti tekutiny stavovou rovnici a vztahem
pro specifickou vnitini energii:

p=rp(p,9), (2.8)

e=c¢e(p,0). (2.9)

Mechanické vlastnosti je tfeba nakonec dourcit rheologickym vztahem pro ten-
zor napéti T

2.2 Newtonovské tekutiny
Nejjednodussim rheologickym vztahem pro T je
T = —pl, (2.10)

kde I je jednotkovy tenzor. Tento vztah popisuje nevazké proudéni. Ovsem za
prepokladu platnosti tzv. Stokesovych postulatu (izotropie T, linedrni zdvislost
na tenzoru rychlosti deformace D a dals{) plyne pro tenzor napéti T néasledujici

predpis:
T = (—p+ Adiv vV)I 4+ 2uD, (2.11)

kde D je tenzor rychlosti deformace definovany takto:

1 8uz (9uj
Dy =3 (&Ej + awi). (2.12)

Cisla p resp. A se nazyvaji dynamickd resp. objemova viskozita a jsou kon-
stantami nebo linedrnimi funkcemi termodynamickych veli¢in. Tekutiny s ten-
zorem napéti T ve tvaru (2.11) nazyvame newtonovské. Soustavu parcidlnich
diferencialnich rovnic vzniklych dosazenim tohoto tenzoru do zakonu zachovani
nazyvame pak Navierovy-Stokesovy rovnice.



2.3 Nenewtonovské tekutiny

Nenewtonovskymi tekutinami nazyvame takové, které nespliuji pfesné rheolog-
icky vztah (2.11). Obecné se jedna o materidly s velmi rozmanitou skalou chovani
a vlastnosti, zpravidla charakteristické neobvyklym chovanim viskozity.

e Zobecnéné newtonovské tekutiny - Tekutiny s proménnou viskozitou
zavislou na rychlosti smyku. Pokud viskozita s rychlosti smyku klesa, mlu-
vime o pseudoplastickych tekutindch, v opa¢ném piipadé o dilatantnich
tekutinach.

e Viskoelastické tekutiny - Maji nékteré vlastnosti spolecné s elastickymi
latkami, napiiklad uréity pamétovy efekt, diky kterému se po odstranéni
napéti vrati do klidového tvaru.

e S Casovou zavislosti viskozity - Pokud viskozita s dobou pusobeni napéti
klesé, mluvime o tixotropnich tekutinach, v opacném ptipadé o reopexnich
tekutinach.

e adalsi...

V této praci jsou stiedem zajmu zobecnéné newtonovské tekutiny, nebot je-
jich konstitucni vztah pro T je velmi podobny tomu newtonovskému - jen s tim
rozdilem, zZe je viskozita p obecné zavisla na rychlosti smyku. Rychlost smyku 5
definujeme jako

Jednim z nejjednodussich vztahu, davajicich zavislost dynamické viskozity na
rychlosti smyku, je zndAmy mocninny model:

=k, (2.14)

kde k a n jsou parametry charakteristické pro danou tekutinu. Pro n = 1 se
tento model redukuje na newtonovské chovani. V numerickych simulacich v této
praci vSsak pouzivame Carreau model:

Ho — Moo
[1+ (K52)]

p(y) = 7z T Hoo- (2.15)
Konstanty pig resp. fioo jsou viskozity pti nulové resp. limitné nekonecéné rychlosti
smyku. K a m jsou dalsi konstanty zavislé na materidlu.
Zobecnénych newtonovskych modelu je celd fada a neni cilem tohoto vykladu
se zabyvat jejich podrobnéjsim vyctem. Zdarily prehled je k nalezeni naptiklad v
[19].



Kapitola 3

Mikroskopicky popis tekutin

3.1 Formalni odvozeni Boltzmannovy rovnice

Alternativou k predeslé metodé popisu tekutin je model vychéazejici piimo z mikro-
skopickych vlastnosti tekutiny. Tekutina, stejné jako kazdy jiny hmotny systém,
je slozena z mnoha vzdjemné interagujicich mikroskopickych ¢astic - atomu nebo
molekul. Méjme tedy systém N interagujicich céstic, popsanych soufadnicemi
q; a zobecnénymi (nicméné v tomto piipadé skuteénymi) hybnostmi p;. Vyvoj
tohoto systému je mozné predpovédét na zakladé hamiltonianu H a hamiltonovych
kanonickych rovnic. V praxi je vSak pochopitelné neredlné pro libovolny makro-
skopicky systém zjistit nebo pripravit pozadovany mikrostav, natoz pak provést
vypocet. Tuto otazku resi statisticky popis stavu systému pomoci mnohocésticové
rozdélovaci funkce fx(di, Pi1,--., 4N, PN, ), kterd je definovana jako hustota pra-
vdépodobnosti nalezeni systému v daném stavu ve fazovém prostoru (dimenze
fazového prostoru je 3N). Tato funkce zahrnuje vSechny statistické informace
o vSech dynamickych procesech v systému, specidlné zahrnuje i korelace mezi
¢asticemi. fx splituje Liouvilleovu rovnici [9]:

ot

=0. 3.1
an 8pj 8pj an ( )

Ofx %(a_ﬂafjv aHafN>

J=1

Integraci pres ¢asti fazového prostoru, muzeme definovat tzv. redukované hus-
toty (jedna se vlastné o marginalni rozdéleni hustoty pravdépodobnosti):

Fs(a17ﬁ17"'JQS7ﬁsat) = Vs/fN((i17ﬁ17~'-7QN7ﬁN>t)dQs+1dﬁs+1dQNdﬁNa

(3.2)

kde V* je vhodna normaliza¢ni konstanta. Nejvice redukovanou hustotou je
funkce Fj, kterou nazyvame jednocéasticova rozdélovaci funkce. Tato funkce je
definovana jiz pouze na Sestidimenzionalnim fazovém prostoru a vyjadiuje hustotu
pravdépodobnosti vyskytu ndhodné vybrané c¢astice v dané poloze prostoru a
s danou hybnosti. Céstice pokldddme za nerozlisitelné. Nutno podotknout, ze
touto redukei jsme drasticky snizili mnozstvi informace obsazené v nasem popisu.



Naptiklad jiz neni mozné spocitat stfedni interakéni energii parovych interakei,
protoze k tomu je nutnd znalost dvojéésticovych korelaci [6].

Predpokladejme pro jednoduchost, ze maji vSechny ¢astice stejnou hmotnost.
Potom vyndsobenim poctem ¢astic a hmotnosti definujeme novou funkei (ptrezna-
¢ujeme prostorovou proménnou na X):

—

F(R.¥,1) = NmF(d1, %, ). (3.3)
Potom plati, ze f(X,V,t)dx dv bude nabyvat stfedni hodnoty hmotnosti ¢astic v
tekutinég, jejichz poloha je v malém okoli soufadnice X 4+ dX a rychlost v malém
okoli dané rychlosti vV + dv.
Fixujeme-li souradnici X, maji momenty rychlostniho rozdéleni ¢astic v daném
bodé makroskopicky fyzikalni vyznam hustoty p, makroskopické rychlosti u a
energie:

/ FREDT = pR 1) (3.4)
/ RGO = piR 1) (3.5)
3 [PrEve = e+ 50 (3.6)

Zanedbame-li kolize mezi ¢dsticemi, muzeme presné urcit, jak se bude systém
vyvijet, protoze nejde o nic jiného nez pohyb pii pusobeni vnéjsi sily [25]:

F
f (i vt V4 —dt 4 dt) A% dV = f(X, ¥, 1) X d¥. (3.7)
m

Nicméné v piipadé, kolize vezmeme do 1uvahy, tato rovnice piestane platit.
Nékteré ¢astice, smétujici do bodu kde je ocekavame, byly kolizi vychyleny ze své
predpokladané trajektorie. Jiné ¢astice naopak vlivem kolize neplanované dorazi.
Rozdil mezi o¢ekdvanym a skuteénym poctem ¢astic reprezentujeme pomoci tzv.
kolizniho operatoru (). Predchozi rovnici tedy upravime na tvar:

F
f (5& VAL,V + —dt, t+ dt) ARV — f(X,¥,¢) dXdV = QdRdvdt.  (3.8)
m

Rozvineme-li pravou stranu rovnice do Taylorova rozvoje prvniho fadu, obdr-
zime Boltzmannovu rovnici:

ot

Pozdéji bude patrnéd prima souvislost mezi touto rovnici a predpisem pro vyvoj
systému v lattice Boltzmannové metodé. Tento predpis bude jeji diskretizaci, ope-
rujici na diskretizované jednocasticové rozdélovaci funkci. Hodnoty rozdélovaci
funkce budou v soutradnicovém podprostoru urceny pouze v bodech reguldrni
miize (lattice). V rychlostnim podprostoru budou hodnoty uréeny pouze pro
koneény pocet rychlosti V.

F
<2 +v- gradm—i-a : gradv> fX, V1) =—=Q. (3.9)



3.2 Kolizni operator

Samotnd Boltzmannova rovnice (3.9), bez dalsi specifikace tvaru kolizniho oper-
atoru () je prazdnym tvrzenim. Teprve urceni operatoru () vnese do vypoctu
viechnu realnou dynamiku. To je vSak obecné velmi sloZit4 tiloha, nebot ¢asticové
systémy, které studujeme mohou byt dosti ruznorodé. Srazky mohou probihat
ruznymi mechanismy - ¢astice mohou mit rozlicné vzajemné interakéni potencily,
v zavislosti na hustoté ¢astic mohou srazky probihat relativné ziidka (v pripadé
plynu) nebo naopak neustéle (kapalina). Na druhou stranu, nezavisle na konkré-
tnim mechanismu srdzek mohou byt vysledné makroskopické vlastnosti ruznych
latek dost podobné, jak se brzy ukéaze. Pro tuto chvili ale musime ptijmout urcité
zjednodusujici predpoklady, které nam umozni vyjadrit kolizni operator explicitné

[9]:

e Pouze dvojcasticové interakce - Tato aproximace je dobfe splnéna u
plynu, kde po vétsinu doby castice leti bez interakce s ostatnimi a srazka
trva oproti stfedni volné dobé letu relativné kratkou dobu.

e Molekularni chaos - Rychlosti ¢édstic pred interakci nejsou vzajemné ko-
relovany - opét je dobfe splnéno u plynu.

e Kolize jsou nezavislé na vnéjsi sile - Ucinny prufez pro srazky je vnéjsi
silou ovlivnén pouze zanedbatelné.

Za vyse uvedenych prepokladu lze kolizni operator @) vyjadrit ve formé nasle-
dujiciho integralu [10]:

QUf. f) = / / A — Vi) f(1) — f(@) FVDIVIAQ,  (3.10)

kde o(Q) je diferencidlni uc¢inny prufez dvojéasticové srazky, kterd méni rych-
losti ¢astic {V,vi} na rychlosti {¥,vi'}. Znaceni Q(f, f) je pouzito pro lepsi
korespondenci s literaturou. V textech o Boltzmannové rovnici je () specidlnim
piipadem obecného bilinedrniho integralniho operatoru Q(f,g).

Nyn{ si vS§imnéme dulezité vlastnosti kolizntho operatoru. Necht ¢ = ¢(d) je
funkce, ktera pti vyse zminované kolizi splnuje podminku:

$(V) + o(V1) = o(V') + 6(V1). (3.11)

Takovou funkci nazveme kolizni invariant. Je ziejmé, ze libovolnd linedrni kom-
binace koliznich invariantu je rovnéz kolizni invariant. Lze ukazat [6], ze kazdy
kolizni invariant spliuje vztah:

/ S@)Qf, £)d¥ = 0. (3.12)

P1i skuteéné srazee dvou ¢éstic (prepokladme konzervativni interaként sily) se
zachovava jejich hmotnost, celkovy vektor rychlosti v a energie, ktera je imeérna



v2. Existuje tedy pét zdkladnich koliznich invariantii:

o =1
(¢2,¢37¢4) = (Ul,U2,U3)
g5 = V*

3.3 H-teorém a Boltzmannovo rozdéleni rychlosti

Nyni jiz drzime v rukou kompletni model vyvoje jednoduchého plynu. Porad jde
v8ak o model prilis slozity na to, aby byl v praxi aplikovatelny. Ukazuje se, ze
vypocet kolizniho integralu je dosti naroény. Nicméné jiz na této irovni Boltzmann
dokazal za pomoci vyse uvedenych vlastnosti kolizniho operatoru odvodit velmi
dulezitou obecnou zakonitost, a sice ze nezavisle na poc¢atecni hodnoté rozdélovaci
funkce f spéje takovy plyn do pravé jednoho rovnovazného stavu - Maxwell-
Boltzmannova rozdéleni rychlosti.
Definujeme velicinu H predpisem:

H(t) = / FR ) In f(R,¥,1) d¥ d%. (3.13)

Pro systém N statisticky nezavislych c¢astic je tato veli¢ina az na multiplika-
tivni konstantu rovna termodynamické entropii systému S'

S = —NkH. (3.14)

Zderivujeme (3.13) podle casu:

dH 0
FT a—{(fé, v, 1)1 +1n f(X,V,t)] dX dv. (3.15)
Za clen g—{ dosadime z Boltzmannovy rovnice (3.9) s koliznim operdtorem

(3.10). Po kratkém odvozeni, zalozeném na diskusi o srazkové symetrii kolizntho
operatoru (viz napf [10]), dostavame pro casovou zménu H vztah:

% = % / o (Vo =i (fofi = fo o) [In(fifo) =In(f1 f5)] dVy d¥y dX A2 (3.16)

Protoze vsak plati nerovnost

(b—a)(Ina—1nb) <0 a,b>0, a#b (3.17)
dostavame tvrzeni H-teorému:
dH
— <0 3.18
dt —_ ) ( )

piicem7 rovnost nastava v piipade, ze f(V') f(vi') — f(¥) f(v1) = 0. Logarit-
movanim tohoto vztahu dostavame, ze:

In(f(¥)) + In(f (V1)) = In(f(¥)) + In(f(v1)) (3.19)
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coz znamena, ze v rovnovaze je In(f) kolizni invariant a musi byt tedy ve tvaru
linedrni kombinace elementarnich koliznich invariantu. f tedy musi byt ve tvaru

f:exp(a+l;-x7+cx72) a,c € R,b e R? (3.20)

Nezname konstanty uréime z pozadavku na korespondenci s makroskopickymi
veli¢inami dle (3.4)-(3.6)

3/2
m m N
o= (m) or [_Qk:_T(u - Vﬂ | 20

coz je prave Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni rychlosti ¢astic v plynu.
Zopakujme, ze d je makroskopicka rychlost v daném bodé, zatimco v je mikro-
skopickd rychlost ¢astice. Ukézalo se tedy, Ze z rozumnych ptredpokladu (napf.
dostatecné hladkosti H) spéje stav naseho modelového plynu v ¢ase nendvratné
k urcitému rovnovaznému rozdéleni. Historicky vzbuzovala tato nevratnost nevoli,
protoze vychodiskem naseho postupu byly klasické Newtonovské pohybové zédkony,
které jsou invariantni vuci obraceni chodu ¢asu, kdezto vysledkem jsme dostali
proces, ktery tuto invarianci nespliuje. Ukazuje se, ze pticina ¢asové nevratnosti
lezi v predpokladu molekularniho chaosu, ktery byl pouzit pro odvozeni kolizniho
operatoru [10].

3.4 BGK aproximace kolizniho operatoru

Prestoze byly i pfes velmi obecny tvar kolizniho operatoru (3.10) odvozeny pomér-
né silné vysledky, pro praktické pouziti zustava stale nepouzitelny. Obecné nejvice
uzivanou aproximaci kolizntho operatoru navrhli Bhatnagar, Gross a Krook [2]
jesté v roce 1954. Pokud se ovSem zamyslime nad jeho tvarem, je zfejmé, zZe je to
volba ptirozend a nejspis i nejjednodussi mozna. Potifebujeme totiz naplnit tyto
zakladni pozadavky na kolizni operétor:

e Zachovava kolizni invarianty ve smyslu rovnice (3.12). Alternativné for-
mulovéano, podél trajektorii ve fazovém prostoru jsou zachovany makrosko-
pické veli¢iny témto koliznim invariantum odpovidajici (tedy napt. p,u a
0).

e Kolizni operator postupné ustavuje rovnovazné Maxwell-Boltzmannovo roz-
déleni v duchu H-teorému.

Prirozeny zpusob, jak tyto pozadavky splnit, je nechat lokdlni rozdéleni f
relaxovat k rovnovaznému rozdéleni f(©) se stejnymi makroskopickymi vlastnostmi
jako f. Rychlost relaxace necht je pffimo timérnd vychylce z tohoto rovnovazného
rozdéleni. Relaxace mé tedy exponencidlni charakter a timto zavedeny tzv. BGK
operator ma tvar:

df _

Y _ o Lr 0,
Vo=t 1900, (3.22)
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Veli¢iny p,ud a 6 jsou ziskany vypoctem z f. Veli¢ina 7 je charakteristickym
casem relaxace k rovnovaznému rozdéleni. Ijspéénym aproximovanim kolizniho
operatoru, ktery je nyni snadny na vyhodnoceni v simulaci, jsme kone¢né dospéli
k formulaci rovnice, jejimuz feSeni se nyni budeme az do konce vénovat. Pro
prehlednost ozna¢me F /m=g:

(% +v-grad, +g - gradv) f(X,V,t) = —%(f — f(o))- (3.23)

3.5 Prechod do bezrozmérnych jednotek

Protoze se v pristim postupu budeme vénovat rozkladu rozdéleni f do fady v
Hermitovych polynomech, provedme jesté prechod k bezrozmérnym jednotkém.
Necht 0, resp. mg jsou charakteristickd teplosta resp. jednotkové hmotnost molekul
v systému. Potom ¢y = +/kby/mg lze identifikovat s rychlosti zvuku pii teploté
0y [22]. Preskalujme nyni teplotu 6, rychlosti U a Vv, vzdalenosti [ a casy ¢ do
relativnich jednotek standardné:

~ u
u = — 3.24
Q- (321)

- v
vV = — 3.25
§ = (3.25)

A 0
0 = — 3.26
. (3.20

- l
| = — (3.27)

lo

A t
t = —. (3.28)

to
Charakteristicka vzdalenost [y resp. Cas ty jsou voleny tak, aby ly = cotp.

Ukazuje se, ze Boltzmannova rovnice zustava v tomto skalovani formalné neménna,
pouze s jinym vyjadienim rovnovazného rozdéleni (jiz zobecnéno do d dimenzi)

[22]:
jaN . S\ 92
fO = P exp (—M) : (3.29)
(270)d/2 20
Rychlost zvuku je jednotkova. Notaci se stfiSkou ovSem nadéle vypustime a
vSechny veli¢iny v dalsim vykladu jednodusSe povazujeme za bezrozmérné.
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Kapitola 4

Hydrodynamicka limita
Boltzmannovy rovnice

4.1 Obecné zakony zachovani

V dalsi ¢asti budeme diskutovat korespondenci Boltzmannovy rovnice s makro-
skopickym chovanim, popsanym klasickymi rovnicemi mechaniky tekutin. Prvnim
krokem bude odvozeni obecnych zakonu zachovani. Ukazeme, ze v ptipadné vhodné
definice makroskopickych veli¢in (napf. tenzoru napéti, tepelného toku apod.)
dostaneme rovnice formalné shodné s témi v kapitole 2. Nasleduji pouze hlavni
body postupu, podrobné odvozeni je k nalezeni tieba v [10].

Méjme pozorovatelnou veli¢inu A(X, v, t). Pro fixni bod X a ¢as t je jeji prumérnd
hodnota vzhledem k rychlostnimu podprostoru definovana takto:

L1 .
Mﬂxw_p/Aﬂi. (4.1)

rychlost d v daném bodé:
o) = [rav=p (42)
plv) = /vif dv = pu; (4.3)

Definujme nyni novou mikroskopickou rychlost €, vztazenou vuci lokalni ma-
kroskopické rychlosti u:
¢(V,X,t) = v —u(x,t). (4.4)

V této nové vztazné soustaveé je z rovnice (3.6) odstranén clen odpovidajici
kinetické energii:

Piey=t [@rag=pe=?
2<c>—2 cfdv_pe—2p9. (4.5)

Posledni rovnost plyne z ekviparti¢cniho teorému.
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Pro odvozeni obecného zakonu zachovani vyjdeme z Boltzmannovy rovnice
(3.9), pricemz ani nepotiebujeme BGK aproximaci. Rovnici prendsobime veli¢inou
A a zintegrujeme ptes rychlostni podprostor. Dostavame:

J ., 0 " 0A ~ o B
E/Af dv + 8@/Avif dv_/&xivif dv—i—/avi(Agif) dv
0A . dgi . . )

_/(%igz’f dv—/Aanf dv = /AQ(f, f) dv. (4.6)

Ctvrty clen na levé strané je nulovy, protoze f — 0 pro || — co. Pro jednodu-
chost uvazujme silu nezavislou na mikroskopické rychlosti ¢astic, coz nam do-
voluje polozit roven nule rovnéz posledni ¢len na levé strané. Prepsan v symbolice
sttednich hodnot a diferencidlnich operdtoru presel predesly vztah do tvaru:

0

(0 (A)) + div (p(FA)) — p (¥ grad, A) — p (g gvad, A) = / AQUf, f) d¥.

(4.7)

Nyni za A dosadime veli¢iny, které se zachovavaji pii kolizich (tedy kolizni
invarianty). Clen na pravé strané je nulovy diky vztahu (3.12) a dostaneme tak
postupné vSechny zakony zachovani. Pro A = 1 mame okamzité rovnici kontinuity:

dp ) o
a5 + div (pu) = 0. (4.8)

Pro A = v dostavame zdkon zachovani hybnosti:

%‘1 +div (¥ © V) = pg. (4.9)

Zadefinujeme-li tenzor napéti T mikroskopicky vztahem

T = —/6@ cfdc, (4.10)
prejde predchozi rovnice do spravného formélniho tvaru:
Opu +div (pd ® °) — div T = pg. (4.11)

Ze stopy tenzoru napéti muzeme pomoci vztahu (4.5) a ekviparti¢niho teorému
odvodit vztah pro tlak:

Ty 2pe
=2 =0 — 0. 4.12
p=—F= =0 (4.12)
Nakonec dosadime tieti kolizn{ invariant A = v?/2. Dostaneme tak zdkon
zachovani energie.
0 1 1
5 (pe + §pﬁ2> + div <§\7‘2\7> =0. (4.13)
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Pokud definujeme mikroskopicky tepelny tok takto
=g [ cc dc, (4.14)

prejde i rovnice pro energii do znamého tvaru:

% (pe + %,0112) + div {ﬁ (pe + %pﬁQ) + Tu+ (i] =0. (4.15)

Dostali jsme tak formalné shodné zakony zachovani s témi uvedenymi v kapi-
tole 2. Hydrodynamicka limita bude odvozena az ve chvili, kdy budeme schopni
néco tici o tvaru reseni Boltzmannovy rovnice, tedy rozdélovaci funkci f. Teprve
tehdy, az bude znamo feseni f v fe¢i makroskopickych veli¢in (konstituéni vztahy),
bude mozné jej do téchto zdkonu zachovani dosadit a ovérit, jestli je vysledkem
korektni hydrodynamické limitni chovani.

V prvnim pftiblizeni 1ze feSeni Boltzmannovy rovnice odhadnout rovnovaznym
rozdélenim f = f©. A skuteéné, dosadime-li do zdkont zachovani rovnovazné
rozdéleni, dostaneme jako vysledek Eulerovy rovnice. Protoze vSak v dalsim pos-
tupu pottebujeme zavést rozklad funkce f do baze Hermitovych polynomiu, za-
vedme nejprve formalismus tohoto rozkladu a pfechod k Eulerovym rovnicim
provedme az v ném. S vyhodou totiZ upotiebime rozlicné mezivysledky, které
nam potom usnadni praci pii prechodu k Navierovym-Stokesovym rovnicim.

4.2 Projekce Boltzmannovy rovnice do baze
Hermitovych polynomtu

Ze vztahu (3.4) - (3.6) vidime, ze makroskopické veliciny lze spocitat jako mo-
menty rozdélovaci funkce f. Jak je popsdno v Dodatku A, je velice vyhodné
reprezentovat tuto rozdélovaci funkci pomoci rozkladu do baze Hermitovych poly-
nomi, protoze jednotlivé momenty které nds zajimaji, jsou bud pifmo rovny ko-
eficientum rozkladu, nebo jsou jejich jednoduchou linearni kombinaci. To s se-
bou nese dvé zasadni pozitiva. Pfedné, vyuzitim vhodnych identit, které plati
pro Hermitovy polynomy, muzeme provést projekci Boltzmannovy rovnice, ktera
potom pfejde na parcidlni diferencialni rovnici pro jednotlivé koeficienty. Ukaze
se, Ze tyto rovnice jsou korektni rovnice makroskopické mechaniky tekutin (Eu-
lerovy, pozdéji i Navierovy-Stokesovy). Druhym pozitivem je fakt, ze po rozlozeni
do této baze muzeme ¢leny od néjakého zvoleného N-tého fadu odstranit, aniz
bychom ztratili informaci o prvnich N koeficientech a z nich odvozenych mo-
mentech (na kterych zavisi makroskopickd dynamika). Tim se vsak z f stane
funkce z konecnedimenziondlniho prostoru, ktera je reprezentovatelna konecnym
mnozstvim hodnot. To bude vychozim bodem pro diskretizaci Boltzmannovy
rovnice.

Vénujme se tedy nejprve prvnimu kroku, a sice projekci Boltzmannovy rovnice
do béze Hermitovych polynomu. Pouzijeme rovnici (3.23) s BGK aproximaci
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kolizniho operdtoru, prenasobime ji hermitovym polynomem ng) a integrujeme
pres rychlostni podprostor. Cleny na levé strané postupné rozbereme:

9y HY dv +/ 8ng"> d\7’+/ of dvz—l/(f—f@)ﬂfg) dv.

ot 'Oz, " O T
(4.16)
Integrace prvniho ¢lenu je trivialni:
0 f )
o H . 4.1
i =g [ 1 (1

V druhém ¢lenu vyuzijeme identit (8.26) a (8.27). Pro zjednoduseni zapisu je
také vyuzito znaceni (8.28):

[ = i

/(HE?D +HYf AV = ( el ). (4.18)

0
N 0$Z a377,
V tretim ¢lenu nejprve pomoci Greenovy identity presuneme parcialni derivaci

podle v; z funkce f na Hermituv polynom. Povrchovy integrél je bezpecné nulovy,
nebot f — 0 pro |v| — oo:

o 2 H oHy 0} 49 = g,
(9 dv / To, fdv = gZ/H fdv=—gia.. 7. (4.19)

Zprojektovana Boltzmannova rovnice s BGK aproximaci tedy prejde v parcialni
diferencialni rovnici mezi jednotlivymi koeficienty rozkladu:

0 (n) 0 (n+1) (n—1) (n 1) / n)
tla +axl(m +tag;, )= giag; = (f — fOYHD dv.  (4.20)

4.3 Limita Eulerovych rovnic

Jak jiz bylo feceno, pro odvozeni Eulerovych rovnic staci polozit f = f(©). Spoéci-
tejme tedy pro zacatek koeficienty () v Hermitové rozkladu, definované vztahem

(viz Dodatek A):
/ 7O (4.21)

Tyto koeficienty do ¢tvrtého tadu jsou [16]:
400 _

dO0
L0

Ay pU;U; + p(e - 1)5ij

p

aE?,lELI) = PUU;URU + ,0(6 — 1)2(5ij5kl + 6ik5jl + 5il6jk)
p(8 — 1)(d;upwy + dipujuy + dyujuy
dikuiwy + djuuy + dguiu;) (4.26)

—- -
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Takto uvedené koeficienty v [16] jsou sice plné vyjadiené, nicméné vyéislit
piislusné Gaussovské integraly je pomérné pracné. Alternativni metoda vypoctu
vyuziva toho, ze je Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni separabilni do jednotli-
vych proménnych, stejné jako hermitovy polynomy (viz Dodatek A) (8.11).

<1 (v; — uy)?
0) _ ex (_;> 4.97
fO=p 11 57 P T (4.27)
Vztah pro vypocet koeficientu potom pirejde do tvaru:

d 9 d
(0)(n) _ H i) L ( (vi — wi) ) _ ~ (c(i,d))
ax = H exp| ——— | dvy; = | | a . 4.28

Symbolem @™ jsme oznaéili piislusny ”jednorozmérny”koeficient. Staci tedy
vycislit jeden Gaussovsky integrél pro kazdy rad polynomu:

a® =1 (4.29)
aV o= (4.30)
a® = w+o-1 (4.31)
a® = ud 4 3u(0—1) (4.32)
a® = w430 -1)%+6u30—1) (4.33)

Ted uZ ovsem pokracujeme dal v projekci. Dosadime rovnovazné koeficienty
do rovnice (4.20). Kolizni operator na pravé strané rovnice je nulovy. Pro n = 0
dostdvame okamzité rovnici kontinuity (koeficienty fadu n—1 jsou nulové, protoze
odpovidaji nulovému polynomu). Rovnice nechdme v zapisu po slozkach, aby byla
patrna korespondence s predchozimi obecnymi projekénimi vztahy:

0 0

5 + oz, (pu;) = 0. (4.34)
Pro n =1 dostavame:
0 0
5 (Ps) + 5 (puivy + p(0 = 1)0i; + pdij) — pgidi; = 0 (4.35)
0 0 0
—(pu;) + -—(puiv;) = pg; + -—(—pb). (4.36)
ot I 8@ J J 8$]‘

V piipadé n = 2 spocéitame 1/2 stopy vysledku. Diagonélni ¢len (index j je
volny, nescitd se pres néj) ma tvar:

0 0

(4.37)
Sec¢teme tyto diagondlni ¢leny a vyndsobime je 1/2:
o1 , d d 0 1 ., d d B
En (5011 +5p0 - 5/)) + o |:uz (5011 +5p0 - 50)} = puig;  (4.38)
oF d(0dp Opu; 0
= 2 ZE | w(E — UG 4
i (at e ) e, (uz( +p9)> puigi  (4.39)
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Druhy clen je nulovy diky rovnici kontinuity. Ostatni cleny utvoii pozadovany
vztah pro zachovani energie:

OE 0 0
En + 8_%(UZE) = pu;g; + a—xi(—uipe)' (4.40)
Tuto rovnici lze také napsat ve tvaru bez energie E a vnéjsi sily g [16]:
0 d+2

Dospéli jsme tedy k Eulerovym rovnicim pro stlacitelnou neviskézni tekutinu.
Fyzikalni intepretace by mohla byt nasledujici: Pokud se stav tekutiny v case
vyviji tak, ze v kazdém bodé a okamziku je lokalni rozdéleni castic Maxwell-
Boltzmannovo, splinuje tekutina z makroskopického hlediska Eulerovy rovnice.

4.4 Chapmanuv-Enskoguv rozvoj

Abychom nakonec vnesli do modelu tekutiny také transportni vlastnosti jako je
viskozita a tepelna vodivost, musime predpoklddat odchylky rozdélovaci funkce f
od rovnovazného rozdéleni. Pro provedeni hydrodynamické limity je tieba formalné
oddeélit procesy probihajici na ruznych prostorovych a casovych skalach. Tento
postup vyvinuli v sedmdesétych letech Chapman, Cowling a Enskog [5]. Analog-
icky jako v poruchové teorii rozvijime rozdélovaci funkci f do postupnych radu
perturbace (postup také viz [22]):

F=fO+ KW 4 K2 4 (4.42)

kde perturba¢ni parametr K je tzv. Knudsenovo ¢islo, definované predpisem
K =1/L, kde [ je stiedni volna drdha ¢astic plynu a L charakteristicky rozmeér
systému. Neperturbovany élen £ je samoziejmé roven rovnovaznému (v nasem
pifpadé zatim Maxwell-Boltzmannovu) rozdéleni f(©). Analogickym zpiisobem
rozvineme casovou derivaci, pro oddéleni procesu probihajicich na ruznych ¢asovych
skalach: 5 50 50

2
E‘Kﬁ +K§ +... (4.43)

U derivace podle soufadnic a rychlosti vystacime s jedinym ¢lenem, a sice
grad (.) = K grad(.). Je tfeba podotknout, ze parametr K slouzi jen jako cisté
formalni ,znacka“, diky které muzeme v dalsim postupu odlisit ¢leny ruznych
radu. Diky oznackovani a vazbé na Knudsenovo ¢islo muzeme sledovat relativni
dulezitost jednotlivych ¢lenu v dané fyzikalni situaci a tak se kvalifikované rozhod-
nout, jaky fad poruchy jesté zahrnout. Na konci vSech ivah musime opét formalné
polozit K = 1. Ve skutecnosti je tfeba interpretovat rovnici (4.42) takto:

f(l) — O(K) (4.45)
P = O(K?) (4.46)
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Tedy, dosadime li tento formalni rozvoj do rovnice (3.23) a porovname-li ¢leny
stejného tadu, dostaneme nésledujici rekurentni relaci [22]:

fERD = (Z 5 m 4 ¥ .grad, f® +g- gradvf(k)). (4.47)

Uvazovanim poruchového rozvoje do ruznych tadu potom dostavame ruzné
urovné hydrodynamiky. V predchozi sekci nebyla uvazovana zadna perturbace (t;j.
yhulty“ tad) a vysledkem byly Eulerovy rovnice. Pfi uvazovéni poruchy prvniho
rfadu dostaneme Navierovy-Stokesovy rovnice. Pti uvazovani vyssich radu potom
muzeme dospét az k Burnettovym rovnicim (druhy téd) nebo az k tzv. Super-
Burnettovym rovnicim (tfeti fad). Nam vsak sta¢i zminény prvni fad, a tedy
prvni netrivialni instance predchozi rekurentni relace:

fO=—r (% +v-grad, +¢g - gfadu> F. (4.48)

Tuto relaci opét promitneme do Hermitovy béze (prendsobenim Hermitovym
polynomem a integraci pres rychlostni podprostor) podle stejného navodu jako
v sekci 4.2, dostaneme tak predpis pro vypocet koeficientu rozkladu perturbace
prvniho fadu:

n a n 8 n n— n—
o) < (D D 4 a0 a0

Koeficient ag)(") je dén rozkladem rozdéleni f(V) zcela standardné:

= / FOHD av. (4.50)

Névod, jak dopocitat tyto nerovnovazné koeficienty dava [16]. PrepiSeme ¢aso-

(0)(n)

vou derivaci a; " pomoci derivaci podle zachovavajicich se velicin, tedy p, j = pu

a e = pe:
0al"  9aY"M 0p 94" 05 94" 9e

ot dp ot o] ot de Ot

(4.51)

Casové derivace jiz mame napocitany z nultého radu poruchového rozvoje ve

vztazich (4.34), (4.36) a (4.40).

9400 aOm
%a = Ya (— div (pﬁ))

ot ap
PROLY
+ 37 (pg — div (pfI + pu ® ﬁ))
J
(0)(n)
+ 8@58 (ﬁ - grad (pf)— (%) div (pQﬁ)) (4.52)
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Nyni potifebujeme vyjadrit derivace rovnovaznych koeficientt. Koeficienty po-
vazujeme za funkce ¢isté zachovanych veli¢in. Vzhledem k derivovani budeme k
témto velicinam pristupovat jako k nezavislym proménnym. Musime si je tedy
pomoci téchto proménnych vyjadiit (budeme potiebovat pouze do tretiho radu):

400 _
1

= p
o0 =
a

p

a: .
ijk
p

0@ _ Jdi gy 2y

d

0)(3 JiJjJk 2e ; ' ]
03 _ J2 + (d_p — 1) (045K + Oirdj + Ojnji)

Prislusné derivace potom jsou:

20O

dp
PWOICH

dp
9a®®
dp
(0)(3)
aaijk
dp
9a((0)
o]
PWOIC
dji
a0
o]
0)(3
aagj,ff )

dJi

(0)(3)
da, ik

Oe

—uiuj — (5@‘

—2uiujuk — 9((5”uk + §ikuj + (5Jkuz)

Oyt
§iluj + (5]'1162'

Uiuj'ak;l + Uiuk5jl + ujuk5iz

(0 — 1)(0ij0k1 + 0ir0j1 + §ix04)

aa(o)(l)
Oe

=0

R
2

d(éz]uk + 5ikuj + (S]kul)

(4.53)
(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)
(4.58)
(4.59)
(4.60)
(4.61)
(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)
(4.66)

(4.67)

Nyni jiz muzeme dosadit ve vySe uvedené do rovnice (5.11) a spocitat ne-

(1)(n)

—
a

rovnovazné koeficienty a

. Postup je to vsak velmi pracny, zejména v piipadé

koeficientu tretiho radu. Bude nicméné podrobné proveden v dalsi sekei, kde bude
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odvozen nenewtonovsky model s nastavitelnou viskozitou. Zde uvedeme pouze
vysledky [16]:

JDO — OO (4.68)
az(;)(Q) = —7piA; (4.69)
aS-;l(?’) = —7p0(Ajjup + Niguy + Ajru;)
oo 00 00
) ) 4+ 00— 4.
+<”ak+ zkaj ]kax) (4.70)
kde

AU N 8xj + 8%2 C_Z@l’k(sw (471)

Nyni jiz mame zcela vycéisleny rovnovazné i nerovnovazné koeficienty rozdélo-

vaci funkce f, kterou jsme perturbovali malou odchylkou. Koneéné se tedy muzeme

vratit k obecnym zdkonim zachovani odvozenym v sekci 4.1 a spocitat konkrétni

tvar tenzoru napéti T a vektoru tepelného toku . Podobné jako rozdéleni f, maji
tyto veli¢iny svou rovnovaznou a nerovnovaznou cast:

T = TO 41O (4.72)
q = q9+q" (4.73)

Nyni je postupné vyjadiime pomoci koeficienti a. Nejprve tenzor napéti defi-
novany vztahem (4.10):

Tz'(jn) - /(Uz —u;)(v; — uj)f(”) dv = — /(’Uz”Uj — Uiv; — Vil + Uiuj)f(") dv =

= — /(HEQ) + 6IJH(O) - UjHl(l) - qugl) + UZUJH(O))f(n) d\_f) =

= ( (M@ 4 %a ©) _ ujagn)(l) — ;a4 uiuja(")(o)) (4.74)
Po dosazeni prislusnych koeficientu dostavame:
Y = p— 05, (4.75)
T = TphA,; (4.76)

Analogicky vyjadiime tepelny tok q (index i je volny, pres j se sCitd):

n 1 n) e
@ = 5/(Ui—ui)(vj—uj)2f()dvz

1 (3) @) @ | 2gg()
+2uuHY — (w4 (d+ 2)u,) HO) f™ dv =

= az(;?(g’) — 2u;jay;

+2uu a §n)(1) (uu? + (d+ 2)u;)a™® (4.77)

0D DD |20 |

l
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Opét po dosazeni jsou vysledkem:

¢ =0 (4.78)

o d+2\ 09
S Tp9< 5 ) oz (4.79)

Vidime tedy, ze pro proudéni s malym Knudsenovym ¢islem spliuje feseni f
Boltzmannovy rovnice, také Navierovy-Stokesovy rovnice s tlakem p, dynamickou
viskozitou u, objemovou viskozitou A a koeficientem tepelné vodivosti k zadanymi
nasledovné:

p = pb (4.80)
= T1pb (4.81)
- Sme (4.82)

ko= (df)me (4.83)

4.5 Zjednoduseni rovnovazného rozdéleni

7 ptredchoziho postupu je zcela ziejmé, ze na hydrodynamické chovani tekutiny ve
smyslu Navierovych-Stokesovych rovnic maji vliv pouze koeficienty do ¢tvrtého
rfadu rozvoje do Hermitovych polynomu. Pro simulacni potieby tedy muzeme
prebytecné koeficienty (obecné od N-tého téadu) odstranit:

N

fO = w(v Z QgD (3) (4.84)

:O

Timto krokem jsme provedli restrikci funce f do koneé¢nédimenzionalniho pod-
prostoru. Jak jiz bylo feceno, tohoto faktu vyhodné vyuzijeme jak pfti diskretizaci,
tak pfi reprezentaci funkce f v konkrétni numerické implementaci. Protoze vsak
pamétova a vypocetni ndrocénost pro vétsi N velice rychle roste, muzeme uvazovat
jesté nad rémec dan)’f korektnim hydrodynamickym chovém’m pro N = 4. Pokud
nicméné se ukazuje, ze pro Jednodus:31 aplikace je toto stale plné dostaCUchl.
Konkrétné, pro N = 3 jiz neni spravné dodrzen konstitutivni vztah pro te-
pelny tok g a tedy lze tuto aproximaci pouzit pouze pro simulaci izoterméalniho
stlacitelného proudéni (podrobné provedeno [16]). Neni to vsak tak, ze vzniklé nu-
merické schéma presné dodrzuje izotermii. Simulované proudéni musi byt takového
charakteru, aby v ném tepelna vyména nehrala zasadni roli. Potom bude simulace
korektni.

Nejvétsim rozumnym zjednodusSenim je situace pii N = 2, tedy zanechani
¢lenu pouze do druhého fadu rozvoje. V takovém ptipadé simuluje lattice Boltz-
mannova metoda vérné pouze proudéni izotermalni nestlacitelné. Tento piipad
bude diskutovan v pristi kapitole, kdy v této aproximaci zavedeme nenewtonovsky
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model a podrobné prozkoumame jeho vlastnosti véetné odchylek od stlacitelnosti
a podminek, za kterych budou zanedbatelné.

Uvedme zde pro tplnost tvar rovnovazného rozdéleni pro N = 2. Protoze
se jedna o izoterméalni ptripad, muzeme si zvolit § = 1, zjednodusi se tak tvar
nékterych koeficientu:

1
f(o) = w(V) <a(0)(O)H(O)(x7)+a§0)(1)H(1)(\?)+§a(°)<2)H(2)(‘7)) _

% i i
(

#) (4.85)

<l

= w(\7)p(1—|—\7-ﬁ+

4.6 Skalovani rychlosti

Pti odvozovani diskretizace Boltzmannovy rovnice narazime na potiebu pireskalo-
vat vSechny rychlosti v systému faktorem 1/c?, ktery bude vyplyvat z pouzitého
mnozstvi diskrétnich rychlosti. Rozebereme zatim dusledky, které z takového
skalovani plynou pro rozklad do baze Hermitovych polynomi jesté ted, ve spo-
jitém piipadé. V dodatku A jsou uvedeny zmeény, které z ptreskalovani plynou
pro Hermitovy polynomy jako takové a pro projekéni vztahy jim prislusejici. Na
strané Boltzmannovy rovnice musime pouzit modifikovanou verzi rovnovazného
rozdéleni. Koeficient ¢, se podruhé objevi ve faktoru pred exponencidlou kvuli
zachovani normy:

o__p ( @=v)?
! (270c2)d/2 exp( 202 ’ (4.86)

Za zminku stoji skutecnost, ze skalovani obecné neprobiha jen kvuli korektni
diskretizaci. V aplikacich lattice Boltzmannovy metody, kde zélezi na hodnoté
rychlosti zvuku se skéluje pomoci konstanty ¢,. = csc (napt. [25]), kde ¢ je fyzikdlni
rychlost zvuku v daném prostiedi (le¢, stale vyjadiena v relativnich jednotkach).
V nasem piipadé je vSak konkrétni hodnota rychlosti zvuku irelevantni, proto
mame ¢ = 1 a zustava Skalovaci konstanta ¢, pevné dand typem diskretizace.
Nicméné stéle je to hodnota v jistém smyslu odrazejici rychlost zvuku, presnéji,
rychlost §ffeni informace vypocetni siti. Informace mezi sitovymi body se totiz

vvvvvv

i vice, nicméné porad stejné).

23



Promitneme-li ptfeskalované rovnovazné rozdéleni do upravené sady Hermi-
tovych polynomu, dostaneme lehce odlisné koeficienty:

a0 — (4.87)
i = pu (4.88)
ag?)‘?) = puguj + cp( — 1)6; (4.89)
Ag?,)g(S) = puu;uy + p(0 — 1)(s5up + Sy + 0j5u;) (4.90)
dg?,lg‘l) = pugujupuy + cap(0 — 1)*(0:;0m + Sixdj1 + 6udjx)

+ 2p(f — 1) (55urw + Oipujug + Syujuy,

+  djpuiug + djuug + Oguiug) (4.91)

V dalsim postupu nés bude vsak zajimat praveé izotermélni (6 = 1) nestlacitelny
(N = 2) pripad. Rovnovazné rozdéleni jemu odpovidajici je:

70 = ) (dOVROE) + S V) + PR ) -

02 ? 204 ) )
o(v) ERAL AL (4.92)
= wl\V - = . .
P 2 2c¢4 2¢2

4.7 Clen objemové sily

Nakonec se zabyvejme ¢lenem g - grad, f Boltzmannovy rovnice. V§imnéme si,
ze kdyz jsme v Chapmanové-Enskogoveé rozvoje tento clen projektovali do Hermi-
tovské baze, dostavali jsme diky absenci prostorové derivace pouze Clen imeérny
koeficientum a hermitovského rozvoje. Muzeme tedy v podstaté zavést rozvoj
tohoto ¢lenu do baze zcela standardné:

F = —g-grad, f (4.93)
= 1 n TL
o Z n_ FRe (4.94)

n=0

Jednotlivé koeficienty dostaneme standardni projekei, pficemz diky projekénimu
vztahu (4.19) je muzeme zapsat rovnou vyjadiené pomoci koeficientu a:

FP" = gal) Y. (4.95)

Jak jiz bylo mnohokrat naznaceno, v dalsim postupu nas bude zajimat prede-
v§im rozvoj do druhého fadu v Hermitovych polynomech. Pro nulty fad pertur-
bace jsou tyto koeficienty:

FOWO — o (4.96)
FO® o (4.97)
FZ-(]Q)(Z) = —plgiu; + gjui) (4.98)
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Nerovnovazné koeficienty aM(© spolu s aM™® jsou nulové diky zachovani hmot-
nosti a hybnosti (4.68). Proto, pokud pracujeme pouze v druhém fddu Hermi-
tovského rozvoje, je F' = F©) Explicitni tvar F véetné pifslusnych hermitovych
polynomu je [16]:

—

F=w@)p—d— (v 0V g (4.99)

Jeho preskédlovand verze potom:

g (4.100)
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Kapitola 5

Modifikace pro zobecnénou
newtonovskou kapalinu

5.1 Mozné pristupy

Hlavnim predpokladem pro pouziti lattice Boltzmannovy metody pro zobecnéné
newtonovské tekutiny je fakt, ze simulace probiha na relativné jemné regularni siti
a vSechny vypocty jsou naprosto lokalni (v zdkladni varianté). V kazdém bodu sité
se v kazdém casovém kroku provadi dprava rozdéleni rychlosti podle zvoleného
kolizniho operatoru. A pravé dpravou tvaru kolizniho operatoru v jednotlivych
sifovych bodech lze dosdhnout riiznych vlastnosti tekutiny v riiznych mistech. Pro
piipad zobecnénych newtonovskych tekutin bude cilem pridélit kazdému sitovému
bodu individualni hodnotu viskozity, zavislou na zvoleném nenewtonovském mod-
elu.

Jednim z cilu této prace bylo prozkoumat moznosti tpravy kolizniho operatoru
na zakladé ivah o mikroskopické struktute a fyzikalnim chovani nenewtonovskych
tekutin. Pokud vsak za¢neme studovat fyzikalni tivahy vedouci k definici kolizniho
operatoru v Boltzmannoveé tvaru, zjistime ze predpoklady uc¢inéné v tomto procesu
odpovidaji dokonce pouze fidkym plynum. Jak vsak jiz bylo odvozeno v predchozi
kapitole, limitnim procesem dostavame zcela obecné Navierovy-Stokesovy rovnice,
platné pro tekutiny bez rozdilu hustoty. Z vyse uvedeného vyplyva, ze nékde v
predchozim postupu byl ué¢inén krok, ktery neni pouze pokracovanim ptredeslého,
které dédi vSechny ucinéné predpoklady, nybrz jistym zobecnénim. Ukazuje se,
ze timto krokem je pravdépodobné BGK aproximace kolizniho operatoru. Tato
aproximace je totiz zalozena na dvou pomeérné obecnych predpokladech [24]:

e Kolizni dynamika vykazuje pritomnost lokalniho atraktoru (rovnovahy)

e Pii malych odchylkach z této rovnovahy je kolizni dynamika popsatelna jako
jednoduchy exponencidlni relaxa¢ni proces smérem k rovnovaze

Prvni predpoklad je splnén pro systémy vykazujici mikroskopické kolizni in-
varianty. Druhy predpoklad je velice rozumny pro libovolny systém zalozeny na
kratkodosahovych interakeich [24].
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7 vyse uvedeného je tedy patrné, ze v soucasnosti probiha vyzkum dokonce
v oblasti postupu propojujictho mikroskopickou dynamiku obycejnych hustych
tekutin, s LBGK rovnici (viz napi [17]). Pokus budovat toto spojeni smérem od
mikroskopické dynamiky nenewtonovskych systému je tedy béhem na daleko delsi
trat.

Zaver z této kratké uvahy je tedy ten, ze prozatim rezignujeme na studium
tohoto hlubsiho fyzikalntho propojeni a budeme chéapat LBGK rovnici, resp. lat-
tice Boltzmannovu metodu cisté jako alternativni nastroj - schéma pro feSeni
jisté tiidy parcidlnich diferencidlnich rovnic. K dispozici mame rozumné metody
provadéjici limitni proces od LBGK k témto rovnicim a tedy muzeme zkoumat,
jaké zmény v LBGK provést, abychom ftesili tilohu, kterou aktualné tesit potie-
bujeme.

Pro lokalni zménu viskozity tedy provadime cisté ad hoc zménu BGK kolizniho
operatoru. Uvedeme dva hlavni sméry, kterymi se vyvoj v této oblasti zabyva.
Nicméné tento vycet rozhodné neni zcela vycerpavajici a uplny. Velice obsahlou
a aktudlni praci podavajici podrobny vycet dosavadniho vyvoje na poli aplikace
lattice Boltzmannovy metody na nenewtonovské tekutiny je [19], kde jsou uvedeny
i mnohé vysledky z jinych modelti, nez jsou zobecnéné newtonovskeé.

Variace relaxacniho parametru 7

Prvni nejvice rozsitena moznost lokalni adaptace viskozity se nabizi pti pohledu
na BGK operator témér sama. Vidime, ze mame k dispozici jeden nastavitelny
parametr, a sice relaxacni ¢as 7 ktery, jak je ziejmé z predeslé kapitoly, piimo
ovliviiuje hodnotu viskozity dle vztahu (4.80). Tento piistup je hojné rozsiten a
zabyvé se jim celd tada praci (napt. [16][3][7][21][20] a dalsi). Dokonce mé svou
analogii i v pfipadé uziti tzv. MRT (multiple relaxation time) modelu, kdy je BGK
operator upraven tak, aby relaxoval riuzné c¢asti rychlostniho rozdéleni s ruznymi
hodnotami parametru 7 [4].

Tento model vsak nebude v této praci dale rozebirdn, nebot by bylo dobré
vénovat pozornost alternativni varianté, kterd poskytuje vétsi stabilitu simulace
a jednodussi numerické schéma.

Variace rovnovazného rozdéleni

7, duvodu, které budou podrobné objasnény pozdéji u prilezitosti zavedeni kon-
krétnitho numerického schématu se ukazuje, ze je velice vyhodné v lattice Boltz-
mannovské simulaci volit pevnou hodnotu 7 = 1. Tak ale ztracime kontrolu nad
viskozitou prostiedky predchozi metody. Resenim je zména toho posledniho, co
zbylo v BGK operatoru, a sice rovnovazného rozdéleni. Naplno se zde projevuje
zminovany ad hoc ptistup, protoze nebudeme vychézet z fyzikalni motivace.
Zminovana metoda byla pravdépodobné poprvé navrzena v préci [11] a déle
numericky testovéana v préci [26]. Spoletné uvadéji tvar rovnovazného rozdélent,
v ktérém je jasné identifikovatelny ¢len shodny s vazkou casti tenzoru napéti.
Parametr A je volné nastavitelny a jak je zfejmé, jedna se o rozdéleni druhého

27



fadu v Hermitovych polynomech, tedy pro nestlacitelnou izotermalni tekutinu. Je
vyhodnéjsi uzit zapis ve slozkach:

Wi | VUL U Ou;  Ou;
FO — () | Vit | ViU Ui +A< Ui u])v,-vj]. (5.1)

2 4 2 . .
c? 2ct 2c2 Or;  Ox;

Ve zminénych pracich je uveden vyraz pro dynamickou viskozitu zavisly na
konstanté A s odkazy, ze je mozné k nému dospét aplikaci asymptotické teorie.
Konkrétni provedeni tohoto postupu vsak neni k nalezeni a odkazovana literatura
pojednava pouze o obecnych asymptotickych postupech, které jsou zalozeny pouze
piislusny vyraz pomoci jiz predvedené metody projekce do Hermitovy baze, ktera
celou asymptotickou teorii stavi na solidnéjsi matematické zaklady. Zaroven také
odvodime konkrétni chybové ¢leny, které v tomto pripadé vznikaji a jejichz velikost
je tfeba mit pfi simulaci pod kontrolou, aby byly obdrzeny spravné vysledky.
Uvedeny postup viceméné adaptuje vysledky kapitoly 4 pro tento specidlni piipad.
Vzhledem k tomu, ze byla vétsina potifebnych vztahu jiz odvozena, bude tento
postup z teoretického hlediska relativné rychly a piimocary, byt lehce pracny.

Velice podobny vysledek, nicméné zcela odliSnym postupem, je dosazen v praci
[8]. Velice zajimavé rovnovazné rozdéleni dévé také prace [23]. Toto rovnovazné
rozdéleni umoznuje regulovat jak viskozitu, tak tepelnou vodivost a bylo by jisté
velice zajimavé aplikovat asymptotickou teorii i na néj. Je vSak relativné dost
komplikované a rozklad do Hermitovych polynomu az ¢tvrtého radu velice pracny.
Bohuzel tedy zustalo mimo moznosti této prace se timto problémem zabyvat,
nicméné je to jisté zajimavy namét k dalsimu vyzkumu.

5.2 Hydrodynamicka limita zobecnéného

newtonovského modelu

Predtim nez limitni postup provedeme, ovsem rozdéleni (5.1) modifikujeme. Du-
vody budou hned zfejmé.

o Vil VU WU Ui ou;  Ou,
f(O) — 'LU(V)p 1+ + J J <8x -+ ax]) (’Ui'l)j — Cgélj):| . (52)
J 7

c? 2cd 2c2

Prvnim krokem limitniho procesu je totiz, jako vzdy, projekce tohoto rovnovaz-
ného rozdéleni do Hermitovy baze. Samoziejmé, projekce jeho prvni ¢asti je nam
jiz zndma a klicova je pro nas ptridand ¢ast. Od té se ocekava, ze bude prispivat
do koeficientu druhého Fadu, nicméné kdybychom provedli projekei (5.1) rovnou,
dostaneme v koeficientu nultého fadu nezadouci clen:

ou;
00 — H(1+24222 ). 5.3
00— p(1+2425% ) (5.3

Tento ¢len je sice umérny divergenci rychlosti, kterd by méla byt v nasem
ocekdavaném pouziti na nestlacitelné tekutiny nulova, je vsak tfeba mit na paméti,
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7e simulovana tekutina potad lehce stlacitelnd bude (byt bude tato stlacitelnost
simulovdna nepfesné), a je nas ukol zajistit takovy rezim proudéni, v kterém
stlacitelnost nehraje roli. Nakonec ¢astecneé i pro eleganci postupu nahradime ¢len
v;v; plnym Hermitovym polynomem druhého rédu.

Rozklad upraveného rozdéleni (5.2) do hermitovy béaze tedy je:

00 — (5.4)
dO0 _
al"® = pu; + 24pctS;;

kde jsme pro prehlednost a odstranéni prebytecného faktoru 2 zavedli znaceni

J 7

Nyni muzeme provést projekei kompletni Boltzmannovy rovnice v nultém radu
Chapmanova-Enskogova rozvoje. Vzhledem k pouziti skalovanych polynomu vsak
musimé upravit projekéni vztah (4.20) s ohledem na identitu (8.45) takto (ptibyl
faktor c2):

O ), 0 1) | 2.(n-1) . (n—1)
g + oz, (a5~ +Csag; ) — gi ag; = =0. (5.8)
Pro n = 0 dostavame okamzité rovnici kontinuity:
dp
— i) = 0. 5.9
o+ () (5.9

Pro n = 1 dostavame zachovani hybnosti, v kterém se jiz projevi pridavny
¢len k rovnovaznému rozdéleni:

9 0

E(Puj) + g(puiuj + 2Apc§SZ~j + C?P(;z‘j) — pgibi; = 0
2( u)—l—i( u.u-)— . 0 (_02 5. —92A C4S--) (510)
ot P aﬂ;z puitly) = PY; axl sP0ij PCsO55)- .

Projekci s n = 2 provadét nemusime, nebot ji nebudeme potiebovat.
Nyni se vénujme pozornost prvnimu fadu Chapmanova-Enskogova rozvoje.
Projekéni formuli (5.11) rovnéz musime adaptovat s ohledem na identitu (8.45):

n 8 A~ n 8 A~ n A~ n— ~ n—
A _ _T(Eagm( @ )~ giall) 1))_ (5.11)

Casovou derivaci rovnovazného koeficientu opét rozepiseme stejné jako v (4.51).
Situace vSak bude jednodussi, nebot rovnovazné koeficienty (5.4) - (5.6) diky
izotermii nezavisi na 6, resp. po vyjadieni na . Derivace podle ¢ tedy vymizi:

adg))(n) B a&((io)(n) 0p 8&(;)(71) ai’

ot Op ot g5 O

(5.12)
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Prevyjadiené rovnovazné koeficienty jsou:

= p (5.13)
_ (5.14)
JiJj A (07i = OFj Ji Op  j; Op
p NG [(a%’ i 8%) pOx;  p O (5:15)

Jejich derivace potom:

94,0)(0)

PO

D Jr

= 1 1
o (5.16)

5 = O (5.17)

(5.18)

=0 (5.19)

PO

J = S (5.20)

Ik

oa (0)(2)

a 2Act (0p  Op
P S + O — G o 21
Ok Okt p ( " ) (5:21)

3xi 81’]'

Nyni v8echno dosadime do rovnice (5.11). Pro n = 0 vypadnou ¢leny tadu

n — 1 a dostavame:

Ao _ _T<_ 6‘(,07,%-)—1—%(/)“1')) = 0. (5.22)

vvvvvv

nulovy, coz odpovida presné splnénému zédkonu zachovani hybnosti:

GO0

0
—T |:5zk <,ng -+ %<—C§péjk — 2146?5}]g — pu]uk)) -+
J

0
o (U + 2A¢;Sji + c1pdji) — ngsz’j} =
J

0
- {pgl- + gy (Zapdi — 2A¢Sj — pujui) +

B
o~ (pujui + 2A¢0S5i + ¢S pdi) — pgz} =0, (5.23)
J
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Pro n = 2 sice vypadne ¢len fadu n+ 1, ale i tak dostavame pomérné rozsahly
vyraz:

0@ a0 Op (O
azg 7—{|: U;Uyg + cs(p axj + 0 axl al’k(pUk) +
2Act (0p  Op
s 4o =25 (32 52 )

0
(pgk + W(—Cgpémk — 2AC§Smk — pumuk)) +
, 0
V této chvili jiz musime zahrnout dodatecné predpoklady a prejit k proudéni
v rezimu, kdy se neprojevuji ucinky stlacitelnosti. V takovém piipadé muzeme

okamzité zanedbat cleny imérné gradientu hustoty, ¢imz se cela situace podstatné
zjednodusi.

0
(1)(2) —T |:uz PUk + (5lku3 + 5jku2>

Uj 8xk
9 2 4
Pk + aT(—cSp(Smk — 2Ac, Sk — pumug) | +
2 a
+¢ g Ompt + 0jmpts) = G Oimpti + Ojmpus) |- (5.25)
Druhy ¢len roznasobime a ¢leny s § vyscitame:

me _ | Opug
ij T|:UZUJ—(9.’L’]§ -+

0
+u, (pgi + aT(—c?p(Smi — 2ActS i — pumuz)) +

a

0
+u; (ng + %(—Cgﬂ%j S Pumuj)) +

5, Opu; L opu;

T TG oz, 9P~ gjpuz}- (5.26)

Vidime, Ze ¢leny obsahujici g se odec¢tou. Rozdélime Bmi na samostatné cleny,
m
preznac¢ime index m na k, roznasobime a preskupime:

A a a

dpuy, Opugu; Opugu;

“+u;u; —u U;
J 8.1'k J &'Ek 8.7ck

+c§<aapf Lo 00, Op >] (5.27)

8xj Jaxi lf)xj
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V druhém a tietim tadku pokracujeme v derivovani:

0 0
ay® = —T{ g (PACS) + iy —(24¢iS1) +
9 8 L I &ck iP kaiEk I ka WP kal'k

9p Ou, Jdp Ju; dp 8p
2 J— .
+c; ( i 9z + pa + u; B, + p(%cj Uj— e 8% . (5.28)

V druhém a tietim rfadku se nyni mnohé cleny odectou.

a0 _ _T[ o (CACS ) + i (2AcS1) -
4 kaxk o ir kaxk
ou;  Ouy
2 J i ) 2

Ted uz vidime, ze ¢len v druhém Fadku muzeme upravit dle vztahu o derivaci
soucinu a clen v tretim rfadku je vlastné amérny S;;:

a® = 0 (2Ac!S,;). (5.30)

0 0
Tpczsl]—l—Ta (puiujug)— Tuja—m(QAcﬁSkl) Tul&x

Prvni ¢len je zcela ocekavany. V modelech s normalnim rovnovaznym rozdé-
lenim zpusobuje nenulovou viskozitu zavislou na 7. Druhy ¢len je rovnéz stan-
dardni produkt Chapmanova-Enskogova rozvoje, vyplyvajici z ofezani rozvoje f
od trettho faddu hermitovych polynomu. Tento ¢len je zanedbatelny v pripadé
nestlacitelného proudéni, je imérny 6% div U a standardné je pokladan jako Fadu
O(u?) = O(Ma?) [13] [22].

Dalsi dva ¢leny jsou podle stejné logiky minimélné O(Ma), nicméné je nutné
se v ramci téchto odhadu drzet obezretnosti. A je jisté otazkou k dalsimu vyzkumu,
jaky tad dokazeme témto clenum ¢isté z teoretického hlediska prisoudit. V soucasné
chvili je vSak zanedbame, pricemz opravnénost tohoto kroku budeme velice zahy
testovat v rdmci numerickych simulaci.

Nyni jiz muzeme spocitat konkrétni tvar tenzoru napéti v tomto piipadeé.
Pouzijeme vztah (4.74), ktery opét musime opravit pro preskdlované Hermitovy
polynomy:

T = —(a"? + 26,00 — ;0 —ua™®O 4ogua™@). (5.31)
Po dosazeni vsech koeficientu rozvoje dostavame:

v

T = 7pcS; (5.33)

v
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Celkovy zaveér tedy je, ze pro proudéni v rezimech, kdy nehraji roli uc¢inky
stlacitelnosti a tepelné vymeény, spliuje feSeni f za predpokladu rovnovazného
rozdéleni uréeného (5.2) také rovnice:

)
9P 4 div (pd) = 0 (5.34)
ot

a —

% +div(pi@d) = pg+div T (5.35)

Kde je tenzor napéti T dan vztahem:

Tij — —p%' + 'u<8x + axj) (536)
j i

Kde jsou tlak p a dynamicka viskozita u jsou definovany predpisem:

p = & (537
p = cp(t —2c2A) (5.38)

Vidime tedy, ze je viskozita zavisla také na parametru A a budeme-li tedy zahy
hodnotu 7 fixovat, mame nadéle kontrolu nad viskozitou prostiednictvim zmény
rovnovazného rozdéleni.
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Kapitola 6

Lattice Boltzmannova metoda

6.1 HPP a FHP modely

Pro lepsi ilustraci principu lattice Boltzmannovy metody, je vhodné uvést jeji
historické predchudce: HPP a FHP modely. Vznik téchto metod byl podminén
prudkym rozvojem vykonu vypocetni techniky v 70. a 80. letech dvacétého sto-
leti. Tento zpusob simulace tekutin patii do rodiny tzv. bunéénych automati.
Vypocetnich schémat, operujicich na regularni siti kde je kazdému miizovému
bodu (burtice) ptifazena uré¢ita ¢iselnd hodnota. Vyvoj systému probiha po krocich,
v kterych se aktualizuje celd sit. Hodnota v daném sifovém bodé v dalsf iteraci
je urcena vétsinou jednoduchym lokalnim pravidlem, beroucim v dvahu hod-
noty nachézejici se nejblizsich sousednich bodech. K 1udivu prikopniki v této
oblasti, vedou i relativné jednoducha lokalné-evoluéni pravidla k makroskopicky
netrividlnimu chovani. Piikladem budiz snad nejznaméjsi bunecny automat Con-
way’s Game of Life.

Simulace HPP modelu, ktery zavedli Hardy, Pomeau a de Pazzis v roce 1973,
se odehrava na dvojrozmérné ctvercové siti a lze si ji predstavit jako hodné
zjednodusenou molekularni dynamiku. V kazdé bunce se muze nachézet castice,
letici jednou ze ¢tyf moznych rychlosti W (viz obrazek 6.1):

V=01 *=(1,00 *%=(0,-1) *¥=(-1,0)

V bunce se tedy mohou nachazet nejvyse 4 castice, kazda s jinou rychlosti. K
reprezentaci stavu buriky jsou potieba pouhé 4 bity. Matematicky 1ze popsat stav
sité definovanim funkce °f (X,t) ¢ = 1...4 nabyvajici hodnoty 1 v pfipadé, Ze se
v t-té iteraci, v sitovém bodé X = [z, 5] € N? nachdzi ¢dstice letici rychlosti *v.
V opaéném pifpadé nabyvé ‘f hodnoty 0. Vyvoj systému k nasledujici iteraci je
slozen ze dvou kroku:

e Pohyb castic - Vsechny ¢astice v bunkach jsou posunuty o jednu bunku
dél, v souladu se svym vektorem rychlosti:

FR+V 1) ="F(X ). (6.1)
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e Kolize - Pro kazdou buiiku se vyhodnoti hodnoty ‘f a provede se jejich
modifikace v souladu s koliznim pravidlem

Obrazek 6.1: Rychlosti a kolizni pravidlo HPP modelu [25].

Kolizni pravidlo musi byt voleno tak, aby odpovidalo skute¢nym kolizim mezi
casticemi a aby spliovalo zakony zachovani. Pii kolizich mezi ¢asticemi tedy musi
byt zachovan jejich pocet a celkovy vektor rychlosti. Aplikaci téchto podminek
dospéjeme k zaveéru, ze existuji pouze dvé netrividlni kolizni pravidla (viz obr.

6.1):

f* = (1,0,1,0) — (0,1,0,1) = o
f* =(0,1,0,1) — (1,0,1,0) = £

Vsimnéme si, ze v principu lze oba tyto kroky zformulovat jedinym vztahem,
ktery je ndpadné podobny Boltzmannové rovnici (3.9):

R4V 1) = (R ) = QR 1)) (6.2)

(@ je vhodné zvoleny kolizni operator. Vztah mezi () a koliznimi pravidly je
jednoduchy:

Fout — an + Q(an) (63)
Pro HPP model je tedy () dano predpisem:
Q((1,0,1,0)) = (-1 1)
Q((0,1,0,1)) = (1,— 1, 1, —1)
= 0 jinak
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Hodnoty f v kazdé buiice mizeme makroskopicky interpretovat napiiklad
takto:

pR) = mYf (6.4)

2

PE) = my W (6.5)

Problémem HPP modelu, ktery brani praktickému uziti, je jeho anizotropie.
Ackoli simulace pti prvnim priblizeni vypada relativné realisticky, je anizotropni
chovani rozeznatelné i pouhym pohledem. Problém s izotropii modelu zustaval
dlouhou dobu nevyieseny. Vyfesit se jej podarilo az v roce 1983, kdy Frisch,
Hasslacher a Pomeau navrhli FHP schéma.

Ukazuje se, Ze fesenim je lepsi volboa mnoziny rychlosti V. Simulace se ten-
tokrat odehravé na Sestithelnikové siti a vektory rychlosti jsou voleny jako (viz
obrézek 6.2):

¥ = (1,00 % =(1/2,V3/2), * =(-1/2,V/3/2)

W =(-1,0), % =(-1/2,-v3/2), % =(1/2,—V3/2)

Netrividlni kolizni pravidla existuji pouze dvé (nepocitaje rotace ze symetrie
sité). Tentokrat vsak jiz jde o nedeterministickou simulaci, protoze celni srazka
dvou ¢astic muze vyustit do dvou stejné pravdépodobnych vysledku. Exaktni
formulace koliznich pravidel jiz nema zadnou pridanou ilustrativni hodnotu, proto
jsou zobrazeny pouze na obrazku 6.2.

VavaY -

p"-%
¥ &

Obrazek 6.2: Rychlosti a kolizni pravidlo FHP modelu [25].

Ukazuje se, Ze lze odvodit nutné podminky k tomu, aby sada vektort v
postacovala pro izotropni simulaci [25]. Muzeme dokonce ukdzat limitni chovani
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Navierovych-Stokesovych rovnic (viz napt [9]). Historicky se dale objevila jesté
fada modifikaci FPP metody s jinym poctem rychlosti ¥ a jinymi koliznimi
pravidly. Nevyhodou tohoto schématu ale zustal jiz diive zminény statisticky sum,
ktery zeslozituje ziskani makroskopickych velic¢in.

Resenfm je nahradit binarni hodnotu funkce *f hodnotou spojitou, rovnou
stfednimu obsazeni daného stavu ve smyslu statistického souboru systému. Takova
hodnota jiz nepodléhd Sumu, a presto umoznuje ziskani makroskopickych veli¢in
stejnym postupem, jako diive (vztahy (6.4) a (6.5). Samoziejmé je nyni tfeba zcela
zménit kolizni pravidla, tak aby se zachoval fyzikalni smysl simulace. Historicky
byly nové kolizni operatory odvozeny z puvodnich, které zname z HPP a FHP
modelu.

V této praci vsak pujdeme proti sméru historického vyvoje a ukazeme, jak
odvodit ,bunééné“ numerické schéma - lattice Boltzmannovu metodu, a prior:
diskretizaci spojité LBGK rovnice. Inspiraci je ndm do o¢i bijici podobnost, mezi
vztahem (6.2) urcujicim vyvoj bunééného automatu a (3.8) popisujicim vyvoj
realného systému.

6.2 Diskretizace rychlostniho podprostoru
Zopakujme si zasadni vychodiska, umoznujici provést rychlostni diskretizaci:

e Makroskopické veliciny, které hraji roli v hydrodynamickém chovani tekutiny,
zaviseji na koeficientech nejvyse ctvrtého fadu, rozvoje f do Hermitovské
baze (tj. zaviseji pouze na projekci f do podprostoru koneéné dimenze)

e Zanedbanim zbytku tohoto rozvoje zustava tedy hydrodynamika zachovana.
Dalsim zkracovanim rozvoje potom dostavame specialni modely jako izo-
termalni (N = 3) resp. nestlacitelny (N = 2).

e Vsechny makroskopické veli¢iny, které v prubéhu vypoctu potiebujeme ziskat,
jsou dany integralem pres rychlostni podprostor vzdy ve stejném tvaru:

A / P(¥)f dv. (6.6)

Kde P(V) je obecné polynom omezeného stupné, v zavislosti na délce Her-
mitovského rozvoje. Toto vSse nam umoznuje v pevné daném bodé X a case t,
reprezentovat f koneé¢nym mnozstvim ¢isel. Jak je popsano v dodatku B, muzeme
zvolit tato &isla jako hodnoty f v jisté predem dané sadé rychlosti {1V, 2V, ..., *V},
coz nam zaroven umozni jednoduse vyhodnocovat piislusné integrély (6.6) pomoci
kvadraturnich formuli.

Pokud oznacime {1w, 2w, ..., *w} vahy piislusejici vyse zminénym rychlostem
v kvadraturni formuli, muzeme definovat:

R 1) = wz(ﬁ‘%) (R, 79,1). (6.7)
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Vypocet jednotlivych makroskopickych velicin potom piejde z integralu na
vézené sumy. Vahy jsme zahrnuli jiz do definice ‘f ¢isté z dtivodu prehlednosti.
Mame tedy:

po= > (6.8)

7

pi = > Wf (6.9)

1 122 1
mzzéz:cf (6.10)
T = ) E®c'f (6.11)
QZEZW§7 (6.12)
2 & '
kde jsme oznacili ‘ A
=% —u. (6.13)

Analogicky (6.7) definujeme i diskrétni silovy élen:
“w
w(*V)

'F(Xt) = F(X,¥,t). (6.14)

Muzeme tedy napsat tzv. diskrétni Boltzmannovu rovnici:

<g+i\7~gradz> 'f :—l(if—if(o))JriF. (6.15)
ot T

Celkem tedy jde o soustavu k konvektivnich rovnic pro skaldrni velicinu *f (kde
k je pocet rychlosti diskretizace), vzédjemné spjatych prostrednictvim rovnovazného
rozdéleni f(© a silového ¢lenu F, jejichz parametry jsou makroskopické veliciny
ziskatelné kvadraturnimi formulemi (6.8) - (6.12). Navic muzeme zavést upravené
rovnovazné rozdéleni:

e =1f O 4 g, (6.16)
Potom pfejde rovnice (6.15) do pohodlnéjsiho tvaru:
<%+’\7-gradz> ‘f = —;(Zf—lf(eq)). (6.17)

Pripomenmeé, ze pro zadany tad rozvoje N v Hermitovych polynomech je tato
diskretizace pfesnd a soustava rovnic (6.17) zcela ekvivalentni rovnici (3.23) s
funkef f ve tvaru (4.84).
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6.3 Prostorova diskretizace

Diskretizace konvektivniho ¢lenu je relativné primocara a je prehledné uvedena v

[16]. Prepisme nejprve (6.17):
dif
dt

Tuto rovnici muzeme rovnou integrovat:

_ —%(’f _ifley (6.18)

R+ VAL AL) - f(Rt) =

1 [A . 4 ,
——/ (f(R+ ¥s,t+5) — FED(R+ Fs,t + 5)) ds. (6.19)
T Jo

symbolem At znac¢ime velikost casového kroku mezi jednotlivymi iteracemi.
Integral aproximujeme pomoci lichobéznikového pravidla:

FR 4 VALt AL) - f(Rt) =
_At

5 (if (X + VALt + At) — T f (X + VAL t + At)
-

FIGD - D) +0E. (620)

Jednd se o aproximaci druhého tadu, ktera je ovSsem implicitni, to vSak neni
problém, stac¢i pouzit substituci ve tvaru

L iplz Lo ipleq) (2
F& ) ="fx1)+-(f(X1) - FE9X 1), (6.21)
kde jsme navic zavedli pro jednoduchost At = 1 (pfesli jsme tak do tzv
mrizkovych jednotek, podrobnosti viz déle v sekci 6.7) Po prevyjadieni dostdavame
5 i =, 1=, ; .
fX+"V,t+1)— f(Xt)= —%( f(x1) = fle(g 1), (6.22)
kde je T uréeno vztahem
1
T=T+ o (6.23)

Dostéavame tak rovnici zcela shodnou s (6.2). Zaroven vidime, pro¢ je dobré
volit mnozinu rychlosti * tak, aby méla stejnou geometrii jako diskrétni sit bodii,
v kterych budeme informace o f uchovavat.

Jesté je tfeba spocitat, nezméni-li se vlivem zmény proménnych vypocet ma-
kroskopickych veli¢in. Zkusme tedy spocitat hustotu:

p=) =2 F+d (F=FN+5) F=) "F=p (629
Druhy clen v této rovnici vypadl proto, ze je rovnovazné rozdéleni f z definice

zkonstruovéano se stejnou hustotou jako puvodni f. Tteti ¢len je nulovy diky tomu,
ze 'F neméa nulty koeficient Hermitovského rozvoje (4.96).
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Provedeme-li to samé pro vypocet makroskopické rychlosti d, zustava stejny
argument pro druhy ¢len, nicméné zbylé dva jsou jiz nenulové:

= iz ' F i 1 iz . /8
pu—zi:vf—zi:vf+§zl:vF—pu > (6.25)
Vysledek projekce silového ¢lenu je opét ziejmy napi. z koeficientu (4.97).
Vidime tedy, ze vypoctenou rychlosti @ musime korigovat s ohledem na silovy
clen: B
)
5"

Nakonec jesté musime oSetfit zménu relaxa¢niho ¢asu 7 na 7. V (6.16) bylo defi-

VVVVVV

- (6.26)

il

u=

tedy provést odpovidajici substituci. Na pravé strané rovnice (6.22) méme

_é(’f - "f(o)) + (1 — i_) ‘. (6.27)
T 2T
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A nakonec musime prislusnou substituci provést ve vyrazech pro transportni
koeficienty. Uvedmé tedy zméneny vyraz pro viskozitu v modelu diskutovaném v
predeslé kapitole, ktery nas primarné zajima:

1
pw=cp (? —35~ 20?/1). (6.28)

V dalsim vykladu jiz u vSech veli¢in vypustime znaceni s pruhem.

6.4 Standardni LBM a kinetické schéma

Standardni lattice Boltzmannova metoda operuje ve tiech krocich:

e 1. Propagace - Hodnoty ‘f piislusejici jednotlivym rychlostem se posunou
v jim odpovidajicich smérech do sousednich sitovych bodi:

MRV 1) = TR ). (6.29)

e 2. Kolize - Rozdéleni pied koliz{ (znacime ‘") se modifikuje podle ptislusného

kolizntho operdtoru (vysledné rozdéleni znacime °f°u)

i pout (2 1IN 1 7 ir(e
PR, 1) = ) — (O ) (6.30)
e 3. Vycisleni makroskopickych veli¢in - Z pokolizniho rozdéleni jsou

vypocteny hodnoty makroskopickych veli¢in v daném bodé, aby mohly byt
pouzity pro konstrukeci rovnovazného rozdéleni v dalsi iteraci.
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V této praci vsak zavedeme specialni pripad lattice Boltzmannovy metody, v
literatutre oznacovany jako kinetické schéma. Spociva v pevném urceni relaxacniho
parametru 7 = 1. Dosadime-li do (6.22) tuto hodnotu, zjistime, Ze se zcela odecte
¢len odpovidajici lokalnimu mikroskopickému rozdélent:

R4V, t+1) =R 1) (6.31)

Mezi sitovymi body tak probiha transport pouze hodnot *f(°?. Rovnovazné
rozdéleni je ale zavislé pouze na makroskopickych veli¢inach v daném bodé, nikoli
uz vsak na jednotlivych mikroskopickych rychlostech. Odtud plyne prvni vyhoda
pouziti kinetického schématu: odpadéd nutnost drzet v paméti pro kazdy sitovy
bod vsechny hodnoty *f. Staéi drzet v paméti pouze hodnoty makroskopickych
veli¢in, které by byly v standardni lattice Boltzmannové metodé uchovavany také.

Dalsi nezanedbatelnou vyhodou kinetického schématu je dramatické zjedno-
duseni zadéni okrajovych podminek. Pti formulacich problému jsou na hranicich
vypocetni oblasti ur¢eny pochopitelné pouze makroskopické veliciny. Pokud ne-
pouzivame kinetické schéma, stojime pred tikolem urcit z nékolika malo zadanych
makroskopickych velicin (napi jen. @) celou sadu mikroskopickych hodnot “f.
Tato tloha nemd jednoznacné feseni (napi. se ukazuje, ze nahradit je °f (9 je v
obecném piipadé velmi nepresné) a tato otdzka je velice rozsdhlym podoborem
celého vyzkumu tykajiciho se lattice Boltzmannovy metody. Jako praci uvadéjici
nejcastéji pouzivané okrajové podminky, které jsou zaroven podrobeny numer-
ickému testovani, uvedmeé tieba [15]. V kinetickém schématu je ovsem otdzka okra-
jovych podminek daleko jednodussi. Protoze operujeme pouze s makroskopickymi
hodnotami, jsou okrajové podminky zadany zcela prirozené. Jak se vSak ukazuje v
praxi numerickych simulaci, urceni okrajovych podminek je sice jednodussi, neni
vSak bez problému.

6.5 D2Q9 implementace

Nyni budou uvedeny konkrétni vztahy pouzité pri implementaci kinetického sché-
matu v simulacich. Omezime se pouze na dvoudimenzionalni simulace. Piedné
je treba podotknout, ze jsme piesli do miizkovych jednotek, coz jsou relativni
jednotky, pro které Ax =1 a At = 1. Problematice prevodu z téchto jednotek do
standardnich relativnich jednotek, se vénuje sekce 6.7.

Budeme pouzivat D2Q9 systém rychlosti (viz dodatek B), ktery odpovida
regularni ¢tvercové siti, pokryvajici celou vypocetni oblast. Sada rychlosti D2Q9
modelu v mfizovych jednotkdch skdlovanych koeficientem ¢, je tato (viz také
obréazek 6.3):

¥ =(0,00 *¥=(0,1) *=(1,1)

¥ =(1,0), ¥=(1,-1) %=(0-1)
V=(-1,-1), % =(-1,00 % =(-1,1)
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N 22 N
8T X 3%
8= I N

V - 13 > 15
7‘-; 6‘-; 5

Obrazek 6.3: Sada rychlosti v diskretizaci typu D2Q9 [25].

Zminény skalovaci koeficient pro rychlosti je v tomto ptipadé:
1

Cs = el (6.32)

Rovnovazné rozdéleni je dano vztahem:

. : , 9 . 3 , . 1,
zfmn:%wp(1+306-ﬁy+5094ﬂ2—§ﬁ?+ASUV@WV—1ﬁ§>+§U? (6.33)
Clen pro objemovou silu je roven:
F = iwp<3(ix7 — 1) - 9(("V - ﬁ)%?)) - g. (6.34)

Hustotu p a makroskopickou rychlost u spoéitame pomoci souctu:

pzzif ﬁ:%ZiWH% (6.35)

A nakonec jsou tlak p a dynamicka viskozita p dany relacemi:

1 1 2
= - =pl=—=A 6.36
p=3p Iz ,0(6 5 ) (6.36)
Stoji za povSimnuti, ze tyto vztahy jsou identické s uvedenymi pro toto kinet-
ické schéma v [26] a [11]. Zde se je vSak podafilo odvodit podrobnym postupem
pres projekci do Hermitovy baze, v citovanych zdrojich jsou uvedeny bez dalsich
podrobnosti.
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6.6 Okrajové podminky a vypocty derivaci

Zdroje zabyvajici se kinetickym schématem [26] a [11] nijak blize neuvadéji kon-
krétni implementace svych okrajovych podminek, neni tedy k dispozici zadné
srovnani analogické [15]. Uved mé zde okrajové podminky tak, jak byly implemen-
tovany v numerické simulaci a o kterych se ukazalo ze jsou vyhovujici. Okrajové
podminky byly voleny co nejjednodussi, tak aby byla jejich vlivem do simulace
vnesena pouze nejnutnéjsi chyba.

e Periodicka okrajova podminka - Je fesena vhodnou implementaci pti-
stupu do pole mfizovych bodu, body na hranici vypocetni oblasti tedy
navzajem sousedi s body na protilehlé hranici.

e Okrajova podminka na pirekazce - Na pevnych piekazkach volime hod-
notu rychlosti 4 = 0. Hodnotu hustoty volime pevnou p = pg. Jelikoz jde
o nestlacitelnou simulaci, je v celé oblasti az na malé odchylky zpusobené
zanedbanim v Hermitovském rozvoji hustota stejna. My volime py = 1.

Déle je nasim tkolem vypocitat hodnoty derivaci rychlosti podle jednotlivych
soutadnic. Uvnitf oblasti pouzivame centralni kone¢nou diferenci (zapis je pro
jednoduchost pouze symbolicky, jednorozmérny, Az = 1):

0ui
ox

(z) = %(ui(x 1) — wg(z — 1)), (6.37)

Pro vypocet derivace na hranici pouzivame jednostrannou kone¢nou diferenci,
podle orientace hranice bud zpétnou nebo dopiednou. V rohovych bodech hranice
podle potieby provadime jednostrannou diferenci ve dvou smérech.

6.7 Prevod z mrizkovych jednotek

Problematice prevodu z miizkovych jednotek se velmi podrobné vénuje navod
[14]. Uvedeme zde pro tplnost seznam hlavnich vztahu. V sekei 3.5 byl jiz prove-
den prevod z fyzikalnich do relativnich jednotek. Simulaci lattice Boltzmannovou
metodou jsme ovsem zavedli v jiné sadé relativnich jednotek - miizovych (znacime
Ib), kde je Az = At = 1 (pfipomenme, ze Az je vzddlenost mezi miizovymi
body, At je ¢asovy rozestup mezi jednotlivymi iteracemi). Dostavame tak zakladni

skédlovaci vztahy:
Ty = ZBleQY tr = tlet (638)

Jednoduchou jednotkovou analyzou dostavame potom vztahy i pro odvozené
veli¢iny:

. L Ax Az?
Uy = U~ e (6.39)
8uT 8ulb 1 . . At2

_ - =gy — 6.40
8ZUT &m At g Eis Az ( )
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Posledni otazkou zustava, jak volit velikost ¢asového kroku At ve vztahu k
prostorovému kroku Az. Névod [14] predkladd na toto téma krétkou tvahu. Ta
vychézi z faktu, ze chyby zpusobené nedodrzenim stlacitelného rezimu proudéni
se §kaluji jako O(d%) = O(At?*/Az?). Chyby zpusobené prostorovou diskretizact
jsou fddu O(Ax?), protoze jsme pro aproximaci konvektivniho ¢lenu uzili schéma
druhého tadu (lichobéznikové pravidlo). Aby byly tyto chyby pfi zjemnovani sité
redukovany spole¢né, vyplyva z této tvahy nutnost skalovani At oc Az?. V nasem
pripadé volime vétsinou dokonce

At = Az?, (6.41)

coz ma za vedlejsi dusledek i, = .
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Kapitola 7

Numerické vysledky

7.1 Simulac¢ni zasady

Zakladnim cilem numerickych simulaci v této praci, je otestovat vhodnost pouziti
D2Q9 kinetického schématu s modifikovanym rovnovaznym rozdélenim k simu-
laci zobecnénych newtonovskych tekutin. Bylo tedy snahou sousttfedit se hlavné
na tyto jevy a ostatni mozné problémy pokud mozno minimalizovat a model
zjednodusit, pro co nejjasnéjsi vysvétleni puvodu chyb. Tato poznamka se zejména
tyka okrajovych podminek. Vzhledem k povaze lattice Boltzmannovy metody, je
ve standarni formulaci mozné specifikovat hranici oblasti pouze jako po ¢astech
linearni kiivku (resp. plochu), v kazdém svém useku rovnobéznou s nékterou ze
soufadnicovych os. Proto jsou vSechny simulace provadény v geometriich, které
tyto pozadavky spliuji. Provadéni aproximace kiivocaré hranice by do simulace
mohlo vnést nezadouci chyby. Prace zabyvajici se neregularni miizi jsou napiiklad
[12], nebo pfimo pro kinetické schéma [18].

Poznamka: V néasledujicim textu oznacujeme rychlost v relativnich mfiz-
kovych jednotkach vzdy wy;, ostatni rychlosti jsou vzdy ve standardnich rela-
tivnich jednotkach. Zpravidla je to zduraznéno indexem r. Také, pokud neni
urceno vyslovné jinak, jsou vSechny rychlosti chapany pouze v xz-ovém sméru.

Vysledky numerickych simulaci jsou porovnavany s teoretickymi vztahy, nebo
s vysledky ziskanymi metodou konecénych prvku pomoci komeréniho progamu
COMSOL. Pfi porovnavani rychlostnich profila je pro stanoveni chyby pouzivana

[? relativni norma
T
\/z (@) — (@) 1)

cul'(x;)?

kde u(z;) je nasimulovand hodnota v i-tém bodé déleni, a u” (z;) je ji odpovi-
dajici hodnota teoretickd, pfipadné ziskana metodou kone¢nych prvku.
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7.2 Newtonovské Poiseuillovo proudéni

Prvnim testem metody je ¢isté newtonovské proudéni mezi dvéma rovnobéznymi
rovinami o vzajemné vzdalenosti L = 1. Cilem bylo zjistit, jestli vibec dokaze
zména parametu A 1¢inné ménit viskozitu a jaky vliv na presnost maji ruzna
nastaveni vypoctu, zejména jemnost déleni Az, pridavny parametr A a rychlost
v miizovych jednotkach wuy;,. Jelikoz jde o problém symetricky vzhledem k po-
sunuti ve sméru proudéni, byl simulovan na siti 2 x N, kde N je pocet bunék sité
ve sméru kolmém na proudéni. Okrajové podminky na sténach byly nastaveny
na nulovou rychlost, na vstupu a vystupu byla uplatnéna periodicka okrajova
podminka. Proudéni bylo uvedeno do chodu objemovou silou g = (g,0). Hustota
byla stanovena na p = 1.

Tyto okrajové podminky byly vybrany jako nejvhodnéjsi. Standardné je v sim-
ulacich Poiseuillovo proudéni uvadéno do chodu tlakovym gradientem. V lattice
Boltzmannové metodé je vSak tlak piimo imérny hustoté a tlakovy gradient by
se tedy musel nastavovat prostfednictvim zmény hustoty. Ta ale zpétné ovlivnuje
viskozitu, coz je nezadouci.

7 analytického reseni Navierovych-Stokesovych rovnic pro tento pripad plyne,
ze stacionarnim feSenim je parabolicky profil rychlosti pouze v x-ovém sméru.

Uy (Y) = —%y(y —L). (7.2)

Maximélni hodnota rychlosti se nabyvé ve stredu profilu y = L/2:

pgL?
T L/2) = mar — . 7.3
ur(L/2) = e = P (73)
Reynoldsovo ¢islo pro tento typ simulace definujme vztahem:
ma:pL
Re = Ztmas™ (7.4)
1

V prvni sérii testu byla zafixovdana maximélni makroskopicka rychlost v mii-
zovych jednotkach na wuy; = 0,01. Simulace byly provadény pro ruzné hodnoty
N. Touto hodnotou je potom jednoznacéné uréena velikost Az = L/N = 1/N.
PouZivame standardné skalovani At = Ax?. Diskretizaci je tedy plné uréena hod-
nota rychlosti u, v standardnich relativnich jednotkach. V ramci kazdé diskretizace
byly nastavovany ruzné hodnoty viskozity. Vnéjsi sila byla pro kazdou viskozitu
dle vztahu (7.3) nastavena tak, aby teoretickd maximdlni rychlost proudéni u?,
byla rovna jiz urcené wu,..

Vysledky simulaci jsou uvedeny v tabulce 7.1. Z nich je patrné, Ze ze pfti
dodrzeni podminky konstantniho uy,, zavisi chyba simulace na nastaveni parametru
A. Presnéji, pro A < 0 (x> 1/6) je rychlost proudéni mirné nadhodnocena (coz
odpovidd nizsi ”efektivni”viskozité), naopak pro A > 0 (u < 1/6) je rychlost
proudéni mirné podhodnocena oproti A = 0. V mnoha piipadéch je tedy zpusoben
pokles relativni chyby. Zlepseni je to ovsem pravdépodobné jen zdanlivé, protoze
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je vysledkem vzajemné kompenzace dvou jevu: obecného nadhodnoceni rychlosti,
které nastavd i pii A = 0 (je tedy ddno jinymi vlivy nez zahrnutim tohoto
parametru) a podhodnoceni rychlosti vlivem kladného A. Nejvice relevantnim
zobrazenim tohoto jevu je zavislost e /ul . na u (resp. na A), zobrazend v
grafu 7.1.

V grafu 7.1 je také vidét, ze se tento efekt s hustsim délenim sité zmensuje
a hodnoty postupné konverguji k tém, které by odpovidaly A = 0 (u = 1/6).
Tato konvergence je celkem presné druhého tadu. V grafu 7.2 je zobrazen vyvoj
odchylky € = |Upqz/ul .| — uo, kde jsme ugy oznacili hodnotu u,,, ziskanou pii
A = 0. Tato hodnota je systematicky odchylena od teoretické hodnoty u?l a jeji
zavislost na déleni je zanedbatelna, coz lze pravdépodobné pripsat chybé vzniklé
stlacitelnosti, ktera se skaluje pravé tmeérné wuy,.

Déle bylo ve vSech simulacich ovéreno, ze se vypocet stava nestabilnim pro
hodnoty ptiblizné A < —1. Z druhé strany mame omezeni na A takové, aby nebylo
dosazeno zaporné viskozity. Odtud plyne, Ze je tato metoda stabilni a pouzitelna
pouze v rozsahu parametru

1,020 oo

1,015

1,010 -- === T m T T s

1,005 =mmmmmmmmm e e o e

——N=20 |

1,000
—=—N=50
0,995

N =100

T
umax / u max

0,990 —>—N=500[------------

0,985 ===

0,980 - fmm e e

0,975 - =

0,970

0,660 0,525 0,300 0,000 -0,150 -0,600 -1,050
A

Obrézek 7.1: Zavislost Umqs/ uﬁw na p v sérii simulaci s konstantnim wu;, = 0, 1

Zatimco prvni sérii testu se povedlo relativné izolovat chybu vnesenou zménou
rovnovazného rozdéleni, druhd série testu je zaméfena spiSe prakticky. V ne-
newtonovskych simulacich je zpravidla znama urcitda charakteristickd rychlost
proudéni, nicméné jeho viskozita se muze v prostoru ménit v pomérné velkém
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Obrazek 7.2: Zavislost chyby € = |tmaz/Unyaz| — to, Na jemnosti déleni N, v sérii

simulaci s konstantnim uy, = 0, 1

rozsahu hodnot. Je tedy problematické definovat Reynoldsovo ¢islo. Na druhou
stranu, nenewtonovské zmény viskozity maji vliv casto vice na tvar proudového
pole, nez na absolutni hodnotu charakteristické rychlosti.

V druhé sérii simulaci tedy fixujeme rychlost u, = .. = 2 a sledujeme,
jaké praktické vyhody plynou z postupného zjemnovani vypocetni sité. Timto
se totiz postupné snizuje miizkova rychlost uy; a tedy kleséd chyba souvisejici se
stlacitelnosti. Pro ruznd déleni jsou opét testovany ruzné viskozity. Dodrzujeme
At = Ax?. Ke zvolené viskozité je vidy dopoctena takova sila, aby ul byla stdle
stejnd. Vysledky simulaci jsou shrnuty v tabulce 7.2.

Pozorujeme (viz graf 7.3), ze chyby zpusobené stlacitelnosti jsou skuteéné
druhého Fadu, jak jiz bylo diskutovano v sekci 6.7, skdluji se jako O(u}) =
O(1/N?). V grafu 7.4 muZzeme sledovat vyvoj chyby vyvolané nenulovym parame-
trem A. Vidime, Ze pro viskozitky p < 1/6 nejprve relativni chyba mirné poklesne,
coz bylo jiz komentovano a pro nizké viskozity relativné hodné vzroste. Jako celek
jsou v8ak chyby druhého radu, takze je 1ze dostatec¢né jemnou miizkou drzet pod
kontrolou.

7.3 Nenewtonovské modely

7 predchozi sekce jsme dostali priblizny odhad, vymezujici pouzitelnost metody v
rozsahu viskozit 0 < p < 0,4. V nizkych viskozitdch roste strmé relativni chyba,
horni mez na viskozitu je dana stabilitou simulace. Pro testovani nenewtonovského
chovéani tekutin tedy volime Carreau model, ktery ma na rozdil od mocninného
modelu jednoduse nastavitelnou maximalni a minimélni hodnotu viskozity:

p(y) = T (K322 + oo
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Obrazek 7.3: Zavislost relativni chyby e, oproti teoretickym vysledkum, na N.
Podotknéme, ze uy = O(1/N). Simulace udrzuje konstantni u,..

10,000

e =20
r =50
1,000 =100

=200

0,100
0,010
0,001 L

0,660 0,525 0,300 0,000 -0,150 -0,600 -1,050
A

Obrazek 7.4: Zavislost relativni chyby e, simulace oproti teoretickym vysledkum,
na hodnoté parametu A, pro ruzné hustoty déleni. Simulace udrzuje konstantni
U
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N Az At A pw o ul  Re g Umaz  Er |%0)]
20 0,05 0,0025 0,660 0,02 2 100 0,32 1,9495 3,58
0525 005 2 40 08 20022 0,73
0,300 0,10 2 20 1,6 2,0199 0,79
0,000 1/6 2 12 8/3 2,0269 1,14
-0,150 0,20 2 10 3,2 2,0286 1,24
0,600 030 2 20/3 48 20311 1,38
-1,050 0,40 2 5 6,4 2,0319 1,43
50 0,02 00004 0660 002 5 250 0.8 50367 060
0525 005 5 100 2 50580 095
0,300 0,10 5 50 4 5,0651 1,10
0,000 1/6 5 30 20/3  5,0679 1,16
-0,150 0,20 5 25 8 95,0686 1,17
-0,600 0,30 5 50/3 12 5,0696 1,19
-1,050 0,40 5 12,5 16 5,0699 1,20
100 0,01 0,0001 0,660 0,02 10 500 1,6 10,1204 0,992
0,525 0,05 10 200 4 10,1311 1,106
0,300 0,10 10 100 8 10,1347 1,444

0,000 1/6 10 60 40/3 10,1361 1,160
0,150 0,20 10 50 16 10,1364 1,164
0,600 0,30 10 100/3 24 10,1369 1,169
1,050 0,40 10 25 32 10,1370 1,171
500 0,002 0,000004 0,000 0,17 50 300 200/3 50,6807 1,1605
0,600 0,30 50 500/3 120 50,6808 1,1608
1,050 0,40 50 125 160 50,6809 1,1609

Tabulka 7.1: Vysledky série simulaci newtonovského Poiseuillova proudéni s kon-
stantnim wu;, = 0, 1. Symbol € oznacuje relativni chybu ve smyslu (7.1)

Simulace byly provedeny pro tii vybrané typy prubéhu p(¥). V dalsim textu je
budeme oznacovat Model 1, 2 a 3. Parametry jednotlivych modelu jsou uvedeny
v tabulce 7.3. Kazdému modelu byla zaroven pridélena sila g, ktera v simulaci
uvadi tekutinu do pohybu. Tato sila je spoleénd pro obé néasledujici simulace.

Priubéhy p(¥) jsou zobrazeny v grafu 7.5. Modely 1 a 2 jsou pseudoplastické
tekutiny, prvni z nich mé diky vyssimu m zmény viskozity trochu prudsi, zatimco
druhy je spis blize newtonovskému chovani. Model 3 je naopak dilatantni tekutina.

7.4 Nenewtonovské Poiseuillovo proudéni

Ve stejné konfiguraci jako v ptredchozi simulaci byly testovany uvedné tii ne-
newtonovské modely. Vysledné profily proudéni pro ruznéa déleni byly porovnany
s profily ziskanymi metodou kone¢nych prvku programem COMSOL.

V grafech 7.6, 7.7 a 7.8 jsou zobrazeny prubéhy rychlosti a viskozity v profilu.
Vidime, ze lattice Boltzmannova metoda se shoduje s FEM feSenim velice dobie.
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N Az At A pw o ul  Re g Umaz  Er | 0]
50 0,02 0,0004 0,660 0,02 0,04 100 0,32 1,99242 0,62
0,525 0,05 0,04 40 0,8 2,00060 0,14
0,300 0,10 0,04 20 1,6 2,00320 0,13
0,000 0,17 0,04 12 8/3 200420 0,18
-0,150 0,20 0,04 10 3,2 2,00454 0,20
-0,600 0,30 0,04 20/3 4,8 200498 0,22
1050 040 004 5 64 200518 024
100 0,01 0,0001 0,660 0,02 0,02 100 0,32 1,99805 0,161
0525 005 002 40 08 200012 0,035
0,300 0,10 0,02 20 1,6 2,00080 0,032
0,000 0,17 0,02 12 8/3 2,00100 0,046
-0,150 0,20 0,02 10 3,2 2,00113 0,049
-0,600 0,30 0,02 20/3 4,8 200124 0,056
-1,060 0,40 0,02 5 6,4 2,00130 0,059
200 0,005 0,000025 0,660 0,02 0,00 100 0,32 1,99953 0,0408
0525 005 001 40 08 200003 0,0090
0,300 0,10 0,01 20 1,6 2,00020 0,0080
0,000 0,17 0,01 12 8/3 2,00027 0,0113
-0,150 0,20 0,01 10 3,2 2,00029 0,0120
-0,600 0,30 0,01 20/3 4,8 200031 0,0140
-1,060 0,40 0,01 5 6,4 2,00033 0,0148

Tabulka 7.2: Vysledky série simulaci newtonovského Poiseuillova proudéni s kon-
stantnim u, = Upq, = 2. Symbol € oznacuje relativni chybu ve smyslu (7.1)

V tabulce 7.4 jsou vypsdny relativni chyby jednotlivych profili. Pro viskozitu
jsou tyto chyby dost velké, nicméné pii pohledu na konkrétni prubéhy v grafech
je jasné, ze je to zpusobeno nedokonalou interpolaci programu COMSOL. Relativni
chyby prubéht viskozity tedy povazujeme za irelevantni. V grafu 7.9 je zobrazena
zavislost relativni chyby na N. Ackoli je tato zavislost zpoc¢atku druhého radu,
pro vyssi hodnoty déleni jiz konvergence prestava, pro Model 3 se dokonce zcela
zastavuje. Z téchto informaci vsak nelze vyvodit zadné dalsi zaveéry stran toho,
kterd ze simulaci je presnéjsi.

V grafu 7.9 déle pozorujeme standardni zavislost relativni chyby na w;. Ne-
jvyssi relativni chybu vykazuje Model 2, ktery vsak v profilu dosahuje rychlosti
az u ~ 6, na rozdil od Modelu 1 s rychlostmi u = 0, 9.
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Obrazek 7.5: Zavislost viskozity g na rychlosti smyku 42 pro jednotlivé ne-
newtonovské modely

3 T 0.5
[FEM-u LBM-u ¢ FEM-p -------- [BM-u v |
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Obrazek 7.6: Prubéh rychlosti u a viskozity p v profilu pro tekutinu Modelu 1 pfi
N = 100.
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Obrazek 7.7: Prubéh rychlosti u a viskozity p v profilu pro tekutinu Modelu 2 pfi
N = 100.
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Obrazek 7.8: Prubéh rychlosti u a viskozity p v profilu pro tekutinu Modelu 3 pfi
N = 100.
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Model 1 Model 2 Model 3

Ho 0,4
/"LOO
m 1,2
K
g

0,03

1
1

0,4

0,03

0,4
1
6

0,03
0,4
0,9

Tabulka 7.3: Parametry jednotlivych modeli nenewtonovského chovani

Model 1 Model 2 Model 3
N | we % wpe %] | we % e %] | we % we %]
50 0,50 5,9 2,50 8,1 0,0610 17,0
100 0,16 3,6 0,62 5,6 0,0166 12,0
200 0,11 2,9 0,18 3,9 0,0172 8,6

Tabulka 7.4: Z&vislost relativnich chyb profili v a g na jemnosti déleni N,
pro jednotlivé nenewtonovské modely. Vysoké relativni chyby u viskozity jsou
pravdépodobné dusledkem nepiesné interpolace FEM feSice.

€ %]
S5E+00 -

5E-01 o

5E-02 4

5E-03

== Model 1
—i— Model 2

Model 3

Sklon -1/2

\\

40

N

Obrazek 7.9: Zavislost relativni chyby e, na jemnosti déleni N pro jednotlivé

modely.
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7.5 Proudéni kolem c¢tvercové prekazky

Jiz jsme se presvedcili, ze navrhovand dprava lattice Boltzmannovy metody dava
vysledky dobte srovnatelné s FEM teSicem minimélné v jednorozmérném piipadé.
Poslednim testem této metody bude simulace dvojrozmérného proudéni kolem
ctvercové prekazky v kanalu. Okrajové podminky v tstich kanalu zustanou peri-
odické, pohon proudéni bude opét zajistovat objemova sila ¢g. Na sténéach kanalu a
prekazce je predepsand rychlost i = 0. Geometrie oblasti je zobrazena na obrazku
7.5.

3,0
‘Rez A ‘Rez B
1,0 x=1,1 ‘x=17
e
1,0 | |- i R RPN e
/ : Rez C
. ; y=05
0,5

0,2

Obrazek 7.10: Schéma geometrie oblasti u problému obtékani ¢tvercové prekazky.
Oznaceny jsou také tii fezy: A,B a C, v kterych porovnavame profily rychlosti a
viskozity.

Pripominame, ze ¢tvercova geometrie prekazky a periodické okrajové podminky
jsou voleny kvuli maximalnimu zjednoduseni simulace a odstinéni potencialnich
zdroju chyb. Déle se snazime co nejvice provérit proudéni v rezimech, kdy nastava
netrivialni nenewtonovské chovani. Proto jsou v proudéni voleny rychlosti spise
mensi, takové, pii kterych je viskozita co nejvice nehomogenni a jeji i¢inek srov-
natelny s efekty konvekce. Opét jsou pouzity tfi modely popsané v tabulce 7.4,
objemové sily uvedené v tabulce jsou zachovény.

Vypocetni oblasti jsou vedeny tii fezy, dva ptiéné a jeden podélny, znacime je
A B a C. V téchto fezech jsou porovnavany prubéhy rychlosti a viskozit. Déle
jsou pro kazdy nenewtonovsky model zobrazena skalarni pole viskozity a ve-
likosti rychlosti. Vidime, ze jsou naprosto k nerozeznani, predevsim v poli viskozit
vidime prostorovou shodnost i pomérné komplikovanych struktur. Lattice Boltz-
mannovskd simlace je tedy rozhodné relevantni metodou pro tento typ simulace.
V tabulce 7.5 je ptrehled relativnich chyb rychlostnich profilu v zavislosti na fezu
a hustoté déleni. Relativni chyby prubéhu viskozity jsou opét zatizeny vysokou
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interpolac¢ni chybou na strané programu COMSOL, kterou se nepodafilo odstranit
ani volbou vyssi hustoty vypocetni sité, a proto nejsou uvedeny. Vyvoj relativnich
chyb profilu rychlosti Ize nahlédnout v grafech 7.11, 7.12 a 7.13. Vidime, ze v pro-
filech A a B je fad konvergence piiblizné prvni. Konvergence profila C je poma-
lejsi. To vSak neni prekvapivé. C-profily obecné vykazuji nejvétsi relativni chybu,
nebot se jeji pfevazna ¢dst odehrava v oblasti mimo piekdzku v rezimu relativne
ustaleného proudéni, jehoz maximalni rychlost je od FEM feSeni odchylena. V
pricném profilu se tento efekt projevi daleko méné, nez v podélném. Prestoze
zobrazend data, predevsim v grafech, maji velkou vypovidajici hodnotu, nékteré
vysledky preci jen okomentujme.

Sklon -1/2
—fe—1-A
Er %] —h—2-A
3-A
Sklon -1
5,00 -
0,50
40 N

Obrazek 7.11: Zavislost relativni chyby rychlostniho prubéhu v fezech A, na jem-
nosti déleni N

Sklon -1/2
——1-B
Er %] —0—2-8B
3-B
Sklon -1
5,00 -
0,50

Obrazek 7.12: Zavislost relativni chyby rychlostniho pribéhu v fezech B, na jem-
nosti déleni N
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Sklon -1/2
——1-C

2-C

3-C

-\-\ Sklon -1

5,00 - \"

€ [%]

0,50
40 N

Obrazek 7.13: Zavislost relativni chyby rychlostniho prubéhu v fezech C, na jem-
nosti déleni N

Model - Profil | N =50 N =100 N = 200
1-A 8,7 3,9 1,8
1-B 4.4 1.7 0,7
1-C 9,8 6,8 4.7
2-A 3,7 1.8 0,9
2-B 3,3 1,8 0,9
2-C 11,4 7.5 5,1
3-A 3,0 1,4 0,7
3-B 7.5 4,1 2,2
3-C 15,4 9,4 5,9

Tabulka 7.5: Zavislost relativni chyby rychlosti uw, v procentech, na jemnosti
déleni, pro jednotlivé nenewtonovské modely a jejich profily.

Model 1

Profily pro tento model jsou zobrazeny v grafech 7.14, 7.15 a 7.16. Porovnani pole
viskozity resp. velikosti rychlosti zase v obrazcich 7.17 resp. 7.18. Za povsimnuti
stoji velice vyrazné odlisny prubéh viskozity v fezu A, ktery nema v ostatnich
simulacich obdoby. Anomélni je také proto, ze osatni profily (i na stejném mod-
elu) takovou chybu nevykazuji. Z povahy této chyby je patrné, ze by jeji pticina
mohla lezet v nastaveni okrajovych podminek, nicméné dukladnym provérovanim
nastaveni obou simulaci nebyla bohuzel odhalena. Patrné kvuli této chybé je tak
profil v fezu A zatizen nejvétsi relativni chybou v porovnani se stejnym fezem na
modelech 2 a 3. Tim vice je prekvapivé, ze v dalSich dvou fezech si model 1 vede
s relativni chybou nejlépe ze vSech tii.
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Model 2

Profily pro tento model jsou zobrazeny v grafech 7.19, 7.20 a 7.21. Porovnani
pole viskozity resp. velikosti rychlosti zase v obrazcich 7.22 resp. 7.23. Vysledky v
tomto modelu davaji velice uspokojivou shodu s FEM fesenim. K tomu je nutné
dodat, ze vlivem vyssi hodnoty pusobici sily, ma model ze vsech ti{ nejrychlejsi
proudéni (a tedy i nejvetsi uyp). Je tu vsak také moznost, ze by nizka relativni
chyba teseni byla zpusobena nizsi konstantou m v Carreau modelu, kterda ho
priblizuje standardnimu newtonovskému chovani.

Model 3

Profily pro tento model jsou zobrazeny v grafech 7.24, 7.25 a 7.26. Porovnani pole
viskozity resp. velikosti rychlosti zase v obrézcich 7.27 resp. 7.28. Tento model je
rovnéz v relativné dobré shodé s FEM fesenim, nicméné v ustaleném proudéni
mimo prekazku pozorujeme nadhodnoceni maximélni rychlosti proudéni, coz ma
za nasledek zvyseni relativni chyby zejména v profilu C.

1

0.9

0.8

Obrazek 7.14: Model 1 - Profil A: Prubéh rychlosti u a viskozity g v porovnani s
FEM fesenim. N = 200.
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Obrazek 7.15: Model 1 - Profil B: Prubéh rychlosti u a viskozity g v porovnani s
FEM fesSenim. N = 200.

0.8 0.5

[FEM U -

Obrazek 7.16: Model 1 - Profil C: Prubéh rychlosti u a viskozity g v porovnani s
FEM fesenim. N = 200.

29



1.00

. FEM
0.75
0.50 (.)
0.25
0
0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

1.00

LEM
. 0.45
0.4
0.75 0.35
M 0.3
o
0.50 025
0.2
0.15
0.25 'v
0.1
0.05
0
a 0.5 1.0 15 20 25 30

Obrazek 7.17: Model 1 - Prostorové rozlozeni viskozity v porovnani s FEM
reSenim.
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Obrazek 7.18: Model 1 - Prostorové rozlozeni velikosti rychlosti v porovnani s
FEM fesenim.
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Obrazek 7.19: Model 2 - Profil A: Prubéh rychlosti u a viskozity p v porovnani s
FEM fesenim. N = 200.
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Obrazek 7.20: Model 2 - Profil B: Prubéh rychlosti u a viskozity g v porovnani s
FEM fresenim. N = 200.
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Obrazek 7.21: Model 2 - Profil C: Prubéh rychlosti u a viskozity g v porovnani s
FEM ftesenim. N = 200.
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Obréazek 7.22: Model 2 - Prostorové rozlozeni viskozity v porovnani s FEM
feSenim.
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Obrazek 7.23: Model 2 - Prostorové rozlozeni velikosti rychlosti v porovnani s
FEM ftesenim.
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Obrazek 7.24: Model 3 - Profil A: Prubéh rychlosti u a viskozity p v porovnani s
FEM ftesenim. N = 200.
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Obrazek 7.25: Model 3 - Profil B: Prubéh rychlosti u a viskozity g v porovnani s
FEM fesSenim. N = 200.
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Obrazek 7.26: Model 3 - Profil C: Prubéh rychlosti u a viskozity g v porovnani s
FEM fesenim. N = 200.
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Obrazek 7.27: Model 3 - Prostorové rozlozeni viskozity v porovnani s FEM
feSenim.
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Obrazek 7.28: Model 3 - Prostorové rozlozeni velikosti rychlosti v porovnani s
FEM fesenim.



7.6 Poznamky

Pti srovnavani vysledku s programem COMSOL je nutné taky dbat zvysené obezie-
tnosti. Jisté neni dokonale zaruceno, ze je jeho pouziti na dany problém vhodné, ¢i
dokonce opravnéné. Zatimco pii feseni 1loh s klasickym newtonovskym chovanim,
dospél v danych problémech k vysledku velmi rychle a snadno, pti pokusech o
vypocet nenewtonovskych modelu se jiz objevovaly velké problémy se stabilitou
a konvergenci feseni. Casto bylo nutno vyfesit nekolik pfidruzenych tloh (napf.
se sérif nizsich exponentu nez urcéené m), aby bylo nalezeno pozadované teseni.
Vyse uvedené ulohy byly dokonce specidlné voleny tak, aby bylo feseni metodou
konecnych prvku vubec nalezeno.

Lattice Boltzmannova metoda se v tomto sméru ukéazala jako daleko vice ro-
bustni. Diky jeji explicitni povaze neni mozné, aby nebylo dosazeno vysledku
a bylo pozorovano stabilni chovani pro daleko extrémnéjsi nenewtonovské mod-
ely, nez jsou zde uvedeny (zejméne pravé s vysokymi hodnotami exponentu m).
Samoziejmeé neni jasné, zdali nalezené feseni také skutecné uvedené rovnice spliiuje,
coz je namétem k dalsimu vyzkumu, nicméné tak dostavame urcitou nadéji k ex-
istenci metody pouzitelné v piipadech, kdy standardni metoda konec¢nych prvku
selhava.
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Kapitola 8

Shrnuti

8.1 Zaveéer

V této praci byl uc¢inén pokus uvést ¢tendre do problematiky teorie a aplikace
lattice Boltzmannovy metody. Duraz byl kladen predevsim na vyuziti novych
teoretickych metod pro jeji zkouméani, jmenovité analyzu prostiednictvim rozvoje
do Hermitovych polynomi. Ustfednim bodem préace byla aplikace této analyzy
na nenewtonovsky model zalozeny na modifikaci tvaru rovnovazného rozdéleni v
BGK operatoru. Vysledkem byl vztah pro viskozitu, ktery je ve shodé s puvodnimi
zdroji. Je stale otevienou teoretickou i praktickou otdzkou, za jakych podminek
lze zanedbat prebytecné ¢leny ve vztahu pro vazkou ¢ast tenzoru napéti, které byly
odvozeny. Jisté by to mélo byt namétem dalstho vyzkumu, stejné jako aplikace
zminéné Hermitovské metody také na jiné typy modifikaci rovnovaznych rozdéleni.

V praktické casti prace bylo implementovano kinetické schéma zalozené na
studovaném modelu a porovnavano vysledky ziskanymi komercénim feSicem vy-
uzivajicim metodu koneénych prvku. Shoda se ukazala byt ve vétsiné pripadu
uspokojiva, nicméné byly objeveny i nékteré oteviené otazky tykajici se korektni
implementace okrajovych podminek.

8.2 Perspektivy

Lattice Boltzmannova metoda patti rozhodné k velmi perspektivnim smértim na
poli matematického modelovani. Mezi jeji hlavni prednosti patii velmi jednoducha
implementace a explicitni, lokalné definovany vyvoj. Pravé tato lokalnost ji umoz-
nuje velmi efektivné a jednoduse paralelizovat. Sice tedy plati, ze za predpokladu
dodrzeni difuzniho skalovani, tj. At = Axz? roste v 2D piipadé doba vypocétu jako
N*, ve 3D pifpadé dokonce jako N?, ale tyto jevy je mozné vhodné vyvazovat
zapojenim dostatecné vysokého vypocetniho vykonu, ktery je pii dobré spraveé
paméti v podstaté neomezeny.

Pro ilustraci uvedme dosazené vysledky v oblasti implementace. V praxi lat-
tice Boltzmannovy metody se rychlost programu méii v jednotkach MLUPS, tedy
Mega Lattice Updates Per Second. Implementace pouzitd v simulacich v této
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praci dosahovala i pii paralelizaci na vice jader procesoru rychlosti pfiblizné 0,4
MLUPS. V soucasnosti nejvice propracovany balik implementujici tuto metodu -
Palabos, ovSem uz pii paralelnim vypoctu na deseti pocitacich dosahuje rychlosti
az 25 MLUPS. Na zcela jiné skale jsou rychlosti simulaci vyuzivajici paralelni
vypocetni schopnosti grafickych karet. Rekordni dosazené rychlosti vypoctu na
jediné grafické karté se pohybuji az u hodnoty 600 MLUPS [1].
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Dodatek A: Hermitovy polynomy

Tento dodatek predstavuje rychly tivod do problematiky Hermitovych polynomu
v rozsahu potfebném pro aplikaci v této praci. Je zalozen priméarné na infor-
macich uvedenych v [22], nicméné je doplnén o podrobnéjsi zpracovéani prechodu
k vicerozmérnym polynomum, takze umoznuje snadnéjsi pochopeni problematiky.
Diky tomu zaroven uvadi na pravou miru vztah pro normu vicerozmérného poly-
nomu, ktery je v [22] uveden minimalné dosti zavadéjicim zpusobem a odkud je
se stejné prejat do mnoha ostatnich zdroju (napi. [16]).

Jednorozmérné Hermitovy polynomy

Uvazujme prostor L*((a, b)) a funkci w(v) : (a,b) — R takovou, ze integrél

/ P(v)w(v) dv, (8.1)

je koneény pro libovolny polynom P(v). Potom muzeme definovat skalarni
souc¢in na tomto prostoru predpisem:

(9) = [ Foglout) d 82)

Systém ortogondlnich polynomt na tomto Hilbertové prostoru lze ziskat po-
moci Rodriguezova vztahu:
(-1
—w(v).
w(v) do (v)
Pro vahovou funkci ve tvaru gaussianu definovanou na celém R,
1 v?
w(v) = —exp| —— |, 8.4
)= —=on(-) (8.9

dostavame dle vztahu (8.3) Hermitovy polynomy, které na daném prostoru
tvori uplny ortogonalni systém. Prvnich pét Hermitovych polynomu ma tvar:

P (y) = (8.3)

HY =1 (8.5)
HY = (8.6)
H? = 3?1 (8.7)
H® = ¥ -3 (8.8)
HYW = ' —602+3 (8.9)



Norma jednotlivych polynomu je ddna vztahem:

(H™ H™) = nl. (8.10)

Vicerozmérné Hermitovy polynomy
Jednou z moznosti, nikoli vSak jedinou, jak zkonstruovat vicerozmérné polynomy,
je vzajemné vynasobeni jednorozmeérnych polynomu postupné ve vSech promén-
nych.
d
H(V) = [[H"™)(v). (8.11)
i=1

Tento postup odpovida analogické volbé vahové funkce pro skalarni soucin:

w(v) = H \/12_7Texp (—%2) = Wexp (-%2) (8.12)

i=1

Je ziejmé, ze pti vypoctu normy tohoto vicerozmérného Hermitova polynomu
lze ptislusny integral separovat do jednotlivych proménnych. Pro normu potom
dostavame vztah:

(HLH) — /]R d g;gj/)z exp(—%)dV _ ﬁ /R (H(”i)(vi))Q\/%_ﬂexp(—%2>dvi

d

= [J@&E™, 5 =](a). (8.13)

i=1 i=1

Nyni pfepisme vyraz (8.11) pomoci Rodriguezova vztahu (8.3):

Hw) = [ ) =] (_m e (8.14)

Vsimnéme si, ze vahova funkce je hladkd a v jistém smyslu invariantni vuci
opakovanému derivovani. To ndm umoznuje predchozi rovnost zapsat jako parci-
alni derivaci vicerozmérné vahové funkce (8.12), ¢imz dostavame vicerozmérnou
obdobu Rodriguezovy formule:

(-1 o

Hgb) (V) = w(V) Ovg

w(¥). (8.15)

Timto vztahem jsme zavedli indexovani vicerozmérnych hermitovych poly-
nomu pomoci multiindexu @ € N". Takto jsou bézné znaceny vicerozmérné Hermi-
tovy polynomy v dostupné literatute. Operator parcialni derivace derivuje vahovou
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funkci postupné podle véech proménnych uréenych multiindexem. Uvedme zde
tyto polynomy do ¢tvrtého radu:

H? = 1 (8.16)
HY = v (8.17)
H = v~ (8.18)
Hfle = ;v — (0i5Vx + 0igv; + Ojxv;) (8.19)
Hiji)cz = ;00 — (6350601 + OikvjUr + 65050k + OV +

3100k + 6viv;) + (845011 + 030 + 0udjk) (8.20)

Tento pouzivany zpusob znaceni ma vsak jisté nevyhody. Zaprvé by se mohlo
zdat, ze Hermitovych polynomu n-tého tadu je d”. To vSak neni pravda. Vzhle-
dem k hladkosti vahové funkce jsou parcialni derivace zaménné, a proto ve vztahu
(8.15) dostavame stale stejny polynom pro libovolnou permutaci zvoleného mul-
tiindexu @. Zadruhé se s touto nuanci poji také skutecnost, ze norma polynomu
n-tého tadu jiz neni n!. Toto je také zdrojem vsech nespravnych formulaci v dos-
tupné literatufe (napf. [22]).

S timto se ovSem lze vyrovnat, tak aby navazujici teorie zustala prehledna.
Ukazuje se totiz, ze soucet norem vsech identickych polynomu n-tého fadu vznik-
Iych permutaci multiindexu (permutace oznacme 7(@)) jiz je roven n!. Tedy ze:

Z <H H > = nl. (8.21)

Toto tvrzeni nyni dokazme. Budeme znacit c(i,d) pocet vyskytu indexu i v
multiindexu @. Vratime-li se k zavedeni vicerozmérnych polynomu vyrazem (8.11),
vidime, ze ¢(i, @) je fad jednorozmérného Hermitova polynomu piislusejictho i-té
proménné. Norma vicerozmérného polynomu s pevné zvolenym & je tedy:

d d
<Hf§), Hg”> = [ (e, qetdy =TT e(i, @) (8.22)
=1 =1

Nyni si staé¢i jiz jen uvédomit vyraz pro pocet permutaci 7(&). Jde o permutace
s opakovanim, kde ¢(i, @) jsou préavé cetnosti jednotlivych skupin indexu, co se
opakuji. Dostavame tedy hned, zZe:

(n) yr(n)\ _
S () -

(@)

c(i, @)l =nl. (8.23)

’:j&

i=1

Odvozeny vztah okamzité pouzijeme. Pro ptehlednou projekci funkce f €
L*(R?%) do béze Hermitovych polynomi totiz piedpokladame, 7e je f ve tvaru:

— L
ZEHEJ al. (8.24)
n=0
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V tomto vztahu se pfedfoklédé vyscitani vnitini ¢asti sumy pres vSechny
multiindexy &. Koeficienty a;’ € R lze pak spocitat integraci:

o’ = [ fHY dv. (8.25)
R4
Vyse uvedené odvozeni ospravedliiuje pravé opravnénost pouziti faktoru 1/n!
v rozkladu, prestoze norma jednotlivych polynomu neni n!.
Pfi projekci Boltzmannovy rovnice do Hermitovy béze, jsou dale klicové na-
sledujici vztahy:

aH(”)
n n+1 aq...0n,
UO‘OHEQ)---OM - ngoocl) Qi + Tao, (826)
kde posledni parcidlni derivaci muzeme spocitat z néasledujici identity:
8Ha1 an
61}0&0 o Z 6a0a1 a th, 10641 ... O ” (827)
Pro lepsi prehlednost zavedeme jesté zkracené oznaceni:
oH .
n+1 _ n+1 ’ a o n—1
H = HETY addle 5 = HY Y. (8.28)

Stejné Znacenl plati i pro koeficienty téchto polynomu, pouzivime tedy a, n+1)

piipadné aﬁ. . Je tfeba vsak pamatovat na fakt, ze a(~4 Y nent derivact koeﬁ—
cientu podle v;. Vznikne tak, Ze se nejprve zderivuje pr1slusny Hermituv polynom
(s multiindexem &), coz d& obecné soucet nékolika dalsich polynomu (nebo taky
nulu), a tyto polynomy se zprojektuji presné podle vztahu (8.26), vznikne tedy

obecné soucet nékolika koeficienti.

Preskalované Hermitovy polynomy

Pti formulaci numerického schématu lattice Boltzmannovy metody se ukazuje, ze
pro spravnou koexistenci regularni miizky a kvadraturnich formuli pro vypocet
integralu, je nutné v simulaci preskalovat vSechny rychlosti multiplikativnim fak-
torem 1/c,. Tento faktor se posléze objevi na nékolika dalsich mistech a je nutné
ho dikladné sledovat. Uvedme zde tedy vyéet vsech zmén, které kvuli skdlovani
nastanou. V prvni fadé budeme pouzivat jinou sadu Hermitovych polynomu.
Zavedme tedy novou véhovou funkci s preskélovanou rychlosti w(v) = w(v/c,).
Upravime normovaci koeficient tak, aby integral pres R zustal jednotkovy.

B(v) = ——— exp (-2”—22) (8.29)

V Rodriguezové vztahu priddme faktor 2"
¢lenu polynomu jednotkové:

aby byly koeficienty u vedoucich

s

P™(y) = A(S —w(v). (8.30)



Jednotlivé jednorozmérné Hermitovy polynomy do ¢tvrtého fadu potom jsou:

HO = 1 (8.31)
HY = o (8.32)
H? = 2 - ¢ (8.33)
H® = % =3¢ (8.34)
HY = o' —6c%0® + 3¢ (8.35)
Norma jednotlivych polynomu je rovna:

<ﬁ<">, ﬁ<">> = nl e, (8.36)

Po zobecnéni do vice dimenzi dostavame vicerozmérné polynomy:
HO = 1 (8.37)
Al = (8.38)
HY = vy — oy (8.39)
II‘\ISI)C = VUV — C?((gijvk + 5¢kvj + 5jkvi) (840)

I:Ig,)d = vvopv — (0i0pv; + Sipv0; + Sivjuk + Vv +
(Sjl"Ui’Uk + 5klUin) + Ci(éijdkl + (Sik(Sﬂ + 5i15jk) (841)

Prislusny soucet norem polynomu odpovidajici stejné permutaci indexu je
stejny jako v jednorozmérném piipadé:

> (A AL ) = nle. (8.42)
(&)

Rozklad funkce f do béaze Hermitovych polynomu tak ma mirné upraveny tvar:

anc% Wal, (8.43)

n=0

Projekéni vztah pro jednotlivé koeficienty je ovSem stejny jako v neskalovaném
pripadeé.
al = [ fHAY av. (8.44)
R4
Faktor ¢? ov§em pribude do identity (8.26), coz je velice podstatnd zména pii
projekcich uzivanych v limitnich procesech:

oaY ..

WH = He D 2
Vag + c; Do,

aq...0n Qo ...0n

(8.45)
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Dodatek B: Kvadraturni formule

V prubéhu diskretizace Boltzmannovy rovnice dospéjeme k nutnosti fesit nasle-
dujici dlohu. Je ddna véhova funkce w(V) definovand v dodatku A. Je tfeba
najit takovou mmozinu bodu {V,%V, ..., %} € R? a jim odpovidajicich vah
{*w,%w,...,*w} € R tak, aby bylo moZno piesné vy¢islit integral takto:

b
/ w(V)f(¥) dv = Z i f (%), (8.46)

kde f je libovolny polynom nejvyse predem pevné zvoleného stupné.

Jednorozmeérné Gaussovy kvadraturni formule

Necht P© PM . je posloupnost ortogonalnich polynomii vii¢i vaze w(v) na
prostoru L*((a,b)). Zvolme nyn{ libovolné n € N a libovolny polynom p € Py,
(symbolem Py, zna¢ime prostor polynomu stupné nejvyse k), jehoz integral budeme
odhadovat. Takovy polynom muzeme rozlozit nasledovné:

p(v) = P D (0)g(v) +r(v), (8.47)

kde ¢,r € P,, a P"*D € P, je jeden z vyse zminénych ortogonélnich poly-
nomil. ZapisSme nyni integral z p:

/ w(v)p(v) dv:/ w(v) P (v)q(v) dv+/ w(v)r(v) do. (8.48)

Vsimnéme si, ze prvni clen je vlastné skaldrnim souc¢inem <P("+1),q>. Ten
ale musi byt nutné nulovy, protoze prostor P, 1 je ortogondlni k prostoru P,,.
Ozna¢me nyni {%, 'v,..., ™} mnozinu kofent ortogondlniho polynomu P"+1.
Plati tedy PV (%) = 0 Vi € 0...n. Polynom r(v) miizeme piepsat v tomto
tvaru:

r(v) =>_r(w)li(v). (8.49)
i=0

Symbolem [;(v) zna¢ime tzv. Lagrangeuv bazovy polynom. Plati pro néj, ze
li(v) € P, a jeho funkéni hodnoty jsou jednoznaéné urceny relact:

Li(7v) = 6. (8.50)
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Nabyva tedy hodnoty 1 v jednom z kofentt “ a je nulovy ve vSech ostatnich.
Protoze jsou w pravé kofeny polynomu PV je ze vztahu (8.47) ziejmé, Ze:

p(v) =1r(). (8.51)

Nyni vSechny uvedené konstrukce skloubime dohromady. Pisme opét vyraz pro
integral z p:

[ e ao= [ wir) =

- [y

kde jsme oznacili

r()l;(v) dv = Z wp(v), (8.52)

1=0

“w :/ w(v)l;(v) do, (8.53)

coz je vztah pro konstrukci Gaussovy kvadraturni formule. Shrnuto: pokud
zvolime jako mmnozinu vyhodnocovacich bodu kofeny ortogonalniho polynomu
radu n + 1 s vahami urc¢enymi vztahem (8.53), plati kvadraturni formule (8.46)
resp. (8.52) presné pro libovolny polynom p € Py, ;.

Vicerozmeérna kvadraturni formule 5. radu

P1i vypoctech lattice Boltzmannovy metody s rovnovaznym rozdélenim ofezanym
od druhého Faddu Hermitovych polynomu a vyse, uzijeme predchozi teorii s Her-
mitovym polynomem druhého fadu. Dostaneme tak kvadraturni formuli presnou
pro polynomy az patého stupné, coz je plné postacujici.

H®(v) = v* — 3v. (8.54)

Kofeny tohoto polynomu a jim ptislusejici vahy jsou:

@0.7
I
=
803
I

(8.55)

D= WD =

Pfi zobecnéni této kvadraturni formule do vice dimenzi s vyhodou vyuzijeme
faktu, ze jsou vahova funkce i integrovany polynom separovatelni do jednotlivych
dimenzi. Staci proto aplikovat jednorozmérnou kvadraturni formuli pro kazdy
rozmér zvlast a vysledky vynésobit:

/p(") 1 _‘7_2 d~_ﬁ/p(.)L _0_1'2 dv: =
» v (27T)d/2exp 5 vV = 1L/ ilv; \/ﬁexp 5 v; =

d k

1> iwrev)=> " fwP(¥) (8.56)

i=1 j=1 =1
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Podstatnou soucasti aplikace kvadraturni formule v lattice Boltzmannové me-
todé je skdlovani. Z praktickych duvodu chceme dodrzet jednotkovou vzdalenost
mezi body mftize, nicméné uzly kvadraturni formule se v jednotkové vzdalenosti
nenachdazeji. Musime proto pouzit skdlovani faktorem c,. Pro tuto kvadraturni
formuli je skalovaci faktor ¢, = 1/v/3. V nésledujici tabulce je piehled uzlt ‘v
a vah “w pro dvojrozmérnou a trojrozmérnou kvadraturni formuli. Pro mnoZinu
uzlu a vah zavadime znaceni DdQn kde d je dimenze a n pocet uzlu v kvadrature.
Symbolem S se mini vSechny symetrické varianty téhoz vektoru.

Pravidlo % i

w
D2Q9  (0,0) 4/9
VfePs (V3,0)s 1/9

(v/3,v3)s 1/36
Cs = 1/\/3

D3Q27  (0,0,0) 8/27

VfePs (v3,0,0)s 2/27

(v3,v3,0)s  1/54

(V3,v3,V/3)s 1/216
cszl/\/§

Kvadraturni formule vyssich radu

Vyse uvedenym postupem lze pochopitelné zkonstruovat kvadraturni formuli libo-
volné vysokého tadu. Problém s timto postupem je, Ze koteny Hermitovych poly-
nomu c¢tvrtého a vyssiho radu jiz nejsou ekvidistantni. Pro pouziti v numerickém
schématu standardni formulace lattice Boltzmannovy metody vsak potfebujeme,
aby mnozina uzlu kvadraturni formule vykazovala stejnou prostorovou strukturu
jako vypocetni sit, na které simulace probihd. Maximalné se muze ligit aZ na
multiplikativni skalovaci faktor ¢, ktery jsme jiz do teorie zapracovali.

Existuje tedy i jiny zpusob konstrukce kvadraturnich formuli, kde muzeme
piedem provést volbu mnoziny uzlii {}v, 2V, ... *V} predem. Je li vdhova funkce
w(V) normalizovana, tj. je-li jeji integrél pres cely prostor roven jedné, je prvni
ortogonaln{ polynom P© = 1 a plat{ vztah:

/ w(¥)P" (V) dV = 6y, (8.57)

Libovolny polynom f(v) € P,, je rozlozitelny do baze ortogondlnich poly-
nomu:

f(¥) = Z a; PO (). (8.58)
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Pokud pozadujeme, aby vztah (8.46) platil pfesné, musi zvolend mnozina uzlua
{V,%,..., "} a jim odpovidajicich vah {lw,?w,...,*w} spliiovat nasledujici
soustavu rovnic pro v8echna ¢ = 1...m [22]:

k
Z iw P9 (3F) = 6y, (8.59)

j=1

Samoziejmé, pro piesnost zadaného stupné budeme potiebovat obecné vice
uzlovych bodu nez v pripadé Gaussovych kvadraturnich formuli. Zevrubnéjsi vh-
led do problematiky kvadraturnich formuli pouzitelnych v lattice Boltzmannové
metodé i pro jiné nez ¢tvercové miize, je k nalezeni v [22]. Zde pouze pro praktické
ucely prejimame a [16] tabulku kvadraturnich formuli sedmych a devétych radu
ve dvou a trech rozmérech na ctvercové siti.

2

Pravidlo *+ w

D2017  (0,0) (575 + 1921/193)/8100
VfeP, (a.0)s (5555 — 91/193)/18000
(a,a)s (655 + 17/193)/27000
(2a,2a)s (685 — 49+/193) /54000
(3a,0)s (1445 — 1011/193)/162000
a = /(125 + 5v/193)/72
cs =1/a
D2Q37  (0,0)  0.23315066913235250228650
VfePy (a,0)s  0.10730609154221900241246

a,a)s 0.05766785988879488203006

2a,0)s  0.01420821615845075026469
2a,2a)s 0.00101193759267357547541
3a,0)s  0.00024530102775771734547

,0)
a,2a)s  0.00535304900051377523273
3a)s  0.00028341425299419821740
a = 1.19697977039307435897239
cs =1/a
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Pravidlo %

w
D3Q39  (0,0,0) 1/12
VfeP; (4,000  1/12
(a,a,a)s 1/27
(24,0,0)s  2/135
(2a,2a,0)s  1/432
(34,0,0)s  1/1620
a = /(125 + 5v/193)/72
cs=1/a
D3Q121 (0,0,0) 0.03059162202948600642469
VfePy (a,0,0)s 0.09851595103726339186467

(
(
(a,a,a)s 0.02752500532563812386479
(a,2a,0)s 0.00611102336683342432241
(2a,2a,0)s  0.00042818359368108406618
(3a,0,0)s 0.00032474752708807381296
(2a,3a,0)s  0.00001431862411548029405
(2a,2a,2a)s 0.00018102175157637423759
(a,3a,0)s 0.00010683400245939109491
(3a,3a,3a)s 0.00000069287508963860285
a = 1.19697977039307435897239
cs=1/a
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Priloha

Soucasti prace je také elektronicka ptiloha s nasledujicim obsahem:

Zdrojovy kéd programu

Zdrojovy koéd programu ktery byl pouzit k simulaci. V tomto zdrojovém kodu
je pevné zanesena lloha obtékani ctvercové prekazky. K jeho kompilaci nejsou
potieba zadné nestandardni knihovny. Doporucuje se vsak kompilovat s parame-
trem -03 a v pripadé moznosti i s parametrem -fopenmp.

Surové vysledky simulaci

Vsechny vysledné soubory dodrzuji konvenci, ze prvni ¢islo v ndzvu souboru
oznacuje Cislo nenewtonovského modelu, kterého se simulace tykala.

Soubory vygenerované programem COMSOL maji ptiponu . txt. Pokud néasleduje
jediné pismeno, jde o 1D profil. (V - prubéh viskozity, P - pribéh rychlosti). Pokud
nasleduji dvé pismena, tak druhé oznacuje tez, kterého se profil tyka. Nasledovano
opét V nebo P.

Soubory vygenerované programem vyvinutym k této praci maji koncovku
.dat. Po prvnim c¢isle vzdy nasleduje NXXX, kde XXX je hodnota N pro danou
simulaci. Dédle muze nasledovat:

e P - Jedna se o 1D rychlostni profil
e V - Jedna se o 1D profil viskozity

XY - X je oznaceni fezu v 2D modelu, Y je opét V nebo P dle ptedchoziho.

VISC - Matice hodnot viskozity

UX - Matice hodnot z-ové slozky rychlosti

UY - Matice hodnot y-ové slozky rychlosti

UXY - Matice hodnot velikosti rychlosti

Obrazky a grafy

Soubor vsech obrazku a grafu pouzitych v této préci.
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