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ka dominance nekonecného fadu se stochastickou dominanci druhého fadu. Na
zakladé téchto vysledki je formulovana nutné a postacujici podminka eficience
portfolia vzhledem k nekone¢nému radu stochastické dominance za predpokla-
du normality. Tato podminka je pouzita v praktické casti, kde je srovnavan
pristup k eficienci portfolii odvozeny v této praci za predpokladu norméalniho
rozdéleni s neparametrickym scénarovym pristupem. Protoze odvozena nutna
a postacujici podminka eficience je zalozena na predpokladu normality, jsou
pouzita jak data, u kterych je mozné povazovat predpoklad normality za spl-
nény, tak data u kterych byla normalita jednoznacné zamitnuta. Z vysledki
metody na obou sadach dat je odhadnut vliv nesplnéni predpokladu normality
na odvozenou nutnou a postacujici podminku eficience portfolia.
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Abstract: The thesis deals with high-order stochastic dominance of random
variables and portfolios. The summary of findings about high-order stochastic
dominance and portfolio efficiency is presented. As a main part of the thesis
it is proven that under assumption of both normal and gamma distributi-
on the infinite-order stochastic dominance is equivalent to the second-order
stochastic dominance. The necessary and sufficient condition for the infinite-
order stochastic dominance portfolio efficiency is derived under the assumption
of normality. The condition is used in the empirical part of the thesis where
parametrical approach to the portfolio efficiency is compared to the nonpa-
rametric scenario approach. The derived necessary and sufficient condition is
based on the assumption of normality; therefore we use two sets of data, one
with fulfilled assumption of normality and the other for which the assumption
of normality was unambigously rejected. Consequently, the influence of fulfill-
ment of the normality assumption on the results of the necessary and sufficient
condition for portfolio efficiency is estimated.
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Kapitola 1

Uvod

Existuje cela fada pristupt k zakladni otazce, jak vyhodnotit vyhodnost ¢i
nevyhodnost investic, jejichz vynos je z ¢asti zalozen na nadhodé. Jako priklad
lze uvést investice do nakupu jednotlivych akcii nebo do nakupu celych vhodné
vybranych balicki akcii tedy portfolii.

Zaklady teorie portfolia polozil v roce 1952 Markowitz [15]. Jeho modely
pomeétuji investice z pohledu vynosnosti neboli oc¢ekévaného zisku a z pohledu
rizikovosti, ktera je reprezentovana rozptylem. Tyto modely predpokladaji,
ze vSichni investorfi jsou stejni, z ¢ehoz vyplyva, ze pokud nalezneme jedno
optiméalni portfolio, toto portfolio budou chtit vsichni investofi.

Predpoklad, Ze maji vSichni investorii stejné preference, opousti modely sto-
chastické dominance, kterymi se v této praci budeme zabyvat. Tyto modely
predpokladaji, ze kazdy investor méa vlastni unikatni preference reprezentova-
né uzitkovou funkci. Kazdy investor tedy muize preferovat jiné portfolio. Vét-
sinu investori ovsem spojuji nékteré charakteristiky jejich uzitkovych funkci,
napriklad to, ze preferuji vétsi vynos pfed mensim, jistou investici pred nejis-
tou apod. Podle takovych charakteristik se vytvari jednotlivé t¥idy uzitkovych
funkci, které odpovidaji fadiim stochastické dominance. MozZnosti sestaveni
portfolii je velice mnoho a investor neni schopen je vSechna mezi sebou po-
rovnat. Proto se snazime nalézt takové mnoziny portfolii, o kterych vime, ze
jsou mezi nimi vSechna takova portfolia, ktera by mohla byt pro nékterého
investora z dané t¥idy optimalni, portfoliim z takové mnoziny pak fikame efici-
entni portfolia vzhledem k pfislusnému radu stochastické dominance. Kdyz je
mnozina eficientnich portfolii nalezena, investor si mezi nimi mutze podle svych
preferenci vybrat optimalni portfolio. Cim toho o investorovi a jeho uzitkové
funkci vice vime (nebo predpokladame), tim mensi eficientni mnoziny portfolii
muzeme nalézt a tim vice mu tak zjednodusime vybér. Vyssi stupen znalosti
odpovida vyssim stupntm stochastické dominance.

Zakladni vyhodou stochastické dominance je jeji obecnost, coz z ni déla uzi-
tecny nastroj pouzitelny v celé rade oblasti ekonomie a statistiky. Za urcitych
okolnosti je vztah mezi Markowitzovym modelem a stochastickou dominanci
velice uzky. Jak ukazeme v kapitole 5, za predpokladu normality vynost port-
folii je Markowitztiv pristup ekvivalentni se stochastickou dominanci vyssiho
nez prvniho radu.



K vyznamnému rozvoji modeli stochastické dominance nizsiho fadu do-
chazi na konci 60. let 20. stoleti, kdy jsou nezavisle na sobé publikovany prace
Hadar a Russel [4], Hanoch a Levy [5], Rothschild and Stiglitz [23] a Whitmo-
re [26], které vedly k pouzivani modelt stochastické dominance ve financich i
ekonomii. V pozdéjsich pracech Whitmore [27] a Levy [13] se podafilo ziskat
vysledky i pro vyssi fady stochastické dominance véetné fadu nejvyssiho a to
nekonecného. Dalsi vlna zajmu byla vzbuzena okolo prelomu tisicileti clanky
Rockafellar, Uryasev [22] a Ogryczak, Ruszczynski [18], kde se podatilo ukazat
vztah mezi mirou rizika CVaR a stochastickou dominanci druhého radu.

Nyni se vénuje nejveétsi pozornost vyuziti stochastické dominance pfi testo-
vani eficience portfolii. Nejprve Levy [12] odvodil kritéria pro parové srovnani
hému tadu stochastické dominance vii¢i nekoneéné mnoziné vsech ostatnich
portfolii vyfesil jako prvni Post [20]. Dalsi kritéria pro eficienci portfolii pro
druhy tad stochastické dominance odvodili Kuosmanen [10] a Kopa [7].

Prvnim a druhym fadem stochastické dominance mezi ndhodnymi veli¢ina-
mi se budeme zabyvat v druhé kapitole, ve tfeti kapitole shrneme poznatky o
tfetim, n-tém a nekonecném radu stochastické dominance. Ve ¢tvrté kapitole se
budeme zabyvat obecnéjsim scénarovym pristupem k stochastické dominanci
vcetné testl eficience vzhledem k druhému fadu stochastické dominance.

V paté kapitole uvedeme ptistup ke stochastické dominanci za predpokladu
specifického rozdéleni vynost. Budeme uvazovat jednak normélné rozdélené a
poté i gamma rozdélené ndhodné veli¢iny. Nutné a postacujici podminky pro
prvni a druhy fad stochastické dominance jsou znamé pro obé rozdéleni. My v
podkapitolach 5.2 a 5.4 odvodime pro obé rozdéleni nutné a postacujici pod-
minky pro nekonec¢ny fad stochastické dominance. V podkapitole 5.2.2 vyuzi-
jeme vysledkt pro normalné rozdélené nahodné velic¢iny a odvodime kritérium
eficience portfolii pro nekonecény rad stochastické dominance za ptredpokladu
normality.

V Sesté kapitole na redlnych datech srovname vysledky v této praci odvo-
zeného kritéria pro eficienci vzhledem k nekonec¢nému fadu stochastické domi-
nance za predpokladu normalniho rozdéleni vynost s obecnéjsim scénafovym
pristupem, ktery nevyuziva znalosti specifického typu rozdéleni.



Kapitola 2

Stochasticka dominance prvniho
a druhého radu

V prvni kapitole predstavime koncept rozhodovani za rizika a uvedeme zaklad-
ni pravidla stochastické dominance (SD) prvniho a druhého fadu.

2.1 Rozhodovani investora za rizika

Uvazujme investora, ktery voli investice z mnoziny pripustnych investi¢nich
prilezitosti. Vynosy investic budeme v této praci reprezentovat ndhodnymi
veli¢inami, které zavadime podobné jako Lachout [11].

Definice 2.1 Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a (R, B') je méri-
telny prostor. Zobrazeni X : (2, A) — (R, BY) je ndhodnd veli¢ina s hustotou
f(t) a zprava spojitou distribucni funkei F(x) = [*_ f(t)dt. MnoZinu vech
uvazZovanych nahodnych velicin oznacme jako X.

P1i investicnim rozhodovani za rizika predpokladame, Ze distribucni funkce
v8ech ndhodnych veli¢in (vynost investic) jsou povazovany za znamé. I kdyz
tento predpoklad samoziejmé ve skutecnosti neni témér nikdy splnén, je ro-
zumné v souladu s Levy [14] pfedpokladat alespon to, Ze je investor schopen
provést kvalifikovany odhad této distribu¢ni funkce. Existuje fada metod, jak
investice porovnavat mezi sebou. Asi nejznaméjsi je metoda maximalizace oce-
kdvaného uzitku zavedend J. von Neumanem a O. Morgensternem [17]. Tato
metoda je zalozena na predpokladu, ze preference investorti lze reprezentovat
uzitkovou funkci.

Pokud mame tplnou informaci o preferencich investora, tzn. zndme presné
jeho uzitkovou funkci, potom lze pfimo spocitat ocekavany uzitek kazdé z
uvazovanych investic X, Eu(X), a podle néj tyto investice snadno sefadit.
Kdyz vsak zname pouze ¢astecnou informaci o preferencich investora, napft.
vime pouze to, ze preferuje vétsi vynos nez mensi, potom lze investice seradit
pouze castecné.

Pravidla stochastické dominance (ostatné stejné jako jind pravidla investic-
niho rozhodovéni) pracuji pouze s ¢asteénymi informacemi investorskych pre-
ferenci, a proto je vysledkem jejich aplikace pouze ¢asteéné usporadani inves-
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tic. Podle nasi znalosti o preferencich investora, neboli o jeho uzitkové funkci,
rozd€lujeme jednotlivé fady stochastické dominance, pricemz vyssi rady zna-
menaji lepsi znalost o uzitkové funkci. Upfesnéme si nejprve pojmy uzitkové
funkce a averze k riziku ve shodé s Pratt [21].

Definice 2.2 Necht u : I — R je uzitkovd funkce, tedy spojitd, neklesajict
funkce definovand na intervalu I C R a W je soucasny majetek investora.
UvazZugme pripustnou investicni prileZitost reprezentovanou nahodnou velici-
nou X € X s rozdélenim P, pro kterou jsou stfedni hodnoty Eu(W + X) a
EX konecne. Pokud pro kaZdou hladinu investorova bohatstvi W a pro kaZdou
pripustnou nahodnou investicni prilezitost X plati:

Eu(W + X) < w(W + EX) fekneme, Ze je investor averzni k riziku,
Eu(W 4+ X) = u(W + EX) rekneme, Ze je investor neutrdlni k riziku,

Eu(W + X) > u(W + EX) rekneme, Ze jde o investora vyhleddvagiciho
riziko.

Pro jednoduchost jsme zavedli averzi vici riziku pro investory bez ohledu na
hladinu jejich bohatstvi, i kdyZ je samoziejmé mozné ji definovat pro investory
pouze lokalné. Je totiz mozné, Ze investor averzni k riziku se miize stat po
nartstu majetku neutralni k riziku nebo dokonce riziko vyhledavajici. Plati,
ze investor averzni k riziku by nikdy nehral tzv. spravedlivou hru, pficemz
spravedliva je takova hra, jejiz cena za hru se rovna ocekavané vyhre.

2.2 Stochasticka dominance

Zavedeme nejprve dvé zakladni mnoziny uzitkovych funkei podle mnozstvi in-
formaci, které o nich mame. Ozna¢me mnozinu vSech neklesajicich spojitych
diferencovatelnych uzitkovych funkei jako Uy, tedy v’ > 0, Vu € U;. Pro zjedno-
duseni budeme i nadéle vzdy uvazovat pouze uzitkové funkce diferencovatelné
do potrebného fadu. Jako Uy C U; potom oznac¢ime mnozinu vSech neklesaji-
cich konkévnich uzitkovych funkci (diferencovatelnych do druhého fadu), coz
1ze zapsat také nasledovné v’ > 0 a u” < 0,Vu € Us). Konkavni uzitkova funk-
ce odpovida investorim, ktefi jsou averzni k riziku nebo rizikové neutralni. V
této podkapitole si ukdzeme néktera kritéria investi¢niho rozhodovani zalozena
na téchto ¢aste¢nych informacich.
Nésledujici definice jsou uvedeny v souladu s Levy [14].

Definice 2.3 (Slabd stochastickd dominance proniho a druhého tadu) Uva-
Zujme ndahodné veliciny X1 a Xy s distribuc¢nimi funkcemi Fy (x) a Fy (z).

(i) Rekneme, Ze X, slabé dominuje X vzhledem k stochastické dominanci
proniho tadu (FSD-First Degree Stochastic Dominance), coz oznacime
jako X1 »=psp Xa, pokud

Epu(z) — Epu(z) >0,

pro kaZdou uZitkovou funkci u € Uy, pro kterou stredni hodnoty Ep u(x)
a Epu(x) existugi.



(i)

Rekneme, %e X, slabé dominuje X, vzhledem k stochastické dominanci
druhého fadu (SSD-Second Degree Stochastic Dominance), coZ oznacime
jako X1 =gsp Xo, pokud

Epu(z) — Epu(z) >0,

pro kazdou uZitkovou funkci u € Us, pro kterou stredni hodnoty Ep u(x)
a Epu(x) existugi.

Kromé vyse uvedené definice slabé stochastické dominance, kterou nebudeme
v této praci prilis vyuzivat, se dale definuje striktni stochastickd dominance,
kterou budeme oznacovat pouze jako stochastickd dominance.

Definice 2.4 (Stochastickd dominance) Necht Xy a Xs jsou dvé ndhodné ve-
liciny.

()

(i)

X1 dominuje X5 vzhledem k stochastickeé dominanci pruniho vdadu, neboli
X1 >rsp Xo, pokud

Epu(z) — Egu(z) > 0,

pro kaZdou uzitkovou funkci u € Uy, pro kterou stredni hodnoty Ep u(x)
a Epu(z) ezistuji, a pro alespon jednu u € Uy je nerovnost splnéna jako
ostrd.

X1 dominuje Xo vzhledem k stochastické dominanct druhého rddu, neboli
X, > SSD Xg, pokud
Epu(z) — Egu(z) >0,

pro kazdou uzitkovou funkci u € Us, pro kterou stredni hodnoty Ep u(x)
a Epu(z) existuji, a pro alespon jednu u € Uy je nerovnost splnéna jako
ostrd.

Na zakladé jednotlivych radu SD lze definovat eficientni mnoZinu nahodnych
velicin.

Definice 2.5 (Eficience ndhodnijch velicin) Necht X je uvaZovand mnoZina
nahodnych velicin.

(i)

(i)

Ndahodnd velicina X5 € X je FSD neeficientni vzhledem kX, pokud existu-
je nahodnd velicina X, € X takovd, Ze X1 =psp Xo. V opacném pripadeé
rekneme, Ze Xo je FSD eficientni vzhledem k X.

Ndhodnd velicina X5 € X je SSD neeficientni vzhledem k X, pokud existu-
je nahodnd velicina X, € X takovd, Ze X1 =ssp Xao. V opacném pripadée
rekneme, Ze Xy je SSD eficientni vzhledem k X.



Pokud si vezmeme jako piiklad ndhodné veli¢iny vynos investice, pak investici
zahrneme do eficientni mnoziny, pokud neexistuje jiné investice, ktera by ji do-
minovala v prislusném radu SD. Eficientni mnozinu tedy tvoii takové investice,
které nejsou dominovany zadnou jinou investici. Naopak neeficientni mnoZina
vzhledem k U; nebo U, zahrnuje investice, pro které existuje alespon jedna
dalsi investice z eficientni mnoziny, ktera je dominuje. Dochézi tak k rozdéleni
mnoziny vSech investic na dvé navzajem disjunktni mnoziny, pricemz plati, ze
kazda investice je bud eficientni nebo neeficientni.

Jak potom probihé rozhodovani o realizaci investice na zakladé SD? V prv-

ni fazi se vyuzije ¢astecna informace a pripustnd mnozina investic se rozdéli
na eficientni a neeficientni. Toto rozdéleni je naprosto objektivni, a proto by
ho mohl provést napi. najaty konzultant. Druhou fazi vybéru by pak musel
provést pfimo investor tim, Ze by z eficientni mnoziny vybral tu nejlepsi in-
vestici na zakladé svého subjektivniho rozhodnuti, protoze jen on zna tplnou
informaci o svych preferencich. Vyhoda takovéhoto postupu pro investora spo-
¢iva zejména v tom, ze nemusi vybirat optimalni investici z celé mnoziny vSech
investic, ale pouze z omezené mnoziny eficientnich investic. Cim je eficientni
mnozina mensi, tim vétsi vyhodu tento postup pro investora prinasi. Zaroven
plati, jak ukazeme déale, ze ¢im vyssi stupen stochastické dominance vyuzi-
vame, tim mensi eficientni mnoziny vychazeji. Konkrétné je tedy napt. SSD
eficientni mnozina investic podmnozinou FSD eficientni mnoziny.
Kromeé koncepce eficience vzhledem k stochastické dominanci existuji jesté dal-
$i koncepty eficience. Asi nejznaméjsim je koncept Markowitzova modelu, po-
prvé publikovany v Markowitz [15]. Nékdy se také oznacuje jako mean-variance
kritérium. Vztahem mezi Markowitzovym konceptem eficience a SD konceptem
eficience se budeme zabyvat v kapitole 5.

Definice 2.6 (Eficience podle Markowitzova modelu) Nahodnd veli¢ina X, je
eficientni podle Markowitzova modelu vzhledem ke stredni hodnoté a rozptylu,
pokud neexistuje jind ndhodnd velicina X; takova, Ze

EXy; > EX; a zarovern var(X3) < var(X3), (2.1)
a alespon jedna z nerovnosti je splnéna jako ostra.

Mize byt velice slozité ukazat pfitomnost relace SD mezi dvéma nadhodnymi
veli¢cinami podle definice, proto si dale ukdzeme nékteré podminky, které nam
ovétovani SD zjednodusi. Nejlepsim kritériem je takova podminka, které je pro
dominanci nutné a zaroven postacujici.

Oznacme vicekrat kumulované distribucéni funkce, které zjednodusi zapis
nutnych a postacujicich podminek, nasledovné.

(i) Necht f(t) je hustota ndhodné veli¢iny X a F(z) = ffoo ft)dt je jeji
distribuc¢ni funkce, potom oznac¢me
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(ii) dale pak
FO(z) = / FO-U()dt VYn=3,4...,00.

—0o0

Véta 2.7 Necht I (x) a Fy (x) jsou distribucnimi funkcemi nahodnyjch velicin
X1 a X,, potom

(i) X1 =rsp Xo pravé tehdy, kdyz Fy (x) — Fy (z) < 0 pro kaZdé v € R.
(it) X1 =ssp Xa pravé tehdy, kdys F2 (t) — F® (t) < 0 pro ka¥dé t € R.

(11i) X1 =psp Xo pravé tehdy, kdyz Fy (z) — Fa(x) < 0 pro kaZdé © € R a
pro alespor jedno x je nerovnost splnena jako ostrd.

(iv) X1 =ssp Xo pravé tehdy, kdyz F2 (1) — F® (¢) < 0 pro kasdé t € R a
pro alespon jedno t je nerovnost splnéna jako ostra.

Diikaz. Dikaz této véty lze nalézt v Hanoch a Levy [5].

Dale uvedme nékteré nutné podminky pro dominanci.

Véta 2.8 (Nutné podminky pro FSD a SSD):
Necht Fy (x) a Fy () jsou distribucnimi funkcemi nahodnijch velicin X1 a Xs.

(Z) X1 = FSD X2 = ]EFl(l’) Z ]EF2(JZ).
(’LZ) X1 >=SSD X2 = EF1 (i[)) > EFQ(I').
(m) X, = FSD Xy = X, =SSD Xo.
Dikaz. Dikaz je uveden v Levy [14].
Déle uvedeme nutné a postacujici podminky pro FSD a SSD vyjadiené po-

moci kvantild. Uvazujme readlnou nahodnou velicinu X s distribu¢ni funkei
Fx(u). Kvantilovou funkci Fiy! rozumime funkei inverzni k F:

Fy' (v) = min {u: Fy (u) > v}.

Kvantilovou funkei druhého radu F'y ? definujeme pro vechny nahodné veli¢iny
X spliujici podminku E | X| < oo nasledovné

ffooF)zl(t)dt pro 0<p<l1

F*(p) = 0 pro p=0
+00 jinak.

Véta 2.9 Necht I (z) a Fy (x) jsou distribucnimi funkcemi nahodngjch velicin
Xl a XQ.

(i) X1 =rsp X2 pro kaZdou u € Uy pravé tehdy, kdyz F)}ll(p) — F);Ql(p) >
0,vp €0, 1]

(ii) X1 =ssp Xo prave tehdy, kdyz Fi*(p) — Fx2(p) > 0,¥p € [0,1]

Diikaz. Dikaz je uveden v Ogryczak, Ruszczynski [18].
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Kapitola 3

Stochasticka dominance vyssich
radua

V této kapitole zobecnime zavéry predchozi kapitoly pro stochastickou domi-
nanci vyssich fadd, konkrétné pro SD tretiho, n-tého a nekonecného radu,
ktery je limitnim pfipadem SD n-tého fadu pro n jdouci k nekonecnu.

3.1 Stochasticka dominance tretiho radu

Zesilme dale piedpoklad o ticelové funkci investora. Rekneme, Ze ti¢elové funk-
ce u € Us, pokud v/ > 0, v” < 0 a u” > 0. Podobné jako v piedchozim
pripadé plati U3 C U,. Interpretace faktu, ze u € Uy a u € Uy, je pomérné
jednoduché, vyjadtfovali jsme ji tezi, ze investor dava prednost vice penéztim
nez méné, respektive, ze je averzni vuci riziku. Jak uvidime dale, tfeti derivace
uzitkové funkce souvisi se Sikmosti distribuce.

Sikmost distribuce neboli tieti centralni moment je pro spojité distribuce de-
finovana jako

pa= [ @)~ B0,

Priklad 3.1 Pro lepsi predstavu wvedme piiklad publikovany v Levy [14]. Ukdz-
kou positivni Sikmosti rozdeleni muze byt rozdéleni vyhry v loterii, protoZe je
mala pravdépodobnost velmi velke vyhry a pritom velmi velka pravdeépodobnost
malé (obvykle nulové) vihry, ukdzku takové situace miZeme vidét v ndsledugict
tabulce, kde X reprezentuje vghru a p(x) pravdépodobnost, Ze k vihie X do-
jde. Opacnym prikladem negativni sikmosti rozdeéleni je rozdéleni hodnoty ne-
pojisténého domu(v tabulce reprezentovand ndhodnou velicinou X ), kterd md
negativni Sikmost kvili malé pravdépodobnosti p(x) velmi velké ztrdty zpisobe-
né napr. poZirem. Predpoklddejme, Ze hodnota domu je poté nulovd. Konecné
symetricka rozdélent maji sitkmost nulovou.

12



rozdéleni vyhry v loterii | rozdéleni hodnoty nepojisténého domu
x p(z) x p(z)
$0 0,99 $0 0,01
$1 000 0,01 | $1 000 000 0,99

V pripadé loterie je stredni hodnota vyhry:
E(z) =0,99-0+ 0,01 -1000 = 10
a sikmost je:
ps(z) = 0,99(0 — 10)* + 0,01(1 000 — 10)* = 9 702 000.

Sikmost je tedy positivni a v absolutni hodnoté velkd. Jak si pozdéji ukdZeme,
velkd positivni Sikmost této hry muzZe pritahovat hrdce, jejichZ treti derivace
uzitkové funkce je kladna, tedy u"” > 0. Rozdéleni hodnoty nepojisténého domu
ma nasledujici charakteristiky:

E(z) =0,01-04 0,99 -1 000 000 = 99 000

ps(z) = 0,01(0 — 99 000)® + 0,99(100 000 — 99 000)* = —9,702 - 10"2.

Sikmost tohoto rozdéleni je tedy opét v absolutni hodnoté velkd, ale tentokrdt
zapornd.

Podivejme se nyni na souvislost mezi «” a Sikmosti. Rozvineme-li uzitkovou
funkci do Taylorova polynomu v bodé w + Ex, kde w oznacuje pocatecni hod-
notu bohatstvi a x je ndhodnéa veli¢ina predstavujici vynos:

"
E
w(w + z) = u(w + Ex) + v'(w + Ex)(z — Ez) + W(w — Ex)?+
" E
+W(:ﬁ—m)3+....

Déle uvazujme stfedni hodnotu obou stran a uzitim faktu E(z — Ex) = 0
dostaneme:
u'(w+Ezx) ,  u"(w+ Ex)

Eu(w + x) = uw(w + Ez) + 51 o; + i

M3 +

Z tohoto vztahu vidime, ze pokud zistavaji ostatni faktory konstantni, pak s
rostoucim o2 klesa odekdvany uZitek investora averzniho viiéi riziku, protoze
u” < 0. Podobné pokud pro investora plati u” > 0, tak s rostouci Sikmosti
roste jeho oc¢ekavany uzitek. Proto investor s u” < 0 nemé rad variabilitu a
investor s u” > 0 preferuje positivni Sikmost.

Dale uvedme formalni definici TSD (Third Degree Stochastic Dominance)
spolu s nutnou a postacujici podminkou podle Levy [14], kde je uveden i jeji
dtkaz.
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Definice 3.2 (Stochastickd dominance tretiho Tddu)
Necht X1 a X5 jsou dvé ndhodné veliciny. X1 =rsp X2, pokud

Epu(z) — Egu(z) > 0,

pro kazdou uZitkovou funkci uw € Us, pro kterou stredni hodnoty Epu(z) a
Epu(x) existuji, a pro alesponi jedno x je nerovnost splnéna jako ostrd.

Véta 3.3 Necht X; a X3 jsou ndhodné veliciny s distribucnimi funkcemi Fy (x)
a Fy (x). Potom X1 =rsp Xo pravé tehdy, kdyz F1(3) (x)— F2(3) (x) <0 pro kaz-
dé v € R a zdroven EX; > EX,, alespon jedna nerovnost musi byt splnéna
jako ostrd.

3.2 Vyssi rady stochastické dominance

Shrneme-li nase dosavadni Gvahy o SD, jiz jsme diskutovali prvni, druhy a
tfeti stupen stochastické dominance. Shriime si, jak t¥idy uzitkovych funkci
koresponduji s jednotlivymi rady stochastické dominance:

FSD: Uy ={u: v > 0}
SSD: Uy = {u : u € Up,u” <0}
TSD: Us = {u: u € Uy, u” > 0}.

Pokud tuto posloupnost zobecnime, dostavame stochastickou dominanci n-tého
radu:

nSD: U, = {u:u € U,_1, (—1)" '™ >0},

kde U, je mnozina uzitkovych funkci, jejichz liché derivace jsou nezaporné a
sudé nekladné az do radu n.

Déle lze pfirozené rozsifit n-ty fa4d SD na nekoneény fad neboli ISD (In-
finite Degree Stochastic Dominance), ktery dostdvame z nSD pro n jdouci k
nekoneénu podobné jako Whitmore [27]. ISD souvisi s tfidou uzitkovych funkei
s derivacemi vSech tadi, které alternuji ve znaménku. Tuto tfidu uzitkovych
funkci budeme oznacovat Uy, ale v literatute je také oznacovana jako t¥ida
CMUF (completely monotonic utility functions):

ISD: Uy = {u: (-1)" '™ >0,n=1,2,...}.

Plati, ze Uy D Uy D ... D U,. Ttida uzitkovych funkci U, a tim méné i tii-
da uzitkovych funkci U, nemaji na rozdil od prvnich tfech fadu stochastické
dominance prilis presvédcivou ekonomickou interpretaci. Presto jsou nékteré
dilezité a casto v ekonomické teorii pouzivané uzitkové funkce z tiidy U,
uvedme napriklad uZzitkové funkce u(z) = log(z) , u(z) = £, kde @ < 1, a
také u(z) =1 — e ** pro a > 0. Lze také argumentovat, Ze racionalné uvazu-
jici jedinec by mél mit preference, které pti zméné bohatstvi podléhaji pouze
hladkym a systematickym zménam. Definujme nyni formalné nSD a ISD pro
nahodné veli¢iny v souladu s Levy [14] a Whitmore [27].
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Definice 3.4 (Stochastickd dominance vyssich vadi)
Necht X1 a X5 jsou dvé ndhodné veli¢iny.

(Z) X1 =nSD Xz, pokud
Epu(z) — Egu(z) > 0,

pro kazdou uZitkovou funkci u € U, pro kterou stredni hodnoty Epu(x)
a Epu(z) existuji, a pro alespori jednu u € U, je nerovnost splnéna jako
ostrd.

(ii) X1 >=rsp Xa, pokud
Epu(z) — Egu(z) > 0,

pro kazZdou uZitkovou funkci u € Uy, pro kterou stiedni hodnoty Ep u(x)
a Ep,u(x) existuji, a pro alespon jednu u € Uy, je nerovnost splnéna jako
ostrd.

Na zakladé vyse uvedenych definic Ize jednoduse rozsirit koncept eficience na-
hodnych veli¢in i pro vyssi rady.

Definice 3.5 (nSD a ISD eficience) Necht X je uvaZovand mnoZina ndhod-
nych velicin.

(i) Ndhodnd velic¢ina Xy € X je nSD neeficientni vzhledem k X, pokud existu-
je nahodnd velicina X, € X takovd, Ze X1 =,sp Xo. V opacném pripadé
rekneme, Ze Xy je nSD eficientni vzhledem kX, n=1,2,....

(i) Ndhodnd velicina Xs € X je ISD neeficientni vzhledem k X, pokud existu-
je nahodnd velicina X, € X takova, Ze X1 >=rsp Xa. V opacném pripadé
rekneme, Ze Xy je ISD eficientni vzhledem k X.

Nutné a postacujici podminky pro nSD a ISD vypadaji nasledovné.
Véta 3.6 Necht X; a X5 jsou ndhodné veliciny s distribucnimi funkcemi Fy (x)
a Iy (z). Bez ujmy na obecnosti ddle predpoklddejme x € (x4, x*), kde z, i x*
mohou byt konecna c¢isla nebo +oo. Potom X =,5p Xo pravé tehdy, kdyz

F ()= F" (z) <0 pro kazdé w € (z,,2") (3.1)
a zdroven

F® (@)= FP (2*)<0, pro k=1,2,...n—1

a alespon jedna nerovnost je splnéna jako ostra.
Diikaz. Dikaz je uveden v Thistle [25] pro z, > 0. Rozsifeni na z, € R nebo

—00 je trivialni, protoZe pro kazdou distribuc¢ni funkei plati lim, , o, F(x) =0
a nerovnost (3.1) je v tomto piipadé vzdy splnéna jako rovnost.
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Véta 3.7 Necht Xy a X5 jsou ndhodné veliciny s distribucnimi funkcemi Iy (x)
a Fy (x). Potom Xy »15p Xo prdvé tehdy, kdyz pro kazdé a > 0 plati

Epe ™ —Epe >0, (3.2)
a pro alespon jedno a je nerovnost splnéna jako ostra.
Diikaz. Whitmore [27] dokézal, Ze pro kazdou uzitkovou funkeci u € U, plati

Epu(z) — Egu(z) >0, (3.3)
pravé tehdy, kdyz pro kazdé a > 0

Epe ™ —Epe ™ > 0.

Kazdé a z predchozi rovnice odpovida jedné uzitkové funkci, coz je ukazano
v Whitmore [27]. Pokud je tedy nerovnice (3.2) splnéna jako ostra pro néjaké
a > 0, je také (3.3) splnéna pro néjakou u € Uy, a X1 =r5p Xo.

Na zavér kapitoly shriime nékteré vlastnosti SD vyssich fadt. Plati, ze SD
nizsich fadu jsou postacujici podminkou pro SD vyssich radd. Protoze plati
Uy DUy D ... D Uy, tak v pripadé, ze X; >,s5p X2, potom také X; >,.sp
Xy, VYm=n+1,n+2,.... Naopak ovSem z existence vyssich radt SD ne-
muzeme usuzovat nic o fadech nizsich. Pro ISD vsak plati, jak ukazal Thistle
[25], ze pokud X >=15p X, tak existuje koneéné n tak, ze X; =,sp Xo.
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Kapitola 4

Eficience portfolii: scénarovy
pristup

V této kapitole prejdeme od zkouméani ndhodnych veli¢in k analyze jejich li-
nearnich kombinaci tedy portfolii. V literatufe existuji dva zakladni pristupy
k této problematice, obecnéjsi scénarovy pristup, ktery predstavime v této
kapitole, a pristup méné obecny, ktery vyuziva predpokladu znalosti pravdé-
podobnostniho rozdéleni ndhodnych veli¢in a jejich linearnich kombinaci, tedy
napt. vynost aktiv a vynosu jejich portfolii. Druhy pfistup vyuzijeme pozdéji
v dalsi kapitole.

Nyni se budeme zabyvat eficienci portfolii vzhledem k jednotlivym fadém
stochastické dominance. V této kapitole se ale nebudeme blize zabyvat tes-
tovanim FSD eficience, protoze predmétem naseho zajmu jsou zejména vyssi
rady SD. Navic je ptipad FSD eficience nejkomplikovanéjsi, protoze existuje na
rozdil od vyssich Fadt vice riznych konceptt eficience, které nejsou vzajemné
ekvivalentni. Zajemce o testovani FSD eficience portfolii mizeme odkazat na
¢lanky Kopa, Post [9] nebo Kuosmanen [10].

4.1 Eficience portfolia

Piedpokladejme, Ze zname nahodny vektor » = (rq,7s,...,7n) vynosu N
dostupnych aktiv, ktery nabyva T stejné pravdépodobnych vektori hodnot
neboli scénaiti. Miry vynosnosti investic za platnosti riznych scénaitt jsou
dény nésledujici matici:

X = ,
T T T
Ty Ty ... Ty
kde t-ty fadek x' = (2}, 2%, ... xl) pfed/stavuje vynos portfolia pfi ¢-tém scé-
nari a n-ty sloupec @, = (33;, T2 ,x%) predstavuje vynosy n-tého aktiva pti

jednotlivych scénafich. Bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze sloup-
ce matice X jsou linearné nezavislé. Sestavenim riznych kombinaci aktiv mize
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investor vytvorit portfolio. Vektor vah jednotlivych aktiv v takovém portfoliu
ozna¢ime jako A = (Aq, Ag, ..., Ay)". MnozZina vSech pfipustnych portfolii je
potom dana nasledovné

A={XeRY|1A=1,)\2>0,i=12,...,N},

kde omezeni 1’A = 1 znamena, Ze byl investovan cely majetek investora a
A >0,0=1,2,..., N zédkaz tzv. prodeju na kratko. Vynos portfolia A € A lze
vyjadrit jako

Uspotadejme vynosy portfolii podle velikosti od nejmensiho po nejvétsi, (X X)L
oznacme -ty nejmensi vynos portfolia A\, takze plati

(XA < (xAB << (x )T

Pro dané portfolio A € A nyni miZzeme zavést s vyuzitim indikdtoru I empi-
rickou distribu¢ni funkci

Faw) = 7 31 (y> (X))

t=1

i vicekrat kumulované funkce

FO() = [ P)dy
F)En)(t) = ffoo Finfl)(:n)d:v Vn =3,4,...,00.

Daéle ozna¢me
m(A, 7) = min {(X}\)m, (X’T)[l]} ,
M(X, T) = max {(X)\)[T], (XT)[T]} )
S vyuzitim tohoto oznaceni prepiSme nutné a postacujici podminky z vét 2.7,

3.6 a3.7.

Véta 4.1 Necht \, 7 € A. Potom
(i) P’ =psp T'T pravé tehdy, kdyz Fx(x) — Fr(z) < 0 pro kaZdé x €
[m(A, T), M(X, T)] a pro alespori jedno x je nerovnost splnéna jako ostra.
(i) X =gsp T'T prdvé tehdy, kdyZ F>(‘2)(£L') - F.,(-z)(x) < 0 pro kaZdé x €
[m(A, T), M(X,T)] a pro alespori jedno x je nerovnost splnéna jako ostra.
(iii) A =nsp T'T pravé tehdy, kdyz F\ (z) — F™(2) <0, FP(M(A, 7)) —
FOMON ) <0prok =1,2,...,n—1 pro kazdé z € [m(X, 7), M(X, T)]

a alespon jedna nerovnost je splnena jako ostrd.
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Véta 4.2 Necht X\, 7 € A. Potom v'X =1sp ' prdvé tehdy, kdyz pro kaZdé

a > 0 plati
Z (e—a:ct-r o e—awt)\) >0

t=1

a pro alespon jedno a je nerovnost splnéna jako ostrd.

Nyni prejdeme k vlastni definici eficience portfolia.

Definice 4.3 Uvazujme n = 1,2,.... Dané€ portfolio T € A je nSD neefici-
entni, pokud existuje portfolio X € A takové, Ze v'A =,sp 1. V opacném
pripadé rekneme, Ze portfolio T je nSD eficientni.

Napi. pro n = 2 je tedy dané portfolio SSD eficientni pravé tehdy, kdyz neni
striktné SSD dominovano zadnym jinym portfoliem, coz znamena, ze zadné
jiné portfolio neni lepsi pro libovolného rizikové averzniho investora. Rozsifme
definici eficience i pro pripad ISD.

Definice 4.4 Portfolio T € A je ISD neeficientni, pokud existuje portfolio
A € A takové, Ze ¥’ =;5p v'T. V opacném pripadé tekneme, Ze portfolio T
je ISD eficientni.

4.2 Algoritmy pro stochastickou dominanci port-
folii

Zde si ukazeme, jak lze stochastickou dominanci testovat v praxi. Uvedeme
dvé jednoducha kritéria pro dominanci prvniho a druhého fadu portfolii odvo-
zend v praci Levy [12], ktera se daji bez jakychkoli dodate¢nych predpokladi
vyuzit pri srovnavani portfolii. Poté uvedeme i kritérium pro ISD ve formé
optimaliza¢ni tlohy. Prvni véta ukazuje algoritmus k testovani FSD.

Véta 4.5 Necht A\, € A. Potom v'\ =psp v'T prdvé tehdy, kdyz (X)) >
(XTI Vi=1,...,T, kde alespori jedna nerovnost je splnéna jako ostrd.

Diikaz. Dikaz 1ze nalézt v Levy, Hanoch [12].

Dalsi véta poskytuje algoritmus pro SSD.

Vv

Véta 4.6 Necht X\, 7 € A. Potom '\ =g5p r'T pravé tehdy, kdyz Zizl (X )
it (X7 Vi=1,...,T, kde alespori jedna nerovnost je splnéna jako ost-
rd.

Diikaz. Dikaz lze nalézt v v Levy, Hanoch [12].

Déale uvedme o néco slozitéjsi kritérium ISD dominance pro portfolia, které
jiz nabyva formu optimalizac¢ni tlohy.
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Véta 4.7 Necht N\, T € A, potom v'X =rsp v'1 pravé tehdy, kdyZ

T

min (e‘amtT - 6_‘“”‘> >0 (4.1)
a>0 <

1=t

T
max (e"”tT - e’“wo‘) >0 (4.2)
-

Diikaz. Tato véta vyplyva z véty 4.2, kterd vychézi z prace Whitmore [27].

SSD. Pokud nés zajima relace ISD mezi portfolii A, 7 € A, jako vyhodné se jevi
vyuziti vztahu mezi jednotlivymi fady stochastické dominance. Postup muze
byt nasledujici, nejprve pouziti kritérii pro FSD a SSD. Pokud bude alespon
jeden vztah prokédzan, tj. r'A >=prgp r'7 nebo r'A =g5p r'7T, vyplyva z toho i
'A =5p r'T. Kdyz ani relace FSD ani SSD nebude nalezena, bude jiz nutné
vyuzit ptimo kritérium pro ISD.

Uvédomme si, ze tyto algoritmy mohou slouzit vzdy pouze k parovému srov-
navani jednotlivych portfolii, ale nikoli jiz pfimo k hledani eficientni mnoziny,
protoze bychom museli provést nekoneéné mnoho parovych srovnani, abychom
mohli s jistotou tvrdit, ze je dané portfolio eficientni a zadné jiné ho nedominu-
je. V nasledujici kapitole si predstavime hned nékolik postupi, jak lze eficienci
portfolia vzhledem k SSD zjistit pomoci optimalizac¢nich tloh.

4.3 Testy eficience portfolia vzhledem k SSD

Nejvice tsili se do této doby soustredilo na zkoumani SSD eficienci portfolii a
vysledkem je nékolik testil eficience vzhledem k SSD. V této ¢asti si predsta-
vime tfi z nich, a to Postovo kritérium [20], Kuosmanenovo kritérium [10] a
Kopovo kritérium [7]. Srovnani jednotlivych kritérii jak z teoretického pohledu,
tak jejich vysledkii na redlnych datech lze najit v Jakubcova [6].

4.3.1 Postovo kritérium

Prvni kritérium eficience portfolia pro SSD navrhl Post [20], ktery ovSem vy-
chazel z ponékud jiné definice SSD eficience, nez jsme zatim predstavili.

Definice 4.8 Portfolio 7 € A je striktné SSD neeficientni, pokud existuje
portfolio A € A takové, Ze Eu(r'A) > Eu(r't) pro kazdou uZitkovou funkci u €
Us, kde Uy C Uy je mnoZina ryze konkdvnich uZitkovych funkci. V opacném
pripadé Tekneme, Ze portfolio T je strikiné SSD eficientni.

Uvazujme vektor vynosii portfolia X7, usporadejme tento vektor vzestup-
né a ve stejném poradi usporadejme také rfadky matice X tak, aby platilo
A= (XA i=12... T, kde ' oznacuji fadky takto usporadané matice
azl,n=12...,Nt=12 ..., T oznacuji jeji prvky. Nyni jiz miiZzeme uvést

20



nutnou a postacujici podminku striktni SSD eficience portfolia, ktera vyuziva
nasledujici alohu linedrniho programovani.

E(A) = Igiﬁne

za podminek

T
S B@A—al)/T+620, n=12..N
t=1
By — Biy1 >0, t=1,2,...,T -1
B >0, t=1,2,....,T -1

Br =1

V pifpadé, Ze £'A = x'™X pro nékteré t € {1,2,...,T — 2}, pak se omezeni
By — Ber1 > 0 vymeéni za dvojici omezeni 3 — Biig > 0 & Bio1 — Bipr > 0.
Podobné pokud &”’—*A = A, potom se omezeni Br_1 — B > 0 a By = 1
nahradi dvojici fr_; > 1 a r > 1.

Véta 4.9 Portfolio A € A je striktné SSD eficientni prave tehdy, kdyz E(A) =
0.

Dikaz. Dikaz této véty lze nalézt v praci Post [20].

4.3.2 Kuosmanenovo kritérium

Nyni uvedeme Kuosmanenovo kritérium SSD eficience. Kuosmanen [10] jiz
pracuje se standardni definici SSD eficience ve smyslu definice 4.3. Nutna i
nutnd a postacujici podminka SSD eficience uvedené ve dvou nésledujicich
vétach jsou dokazany tamtéz a jsou zalozeny na nasledujicich dvou tlohach
linearniho programovani.

oN (1) = min (Z(m - :h)) /T

t=1
za podminek

T
wiAZZwija:jT 1=1,2,...,T

t=1

WekZ
A EA,
kde
T T
== {[wij]TXT:OSwij < 1,Zwij :Zwij = 1,VZ,jI 1,2,...,T}
i=1 j=1
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znaci mnozinu dvojité stochastickych matic. Prejdéme nyni k druhé tloze li-
nearniho programovani.

05 (1) :Wi%hns ZZS + 55

Jj=1 i=1

za podminek

_ r
S;‘;_Si]‘_wzg_iu 17]_1727 7T
5,85 20, i,j=12,...,T
WeZ=
A EA,
kde St = {5 e ST = {si’j}zjzl aW = {wij}zjzl. Hodnoty ve vektoru

vynostt X T se mohou opakovat, oznacme veli¢inou ¢, pocet hodnot, které se
ve vektoru X opakuji pravé k-krat. Testova statistika 6°(7) muze teoreticky

nabyvat hodnot z intervalu [%Tz A7 - k:ek.] minimum lze ziskat
volbou W;; = % pro kazdé ¢,7 = 1,2,...,T a maximum jiz zavisi na poctu
opakujicich se hodnot ve vektoru X .

Véta 4.10 (Kuosmanenovo kritérium)
(i) OV (1) = 0 je nutnd podminka SSD eficience portfolia T € A.
(i) Nutnd a postacugici podminka SSD eficience portfolia T € A je

Diikaz. Dikaz je uveden v ¢lanku Kuosmanen [10].

4.3.3 Kopovo kritérium

Nejprve vyuzijeme vztahu SSD s mirou rizika CVaR, neboli podminénym Value
at Risk. Necht Y je ndhodnd veli¢ina popisujici velikost ztraty z investice,
kterd odpovidd ndhodnému vynosu investice X, tj. ¥ = —X. Oznacme Fy
distribu¢ni funkci Y a pfedpokladejme, ze EY < oco. Pro pevnou hladinu a €
[0, 1] definujeme nejprve Value at Risk jako VaR,(Y) = F,'(a). Podminény
Value at Risk definujeme ve shodé s praci Pflug [19] nasledovné.

Definice 4.11 Podmineny Value at Risk na konfidencni hladiné o definujeme
jako reseni optimalizacni ulohy ndsledovneé:

a€ceR —

CVaR,(Y) = min {a + ] ! EY — a]+} :

kde [x]" znaci kladnou édst x, takze [x]" = max(z,0).
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Vztah mezi CVaR a SSD je ukazan v nasledujicim lemmatu dokézaném v praci
Ogryczak, Ruszczynski [18].

Lemma 4.12 Necht' Y; = —X; a E|Y;| < 0o pro i =1,2. Potom
X1 =g5p Xg < CV@RQ(}/ﬁ < CVCLRQ(YQ),\V/O( S [0, 1]

Dale uvedeme test SSD eficience portfolia, ktery byl navrzen v ¢lanku Kopa,
Chovanec [8]. Tento test vyuziva vztahu mezi SSD a CVaR a uvedeme si ho
ve tvaru nejprve nutné a poté nutné i postacujici podminky.

Véta 4.13 Necht oy, = %, k=0,1,...,T — 1. Ddle necht
T-1 N
d* = I%\?:sz_% z:l A [CVaR,, (—1'T) — CVaR,, (=) (4.3)

za podminek

Pokud d* > 0, pak je portfolio = SSD neeficientni. Optimalni 7eSeni X*
ulohy 4.8 je SSD eficientni portfolio a plati, Ze ¥’ X =gsp 'T.

Dikaz. Dikaz je uveden v ¢lanku Kopa, Chovanec [8].

Predchozi véta uvadi nutnou podminku pro SSD. Portfolio 7 vsak miize byt
neeficientni, i kdyz tloha 4.3 nemé zadné piipustné reseni nebo pokud d* = 0.
V pripadé d* = 0 mohou nastat dvé situace. Kdyz méa tloha 4.3 jediné feSe-
ni A* = 7, potom je 7 SSD eficientni portfolio. Pokud ma 4.3 jediné fesSeni
A" # 1, pak je 7 SSD neeficientni portfolio a plati ¥’ A =g5p 7’7, protoze
jinak by doslo ke sporu s linearni nezavislosti matice X.

Pokud tloha 4.3 nema pfipustné feseni, lze pouzit nasledujici nutnou a
zaroven postacujici podminku SSD eficience portfolia.

Véta 4.14 Necht oy, = %, k=0,1,...,T — 1. Ddle necht
T-1
D*(r)= max » Dy (4.4)

za podminek

CVaR,, (—r'T) — by — E max [—7'\ — bk]Jr >Dy, k=0,1,...,T—1

Dy >0, k=0,1,....T—1

A €A
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Pokud D*(T) > 0, pak je portfolio T SSD neeficientni. Optimdlni reseni A*
ulohy 4.4 je SSD eficientni portfolio a plati, Ze '\ =gsp r'T. V pripadé, Ze
D*(1) =0, je 7 SSD eficientnd.

Diikaz. Dikaz je uveden v ¢lanku Kopa, Chovanec [8].

Uloha 4.4 mé jiz vzdy piipustné feSeni a lze ji piepsat jako tilohu linedrni-
ho programovani nasledovné:

D*(t) = max ZDk

Dkv)‘nvblwwk k=0

za podminek

1
CV&R%(—’I‘,T)—bk—( e E wk>Dk, k‘:l,...,T
_T

wkZ—mtz\—bk, t,k=1,...,T
wik >0, t,k=1,...,T
D, >0, k=1,....,T
A €A
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Kapitola 5

Eficience za predpokladu
normalniho a gamma rozdéleni

V této kapitole zesilime predpoklady ohledné znalosti pravdépodobnostniho
rozdéleni ndhodnych veli¢in a opustime tak scénatrovy pristup. Nejprve uve-
deme znama fakta o dominanci prvniho a druhého fadu, které se nésledné
pokusime rozsitit i na dominanci nekonec¢ného fadu. V prvni c¢asti se budeme
zabyvat normalnim rozdélenim, které je vhodné i k praci s portfolii, protoze
linedrni kombinace normalné rozdélenych ndhodnych velic¢in je také normalné
rozdélena.

V druhé ¢asti budeme tentokrat pro gamma rozdéleni opét rozsirovat kri-
téria pro dominanci prvniho a druhého fadu odvozenim kritéria pro nekoneény
rad stochastické dominance. Zde je vsak nutné si uvédomit, ze linearni kombi-
nace gamma rozdélenych ndhodnych veli¢in jiz neni gamma rozdélena, a proto
neni mozno vyuzit toto rozdéleni pro modelovani portfolii. Pouzitelnost vy-
sledkt tak ztstava omezena na samostatné nahodné veli¢iny.

5.1 FSD a SSD za predpokladu normality

Podivejme se nejprve, jakého tvaru nabyvaji FSD a SSD kritéria pro stochastic-
kou dominanci za pfedpokladu norméalniho rozdéleni nahodnych velic¢in. Pred-
pokladejme konkrétné, ze zkoumané nahodné veli¢iny maji normalni rozdéleni
s parametry 4 € R a 02 > 0, jehoz hustota se d4 zapsat jako

1 _a=m?

T) = e 222, xeR.
f(x) s

Vé&ta 5.1 Uvazugme normdlné rozdélené ndhodné veliciny X; ~ N(u1,0%) a

Xy ~ N(pz,03)

(i) Potom X| =psp Xy pravé tehdy, kdyZ py > po a zdroveri o2 = o3.

(ii) Potom X, =ssp Xo prdvé tehdy, kdy? p1 > ps a 0? < 02 a alesponi jedna
z merovnosti je splnena jako ostrd.
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Dikaz. Dikaz této véty lze nalézt v Levy [14].

Podminka (ii) je v tomto piipadé totoznd s Markowitzovym mean-variance
kritériem (2.1) publikovanym v Markowitz [15].

5.2 ISD za predpokladu normality

V prvni ¢asti této podkapitoly odvodime nutnou a postacujici podminku pro
dominanci normalné rozdélenych ndhodnych veli¢in, v druhé ¢asti potom na
zékladé vysledkt prvni ¢asti odvodime kritérium eficience pro portfolia vzhle-
dem k ISD.

5.2.1 ISD nahodnych veli¢in za prfedpokladu normality
Predpokladejme X; ~ N (u1,0%) a Xy ~ N(us,03). Piepisme vétu 4.2 do
vhodného tvaru analogicky k prepisu do véty 4.7.

Véta 5.2 Necht X; a X5 jsou ndhodné veliciny s distribuc¢nimi funkcemi F (x)
a Fy(x) X1 =15p X pravé tehdy, kdyz

m>iglIEl(e_aX2 —e 1) >0 (5.1)
a zdroven
mixg(E(e_“X2 —e 1) > 0. (5.2)

Nejprve vyfesime pro tyto dvé veli¢iny podminku (5.1) z pfedchozi véty, tedy

min (Ee‘“X2 — Ee_“Xl) > 0.

a>0
Po rozepsani dostavame
min /00 e‘m#ei%dx — > o7 1 ei%dx >0
@20 J oo /2703 S J2n0? 12

a po nékolika algebraickych tpravach prevedeme do vhodného tvaru, ktery
povede k podstatnému zjednoduseni vyrazu.

2 N2
a2 o [ 1 _(watopa—pg)”
min e2724 7#2 e 203 dre—
—0o0

az0 2103

2 2
lazazfula 00 1 _(4”61+<f21ga2 M)
—e2%1 e 1 dr; > 0.

0 \/2mo?

Obé integrované funkce nyni predstavuji hustoty norméalnich rozdéleni, takze
oba integraly jsou rovny jedné. To nam umoznuje zjednodusit tlohu na

1 2 2 1.2 2
min e272% TH4 — 2719 TS > ()
a>0 -
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coz je ekvivalentni s tlohou

1
6§0§a2—u2a

min ———— > 1

"D Rt e
vzhledem k tomu, ze logaritmus je monotdénni funkce, zlogaritmovanim obou
stran dostavame zapis dalsi ekvivalentni tlohy

I
IO formy 2 O
Po upravé vychazi
.1
min ~a*(0? — 02) 4+ a(ps — p1) > 0. (5.3)
a>0 2

Oznac¢me funkei f(a) definovanou na intervalu [0, co)

fla) = 30%(03 — o) + alyn — ).

Jedna se o kvadratickou funkci bez absolutniho ¢lenu a zfejmé plati,ze f(0) = 0
pro vSechny kombinace parametri obou normaélnich veli¢in. Budeme hledat
globélni minimum funkce f(a). Polozme prvni derivaci funkce f(a) rovnu nule

a(os —o1) + (1 — p2) = 0,

odkud za predpokladu, ze se rozptyly nerovnaji, dostavame stacionarni bod

* Mo — M1
a =5 3

Po dosazeni bodu a* do definice funkce a nékolika algebraickych tpravach
dostavame funkéni hodnotu f v tomto bodé

flay = — Mz = im)” (5.4)

2(0 — 0%)

Vyse uvedené odvozeni je platné jak v pripadé minimalizace funkce f(a), tak
i v pfipadé jeji maximalizace. Dale proto budeme na zakladé pribéhu funkce
f(a) hodnotit zaroven splnéni podminek (5.1) i (5.2).

Jsou pravé tfi mozné situace, které mohou nastat. Funkce f(a) miZze na
intervalu [0, co) dosahovat minima v bodé a = 0, nebo minima nemusi nabyvat
v pripadé€, ze s rostoucim a klesa k —oo , anebo mtize nabyvat minima v bodé
a*. Ktera situace nastane, zavisi na parametrech obou normalnich rozdéleni.

V ptipads, Ze o2 > 02, potom je funkce f(a) konkavni, klesa s rostoucim a
k —oo a minima nedosahuje, z ¢ehoz vyplyvéa, Ze podminka (5.1) neni splnéna
a X1 ¥#1sp Xo.

Pokud ¢? < 02, potom je f(a) konvexni neomezené rostouci. V piipadé, ze
a* > 0, tak f(a) nabyva na intervalu [0, c0) minima f(a*) < 0, jak je vidét z
(5.4), podminka (5.1) neni splnéna a X; ¥;5p X2. Pokud naopak a* < 0, tak
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na intervalu [0, 00) dosahuje f(a) minima vzdy v bodé 0, a protoze jiz vime,
ze f(0) = 0, je podminka (5.1) splnéna. Protoze je f(a) rostouci, tak je jeji
maximum ostfe vétsi nez 0, podminka (5.2) je také splnéna a X; »;5p Xo.
Plati, ze a* = % < 0 prave tehdy, kdyz py1 > po.

P#i shodnjch rozptylech 0 = o2 je eliminovan kvadraticky ¢len a f(a)
prechazi v pfimku prochazejici poc¢atkem. Pokud p; > pe, je f(a) rostouct,
minimem funkce je 0 a X; >75p Xo. Naopak pro pu; < p, je f(a) klesajici
k —oo, minima funkce nenabyva a X; ¥;sp Xo. Kdyz py = o, tak jde o
stejné rozdélené ndhodné veli¢iny, f(a) je nulovou funkei a z dtivodu nesplnéni
podminky (5.2) X1 #1sp Xa.

Shrneme-li vySe uvedenou diskusi, X; >;¢p Xy pouze v pripadé, ze mi-
nimum funkce f(a) je rovno 0 a nejde o stejné rozdélené ndhodné veli¢iny, v
ostatnich pripadech tato relace nenastava.

Vyfesme pro kontrolu tlohu (5.3) jesté jednou, tentokrat jako tilohu neline-
arniho programovani pomoci lokalnich podminek optimality. NapiSme Lagran-
geovu funkci

L(a,\) = %aQ(ag — o)+ alpy — p2) + M(—a).

7 podminky pfipustnosti dostavame
—a* < 0.
7 podminky komplementarity dostavame pro \* > 0
A (—a”) =0,

odkud vyplyva, ze bud A* = 0 nebo a* = 0. Na zavér z podminky optimality
vychazi

OL(a*, \* . .
O] (03— o)+ g — ) ~ X" =0
x
Pokud a* # 0, pak plati \* =0 a
o — M2 — M1
o2 — o

Je vidét, ze nase vypocty byly spravné, protoze jsme dosli ke stejnému vy-
sledku. Prehledné lze situaci popsat rozhodovacim stromem na obrazku 5.1.
Vysledek je shrnut i v néasledujici véte.

Vé&ta 5.3 Uvazugme Xy ~ N (p1,0%) a Xy ~ N(pa,03). Potom X; =1s5p Xo
praveé tehdy, kdyZ plati bud

O’% <J§/\,u1 > e mnebo Ufzag/\ul > Lo,
Diikaz. Dtkaz této véty vyplyva z vyse uvedené diskuze.

Lze si povS§imnout, ze uvedend nutna a postacujici podminka pro ISD do-
minanci za predpokladu normality je ekvivalentni s mean-variance kritériem
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(2.1) a tedy i s nutnou a postacujici podminkou pro SSD za pfedpokladu nor-
mality z véty 5.1. Pokud si uvédomime, Ze ze stochastické dominance vyssiho
rfadu vyplyva dominance vSech nizsich fadi, vyplyva z toho, ze mean-variance
kritérium je za predpokladu normality nutnou a postacujici podminkou pro
vSechny vyssi fady stochastické dominance poc¢inaje druhym fadem.

of < 03
ANO NE
Hi = He oi =03
ANO NE AND NE
Xi >1sp Xz X; ¥1sp X M1 = M2 X; #15p X2
ANO NE
X; >1sp X2 X *1sp X2

Obrazek 5.1: Relace ISD v zavislosti na parametrech normélné rozdélenych
nahodnych veli¢in X7 ~ N (u1,0%) a Xy ~ N(u2,03).

5.2.2 ISD eficience portfolii za predpokladu normality

V této kapitole se pokusime zobecnit predchozi vysledky pro normalné rozdéle-
né ndhodné veli¢iny i na portfolia s normalné rozdélenymi vynosy a formulovat
kritérium ISD eficience.

Predpokladejme, ze zndme rozdéleni ndhodného vektoru r = (1,79, ..., 7xN)
vynost z investic do N riznych aktiv:

/

251 011 *°° OIN
T~ NN M= ) Y= - 5
UN ON1 *°* ONN
kde O = 0'1-2 a 045 = P450;03.
Vektor vah jednotlivych aktiv v portfoliu ozna¢ime jako A = (A1, Aa, ..., An)"
Vimos portfolia A € A, kde A = {AeRY | 'A=1,)\,>0,n=1,2,...,N},
lze potom vyjadiit jako ' A = sz\il r;A;. Potom

P'A~N (= XNp, 05 =XNTA)

Zavedme déle testovaci portfolio 7 = (71, 72, ..., 7n)’, pro které podobné plati:
r'r ~N (ur,02).

Z predchozich vysledkt vyplyva, ze X =rsp r'7 pravé tehdy, kdyz jsou
splnény obé nasledujici podminky
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1
min —a* (07 — 03) + a(px — ptr) =0

a>0 2
1
max Sa”(07 = 03) + alp — jir) > 0.

V nasledujici maximalizacni tloze se budeme snazit najit takové portfolio A,
které dominuje testované portfolio 7 a zaroven od néj bude mit maximalni
vzdalenost d(A, 7). Na konkrétni definici vzdalenosti pfilis nezalezi, dilezité je
pouze, aby byla nulova pro identickd portfolia a nenulova pro ostatni. Pokud
tato vzdalenost bude ostre vétsi nez nula, nasli jsme portfolio, které dominuje
7, T tedy neni ISD eficientni. V pripadé, Ze uloha neméa feSeni, neexistuje
zadné takové portfolio A, které by 7 dominovalo a 7 je tedy ISD eficientni.
Optimaliza¢ni tlohu miiZzeme napsat néasledujicim zptisobem.

max d(\, T)
AEA
1
min 5a*(07 — 03) + a(jur — pir) =0
1
max sa*(07 = 03) + alpa = pir) > 0

Coz je, jak vyplyva z diskuse, ekvivalentni s nasledujici llohou.

max d(\, 1)
AeA

((0X < oF A x> pir) V (03 = 02 A i > i)

Zde vyuzijeme moznosti vytesit tlohu pro obé podminky spojené disjunkci
oddélené a pak vzit vétsi z obou maxim a dospivame tak k tiloze

d* = max ( max d(X, 1), max d(A, T)) )

AEA,G§<O'72.,,U,A2,U,-,— AEA,O’%\:UE,[J,)\>/L7-

Pokud ma tato tloha feseni, tak plati d* > 0, 7 je ISD neeficientni a pro opti-
malni feseni A* plati ¥’ A* =;sp r'7. Kdyz Feseni tllohy neexistuje, potom je 7
ISD eficientni. Problémem tlohy jsou vsak ostré hranice v omezujicich podmin-
kach, které vyrazné komplikuji vypocet optima, proto je nutné prepsat tlohu
do tvaru, ve kterém budou podminky zadany pouze neostrymi nerovnostmi.

Jednou z moznosti je zahrnuti proménnych z podminek s ostrymi nerov-
nostmi do ucelové funkce namisto vzdalenosti portfolii. V takové tloze lze
potom D* interpretovat jako miru odlisnosti portfolii. Pfestoze rtizna portfolia
mohou mit stejné stfedni hodnoty i rozptyly, v takovém piipadé se vzajem-
né striktné nedominuji, a proto nezalezi, zda je testované portfolio v ptipadé
jeho eficience samotné, nebo zda je takovych eficientnich portfolii se stejnymi
stfednimi hodnotami a rozptyly vice.
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Resime tedy tilohu

-
AEA,ux>pr AeA,02=0%

D* = max ( max 02— o0, max L HA— ,uT) . (5.5)
Uloha mé vzdy Feseni a zaroveti odchylka portfolii D* > 0, protoze vizdy je
pripustné alespon feseni A* = 7. Pokud D* > 0, potom 7 je ISD neeficientni
a pro optimélni feseni A* plati ¥’ AX* =;9p r'7. V pfipadé, ze D* = 0, je bud
A* = 71, nebo je A* pouze portfolio se stejnym rozptylem a stiedni hodnotou
jako 7. V obou téchto piipadech plati pro vSechna portfolia A € A, Ze ' X ¥ 15p
r'T a tedy je portfolio 7 ISD eficientni. Shriime tento vysledek jesté jednou v
nasledujici véte.

Véta 5.4 Necht pro vynos kaZdého portfolia X € A plati X ~ N (uy,03).
Potom pro portfolio 7 € A s vynosy v'T ~ N (u,,02) plati, Ze T je ISD
eficientni prdave tehdy, kdyz D* = 0. Pokud D* > 0, potom pro optimalni
resent (5.5) X* plati ' A* = 1s5p 7'T.

Diikaz. Dtikaz této véty vyplyva z vysSe uvedené diskuze.

Protoze nutna a postacujici podminka ISD normélné rozdélenych nahodnych
veli¢in z véty 5.3 je ekvivalentni s mean-variance kritériem (viz 2.1), je vy-
Se uvedend nutna a postacujici podminka ISD eficience normalné rozdélenych
portfolii totozna s obdobnou podminkou zaloZenou na mean-variance kritériu.

5.3 FSD a SSD za predpokladu gamma rozdé-
leni

Nyni se podivejme na dosavadni vysledky tykajici se stochastické dominance,
které vychazeji ze ¢élankt Ali [1] a Bawa [2]. V nésledujici kapitole se pak bu-
deme snazit tyto vysledky rozsitrit i pro ISD. V této kapitole budeme tentokrat
predpokladat ndhodné rozdélené veliciny s gamma rozdélenim s parametry
k >0 a 6 > 0. Hustota gamma rozdéleni pro ndhodnou veli¢inu X ~ I'(k,0)

ma tvar 1
k-1 _—z
f(x):mx e 9, z > 0.

Pro X ~ I'(k,0) plati, ze EX = k6 a var(X) = k6.
Véta 5.5 Necht X; ~ T'(k1,01) a Xy ~ T'(kq,0s), potom

(i) X1 =rsp Xo pravé tehdy, kdyz 0, > 05 a zdrovern ky > ko a alespori jedna
z nerovnosti je splnéna jako ostrd.

(i) X1 >=ssp Xo prdavé tehdy, kdyz

]{Zl 62
— > 1, = .
k _max(,el), (5.6)

2
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dale je nutné, aby nerovnost byla splnéna jako ostra alesporn v pripadé,
v 02 _

kdyz G

Diikaz. Dikaz této véty provedl Ali [1]. Druhou ¢ast véty pro SSD dokézal
jiz diive Bawa [2], ale pouze pro t¥idu uzitkovych funkeci s klesajici absolutni
averzi k riziku, které predstavuji podmnozinu Us.

5.4 ISD za predpokladu gamma rozdéleni

Predpokladejme X; ~ I'(k1,0;) a Xy ~ ['(kq,0s). Nejprve vyfesime pro tyto
dvé veli¢iny podminku (5.1), tedy

min (Ee~**2 — Ee~**1) > 0. (5.7)

a>0

Po rozepsani dostavame

& 1 T2 gz oo 1 21 _ag
min/ k—xkrle 7 2dx2—/ k—xklfle o Ydxy,
a>0 0 922F<k2> 0 Qllf(k‘l)

coz lze upravit na

o, \™
(1+29) oo 1 < 7 )
. 2 _ 72
min / ( ke \ e dry—
0

2 2 2
a20 0126 1.3(192 )kQF(k?Q)

1

( . )kl -

1+ab o 1 < 3 >

~ \Ttabs / kil \ o ) g,
o (

T
o o)A (k)

14+-abq
Obé integrované funkce predstavuji hustoty gamma rozdéleni a oba integraly
se tedy rovnaji jedné, coz nam umoznuje zjednodusit tlohu na

1 \" 1 \™
i — >0
rgl2151<1+a02) (1"‘&&1) -

coz je ekvivalentni s tlohou

14 ab))™
min% > 1,
az0 (1 + (192) 2

vzhledem k tomu, ze logaritmus je monotdénni funkce, zlogaritmovanim obou
stran dostavame zapis dalsi ekvivalentni tlohy

m>1(r)1 k1log(1 + abfy) — ko log(1 + aby) > 0.

Oznac¢me funkei f(a) definovanou na intervalu [0, 00), kterd prochazi po¢atkem
pro vSechny kombinace parametri obou veli¢in

f(a) = kilog(1l + aby) — ko log(1 + aby).
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Budeme hledat minimum funkce f(a) na intervalu [0, 00). Polozme prvni de-
rivaci f(a) rovnu nule

]{3191 _ k292 -
1+ a91 1+ (192 N

odkud za predpokladu k; # ko dostavame pravé jeden stacionarni bod

’

o koly — K10,
0105(ky — k)

a

Funkéni hodnota f v bodé a* je

k202 — k'1€1> < k292 - k191>
a)=kilog |1+ ——FF—— | —kylog |14+ ——F—"——).

Pokud k; = ko a 0 # 65, f(a) nemé na intervalu (0,00) zadny stacionarni
bod. Vime, ze f(0) = 0. Podivejme se, jak se funkce f(a) chova pro a jdouci k
nekoneénu pro rizné hodnoty parametri. Funkei f(a) miZeme zapsat také v

nasledujicim tvaru
(1 —f- CL@Q)kQ
=1 — ).
fla) = log ((1 T afy)

Z vyse uvedeného rozepsani funkce f(a) je vidét, ze chovani funkce v neko-
necnu zavisi predevsim na velikosti parametrii &y a ko. Pokud ky < ko, plati
lim, o f(a) = —oo, podminka (5.1) neni splnéna a X; #rsp Xo.

Pokud k; > ko, plati lim, ., f(a) = co. V tomto pfipadé zalezi na tom,
kde se nachéazi bod a*. V pripadé, ze a* < 0, coz nastava prave tehdy, kdyz
O1k1 > ks (jak je vidét z (5.8)), tak na intervalu (0,00) f(a) nemé lokalni
extrém, nejnizsi hodnoty dosahuje v bodé 0 a je rostouci. Jsou tedy splnény
obé podminky (5.1) 1 (5.2) a X7 >rsp Xo.

Kdyz plati k1 > ko a zaroven a* > 0, coz nastava prave tehdy, kdyz 6,k <
Osky (viz(5.8)), tak se v bodé a* nachézi lokdlni minimum. Nahlédnout to lze
z toho, ze f(a) az do bodu a* klesd a poté roste, protoze plati f’(a*) = 0,
f'(a) > 0 prave, kdyz a > a* a f'(a) < 0 pravé, kdyz a < a*. Vime, ze
f(0) =0, lim,, f(a) = co a na intervalu (0,00) ma f(a) pravé jedno lokalni
minimum, jedinou moznosti v tomto pripadé je, ze a* je minimem funkce na
intervalu (0, c0) se zadpornou funkéni hodnotou f(a*) < 0, z ¢ehoz vyplyva, ze
neni splnéna podminka (5.1) a X ¥;s5p Xo.

Nyni zbyva jiz jen diskutovat pripad k; = ko = k. Pokud plati i 8, = 605,
f(a) je nulovou funkci, neni splnéna podminka (5.2) a X; ¥;sp Xo. Déle
tedy predpokladejme 0; # 6y, potom f(a) méd v nekoneénu vlastni limitu
lim, o f(a) = log (%) = klog (% . Pro 6; < 6, je tato limita zadporna, takze
Xi #1s5p Xo. Naopak pro 6 > 0, je limita kladné. Protoze na intervalu (0, co)
nemé f(a) stacionarni body, jde o rostouci funkei prochazejici po¢atkem. Jsou
tedy splnény podminky (5.1) i (5.2) a X7 >75p Xo.

Piehledné jsou vSechny situace zobrazeny v rozhodovacim stromu na ob-
razku 5.2 a shrnuty v nasledujici véte.
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Véta 5.6 Necht X1 ~ I'(k1,01) a Xo ~ I'(kq,02). Potom Xy >1s5p Xo pravé
tehdy, kdyz plati bud

ki > ko A (91]€1 > 92]€2 nebo ki = ka A 61 > (92. (59)

Diikaz. Dtikaz této véty vyplyva z vySe uvedené diskuze.

ky; <k,
ANO NE
X1 *1sp X2 k; =k,
ANO NE
ANO NE ANO NE
Xy =1sp X2 Xy *1sp X2 X1 =1sp X2 Xy *1sp X2

Obrazek 5.2: Relace ISD v zavislosti na parametrech ndhodnych velic¢in s
rozdélenim gamina X1 ~ F(kl, 01) a X2 ~ F(kﬁg, 92)

Vyse odvozend nutné a postacujici podminka (5.9) pro ISD dominanci gamma
rozdélenych ndhodnych veli¢in je podobné jako v pripadé normélniho rozdéleni
ekvivalentni s nutnou a postac¢ujici podminkou pro SSD dominanci (5.6) z véty
5.5 za predpokladu gamma rozdéleni, coz lze nahlédnout nasledovné.

Kdyz vyjdeme z kritéria (5.6), tak musime rozlisit 3 pfipady. Za prvé pokud
Z—i < 1, pak je maximum v nerovnici (5.6) rovno 1 a ta tak pfechazi v pod-

minku &y > ky. V druhém piipadé predpokladame g—j =1az (5.6) dostavame
podminku ky > ky, zéroveii plati i 61k > foky. Za tieti vyjdeme z 3 > 1, z

(5.6) dostavame 61k; > Ok a z toho vyplyva i k; > ky. Shrneme-li vSechny
tfi pripady, je vidét, ze podminka (5.6) je ekvivalentni s (5.9).

Déle opét pii vyuziti faktu, ze ze stochastické dominance vyssiho fadu vy-
plyva dominance vSech nizsich Fadi, dospivame k zavéru, Ze v pripadé gamma
rozdélenych nahodnych veli¢in jsou nutné a postacujici podminky pro vSechny
vyssi fady stochastické dominance poc¢inaje druhym fadem ekvivalentni.

Vyse odvozend nutné a postacujici podminka jiz nelze rozsitit na kritérium
pro srovnani portfolii nebo kritérium ISD eficience portfolia za predpokladu
gamma rozdélenych vynost, protoze linedrni kombinace gamma rozdélenych
ndhodnych veli¢in obecné nemusi mit gamma rozdéleni.
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Kapitola 6

Aplikace: eficientni mnoziny
portfolii

V této kapitole bude nasim cilem nalézt na realnych datech ISD eficientni mno-
zinu portfolii za predpokladu normality. Déale vezmeme ke zjisténé eficientni
mnoziné portfolii dopliikovou mnozinu neeficientnich portfolii spolu s pfislus-
nymi dominujicimi portfolii a budeme zjistovat, zda mezi témito dvojicemi
stale existuje relace jak SSD, tak ISD pfi vyuziti scénafového pristupu, ktery
nevyuziva predpoklad normality vynosi aktiv.

6.1 Data

V této kapitole budeme vychéazet z dat z volné pristupné datové knihovny Ken-
neth French [3]. Pro na$i analyzu pouZijeme ro¢ni nadvynosy (vynosy, které
prekracuji bezrizikovou turokovou miru) z 5 riznych reprezentativnich portfolii
pro 5 primyslovych odvétvi. Protoze budeme mimo jiné chtit zhodnotit vliv
splnéni ¢i nesplnéni predpokladu normality, kterého v nasich metodach vyu-
zivame, pouzijeme dvé sady dat. Prvni bude tvorena ro¢nimi nadvynosy mezi
lety 1976 a 2010 a druhd nadvynosy mési¢nimi mezi lednem 2000 a prosincem
2010.

V prvni sadé dat tak mame pro kazdé reprezentativni portfolio 35 roc-
nich adaji o jejich vynosnosti, coz také znamena, ze pri vyuziti scénarového
pristupu budeme mit k dispozici 35 scénaiti. Tato reprezentativni portfolia bu-
deme povazovat za dostupna aktiva. Vahy portfolii, kterd budeme pomoci nich
vytvaret, budou urcovat, jakou ¢ast kapitalu investujeme do daného odvétvi
jako celku. V nésledujici tabulce jsou uvedeny zakladni statistiky nadvynosi
pro jednotliva primyslova odvétvi a dale také korelacni matice nadvynosi.
Zkratky pochéazeji z angli¢tiny, Cnsmr = vyroba spotiebniho zbozi, Manuf =
pramysl, HiTec = technologicky vyspéld vyroba, Hlth = zdravotni sluzby a
Other = ostatni sektory.
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Cnsmr Manuf HiTec HIlth Other
prumeér 14.12 13.84 13.39 14.17 13.65
median 13.98 16.98 13.26 7.93 15.59

sm. odch. 16.36 15.58  24.08 20.46 19.58

mininimum | -25.66 -36.26 -40.23 -22.81 -46.84

maximum 51.73 42.05 67.80 61.77  45.16

Cnsmr Manuf HiTec HIlth Other
Cnsmr 1.00 0.62 0.63 0.69 0.82
Manuf 0.62 1.00 0.59 0.53 0.83
HiTec 0.63 0.59 1.00 0.42 0.59
Hlth 0.69 0.53 0.42  1.00 0.67
Other 0.82 0.83 0.59 0.67 1.00

Druh4 sada dat obsahuje 132 mésicnich udaji o nadvynosech pro kazdé od-
vétvi. V nésledujicich dvou tabulkach jsou opét uvedeny zakladni statistiky
nadvynost pro jednotliva priimyslova odvétvi a dale korela¢ni matice nadvy-
nosti.

Cnsmr Manuf HiTec HIlth Other
prameér 0.52 0.80 -0.11 0.34 0.26
median 1.21 1.05 0.26 0.47 0.85

sm. odch. 4.20 4.88 7.56 4.10 5.68

mininimum -15.33 -17.90 -22.79 -11.03 -19.66

maximum 11.02 9.69  20.23 11.58 16.11

Cnsmr Manuf HiTec HIth Other
Cnsmr 1.00 0.76 0.67 0.53 0.86
Manuf 0.76 1.00 0.61 0.52 0.76
HiTec 0.67 0.61 1.00 0.48 0.65
Hilth 0.53 0.52 0.48 1.00 0.57
Other 0.86 0.76 0.65  0.57 1.00

6.2 Eficience za predpokladu normality

V nasich dalsich analyzach bude klicovym predpokladem normalita vynosta
portfolii, proto hned na zacatku provedeme testy vicerozmérné normality nadvy-
nost. Vyuzijeme k tomu statisticky software R 2.13.0 [29] a budeme testovat,
zda matice nadvynosi odpovida péti-rozmérnému normélnimu rozdéleni, a to
jak testem vyuzivajicim Sikmost rozdéleni, tak testem vyuzivajicim jeho Spi-
catost. Testy vicerozmérné normality jsou soucasti balicku ICS.

V prvni sadé dat obsahujici ro¢ni nadvynosy jednotlivych odvétvi ani je-
den z testt nulovou hypotézu o péti-rozmérné normalité dat na pétiprocentni
hladiné vyznamnosti nezamita, test zalozeny na Sikmosti mvnorm.skew.test s
p-hodnotou 0,14 a test zalozeny na Spicatosti mvnorm.kur.test s p-hodnotou
0,23. Dale tedy budeme u prvni sady dat povazovat predpoklad o normalité
za splnény.

36



Pro druhou sadu mésic¢nich dat je situace naprosto opac¢na a oba testy na
vsech obvyklych hladinach spolehlivosti péti-rozmérnou normalitu zamitaji,
test zalozeny na Sikmosti muvnorm.skew.test s p-hodnotou 4,6e-05 a test zalo-
zeny na Spicatosti mvnorm.kur.test s p-hodnotou 2,1e-11. V tomto ptipadé se
tedy jednoznacné prokazalo, ze predpoklad normality nemizeme povazovat za
splnény.

Déle vyuzijeme splnéni pfedpokladu normality v prvni sadé roc¢nich dat
a pokusime se nalézt jednak eficientni mnozinu portfolii vzhledem k FSD a
poté eficientni mnozinu portfolii vzhledem k SSD. Z kapitoly 5 jiz vime, Ze
za predpokladu normality jsou vSechny rady SD vyssiho nez druhého stupné
véetné ISD ekvivalentni s SSD dominanci, proto ndm staci nalézt mnozinu SSD
eficientnich portfolii a ta je shodna s mnozinou ISD eficientnich portfolii.

Kritérium pro SSD/ISD eficienci portfolii jsme jiz odvodili ve vété 5.4.
Podobné lze z véty 5.1 odvodit nasledujici optimalizacni kritérium pro eficienci
portfolii vzhledem k FSD. Pro testovaci portfolio 7 takové, ze 't ~ N (u1,, 02)
hledejme portfolio A takové, Zze P’X ~ N (uy,0%), které FSD dominuje 7.
Uvazujme nasledujici maximalizac¢ni tilohu

D* = max py— jir.
AEA 02=02

Plati, Ze '\ =rgp r'T pravé tehdy, kdyz D* > 0. Naopak pokud D* = 0,
tak neexistuje portfolio dominujici 7 a 7 je tedy FSD eficientni.

Uvazujme omezenou mnozinu 1001 portfolii vytvorenych na miizce s kro-
kem 0.1 pro vSech pét slozek portfolii. Kazdé takové portfolio posoudime z
hlediska jeho FSD a SSD/ISD eficience. K vyfeSeni dvou vySe zminénych tloh
nelinearniho programovani byl pouzit optimalizacni software GAMS 23.6 s vy-
uzitim balickdi COINIPOPT a CONOPT.

Vysledky lze pro prvni sadu shrnout nasledovné. Mnozina FSD eficientnich
portfolii za predpokladu normality zahrnuje 18 portfolii a mnozina SSD/ISD
eficientnich portfolii, ktera je podmnozinou FSD eficientnich portfolii, zahrnuje
10 portfolii. Obé mnoziny lze vidét i s jejich stfednimi hodnotami a rozptyly
v nasledujicich dvou tabulkach.

Skripty k vypoctim jsou dostupné na piilozeném DVD, jehoz obsah lze
nalézt na konci prace v ptiloze A.
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Cnsmr Manuf HiTec HIth Other | primér rozptyl

0 0 0 1 0 14.170 419
0.1 0 0 0.9 0 14.165 383
0.2 0 0 0.8 0 14.161 352
0.3 0 0 0.7 0 14.156 326
0.4 0 0 0.6 0 14.151 304
0.4 0.5 0 0.1 0 13.986 206
0.5 0 0 0.5 0 14.147 287
0.5 0.3 0 0.2 0 14.048 219
0.5 0.4 0 0.1 0 14.015 210
0.6 0 0 0.4 0 14.142 274
0.6 0.1 0 0.3 0 14.109 248
0.6 0.2 0 0.2 0 14.076 229
0.6 0.3 0 0.1 0 14.043 217
0.7 0 0 0.3 0 14.138 265
0.7 0.1 0 0.2 0 14.105 244
0.7 0.2 0 0.1 0 14.072 228
0.8 0 0 0.2 0 14.133 262
0.8 0.1 0 0.1 0 14.100 243

Cnsmr Manuf HiTec HIth Other | primér rozptyl

0 0 0 1 0 14.170 419
0.1 0 0 0.9 0 14.165 383
0.2 0 0 0.8 0 14.161 352
0.3 0 0 0.7 0 14.156 326
0.4 0 0 0.6 0 14.151 304
0.5 0 0 0.5 0 14.147 287
0.5 0.4 0 0.1 0 14.015 210
0.6 0 0 0.4 0 14.142 274
0.7 0 0 0.3 0 14.138 265
0.7 0.1 0 0.2 0 14.105 244

Prestoze predpoklad normality ve druhé sadé mésicnich dat nemtzeme po-
vazovat za splnény, provedme stejnou proceduru hledani eficientnich mnozin,
jako by splnén byl. V dalsi podkapitole diky tomu budeme moci zhodnotit, jak
dilezité je splnéni predpokladu normality pro relevanci vysledki metody.

V tomto pripadé mnozina FSD eficientnich portfolii za pfedpokladu norma-
lity zahrnuje 19 portfolii a mnozina SSD /ISD eficientnich portfolii obsahuje 5
portfolii. Obé mnoziny jsou i s jejich stiednimi hodnotami a rozptyly uvedeny
v nasledujicich dvou tabulkach.
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Cnsmr Manuf HiTec HIth Other | primér rozptyl
0 0.8 0 0.2 0 0.71 19.3
0 0.9 0 0.1 0 0.75 21.3
0 1 0 0 0 0.80 23.8

0.1 0.6 0 0.3 0 0.63 16.4
0.1 0.7 0 0.2 0 0.68 18.0
0.1 0.8 0 0.1 0 0.72 19.9
0.1 0.9 0 0 0 0.77 22.3
0.2 0.4 0 0.4 0 0.56 14.5
0.2 0.5 0 0.3 0 0.60 15.5
0.2 0.6 0 0.2 0 0.65 16.9
0.2 0.7 0 0.1 0 0.70 18.7
0.2 0.8 0 0 0 0.74 20.9
0.3 0.3 0 0.4 0 0.53 13.9
0.3 0.4 0 0.3 0 0.58 14.8
0.3 0.5 0 0.2 0 0.62 16.1
0.3 0.6 0 0.1 0 0.67 17.7
0.4 0.1 0 0.5 0 0.46 13.2
0.4 0.2 0 0.4 0 0.50 13.6
0.4 0.3 0 0.3 0 0.55 14.3

Cnsmr Manuf HiTec HIth Other | primér rozptyl

0 1 0 0 0 0.80 24
0.1 0.8 0 0.1 0 0.72 20
0.2 0.6 0 0.2 0 0.65 17
0.3 0.4 0 0.3 0 0.58 15
0.4 0.1 0 0.5 0 0.46 13

6.3 Eficience bez vyuziti predpokladu norma-
lity

Pokud nechceme vyuzit predpokladu normality, musime piejit k druhému za-
kladnimu pristupu k testovani SD, a to ke scénafovému pristupu. Takto vsak
nelze ISD eficientni mnozinu portfolii viibec zjistit, protoze dosud neni znam
zadny test ISD eficience portfolii s vyuzitim scénafového pristupu analogicky
k testu (5.4). Jediné, co lze pomoci scénarového piistupu zjistovat, je to, zda
mezi neeficientnimi portfolii z predchozi podkapitoly a témi portfolii, ktera je
dominovala, ztstane relace SD zachovana i pfi scénarovém piistupu.

Pro srovnani tedy vezméme vSechna neeficientni portfolia z minulého pfi-
kladu. Pro kazdé takové neeficientni portfolio 7 jsme pri pouziti kritéria z véty
5.4 ziskali nejméné jedno portfolio A* takové, ze ' A* = sp 7’7 za predpokladu
normality. Uloha je sestavena pomoci dvou optimaliza¢nich podiloh, z kterych
mohou v pfipadé neeficience 7 vyjit az dvé rtizné portfolia A*, kterd dominuji
7. TakZe maximélni mozny pocet portfolii X*, kterd dominuji 1001 zvolenych
portfolii T je 2002 v pripadé, ze zadné vybrané portfolio 7 neni eficientni. Ny-
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ni budeme zkoumat, zda a v kolika pripadech zlistane tato relace zachovana,
opustime-li predpoklad normality. Protoze za pfedpokladu normality je SSD
a ISD ekvivalentni, ale pfi scénafovém pristupu jde o odlisné vztahy, budeme
pri testovani zjistovat pritomnost obou téchto relaci mezi vSemi testovanymi
dvojicemi.

K parovému srovnani portfolii vyuzijeme neparametrické testy z vét 4.6
a 4.7. K testu SSD byl pouzit software R 2.13.0 [29] a k testovani ISD efi-
cience, které zahrnuje optimaliza¢ni tlohu, program GAMS 23.16 [28]. Opét
provedeme vypocty na obou sadach dat.

V prvni sadé ro¢nich dat mnozina SSD /ISD neeficientnich portfolii za pred-
pokladu normality obsahuje 991 portfolii, pro ktera bylo nalezeno 1982 (dvoj-
nasobek) SSD/ISD dominujicich portfolii. Pfi aplikaci scénéfového pfistupu a
vyuziti vySe uvedenych parovych testi zjistujeme, Ze relace SSD pretrvala u
647 (33%) portfolii a relace ISD u 1685 (85%) portfolii.

U druhé sady mési¢nich dat mnozina SSD/ISD neeficientnich portfolii za
predpokladu normality obsahuje 996 portfolii, pro ktera bylo nalezeno 1992
SSD/ISD dominujicich portfolii. P¥i pouziti scénafového pristupu zjistujeme,
ze relace SSD pretrvala u 830 (42%) portfolii a relace ISD u 1204 (60%) port-
folii.

Z uvedenych shrnuti je vidét, ze vysledky v této praci odvozené metody pro
hledani ISD eficientnich mnozin portfolii vyuzivajici pfedpokladu normalniho
rozdéleni jsou v praxi na splnéni tohoto predpokladu pomérné dosti zavislé.
Vysledek metody na normalné rozdélenych roc¢nich datech je v relativné dobré
shodé s vysledky scénaiového pristupu, kdyz u 85% bylo prokdzano zachovani
relace ISD mezi neeficientnimi a dominujicimi portfolii. Kdyz vsak pouzije-
me metodu na data, kterd s velmi vysokou pravdépodobnosti nepochéazeji z
norméalniho rozdéleni, klesa tento pomér na 60%. Pouzité dvé sady dat repre-
zentuji dva extrémni pripady, kdy jednu sadu mizeme povazovat za vybér z
norméalniho rozdéleni a druhou s vysokou mirou jistoty nemtizeme. Pokud by
byl predpoklad normality splnén alespon piiblizné, da se ocekavat, ze pomér
bude leZet nékde mezi 60% a 85%.
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Kapitola 7
Zaveér

V této praci jsme se zabyvali pfedevsim stochastickou dominanci vyssich radi,
zejména Fadu nekonec¢ného jak pro samotné nahodné velic¢iny, tak pro portfolia.
V druhé a treti kapitole jsme postupné predstavili koncepty stochastické
dominance prvniho, druhého, tfetiho, obecného n-tého i nekone¢ného radu
pro nadhodné veli¢iny. Dtilezité byly zejména poznatky tykajici se nutnych a
postacujicich podminek pro jednotlivé fady stochastické dominance.

Ve c¢tvrté kapitole jsme presli k aplikaci stochastické dominance na port-
folia pomoci neparametrického scénarového pristupu. Predstavili jsme také tii
nejnovejsi testy eficience portfolia vzhledem k SSD.

V paté kapitole jsme vysli z predpokladu znalosti specifického rozdéleni
nahodnych veli¢in, kdyz jsme uvazovali nejprve normalni a poté gamma roz-
déleni. Pro obé rozdéleni byly zndmé nutné a postacujici podminky pro FSD
a SSD. Nam se podafrilo dokazat, ze v pfipadé obou rozdéleni plati, ze nutna a
postacujici podminka pro ISD je ekvivalentni s nutnou a postacujici podmin-
kou pro SSD. Na zakladé vysledkd pro normalni rozdéleni jsme odvodili test
eficience portfolia vzhledem k ISD za pfedpokladu normality vynost aktiv.

V Sesté kapitole jsme na data nadvynost akcii jednotlivych primyslovych
odvétvi aplikovali test eficience portfolia vzhledem k ISD za predpokladu nor-
mality odvozeny v predchozi kapitole. Abychom mohli zjistit citlivost metody
na splnéni predpokladu normality, pouzili jsme dvé sady dat. U prvni sady
ro¢nich nadvymnost se dal predpoklad normality povazovat za splnény a u dru-
hé sady meési¢nich nadvynosii byla normalita s vysokou mirou spolehlivosti
zamitnuta.

Mezi 1001 testovanymi portfolii jsme tak nalezli mnozinu 10 SSD/ISD efi-
cientnich portfolii pii pouziti prvni sady ro¢nich dat a mnozinu 5 SSD/ISD
eficientnich portfolii u druhé sady meési¢nich dat. U zbyvajicich neeficientnich
portfolii byla nalezena SSD/ISD dominujici portfolia. Dale jsme za pomoci scé-
narového pristupu zkoumali, zda relace SD mezi témito pary portfolii vydrzi i
po opusténi predpokladu normality a vyuziti scénarového pristupu. Vysledek
pro prvni sadu dat byl, Ze u 85% portfolii byla potvrzena relace ISD i pri
vyuziti neparametrického testu. V ptripadé druhé sady dat, ktera jednoznacné
nesplnovala predpoklad normality, doslo podle ocekavani ke snizeni tohoto po-
méru, a to na 60%. KdyZ bylo hodnoceno pietrvani relace SSD, tyto poméry
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dosahovaly mnohem nizsich hodnot 30%, resp. 42%.

Pfestoze nelze pfimo srovnat mnoziny eficientnich portfolii nalezené pomo-
ci nasi metody a pomoci scénarového pristupu z diivodu neexistence nepara-
metrického testu ISD eficience, vysledky pfetrvani relace ISD u neeficientnich
portfolii z paté kapitoly naznacuji, Ze pfi testovani ISD eficience by v této praci
odvozena metoda mohla davat vysledky, které nejsou v rozporu se scénarovym
pristupem. Samoziejmé plati, Ze zalezi na mire splnéni predpokladu normali-
ty, na kterém je metoda postavena. Cim lépe je tento piedpoklad splnén, tim
lepsi 1ze ocekavat vysledky. Jak se ale ukazalo i v pripadé, ze nebyl predpoklad
normality viibec splnén, neni ani za této situace vysledek zcela v rozporu s
vysledky scénarového pristupu.
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Priloha A
Obsah prilozeného DVD

Na prilozeném disku lze najit nasledujici obsah:
e Text diplomové prace ve formatu PDF.

e Pouzita data obsahujici mési¢ni a ro¢ni nadvynosy jednotlivych primys-
lovych odvétvi jsou ulozena v adresari Data.

e Skripty k vypoctim v programech R a GAMS lze nalézt v adresaii
Skripty.
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