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1 Příprava 2
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Kapitola 1

Příprava

1.1 Použité symboly a znǎcení

Symbol Popis
X∗ duální prostor k prostoruX
R reálnáčísla
Q racionálníčísla
C (X) spojité funkce na prostoruX
M1(K) pravďepodobnostní míry na množiněK
Mx(K) pravďepodobnostní míry naK s ťežišťem v boďex
B(X) borelovskáσ−algebra množin vX
Σ

1
1(X) analytické podmnožinyX

Π
1
1(X) koanalytické podmnožinyX

graf f graf funkcef
Ac(X) spojité afinní funkce naX
A(X) borelovské silňe afinní funkce naX
ω první spǒcetný ordinál
ℵ1 první nespǒcetný ordinál
S spǒcetné posloupnosti prvků zω
N nekoněcné posloupnosti prvků zω, tj. ωω

ORD třída všech ordinálů
P (X) množina všech podmnožinX
co (A) konvexní uzav̌rený obal množinyA
Bα (X) baireovské funkce třídy α naX
‖.‖∞ supremová norma (na prostoru spojitých funkcí)
Rng(f) obor hodnot funkcef
Gδ spǒcetný průnik otev̌rených množin
dist(x,A) vzdálenost bodux od množinyA
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1.2 Hahn–Banachova v̌eta

Pro vektorový prostorX budemeX∗ oznǎcovat duální prostor k prostoruX, tj. prostor
všech spojitých lineárních funkcionálů zX doR.

Věta 1.1(geometrická Hahn–Banachova věta). Necht’A,B jsou disjunktní neprázdné
konvexní podmnožiny lokálně konvexního prostoruE.

(a) PokudA je otevřená, pak existujef ∈ E∗ a c ∈ R takové, že

f(a) < c ≤ f(b), a ∈ A, b ∈ B.

(b) PokudA je kompaktní,B uzavřená, pak existujef ∈ E∗ a c1, c2 ∈ R takové, že

f(a) < c1 < c2 < f(b), a ∈ A, b ∈ B.

Důkaz. [7], Theorem A.1

Formulujeme jednoduchý důsledek, který nám umožní provádět za splňení uřcitých
předpokladů afinní selekci.

Důsledek 1.2.Necht’K je kompaktní konvexní podmnožina lokálně konvexního vek-
torového prostoruE aA,B ⊆ K × R jsou konvexní,A ∩ B = ∅ a splňují

(a) A je neprázdná kompaktní a existujeq ∈ R takové, žeK × {q} ⊆ A,

(b) B je neprázdná uzavřená

(c) a pro všechna(x, t) ∈ B platí t > q.

Potom existujef ∈ Ac(K), která splňuje

A ⊆ {(x, t) ∈ K × R : f(x) > t} ,

B ⊆ {(x, t) ∈ K × R : f(x) < t} .

Důkaz. MnožinyA,B splňují p̌redpoklady Hahn–Banachovy věty, tedy existujeψ ∈
(E × R)∗ a c1, c2 ∈ R takové, žeψ(a) < c1 < c2 < ψ(b), a ∈ A, b ∈ B. Protože
(E × R)∗ = E∗ × R, existujíg ∈ E∗ aα ∈ R takové, že

ψ(x, t) = g(x) + αt, (x, t) ∈ E × R.

Zvolme y ∈ π(B), kde π : E × R → E je projekce na první souřadnici. Zvolme
t2 ∈ R tak, aby(y, t2) ∈ B, potomψ(y, q) < c1 < c2 < ψ(y, t2) a dostáváme, že
α > 0. Zvolme pevňe c ∈ (c1, c2) a položmef(x) = c−g(x)

α
. Pro pevné(z, s) ∈ A pak

platí

f(z) =
c− g(z)

α
=
c− ψ(z, s)

α
+ s,

a protože víme, žeψ(z, s) < c aα > 0, mámef(z) > s a

A ⊆ {(x, t) ∈ K × R : f(x) > t} .

Analogicky se ukáže, žeB ⊆ {(x, t) ∈ K × R : f(x) < t} .
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1.3 Polospojité funkce

ProX topologický prostor budeme prostor všech spojitých funkcínaX znǎcit C (X) .

Definice 1.3. Necht’ X je topologický prostor.Řekneme, že funkcef : X → R je
zdola (resp. shora) polospojitá, pokud množina{x ∈ X : f(x) > c} (resp. množina
{x ∈ X : f(x) < c}) je otev̌rená pro všechnac ∈ R.

Tvrzení 1.4 (ekvivalentní definice). Necht’X je topologický prostor. Potom funkce
f : X → R je zdola (resp. shora) polospojitá, právě když pro každou posloupnost
(xi)i∈ω splňujícílim

i
xi = x platí f(x) ≤ lim inf

i
f(xi) (resp.f(x) ≥ lim sup

i

f(xi)).

Tvrzení 1.5. Necht’X je perfektně normální topologický prostor af : X → [−1, 1]
je funkce. Pakf je zdola (resp. shora) polospojitá, právě když existuje posloupnost
(fn)n∈ω ⊆ C (X) splňujícífi(x) ≤ fi+1(x) (resp.fi(x) ≥ fi+1(x)) pro i ∈ ω a x ∈ X
taková, žef(x) = lim

i
fi(x).

Důkaz. [2], Problem 1.7.15. (c)

Věta 1.6 (Michaelova seleǩcní věta). Necht’ X je normální topologický prostor a
f, g : X → R funkce takové, žef je shora polospojitá,g zdola polospojitá a splňu-
jí f(x) ≤ g(x), x ∈ X. Potom existuje spojitá funkceh : X → R tak, že pro všechna
x ∈ X platí f(x) ≤ h(x) ≤ g(x).

Důkaz. [2], Problem 1.7.12. (b)

Tvrzení 1.7. Necht’X je separabilní metrický prostor aH ⊆ X × R je uzavřená a
G ⊆ X×R otevřená množina a splňují, že projekce na první souřadnici je celý prostor
X, tj.

(∀x ∈ X)(∃t ∈ R)((x, t) ∈ H),

(∀x ∈ X)(∃t ∈ R)((x, t) ∈ G),

a zároveň řezy množinG aH jsou shora omezené vR, tj.

(∀y ∈ X)(∃s ∈ R : s > 0)({r ∈ R : (y, r) ∈ H} ⊆ [−∞, s]),

(∀y ∈ X)(∃s ∈ R : s > 0)({r ∈ R : (y, r) ∈ G} ⊆ [−∞, s]).

Potom funkce definovaná jako

h(x) = sup {t ∈ R : (x, t) ∈ H} , x ∈ X,

je shora polospojitá a funkce definovaná

g(x) = sup {t ∈ R : (x, t) ∈ G} , x ∈ X,

je zdola polospojitá.
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Důkaz. Definice je korektní, nebot’ pro každéx ∈ X se hledá supremum neprázdné
množiny (nenabývá se hodnoty−∞) a zárověn každýřez je shora omezený, tedy hle-
dané supremum je konečné. Zvolme pevnéx ∈ X a libovolnou posloupnost(xn) ⊆ X
konvergující kx.

Oznǎcmekn = h(xn) = sup {t ∈ R : (xn, t) ∈ H} a dálek = lim sup
n

kn, potom

existuje vybraná podposloupnost(knj
) konvergující kek. Z uzav̌renostiH získáme, že

(x, k) ∈ H a platí

h(x) = sup {t ∈ R : (x, t) ∈ H} ≥ k =

= lim
j
knj

= lim sup
n

kn = lim sup
n

h(xn),

čímž je prvníčást tvrzení dokázána.
Oznǎcmedn = g(xn) = sup {t ∈ R : (xn, t) ∈ G}. Zřejmě (xn, dn) /∈ G z ote-

vřenostiG. Oznǎcmed = lim inf
n

dn, potom existuje vybraná podposloupnost(dnj
)

konvergující kd. Zřejmě (x, d) /∈ G. Pokud by platilo(x, d) ∈ G, pak existuje otev̌re-
né okolíU ⊆ X a ε > 0 tak, žeU × (d− ε, d+ ε) ⊆ G. Tedy existujem ∈ ω tak, že
(xm, dm) ∈ U × (d− ε, d+ ε), což je ale spor s definicídm. Máme tedy

g(x) = sup {t ∈ R : (x, t) ∈ H} ≤ d =

= lim
j
dnj

= lim inf
n

dn = lim inf
n

g(xn)

a dokázali jsme druhoǔcást.

Tvrzení 1.8. Necht’X je separabilní metrický prostor af : X → R je shora polospo-
jitá funkce. Potom množina{(x, t) ∈ X × R : f(x) ≥ t} je uzavřená.

Důkaz. Volme konvergentní posloupnost(yn, rn) ⊆ {(x, t) ∈ X × R : f(x) ≥ t}
a oznǎcme(y, r) = lim

n→∞
(yn, rn). Z definice shora polospojité funkce máme

r = lim
n
rn = lim sup

n

rn ≤ lim sup
n

f(yn) ≤ f(y),

a tedy(y, r) ∈ {(x, t) ∈ K × R : f(x) ≥ t} .

Tvrzení 1.9. Necht’X je kompaktní metrizovatelný prostor af : X → R je zdola
(resp. shora) polospojitá funkce. Potomf je zdola (resp. shora) omezená a nabývá na
X svého infima (resp. suprema).

Důkaz. [7], Proposition A.52.

1.4 M1(X)

Pro X lokálně kompaktníσ−kompaktní prostor označímeM1(X) množinu všech
pravďepodobnostních Radonových měr naX. Následující definice a tvrzení jsou pře-
vzaty z [7], strany 12-14.
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Necht’K je kompaktní konvexní množina v lokálně konvexním prostoruE. Bod
x ∈ K nazveme ťežišťem míryµ ∈ M1(K) , pokud pro každouf ∈ Ac(K) platí
barycentrická formule

∫
K

fdµ = f(x). Těžišťe míryµ ∈ M1(K) je uřceno jednoznǎc-

ně, oznǎcíme jejr (µ) a zobrazeníµ → r (µ) je spojité zM1(K) naK. Oznǎcme
Mx(K) = {µ ∈M1(K) : r (µ) = x} .

Tvrzení 1.10. Necht’X je kompaktní prostor af : X → R je zdola (resp. shora
polospojitá). PotomM1(X) je kompaktní konvexní množina a funkce

ψ :M1(X)→ R

definovanáψ(µ) = µ(f), µ ∈M1(X) je zdola (resp. shora polospojitá).

Důkaz. [7], Theorem A.85 (a),(b).

Důsledek 1.11.Necht’K je kompaktní konvexní prostor ax ∈ K. PotomMx(K) je
kompaktní.

Důkaz. PlatíMx(K) = r−1(x), kder je spojité, tedyMx(K) je uzav̌rená podmnoži-
na kompaktuM1(K) .

1.5 Deskriptivní teorie množin

Borelovskou hierarchii funkcí na metrizovatelném prostoruX zavedeme stejným způ-
sobem jako v knize [5], kapitole 11. Soubor všech borelovských množin naX oznǎcí-
meB(X). Separabilní úplňe metrizovatelný prostor budeme nazývat polský. Množinu
A ⊆ X nazveme analytickou a budeme značit A ∈ Σ

1
1(X), pokud existuje polský

prostorY a spojité zobrazeníf : Y → X takové, žef(Y ) = A. Dále řekneme, že
A je analytická v separabilním metrickém prostoruW , pokud existuje polský prostor
Y ⊇ W a analytickáB ⊆ Y taková, žeA = B ∩ W . MnožinuB ⊆ W nazveme
koanalytickou a budeme značit B ∈ Π

1
1(W ) , pokudW \B je analytická.

Necht’ X je separabilní metrizovatelný prostor aA ⊆ X. Řekneme, žeA je
suslinovská, pokud existuje Suslinovo schéma uzavřených množin(Ps)s∈S splňující
A =

⋃
ν∈N

⋂
n∈ω

Pν|n. MnožinuC ⊆ X splňující, žeX \ C je suslinovská, budeme nazý-

vat kosuslinovskou. PokudA i X \ A jsou analytické (resp. suslinovské) vX, potom
řekneme, žeA je bianalytická (resp. bisuslinovská) vX. Funkcef : X → R je biana-
lytická (resp. bisuslinovská), pokudf−1 (U) je bianalytická (resp. bisuslinovská) pro
každouU ⊆ R otev̌renou.

Pro úplnost uvedeme několik tvrzení o analytických a suslinovských množinách,
které budeme dále bez odkazu používat.

Tvrzení 1.12. PokudZ je polský prostor. PakD ⊆ Z je suslinovská, právě kdyžD je
analytická.

Důkaz. [5], Theorem 25.7.
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Pozorování 1.13.Necht’X je metrizovatelný prostor aA ⊆ X je suslinovská. Potom
existuje Suslinovo schéma uzavřených množin(Ps)s∈S splňujícíPs ⊇ Pt pro všechna
s ⊆ t aA =

⋃
ν∈N

⋂
n∈ω

Pν|n. Takové schéma budeme nazývat regulární.

Důkaz. Necht’ (P ′s)s∈S je Suslinovo schéma uzavřených množin takové, že platíA =⋃
ν∈N

⋂
n∈ω

P ′ν|n. PoložmePt =
⋂
s⊆t

P ′s. Z definice ov̌ěríme, že(Pt)t∈S splňuje p̌redpokla-

dy.

Tvrzení 1.14. Necht’X je polský aB ⊆ X je borelovská. PotomB je analytická.

Důkaz. Plyne z V̌ety 13.7 v knize [5].

Tvrzení 1.15. Necht’X je polský,A ⊆ X je analytická i koanalytická. PotomA je
borelovská.

Důkaz. [5], Theorem 14.11.

Nyní ukážeme jedno technické lemma, které později využijeme pro p̌rípad bore-
lovských, resp. analytických množin.

Lemma 1.16. Necht’X je polský prostor,f : X → R,M systém množin vX × R
a necht’ množina{(x, y) ∈ X × R : f(x) ≥ y} ∈ M. Necht’G ⊆ R je otevřená
množina,π : X × R → X je projekce na první souřadnici aL je systém množin vX
splňující:

(i) π (M ∩ (X × (r,∞))) ∈ L,M ∈M, r ∈ R,

(ii) L je uzavřený na spočetné průniky a sjednocení.

Potom existují množinyJi, J ′i ∈ L, i ∈ ω takové, že

f−1 (G) =
⋃

i∈ω

(Ji ∩ (X \ J ′i)).

Důkaz. Zvolmean, bn, bkn ∈ Q, n, k ∈ ω splňujícían < bn, b
k
n < bn, b

k
n ր bn takové,

že

G =
⋃

n∈ω

(an, bn) =
⋃

n∈ω

((an,∞) ∩ (−∞, bn)) =

=
⋃

n∈ω

(
(an,∞) ∩

⋃

k∈ω

(−∞, bkn]

)
=
⋃

n∈ω

(
(an,∞) ∩

(
R \

⋂

k∈ω

(bkn,∞)

))
,

tedy

f−1 (G) =
⋃

n∈ω

(
f−1 ((an,∞)) ∩

(
X \

⋂

k∈ω

f−1
(
(bkn,∞)

)
))

. (1.1)
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Soǔcasňe pror ∈ R je

f−1 (r,∞) = π ((X × (r,∞)) ∩ {(x, y) ∈ X × R : f(x) ≥ y}) ∈ L

díky podmínce (i). S využitím podmínky (ii) definujeme množiny

Ji = f−1 ((ai,∞)) ,

J ′i =
⋂

k∈ω

f−1
(
(bki ,∞)

)
,

které žrejmě spľnují podmínky tvrzení.

Dále budeme potřebovat tvrzení dávající do souvislosti kvalitu funkce a množin
definovaných pomocí jejího grafu. Jedná se o jednoduché rozšíření Věty 14.12 z knihy
[5]. Pro funkcif : X → R oznǎcíme množinu

graf f = {(x, t) ∈ X × R : f(x) = t} .

Tvrzení 1.17. Necht’X je polský prostor af : X → R funkce. Potom následující
podmínky jsou ekvivalentní:

(i) f je borelovská,

(ii) graf f je borelovská množina,

(iii) graf f je analytická množina,

(iv) množiny{(x, y) ∈ X × R : f(x) < y} a {(x, y) ∈ X × R : f(x) > y} jsou bo-
relovské,

(v) množiny{(x, y) ∈ X × R : f(x) < y} a {(x, y) ∈ X × R : f(x) > y} jsou ko-
analytické,

(vi) množina{(x, y) ∈ X × R : f(x) ≤ y} je borelovská.

Důkaz. Implikace (ii)⇒ (iii),(iv) ⇒ (v) a (iv)⇒ (vi) jsou žrejmé. Z faktu

graf f = X × R \ {(x, y) ∈ X × R : f(x) < y nebof(x) > y}

plyne (iv)⇒ (ii) a (v)⇒ (iii). Zbývá dokázat (i)⇒ (iv), (iii) ⇒ (i) a (vi)⇒ (i).
Necht’f je borelovská funkce. Potom

(a, b) ∈ {(x, y) ∈ X × R : f(x) < y} ⇔ (∃q ∈ Q) (f(a) < q < b),

tedy

{(x, y) ∈ X × R : f(x) < y} =
⋃

q∈Q

{x ∈ X : f(x) < q} × {y ∈ R : y > q}

=
⋃

q∈Q

f−1 ((−∞, q))× (q,∞)

8



a analogicky{(x, y) ∈ X × R : f(x) > y} =
⋃
q∈Q

f−1 ((q,∞)) × (−∞, q) , což jsou

borelovské množiny a máme (i)⇒ (iv).
Necht’graf f je analytická množina a označmeπ : X × R→ X projekci na první

soǔradnici. Potom pro libovolnou otevřenouG ⊆ R platí

f−1 (G) = π((X ×G) ∩ graf f) = X \ π((X × (R \G)) ∩ graf f),

tedy vzorG je analytický a zárověn koanalytický, tudížf je borelovská a dokázali
jsme implikaci (iii)⇒ (i).

Zbývá (vi)⇒ (i). Pro zkrácení zápisu označme

P f
≤ = {(x, y) ∈ X × R : f(x) ≤ y} ,

P f
> = {(x, y) ∈ X × R : f(x) > y} .

Potom pror ∈ R platí

f−1 ((r,∞)) = π
(
P f
> ∩ (X × (r,∞))

)
= X \ π

(
P f
≤ ∩ (X × (−∞, r])

)
,

což je evidentňe borelovská množina. V Lemmatu 1.16 pak stačí vzítM = B(X × R)
aL = B(X) a dostaneme, že funkcef je borelovská.

V poslední kapitole budeme ještě poťrebovat následující zobecnění p̌redchozího
tvrzení.

Tvrzení 1.18. Necht’X je separabilní metrizovatelný prostor af : X → R funkce.
Potom následující podmínky jsou ekvivalentní:

(i) f je bianalytická,

(ii) množiny{(x, y) ∈ X × R : f(x) < y} a {(x, y) ∈ X × R : f(x) > y} jsou ko-
analytické.

Důkaz. Necht’f je bianalytická. Potom stejně jako v Tvrzení 1.17 dostáváme

{(x, y) ∈ X × R : f(x) < y} =
⋃

q∈Q

f−1 ((−∞, q))× (q,∞)

a analogicky

{(x, y) ∈ X × R : f(x) > y} =
⋃

q∈Q

f−1 ((q,∞))× (−∞, q)

s tím rozdílem, že nyní vidíme, že obě množiny jsou opravdu koanalytické.
Opǎcná implikace se ukáže opět podobňe: Z (ii) vyplývá, žegraf f je analytická

množina, oznǎcímeπ : X × R → X projekciπ((x, r)) = x. Potom pro libovolnou
otev̌renouG ⊆ R platí

f−1 (G) = π((X ×G) ∩ graf f) = X \ π((X × (R \G)) ∩ graf f),

tedy vzorG je analytický a zárověn jeho doplňek je analytický, tudížf je bianalytická.
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PodmnožinuA ⊆ X polského prostoru nazveme univerzálně mě̌ritelnou, pokud
je µ−mě̌ritelná pro každouσ−koněcnou úplnou borelovskou míruµ naX. Funkce
f : X → R je univerzálňe mě̌ritelná, pokud množinaf−1 (G) je univerzálňe mě̌ritelná
pro každouG ⊆ R otev̌renou.

Věta 1.19(Lusin). Necht’X je polský prostor. Potom každá analytickáS ⊆ X je
univerzálně měřitelná.

Důkaz. [5] Theorem 21.10

Ješťe ukážeme, že pouze polovina podmínky v z Tvrzení 1.17 stačí, abychom v̌e-
děli, že funkce je univerzálňe mě̌ritelná.

Tvrzení 1.20. Necht’X je polský prostor,f : X → R funkce splňující, že množina
{(x, y) ∈ X × R : f(x) > y} je koanalytická. Potomf je univerzálně měřitelná.

Důkaz. Množina{(x, y) ∈ X × R : f(x) ≤ y} je analytická. Zvolme otev̌renou mno-
žinu G ⊆ R a v Lemmatu 1.16 položmeM = Σ

1
1(X × R) a L = Σ

1
1(X), kte-

ré žrejmě spľnují p̌repoklady. Dostáváme existenci univerzálně mě̌ritelných množin
Ji, J

′
i ∈ Σ

1
1(X) takových, žef−1 (G) =

⋃
i∈ω

(Ji ∩ (X \ J ′i)), tudíž funkcef je univer-

zálňe mě̌ritelná.

1.6 Afinní funkce

Definice 1.21.Necht’K je kompaktní konvexní množina v lokálně konvexním prosto-
ruE, f : K → R je funkce a necht’ pro každéx, y ∈ K aλ ∈ (0, 1) platí

f(λx+ (1− λ)y) = λf(x) + (1− λ)f(y).

Potomřekneme, žef je afinní funkce naK. Systém spojitých afinních funkcí naK
oznǎcímeAc(K) .

Definice 1.22.Necht’K je kompaktní konvexní podmnožina lokálně konvexního pro-
storuE. Funkcef : K → R splňuje barycentrickou formuli, pokudf je univerzálňe
mě̌ritelná,µ(f) existuje pro každouµ ∈ M1(K) a f(x) = ν(f) pro každéx ∈ K a
ν ∈ Mx(K) . Systém borelovských silně afinních funkcí naK oznǎcímeA(K).

Tvrzení 1.23. Necht’K je kompaktní konvexní množina v lokálně konvexním prostoru
E. Potom každá silně afinní funkce naK je omezená.

Důkaz. [7], Lemma 4.5.
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1.7 S aN

Následující znǎcení je z velké̌cásti p̌revzáno z knihy [5].
Definujme množinu koněcných posloupností prvků zω jako S =

⋃
n∈ω

ωn, kde

ω0 = {∅} obsahuje prázdnou posloupnost. Potom prveks ∈ ωk ⊆ S můžeme psát
jako s = (s(0), s(1), . . . , s(k − 1)) = (s0, s1, . . . , sk−1), kde s(i) = si ∈ ω. Dél-
ku koněcné posloupnostis ∈ S budeme znǎcit len(s), posloupnosti délky1 budeme
zam̌eňovat s prvkyω, tj. místo(n) budeme ob̌cas psátn. Restrikcis ∈ S na délku
k ≤ len(s) oznǎcímes|k = (s0, . . . , sk−1), s|0 = ∅ a symbolems ⊆ t budeme pro
s, t ∈ S, len(s) ≤ len(t) znǎcit fakt, žet| len(s) = s. Dále prou ∈ ωk, v ∈ ωn je
uav ∈ ωk+n prvek spľnující (uav)(i) = u(i) pro 0 ≤ i < k a (uav)(j) = v(j − k)
pro k ≤ j < k + n. Prou, v ∈ ωk splňující pro všechna0 ≤ i < k vztahu(i) ≤ v(i)
budeme zkráceňe psátu ≤ v. Pokudu ≤ v au 6= v, napíšemeu < v.

Prostor nekoněcných posloupností prvků zω budeme znǎcit N = ωω a budeme
používat analogického značení jako výše.

Každou množinuA ⊆ S lze jednoznǎcně identifikovat s prvkema ∈ 2S následu-
jícím způsobem:(u ∈ A) ⇔ (a(u) = 1). Prostor2S opaťrený soǔcinovou topologií je
metrizovatelný kompaktní (a tedy polský) a pokud pro množiny T0, T1 ⊆ S splňující
T0 ∩ T1 = ∅ oznǎcíme

UT0,T1 =
{
ρ ∈ 2S : (∀t ∈ T0)(ρ(t) = 0) & (∀v ∈ T1)(ρ(v) = 1)

}
, (1.2)

pak systém množin

{UA,B : A,B ⊆ S koněcné, A ∩ B = ∅}

tvoří spǒcetnou obojetnou bázi prostoru2S.
Analogicky množinu všech zobrazeníf : S → S můžeme jednoznačně ztotožnit

s prostoremSS . Tento prostor je žrejmě polský se soǔcinovou topologií: soubor mno-
žin tvaru

{
f ∈ SS : f(s) = t

}
a
{
f ∈ SS : f(s) 6= t

}
pro s, t ∈ S tvoří spǒcetnou

subbázi otev̌rených množin.
Řekneme, že podmnožinaT ⊆ S je strom, pokud pro každéu ∈ T platíu|k ∈ T

pro0 ≤ k ≤ len(u).

1.8 Limity podle filtru

Definice 1.24.Necht’A je libovolná množina. SystémF podmnožinA nazveme filtr,
pokud jsou splňeny následující podmínky:

(i) A ∈ F .

(ii) PokudC,D ∈ F , pakC ∩D ∈ F .

(iii) PokudC ∈ F aC ⊆ D, pak iD ∈ F .
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Necht’F je filtr naS aX libovolná množina, dále necht’(Au)u∈S je posloupnost
množin vX a (fu)u∈S posloupnost funkcí zX doR. Potom definujeme

lim inf
F

Au =
⋃

F∈F

⋂

u∈F

Au,

lim sup
F

Au = X \ lim inf
F

(X \ Au),

lim inf
F

fu(x) = sup
F∈F

inf
u∈F

fu(x),

lim sup
F

fu(x) = − lim inf
F

(−fu(x)).

Pokud se ob̌e limity rovnají, pak definujeme

lim
F

Au = lim inf
F

Au = lim sup
F

Au,

lim
F

fu(x) = lim inf
F

fu(x) = lim sup
F

fu(x).

Občas budeme využivat i alternativní definice pojmu limes inferior.

Tvrzení 1.25. Necht’F , X, (Au)u∈S a (fu)u∈S jako výše. Potom platí

lim inf
F

Au = {x ∈ X : {u ∈ S : x ∈ Au} ∈ F} ,

lim inf
F

fu(x) > c⇒ {u ∈ S : fu(x) > c} ∈ F , x ∈ X.

Důkaz. První rovnost plyne p̌rímo z

x ∈ lim inf
F

Au ⇔ (∃F ∈ F )(∀u ∈ F )(x ∈ Au).

Druhé tvrzení ukážeme následovně; pro libovolnéx ∈ X platí

lim inf
F

fu(x) > c⇒ sup
F∈F

inf
u∈F

fu(x) > c⇒ (∃F ∈ F )(∀u ∈ F )(fu(x) > c)⇒

⇒ {u ∈ S : fu(x) > c} ∈ F .

Díky následujícímu tvrzení nám bude stačit dokazovat ňekterá tvrzení o vlastnos-
tech limes inferior podle filtru pouze pro případ množin. Pro p̌rípad funkcí pak dosta-
neme požadovaná tvrzení díky korespondenci mezi funkcí a jejím grafem.

Tvrzení 1.26. Necht’fu : X → R, u ∈ S jsou funkce,F filtr na S. Potom platí

lim inf
F

fu(x) = sup lim inf
F

{t ∈ R : fu(x) ≥ t} .

12



Důkaz. Pro libovolnou funkcig : X → R zřejmě platí

g(x) = sup {t ∈ R : g(x) ≥ t} .

Dále máme pro danéx ∈ X

r ∈ lim inf
F

{t ∈ R : fu(x) ≥ t} ⇔ (∃F ∈ F )(∀u ∈ F )(fu(x) ≥ r)⇔

⇔ sup
F∈F

inf
u∈F

fu(x) ≥ r ⇔ lim inf
F

fu(x) ≥ r ⇔ r ∈
{
(t ∈ R : lim inf

F

fu(x) ≥ t
}
.

Dohromady pak dostáváme

lim inf
F

fu(x) = sup
{
t ∈ R : lim inf

F

fu(x) ≥ t
}
=

= sup lim inf
F

{t ∈ R : fu(x) ≥ t} .

1.9 Koanalytický rank a věta o omezenosti

Tatočást je p̌revzata z knihy [5], kapitoly 34 a 35.

Definice 1.27.Necht’X je polský prostor aA ⊆ X. Řekneme, že zobrazení

ϕ : A→ ORD,

kdeORD oznǎcuje ťrídu všech ordinálů, je koanalytický rank, pokud jsou existují

relace≤Σ1
1

ϕ ∈ Σ
1
1(X ×X) a≤Π1

1
ϕ ∈ Π

1
1(X ×X) tak, že prox, y ∈ A platí:

ϕ(x) ≤ ϕ(y)⇔ x ≤Σ1
1

ϕ y

⇔ x ≤Π1
1

ϕ y

Řekneme, žeϕ je regulární, pokudϕ(A) je ordinál, tj. existuje ordinálξ tak, že
ϕ(A) = {λ : λ < ξ} .

Věta 1.28(o omezenosti koanalytického ranku). Necht’X je polský prostor, množi-
na A ⊆ X je koanalytická,ϕ : A → ℵ1 je regulární koanalytický rank a splňuje
ϕ(A) = ℵ1. Potom proB ⊆ A analytickou platísup {ϕ(x) : x ∈ B} < ℵ1.

Důkaz. [5], Theorem 35.23.
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Kapitola 2

Filtr GN

V této kapitole budeme definovat objekt, který je základem této práce. FiltrGN defi-
nujeme jako soubor množin, pro které bude mít hráč I vítěznou strategii v námi defino-
vané ȟre. Tento způsob definice s sebou poté přinese elegantní způsob důkazu někte-
rých tvrzení pomocí teorie her. Následně dokážeme vlastnosti filtruGN , které budeme
pozďeji poťrebovat.

2.1 Hra J(A)

Necht’A ⊆ S. Nekoněcnou hruJ(A) definujeme následovně: Hrá̌ci I a II volí sťrídav̌e
celá nezáporná̌císlam0, n0, m1, n1, . . . tak, aby splnili podmínkuni ≥ mi. Hráč I
zvítězí ve ȟreJ(A), pokud existujek ∈ ω takové, že pro každéu ∈ S je posloupnost
(n0, n1, . . . , nk−1)

au ∈ A.
Oznǎcme

A♠ =
{
u ∈ S : (∀v ∈ S)(uav ∈ A)

}
,

A♥ = {u ∈ S : (u ∈ A♠) & ((∀k ∈ N)(k < len(u))(u|k /∈ A♠))} .

Zřejmě platíA♥ ⊆ A♠ ⊆ A.
ProA ⊆ S definujme množinũA ⊆ N vztahem

Ã = {ν ∈ N : (∃k ∈ N)(ν|k ∈ A♥)} .

ProtožeJ(A) není nekoněcná hra ve smyslu, jak ji definuje kniha [5], definujeme
si pomocnou hru, která je s tou naší jistým způsobem ekvivalentní:

Necht’B ⊆ N . Definujeme hruK(B), ve které hrá̌ci I a II (jako ve ȟreJ(A)) volí
celá nezápornám0, n0, m1, n1, . . . splňujícíni ≥ mi. Hráč I vyhrává hruK(B), pokud
(n0, n1, . . .) ∈ B.

Pokud jsoumi, ni ∈ ω tahy hrá̌ců I a II ve ȟreJ(A), resp.K(B), oznǎcme

M =M∞ = (m0, m1, . . .),

N = N∞ = (n0, n1, . . .),
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a prok ∈ ω bud’Mk =M |(k + 1) = (m0, . . . , mk), Nk = N |(k + 1) = (n0, . . . , nk).
Strategii můžeme chápat jako zobrazeníλ : S → ω splňující prou ⊆ v ∈ S

vztahλ(u) ⊆ λ(v). Strategie pro hrá̌ce I v našich hrách je tedy zobrazeníλI tako-
vé, žeλI(∅) = m0 a λI(Nk) = mk+1 a strategie pro hrá̌ce II zobrazeníλII , kde
λII(Mk) = nk ≥ mk. Vítězná strategie hráče I (resp. II) je strategie taková, že hráč I
(resp. II) vyhrává libovolnou partii sehranou podle této strategie.

Další reprezentací pojmu strategie ve hřeJ(A) je zobrazeníρ : S → S, které spl-
ňujef(s) ⊆ f(t) pro všechnas ⊆ t ∈ S a len(f(s)) = ks ∈ ω, kdeks = len(s) + 1,
pokud je to strategie hráče I aks = len(s) v přípaďe strategie hrá̌ce II. Samožrejmě
strategie hrá̌ce II musí také splňovat základní podmínku hry a tof(s) ≥ s. Oznǎcme
PI ⊆ S

S množinu všech strategií hráče I aPII ⊆ S
S budou všechny strategie hráče II,

tj.

PI =

{
f ∈ SS : (∀s ∈ S)

((
len(f(s)) = len(s) + 1

)
&

((
∀t ⊆ s

)(
f(t) ⊆ f(s)

)))}
(2.1)

PII =

{
f ∈ SS : (∀s ∈ S)

((
len(f(s)) = len(s)

)
&

(
∀0 ≤ i < len(s)

)(
[f(s)](i) ≥ s(i)

)
&
((
∀t ⊆ s

)(
f(t) ⊆ f(s)

)))}
(2.2)

Toto znǎcení budeme dále používat.

Tvrzení 2.1. Necht’A ⊆ S. Pokud hráč I, resp. hráč II, má vítěznou strategii ve hře
K(Ã), potom má hráč I, resp. hráč II, vítěznou strategii i ve hˇre J(A).

Důkaz. P̌redpokládejme, že hráč I má víťeznou strategiiϕ ve ȟreK(Ã). Mějme libo-
volnou partii hryJ(A) ami, ni, i ∈ ω necht’ jsou tahy obou hráčů. P̌redpokládejme,
že hrá̌c I použil strategiiϕ; potom víme, žeN ∈ Ã. Z definice množinyÃ dostáváme,
žeN ∈ Ã tehdy a jen tehdy, pokud existujek ∈ ω takové, žeNk ∈ A♥. AleA♥ ⊆ A♠
a definiceA♠ nám dává, žeNk ∈ A♠ práv̌e tehdy, pokud pro všechnau ∈ S platí
Nk

au ∈ A. To ale neznamená nic jiného než to, žeϕ je vyhrávající strategie i ve hře
J(A).

Analogicky p̌redpokládejme, že hráč II má víteznou strategiiψ ve ȟreK(Ã). Necht’
mi, ni, i ∈ ω je libovolná partie hryJ(A) a hrá̌c II hraje podle strategieψ. PakN /∈ Ã,
protožeψ je vyhrávající ve ȟreK(Ã). Ale

N /∈ Ã⇔ (∀k ∈ ω)(Nk /∈ A♥ ⊆ A♠)⇔ (∀k ∈ ω)(∃v ∈ S)(Nk
av /∈ A),

a strategieψ použitá ve ȟreJ(A) je vyhrávající.

Tvrzení 2.2. Necht’A ⊆ S. Potom hraK(Ã) je determinovaná.
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Důkaz. P̌redpokládejme, že hráč II nemá víťeznou strategii ve ȟreK(Ã). Řekneme, že
pozice(m0, n0, . . . , ni−1, mi) je neprohrávající pro hráče II, pokud existujeni ≥ mi

takové, že hrá̌c I nemá víťeznou strategii ve ȟre se zǎcátkem(m0, n0, . . . , mi, ni). Po-
tom řekneme, ženi je neprohrávající tah hráče II. To také znamená, že pokud pozice
(m0, n0, . . . , mi) je neprohrávající pro hráče II a hrá̌c II volí neprohrávající tahni, pak
i pozice(m0, n0, . . . , mi, ni, mi+1) je neprohrávající pro hráče II pro každémi+1.

Nyní zkonstruujeme vyhrávající strategiiλ pro hrá̌ce II. Zřejmě pozice(m0) je
neprohrávající pro hrá̌ce II díky p̌redpokladu, že hrá̌c I nemá víťeznou strategii. Exis-
tuje tedy neprohrávající tahn0, položmeλ(m0) = n0. Necht’ pozice(m0, n0, . . . , mi)
je neprohrávající pozice pro hráče II, potom existujeni neprohrávající tah, položme
λ(m0, n0, . . . , mi) = ni.

Pro spor p̌redpokládejme, žeλ není víťezná strategie. Necht’(ni)i∈ω jsou tahy hrá-
če II zahrané podle této strategie tak, žeN = (n0, n1, . . .) ∈ Ã. Tudíž existujek ∈ ω
splňujícíN |k ∈ A♥ ⊆ A. To ale znamená, ženk+1 není neprohrávající tah hráče II,
což je spor.

Důsledek 2.3.Hra J(A) je determinovaná pro každéA ⊆ S.

Důkaz. Plyne p̌rímo z Tvrzení 2.1 a Tvrzení 2.2.

Pozorování 2.4.Necht’A ⊆ S a λ : S → ω je vítězná strategie hráče I ve hřeJ(A).
Necht’ρ : S → ω a ρ(u) ≥ λ(u) pro všechnau ∈ S. Potom iρ je vítězná strategie
hráče I ve hřeJ(A).

Tvrzení 2.5. Necht’PI a PII jsou definovány vztahy(2.1) a (2.2). PotomPI a PII

jsouGδ množiny vSS .

Důkaz. Zobrazeníf ∈ PI , pokud spľnuje následující podmínky:

(i) (∀s ∈ S) (len(f(s)) = len(s) + 1),

(ii) (∀t ∈ S)(∀u ∈ S)(t ⊆ u⇒ f(t) ⊆ f(u)).

Podmínky upravíme do následujícího tvaru

(i) (∀s ∈ S)(∀t ∈ S : len(t) 6= len(s) + 1) (f(s) 6= t),

(ii) (∀t ∈ S)(∀u ∈ S)((t ⊆ u& f(t) ⊆ f(u)) nebo(t * u)).

a dostáváme

PI =



⋂

s∈S

⋂

t∈S

len(t) 6=len(s)+1

{
f ∈ SS : f(s) 6= t

}

∩

∩

(⋂

t∈S

⋂

u∈S

{
f ∈ SS : (t ⊆ u & f(t) ⊆ f(u)) nebot * u

}
)
,

tedyPI jeGδ v SS .
Analogickyf ∈ PII , pokud
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(i) (∀s ∈ S)(∀t ∈ S : len(t) 6= len(s)) (f(s) 6= t) ,

(ii) (∀t ∈ S)(∀u ∈ S) ((t ⊆ u & f(t) ⊆ f(u)) nebo(t * u)) ,

(iii) (∀v ∈ S)(∃w ∈ S : v ≤ w)(f(v) = w).

Dohromady dostáváme

PII =



⋂

s∈S

⋂

t∈S

len(t) 6=len(s)

{
f ∈ SS : f(s) 6= t

}

∩

∩

(⋂

t∈S

⋂

u∈S

{
f ∈ SS : (t ⊆ u & f(t) ⊆ f(u)) nebot * u

}
)
∩

∩



⋂

v∈S

⋃

w∈S

v≤w

{
f ∈ SS : f(v) = w

}

 ,

kde všechny ťri množiny v závorkách jsouGδ, tedy iPII jeGδ v SS .

2.2 Derivaced, rank h

Definice 2.6.Necht’C ⊆ S. Derivacid(C) definujeme jako

d(C) =
{
u ∈ C :

{
n ∈ ω : uan ∈ C

}
je nekoněcná

}

a dále transfinitní rekurzí

d1(C) = C,

dξ+1(C) = d(dξ(C)) ,

dλ(C) =
⋂

η<λ

dη(C) , pokudλ je limitní,

d∞(C) = dℵ1(C) .

ProA ⊆ S oznǎcímeÂ =
{
u ∈ S : ∃v ∈ S, uav /∈ A

}
strom všech pǒcátěcních úse-

ků prvků zS \ A a definujeme

h(A) = sup
{
ξ < ℵ1 : ∅ ∈ dξ

(
Â
)}

a v p̌rípaďe∅ /∈ Â dodefinujemeh(A) = 0.

Následující tvrzení shrnuje několik jednoduchých základních vlastnostíd ah. Vět-
šina z nich plyne dosazením přímo z definice. ProA ⊆ S a n ∈ ω budeme ob̌cas
používat znǎceníA(n) =

{
u ∈ S : nau ∈ A

}
pro množinu všech pokračování(n)

v A.
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Tvrzení 2.7 (vlastnosti derivaced a funkceh). Necht’A,B ⊆ S. Potom

(i) A ⊆ B ⇒ dξ(A) ⊆ dξ(B) , ξ ≤ ℵ1,

(ii) A ⊆ B ⇒ h(A) ≥ h(B),

(iii) C = A ∩B ⇒ Ĉ = Â ∪ B̂,

(iv) dξ(A ∪B) = dξ(A) ∪ dξ(B) , ξ ≤ ℵ1,

(v) h(A ∩B) = max(h(A) , h(B)),

(vi) pro 0 < ξ < ℵ1 platí h(A) ≤ ξ ⇔ (∃n0 ∈ ω)(∀n ≥ n0)
(
h
(
A(n)

)
< ξ
)
,

(vii) pro 0 < λ < ℵ1 platí

h(A) ≥ λ⇔ (∀ξ < λ)(∀n0 ∈ ω)(∃n ≥ n0)
(
h
(
A(n)

)
≥ ξ
)
.

Důkaz. Bod (i) je žrejmý proξ = 1, pro zbytek stǎcí použít transfinitní indukci.
Bod (ii) plyne okamžiťe z bodu (i):

A ⊆ B ⇒ Â ⊇ B̂ ⇒ (∀ξ < ℵ1)
(
dξ

(
Â
)
⊇ dξ

(
B̂
))
⇒ h(A) ≥ h(B) .

Dále

u ∈ Ĉ ⇔ (∃v ∈ S : uav /∈ C)⇔ (∃v ∈ S : uav /∈ A nebouav /∈ B)

⇔ u ∈ Â ∪ B̂

a máme tvrzení (iii).
Platí

u ∈ d(A ∪B)⇔
{
n : uan ∈ A ∪B

}
je nekoněcná⇔{

n : uan ∈ A
}

je nekoněcná nebo
{
n : uan ∈ B

}
je nekoněcná⇔

u ∈ d(A) ∪ d(B) .

Necht’ ξ ≤ ℵ1, předpokládejme platnost tvrzení pro všechnaλ < ξ. Proξ izolovaný
ordinál potom máme

dξ(A ∪ B) = d(dξ−1(A ∪ B)) = d(dξ−1(A) ∪ dξ−1(B)) =

d(dξ−1(A)) ∪ d(dξ−1(B)) = dξ(A) ∪ dξ(B) .

Proξ limitní platí

dξ(A ∪ B) =
⋂

η<ξ

(dη(A ∪B)) =
⋂

η<ξ

(dη(A) ∪ dη(B)) . (2.3)

Zvolmeu ∈ dξ(A ∪ B) a p̌redpokládejme, že existujeζ < ξ takové, žeu /∈ dζ(A).
Potom z definice derivaced a (2.3) vyplývá, žeu ∈ dµ(B) pro všechnaζ ≤ µ < ξ.

18



Tedyu ∈
⋂
η<ξ

dη(A) ∪
⋂
η<ξ

(dη(B), opǎcná inkluze je žrejmá a transfinitní indukce nám

tedy dává tvrzení (iv).
Bod (v) obdržíme s využitím p̌redchozích bodů z

h(A ∩B) = sup
{
ξ < ℵ1 : ∅ ∈ dξ

(
Ĉ
)}

= sup
{
ξ < ℵ1 : ∅ ∈ dξ

(
Â ∪ B̂

)}
=

= sup
{
ξ < ℵ1 : ∅ ∈ dξ

(
Â
)
∪ dξ

(
B̂
)}

= max(h(A) , h(B)).

Body (vi) a (vii) vyžadují nepatrňe více práce. Pron ∈ ω s použitím

Â(n) =
{
u ∈ S : ∃v ∈ S, uav /∈ A(n)

}
=
{
u ∈ S : ∃v ∈ S, nauav /∈ A

}
=

=
{
u ∈ S : nau ∈ Â

}
= Â(n)

(2.4)

ukážeme, že

d
(
Â(n)

)
=
{
u ∈ Â(n) :

{
k ∈ ω : uak ∈ Â(n)

}
je nekoněcná

}
=

=
{
u ∈ S : nau ∈ Â :

{
k ∈ ω : nauak ∈ Â

}
je nekoněcná

}
=

=
{
u ∈ S : nau ∈ d

(
Â
)}

= d
(
Â
)
(n)
.

Necht’ ζ < ℵ1 je izolovaný ordinál. Potom

dζ

(
Â(n)

)
= d
(
dζ−1

(
Â(n)

))
= d

(
dζ−1

(
Â
)
(n)

)
= d
(
dζ−1

(
Â
))

(n)
=

= dζ

(
Â
)
(n)
.

Proζ < ℵ1 limitní pak dostáváme

dζ

(
Â(n)

)
=
⋂

λ<ζ

dλ

(
Â(n)

)
=
⋂

λ<ζ

(
dλ

(
Â
)
(n)

)
=

(⋂

λ<ζ

dλ

(
Â
))

(n)

=

= dζ

(
Â
)
(n)
,

kde p̌redposlední rovnost ově̌ríme jednoduchým dosazením do definice(.)(n). Pro
všechnaξ < ℵ1 tedy máme

dξ

(
Â(n)

)
=
{
u ∈ S : nau ∈ dξ

(
Â
)}

= dξ

(
Â
)
(n)

(2.5)

a také

h(A) ≤ ξ ⇔ ∅ /∈ dξ+1

(
Â
)
⇔ (∃n0 ∈ ω)(∀n ≥ n0)

(
n /∈ dξ

(
Â
))

.
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Potom pro každén ≥ n0 z (2.5) obdržíme

n /∈ dξ
(
Â
)
⇔ ∅ /∈ dξ

(
Â(n)

)
⇔ h

(
A(n)

)
< ξ

a dohromady získáme tvrzení (vi).
Necht’λ < ℵ1, potom

h(A) ≥ λ⇔ ∅ ∈ dλ
(
Â
)
⇔ (∀δ < λ)(∀n0 ∈ ω)(∃n ≥ n0)

(
n ∈ dδ

(
Â
))

.

Pro každéδ < λ an ≥ n0 tedy z (2.5) obdržíme

n ∈ dδ
(
Â
)
⇔ ∅ ∈ dδ

(
Â(n)

)
⇔ h

(
A(n)

)
≥ δ,

a dohromady máme dokázán bod (vii).

2.3 Základní vlastnosti filtru GN

Definice 2.8.GN = {A ⊆ S : hrá̌c I má vyhrávající strategii ve hřeJ(A)} .

Tvrzení 2.9. SystémGN je filtr na S aGN ∈ Π
1
1

(
2S
)
.

Důkaz. ZřejměS ∈ GN . Necht’A ⊆ B ⊆ S. Pokud hrá̌c I má víťeznou strategii ve
hřeJ(A), ta samá strategie je vítězná i ve ȟreJ(B), tedyA ∈ GN zarǔcujeB ∈ GN .
PokudA,B ∈ GN a ρA, ρB jsou odpovídající víťezné strategie, pak ukážeme, že
ρ = sup (ρA, ρB) je vítězná strategie hráče I ve ȟreJ(A∩B). Pro spor p̌redpokládejme,
že není víťezná, tedy existuje partie, kde hráč I hraje podle strategieρ a prohraje. Necht’
M,N jsou posloupnosti tahů v této partii. Z Pozorování 2.4 víme, že ρ je vítězná
strategie hrá̌ce I ve ȟreJ(A) i J(B). Tedy existujíjA, jB ∈ ω, že pro všechnau ∈ S je
NjA

au ∈ A aNjB
au ∈ B. Položmej = max(jA, jB). Výhra hrá̌ce II ve ȟreJ(A∩B)

znamená, že pro každék ∈ ω existujeu ∈ S takové, žeNk
au /∈ A∩B. Necht’uj ∈ S

splňujeNj
auj /∈ A ∩ B. Potom aleNj

auj /∈ A neboNj
auj /∈ B a jsme ve sporu.

TudížA ∩ B ∈ GN a ov̌ěrili jsme, žeGN je filtr.
Necht’ PII je množina všech strategií hráče II jako v (2.2). MnožinaA /∈ GN ,

práv̌e když má hrá̌c II vítěznou strategii ve ȟreJ(A), tedy

(∃f ∈ PII)(∀u ∈ S)(∃w ∈ S)(f(u) ⊆ w & w /∈ A),

tj. existujef strategie taková, že pro každou posloupnost tahůu ∈ S hrá̌ce I existu-
je prodloužení posloupnostif(u) mimo množinuA (díky determinovanosti hry tato
podmínka stǎcí). Definujme množinuF ⊆ 2S × SS ; (A, f) ∈ F pokudf je vítězná
strategie hrá̌ce II ve ȟreJ(A) (zřejmě potomA /∈ GN ). Po úpravách dostáváme

F =
(
2S ×PII

)
∩

⋂

u∈S

⋃

w∈S

({
A ∈ 2S : A(w) = 0

}
×
{
f ∈ SS : f(u) = w| len(f(u))

})
,

z čehož je žrejmé, žeF jeGδ v SS . Zárověn pokudπ : 2S × SS → 2S je projekce na
první soǔradnici, pakπ(F ) = 2S \GN ∈ Σ

1
1

(
2S
)
, a tudížGN ∈ Π

1
1

(
2S
)
.
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Značení 2.10.Necht’A ⊆ S. Pron ∈ ω oznǎcímenaA =
{
nau : u ∈ A

}
. Pro filtrF

naS budeme definovatnaF jako nejmenší filtr generovaný množinaminaF, F ∈ F .

Lemma 2.11. Necht’ F je borelovský filtr na2S a n ∈ ω. Potom systém množin{
naF : F ∈ F

}
je uzavřený na konečné průniky anaF je borelovský filtr na2S .

Důkaz. Necht’ (Ai)
k
i=0 ⊆

{
naF : F ∈ F

}
, 1 ≤ k < ω. Tedy existujíBi ∈ F

takové, žeAi = naBi, i = 0, . . . , k. Potom
k⋂

i=0

Ai =
k⋂

i=0

naBi = na

k⋂
i=0

Bi, kde

k⋂
i=0

Bi ∈ F , protožeF je filtr.

SystémnaF je filtr z definice, zárověn víme, ženaF ⊇
{
naF : F ∈ F

}
. Uká-

žeme, že platíF ∈ naF ⇔ F(n) ∈ F , kdeF(n) =
{
u ∈ S : nau ∈ F

}
jako bylo

použito v Tvrzení 2.7. Implikace doprava je zřejmá, zvolme tedy libovolnéH ∈ naF .
Protože

{
naF : F ∈ F

}
je uzav̌rená na koněcné průniky, musí existovatK ∈ F

takové, žeH ⊇ naK. Z toho vyplývá, žeH(n) ⊇ K a tedyH(n) ∈ F z definice filtru.
Definujme zobrazeníΦn : 2S → 2S vztahemΦn(F ) = F(n). Ukážeme, že je

spojité: VolmeUT0,T1 z otev̌rené báze2S , pak

Φ−1n (UT0,T1) =
{
ρ ∈ 2S : (∀t ∈ T0)(ρ(n

at) = 0) & (∀v ∈ T1)(ρ(n
av) = 1)

}
=

= UnaT0,naT1
.

Soǔcasňe z p̌redchozíčásti vyplývá, žeΦ−1n (F ) = naF a tvrzení je dokázáno.

Dosp̌eli jsme do bodu, kdy můžeme charakterizovat množinyA ∈ GN pomocí
funkceh. Zárověn sestrojíme borelovský rozklad filtruGN .

Tvrzení 2.12. (i) GN = {A ⊆ S : h(A) < ℵ1}

(ii) Necht’ ξ je spočetný ordinál aNξ = {A ⊆ S : h(A) ≤ ξ}. MnožinaNξ je bore-
lovský filtr naS a (Nξ)ξ<ℵ1 je systém množin pokrývající filtrGN .

(iii) (a) N0 = {S},

(b) pro0 < ξ < ℵ1,Nξ = lim inf
n

(
na

⋃
η<ξNη

)
,

(c) GN = lim inf
n

(
naGN

)
.

Důkaz. (i) Předpokládejmeh(A) = ℵ1. Tedy∅ ∈ d∞
(
Â
)
= d
(
d∞

(
Â
))

. Z defi-

nice derivaced víme, že{n ∈ d∞
(
Â
)
} je nekoněcná, tedy pro každou volbum0

hrá̌ce I existujen0 ≥ m0 splňující n0 ∈ d∞

(
Â
)
= d

(
d∞

(
Â
))

. Opětovným

použitím definice derivace získáme, že{n : n0
an ∈ d∞

(
Â
)
} je nekoněcná

a pro každém1 ∈ ω obdržímen1 ≥ m1 takové, že(n0, n1) ∈ d∞

(
Â
)
. In-

dukcí podlei ∈ ω získáme ke každémumi zvolenému hrá̌cem Ini takové, že
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(n0, n1, . . . , ni) ∈ d∞
(
Â
)

a tudíž(n0, n1, . . . , ni) ∈ Â, tedy hrá̌c I nemá vyhrá-

vající strategii ve ȟreJ(A) aA /∈ GN .

Naopak pokudA /∈ GN , potom má hrá̌c II vítěznou strategii ve ȟreJ(A). Ozna-
čímeMi, Ni ∈ S koněcné posloupnosti tahů hráče I a II, tj.

Mi = (m0, . . . , mi), Ni = (n0, . . . , ni)

a dáleM,N ∈ N budou spľnovatM |(i+ 1) =Mi aN |(i+ 1) = Ni pro i ∈ ω.
S použitím tohoto znǎcení definujeme pro libovolnéMk+1, Nk ∈ S množinu

WMk+1,Nk
= {n ∈ ω : n ≥ mk+1 & hrá̌c II má víťeznou strategii ve ȟre

J(A) se zǎcátkemMk+1, Nk
an } .

MnožinuTM ⊆ S,M ∈ N definujeme následovně:

• TM
−1 = {∅} ,

• TM
i =

{
uan : u ∈ TM

i−1, n ∈ WMi,Ni−1

}
, i ∈ ω,

• TM =
⋃

i∈ω T
M
i .

Ukážeme, žeTM ⊆ Â. Volmev ∈ TM , potom existujei ∈ ω, žev ∈ TM
i , tedy

v = uan, kdeu ∈ TM
i−1 a n ∈ WMi,Ni−1

. Z definiceWMi,Ni−1
pak vyplývá, že

v ∈ Â.

Nyní nám postǎcí, žed
(
TM
)
= TM . Volme u ∈ TM \ d

(
TM
)
. To znamená,

že množina
{
n ∈ ω : uan ∈ TM

}
je koněcná. To je ale spor s faktem, že hráč II

má vyhrávající strategii ve hře s tímto zǎcátkem. Tedy

∅ ∈ TM = d∞
(
TM
)
⊆ d∞

(
Â
)

ah(A) = ℵ1.

(ii) Z Tvrzení 2.7 (ii) a (v) spolu šcástí (iiia) je žrejmé, žeNξ je filtr. Z části (iiib)
a Lemmatu 2.11 pak po použití transfinitní indukce dostáváme, žeNξ je bore-
lovský v2S .

(iii) Z řejmě (a) platí. V p̌rípaďe (b) volmeξ > 0 a A ∈ Nξ. Potomh(A) ≤ ξ
a p̌ri zachování znǎcení z Tvrzení 2.7 z bodu (vi) tohoto tvrzení plyne existence
n0 ∈ ω, že pro všechnan ≥ n0 platíA(n) ∈

⋃
η<ξ

Nη, tedyA ∈ na

⋃
η<ξ

Nη a jednu

inkluzi máme hotovou. ZvolmeB ∈ lim inf
n

(
na

⋃
η<ξNη

)
. To znamená, že

existujen ∈ ω takové, že pro všechnam ≥ n je B ∈ ma

⋃
η<ξNη, tj. Bm ∈⋃

η<ξNη, a tedyh(Bm) < ξ. Pro spor p̌redpokládejme, žeB /∈ Nξ, tj. h(B) ≥
ξ + 1. Ale z Tvrzení 2.7 z bodu (vii) dostáváme, že potom pro každék0 ∈ ω
existujek ≥ k0 takové, žeh(Bk) ≥ ξ, což je hledaný spor.
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V části (c) víme, že

A ∈ GN ⇒ (∃ξ < ℵ1)(A ∈ Nξ)⇒

⇒ (∃ξ < ℵ1)

(
A ∈ lim inf

n

(
na

⋃

η<ξ

Nη

))
⇒

⇒ A ∈ lim inf
n

(
naGN

)
,

a tedyGN ⊆ lim inf
n

(
naGN

)
. Druhou inkluzi obdržíme z

A ∈ lim inf
m

(
maGN

)
⇔ (∃m0 ∈ ω)(∀m ≥ m0)(A ∈ m

aGN )⇔

⇔ (∃m0 ∈ ω)(∀m ≥ m0)(∃Bm ∈ GN )(A ⊇ maBm).

Uvažujme nyní hruJ(A) a sestrojme vyhrávající strategiiϕ pro hrá̌ce I následu-
jícím způsobem:

• ϕ(∅) = m0 (m0 jako výše),

• pro libovolnén ≥ m0 tah hrá̌ce II položíme

ϕ((m0, n)
au) = ϕn(u), u ∈ S,

kdeϕn je vyhrávající strategie hráče I ze hryJ(Bn).

Jednoduše ov̌ěríme, že potomϕ je vítězná strategie hráče I ve ȟre J(A), tudíž
A ∈ GN .

2.4 Koanalytický rank h

V této části ukážeme, že zobrazeníh je koanalytický rank, a tudíž pro něj platí v̌eta o
omezenosti. Díky tomu budeme moci pro každou analytickouA ⊆ GN naléztξ < ℵ1
tak, žeA ⊆ Nξ. Inspirací pro důkazy ňekterých tvrzení byl kurz Deskriptivní teorie
množin II p̌rednášený v LS 2009/2010 na MFF UK docentem Holickým.

Lemma 2.13. Necht’ f ∈ PII je strategie. Potom pro stromT a α < ℵ1 platí
dα(f

−1 (T )) ⊆ f−1 (dα(T )) .

Důkaz. Zvolmes ∈ d(f−1 (T )) . Z definice derivaced dostáváme, že množina
{
n ∈ ω : san ∈ f−1 (T )

}

je nekoněcná. Pro spor p̌redpokládejme, že množina
{
n ∈ ω : f(s)an ∈ T

}
je koněc-

ná. Bud’m největší prvek této množiny. Existujek > m takové, žesak ∈ f−1 (T ).
Potom alef(sak) ∈ T a platíf(sak) = f(s)ap ∈ T , kdep ≥ k > m, což je spor.
Množina

{
n ∈ ω : f(s)an ∈ T

}
je tedy nekoněcná, což znamená, žef(s) ∈ d(T ) .
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Necht’β < ℵ1 a p̌redpokládejme, že tvrzení platí pro všechnaα < β. Pokudβ je
izolovaný ordinál, pak

dβ
(
f−1 (T )

)
= d
(
dβ−1

(
f−1 (T )

))
⊆

d
(
f−1 (dβ−1(T ))

)
⊆ f−1 (d(dβ−1(T ))) = f−1 (dβ(T )) .

Proβ limitní máme

dβ
(
f−1 (T )

)
=
⋂

α<β

dα
(
f−1 (T )

)
⊆

⋂

α<β

f−1 (dα(T )) = f−1

(⋂

α<β

dα(T )

)
= f−1

(⋂

α<β

dβ(T )

)

a tvrzení je dokázáno.

Pro stromT ⊆ S definujme

j(T ) = sup {ξ < ℵ1 : ∅ ∈ dξ(T )} ,

j(∅) = 0.

Vidíme, že pro množinuA ⊆ S platíh(A) = j
(
Â
)
.

Dále pro stromT ⊆ S as ∈ S definujme následující:

T(s) =
{
u ∈ S : sau ∈ T

}
,

js(T ) = j
(
T(s)
)
.

Necht’A ⊆ S je libovolná množina a zvolmeg ∈ PI . Potom položme

Ag = A \
{
uan ∈ S : u ∈ S, n ∈ ω, uan < g(u)

}
.

Pro jistotu zopakujeme, že prov, w ∈ S, len(v) = len(w) je

u < v ⇔ ((∀0 ≤ i < len(v))(v(i) ≤ w(i))&(∃0 ≤ j < len(v))(v(j) < w(j)))

V další části se nám bude hodit následující formulace bodů (vi) a (vii) z Tvrzení
2.7.

Tvrzení 2.14. Necht’T ⊆ S je strom. Potom pros ∈ S a 0 < λ < ℵ1 platí:

js(T ) ≤ λ⇔ (∃n0 ∈ ω)(∀n ≥ n0)(jsan(T ) < λ), (2.6)

js(T ) ≥ λ⇔ (∀ξ < λ)(∀n0 ∈ ω)(∃n ≥ n0)(jsan(T ) ≥ ξ). (2.7)

Důkaz. PoložmeA = S \ T(s), potom žrejmě Â = T(s). Nejprve si uv̌edomme, že

h
(
A(n)

)
= j
(
Â(n)

)
(2.4)
= j

(
Â(n)

)
= j
((
T(s)
)
(n)

)
= jsan(T ) . (2.8)
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Z Tvrzení 2.7 bodu (vi) víme, že

js(T ) ≤ λ⇔ h(A) ≤ λ⇔ (∃n0 ∈ ω)(∀n ≥ n0)
(
h
(
A(n)

)
< λ

)

(2.8)
⇔ (∃n0 ∈ ω)(∀n ≥ n0) (jsan(T ) < λ)

a ov̌ěrili jsme (2.6).
Analogicky z Tvrzení 2.7 bodu (vii) dostaneme, že

js(T ) ≥ λ⇔ h(A) ≥ λ⇔ (∀ξ < λ)(∀n0 ∈ ω)(∃n ≥ n0)
(
h
(
A(n)

)
≥ ξ
)

(2.8)
⇔ (∀ξ < λ)(∀n0 ∈ ω)(∃n ≥ n0) (jsan(T ) ≥ ξ) ,

což dokazuje (2.7).

V následujícím tvrzení si definujeme zobrazení, které umožní z „jednodušších“
podmnožinS generovat „složiťejší“, což potom uplatníme v důkaze regularity ranku
h.

Tvrzení 2.15. Definujme zobrazeníw : 2S → 2S vztahem

w(A) = S \

(⋃

n∈ω

{
nau : u /∈ A

}
∪ {∅}

)
, A ⊆ S.

Potom

(i) zobrazeníw je spojité,

(ii) h(A) = ℵ1 neboh(w(A)) = h(A) + 1, A ⊆ S.

Důkaz. Necht’ T0, T1 ⊆ S jsou libovolné a bud’UT0,T1 jako v (1.2). Pro libovolnou

R ⊆ S oznǎcme
←−
R =

{
u ∈ S : (∃n ∈ ω)(nau ∈ R)

}
. Potom žrejmě

w−1 (UT0,T1) =

{
U←−
T0,
←−
T1

pokud∅ /∈ T1 a
←−
T0 ∩

←−
T1 = ∅,

∅ pokud∅ ∈ T1 nebo
←−
T0 ∩

←−
T1 6= ∅.

Zobrazeníw je tedy spojité.
Z definice zobrazeníw vidíme, že prok ∈ ω aA ⊆ S je (w(A))(k) = A. Oznǎcme

ξ = h(A) a p̌redpokládejmeξ < ℵ1, díky čemuž můžeme využít body (vi) a (vii)
z Tvrzení 2.7:

(∀n ∈ ω)
(
h
(
w(A)(n)

)
= h(A) < ξ + 1

)
⇒ (h(w(A)) ≤ ξ + 1),

(∀n ∈ ω)
(
h
(
w(A)(n)

)
= h(A) ≥ ξ

)
⇒ (h(w(A)) ≥ ξ + 1).

Důsledek 2.16.{h(A) : A ∈ GN} = ℵ1.
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Důkaz. Víme, žeh(S) = 0 a pro libovolnéu ∈ S je h(S \ {u}) = 1. Bud’ C ∈ GN ,
žeh(C) = ξ. Potom z p̌redchozího tvrzení vyplývá

h(C) = ξ ⇔ h(w(C)) = ξ + 1.

Necht’λ < ℵ1 je limitní ordinál. Bud’Ak ∈ GN takové, žeh(Dk) = ζk, kdeζk ր λ.
Definujme množinuD = S \

⋃
k∈ω

ka(S \Dk). Pro libovolnéu ∈ S am ∈ ω platí

u ∈ Dk ⇔ u /∈ S \Dk ⇔ kau /∈ ka(S \Dk)⇔ kau ∈ D,

což nám dáváDk = D(k). Potom pro všechnaγ < λ, n0 ∈ ω existujen ≥ n0 takové,
žeh(Dn) = ζn ≥ γ a tedy z Tvrzení 2.7 bodu (vii) dostávámeh(D) ≥ λ. Z bodu (vi)
a faktuh(Dk) < λ pak získáme druhou nerovnost, a tedyh(D) = λ.

Lemma 2.17.Necht’T ⊆ S je strom,g ∈ PI , α < ℵ1 a u ∈ S. Potom

dα(T
g) = (dα(T ))

g .

Důkaz. Prou ∈ S platí:

u ∈ d(T g)⇔ u ∈ T g &
{
n ∈ ω : uan ∈ T g

}
je nekoněcná

⇔ u ∈ T g &
{
n ∈ ω : uan ∈ T & uan ≥ g(u)

}
je nekoněcná

⇔ u ∈ T g &
{
n ∈ ω : uan ∈ T & n ≥ [g(u)](len(u))

}
je nekoněcná

⇔ u ∈ T g &
{
n ∈ ω : uan ∈ T

}
je nekoněcná

Nyní se situace rozďeluje na dva p̌rípady. Pokudu = ∅, pak∅ ∈ T g ⇔ ∅ ∈ T,
a protože{n ∈ ω : n ∈ T} je nekoněcná, tak i∅ ∈ d(T ) , a tudíž z definice dostáváme
∅ ∈ (d(T ))g. Pokudu ∈ S \ {∅}, pak existujev ∈ S a k ∈ ω takové, žeu = vas.
Posloupnostu ∈ T g práv̌e kdyžu ∈ T & g(v) ≤ vak, což s faktem, že množina{
n ∈ ω : uan ∈ T

}
je nekoněcná, dáváu ∈ (d(T ))g.

Bud’ β < ℵ1 izolovaný ordinál, potom

dβ(T
g) = d(dβ−1(T

g)) = d((dβ−1(T ))
g) = (d(dβ−1(T )))

g

Necht’γ < ℵ1 je limitní ordinál, potom

dγ(T
g) =

⋂

δ<γ

(dδ(T
g)) =

⋂

δ<γ

(dδ(T ))
g

=
⋂

δ<γ

(
dδ(T ) \

{
uan ∈ S : u ∈ S, n ∈ ω, uan < g(u)

})

=

(⋂

δ<γ

dδ(T )

)
\
{
uan ∈ S : u ∈ S, n ∈ ω, uan < g(u)

}

=

(⋂

δ<γ

dδ(T )

)g

= (dγ(T ))
g .
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Lemma 2.18.Necht’T1, T2 ⊆ S jsou stromy. Potomj(T1) ≤ j(T2) právě když existuje
strategief ∈ PII a strategieg ∈ PI tak, žeT g

1 ⊆ f−1 (T2) .

Důkaz. Necht’ existují zobrazeníf, g tak, že platíT g
1 ⊆ f−1 (T2) . Tedy platíj(T g

1 ) ≤
j(f−1 (T2)) . Z Lemmatu 2.13 víme, že pro každéα ≤ ℵ1 platí dα(f−1 (T2)) ⊆
f−1 (dα(T2)) . To znamená, že

∅ ∈ dα
(
f−1 (T2)

)
⇒ ∅ ∈ f−1 (dα(T2))

a protožef(∅) = ∅ dostávámej(f−1 (T2)) ≤ j(T2) , tedy mámej(T g
1 ) ≤ j(T2) .

Z Lemmatu 2.17 a z definice operace()g dostáváme pro každéα < ℵ1, že

∅ ∈ dα(T
g
1 )⇔ ∅ ∈ (dα(T1))

g ⇔ ∅ ∈ dα(T1) ,

čímž jsme dokázalij(T g
1 ) = j(T1) .

P̌redpokládejmej(T1) ≤ j(T2) . Prvkyf(s) ag(s) budeme definovat indukcí podle
délkys ∈ S tak, aby

js(T
g
1 ) ≤ jf(s)(T2) . (2.9)

Položmef(∅) = ∅, podmínka 2.9 je zjevňe splňena. Bud’u ∈ S takové, že
ju(T1) ≤ jf(u)(T2) . Oznǎcímei = len(u), potom z Lemmatu 2.14 dostáváme, že

(∃n0 ∈ ω)(∀n ≥ n0)(juan(T1) < jf(u)(T2)) (2.10)

(∀ξ < jf(u)(T2))(∀m0 ∈ ω)(∃m ≥ m0)(jf(u)am(T2) ≥ ξ) (2.11)

Položmeg(u) = g(u|(i − 1))an0, kden0 splňuje (2.10) a zobrazeníf(uak), k ∈ ω
definujme následnovně:

f(uak) =





f(u)ak prok < n0,
f(u)ap prok ≥ n0 ap ∈ ω takové, že spľnuje

jf(u)ap(T2) ≥ juak(T1) .

Podmínka (2.11) nám zajišt’uje, že definice funkcef je korektní. Z celého postupu
pak vyplývá, že pokud libovolnév ∈ T g

1 , pak jv(T
g
1 ) > 0, a tudíž ijf(v)(T2) > 0

af(v) ∈ T2.

P̌redchozí lemma nám umožní studovat relaci≤h definovanou

A ≤h B ⇔ h(A) ≤ h(B) , A, B ∈ 2S ,

díky čemuž pak dokážeme, žeh je koanalytický rank.

Tvrzení 2.19. MnožinaZ0 =
{
(A,B) ∈ 2S × 2S : h(A) ≤ h(B)

}
je analytická.

Důkaz. Definujme množinu

F =
{
(A,B, f, g) ∈ 2S × 2S × PII × PI :

(
Â
)g
⊆ f−1

(
B̂
)}

.
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Pro zkrácení zápisu označíme

D = 2S × 2S × PII × PI ,

Sg =
{
uan ∈ S : u ∈ S, n ∈ ω, uan < g(u)

}
.

Ukážeme, žeF je borelovská vD. Platí:

(A,B, f, g) ∈ F ⇔ (∀s ∈ S)
(
s ∈

(
Â
)g
⇒ s ∈ f−1

(
B̂
))
⇔

⇔ (∀s ∈ S)
(
s /∈ Â nebos ∈ Sg nebof(s) ∈ B̂

)
⇔

⇔ (∀s ∈ S)
(
s /∈ Â nebos ∈ Sg nebo(∀t ∈ S)(t ∈ B̂ nebof(s) 6= t)

)

Tedy

F =
⋂

s∈S

({
(A,B, f, g) ∈ D : s /∈ Â

}
∪

{(A,B, f, g) ∈ D : s < g(s|(len(s)− 1))}∪

⋂

t∈S

({
(A,B, f, g) ∈ D : t ∈ B̂

}
∪ {(A,B, f, g) ∈ D : f(s) 6= t}

))
.

Nyní se podívame podrobně na jednotlivé množiny v p̌redchozím zápisu.

• Bud’ u ∈ S pevné, pak množina
{
C ⊆ S : u /∈ Ĉ

}
=
⋂

v∈S

{
C ⊆ S : uav ∈ C

}

je borelovská (dokonce uzavřená).

• Bud’ u ∈ S \ {∅} pevné a oznǎcmek = len(u), pak množina

{g ∈ PI : g(u|(k − 1)) > u} = PI \ {g ∈ PI : g(u|(k − 1)) ≤ u}

= PI \
⋃

v≤u

{g ∈ PI : g(u|(k − 1)) = v}

je borelovská (uzav̌rená).

• Množina
{
C ⊆ S : u ∈ Ĉ

}
= 2S \

{
C ⊆ S : u /∈ Ĉ

}
je také borelovská.

• A množina{f ∈ PII : f(u) 6= v} je otev̌rená, tedy i borelovská.

Z Lemmatu 2.18 pak vyplývá, že projekcí borelovské množinyF v polském prostoru
D na první dv̌e soǔradnice je práv̌e množinaZ0, a tedyZ0 je analytická.
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Důsledek 2.20.Platí:

Z1 =
{
(A,B) ∈ 2S × 2S : h(A) < h(B)

}
je koanalytická, (2.12)

Z2 =
{
(A,B) ∈ 2S × 2S : A ∈ GN & h(A) ≤ h(B)

}
je koanalytická. (2.13)

Důkaz. Zobrazenít : 2S × 2S → 2S × 2S takové, že

t(A,B) = (B,A), A, B ∈ 2S × 2S

je homeomorfismus a platí

Z1 = (2S × 2S) \ t
({

(A,B) ∈ 2S × 2S : h(A) ≤ h(B)
})
,

tedy máme dokázáno (2.12).
Necht’w je zobrazení z Tvrzení 2.15. Potomh(w(A)) = h(A) + 1 v přípaďe, že

h(A) < ℵ1. Pak žrejmě

(A,B) ∈ Z2 ⇔ (A,w(B)) ∈ Z1,

a tedyZ2 = (id×w)−1 (Z1) , kde id(A) = A,A ⊆ S, a zobrazení(id×w) je žrejmě
spojité, tudížZ2 je koanalytická.

Tvrzení 2.21. Zobrazeníh : GN → ℵ1 je regulární koanalytický rank.

Důkaz. ProA,B ∈ GN definujme

A ≤
Σ1

1
h B ⇔ (A,B) ∈ Z0,

A ≤
Π1

1
h B ⇔ (A,B) ∈ Z2,

tedyh je koanalytický rank. Regularita vyplývá přímo z Důsledku 2.16.

2.5 Další vlastnosti filtruGN

V této fázi již známe všechny zásadní vlastnosti filtruGN a s ním souvisejícího zob-
razeníh, díky čemuž se můžeme vrhnout na další z nich vyplývající tvrzení, která
posléze poslouží k důkazu vět o generování silňe afinních a bianalytických funkcí.

Lemma 2.22. Necht’X je topologický prostor,x ∈ X, ξ < ℵ1 a necht’Y k
u ⊆ X pro

k ∈ ω a u ∈ S. Potom následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) (∃n0 ∈ ω)(∀k ≥ n0)(∃ηk < ξ)
({
u ∈ S : x ∈ Y k

u

}
∈ Nηk

)
,

(ii)
⋃

n∈ω n
a {v ∈ S : x ∈ Y n

v } ∈ Nξ.
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Důkaz. Oznǎcíme

Ck
x =

{
u ∈ S : x ∈ Y k

u

}
, k ∈ ω,

Dx =
⋃

n∈ω

na {v ∈ S : x ∈ Y n
v } .

Zřejmě platína {v ∈ S : x ∈ Y n
v } ⊇

∞⋂
m=n

ma {v ∈ S : x ∈ Y m
v }, a tedy i

Dx =
⋃

n∈ω

na {v ∈ S : x ∈ Y n
v } ⊇

⋃

n∈ω

∞⋂

m=n

ma {v ∈ S : x ∈ Y m
v } =

= lim inf
n

naCn
x .

Protože tak
Z (i) víme, žeCn

x ∈ Nηk pro ňejakáηk < ξ an ≥ n0, a z Tvrzení 2.12̌cásti (iiib)
spolu s jednoduchým faktem, že platí

lim inf
n

naCn
x = lim inf

n≥n0

naCn
x ,

získámeDx ⊇ lim inf
n≥n0

naCn
x ∈ Nξ a dokázali jsme (i)⇒ (ii) .

Pokud použijeme značení z Tvrzení 2.7, tak mámeCk
x = (Dx)(k) pro libovolné

k ∈ ω; z h(Dx) ≤ ξ a z bodu (vi) tohoto tvrzení rovnou dostáváme

(∃n0 ∈ ω)(∀n > n0) (h(C
n
x ) < ξ) ,

což nám dává (ii)⇒ (i).

Důsledek 2.23.Necht’X je topologický prostor,x ∈ X a necht’Y k
u ⊆ X pro k ∈ ω a

u ∈ S. Potom následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) (∃n0 ∈ ω)(∀k ≥ n0)
({
u ∈ S : x ∈ Y k

u

}
∈ GN

)
,

(ii)
⋃

n∈ω n
a {v ∈ S : x ∈ Y n

v } ∈ GN .

Důkaz. Jednoduchý fakt, že pro libovolnou množinuA ⊆ S platí

A ∈ GN ⇔ (∃ζ < ℵ1)(A ∈ Nζ),

nám díky spǒcetnosti(Y k
u ) dává existenciξ < ℵ1 takového, že podmínka (i) (resp. (ii))

je ekvivalentní podmínce (i) (resp. (ii)) z Lemmatu 2.22.

Důsledek 2.24.Necht’X je topologický prostor a necht’Y k
u ⊆ X, k ∈ ω, u ∈ S.

Necht’Y k = lim inf
GN

Y k
u (resp.Y k = lim sup

GN
Y k
u ) a Zv = Y k

u pro v = kau. Potom

lim inf
k

Y k = lim inf
GN

Zv (resp.lim sup
k

Y k = lim sup
GN

Zv).
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Důkaz. Víme, že

x ∈ lim inf
k

Y k ⇔x ∈
⋃

n∈ω

∞⋂

m=n

Y m

⇔(∃nx ∈ ω)(∀k ≥ nx)(x ∈ Y
k)

⇔(∃nx ∈ ω)(∀k ≥ nx)(x ∈ lim inf
GN

Y k
u )

⇔(∃nx ∈ ω)(∀k ≥ nx)
({
u ∈ S : x ∈ Y k

u

}
∈ GN

)

(2.14)

a

x ∈ lim inf
GN

Zv ⇔x ∈ {y ∈ X : {w ∈ S : y ∈ Zw} ∈ GN}

⇔{w ∈ S : x ∈ Zw} ∈ GN

⇔
{
nav : v ∈ S, n ∈ ω, x ∈ Y n

v

}
∈ GN

⇔
⋃

n∈ω

na {v ∈ S : x ∈ Y n
v } ∈ GN .

(2.15)

Použitím Důsledku 2.23 dostáváme požadovanou ekvivalenci (2.14)⇔ (2.15).
P̌rípadY k = lim sup

GN
Y k
u ově̌ríme jednoduchým výpǒctem. Platí

X \ Y k = X \ lim sup
GN

Y k
u = lim inf

GN

(
X \ Y k

u

)
,

tedy můžeme použít předchozí̌cást proX \ Y k
u aX \ Zv. Dostáváme

X \ lim sup
k

Y k = lim inf
k

(
X \ Y k

)
= lim inf

GN
(X \ Zv) = X \ lim sup

GN
Zv,

což je hledané tvrzení.

Důsledek 2.25.Necht’ X je topologický prostor, necht’Y k
u ⊆ X, k ∈ ω, u ∈ S

a λ < ℵ1. OznačmeZv = Y k
u pro v = kau. Potom

lim inf
Nλ

Zv = lim inf
k

⋃

ζ<λ

lim inf
Nζ

Y k
u .

Důkaz. Platí

x ∈ lim inf
k

⋃

ζ<λ

lim inf
Nζ

Y k
u

⇔ (∃n ∈ ω)(∀k ≥ n)(∃η < λ)
({
u ∈ S : x ∈ Y k

u

}
∈ Nη

)

a dálex ∈ lim inf
Nλ

Zv ⇔
⋃

n∈ω n
a {v ∈ S : x ∈ Y n

v } ∈ Nλ a Lemma 2.22 nám dává

požadované tvrzení.
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Důsledek 2.26.Necht’X je topologický prostor, necht’fk
u : X → R, k ∈ ω, u ∈ S

jsou funkce aξ < ℵ1. Označmegv = fk
u pro v = kau. Potom

lim inf
Nλ

gv = lim inf
k

sup
ζ<λ

lim inf
Nζ

fk
u .

Důkaz. Plyne p̌rímo z p̌redchozího tvrzení a Tvrzení 1.26.

Tvrzení 2.27. Necht’(Au)u∈S je posloupnost borelovských množin v metrizovatelném
prostoruE, (fu)u∈S bud’ posloupnost borelovských funkcí naE a F koanalytický
(resp. borelovský) filtr na2S. Potom množiny

lim inf
F

Au, E \ lim sup
F

Au,
{
(x, t) ∈ E × R : lim inf

F

fu > t
}
,

a

{
(x, t) ∈ E × R : lim sup

F

fu < t

}

jsou koanalytické (resp. borelovské).
Speciálně, pokud existujílim

F

Au nebolim
F

fu, pak jsou borelovské.

Důkaz. Pro x ∈ E oznǎcmeSx = {u ∈ S : x ∈ Au} ⊆ S. Definujme zobrazení
ϕ : E → 2S jakoϕ(x) = Sx. Zvolme množinuUT0,T1 z báze otev̌rených množin v2S .
Pak

ϕ−1 (UT0,T1) = {x ∈ E : (∀t ∈ T0)(ϕ(x) (t) = 0) & (∀v ∈ T1)(ϕ(x) (v) = 1)} =

= {x ∈ E : (∀t ∈ T0)(t /∈ Sx) & (∀v ∈ T1)(v ∈ Sx)} =

= {x ∈ E : (∀t ∈ T0)(x /∈ At) & (∀v ∈ T1)(x ∈ Av)} =

=
⋂

t∈T0

(E \ At) ∩
⋂

v∈T1

Av ∈ B(E) .

Zřejmě iϕ−1 (V ) ∈ B(E) proV libovolnou otev̌renou, a tudížϕ je borelovská funkce.
Nyní již snadno ukážeme, že námi zkoumané množiny jsou opravdu koanalytické

(resp. borelovské):

E \ lim inf
F

Au = E \ {x ∈ E : Sx ∈ F} = {x ∈ E : Sx /∈ F} =

= ϕ−1
(
2S \F

)
.

MnožinuE \ lim inf
F

Au jsme vyjáďrili jako vzor analytické množiny2S \F při bore-

lovském zobrazeníϕ, tudíž lim inf
F

Au je koanalytická (resp. borelovská proF bore-

lovský). MnožinyBu = E \Au jsou borelovské a splňují p̌redpoklady v̌ety, tedy víme,
že lim inf

F

Bu je koanalytická. Ale

lim inf
F

Bu = lim inf
F

(E \ Au) = E \ lim sup
F

Au.

Speciálňe pokud existujelim
F

Au, pak lim
F

Au = lim inf
F

Au = lim sup
F

Au je koanaly-

tická i analytická, tedy borelovská a prvníčást důkazu je hotova.
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Definujme zobrazeníψ : E × R→ 2S pro (x, c) ∈ R jako

ψ((x, c)) = {u ∈ S : fu(x) > c} .

Bud’ UT0,T1 libovolná množina z báze otevřených množin v2S . Pak

ψ(x, c) ∈ UT0,T1 ⇔ (∀t ∈ T0)(ψ(x, c) (t) = 0) & (∀v ∈ T1)(ψ(x, c) (t) = 1)⇔

⇔ (∀t ∈ T0)(ft(x) ≤ c) & (∀v ∈ T1)(fv(x) > c),

tedy

ψ−1 (UT0,T1) =
⋂

t∈T0

{(x, c) ∈ E × R : ft(x) ≤ c}∩

∩
⋂

v∈T1

{(x, c) ∈ E × R : fv(x) > c} .

Z Tvrzení 1.17 jako důsledek obdržíme, žeψ je borelovská funkce. Z následující úpra-
vy potom získáme požadovaný výsledek.

{
(x, c) ∈ E × R : lim inf

F

fu > c
}
=

= {(x, c) ∈ E × R : {u ∈ S : fu(x) > c} ∈ F} =

= ψ−1 (F ) = (E × R) \ ψ−1
(
2S \F

)

a dostáváme, že
{
(x, c) ∈ E × R : lim inf

F

fu > c
}

je koanalytická (resp. borelovská).

V případe limes superior platílim sup
F

fu = − lim inf
F

(−fu) a protože−fu jsou

borelovské, tak s použitím předchozího dostáváme

{
(x, c) ∈ E × R : lim sup

F

fu < c

}
=
{
(x, c) ∈ E × R : lim inf

F

(−fu) > −c
}
,

což je koanalytická (resp. borelovská) množina.
Speciálňe, pokud existujelim

F

fu, pak z Tvrzení 1.17 dostáváme, že je borelovská.

Důsledek 2.28.Necht’E je kompaktní metrizovatelný prostor,(fu)u∈S je posloupnost
borelovských funkcí naE, 0 ≤ fu ≤ 1, u ∈ S, a ξ < ℵ1. Potom funkcelim inf

Nξ

fu je

univerzálně měřitelná.

Důkaz. Z omezenosti máme, želim inf
Nξ

fu je funkce a unoverzální m̌ěritelnost plyne z

Tvrzení 2.27 a 1.20.

Díky tomuto důsledku máme pro zbývající tvrzení této kapitoly vyřešenu otázku
mě̌ritelnosti funkcí definovaných jako limes inferior posloupnosti omezených borelov-
ských funkcí podle ňekterého z námi definovaných filtrů.
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Lemma 2.29. Necht’E je kompaktní metrizovatelný prostor,µ ∈ M1(E), (fu)u∈S je
posloupnost borelovských funkcí naE, 0 ≤ fu ≤ 1, u ∈ S, a ξ < ℵ1. Potom platí

µ

(
lim inf
Nξ

fu

)
≤ lim inf

Nξ

µ (fu) .

Důkaz. Proξ = 0 máme

µ

(
lim inf
N0

fu

)
= µ

(
inf
u∈S

fu

)
≤ inf

u∈S
µ(fu) = lim inf

N0

µ(fu),

protože funkceinf
u∈S

fu ≤ fv pro všechnav ∈ S a tvrzení platí.

Necht’ ξ < ℵ1 libovolné, oznǎcmefn
u = fnau, n ∈ ω, u ∈ S. Potom z Důsledku

2.26 máme
lim inf
Nξ

fv = lim inf
n

sup
ζ<ξ

lim inf
Nζ

fn
u .

S využitim Fatouova lemmatu (např. [3], 123B) a induǩcního p̌redpokladu tedy dostá-
váme

µ

(
lim inf
Nξ

fv

)
= µ

(
lim inf

n
sup
ζ<ξ

lim inf
Nζ

fn
u

)
Fatou

≤ lim inf
n

µ

(
sup
ζ<ξ

lim inf
Nζ

fn
u

)

= lim inf
n

sup
ζ<ξ

µ

(
lim inf
Nζ

fn
u

)
= lim inf

n
sup
ζ<ξ

lim inf
Nζ

µ (fn
u )

= lim inf
Nξ

µ(fv).

Tvrzení 2.30. Necht’E je kompaktní metrizovatelný prostor,µ ∈ M1(E) a necht’
(fu)u∈S je posloupnost borelovských funkcí,0 ≤ fu ≤ 1, u ∈ S. Potom funkce defino-
vaná vztahemf = lim inf

GN
fu je µ-měřitelná aµ (f) ≤ lim inf

GN
µ(fu).

Speciálně, pokudf = lim
GN

fu, pakµ(f) = lim
GN

µ(fn).

Důkaz. Oznǎcmefξ = lim inf
Nξ

fu. Opět z Tvrzení 2.27 obdržíme, že funkcefξ jsou

borelovské a z definice limes inferior plyne, že platíf = sup
ξ<ℵ1

fξ, a tedy proζ ≤ ζ ′ je

fζ ≤ fζ′. Pro každéε > 0 existuje borelovská funkcegε < f splňujícíµ(f − gε) < ε.
Prox ∈ E oznǎcmeAε

x = {u ∈ S : gε(x) < fu(x)} a z p̌redchozího dostáváme, že
Aε

x ∈ GN . PoložmeGε = {Aε
x : x ∈ E} . Definujme funkciψε : E → 2S vztahem

ψε(x) = Aε
x. Potom pro libovolnouUT0,T1 z otev̌rené báze2S platí

x ∈ ψ−1ε (UT0,T1)⇔ (∃u ∈ T1)(gε(x) < fu(x)) & (∀v ∈ T0)(gε(x) ≥ fv(x))⇔

⇔ (∃u ∈ T1)(∃q ∈ Q)(gε(x) < q < fu(x)) &

& (∀v ∈ T0)(∀p ∈ Q)(gε(x) ≥ p nebofv(x) < p),
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tedy

ψ−1ε (UT0,T1) =

(⋃

u∈T1

⋃

q∈Q

g−1ε ((−∞, q)) ∩ f−1u ((q,∞))

)
∩

∩

(⋂

v∈T0

⋂

p∈Q

g−1ε ([p,∞)) ∪ f−1v ((−∞, p))

)
.

Protože funkcefu, u ∈ S a gε jsou borelovské, i funkceψε je borelovská. Žrejmě
GN ⊇ Gε = ψε(E) ∈ Σ

1
1

(
2S
)
. Z věty o omezenosti koanalytického ranku (Věta

1.28) dostáváme, že existujeξ(ε) < ℵ1 takové, žeGε ⊆ Nξ(ε). Potomgε ≤ fξ(ε)
a pokud položímeξ0 = sup

n∈ω
ξ( 1

n
), pak g 1

n
≤ fξ0 ≤ f pro všechnan ∈ ω a pla-

tí µ(f) = µ(fξ0). Víme, želim inf
Nξ0

µ(fu) ≤ lim inf
GN

µ(fu) a z Lemmatu 2.29 máme

µ(fξ) ≤ lim inf
Nξ

µ(fu). Dohromady tedy dostávámeµ(f) = µ(fξ0) ≤ lim inf
Nξ0

µ(fu) ≤

lim inf
GN

µ(fu) a jsme hotovi.

Nyní položmeg = lim sup
GN

fu = − lim inf
GN

(−fu). Potom z p̌redchozího víme, že

funkce−g je µ-mě̌ritelná aµ(g) ≥ − lim inf
GN

−µ(fu) = lim sup
GN

µ(fu). Pokud tedy

existuje lim
GN

fu = f, pak µ(f) ≤ lim inf
GN

µ(fu) ≤ lim sup
GN

µ(fu) ≤ µ(f), a tudíž

µ(f) = lim
GN

µ(fu).

35



Kapitola 3

Silně afinní borelovské funkce

V této kapitole ukážeme, že lze ke každé borelovské silně afinní funkci najít systém
spojitých afinních funkcí konvergujících k této funkci podle filtruGN . P̌resňeji; necht’
E je lokálňe konvexní metrizovatelný prostor aK ⊆ E je jeho konvexní kompaktní
podmnožina, potom je prostor všech silně afinních borelovských funkcí naK tvořen
práv̌e všemi limitami podle filtruGN funkcí zAc(K) prostoru všech spojitých afin-
ních funkcí naK.

Základním stavebním kamenem tétočásti je Choquetova věta o kapacitabiliťe.

3.1 Choquetova v̌eta o kapacitabilitě

Věta 3.1 (G. Choquet[4]). Necht’ E a F jsou kompaktní metrizovatelné prostory,
A,An, Ã ⊆ E a B,Bn, B̃ ⊆ F, n ∈ ω, a C : P (E) ×P (F ) → R+ funkce spl-
ňující následující podmínky:

A ⊆ Ã, B ⊆ B̃ ⇒ C(A,B) ≤ C(Ã, B̃), (3.1)

An ր A,Bn ր B ⇒ C(A,B) = sup
n∈ω

C(An, Bn). (3.2)

Pak platí:
PokudA ⊆ E a B ⊆ F jsou analytické množiny at < C(A,B), pak existují

klesající posloupnosti kompaktních množin(Hn) a (Ln) takové, že pro každén ∈ ω
platíC(Hn, Ln) > t,

⋂
n∈ω

Hn ⊆ A a
⋂
n∈ω

Ln ⊆ B.

Mějme danou funkcif ∈ A(K) splňující Rng(f) ⊆ (−1, 1). Necht’E = F =
K× [−1, 1]. Definujme funkciC : P (E)×P (F )→ {0, 1} následujícím způsobem:

C(A,B) =





0 pokud existuje posloupnost(fu)u∈S ⊆ Ac(K) ,
Rng(fu) ⊆ (−1, 1) splňující:
(i) A ⊆ lim inf

GN
{(x, t) ∈ E : fu(x) > t}.

(ii) B ⊆ lim sup
GN

{(x, t) ∈ E : fu(x) < t}.

1 jinak.

(3.3)
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Z definice je žrejmé, že funkceC splňuje podmínku (3.1).

Tvrzení 3.2. FunkceC splňuje podmínku(3.2).

Důkaz. Necht’An, Bn, A, B jsou množiny jako ve V̌eťe 3.1. Pokud existujen ∈ ω ta-
kové, žeC(An, Bn) = 1, pak z faktu, že funkceC splňuje podmínku (3.1) aRng(C) =
{0, 1}, dostávámeC(A,B) = 1 a podmínka (3.2) je splňena. P̌redpokládejme tedy, že
C(An, Bn) = 0 pro každén ∈ ω. Zvolme pro každén ∈ ω posloupnost(fn

u ) z definice
funkceC. Pron ∈ ω au ∈ S oznǎcmegnau = fn

u (ag∅ = 0).
V následující̌cásti ov̌ěríme, žegu splňuje p̌redpoklady z definice funkceC a tedy

C(A,B) = 0. Necht’Y n
u = {(x, t) ∈ E : fn

u (x) > t} . Z (3.3)(i) dostáváme následují-
cí tvrzení:

An ⊆ lim inf
GN

{(x, t) ∈ E : fn
u (x) > t} = lim inf

GN
Y n
u = Y n. (3.4)

Použijeme-li Důsledek 2.24 proY n
u , obdržímelim inf

n
Y n = lim inf

GN
Zv, kde prov =

nau jeZv = {(x, t) ∈ E : fn
u (x) > t} = {(x, t) ∈ E : gv(x) > t} . Tudíž

A = lim
n
An = lim inf

n
An ⊆

⊆ lim inf
n

Y n = lim inf
GN

Zv = lim inf
GN

{(x, t) ∈ E : gv(x) > t}

a podmínka (3.3)(i) je splňena.
Analogicky ov̌ěríme podmínku (3.3)(ii).

Důsledek 2.24 proY n
u = {(x, t) ∈ E : fn

u (x) < t} aY n = lim sup
GN

Y n
u nám dává

B = lim
n
Bn = lim sup

n

Bn ⊆

⊆ lim sup
n

Y n = lim sup
GN

Zv = lim sup
GN

{(x, t) ∈ E : gv(x) < t} .

3.2 Generování silňe afinních funkcí

Ukázali jsme, že námi zkonstruovaná funkceC splňuje p̌redpoklady Choquetovy vě-
ty o kapacitabiliťe, v tétočásti toho využijeme vhodnou volbou množinA a B tak,
abychom dokázali požadované tvrzení. V celé sekci budeme uvažovatK kompaktní
konvexní podmnožinu lokálňe konvexního metrizovatelného prostoruX a oznǎcíme
E = K × [−1, 1].

Definice 3.3.Necht’ g : K → R je omezená shora polospojitá funkce. Horní obálku
funkceg definujeme jako

g̃ = inf {f ∈ A
c(K) : f ≥ g} .
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Pozorování 3.4.Funkceg̃ je shora polospojitá.

Důkaz. Platí

{x ∈ K : g̃(x) < c} =
⋃

f∈Ac(K)

f≥g

{x ∈ K : f(x) < c} ,

kde sjednocení lze uvažovat spočetné díky separabilitěAc(K) .

Tvrzení 3.5 (Mokobodzki [1]). Necht’g, gn : K → R, n ∈ ω jsou shora polospojité
funkce a posloupnost(gn)n∈ω je klesající. Potom platí:

(i) g̃(x) = sup {µ(g) : µ ∈M1(K) , r (µ) = x} ,

(ii) pokudg = inf
n
gn, potomg̃ = inf

n
g̃n.

Lemma 3.6. Necht’g ∈ A(K). OznačmeV = {(x, t) ∈ E : g(x) > t} a bud’W ⊆
E \ V . Jestliže platíC(V,W ) = 0, potomg ≤ lim inf

GN
fu, kde(fu)u∈S je libovolná

posloupnost z definice funkceC.

Důkaz. Pro spor p̌redpokládejme, že existujex ∈ K splňující

g(x) > lim inf
GN

fu(x).

Zvolme t ∈ (lim inf
GN

fu(x), g(x)), tj. (x, t) ∈ V. Pro každéF ∈ GN tudíž existuje

uF ∈ F splňujícífuF
(x) < t, a tedy

(x, t) /∈ {(y, s) ∈ E : fuF
(y) > s)} , F ∈ GN .

Potom ale
(x, t) /∈

⋃

F∈GN

⋂

u∈F

{(y, s) ∈ E : fu(y) > s} ⊇ V

a máme spor sC(V,W ) = 0.

Lemma 3.7. Necht’G ⊆ K × [−1, 1] je uzavřená množina a bod(y,−1) ∈ G pro
všechnay ∈ K. Definujme funkci

g(x) = sup {t ∈ [−1, 1] : (x, t) ∈ G} , x ∈ K.

PotomG̃ = co (G) = {(x, t) ∈ E : g̃(x) ≥ t} .

Důkaz. Množina{(x, t) ∈ E : g̃(x) ≥ t} je uzav̌rená (Tvrzení 1.8), konvexní a ob-
sahuje množinuG. Tedy G̃ ⊆ {(x, t) ∈ E : g̃(x) ≥ t} . Pro druhou inkluzi zvolme
y ∈ K. Zřejmě (y, g̃(y)) ∈ {(x, t) ∈ E : g̃(x) ≥ t}. Pro spor p̌redpokládejme, že
(y, g̃(y)) /∈ G̃. Potom množiny{(y, g̃(y))} a G̃ jsou uzav̌rené kompaktní konvexní
a z Hahn–Banachovy věty dostaneme existenci funkcej ∈ Ac(K) takové, že spľnu-
je G̃ ⊆ {(x, t) ∈ E : t < j(x)} a (y, g̃(y)) ∈ {(x, t) ∈ E : j(x) < t}. To je ale spor,
protože funkcej splňujej ≥ g a tedy musí z definicẽg platit g̃ ≤ j.
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Věta 3.8.Necht’K je kompaktní konvexní podmnožina lokálně konvexního metrizova-
telného prostoruX. Potom

A(K) =
{
lim
GN

fu : (fu)u∈S ⊆ A
c(K) & (∃r ∈ R)(∀u ∈ S)(|fu| ≤ r)

}
.

Důkaz. Necht’(fu)u∈S je omezená posloupnost spojitých afinních funkcí a necht’f =
lim
GN

fu. Díky Tvrzení 2.27 víme, žef je borelovská, a pokudµ ∈ Mx, tak z Tvrzení

2.30 plyneµ(f) = lim
GN

µ(fu) = lim
GN

fu(x) = f(x), tudížf je silně afinní.

Zvolme nyní pevňe f ∈ A(K), díky Tvrzení 1.23 můžeme uvažovatf(K) ⊆
(−1, 1) a necht’

A0 = {(x, t) ∈ E : f(x) > t} ,

B0 = {(x, t) ∈ E : f(x) < t} .

MnožinyA0 aB0 jsou borelovské podle Tvrzení 1.17 (a tedy i analytické), tedy může-
me aplikovat V̌etu 3.1 proC, A0 aB0. PokudC(A0, B0) = 0, zvolme pevňe posloup-
nostfu z definice funkceC. Použitím Lemmatu 3.6 prof, A0, B0, fu a−f, B0, A0,−fu
obdržíme

f ≤ lim inf
GN

fu ≤ lim sup
GN

fu ≤ f,

a tedy jsme ukázali, žef = lim
GN

fu.

P̌redpokládejme tedyC(A0, B0) = 1. Necht’ Hn a Ln jsou posloupnosti kom-
paktních množin garantované Větou 3.1; tedyC(Hn, Ln) = 1 pro každén ∈ ω,
H =

⋂
Hn ⊆ A0 aL =

⋂
Ln ⊆ B0. Necht’Hd = K ×{−1}, Ld = K×{1}. Z faktu

Rng(f) ⊆ (−1, 1) obdržímeHd ⊆ A0 andLd ⊆ B0. OznǎcmeH̃ = co (H ∪Hd) ,
L̃ = co (L ∪ Ld) a H̃n = co (Hn ∪Hd), L̃n = co (Ln ∪ Ld) .

Definujmeh(x) = sup {t ∈ (−1, 1) : (x, t) ∈ H ∪Hd} a pro každén ∈ ω analo-
gicky hn(x) = sup {t ∈ (−1, 1) : (x, t) ∈ Hn ∪Hd} . Funkceh i hn jsou shora polo-
spojité z Tvrzení 1.7. Z Lemmatu 3.7 okamžitě dostáváme, že

H̃ =
{
(x, t) ∈ E : h̃(x) ≥ t

}
,

H̃n =
{
(x, t) ∈ E : h̃n(x) ≥ t

}
, n ∈ ω.

Z Tvrzení 3.5 bodu (ii) pak obdržímẽh = inf
n
h̃n, tedy i H̃ =

⋂
n

H̃n.

ProtožeH ⊆ A0, mámeh ≤ f. Zvolme pevňex ∈ K a definujme funkci

Φx :Mx(K)→ R, Φx(µ) = µ(h).

Potom z Tvrzení 1.10 dostáváme, žeΦx je shora polospojitá a definovaná na kompaktu
Mx(K), tudíž nabývá svého maxima (z Tvrzení 1.9). Necht’ν je míra, která maxima-
lizuje Φx. S využitím Tvrzení 3.5 bodu (i) potom dostávámef(x) = ν(f) ≥ ν(h) =
h̃(x) a H̃ ⊆ A0. Analogicky se ukáže, žẽL ⊆ B0
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Nyní ukážeme, že existujek ∈ ω takové, žeH̃k ∩ L̃k = ∅. OznǎcmeMn =
H̃n ∩ L̃n. Potom

⋂

n

Mn =
⋂

n

(
H̃n ∩ L̃n

)
=
⋂

n

H̃n ∩
⋂

n

L̃n = H̃ ∩ L̃ ⊆ A0 ∩ B0 = ∅,

a tedy(K × [−1, 1]) \Mn je otev̌rené pokrytí kompaktuK × [−1, 1]. Z koněcného
podpokrytí obdržíme hledanék ∈ ω.

Množiny H̃k a L̃k jsou disjunktní neprázdné konvexní kompaktní podmnožiny
lokálně konvexního prostoruK × [−1, 1], čímž jsou splňeny všechny p̌redpoklady
Hahn–Banachovy v̌ety a s jejím využítím dostaneme existenci spojité afinní funkce
g : K → [−1, 1] splňující

H̃k ⊆ {(x, t) ∈ K × [−1, 1] : g(x) > t} ,

L̃k ⊆ {(x, t) ∈ K × [−1, 1] : g(x) < t} .

V definici C(Hk, Lk) pak stǎcí položitfu = g, u ∈ S. TudížC(Hk, Lk) = 0, což je
spor s p̌redpoklademC(A0, B0) = 1.

3.3 Silně afinní funkce v nemetriz. prostorech

V této sekci rozší̌ríme výsledek získaný výše i na nemetrizovatelné prostory díky me-
todě zvané metrizovatelná redukce.

Necht’ Ψ je systém funkcí na prostoruX. DefinujemeΨ0 = Ψ a pro ordinál
λ < ℵ1 necht’Ψλ je systém obsahující všechny bodové limity funkcí z

⋃
κ<λ

Ψκ. Oznǎc-

meW (Ac(X)) = {inf wi : wi ∈ Ac(X) , 0 ≤ i ≤ n} systém spojitých konkávních po
částech afinních funkcí naX. Dále proα < ℵ1 budouBα (X) = (C (X))α baireovské
funkce ťrídy α.

Tvrzení 3.9.W (Ac(X))−W (Ac(X)) je hustý vC (X) .

Důkaz. [7], Proposition 3.11. (c).

Tvrzení 3.10. Necht’X je topologický prostor af ∈ Bβ (X) , β < ℵ1 Potom existuje
spočetný systém funkcíF ⊆ C (X) takový, žef ∈ Fβ.

Důkaz. Tvrzení žrejmě platí proβ = 0. Necht’ β < ℵ1 libovolné a p̌redpokládej-
me, že tvrzení platí pro všechnaα < β, tj. pro libovolnoug ∈ Bα (X) existuje
spǒcetný systémF g ⊆ C (X), že g ∈ (F g)α . Necht’ f ∈ Bβ (X) . Potom existují
fn ∈ Bβn

(X) , βn < β, n ∈ ω takové, žef = lim
n
fn. PoložmeF =

⋃
n∈ω
F fn. Potom

F ⊆ C (X) je spǒcetný, pro všechnan ∈ ω platífn ∈ Fβn
, a tedyf ∈ Fβ.

Tvrzení 3.11. Necht’ϕ : X → Y je spojitá afinní surjekce kompaktní konvexní mno-
žinyX na kompaktní konvexní množinuY . Necht’g : Y → R je funkce. Potomg je
silně afinní právě tehdy kdyžg ◦ ϕ je silně afinní.
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Důkaz. [7], Proposition 5.29.

Lemma 3.12.Necht’X je kompaktní konvexní množina af ∈ Bα (X) , α < ℵ1 je silně
afinní baireovská funkce. Potom existuje kompaktní konvexní metrizovatelná množina
Y , spojitá afinní surjekceϕ : X → Y a silně afinní borelovská funkcẽg : Y → R
splňující

f(x) = g̃(ϕ(x)).

Důkaz. Díky Tvrzení 1.23 můžeme předpokládat, že0 ≤ f ≤ 1. Necht’

H = {hn ∈ C (X) : n ∈ ω}

je spǒcetný systém splňující, žef ∈ Hα (Tvrzení 3.10). Z Tvrzení 3.9 dostaneme
koněcné souboryUk

n ⊆ Ac(X) ,Vk
n ⊆ Ac(X) takové, že funkceukn = inf Uk

n ∈
W (Ac(X)) , vkn = supVk

n ∈ −W (Ac(X)) splňují
∥∥hn − (ukn + vkn)

∥∥
∞

< 1
k

pro
všechnan, k ∈ ω. Položme

Φ =
⋃

n,k∈ω

(Uk
n ∪ V

k
n),

definujmeϕ : X → Rω vztahemϕ(x) = (φ(x))φ∈Φ a oznǎcmeY = ϕ(X). Potom
ϕ je žrejmě spojitá afinní (všechny složky jsou spojité afinní) surjekceX naY aY je
tedy kompaktní konvexní podmnožina metrického prostoruRω. Pro libovolnéη ∈ Φ a
y ∈ Y definujmẽη(y) = η(x), kdex ∈ X je takové, žeϕ(x) = y.Definice je korektní,
protože pokud jsoux1, x2 ∈ X, žeϕ(x1) = y = ϕ(x2), pakη(x1) = η(x2). Potomη̃
je afinní spojitá funkce.

Pron, k ∈ ω oznǎcme

Ũk
n =

{
ũ : u ∈ Uk

n

}
,

Ṽk
n =

{
ṽ : v ∈ Vk

n

}

a ũkn = inf Ũk
n , ṽ

k
n = sup Ṽk

n . Zvolmey ∈ Y ax ∈ ϕ−1 (y) , potom žrejmě

ũkn(y) = inf
u∈Uk

n

ũ(y) = inf
u∈Uk

n

ũ(ϕ(x)) = inf
u∈Uk

n

u(x) = ukn(x)

a analogicky dostanemẽvkn ◦ ϕ = vkn.

Nyní ukážeme, že existujẽH ⊆ C (Y ) spǒcetný systém takový, že pro každéγ ≤ α

ag ∈ Hγ existujeg̃ ∈ H̃γ , žeg = g̃ ◦ ϕ. Definujme

h̃n = lim
k
(ũkn + ṽkn), n ∈ ω,

a H̃ =
{
h̃n : n ∈ ω

}
, pak proy ∈ Y ax ∈ ϕ−1 (y) platí

h̃n(y) = lim
k
(ũkn + ṽkn)(y) = lim

k
(ũkn(ϕ(x)) + ṽkn(ϕ(x))) =

lim
k
(ukn(x) + vkn(x)) = hn(x), (3.5)
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tedy definice je korektní a mámẽhn ◦ ϕ = hn, což je požadovaný výsledek proγ = 0.
Necht’ γ ≤ α a platí induǩcní p̌redpoklad pro všechnaδ < γ. Potom pro libovolné
g ∈ Hγ existujígn ∈ Hδn , δn < γ takové, žeg = lim

n
gn. Z indukčního p̌redpokladu

dostávámẽgn ∈ H̃γn a analogickým postupem jako v (3.5) obdržíme funkcig̃ splňující
g̃ ◦ ϕ = g. Funkceg̃ je žrejmě baireovská v metrizovatelném prostoruY , tedy je
borelovská. Zbývá ukázat, že funkceg̃ je silně afinní, což plyne z Tvrzení 3.11.

Díky této metoďe si nyní můžeme ve V̌eťe 3.8 odpustit p̌redpoklad metrizovatel-
nosti.

Věta 3.13.Necht’X je kompaktní konvexní množina,α < ℵ1 a f : X → R funkce.
Potomf je silně afinní baireovská funkce právě když existujer ∈ R a systém spojitých
afinních funkcífu : X → R, |fu| ≤ r, u ∈ S takový, žef = lim

GN
fu.

Důkaz. Necht’ f je silně afinní funkce baireovské třídy α < ℵ1 a ϕ je spojitá afinní
surjekce naL = ϕ(X) kompaktní konvexní metrizovatelnou podmnožinuRω z Lem-
matu 3.12. Necht’̃f ∈ A(L) je odpovídající funkce z Lemmatu 3.12. Potom z Věty
3.8 dostáváme omezenou posloupnost spojitých afinních funkcí f̃u : L → R, u ∈ S,
splňující f̃ = lim

GN
f̃u. Položmefu = f̃u ◦ ϕ, u ∈ S. Potom žrejmě fu ∈ Ac(X) a pro

x ∈ X máme
lim
GN

fu(x) = lim
GN

f̃u(ϕ(x)) = f̃(ϕ(x)) = f(x).

Necht’ (fu)u∈S ⊆ Ac(X) je omezená posloupnost a existujef = lim
GN

fu. Necht’

f̃u, f̃ : L→ R jsou odpovídající funkce z Lemmatu 3.12. Potom
(
f̃u

)
u∈S
⊆ Ac(L) je

omezená posloupnost a proy ∈ L ax ∈ ϕ−1 (y) platí

lim
GN

f̃u(y) = lim
GN

f̃u(ϕ(x)) = lim
GN

fu(x) = f(x) = f̃(ϕ(x)) = f̃(y).

Funkcef̃ je borelovská silňe afinní z V̌ety 3.8, tudíž existujeα < ℵ1, že f̃ ∈ Bα (L) ,
což znamená, že if je silně afinní funkce baireovy třídy α.
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Kapitola 4

Bianalytické funkce

4.1 Konstrukce Suslinova schématu

Nejprve dokážeme jednoduché technické lemma, které se nám bude dále hodit.

Lemma 4.1. Necht’X je separabilní metrizovatelný prostor a necht’(Ps)s∈S je Sus-
linovo schéma tvořené podmnožinamiX. OznačmeGs =

⋂
s′⊆s

Ps′ a Hs =
⋃
s′≤s

Gs′.

Potom

(i) Gu ⊇ Gv, pro u ⊆ v ∈ S,

(ii) Hu ⊇ Hv, pro u ⊆ v ∈ S,

(iii) Hu ⊆ Hv, pro u ≤ v ∈ S

(iv) a
⋃

ν∈N

⋂
n∈ω

Pν|n =
⋃

ν∈N

⋂
n∈ω

Hν|n.

Důkaz. Bod (i) plyne p̌rímo z definice množinGs. Bod (ii) lze nahlédnout z

x ∈ Hv ⇔ (∃v′ ≤ v)(x ∈ Gv′)
(i)
⇒ (∃v′ ≤ v)(∀j ≤ len(v))(x ∈ Gv′|j)⇒

⇒ (∃u′ ≤ u)(x ∈ Gu′)⇒ x ∈ Hu

a (iii) ukážeme následujícím způsobem:

x ∈ Hu ⇔ (∃u′ ≤ u ≤ v)(x ∈ Gu′)⇒ x ∈ Hu.

Zbývá dokázat tvrzení (iv). OznačmeC =
⋃

ν∈N

⋂
n∈ω

Pν|n aB =
⋃

ν∈N

⋂
n∈ω

Hν|n. Do-

stáváme

x ∈ C ⇔ (∃η ∈ N )(∀m ∈ ω)(x ∈ Pη|m)⇔

⇔ (∃η ∈ N )(∀m ∈ ω)(x ∈ Gη|m)⇒

⇒ (∃η ∈ N )(∀m ∈ ω)(x ∈ Hη|m)⇒ x ∈ B,
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a tedyC ⊆ B. Zvolme nyní pevňe y ∈ B a necht’η ∈ N splňuje y ∈ Hη|m pro
všechnam ∈ ω. Prou ∈ S definujeme ordinál

αu = sup
{
β < ω : (∃v ∈ ωβ)(y ∈ Guav)

}
.

Posloupnosti(ai)i∈ω, ai ∈ ω a (Ai)i∈ω, Ai ∈ S definujeme následnovně:

A0 = (∅),

a0 = min
{
0 ≤ j ≤ η(0) : αA0

aj = ω
}
,

A1 = (a0),

ai = min
{
0 ≤ j ≤ η(i) : αAi

aj = ω
}
,

Ai+1 = Ai
aai.

Prvňe je ťreba ov̌ěrit, že definice je korektní. Proi ∈ ω položme

αi
max = max

{
0 ≤ j ≤ η(i) : αAi

aj = ω
}
.

Pro spor p̌redpokládejme, žeα0
max < ω. Potom pro všechna0 ≤ j ≤ η(0) a v ∈

ωα0
max+1 platí y /∈ Gjav, z čehož vyplýváy /∈ Hη|(α0

max+2). Analogicky z p̌redpokladu
αi
max < ω získáme spory /∈ Hη|(αi

max+i+2), a tedy definice je korektní.
PoložmeA = (a0, a1 . . .), potomy ∈

⋂
m∈ω

GA|m, z čehož plyney ∈ C a obdrželi

jsme druhou inkluziB ⊆ C.

Tvrzení 4.2. Necht’E je separabilní metrický prostor,C1, C2 ⊆ E koanalytické mno-
žiny. Potom existuje posloupnost množin(Hu)u∈S vE splňující:

(i) C1 \ C2 ⊆ lim inf
GN

Hu,

(ii) C2 \ C1 ⊆ E \ lim sup
GN

Hu

(
= lim inf

GN
(E \Hu)

)
.

Důkaz. MnožinaE \C2 je analytická a splňuje p̌redpoklady Lemmatu 4.1, dostáváme
tedy Suslinovo schéma(Lu)u∈S splňující podmínky (ii) a (iii) z lemmatu. TaktéžE\C1

je analytická a splňuje p̌redpoklady téhož lemmatu, takže dostáváme Suslinovo schéma
(K ′u)u∈S . PoložmeKu = E \ K ′u, u ∈ S a z podmínek (ii) a (iii) dostáváme proKu

následující:

⋄ u ⊆ v ⇒ Ku ⊆ Kv, (4.1a)

⋄ u, v ∈ ωk, k ∈ ω : (u ≤ v ⇒ Ku ⊇ Kv) . (4.1b)

PoložmeHu =
⋂
t⊆u

(Kt∪Lt). Ově̌ríme, že takto definované množiny splňují podmínky

(i) a (ii) z tvrzení:

(i) Necht’ x ∈ C1 \ C2. Protožex ∈ C1, množinaA = {u ∈ S : x /∈ Ku} je strom
s koněcnými větvemi (oznǎcme WF). Zárověn x /∈ C2, tedy strom

B = {u ∈ S : x ∈ Lu}
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má nekoněcnou v̌etev (oznǎcme IF); exisujeα ∈ N , žeα|n ∈ B pro všechna
n ∈ ω. OznǎcmeD = {u ∈ S : x ∈ Hu} .
Uvažujme hruJ(D): Necht’ hrá̌c I hraje vi−tém tahu vždyα(i) bez ohledu na
tahy hrá̌ce II a zvolme libovolnéβ ∈ N splňujícíβ ≥ α, to znamená, že hráč II
může hrátβ(i) jako odpov̌ed’ na tahα(i) hrá̌ce I. ProtožeA je WF, tak existuje
k ∈ ω takové, žeβ|k /∈ A. Zvolme libovolnéu ∈ S takové, žeu ⊇ β|k. Necht’
t ⊆ u. Nyní nastává práv̌e jeden ze dvou p̌rípadů:

(a) β|k ⊆ t: Potomβ|k /∈ A, a tudížt /∈ A, což znamená, žex ∈ Kt.

(b) t = β|j pro ňejakéj ≤ k: Víme α(i) ≤ β(i) = t(i) pro všechnai ≤ j.
Soǔcasňe platí, žeα je nekoněcná v̌etev vB a tedyα|j ∈ B, což znamená
x ∈ Lα|j . Ale z podmínky (iii) Lemmatu 4.1 dostávámex ∈ Lα|j ⊆ Lt.

Když dáme oba p̌rípady dohromady, dostanemex ∈ Kt ∪ Lt pro každét ⊆ u.
Tedyx ∈

⋂
t⊆u

Kt ∪ Lt = Hu, a tudížu ∈ D. To znamená, že hráč I vyhrává ve

hře J(D) bez ohledu na to, co hraje hráč II (β bylo zvoleno libovolňe) a máme
D ∈ GN . Z definice limes inferior vidíme, že

x ∈ lim inf
GN

Hu ⇔ {u ∈ S : x ∈ Hu} ∈ GN ,

což je p̌resňe to, co jsme získali.

(ii) Necht’ x ∈ C2 \ C1. Nyní množinaA = {u ∈ S : x /∈ Ku} je IF a existuje
nekoněcná v̌etevα ∈ N a množinaB = {u ∈ S : x ∈ Lu} je WF. Oznǎcme
D′ = {u ∈ S : x /∈ Hu} . Pro hruJ(D′) použijeme podobný argument jako vý-
še: Hrá̌c I hrajeα(i) a hrá̌c II hraje libovolnéβ(i) ≥ α(i), β ∈ N . Víme, že
α|i ∈ A pro každéi ∈ ω, tedyx /∈ Kα|i. Ale z (4.1b) aα(i) ≤ β(i) dostáváme
Kα|i ⊇ Kβ|i a následňe i x /∈ Kβ|i pro každéi ∈ ω. ProtožeB je WF, existuje
k ∈ ω takové, žeβ|k /∈ B ⇒ x /∈ Lβ|k a z podmínky (ii) Lemmatu 4.1 obdržíme
x /∈ Lβ|m pro všechnam ≥ k. Tedyx /∈ Lβ|m∪Kβ|m prom ≥ k, a tudížx /∈ Hu

pro u ⊇ β|k, což vede k(β|k)av ∈ D′ pro všechnav ∈ S, tedyD′ ∈ GN a
x ∈ lim inf

GN
(E \Hu).

P̌redchozí tvrzení bylo formulováno pro obecné koanalytickémnožiny, což nám s
bianalytickými funkcemi p̌ríliš nepomůže. Díky následujícím tvrzením a Věťe 1.6 ale
dokážeme tento problém odstranit.

Tvrzení 4.3. Necht’E je separabilní metrizovatelný prostor aB ⊆ E×R je analytická
množina. Potom existuje Suslinovo schéma uzavřených množin (Qs)s∈S splňující:

(i) B =
⋃

ν∈N

⋂
k∈ω

Qν|k,

(ii) (∀u ∈ S \ {∅})(∃t ∈ R : t > 0)(Qu ⊆ E × [−t, t]).
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Důkaz. Pron ∈ ω oznǎcmeE<n> = E× [−n, n]. Necht’(Ps)s∈S je Suslinovo schéma
uzav̌rených množin splňujícíB =

⋃
ν∈N

⋂
k∈ω

Pν|k. Pron ∈ ω au ∈ S položme

Qnau = E<n> ∩ Pu, Q(∅) = E × R.

Potom toto schéma zřejmě spľnuje podmínku (ii). Zbývá ov̌ěrit podmínku (i).
Volme (y, s) ∈ B, tedy existujeη ∈ N tak, že pro všechnak ∈ ω je (y, s) ∈ Pη|k.

Potom ale prom ∈ ω takové, žem > |s| platí (y, s) ∈ Q(maη)|k pro všechnak ∈ ω a
tedyB ⊆

⋃
ν∈N

⋂
k∈ω

Qν|k.

Nyní zvolme(y, s) ∈
⋃

ν∈N

⋂
k∈ω

Qν|k. Opět existujeη ∈ N , že prok ∈ ω je (y, s) ∈

Qη|k. Oznǎcme η′ ∈ N takové, žeη = η(0)aη′. Potom ale lehce nahlédneme, že
(y, s) ∈ E<η(0)> ∩ Pη′|k ⊆ Pη′|k pro všechnak ∈ ω a máme i druhou hledanou
inkluzi.

Tvrzení 4.4. Necht’E je separabilní metrizovatelný prostor aB ⊆ E×R je analytická
množina. Pror ∈ R označmeE(r) = E × (−∞, r), resp.E[r] = E × (−∞, r].
Necht’ (Ps)s∈S je regulární Suslinovo schéma splňujícíB =

⋃
ν∈N

⋂
k∈ω

Pν|k. Položme

Qs = Ps ∪ E(− len(s)), resp.Q′s = Ps ∪ E[− len(s)]. Potom platí:

(i) B =
⋃

ν∈N

⋂
k∈ω

Qν|k =
⋃

ν∈N

⋂
k∈ω

Q′ν|k,

(ii) pro u ⊆ v platíQu ⊇ Qv aQ′u ⊇ Q′v, u, v ∈ S,

(iii) pokud prou ≤ v platíPu ⊆ Pv, pak iQu ⊆ Qv aQ′u ⊆ Q′v, u, v ∈ ω
k, k ∈ ω.

Důkaz. Zřejmě Ps ⊆ Qs ⊆ Q′s, s ∈ S a tedyB ⊆
⋃

ν∈N

⋂
k∈ω

Qν|k ⊆
⋃

ν∈N

⋂
k∈ω

Q′ν|k.

Zvolme(y, t) ∈
⋃

ν∈N

⋂
k∈ω

Q′ν|k. Tedy existujeν ∈ N tak, že

(y, t) ∈
⋂

k∈ω

Q′ν|k =
⋂

k∈ω

(
Pν|k ∪ E[−k]

)
=

(⋂

k∈ω

Pν|k

)
∪

(⋂

k∈ω

E[−k]

)
,

kde poslední rovnost platí díky vlastnostiPν|k ⊇ Pν|l aE[−k] ⊇ E[−l] pro libovolné
k ≤ l. Protože ale

⋂
k∈ω

E[−k] = ∅, tak dostáváme(y, s) ∈
⋂
k∈ω

Pν|k a
⋃

ν∈N

⋂
k∈ω

Q′ν|k ⊆ B,

tedy jsme ukázali bod (i). Body (ii) a (iii) plynou jednoduchým ově̌rením p̌rímo z
definice.

Tvrzení 4.5. Necht’ E je separabilní metrizovatelný prostor aB ⊆ E je analy-
tická. Necht’(Pu)u∈S je regulární Suslinovo schéma uzavřených množin takové, že
B =

⋃
ν∈N

⋂
n∈ω

Pν|n. Potom existuje Suslinovo schéma otevřených množin(Qu)u∈S spl-

ňující

(i) Qu ⊇ Pu, u ∈ S,
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(ii) B =
⋃

ν∈N

⋂
n∈ω

Qν|n.

Důkaz. Necht’ ρ je kompatibilní metrika naE, oznǎcmedist(x,A) vzdálenost bodu
x ∈ E od množinyA ⊆ E, tj. dist(x,A) = inf {ρ(x, y) : y ∈ A} .

PoložmeQu =
{
x ∈ E : dist(x, Pu) <

1
len(u)

}
, u ∈ S. PotomQu jsou otev̌re-

né množiny a automaticky splňují podmínku (i). Zbývá tedy ukázat bod (ii). Zřejmě
platí B ⊆

⋃
ν∈N

⋂
n∈ω

Qν|n, zvolme tedy pevňe x ∈
⋃

ν∈N

⋂
n∈ω

Qν|n. Necht’ η ∈ N spl-

ňuje x ∈ Qη|n pro všechnan ∈ ω. Pro spor p̌redpokládejme, že existujem ∈ ω
takové, žex /∈ Pη|m. Položmeε = dist(x, Pη|m). Protože množinaPη|m je uza-
vřená, mámeε > 0. Zvolme k ∈ ω, aby ε > 1

k
. Potom z regularity schématu

(Pu) platídist(x, Pη|(m+k)) >
1
k
, z čehož dostáváme kýžený sporx /∈ Qη|(m+k).

4.2 Generování bianalytických funkcí

Tvrzení 4.6. Necht’E je separabilní metrizovatelný prostor,f : E → R funkce spl-
ňující, že množina{(x, t) ∈ E × R : f(x) ≥ t} je analytická. Potom existuje systém
spojitých funkcí(hu)u∈S\{∅}, hu : X → R tak, že

{(x, t) ∈ E × R : f(x) ≥ t} =
⋃

ν∈N

⋂

k∈ω

{(x, t) ∈ E × R : hu(x) ≥ t} .

Důkaz. Tvrzení 4.3 nám zajišt’uje existenci Suslinova schématu uzav̌rených množin
(Ps)s∈S, kde množinyt ∈ R : (x, t) ∈ Ps, x ∈ E jsou omezené pro všechny posloup-
nosti s ∈ S \ {∅}. Standartním postupem (Pozorování 1.13) lze zajistit, že schéma
(Ps) je regulární. Potom aplikací Tvrzení 4.4 získáme Suslinovoschéma uzav̌rených
množin(Rs)s∈S , díky čemuž máme pro množinyRs, s ∈ S splňeny p̌redpoklady Tvr-
zení 1.7. Tvrzení 4.5 nám pak k schématu(Rs)s∈S zkonstruuje Suslinovo schéma ote-
vřených množin(Qs)s∈S (přičemž neztratíme žádnou vlastnost, kterou potřebujeme
pro splňení p̌redpokladů Tvrzení 1.7). Můžeme tedy korektně definovat

rs(x) = sup {t ∈ R : (x, t) ∈ Rs} , s ∈ S \ {∅},

qs(x) = sup {t ∈ R : (x, t) ∈ Qs} , s ∈ S \ {∅}.

Potom funkce(rs)s∈S\{∅} jsou omezené shora polospojité, funkce(qs)s∈\{∅} omezené
zdola polospojité a zároveň platíps(x) ≤ qs(x) prox ∈ E, s ∈ S\{∅}, tedy z V̌ety 1.6
získáváme pro každés ∈ S \ {∅} existenci spojité funkcehs splňujícíps ≤ hs ≤ qs.
Všechna použitá tvrzení garantovala, že výsledek Suslinovy operace na nové schéma
se nezm̌ení, žrejmě tedy platí

{(x, t) ∈ E × R : f(x) ≥ t} =
⋃

ν∈N

⋂

k∈ω

{(x, t) ∈ E × R : hu(x) ≥ t} ,

kde položíme
{
(x, t) ∈ E × R : h(∅)(x) ≥ t

}
= X × R.
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Důsledek 4.7.Necht’E je separabilní metrizovatelný prostor,f : E → R funkce
splňující, že množina{(x, t) ∈ E × R : f(x) ≤ t} je analytická. Potom existuje systém
spojitých funkcí(hu)u∈S\{∅}, hu : X → R tak, že

{(x, t) ∈ E × R : f(x) ≤ t} =
⋃

ν∈N

⋂

k∈ω

{(x, t) ∈ E × R : hu(x) ≤ t} .

Důkaz. Stǎcí aplikovat p̌redchozí tvrzení pro funkci−f .

Lemma 4.8. Necht’E je separabilní metrizovatelný prostor,f, g : E → R funkce,
které splňují, že množiny

{(x, t) ∈ E × R : f(x) > t} a {(x, t) ∈ E × R : g(x) < t}

jsou koanalytické. Potom existuje posloupnost spojitých funkcí(hu)u∈S , hu : X → R,
splňující pro všechnax ∈ E taková, žef(x) ≤ g(x), vztah

f(x) ≤ lim inf
GN

hu(x) ≤ lim sup
GN

hu(x) ≤ g(x).

Důkaz. Položme

C1 = {(x, t) ∈ X × R : f(x) > t} ,

C2 = {(x, t) ∈ X × R : g(x) < t} .

Potom ob̌e množiny jsou koanalytické a splňují p̌redpoklady Lemmatu 4.2. Existuje
tedy systém množin(Hu)u∈S takový, žeC1 ⊆ lim inf

GN
Hu ⊆ lim sup

GN
Hu ⊆ X \ C2.

V této chvíli se vrátíme k důkazu Lemmatu 4.2 a uvědomíme si následující. K defi-
nici množin(Hu)u∈S se používají Suslinova schémata(Lt)t∈S a (Kt)t∈S , která spľnují
specifické vlastnosti zaručené v Trzení 4.1. Když se podíváme podrobněji, zjistíme,
že cesta ke schématu(Hu)u∈S od původních schématů(Ps)s∈S a (P ′s)s∈S z Lemmatu
4.1 se ďeje pomocí koněcných průniků, sjednocení a doplňků. Díky Tvrzení 4.6 a jeho
důsledku můžeme pro analytické množinyE \ C1 aE \ C2 zvolit Suslinova schémata
(Ps)s∈S a (P ′s)s∈S tak, aby funkce

ps(x) = inf {t ∈ [−1, 1] : (x, t) ∈ Ps} , s ∈ S \ {∅},

p′s(x) = sup {t ∈ [−1, 1] : (x, t) ∈ P ′s} , s ∈ S \ {∅}

byly spojité. Pokud pak položímehu(x) = sup(Hu)x, u ∈ S \ {∅}, x ∈ E, předchozí
úvaha nám̌ríká, žehu jsou definované pomoci operací maxima a minima z konečných
množin spojitých funkcí, a tedy(hu)u∈S\{∅} jsou spojité funkce. Zároveň můžeme
funkci h(∅) definovat libovolňe a výsledek limitního procesu to neovlivní.

Zvolmey ∈ X takové, žef(y) ≤ g(y). Potom díky tomu, že(C1)y a (C2)y jsou
disjunktní dostáváme(C1)y ⊆ lim inf

GN
(Hu)y ⊆ lim sup

GN
(Hu)y ⊆ R \ (C2)y, odkud

rovnou plyne požadované tvrzení.
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Věta 4.9. Necht’ E je separabilní metrizovatelný prostor. Funkcef : E → R je
bianalytická tehdy a jen tehdy, když existuje posloupnost(fu)u∈S ⊆ C (E) taková, že
f = lim

GN
fu.

Důkaz. Necht’ (fu)u∈S je posloupnost spojitých funkcí naE taková, že platí vztah
f = lim

GN
fu. Potom z Tvrzení 2.27 dostáváme, že platí podmínka (ii) v Lemmatu 1.18,

a tudížf je bianalytická.
Mějmej bianalytickou funkci zE doR, potom z Lemmatu 1.18 víme, že pokud

položíme v Lemmatu 4.8g(x) = f(x) = j(x), x ∈ E, tak máme splňeny jeho p̌red-
poklady, a tedy existuje posloupnost spojitých funkcí(hu)u∈S splňující

j(x) ≤ lim inf
GN

hu(x) ≤ lim sup
GN

hu(x) ≤ j(x), x ∈ E.

Což neznamená nic jiného, než žej(x) = lim
GN

hu(x).
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