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Kapitola 1

Priprava

1.1 Pouzité symboly a znéeni

Symbol | Popis

X* dudlni prostor k prostoriX

R realnacisla

Q racionalnicisla

C(X) spojité funkce na prostor¥

MY K) pravcepodobnostni miry na mno&rk
M, (K) | pravdépodobnostni miry n& s ziSém v boe x
B(X) borelovsk& —algebra mnozin W&
ZHX) analytické podmnoZzinyk

I} (X) koanalytické podmnoZziny

graf f graf funkcef

2A¢(X) spojité afinni funkce n&

A(X) borelovskeé silg afinni funkce na

w prvni sp@&etny ordinal

N, prvni nespodetny ordinal

S spa:etné posloupnosti prvkiiz

N nekoné&né posloupnosti prvkiia, tj. w
ORD tfida vSech ordinall

Z(X) mnozina vSech podmnozik

co (A) konvexni uzateny obal mnozinyd

B, (X) baireovské funkceidy o na X

-1 o supremova norma (na prostoru spojitych funkci)
Rng(f) obor hodnot funkceg

Gs spaetny priinik oteienych mnozin
dist(x, A) | vzdalenost bodu od mnozinyA




1.2 Hahn-Banachova eta
Pro vektorovy prostoX budemeX* ozna&ovat dualni prostor k prostoix, tj. prostor
vSech spojitych linearnich funkcionaltrz do R.

Véta 1.1(geometrickd Hahn—Banachovéta) Necht' A, B jsou disjunktni neprazdné
konvexni podmnoZziny lokalné konvexniho prosforu

(a) PokudA je oteviend, pak existujg € E* ac € R takove, Ze

fla) <c< f(b), a€ AbeB.

(b) PokudA je kompaktni3 uzaviena, pak existujg € E* acy, ¢, € R takové, Ze
fla) <1 < e < f(b), a€ AbeB.

DUkaz. [7], Theorem A.1 O

Formulujeme jednoduchy diisledek, ktery nAm umozni prévZalspléni uitych
predpokladt afinni selekci.

Disledek 1.2.Necht K je kompaktni konvexni podmnozina lokalné konvexniho vek-
torového prostor a A, B C K x R jsou konvexnid N B = & a splnhuji

(@) A je neprazdnd kompaktni a existyjee R takové, zd< x {q} C A,
(b) B je neprazdna uzaviena
(c) aprovSechnér,t) € B platit > q.
Potom existuje € 2A°(K), ktera splhuje
AC{(z,t) e K xR: f(z) > t},
BC{(z,t)e K xR: f(z) < t}.

Dllkaz. Mnoziny A, B spluji predpoklady Hahn—Banachovgty, tedy existuje) ¢
(E x R)* acy,co € R takove, Zey(a) < ¢1 < ¢2 < (b),a € A, b € B. Protoze
(E x R)* = E* x R, existujig € E* aa € R takové, Ze

Y(z,t) = g(z) + ot, (z,t) € E xR

Zvolmey € n(B), kder : E x R — FE je projekce na prvni sdadnici. Zvolme
ty € R tak, aby(y,ty) € B, potomy(y,q) < ¢1 < c3 < (y,ty) a dostdvame, Ze
a > 0. Zvolme pevigc € (c1, ;) a polozmef (z) = 22 Pro pevnéz, s) € A pak
plati

f(Z) _ C—g(Z) _ C_¢(Z7S) +s,

« «

a protoze vime, z2&(z,s) < caa > 0, mamef(z) > sa

AC{(z,t) e K xR: f(z) > t}.

Analogicky se ukaze, 28 C {(z,t) € K xR : f(z) < t}. O

3



1.3 Polospoijité funkce

Pro X topologicky prostor budeme prostor vSech spojitych fumieck znait €'(X) .

Definice 1.3.Necht X je topologicky prostorRekneme, Ze funkcg : X — R je
zdola (resp. shora) polospojité, pokud mnoz{nac X : f(x) > ¢} (resp. mnozina
{z € X : f(z) < c}) je otewena pro vSechnac R.

Tvrzeni 1.4 (ekvivalentni definice) Necht' X je topologicky prostor. Potom funkce
f : X — R je zdola (resp. shora) polospojita, pravé kdyz pro kazdoslgupnost
(2i)icw SpIRujicilim x; = z plati f(z) < liminf f(x;) (resp.f(x) > limsup f(;)).

Tvrzeni 1.5. Necht X je perfektné normalni topologicky prostorfa: X — [—1, 1]
je funkce. Pakf je zdola (resp. shora) polospojita, pravé kdyZ existujsl@apnost
(fu)new C €(X) SPIRUICIfi(x) < fian(x) (reSP.fi(x) > fir(x)) proi e wax € X
takova, zef (z) = liZm fi(x).

Dilkaz. [2], Problem 1.7.15. (c) O

Véta 1.6 (Michaelova seleéni veta) Necht X je normalni topologicky prostor a
f,g: X — R funkce takové, Z¢ je shora polospojitag zdola polospojita a spliu-
ji f(z) < g(z),z € X. Potom existuje spojita funkde: X — R tak, Ze pro vSechna
x € X plati f(z) < h(z) < g(x).

Dilkaz. [2], Problem 1.7.12. (b) O

Tvrzeni 1.7. Necht X je separabilni metricky prostor & C X x R je uzaviena a
G C X xR oteviena mnozina a spliuji, Ze projekce na prvni souiagcely prostor
X, .

(Vo € X)(3t € R)((x,t) € H),
(Vo € X)(3t € R)((z,t) € G),

a zaroven fezy mnozid a H jsou shora omezenéR, tj.

(Vye X)3seR:s>0){reR:(y,r)e H} C [—00,5]),

(Vye X)(3seR:s>0)({reR:(y,r) € G} C[—o0,s]).
Potom funkce definované jako
h(z) =sup{t € R: (z,t) € H},z € X,
je shora polospojita a funkce definovana
gx) =sup{t e R: (x,t) e G} ,x € X,

je zdola polospojita.



DuUkaz. Definice je korektni, nebot pro kazdé € X se hleda supremum neprazdné
mnoziny (nenabyvéa se hodnotyo) a zarové kazdyrez je shora omezeny, tedy hle-
dané supremum je koBeé. Zvolme pevng € X a libovolnou posloupnost:,,) € X
konverguijici kz.

Ozn&mek, = h(zx,) =sup{t € R: (z,,t) € H} a dalek = limsup k,, potom
existuje vybrana podposloupndst, ;) konvergujici kek. Z uzavenosti ziskame, ze
(x,k) € H aplati

h(z) =sup{teR: (z,t) e H} > k =

= lim k,,, = limsup k,, = limsup h(z,),
J n n

¢imz je prvnicast tvrzeni dokazana.
Ozn&med, = g(x,) = sup{t € R: (z,,t) € G}. Zfejmé (z,,d,) ¢ G z ote-
vienostiG. Ozn&med = liminf d,,, potom existuje vybrana podposloupnosy )

konvergujici kd. Zfejmeé (x,d) ¢ G. Pokud by platilaz, d) € G, pak existuje otefe-
né okolil C X ae > 0tak, zeU x (d —e,d + ) C G. Tedy existujen € w tak, ze
(T, dm) € U X (d —¢e,d+ ¢), coz je ale spor s definidi,,. Mame tedy

glx) =sup{teR: (z,t) e H} <d=

= limd,, = liminf d,, = lim inf g(z,)
J n n

a dokazali jsme druhotast. O

Tvrzeni 1.8. Necht' X je separabilni metricky prostor &: X — R je shora polospo-
jitd funkce. Potom mnoZing(z,t) € X x R: f(z) > t} je uzaviena.

Dukaz. Volme konvergentni posloupnosty,,r,) € {(z,t) € X xR : f(z) >t}
aozn&me(y,r) = lim (y,, r,). Z definice shora polospojité funkce mame
n—oo

r = limr, = limsupr, < limsup f(y,) < f(y),

atedy(y,r) € {(z,t) € K xR: f(z) > t}. O

Tvrzeni 1.9. Necht X je kompaktni metrizovatelny prostorfa: X — R je zdola
(resp. shora) polospojita funkce. Potofrje zdola (resp. shora) omezené a nabyva na
X svého infima (resp. suprema).

Dilkaz. [7], Proposition A.52. O

1.4 MY X)

Pro X lokalné kompaktnic—kompaktni prostor ozmame M*(X) mnoZinu vSech
pravdépodobnostnich RadonovyctemaX. Nasledujici definice a tvrzeni jsotiep
vzaty z [7], strany 12-14.



Necht K je kompaktni konvexni mnoZzina v lok&rkonvexnim prostor&. Bod

r € K nazvemeé&zis&ém miryy € M'(K), pokud pro kazdoy e A¢(K) plati

barycentricka formuld’ fdu = f(z). TéZiS€ miryu € M*(K) je ur€eno jednozna
K

né, ozn&ime jejr (i) a zobrazenji — r(u) je spojité zM!'(K) na K. Ozn&me
M (K) = {p € MHK):r(p) =2}

Tvrzeni 1.10. Necht X je kompaktni prostor & : X — R je zdola (resp. shora
polospojitd). Potom\! (X) je kompaktni konvexni mnoZina a funkce

Y MHX) =R
definovand) (i) = u(f), n € M'(X) je zdola (resp. shora polospojita).
Dilkaz. [7], Theorem A.85 (a),(b). O

Disledek 1.11.Necht K je kompaktni konvexni prostor-ac K. PotomM,(K) je
kompaktni.

Duikaz. PlatiM,(K) = r~!(x), kder je spoijité, tedyM . (K) je uzavena podmnozi-
na kompaktuM!(K). O

1.5 Deskriptivni teorie mnozin

Borelovskou hierarchii funkci na metrizovatelném prost&rzavedeme stejnym zpu-
sobem jako v knize [5], kapitole 11. Soubor vSech borelogbkynozin naX oznd&i-
meB(X). Separabilni Uplé metrizovatelny prostor budeme nazyvat polsky. MnoZinu
A C X nazveme analytickou a budeme &itad € X}(X), pokud existuje polsky
prostorY a spojité zobrazenf : Y — X takové, zef(Y) = A. Dalefekneme, ze
A je analyticka v separabilnim metrickém prostdry pokud existuje polsky prostor
Y D W a analytickdB C Y takova, ZzeA = BN W. MnozinuB C W nazveme
koanalytickou a budeme zéia B € I1}(W) , pokudWW \ B je analyticka.

Necht X je separabilni metrizovatelny prostor4 C X. Rekneme, Zed je
suslinovskd, pokud existuje Suslinovo schéma temaich mnozin( P;)scs splhujici

A= U ) Pn MnozinuC C X spliujici, zeX \ C je suslinovska, budeme nazy-
veN new
vat kosuslinovskou. Pokud i X \ A jsou analytické (resp. suslinovské)X, potom

fekneme, Zed je bianalyticka (resp. bisuslinovskd)¥. Funkcef : X — R je biana-
lytick& (resp. bisuslinovska), pokuti! (U) je bianalyticka (resp. bisuslinovska) pro
kaZzdouU C R otewenou.

Pro Uplnost uvedemegkolik tvrzeni o analytickych a suslinovskych mnozinach,
které budeme déale bez odkazu pouZivat.

Tvrzeni 1.12. PokudZ je polsky prostor. PalO C 7 je suslinovska, prave kdyz je
analyticka.

Dillkaz. [5], Theorem 25.7. O



Pozorovani 1.13.Necht X je metrizovatelny prostor & C X je suslinovska. Potom
existuje Suslinovo schéma uzavienych mn@2in.s spliujici P, © P, pro vSechna

sCtaA= |J () Py, Takové schéma budeme nazyvat regularni.
veN nEw

Dukaz. Necht (P!),cs je Suslinovo schéma uz&nych mnoZzin takové, Ze plati =
ng an P, . PolozmeP; = Qt P!. Z definice 0¥éfime, Ze(P,),cs spihuje gedpokla-
dy. O
Tvrzeni 1.14. Necht X je polsky aB C X je borelovska. Poton® je analyticka.

DUkaz. Plyne z \Bty 13.7 v knize [5]. O

Tvrzeni 1.15. Necht X je polsky,A C X je analytick& i koanalyticka. Potom je
borelovska.

Dilkaz. [5], Theorem 14.11. O

Nyni ukaZzeme jedno technické lemma, které @jizdyuzijeme pro pipad bore-
lovskych, resp. analytickych mnozin.

Lemma 1.16. Necht X je polsky prostorf : X — R, M systém mnozin X x R
a necht mnozina{(z,y) € X xR : f(x) >y} € M. Necht G C R je oteviena
mnozina;r : X x R — X je projekce na prvni soufadnici 4 je systém mnozin X
spliujici:

(i) T (MN(X x (r,0))) € LLM e M,r eR,

(i) £ je uzavieny na spocetné priiniky a sjednoceni.
Potom existuji mnoziny;, J! € L,i € w takove, ze

@ =Jun ).
€W

Dlikaz. Zvolmea,,, b,, bk € Q,n, k € w spiujicia, < b,,b* < b,,bF b, takové,
ze

G = U(ambn) = U ((amoo> N (—OO,bn)) =

new new

= U ((&moo) N U(_OOJ)Z]) = U ((&moo) N (R\ m(bfwoo)>> )

new kew new kEw

tedy

@@=y (f‘l ((an,00)) N (X\ N <<bf;,oo>)>> .y

kew



Solkasre pror € R je
J7H(ro0) = ((X x (r,00)) N {(z,y) € X xR: f(z) 2 y}) € £
diky podmince (i). S vyuZzitim podminky (ii) definujeme mnogi
Ji = 7 (@i, 00)),
Ji= ()7 ((0F, ).

kew
které Zejmeé sphuji podminky tvrzeni. O

Dale budeme poebovat tvrzeni davajici do souvislosti kvalitu funkce aoZin
definovanych pomoci jejiho grafu. Jedna se o jednoduch&eoid/ety 14.12 z knihy
[5]. Pro funkcif : X — R ozn&ime mnoZzinu

graf f = {(z,t) €e X xR : f(x) =t}.

Tvrzeni 1.17. Necht' X je polsky prostor af : X — R funkce. Potom nasledujici
podminky jsou ekvivalentni:

(i) f je borelovska,
(i) graf f je borelovska mnoZzina,
(iii) graf f je analytickd mnoZina,

(iv) mnoziny{(z,y) € X xR : f(z) <y}a{(z,y) € X xR: f(x) > y} jsou bo-
relovske,

(V) mnoziny{(z,y) € X xR : f(z) <y} a{(zr,y) € X xR: f(z) > y} jsou ko-
analytické,

(vi) mnozina{(z,y) € X x R: f(z) <y} je borelovska.
DUkaz. Implikace (i) = (iii),(iv) = (v) a (iv) = (Vi) jsou Zejmé. Z faktu
graf f = X xR\ {(z,y) € X xR : f(z) < ynebof(z) >y}

plyne (iv) = (ii) a (v) = (iii). Zbyva dokazat (i)=- (iv), (i) = (i) a (vi) = (i).
Necht f je borelovska funkce. Potom

(a,b) € {(z,y) e X xR: f(z) <y} = (3¢ € Q) (f(a) < g <),

tedy
{(z,y) e XxR: f(z) <yl=|J{zeX: f@o) < x{yeR:y>q}
q€Q
= U 1 ((=00,9)) x (g,00)
qeQ



a analogicky{ (z,y) e X xR : f(z) >y} = U f ' ((g,0)) x (—0,q), cOZ jsou
q€Q

borelovské mnoziny a mame & (iv).
Necht graf f je analytickd mnoZina a ozmer : X x R — X projekci na prvni
souadnici. Potom pro libovolnou otégnouG C R plati

F7HG) = 7((X x @) Ngraf f) = X \ 7((X x (R\ G)) Ngrat f),
tedy vzorG je analyticky a zarove koanalyticky, tudizf je borelovska a dokazali
jsme implikaci (i) = (i).
Zbyva (vi) = (i). Pro zkraceni zapisu oztae
PL={(z,y) € X xR: f(z) <y},
sz{(a:,y) e X xR: f(x)>y}.
Potom pror € R plati
[ (r00) = 7 (PLN (X x (r,00))) = X \ 7w (PN (X x (—00,7])).
coz je evidentd borelovsk&d mnoZina. V Lemmatu 1.16 pakistait M = B(X x R)
aL = B(X) a dostaneme, Ze funkgge borelovska. O

V posledni kapitole budeme j&Spotebovat nasledujici zobeéni gedchoziho
tvrzeni.

Tvrzeni 1.18. Necht X je separabilni metrizovatelny prostorfa: X — R funkce.
Potom nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) f je bianalyticka,

(i) mnoziny{(z,y) € X xR: f(z) <y} a{(z,y) € X xR : f(z) > y} jsou ko-
analyticke.

Dillkaz. Necht f je bianalytickd. Potom stefnjako v Tvrzeni 1.17 dostavame

{(z,y) € X xR: f(z) <y} =] f " (—00,9)) x (g,00)

q€Q
a analogicky
{(z,y) € X xR: f(z) >y} = | f (g, )) x (=0, )
q€Q

s tim rozdilem, Ze nyni vidime, Ze @lnnoziny jsou opravdu koanalytické.

Op&na implikace se ukaze éppodobe: Z (ii) vyplyva, Zegraf f je analyticka
mnozina, oznéimer : X x R — X projekcin((x,r)) = x. Potom pro libovolnou
otewenouG C R plati

fHG) = (X x G) Ngraf f) = X \ 7((X x (R\ G)) Ngraf f),

tedy vzorG je analyticky a zarouejeho doplk je analyticky, tudiZ je bianalyticka.
0]



PodmnozinuA C X polského prostoru nazveme univerziimefitelnou, pokud
je u—meéfitelna pro kazdow —kone&nou Uplnou borelovskou miru na X . Funkce
f: X — R je univerzal@ méfitelnd, pokud mnozing~! (G) je univerzal@ mgitelna
pro kazdouiz C R otefenou.

Véta 1.19(Lusin). Necht' X je polsky prostor. Potom kazda analytickaC X je
univerzalné meéfitelna.

DUkaz. [5] Theorem 21.10 O

Jesé ukazeme, Ze pouze polovina podminky v z Tvrzeni 1.161,saéhychom e-
déli, Zze funkce je univerzainnmgfitelna.

Tvrzeni 1.20. Necht' X je polsky prostor,f : X — R funkce splnujici, Ze mnoZzina
{(z,y) € X xR : f(z) >y} je koanalytick&. Potonf je univerzalné méfitelna.

Dlikaz. MnoZina{(x,y) € X x R: f(x) < y} je analytick. Zvolme otéenou mno-
ZinuG C R avLlemmatu 1.16 polozmg1 = (X xR) a £ = 3{(X), kte-
ré Zejmeé sphuji pfepoklady. Dostavdme existenci univerZimgfitelnych mnozin
Ji, JI € XH(X) takovych, zef~! (G) = U (J; N (X \ J})), tudiZ funkcef je univer-

1
1EW

zalré méfitelna. O

1.6 Afinni funkce

Definice 1.21.Necht K je kompaktni konvexni mnoZzina v lokd@ronvexnim prosto-
ruE, f: K — R jefunkce anecht prokazdéy € K a\ € (0, 1) plati

fOz+ (1 =Ay) =Af(z)+ (1 =) f(y)

Potomfekneme, Zef je afinni funkce nak’. Systém spojitych afinnich funkci nid
ozn&imeA°(K) .

Definice 1.22.Necht' K je kompaktni konvexni podmnoZina lokalkonvexniho pro-
storuE. Funkcef : K — R splhuje barycentrickou formuli, pokud je univerzal@
mé¥itelna, u(f) existuje pro kazdow € M*(K) a f(x) = v(f) pro kazdér € K a
v € M,(K) . Systém borelovskych si&nafinnich funkci nd{ ozna&ime2((K).

Tvrzeni 1.23. Necht' K je kompaktni konvexni mnozina v lokalné konvexnim prostor
E. Potom kazda silné afinni funkce haje omezena.

Dilkaz. [7], Lemma 4.5. O
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1.7 SaN

Nasledujici znéeni je z velk&asti grevzano z knihy [5].

Definujme mnozinu konych posloupnosti prvkll @ jako S = |J w", kde

new

w = {o} obsahuje prazdnou posloupnost. Potom prvek w* C S mlizeme psat
jakos = (s(0),s(1),...,s(k — 1)) = (so,51,.-.,5k-1), kde s(i) = s; € w. Dél-
ku koné&né posloupnosti € S budeme znéit len(s), posloupnosti délky budeme
zanmeénovat s prvkyw, tj. misto(n) budeme obas pséat:. Restrikcis € S na délku
k < len(s) ozn&imes|k = (so,...,sx-1), 5|0 = & a symbolems C ¢ budeme pro
s,t € S,len(s) < len(t) zn&it fakt, Zet|len(s) = s. Dale prou € w* v € W" je
u”v € Wkt prvek sphujici (u™v) (i) = u(i) pro0 < i < ka(u™v)(j) = v(j — k)
prok < j < k +n. Prou,v € w* spiujici pro vSechna < i < k vztahu(i) < v(i)
budeme zkracenpsat: < v. Pokudu < v au # v, napiSeme, < v.

Prostor nekonénych posloupnosti prvkil 2 budeme zn&it ' = w* a budeme
pouZzivat analogického ztani jako vySe.

Kazdou mnozinud C S Ize jednoznare identifikovat s prvkena € 25 nasledu-
jicim zplisobem(u € A) < (a(u) = 1). Prostor2® opafeny so@inovou topologii je
metrizovatelny kompaktni (a tedy polsky) a pokud pro mngZin 7; C S spliujici
Ty N T, = @ ozn&ime

U, = {p€2”: (vt € T)(p(t) = 0) & (Vo € T)(p(v) = 1)},  (1.2)
pak systém mnozin
{Uap:A BCSkon&€ng AN B = o}

tvori spatetnou obojetnou bazi prostozd.

Analogicky mnozinu vSech zobrazefii: S — S mlizeme jednozitaé ztotoZnit
s prostorenss®. Tento prostor jeizjmeé polsky se sotinovou topologii: soubor mno-
zintvaru{f € S°: f(s) =t} a{f e S8%: f(s) #t} pros,t € S tvofi spaetnou
subbézi otekenych mnozin.

Rekneme, e podmnoZiffaC S je strom, pokud pro kazdé e T plati u|k € T
pro0 < k < len(u).

1.8 Limity podle filtru

Definice 1.24.Necht A je libovolnd mnoZina. Systé# podmnoZinA nazveme filtr,
pokud jsou splény nasledujici podminky:

(i) Ae Z.
(i) PokudC,D € #,pakCND e 7.

(i) PokudC € .# aC C D, pakiD € .Z.
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Necht'.# je filtr naS a X libovolnd mnoZzina, dale nechtA, ),cs je posloupnost
mnozin v.X a(f.)ues posloupnost funkci Z doR. Potom definujeme

lim inf A, = U N A

FeF ueF

limsup A, = X \ liminf(X \ A,),

liminf f,(z) = sup inf fu(2),

limsup f,(x) = — iminf(—f,(z)).

Pokud se 08 limity rovnaji, pak definujeme

lim A, = liminf A, = limsup A,,
F F ¥

lim f,(x) = liminf f,(z) = limsup f,(x).

ObcCas budeme vyuZzivat i alternativni definice pojmu limesriofe

Tvrzeni 1.25. Necht .7, X, (A, )ues @ (fu)ues jako vySe. Potom plati

liminfA, ={z e X : {ueS:xe€A,} e F},

g

AV

limyinffu(x) >c=>{ues: fulr) >cteF, zeX.

Dilkaz. Prvni rovnost plyne iimo z

T € limyianu & (AF e F)VYue F)(z e A,).

Druhé tvrzeni ukazeme nasled@ympro libovolnér € X plati

limyinf fu(x) > ¢ = sup ingfu(x) >c= (AF € F)Vu € F)(fulz) >c¢) =
s Feg ue
=>{ues: fulr) >c} e Z.
U

Diky nasledujicimu tvrzeni nam bude Gtadokazovat Bktera tvrzeni o vlastnos-
tech limes inferior podle filtru pouze prdipad mnozin. Proippad funkci pak dosta-
neme pozadovand tvrzeni diky korespondenci mezi funkgira grafem.

Tvrzeni 1.26. Necht' f,, : X — R, u € S jsou funkce,# filtr na S. Potom plati

limyinf fu(z) =sup limyinf {teR: fu(x) >t}.
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DUkaz. Pro libovolnou funkcig : X — R zfejmé plati
g(z) =sup{t eR:g(x) > t}.
Dale mame pro dané € X
re lin;\inf {teR: fulxr) >t} 3F € F)Yue F)(fu(z)>r)<

< sup inf f,(x) > r < liminf f,(x) >r e re {(t € R: liminf f,(x) > t} .
Feg uel F F

Dohromady pak dostdvame

hrrzlgsz fu(x) = sup {t eR: hrg@mf fulz) > t} =
= sup lim}@inf {teR: fu(x) >t}.

1.9 Koanalyticky rank a véta o omezenosti

TatoCast je pevzata z knihy [5], kapitoly 34 a 35.
Definice 1.27.Necht X je polsky prostor a1 C X. Rekneme, Ze zobrazeni
¢:A— ORD,
kde ORD ozn&uje fidu vSech ordindlli, je koanalyticky rank, pokud jsou &xis
1 1

relace<’'e S1(X x X)a<bLie IT{(X x X)tak, Ze prar, y € A plati:

p(r) <ply) e o<y

sr<ly

Rekneme, Ze je regularni, pokudo(A) je ordindl, tj. existuje ordiné{ tak, Ze
p(A) ={A: A< &G

Véta 1.28(o omezenosti koanalytického rankilNecht X je polsky prostor, mnoZzi-
na A C X je koanalytickd,p : A — X; je regularni koanalyticky rank a splhuje
©(A) = N;. Potom proB C A analytickou platisup {¢(z) : © € B} < N;.

Dilkaz. [5], Theorem 35.23. O
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Kapitola 2
Filtr GN

V této kapitole budeme definovat objekt, ktery je zakladetm peace. FiltrGN defi-
nujeme jako soubor mnozin, pro které bude mitHnéitéznou strategii v nami defino-
vané fie. Tento zplisob definice s sebou pai@@se elegantni zplisob dlikazikte-
rych tvrzeni pomoci teorie her. Naslé&ddokazeme vlastnosti filtd ', které budeme
pozcgji potrebovat.

2.1 Hra J(A)
Necht A C S. Nekon&€nou hruJ(A) definujeme nasledoenHr&i | a Il voli stfidave
celd nezapornéislamg, ng, mi,nq,... tak, aby splnili podminku; > m;. Hré |
zvitézi ve lie J(A), pokud existuje: € w takové, Ze pro kazde € S je posloupnost
(no,nl, ce ,nk_l) ~u e A.

Ozn&me

Ap={ueS:(WweS)(vveAd},
Ag ={ue S: (ue Ay) & ((Vk € N)(k < len(u))(ulk ¢ Aa))}.

Ziejmeé platido C Ag C A. )
ProA C S definujme mnozinld C N vztahem

A={veN:(BkeN)(vke Ay)}.

ProtoZzeJ(A) neni nekonén& hra ve smyslu, jak ji definuje kniha [5], definujeme
si pomocnou hru, ktera je s tou nasi jistym zplisobem ekental:

Necht B C N. Definujeme hrus (B), ve které hréi | a Il (jako ve He J(A)) voli
cela nezdpornau, ng, my, ny, . .. sphujicin; > m;. Hr& | vyhrava hruk'( B), pokud
(no,nl, .. ) e B.

Pokud jsoun;, n; € w tahy hr&l | a Il ve e J(A), resp.K (B), ozn&me

M = Moo = (mo,ml,...),
N = Noo = (no,nl,...),
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aprok € wbud M, = M|(k+ 1) = (mg,...,mg), N, = N|(k+ 1) = (no,...,ng).

Strategii mlizeme chapat jako zobrazani S — w spliujici prou C v € S
vztah A(u) C A(v). Strategie pro hi& | v naSich hrach je tedy zobrazexi tako-
Ve, Ze\ (@) = mg a \;(Ny) = my, a Strategie pro hie Il zobrazeni\;;, kde
Arr(My) = ny > my. Vitézna strategie héé | (resp. ) je strategie takova, Ze bia
(resp. Il) vyhrava libovolnou partii sehranou podle tétatsgie.

DalSi reprezentaci pojmu strategie Ve ti(A) je zobrazenp : S — S, které spl-
nuje f(s) C f(t) provsechna C ¢t € S alen(f(s)) = ks € w, kdeky = len(s) + 1,
pokud je to strategie héé | ak, = len(s) v pfipace strategie hi&e Il. Samorejmé
strategie hrée Il musi také sgilovat zakladni podminku hry a ts) > s. Ozn&me
P; C S mnozinu v3ech strategii iia | aP;; C S budou v3echny strategie ldeill,
tj.

Pr = {f €S%:(Vsc€ S)((len(f(s)) = len(s) + 1) &
(we9tmern))} e

Pry = {f €SS (VseS) ((Ien(f(s)) - len(s)) &
(w0 < i <ten(o)) (1760 = st)) & (v € ) (F0 € 10)) )} (22

Toto zn&eni budeme dale pouZivat.

Tvrzeni 2.1. Necht A C S. Pokud hrac |, resp. hrac I, ma vitéznou strategii ve hr

K(A), potom mé& hrac |, resp. hrac Il, vitéznou strategiii ve H{A).

Dukaz. Predpokladejme, Ze héd mé vigznou strategip ve e K(A). Méjme libo-
volnou partii hry J(A) am;, n;,i € w necht jsou tahy obou htal. FFedpokladejme,
Ze hr& | pouZil strategiip; potom vime, eV € A. Z definice mnozinyA dostavame,
7e N € Atehdy a jen tehdy, pokud existujec w takové, zeV, € Ao. Ale Ay C Aq
a definiceA4 nam dava, zeV, € A, praw tehdy, pokud pro vSechnac S plati
N,~u € A. To ale neznamena nic jiného nez to,Z¢e vyhravajici strategie i verh
J(A).

Analogicky fredpokladejme, Ze hedl ma viteznou strategii ve e K (A). Necht
mi, n;,i € wje libovolna partie hry/(A) a hr& Il hraje podle strategie. PakN ¢ A,
protoZey je vyhravajici ve fe K (A). Ale

N¢As (Vkew) (N, ¢ Ao C Aa) < (VE € w)(Fv € S)(Ny v ¢ A),

a strategie) pouzita ve e J(A) je vyhravajici. O

Tvrzeni 2.2. Necht A C S. Potom hrak{(A) je determinovana.
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Dlikaz. Predpokladejme, Ze hédl nema viéznou strategii vefle K (A). Rekneme, Ze
pozice(mg, no, - .., n;—1,m;) j& neprohravajici pro hée 1, pokud existujer; > m;
takové, Ze hré| nema viéznou strategii vefle se zaatkem(my, no, . .., m;, n;). Po-
tom fekneme, Ze); je neprohravajici tah héa 1l. To také znamen@, Ze pokud pozice
(mo, no, - - ., m;) je neprohravajici pro hé& Il a hr& 11 voli neprohravajici tah;, pak
i pozice(myg, no, . . ., mi, n;, miy1) j€ neprohravajici pro hé& Il pro kazdén,, ;.

Nyni zkonstruujeme vyhravajici strategiipro hr&e Il. Zfejmé pozice(my) je
neprohravajici pro hize Il diky predpokladu, Ze hial nema viéznou strategii. Exis-

tuje tedy neprohravajici taty, polozme\(mg) = ny. Necht' pozice(myg, n, . . ., m;)
je neprohravajici pozice pro h@ I, potom existuje:; neprohravajici tah, polozme
)\(mo,no, c. ,mi) =N;.

Pro spor pedpokladejme, Za& neni viezna strategie. Nech; );c,, jsou tahy hra-
¢e Il zahrané podle této strategie tak,¥e= (ng,ny,...) € A. TudiZ existujek € w
sphujici N|k € Ay C A. To ale znamend, Ze,,, neni neprohravajici tah rd Il,
COZ je spor. O

DUsledek 2.3.Hra J(A) je determinovana pro kazdé C S.
Dilkaz. Plyne gimo z Tvrzeni 2.1 a Tvrzeni 2.2. O

Pozorovani 2.4.Necht A C Sa ) : § — w je vitézna strategie hraCe | ve hig A).
Nechtp : S — wap(u) > A(u) pro vSechna, € S. Potom ip je vitézna strategie
hrace | ve hieJ(A).

Tvrzeni 2.5. Necht P; a P;; jsou definovany vztahi2.1) a (2.2). PotomP; a P;;
jsouGs mnoziny \SS.

Dukaz. Zobrazenif € P;, pokud sphuje nasledujici podminky:
(i) (Vs e S)(len(f(s)) =1len(s)+ 1),
(i) (vt € 8)(Yu € 8)(t C u= f(t) C f(u)).
Podminky upravime do nasledujiciho tvaru
() (Vs € S)(Vt €S :len(t) # len(s) + 1) (f(s) # 1),
(i) VteS)(VueS)((tCuk f(t) C f(u)) nebo(t € u

a dostavame
=1 [ {fes:f(s)#t}
seS tesS
len(t)#len(s)+1
(ﬂﬂ{feSS (tCuk f(t) C flu nebotgu}>,
teS uesS
tedyP; je Gs v SS.

Analogicky f € Py, pokud
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(i) (Vs e S)(Vt e S :len(t) #len(s)) (f(s) #1),
(i) MeS)VueS)((tCu&k f(t) C f(u)) nebo(t € u)),
(i) (VveS)FweS:v<w)(f(v)=w).

Dohromady dostavame

Prr = ﬂ ﬂ {fes:f(s)#t}|n

sES tes
len(t)#len(s)

N ﬂﬂ{fGSSi(tgu&f(t)Qf(u))nebotgu}>m

teS uesS

N ﬂU{fES‘S:f(v):w} )

vES weS
v<w

kde v8echnyit mnoziny v zavorkach jsolis, tedy iP;; je G5 v S°. O

2.2 Derivaced, rank h
Definice 2.6.Necht C' C S. Derivacid(C') definujeme jako
d(C)={ueC:{necw:u"n e C}jenekonénd}

a dale transfinitni rekurzi

dA(C) = (1) d,(C) , pokud) je limitnt,

doo(C) = dy, (C).

ProA C S ozn&imeA = {u € S:3v e S,u"v ¢ A} strom vech pgate&nich Use-
kb prvklt zS \ A a definujeme

h(A) = sup {5 <R, o€ dg(ﬁ)}

av ffipact @ ¢ A dodefinujeme:(A) = 0.

Nasledujici tvrzeni shrnujedkolik jednoduchych zakladnich viastnagt h. Vét-
Sina z nich plyne dosazeniniimo z definice. Pred C S an € w budeme obas
pouzivat znaeni A, = {u eS:nue A} pro mnozinu vSech pokéavani(n)
v A.
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Tvrzeni 2.7 (vlastnosti derivacée a funkceh). Necht A, B C S. Potom
() ACB=de(A) Cde(B),E <Ny,
(i) AC B= h(A) > h(B),
(i) C=AnB=C=AUB,
(V) de(AU B) = de(A) Ude(B),§ <Ny,
(V) h(AN B) = max(h(A), h(B)),
(vi) pro0 < & < Ny plati h(A) < € < (3ng € w)(Vn > ng) (h(Aw)) <€),
(vii) pro0 < A < ¥, plati
h(A) 2 A & (V€ < A)(Vng € w)(3Bn = no) ((Aw) =€)

Dilkaz. Bod (i) je Ziejmy proé = 1, pro zbytek stéi pouzit transfinitni indukeci.
Bod (ii) plyne okamzi& z bodu (i):

ACB=ADB= (Ve <)) (dg(ﬁ) ng@)) = h(A) > h(B).
Dale
uE@@(ElvES:u“v¢C)<:>(E|v68:u“v§§AnebOu“v§éB)
sueAUB

a mame tvrzeni (iii).
Plati
ued(AUB) < {n:u"ne AUB} jenekonénd<
{n:u"n € A} je nekoné€nénebo{n : u"n € B} je nekonénd<
u € d(A) Ud(B).

Necht' ¢ < N;, pfedpokladejme platnost tvrzeni pro vSechina £. Pro¢ izolovany
ordinal potom mame

dg(AU B) = d(dg-1(AU B)) = d(dg—1(A) U de_1(B)) =
d(de-1(A)) U d(de-1(B)) = de(A) U dg(B).
Pro¢ limitni plati

de(AU B) = () (d,(AU B)) = () (d(4) U d,(B)). (2.3)

n<€ n<§

Zvolmeu € d¢(AU B) a predpokladejme, Ze existuje < ¢ takové, Zeu ¢ d.(A)
Potom z definice derivacga (2.3) vyplyva, ze:. € d,(B) pro vSechna < p < ¢
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Tedyu € () d,(A) U ) (d,(B), opa&na inkluze je #ejma a transfinitni indukce nam
n<g n<g
tedy dava tvrzeni (iv).

Bod (v) obdrzime s vyuzitimiiedchozich bod{ z
h(AN B) :sup{§ <Ny : Qg€ dg(@)} :sup{f <Ny : Q€ dg(A\UE)} =
= sup {g <R, @€ d (21) U de (é)} — max(h(A) , h(B)).
Body (vi) a (vii) vyZaduji nepatr@vice prace. Pro € w s pouzitim

Z(:):{uES:EIvES,u“vgéA(n)}:{UES:EIUES,nAu“vgéA}:
= {u eS:nue /Al} = E(n) (2.4)
ukadZeme, Ze
d(%) = {u € X(:) : {k cw:uke Z(\n)}je nekonéné} =
= {u €S nueA: {k cw:n"u'ke A\}Je nekonéné} =
= {u eS:nue d(zzl\)} = d<A\)(n) )
Necht' ¢ < ¥, je izolovany ordinal. Potom
() = (0 () =0 (3), ) = (0 (1), -
= d; (2) .
Pro¢ < Ny limitni pak dostavame
() = (s (T0) -
A<C

= @) (n)’

kde gredposledni rovnost @ime jednoduchym dosazenim do definicg,,). Pro
vSechng < N, tedy mame

de(A) = {ue s:nued(d)} = (A) . (2.5)

A< A<

N (d%ﬁ)(n)) - (ﬂ d%ﬁ))(n) _

a také

h(A) <€ O ¢ dess (ﬁ) < (3ne € w)(¥n > no) <n ¢ de (ﬁ)) .
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Potom pro kazdé > ng z (2.5) obdrzime

n¢ de(A) & & ¢ de(Ag) & h(Aw) <€

a dohromady ziskame tvrzeni (vi).
Necht A < Ny, potom

hA) >\ & @ e dk<ﬁ) & (V6 < \)(¥np € w)(3n > no) <n € d5<ﬁ)) .
Pro kazdé < X an > ng tedy z (2.5) obdrzime
n e dg(xzi) 7S d5<//l(:)> = h(A(n)) > 0,

a dohromady mame dokazan bod (vii). O

2.3 ZA&kladni vlastnosti filtru GN

Definice 2.8.GN = {A C S : hr& | ma vyhravajici strategii vefa J(A)} .
Tvrzeni 2.9. SysténGNje filtr naS a G € T1}(2°).

Dikaz. Zfejmé S € GN. Necht A C B C S. Pokud hra | ma vi€&znou strategii ve
hfe J(A), ta sama strategie je @itna i ve e J(B), tedy A € GN zarltuje B € GN.
Pokud A, B € GN a py, pp jsou odpovidajici véizné strategie, pak ukazeme, ze
p =sup (pa, pp) je vittzna strategie héé | ve tre J(ANB). Pro spor pedpokladejme,
Ze neni viézn4, tedy existuje partie, kde brchraje podle strategiea prohraje. Necht
M, N jsou posloupnosti tahll v této partii. Z Pozorovani 2.4 viteep je vitézna
strategie hrée | ve tie J(A) i J(B). Tedy existujij4, jp € w, Ze provSechna € S je
N;,~ue AaN,,”u € B.Polozmej = max(ja, jg). Vyhra hr&e Il ve Fe J(AN B)
znamena, ze pro kazdéc w existujeu € S takové, zeV,~u ¢ AN B. Nechtu,; € S
spihuje N;"u; ¢ AN B. Potom aleN;"u; ¢ A neboN;"u; ¢ B a jsme ve sporu.
TudizAN B € GN a owili jsme, zeGNje filtr.

Necht P;; je mnozina vSech strategii & Il jako v (2.2). MnozinaA ¢ GN,
prawe kdyz ma hra Il vitéznou strategii vefle J(A), tedy

3f € Pi)(VYu e S)(Fw € S)(f(u) Cw&w ¢ A),

tj. existuje f strategie takova, Ze pro kazdou posloupnost takdl S hr&e | existu-
je prodlouzeni posloupnosfi(z) mimo mnozinuA (diky determinovanosti hry tato
podminka stéi). Definujme mnozind” C 25 x 8%; (A, f) € F pokud f je vitézna
strategie hrée Il ve fe J(A) (zfejmeé potomA ¢ GN). Po Upravach dostavame

F = (28 X P[[) N
(U ({Ae2%: Aw) =0} x {f €S f(u) = w|len(f(u))}),

ueS weS

z ¢ehoz je Fejmé, ZeF je G5 v SS. Zaroveh pokudr : 2° x S° — 29 je projekce na
prvni sotfadnici, pakr(F) = 25\ GN € £1(2°), atudizGN € I1}(2°). O
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Znageni 2.10.Necht A C S. Pron € wozn&imen~A = {n"u: u € A}. Profiltr. 7
nasS budeme definovat™.# jako nejmensi filtr generovany mnozinamiF, F' € .%.

Lemma 2.11. Necht .% je borelovsky filtr na2° a n € w. Potom systém mnozin
{n“F :F e ﬁ} je uzavieny na konetné priiniky:a.# je borelovsky filtr na2S.

Dikaz. Necht (4)r, C {n"F:FeZ},1 < k < w. Tedy existujiB;, € .
k k k
takove, zeA; = n"B;,i = 0,...,k. Potom (A, = (n"B; = n~ () B;, kde
=0

=0 =0

k
() B; € .#, protozeZ je filtr.
=0

Systémn .7 je filtr z definice, zarove vime, zen~.% D {n"F : F € Z} . Uké-
zeme, ze platF’ € n°.F < F,) € Z, kdeF,) = {ue S:n"ue F} jako bylo
pouzito v Tvrzeni 2.7. Implikace doprava jeefma, zvolme tedy libovolné& € n~.%.
Protoze{n"F : F € .7} je uza¥ena na konéné prliniky, musi existovak’ € .
takove, zefl O n~ K. Z toho vyplyva, zel,y O K atedyH,) € .# z definice filtru.

Definujme zobrazend,, : 25 — 25 vztahem®,(F) = F|,. UkadZeme, Ze je
spojité: VolmelUr, 7, z otevené bazes, pak

P! (Unym) = {p €25 (Vt € To)(p(n"t) = 0) & (Vv € T1)(p(n"v) = 1)} =
= Up~1y 01y -

Soltasre z fedchozitasti vyplyva, zed ! (#) = n~.F a tvrzeni je dokazano.
0]

Dosggli jsme do bodu, kdy mlizeme charakterizovat mnozing GAN pomoci
funkceh. Zaroveh sestrojime borelovsky rozklad filt@iN .

Tvrzeni 2.12. (i) GN ={ACS: h(A) <X}

(i) Necht ¢ je spocetny ordinal & = {A C S : h(A) < £}. MnoZina\; je bore-
lovsky filtr naS a (Nf)&m je systém mnozin pokryvajici i\ .

(i) (@ No={S},
(b) pro0 < & <Ny, N = limninf <n“ Un<§/\/7,),
(c) GN = limninf (n“G./\/’ )

Dikaz. (i) Predpokladejméi(A) = X,. Tedyo € d.. (21) - d(doo (21)) . Z defi-
nice derivacel vime, ze{n € d, <E) } je nekonéna, tedy pro kazdou volbu,
hré&e | existujeng > mg sphujicing € d.. <E) =d (doo <ﬁ>) . Opétovnym
pouzitim definice derivace ziskdme, e : ny"n € d <ﬁ>} je nekonéna
a pro kazdén,; € w obdrzimen; > m, takové, Zze(ng,n1) € du <E> . In-

dukci podle: € w ziskdme ke kazdému,; zvolenému hréem | n; takové, Ze
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(no,n1,...,n;) € doo (ﬁ) atudiz(ng,nq,...,n;) € A, tedy hr& | nema vyhra-
vajici strategiivefe J(A) aA ¢ GN.

Naopak pokudd ¢ GA/, potom mé& hréll vitéznou strategii vefle J(A). Ozna-
¢imeM;, N; € S kone&né posloupnosti tahll ré | a ll, tj.

M, = (mo,....m3), Ny = (no, .., 1)

adaleM, N € N budou sphovatM|(i + 1) = M; aN|(i + 1) = N, proi € w.
S pouzitim tohoto zrieni definujeme pro libovoln&/,.  ;, N, € S mnozinu

Witeo,N, = {n € w i n > my4 & hra Il ma viteznou strategii vefie
J(A) se z&atkemMy 1, N,"n }.

MnozinuT™ C S, M € N definujeme nasledoén

¢ Tiwl = {2},
e TM ={un:ueTM neWyn, }. i€uw,
d T]W = UiEt.u EAI'

Ukazeme, &M C A. Volmewv € T, potom existuje € w, zev € T, tedy

v=u"n,kdeu € TM, an € Wy, n,_,. Z definiceWy,, n,_, pak vyplyva, ze
v E g

Nyni ndm postéi, zed(T™) = TM. Volmew € T™ \ d(T™) . To znamena,
Ze mnozina{n € w : u”n € TM} je kon&na. To je ale spor s faktem, Ze bl

ma vyhravajici strategii verh s timto zéatkem. Tedy

o€ TV = do(T™) C doo(4)

ah(A) = Nj.

(i) Z Tvrzeni 2.7 (i) a (v) spolu £asti (iiia) je Zejmé, ZeN, je filtr. Z Casti (iiib)
a Lemmatu 2.11 pak po pouZziti transfinitni indukce dostav&ed/; je bore-
lovsky v 2°.

(i) Z¥ejmé (a) plati. V gipac® (b) volmeé > 0 a A € N.. Potomh(A) < &
a i zachovani znéeni z Tvrzeni 2.7 z bodu (vi) tohoto tvrzeni plyne existence
no € w, Ze pro vdechna > ng plati A,y € J N,, tedyA e n~ J N, ajednu

n<§ n<§

inkluzi mame hotovou. Zvolmés < lim inf <n“ U, <¢ /\/'7,). To znamena, Ze
existujen € w takove, ze pro vsechna > nje B € m~J,_, N, tj. By, €
U, <c Ny, atedyh(B,,) < €. Pro spor pedpokladejme, z& ¢ N, tj. h(B) >
¢+ 1. Ale z Tvrzeni 2.7 z bodu (vii) dostavame, Ze potom pro kaZgé& w
existujek > k, takove, zeh(By) > &, coz je hledany spor.
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V casti (c) vime, Ze
AeGN = (FE<N)(AeN;) =
= (I < Ny) <A € lim inf <n“ UNW>) =

n<§

= A € liminf (n“G./\/’) ,
atedyGN C liminf (n~GN') . Druhou inkluzi obdrzime z

A € liminf (m"GN) & (Img € w)(Ym > my)(A € m"GN) &
< (Img € w)(Ym > mo)(3B,, € GN)(A 2 m"By,).

UvaZujme nyni hrw/ (A) a sestrojme vyhravajici strategiipro hr&e | nasledu-
jicim zplisobem:

e () = my (mg jako vyse),
e pro libovolnén > m, tah hr&e Il poloZime
o((mo,n)"u) = @u(u),u €S,
kdep,, je vyhravajici strategie héé | ze hryJ(B,).

JednoduSe @ime, Ze potonmp je vitézna strategie héé | ve e J(A), tudiz
AeGN.
0]

2.4 Koanalyticky rank A

V této Casti ukaZzeme, Ze zobrazénje koanalyticky rank, a tudiz pro&pplati veta o
omezenosti. Diky tomu budeme moci pro kazdou analytickali GN nalézt < N,
tak, ZeA C AN. Inspiraci pro diikazy &kterych tvrzeni byl kurz Deskriptivni teorie
mnozin Il pffednaseny v LS 2009/2010 na MFF UK docentem Holickym.

Lemma 2.13. Necht f € P;; je strategie. Potom pro strofi’ a @ < ¥N; plati

do(f7H(T)) € [ (da(T)).
Duikaz. Zvolmes € d(f~* (T)) . Z definice derivace dostavame, Ze mnozina
{new:sTne (D)}

je nekonéna. Pro sporiedpokladejme, Ze mnoZida € w : f(s)"n € T'} je kone-

na. Bud' m nejvétsi prvek této mnoziny. Existuje > m takové, zes"k € f~ (7).

Potom alef(s~k) € T aplatif(s"k) = f(s)"p € T, kdep > k > m, coZ je spor.
MnoZina{n € w : f(s)"n € T} je tedy nekonénd, coz znamena, 7&s) € d(T).
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Necht 5 < N, a predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna S. Pokudg je
izolovany ordinal, pak

ds(f~(T)) = d(ds—1 (f (1)) S
d(f " (ds-1(T))) € f71 (d(ds-r(T))) = " (ds(T)).

Pro S limitni mame

ds(f71(1)) = [ da(f (1)) C

a<p
N/ [dalT) = £ (ﬂ da(T)> _ (ﬂ cw))

a<p a<p a<p
a tvrzeni je dok&zano. O

Pro strom!l” C S definujme

J(T) =sup{€ <Ry : @ €de(T)},
j(@) = 0.

Vidime, Ze pro mnozinul C S platih(A) = j(fl) )
Dale pro stroml’ C S as € S definujme nasleduijici:
T(S):{UESZSAUET},
Js(T) = (Tis)) -
Necht' A C S je libovolnd mnoZina a zvolme € P;. Potom poloZme
A=A\{uneS:ueSnecwun<g)}.
Pro jistotu zopakujeme, Ze ptow € S,len(v) = len(w) je
u<ve (V0<i<len(v))(v(i) < w(i))&(30 < j < len(v))(v(j) < w(y)))

V dal$i ¢asti se ndm bude hodit nasledujici formulace bodl (vi)igZvvrzeni
2.7.

Tvrzeni 2.14. Necht'T' C S je strom. Potom pre € S a0 < A < ¥, plati:

js(T) S A g (Eln0 € w)(vn Z nO)(]sAn(T) < >‘)7 (26)
Jo(T) > A (V€ < \) (o € w)(@n > ng) (jen(T) > €). (2.7)

Dllkaz. PolozmeA = S \ T,), potom Zejmé A = T,,). Nejprve si uédomme, Ze

—_—

MAw) =i (Am) B3 (Aw) =i ((T0) ) = dealD). (2:8)
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Z Tvrzeni 2.7 bodu (vi) vime, Ze
§s(T) < A& h(A) <X & (3ng € w)(Vn > ng) (R(Aw) <)
(2¢§) (Eln(] S W)(vn > nO) (]s“n(T) < )\)

a o\ ili jsme (2.6).
Analogicky z Tvrzeni 2.7 bodu (vii) dostaneme, Ze

Js(T) > A& h(A) > X & (V€ < N)(Vng € w)(3n > ng) (h(Am)) =€)
D (ve < N)(Yng € w)(3Bn > ng) (ju-n(T) > €),
coz dokazuje (2.7). O

V nésledujicim tvrzeni si definujeme zobrazeni, které urhazgednodussich*
podmnozinS generovat ,sloZ#jSi“, coz potom uplatnime v diikaze regularity ranku
h.

Tvrzeni 2.15. Definujme zobrazeni : 2° — 25 vztahem

w(A) =8\ (U{n%t:u%fl}u{g}) JACS.

new

Potom
(i) zobrazeniw je spojité,
(i) h(A) =N neboh(w(A)) =h(A)+1,ACS.
Duikaz. Necht T,, Ty C S jsou libovolné a budUsz, 1, jako v (1.2). Pro libovolnou

R C Sozng&meR = {ueS:(3Fn cw)(n ueR)}.Potom Zejmé

U‘Fo,‘f_l pokudo ¢ T; aﬁ N ﬁ =,

wt Ur,m) =
Urr:) { 1%} pokudo € T} neboﬁﬂ‘ﬁ#@.

Zobrazeniw je tedy spojité.
Z definice zobrazeni vidime, Ze pro: € wa A C S je (w(A)),, = A. Ozn&me
¢ = h(A) a predpokladejmes < Ry, diky ¢emuz mlZzeme vyuzit body (vi) a (vii)
z Tvrzeni 2.7:
(Vn € w) (h(w(A)(n)) — h(A) < €+ 1) = (h(w(A)) < € +1),

(vn € w) (A(w(A),)) = (A) =€) = (Aw(4)) = € +1).

Dlsledek 2.16.{1(A) : A € GN'} = ¥,.
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Dukaz. Vime, Zzeh(S) = 0 a pro libovolnéu € S je h(S \ {u}) = 1. Bud' C' € GN,
zeh(C) = £. Potom z fiedchoziho tvrzeni vyplyva
h(C) =€ < h(w(C)) =&+ 1.

Necht A < ¥y je limitni ordinal. Bud' A;, € GN takové, zeh(Dy) = (i, kde(, & .

Definujme mnozin) = S\ | k(S \ Dy). Prolibovolnéu € S am € w plati
kcw

uEDL S ugS\Dy sk ug k™ (S\ D) & k" ueD,
coz nam dava, = D). Potom pro vSechna < A, ng € w existujen > n, takové,

zeh(D,) = (, > v atedy z Tvrzeni 2.7 bodu (vii) dostavarheD) > X. Z bodu (Vi)
afaktuh(Dy) < A pak ziskdme druhou nerovnost, a tédy)) = \. O

Lemma 2.17.NechtT C § je strom,g € P, a < X; au € S. Potom
do(T7) = (do(T))" .
DUkaz. Prou € S plati:
uedT) s ueT'& {ncew:uneT’} jenekon€na
sueT’& {ncw:uneT&u™n>g(u)} je nekonéna

sueT'& {new:uneT&n>[g(u)](len(u)} je nekonéna

SueT'& {new:u"neT} jenekonéna
Nyni se situace ro&uje na dva fipady. Pokudu = @, pako € T9 & o € T,
aprotoze{n € w : n € T'} je nekonénd, tak i € d(7T') , atudiz z definice dostavame
@ € (d(T))?. Pokudu € S\ {@}, pak existujev € S ak € w takové, Zeu = v”s.
Posloupnost. € 7Y prawe kdyzu € T & g(v) < v"k, coz s faktem, Ze mnoZzina
{n € w:u"n €T} jenekonéna, dava € (d(T))".
Bud' 8 < X; izolovany ordindl, potom

dg(T?) = d(ds—1(T?)) = d((ds—1(T))") = (d(ds-1(T)))’

Necht' v < X; je limitni ordinal, potom

d,(T%) = () (ds(T)) = () (ds(T))°

5<y o<y
— ﬂ (ds(M\{uneS:ueSnewun<g)})
o<y
- (ﬂ da(T)> \ {uﬁn cS:ueSncwun< g(u)}
o<y
- (m cw)) — (1))
o<y
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Lemma 2.18.Necht'7}, 7> C S jsou stromy. Potomi(77) < j(75) pravé kdyz existuje
strategief € P;; a strategieg € Py tak, ZeT? C f~1(Ty) .

Dlikaz. Necht existuji zobrazenf, g tak, Ze platily C f~! (T3) . Tedy platij(77)
J(f71(T»)). Z Lemmatu 2.13 vime, Ze pro kazdé < N, plati d,(f~* (13))
71 (do(T3)) . To znamena, ze

<
C

g edo(f(T2) = @ € [ (do(Tr))

a protozef (@) = @ dostavame (' (T3)) < j(Ty), tedy mamej(T7) < j(Ty).
Z Lemmatu 2.17 a z definice operagé dostavame pro kazde < Xy, ze

G € do(T7) & @ € (do(Th))’ & T € du(Th),

¢imz jsme dokazali(77) = j(T1) .
Predpokladejmeg(T7) < j(T3) . Prvky f(s) ag(s) budeme definovat indukci podle
délky s € S tak, aby

Polozmef(2) = @, podminka 2.9 je zjew splréna. Budu € S takové, Ze
Ju(Th) < jra(T2) . Oznd&imei = len(u), potom z Lemmatu 2.14 dostavame, ze

(Ean € w)(vn Z nO)(]u"n(TI) < Jf(u)(T2>> (210)
(V€ < Jrw (T2))(Vmo € w)(Fm = mo) (jpy-m(T2) = §) (2.11)

Polozmeg(u) = g(u|(i — 1))"no, kdeng splhuje (2.10) a zobrazerfi(u"k),k € w
definujme naslednon

f(u)"k prok < ng,
f(wk)=1< f(u)"p prok >ngap € wtakové, ze sgiuje
jf(u)"p(TQ) > ju"k(TI> :

Podminka (2.11) nam zajiStuje, Ze definice funktge korektni. Z celého postupu
pak vyplyva, ze pokud libovolné € 17, pakj,(77) > 0, a tudiz ij)(T2) > 0
af(U) € Ts. O

Pfredchozi lemma nam umozni studovat reklagidefinovanou
A<, B< h(A) <h(B),A Be2°,
diky Cemuz pak dok&dzeme, Zge koanalyticky rank.
Tvrzeni 2.19. MnoZinaZ, = {(A, B) € 2° x 25 : h(A) < h(B)} je analyticka.

Dilkaz. Definujme mnozinu

F:{(A,B,f,g)e28><23><73n><731: (E)ggf—l (E)}.

27



Pro zkraceni zapisu ozéimne

'DZQSXQSX'PHX'P[,
Sg:{u“nES:uES,nEw,u“n<g(u)}.

Uké&zeme, Z&" je borelovska \D. Plati:

(A,B,f,g) € F < (Vs € S) (s € <%Al>g =se f! <§>> &
& (Vs e S) <s ¢ Anebos € S, nebof(s) € ]§> &
& (Vs e ) <s ¢ A nebos € S, nebo(Vt € S)(t € B nebof(s) # t))

Tedy

F= ﬂ({ABf, eD;s¢E}u

{(A,B, f,9) € D:s < g(s|(len(s) — 1))} U

ﬂ({(A,B,f,g)eD;teé}u{(A,B,f,g)eD:f(s)7ét})>.

tesS
Nyni se podivame podroBma jednotlivé mnoZiny vigdchozim zapisu.

e Bud u € S pevné, pak mnozina

{ccsugl=N{ccswvec)

veS

je borelovska (dokonce uzana).

e Bud u € S\ {@} pevné a oznamek = len(u), pak mnozZina

{g€Prglul(k— 1)) >u} =P\ {g € Pr: glul(h — 1)) < u}
— P\ g € Py glul(k— 1)) = v}

v<uy

je borelovska (uzaena).
. Mnoiina{C CS:ue 5} =25\ {C CS:u¢ 5} je také borelovska.
e Amnozina{f € Pr;: f(u) # v} je otewend, tedy i borelovska.

Z Lemmatu 2.18 pak vyplyva, Ze projekci borelovské mnoZihy polském prostoru
D na prvni d& souiadnice je prag& mnozinaZ,, a tedy”, je analyticka. O
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Dusledek 2.20.Plati:

Zy ={(A,B) € 2° x 2° : h(A) < h(B)} je koanalyticka, (2.12)
Zy, ={(A,B) €2° x2°: A€ GN & h(A) < h(B)} je koanalyticka. (2.13)

Dukaz. Zobrazent : 25 x 25 — 25 x 2° takové, ze
t(A,B) = (B,A), A Be€2°x2°
je homeomorfismus a plati
Zy = (25 x 2%)\ ¢t ({(A,B) € 2° x 2° : h(A) < W(B)}),

tedy mame dokazano (2.12).
Necht w je zobrazeni z Tvrzeni 2.15. Potdiw(A)) = h(A) + 1 v pfipac, Ze
h(A) < X;. Pak Zejmé

(A,B) € Zy = (A, w(B)) € Zi,

atedyZ, = (id xw)™' (Z;), kdeid(A) = A, A C S, a zobrazen(id xw) je Z'ejmé
spojité, tudizZ; je koanalyticka. O

Tvrzeni 2.21. Zobrazenh : GN' — X, je regularni koanalyticky rank.
Dlkaz. ProA, B € GN definujme

A< Be (A B) € Z,

A< B o (A, B) € 2,

tedy h je koanalyticky rank. Regularita vyplyv&imo z Dlsledku 2.16. O

2.5 Dalsi vlastnosti filtru GN

V této fazi jiz zname vSechny zasadni vlastnosti fitfty” a s nim souvisejiciho zob-
razenih, diky temuZ se mizeme vrhnout na dalsi z nich vyplyvajici tvirzkieira
posléze poslouzi k diikaz@wo generovani sithafinnich a bianalytickych funkci.

Lemma 2.22.Necht X je topologicky prostory € X, ¢ < R, a nechtY* C X pro
k € wawu € S. Potom nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) (3no € w)(Vk > ng)( 3, <&) {ueS:z eV} eN,),
(i) Upeon {veS:z e} e N

29



Dukaz. Ozn&ime

Cir={ueS:zeY}} kew,
Dx:UnA{UES::EEYv"}.

new

Ziejmé platin~{ve S:z €Y} D (I m {veS:zecY"} atedyi

Dgc:Un“{vES:xEYU”}QU ﬁm“{vES:xeYv’“}:
new new m=n

= liminfn~C7.

n

Protoze tak
Z (i) vime, ZeC? € N,, pro réjakan, < £ an > ng, a z Tvrzeni 2.1Z4sti (jiib)
spolu s jednoduchym faktem, Ze plati

liminf n”C} = liminf n~C},
n n>ngo

ziskameD,, D liminf n~C? € N, a dokazali jsme (i}= (ii).

n>ng
Pokud pouZijeme zri@ni z Tvrzeni 2.7, tak mameé* = (D,), pro libovolné
k € w;zh(D,) < ¢ azbodu (vi) tohoto tvrzeni rovnou dostavame

(FIno € w)(Vn > ng) (R(C) < &),
coz nam dava (i (i). O

DUsledek 2.23.Necht X je topologicky prostory € X anechtY C X prok e wa
u € S. Potom nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

() (Fno € w)(Vk > no) ({u € S: a2 €Y}F} € GN),
(i) U,e,n" {veS:zeY}eGN.
DUkaz. Jednoduchy fakt, Ze pro libovolnou mnoZiduC S plati
AeGN & (I <Ry) (A eNy),

nam diky spdetnosti(Y*) dava existend§ < R, takového, Zze podminka (i) (resp. (ii))
je ekvivalentni podmince (i) (resp. (ii)) z Lemmatu 2.22. O

Dusledek 2.24.Necht X je topologicky prostor a nech¥* C X k € w,u € 8.
Necht Y* = lirg Aifnf Yk (resp.Y* = limsupY}r) a Z, = Y* prov = k~u. Potom
aN

liminf Y* = lim inf Z,, (resp.limsup Y* = lim sup Z,,).
k GN k GN
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Dukaz. Vime, ze

o0
z € liminf Y* oz € y™
k Un
new m=n

&(In, € w)(Vk > n,)(z € YF) (2.14)

<(In, € w)(Vk > n,)(x € lirélj\ifnf Yk

&(In, ew)(Vk>n,) ({ueS:zeY)} € GN)

xelirg/\i/anv@xE{yEX:{wES:yEZw}EGN}
s{weS:reZ,} € GN
s{nviveSnewarecY'} e GN (2.15)
@Un“{UES:xEYf}EGN.

new

Pouzitim Dlsledku 2.23 dostavame poZadovanou ekvive(rict) < (2.15)

PfipadY* = lim sup Y,* ové&fime jednoduchym vygitem. Plati
GN

X\Y :X\hrrGlifquu :hrgj%/nf(X\Yu),

tedy miiZzeme pouZitipdchozicast proX \ Y* a X \ Z,. Dostavame

X\ limsup Y* = liminf (X \ Y*) = liminf (X \ Z,) = X \ limsup Z,,
& k GN GN

coz je hledané tvrzeni. O

Dusledek 2.25.Necht X je topologicky prostor, necht’* C X k € w,u € S
a\ < N;. OznatmeZ, = Y,* prov = k" u. Potom

liminf Z, = lim inf U lim inf Y;*.
M P %

Dukaz. Plati

x € liminf U lim inf V¥
k Ng
C<A
S @Enew)Vk>n) 3 <A ({ueS:zeYr} eN,)

n~{veS:xeY"} € N, aLemma 2.22 nAdm dava

new

a daler € linj%/inf Z, < U
A
poZadované tvrzeni. O

31



Dusledek 2.26.Necht X je topologicky prostor, nechff* : X — Rk € w,u € S
jsou funkce & < X;. Oznatmey, = f* prov = k"~ u. Potom

lim inf g, = lim inf sup lim inf £,
N k <A Ne

Dilkaz. Plyne gimo z g'edchoziho tvrzeni a Tvrzeni 1.26. O

Tvrzeni 2.27. Necht (A,),,.s je posloupnost borelovskych mnoZin v metrizovatelnem
prostoru £, (f.),cs bud posloupnost borelovskych funkci haa .7 koanalyticky
(resp. borelovsky) filtr n@S. Potom mnoziny

limyinf Ay, E\ limsup A,, {(x,t) eFExR: lingnf fu > t} ,

a {(a:,t) € ExR:limsup f, < t}
F

jsou koanalytické (resp. borelovské).
Specialné, pokud existujjy A, neboli;n fu, pak jsou borelovské.

Dllkaz.Proxz € E ozn&me S, = {ue S:z € A,} C S. Definujme zobrazeni
¢ : E — 25jakoy(z) = S,. Zvolme mnozinWy, 1, z baze otekenych mnozin \25.
Pak

o ' (Unny) =A{z € E: (Vt € Ty)(p(x) (t) = 0) & (Vv € Ty)(p(x) (v) = 1)} =

={zeE:(VMeTy)(tgS,) &M eT)(veS,)} =
={zeE:(VMteT)(z¢gA) &M eT)(zeA,)} =

= () (E\A)N (] A, € B(E)

teTy veTy

Ztejméip~! (V) € B(E) proV libovolnou otevenou, a tudiz je borelovska funkce.
Nyni jiz snadno ukdzeme, Ze ndmi zkoumané mnoziny jsou dprkeanalytické
(resp. borelovskeé):

E\limj@ianu:E\{a:EE:SxEﬁ}z{xEE:Sx§Z§5}:
= 1 (2°\ F).
MnozZinuE' \ lim inf A, jsme vyjadili jako vzor analytické mnozing® \ .# pri bore-
lovském zobrazen,p tudlzhm inf A, je koanalytick& (resp. borelovska pgb bore-

lovsky). MnozinyB, = E\A jSOU borelovské a spuji predpoklady ety, tedy vime,
Zeliminf B, je koanalyticka. Ale
F

liminf B, = liminf (E'\ A,) = E \ limsup A,.

Special® pokud existujéim A,, paklim A, = liminf A, = limsup A4, je koanaly-
ticka i analyticka, tedy borelovska a prvidst diikazu je hotova.
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Definujme zobrazenp : E x R — 25 pro(z, c) € R jako

Y((z,¢)) ={ueS: fulx) >c}.
Bud' Ur, 1, libovolnd mnoZina z baze otéanych mnoZin 2. Pak

U(z,c) € Upm < (V€ Ty)(W(x,c) (t) =0) & (Yo e Th)(W(x,c) (t) = 1) &
& (V€ To)(fi(z) < ¢) & (Vv € Th)(fulz) > ©),

tedy

7,/)_1 (UTO,T1) = m {(:L’,C) € ExR: ft(‘r> S C}ﬂ

teTh

N ﬂ {(z,c) € EXR: f,(x) > c}.

veT]

Z Tvrzeni 1.17 jako dlisledek obdrzime iz¢e borelovska funkce. Z nasledujici Gpra-
vy potom ziskame pozadovany vysledek.

{(x,c) e ExR: lllx}ylnffu > c} =

={(r,c) e ExR:{ueS: flr)>ceF}=
= (F) = (ExR)\ ¢~ (2°\ F)

a dostavame, 2%(:1@, c) € E xR:liminf f, > c} je koanalyticka (resp. borelovskd).
F
V pfipade limes superior platimsup f,, = —liminf(—f,) a protoze— f, jsou
borelovské, tak s pouzitintedchoziho dostavame

{(x,c) € ExR:limsup f, < c} = {(:E,c) € ExR: limyinf(—fu) > —c},

F
cozZ je koanalyticka (resp. borelovska) mnozina.
Special@, pokud existujéi;n fu, pak z Tvrzeni 1.17 dostdvame, Ze je borelovska.
£ .

Disledek 2.28.Necht E je kompaktni metrizovatelny prost¢f,,),,. s je posloupnost

borelovskych funkci n&, 0 < f, < 1,u € §, a¢ < N;. Potom funkcéir?vinf fuje
3
univerzalné méfitelna.

Dillkaz. Z omezenosti mame, ilm/%[inf f. je funkce a unoverzalni éitelnost plyne z
3
Tvrzeni 2.27 a 1.20. O

Diky tomuto disledku mame pro zbyvajici tvrzeni této kalgitryfeSenu otazku
meéfitelnosti funkci definovanych jako limes inferior poslagsti omezenych borelov-
skych funkci podle @kterého z nami definovanych filtri.
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Lemma 2.29. Necht E je kompaktni metrizovatelny prostpre M'(E), (fu),cs i€
posloupnost borelovskych funkci Ba0 < f, < 1,u € S, a& < X;. Potom plati

o < Timi '
I (hnAlénf fu) < hnAlénf 1 (fu)

Dlkaz. Pro¢ = 0 mame
. _ < T
I (hrrjlv;nf fu) [t (iréfs fu) < inf u(fu) = liminf u(fa),

protoze funkceng fu < f, pro vSechna € S atvrzeni plati.
ue

Necht ¢ < ¥, libovolné, oznéme f* = f,~,,n € w,u € S. Potom z Dusledku
2.26 mame
liminf f, = liminf sup liminf f;".
./\/'g v n <<§ NC

S vyuzitim Fatouova lemmatu (ngg3], 123B) a indukniho gedpokladu tedy dostéa-
vame

Fatou
W (lim inf fv) =L (lim inf sup lim inf ff) < liminf g (sup lim inf fZL)
Ne n (< Ne n (<t Ne

= liminf sup p (lim inf ff) = lim inf sup lim inf p (f})
no<g Ne noog<e N

= 1iHA1[§nf 1 fo)-

O

Tvrzeni 2.30. Necht F je kompaktni metrizovatelny proster,e M!(E) a necht
(fu)ues i€ posloupnost borelovskych funkei< f, < 1,u € S. Potom funkce defino-
vana vztahenf = lirg/\i/nf fu je p-méfitelnd au (f) < lirg/\i/nfu(fu).

Specialné, pokud = grAr} fur PAKK(f) = grAr} w(fn)-

Dlikaz. Ozn&me f; = li%inf fu- Opet z Tvrzeni 2.27 obdrzime, Ze funk¢gejsou
13
borelovské a z definice limes inferior plyne, Ze plat= sup f¢, atedy pro¢ < (' je
<Ny

fe < fo. Pro kazdé > 0 existuje borelovska funkcg < f sphujiciu(f — g.) < e.
Prox € E ozn&me A = {u e S:g.(z) < fu(r)} a z fredchoziho dostavame, ze
As € GN. PolozmeG. = {A¢ : x € E} . Definujme funkciy. : E — 25 vztahem
Y. (z) = AZ. Potom pro libovolnody, 7, z otewrené bazes plati

e (Upm) € (Bue Th)(g:(x) < fu(z)) & (Vv € Ty)(g(x) > folx)) &
& (FueT)(3q € Q)(g-(v) < q < fulx) &
& (Vv € Tp)(Vp € Q)(g:(x) > p nebof,(z) < p),
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tedy
77Z) UT0T1 :<U Ugs ﬂf (( )))ﬂ
u€T1 geQ
(ﬂ (o= (poo)) U £, ((—oom))) :

vETH peQ

Protoze funkcef,,u € S a g. jsou borelovské, i funkce). je borelovska. Fejme
GN 2 G. = ¢.(E) € X{(2°). Z véty o omezenosti koanalytického rankuétel
1.28) dostavame, ze existuj¢s) < R, takove, zeG. C Ng.). Potomg. < fe
a pokud polozime, = supf(%), pakg; < fe, < f pro vSechnax € w a pla-
new
ti u(f) = p(fe,) Vime, 2eli%infu(fu) < hmmf,u(fu) a z Lemmatu 2.29 méame
€0
wu(fe) < li%infu(fu) Dohromady tedy dostavame ) = p(fe,) < hrjr\l/lnfﬂ(fu) <
€ €0

lirg/\i/nfu(fu) a jsme hotovi.
Nyni poloZmeg = limsup f, = hm mf( f.). Potom z pedchoziho vime, Ze
aN

funkce —g je p-méfitelnd ap(g) > —hrél/%[nf —u(fy) = limsup p(f,). Pokud tedy
GN
existujelim £, = f, pak u(f) < liminfpu(f,) < limsupp(f,) < wp(f), a tudiz
GN GN GN
p(f) = limp(fu). O
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Kapitola 3

Silné afinni borelovskeé funkce

V této kapitole ukdzeme, Ze Ize ke kazdé borelovské&slimni funkci najit systém
spojitych afinnich funkci konvergujicich k této funkci pediltru GA . Presrgji; necht
E je lokalré konvexni metrizovatelny prostorfé C FE je jeho konvexni kompaktni
podmnozZzina, potom je prostor vSech 8ilafinnich borelovskych funkci nd tvoren
prave vSemi limitami podle filtruG A funkci z2¢(K) prostoru vSech spojitych afin-
nich funkci nak’.

Z&kladnim stavebnim kamenem tétasti je Choquetovaéta o kapacitabilé.

3.1 Choquetova ¥ta o kapacitabilité

Véta 3.1(G. Choquet[4]) Necht £/ a F' jsou kompaktni metrizovatelne prostory,
AAL,ACFEaB,B,,BC Fnew,alC:Z(E)x Z(F)— R, funkce spl-
nujici nasledujici podminky:

ACA BCB= C(A B)<C(ADB), (3.1)
A, A B, /' B= C(A,B) =supC(A,, B,). (3.2)

new
Pak plati:

PokudA C E a B C F jsou analytické mnoziny & < C(A, B), pak existuji
klesajici posloupnosti kompaktnich mnoéi,) a (L,,) takove, Ze pro kazdé € w
platiC(H,,L,)>t, (\ H.CAa () L, CB.

new new

Mé&jme danou funkci € A(K) sphujici Rng(f) € (—1,1). Necht £ = F =

K x[—1,1]. Definujme funkciC : & (E) x & (F) — {0, 1} nasledujicim zplisobem:

0 pokud existuje posloupno§t, ),cs C A(K) ,
Rng(f.) C (-1, 1) sphujici:
C(A, B) = i) AC 1iIIGl/\i[Hf{($,t) € E: fu(z) >t} (3.3)
(i) B Climsup{(z,t) € E: fu(x) < t}.
GN

( 1 jinak.
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Z definice je zejmeé, Ze funkc&' sphuje podminku (3.1).
Tvrzeni 3.2. FunkceC' splhuje podminki(B.2).

Dilkaz. Necht A,,, B,,, A, B jsou mnoziny jako ve ¥t 3.1. Pokud existuje € w ta-
kové, zeC(A,, B,) = 1, pak z faktu, Ze funkcé€' spkuje podminku (3.1) &ng(C) =
{0,1}, dostavame’( A, B) = 1 a podminka (3.2) je spéma. Pedpokladejme tedy, Ze
C(A,, B,) = 0pro kazdé: € w. Zvolme pro kazdé € w posloupnostf”) z definice
funkceC'. Pron € wau € S ozn&meg,,~, = fI' (agy = 0).

V nasledujicicasti o\&fime, Zeg, spihuje gedpoklady z definice funkc€ a tedy
C(A,B) =0.NechtY” = {(z,t) € E: f(z) > t}.Z (3.3)(i) dostavame néasleduji-
ci tvrzeni:

Climi Cm e yA _ n .
An_hnGl/\lfnf{(a:,t)EE.fu(x)>t} llrgj\lfanu y". (3.4)

Pouzijeme-li Dlsledek 2.24 prg”, obdrZzimelim inf Y = lirg/\ifnf Z,, kde prov =
nuje Z, = {(z,t) € E: f)(z) >t} ={(z,t) € E: g,(x) > t}. Tudiz

A=IlimA, =liminf A,, C

C T VT — Timn T :
C hmnme hrg/\lfnf Z, hrg/\lfnf{(x,t) € E:gy(x) >t}

a podminka (3.3)(i) je spéna.
Analogicky ow&fime podminku (3.3)(ii).
Dusledek 2.24 prd’ = {(x,t) € E: f*(x) <t} aY™ = limsup ¥, ndm dava
aN

B =lim B, = limsup B,, C

n

C limsup Y" = limsup Z, = limsup {(z,t) € E : g,(z) < t}.
GN GN

n

O

3.2 Generovani sil@ afinnich funkci

Uké&zali jsme, Ze ndmi zkonstruovana funkéesplhuje gredpoklady Choquetovyér
ty o kapacitabilié, v tétoCasti toho vyuzijeme vhodnou volbou mnozinha B tak,
abychom dokazali poZadované tvrzeni. V celé sekci buderagowat/X’ kompaktni
konvexni podmnoZinu lokdnkonvexniho metrizovatelného prostokua ozn&ime
E=Kx|[-1,1].

Definice 3.3.Necht g : K — R je omezena shora polospojita funkce. Horni obalku
funkceg definujeme jako

g=inf{f e A(K): f>g}.
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Pozorovéani 3.4.Funkceg je shora polospojita.

Dlkaz. Plati
{reK:g(x)<c}= U {reK: f(zx)<c},
FEAYK)
f2g
kde sjednoceni Ize uvazovat sdne diky separabiétl‘(K) . O

Tvrzeni 3.5 (Mokobodzki [1]). Necht'g,g, : K — R, n € w jsou shora polospojité
funkce a posloupnosy,,).c.. je klesajici. Potom plati:

() g(x) =sup{u(g) : p € MHK),r(n) =z},
(i) pokudg = inf g, potomg = inf g,,.

Lemma 3.6. Necht g € ((K). Oznatmé’ = {(z,t) € E: g(x) >t} abud W C
E \ V. Jestlize platiC(V, W) = 0, potomg < lirg/\ifnf fu, kKde (f,)ues je libovolna

posloupnost z definice funkcé

Dilkaz. Pro spor pedpokladejme, Ze existujec K spihujici
g(x) > lnélj\lfnf ful).

Zvolmet € (lirgj\i/nf fu(),9(x)), 4. (z,t) € V. Pro kazdéF € GN tudiz existuje
up € F sphujici f,,.(x) < t, atedy

(1) ¢ {(y,s) € E: fu,(y) > 5)} , F € GN.

Potom ale

@t ¢ |J (N {ws) eE: fuly)>s} 2V

FeGN ueF

a mame spor §'(V, W) = 0. O

Lemma 3.7. Necht G C K x [—1, 1] je uzaviena mnoZina a bdg, —1) € G pro
vSechnay € K. Definujme funkci

g(x) =sup{t € [-1,1] : (z,t) € G} ,x € K.
PotomG =@ (G) = {(z,t) € B : §(z) > t}.

Dlikaz. MnoZina{(z,t) € E : g(x) >t} je uza¥ena (Tvrzeni 1.8), konvexni a ob-
sahuje mnozinG. Tedy G C {(z,t) € E : §(z) >t} . Pro druhou inkluzi zvolme
y € K. Zfejmé (y,g(y)) € {(z,t) € E: g(xz) > t}. Pro spor pedpokladejme, Ze
(y,3(y)) ¢ G. Potom mnoZiny{(y,j(y))} a G jsou uzavené kompaktni konvexni
a z Hahn—Banachovyéty dostaneme existenci funkgec 2¢(K') takové, Ze splu-
jeG C{(zx,t) e F:t<j(x)}aly,il) € {(z,t) € E:j(x) <t} Toje ale spor,
protoZze funkceg spliuje;j > ¢ a tedy musi z definicg platit g < ;. O
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Veéta 3.8.Necht K je kompaktni konvexni podmnoZina lokalné konvexnihdzoes-
telného prostoruX. Potom

AK) = {lim fu: (fu)ues ©A(K) & (Ir € R)(Vu € S)(|f] <1}

Dukaz. Necht (f,).cs je omezena posloupnost spojitych afinnich funkci a netht
lci;rj{} f.. Diky Tvrzeni 2.27 vime, Z¢ je borelovska, a pokud € M, tak z Tvrzeni

2.30 plyneu(f) = grAr} w(fy) = 1&5\1/1 fu(z) = f(2), tudiZ f je silné afinni.

Zvolme nyni peve f € 2A(K), diky Tvrzeni 1.23 mliZzeme uvazovatK) C
(—1,1) anecht

Ao ={(r,t) € B+ f(x) > 1},
By ={(z,t) € E: f(x) < t}.

Mnoziny Ay a B, jsou borelovské podle Tvrzeni 1.17 (a tedy i analytické)ytalize-
me aplikovat \&tu 3.1 proC', Ay a By. PokudC'(Ay, By) = 0, zvolme pev@ posloup-
nostf, z definice funkce’. Pouzitim Lemmatu 3.6 prf, Ay, By, f.a—f, By, Ao, — fu
obdrzime
f <liminf f, <limsup f, < f,
GN GN

a tedy jsme ukazali, 2¢ = lérj\r} fu-

Predpokladejme tedy’'(Aq, By) = 1. Necht H, a L, jsou posloupnosti kom-
paktnich mnozin garantovanééibu 3.1; tedyC(H,,, L,) = 1 pro kazdén < w,
H=NH,C AyaL =L, C By.Necht H; = K x {—1}, Ly = K x {1}. Z faktu
Rng(f) C (—1,1) obdrzimeH,; C A, andL,; C By. Ozn@&me H = o (H U H,),
L=c(LULy) aH, =to(H,UH,), L, = (L, U Ly).

Definujmeh(z) = sup {t € (—1,1) : (x,t) € HU H,;} a pro kazdé € w analo-
gicky h,,(z) = sup{t € (—1,1) : (x,t) € H, U H;} . Funkceh i h,, jsou shora polo-
spojité z Tvrzeni 1.7. Z Lemmatu 3.7 okan&dostavame, ze

ﬁ:{(x,t)eE;ﬁ(x)zt},

H, = {(x,t) € E:hy(z) > t} N E wW.
Z Tvrzeni 3.5 bodu (i) pak obdrZime= inf h,,, tedy i H = (" H,,.
ProtoZzeH C Ay, mameh < f. Zvolme pevez € K a deﬁ‘inujme funkci
D, M (K) =R, @,.(u)=pu(h).

Potom z Tvrzeni 1.10 dostdvame,&gje shora polospojitd a definovana na kompaktu
M, (K), tudiz nabyva svého maxima (z Tvrzeni 1.9). Neefjeé mira, ktera maxima-
lizuje ®,. S vyuZzitim Tvrzeni 3.5 bodu (i) potom dostavame) = v(f) > v(h) =
h(z)aH C A,y. Analogicky se ukaZe, 7& C B,
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_ Nyni ukazeme, Ze existuje € w takové, zeH; N L, = @. Ozn&me M, =
H,NL,. Potom

N = (Han L) =V H (L= HOLC AN By = 2,

atedy(K x [—1,1]) \ M, je otewené pokryti kompaktus x [—1,1]. Z kon&ného
podpokryti obdrzime hledariéc w.

MnoZiny H,, a L, jsou disjunktni neprazdné konvexni kompaktni podmnoZiny
lok&lné konvexniho prostord x [—1, 1], €imZ jsou splény vSechny fedpoklady
Hahn—-Banachovy éty a s jejim vyuZzitim dostaneme existenci spojité afinnkden
g : K — [—1, 1] splhujici

Hy C{(z,t) € K x [-1,1] : g(z) > t},
Ly C{(x,t) e K x [-1,1] : g(z) < t}.

V definici C(Hy, Ly,) pak st&i polozit f, = g,u € S. TudiZC(Hy, L) = 0, coz je
spor s fiedpokladentC/( Ay, By) = 1. O

3.3 Silré afinni funkce v nemetriz. prostorech

V této sekci rozgime vysledek ziskany vySe i na nemetrizovatelné prostiky mhe-
todé zvané metrizovatelna redukce.
Necht' ¥ je systém funkci na prostoriy. DefinujemeW¥, = ¥ a pro ordinal

A < Ny necht'¥, je systém obsahujici vS8echny bodové limity funkdiz V... Ozn&-
K<A

meW (A¢(X)) = {inf w; : w; € A9(X),0 < i < n} systém spojitych konkavnich po

castech afinnich funkci nd. Dale proa < X; budouB,, (X) = (¢'(X)), baireovské

funkce fidy «.

Tvrzeni 3.9. W (2°(X)) — W (¢(X)) je husty v&'(X) .
DUkaz. [7], Proposition 3.11. (c). O

Tvrzeni 3.10. Necht X je topologicky prostor & € Bz (X), 5 < X; Potom existuje
spocetny systém funkgi C ¢ (X) takovy, zef € Fp.

Dlkaz. Tvrzeni Zejmé plati pro3 = 0. Necht 5 < X, libovolné a gedpokladej-
me, Ze tvrzeni plati pro vSechna < §, tj. pro libovolnoug € B, (X) existuje
spc&etny systéemF? C ¢(X), zeg € (F7),. Necht f € Bs(X). Potom existuji
fu € Bg, (X),B, < B,n € wtakové, Zef = lign fn. PolozmeF = |J F/». Potom

new

F C € (X) je spcetny, pro vSechna € w plati f,, € F3,, atedyf € Fs. O

Tvrzeni 3.11. Necht p : X — Y je spojita afinni surjekce kompaktni konvexni mno-
Ziny X na kompaktni konvexni mnoziliu Necht g : ¥ — R je funkce. Potong je
silné afinni pravé tehdy kdyzo ¢ je silné afinni.
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Dulkaz. [7], Proposition 5.29. O

Lemma 3.12.Necht X je kompaktni konvexni mnozinga B, (X),a < R, je silné
afinni baireovska funkce. Potom existuje kompaktni komvegtrizovatelna mnoZzina
Y, spojita afinni surjekce> : X — Y a silné afinni borelovska funkge: ¥ — R
spliujici

f(@) = g(e(@)).
DUkaz. Diky Tvrzeni 1.23 muZemefpdpokladat, zé < f < 1. Necht

H={h,€C(X):necw}

je sp&etny systém spuijici, zef € H, (Tvrzeni 3.10). Z Tvrzeni 3.9 dostaneme
kon&né soubonyi/® C A¢(X),VE C 2A¢(X) takové, Ze funkcelr = infU* €
W (A(X)), vk = supVE € —W (A(X)) sphuji ||h, — (uf +05)|| . < 1 pro

vSechnau, k € w. PoloZme
e=J Uy,
n,kEw
definujimey : X — R* vztahemp(z) = (¢(2))sco @ 0zn&meY = ¢(X). Potom
v je Zrejmé spojita afinni (vSechny slozky jsou spojité afinni) surekcnaY aY je
tedy kompaktni konvexni podmnoZina metrického prosistuPro libovolnén € ¢ a
y € Y definujmer(y) = n(x), kdex € X je takové, Zeo(z) = y. Definice je korektni,
protoze pokud jsou;, zo € X, Zep(x) = y = p(22), pakn(x;) = n(zy). Potomny
je afinni spojita funkce.
Pron, k € w ozn&me

afz{ﬂ:ueurlf},
17,];3:{’17:1}6]/5}

au = infUf* 7% = sup V. Zvolmey € Y az € ¢! (y), potom Zejme

n» - n

~Fk — inf o — inf o — inf _ .k
Uy, (y) ulenu,’gu(y) ulenuﬁuw(w)) ulenu,’gu(x) Uy, ()

a analogicky dostanemg o o = v*.
Nyni ukdZeme, Ze existujg C €' (Y') spaetny systém takovy, Ze pro kazgé< o
ag € H., existujeg € H.,, zeg = g o . Definujme

T = liin(ﬂﬁ + %), n € w,

aH = {hn ‘n€ w} ,pakproy € Y az € ¢! (y) plati

h(y) = lim(, + 03,) (y) = lim(@, (¢ (2)) + T, (p(2)))
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tedy definice je korektni a mantg o ¢ = h,,, coZ je pozadovany vysledek pfo= 0.
Necht v < « a plati indukni pfedpoklad pro vSechn& < ~. Potom pro libovolné
g € H, existujig, € Hs,,0, < y takove, Zeg = lim g,,. Z indukEniho gredpokladu

dostavame,, € ﬁ% a analogickym postupem jako v (3.5) obdrzime funkspliujici
g o ¢ = g. Funkceyg je Z'ejmé baireovsk& v metrizovatelném prostary tedy je
borelovska. Zbyva ukazat, Ze funkgge silné afinni, coz plyne z Tvrzeni 3.11. O

Diky této meto@ si nyni miizeme ve & 3.8 odpustit fedpoklad metrizovatel-
nosti.

Veéta 3.13.Necht X je kompaktni konvexni mnozina,< 8; a f : X — R funkce.
Potomf je silné afinni baireovskéa funkce prave kdyz existufeR a systém spojitych
afinnich funkcif, : X — R, |f,| < r,u € S takovy, Zef = lérj\r} fu-

Dlkaz. Necht f je silné afinni funkce baireovskéitly o < R, a ¢ je spaojita afinni
surjekce nal = p(X) kompaktni konvexni metrizovatelnou podmnoZiRtiz Lem-

matu 3.12. Nechtf 2((L) je odpovidajici funkce z Lemmatu 3.12. Potom &ty
3.8 dostavame omezenou posloupnost spojitych afinnicrefypk: L — R,u € S,
sphhujici f = ICI;I/{/I fu. Polozmef, = f, o ¢, u € S. Potom Zejmeé f, € A¢(X) a pro
xr € X mame

lim f,(z) = lim fu(p(2)) = f(p(2)) = f(2).
Necht' (f.)ues € A°(X) je omezena posloupnost a existifje= ICI;I/{/I fu. Necht

f.. f : L — R jsou odpovidajici funkce z Lemmatu 3.12. Potéﬁ) CA(L) je

ueS
omezena posloupnosta pyee L az € ¢! (y) plati

lim fuly) = lim Fulp(x)) = lim f.(x) = f(z) = flp(e)) = f(y).

Funkce/ je borelovska silé afinni z \Bty 3.8, tudiz existujer < Ry, e f € B, (L),
C0Z znamena, Zefi je silné afinni funkce baireovyidy «. O
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Kapitola 4

Bianalytické funkce

4.1 Konstrukce Suslinova schématu

Nejprve dokazeme jednoduché technické lemma, které se ndendale hodit.
Lemma 4.1. Necht X je separabilni metrizovatelny prostor a necp®), s je Sus-
linovo schéma tvofené podmnoZzinami Oznatmes, = (| Py a H, = |J Gy.
Potom = =
(i) G,.2G,, prouCwveS,
(i) H, > H,, prouCwveS,
@iy H, < H,, prou<wvesS

ivialU NPw=U N Hyn

veN new veN new

Dikaz. Bod (i) plyne gimo z definice mnoziid;,. Bod (ii) Ize nahlédnout z
r € H,s (I <v)(zeGy) ol (F' <v)(Vj <len(v))(z € Gy|;) =
= (I <u)(zeGy)=ze€H,
a (i) ukdzeme nasledujicim zplisobem:
reH, & (W <u<v)(zreGy) =z H,.

Zbyva dokazat tvrzeni (iv). OzomeC = |J () P,pnaB = U () Hyp. Do-
o veN new veN new
stavame
reCe (eN)(Vmew)(xz e Pyn)
& (I e N)(Ym e w)(z € Gym) =
= (In e N)(Vm € w)(x € Hy,y) = x € B,
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atedyC C B. Zvolme nyni peve@y € B a nechtn € N sphujey € H,,, pro
vSechnan € w. Prou € S definujeme ordinal

ay =sup{f<w:(Fvew’)(yeG,)}.

Posloupnostia;)icw., a; € w a(A4;)icw, A; € S definujeme néslednoen

A = (@),

ap =min {0 <j <n(0): ap-; =w},

Ar = (ao),

a; = min{O < J<n(i) : agpmy :w},
A1 = A" ay.

Prvre je feba o it, Ze definice je korektni. Proe w poloZzme

Wge =max {0 <7 < i) s ag; =wh.

max

Pro spor pedpokladejme, ze . < w. Potom pro v8echné < j < n(0) av €
wnast1 platiy ¢ G~,, zCehoZ vyplyvay ¢ H, .0 2. Analogicky z redpokladu
o e < w Ziskdme spoy ¢ H, i .i42), & tedy definice je korektni.
PolozmeA = (ag, a1 ...), potomy € (| Gam, zZCehoz plyney € C a obdrzeli
mew

jsme druhou inkluzB C C. O

Tvrzeni 4.2. Necht' E je separabilni metricky prostof;;, C, C E koanalytické mno-
Ziny. Potom existuje posloupnost mnoi, ), . s v £ spliujici:

(i) C2\CL C E\ lméifup H, <: hrél/%[nf (E\ Hu)> :

Dlikaz. MnozinaFE \ C, je analyticka a sgiuje g'edpoklady Lemmatu 4.1, dostavame
tedy Suslinovo schémd.,).cs sphujici podminky (ii) a (iii) z lemmatu. Taktéz\ C4
je analytick& a spiluje gedpoklady téhoZ lemmatu, takZze dostavame Suslinovo schém
(K!)yes. PolozmeK, = E'\ K|,u € S a z podminek (ii) a (iii) dostavame ptg,,
nasledujici:

ouCv= K, CK,, (4.1a)

ou,vak,kEW:(uﬁvéKuQKv). (4.1b)
PolozmeH, = () (K;UL;). Ov&ime, Ze takto definované mnoziny 8pji podminky

tCu

(i) a (ii) z tvrzeni:

(i) Necht z € C; \ C,. ProtoZzer € C;, mnozinaA = {u € S :z ¢ K,} je strom
s kon€nymi vetvemi (oznadme WF). Zarove = ¢ C,, tedy strom

B={ueS:ze€lL,}
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ma nekonénou \etev (oznéme IF); exisujex € N, Zea|n € B pro vSechna
n€w.0zn&meD ={ueS:x € H,}.

Uvazujme hru/(D): Necht hr& | hraje vi—tém tahu vZdyx(:) bez ohledu na
tahy hr&e Il a zvolme libovolné € N splhujici 5 > «a, to znamena, Ze htdl
muiZe hrat3(i) jako odpoeéd na taha(i) hr&e I. ProtozeAd je WF, tak existuje
k € w takové, Ze3|k ¢ A. Zvolme libovolnéu € S takové, Zeu O |k. Necht
t C u. Nyni nastava préjeden ze dvouijpadi:

(@) Blk C t: Potomp|k ¢ A, atudizt ¢ A, coZz znamen4, ze€ K,.

(b) t = B|j pro rejaké; < k: Vimea(i) < §(i) = (i) pro vSechna < j.
Solasre plati, Zex je nekonéna \Btev vB atedya|j € B, coz znamena
x € Lqj;. Ale z podminky (i) Lemmatu 4.1 dostavamec L,; C L;.

KdyZz dame oba ippady dohromady, dostanemec K; U L; pro kazdé C u.

Tedyz € (| Ky U L, = H,, atudizu € D. To znamena, ze héd vyhrava ve
tCu
hfe J(D) bez ohledu na to, co hraje lirél (5 bylo zvoleno libovol®) a mame

D € GN. Z definice limes inferior vidime, Ze

xelirgj}/anu@){ueS:weHu}EGN,

COZ je fgesre to, co jsme ziskali.

(i) Necht z € Cy \ C;. Nyni mnozinaAd = {ue S:x ¢ K,} je IF a existuje
nekonénd Bteva € N a mnozinaB = {u € S:x € L,} je WF. Ozn&me
D' ={ueS:xz¢ H,}.ProhruJ(D’) pouzijeme podobny argument jako vy-
Se: Hr& | hraje (i) a hr& Il hraje libovolnés(i) > «(i), 5 € N. Vime, Ze
ali € Aprokazd€ € w, tedyr ¢ K,j;. Ale z (4.1b) an(i) < (i) dostavame
K. 2 Kg; anasleda iz ¢ Kg; pro kazdéi € w. ProtozeB je WF, existuje
k € wtakové, ze5|k ¢ B = = ¢ Lg;, az podminky (ii) Lemmatu 4.1 obdrzime
x ¢ Lg, provSechnan > k. Tedyz ¢ Lgj,, UKpg, prom > k, atudize ¢ H,
prou 2 [|k, coz vede K 3|k)~v € D’ pro vdechna € S, tedyD’ € GN a
T € lirgjzfnf(E \ Hy,).

O

Predchozi tvrzeni bylo formulovano pro obecné koanalytick®Ziny, coz ndm s
bianalytickymi funkcemi filis nepomuZe. Diky nasledujicim tvrzenim &% 1.6 ale
dok&zeme tento problém odstranit.

Tvrzeni 4.3. Necht E je separabilni metrizovatelny prostofaC E xR je analyticka
mnoZzina. Potom existuje Suslinovo schéma uzavienychim(idgscs splhujici:

) B=U N Qur,

veN kew

(i) (Vue S\{ZN(EteR:t>0)(Qu.C E x [t.1]).
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Dukaz. Pron € w ozn&mekFE_,~ = E x[—n,n]. Necht (P,),cs je Suslinovo schéma

uzawenych mnozin sgiujiciB = |J () P Pron € wau € S polozme
veN kew

Qn”u = E<n> N Pu, Q(@) = F x R.

Potom toto schémdaejmeé sphuje podminku (ii). Zbyva o&it podminku (i).
Volme (y, s) € B, tedy existuje) € N tak, Ze pro vSechna € w je (y, s) € Py
Potom ale pron € w takove, Zzen > |s| plati (y, s) € Q(,~x Pro véechna ¢ w a

veN kcw
Nyni zvolme(y,s) € J [ Qux- Opet existujen € N, Ze prok € wje (y,s) €
veN kew
Q- Ozn&men’ € N takové, zen = n(0)"7'. Potom ale lehce nahlédneme, Ze

(y,s) € Ecpoy> N Pyix € Pyjx pro vdechna: € w a mame i druhou hledanou
inkluzi. O

Tvrzeni 4.4. Necht E je separabilni metrizovatelny prostofa C E xR je analyticka
mnozina. Pror € R oznatmeE(,) = E x (—oo,7), resp.Ep; = E x (—o0o,7].

Necht (P;),cs je regularni Suslinovo schéma splhujisi = (J () P,x. Polozme
veN kew
Qs = Py U E(_ien(s)), 1€SP.Q = Py U E_1n(5). Potom plati:

) B=U NQr=U NQ,

veN kew veN kecw

(i) prouCoplatiQ, 2 Q,aQ, 2 Q. ,u,veS,
(i) pokud prou < v plati P, C P, pakiQ, C Q,aQ, C Q' u,v e wr k € w.
Dlkaz. Zfejme P, C Q, C Q.,s € SatedyB C | ) Qux C U ﬂ Q1

veN kew

Zvolme(y,t) € U () Q- Tedy existujer € N tak, Ze

veN kew

e Q=) (PpUE- (ﬂ Pl,k) U <ﬂ E[_k]) :

kew kew kew kew

kde posledni rovnost plati diky vlastnostj, 2 P, a By 2 E;_ pro Iibovolné
k <. Protoze aleﬂ E_y = @, tak dostavamey, s) € () P, a U N Qi C

kew veN kew

tedy jsme ukazall bod (). Body (ii) a (iii) plynou jednodugh ov&fenim pgimo z
definice. !

Tvrzeni 4.5. Necht' E' je separabilni metrizovatelny prostor B C E je analy-
tickd. Necht' (P,).cs je regularni Suslinovo schéma uzavienych mnozin takavé, z

B = U () P, Potom existuje Suslinovo schéma otevienych mrnéZif.cs spl-
veN ncw
nujici

() Qu2 P, ues,
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(i) B=U N Qup-
veEN new
Dukaz. Necht p je kompatibilni metrika n&, ozn&medist(x, A) vzdalenost bodu
x € Fod mnozinyA C E, tj. dist(x, A) = inf {p(z,y) : y € A}.
PolozmeQ, = {x € E:dist(x, P,) < m ,u € S. Potom@, jsou oteve-
né mnoziny a automaticky smhji podminku (i). Zbyvéa tedy ukazat bod (ii)fgme
platiB C |J () Qun, zvolme tedy pevéz € (J () Q... Necht n € N spl-

.. veN new . . uENnec,u ) . ] ]
nujer € Q,n pro vsechnan € w. Pro spor pedpokladejme, Ze existuje € w

takove, zex ¢ P,,,. Polozmes = dist(z, P,,). Protoze mnozina’,,, je uza-
viena, mame: > 0. Zvolme k € w, abye > % Potom z regularity schématu
(P,) platidist(z, Pym+r)) > 1.z €ehoZ dostavame kyzeny spok Q. umir). O

4.2 Generovani bianalytickych funkci

Tvrzeni 4.6. Necht FE je separabilni metrizovatelny prostgf,: £ — R funkce spl-
nujici, Zze mnozing(x,t) € E x R: f(x) >t} je analytickd. Potom existuje systém
spojitych funkcihy)ues\ (o}, he : X — R tak, Ze

{(wt) e ExR: f(z) >t} = | () {(z.t) € ExR:hy(z) >t}

veN kew

Dillkaz. Tvrzeni 4.3 ndm zajiStuje existenci Suslinova schématuignych mnoZzin
(Ps)ses, kde mnozZinyt € R : (z,t) € Ps,z € E jsou omezené pro vSechny posloup-
nostis € S\ {@}. Standartnim postupem (Pozorovani 1.13) Ize zajistit, hérsa
(Ps) je regulérni. Potom aplikaci Tvrzeni 4.4 ziskdme Susliresieema uzaenych
mMnNozin(R;)ses, diky Cemuz mame pro mnozing, s € S splrény gedpoklady Tvr-
zeni 1.7. Tvrzeni 4.5 nam pak k schém@hl);cs zkonstruuje Suslinovo schéma ote-
vienych mnozin(Q;)ses (pficemz neztratime zadnou vlastnost, kterouglmijeme
pro splréni gedpokladll Tvrzeni 1.7). MGiZeme tedy korekthefinovat

rs(x) =sup{t € R: (z,t) € R,},s € S\ {9},

gs(x) =sup{t € R: (z,t) € Qs},s € S\ {@}.
Potom funkcer,),cs\(»} jSOU Omezené shora polospojité, funkgg) .\ (-, omezené
zdola polospojité a zaroweplatip,(z) < ¢,(z) prox € E,s € S\{@},tedy z ety 1.6
ziskavame pro kazdée S\ {@} existenci spojité funkcé, sphujicip, < hy < gs.

VSechna pouZita tvrzeni garantovala, Ze vysledek Suslinoperace na nové schéma
se nezréni, Zejme tedy plati

{(z,t) e ExR: f(z) >t} = | [ {(z.t) € EXR: hy(z) > 1},

veN kew

kde polozime{(z,t) € E X R : hiy)(z) >t} = X x R. O
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Disledek 4.7.Necht E je separabilni metrizovatelny prostof, : £ — R funkce
spliujici, Ze mnozinf(z,t) € £ x R : f(x) < t} je analyticka. Potom existuje systém
spojitych funkcihy,)ues\ (o}, b : X — R tak, Ze

{(z,t) e ExR: f(z = J N {(@t) e ExR:hy(x) <t}
veN kew
Dlkaz. Stati aplikovat fledchozi tvrzeni pro funkck f. O

Lemma 4.8. Necht' E' je separabilni metrizovatelny prostof,g : £ — R funkce,
které splfuji, Ze mnoziny

{(z,t) eExR: f(z) >t} a{(x,t) € ExR: g(x) < t}

jsou koanalytické. Potom existuje posloupnost spojityoldi(h,, )ues, by : X — R,
splfiujici pro vSechna € E takova, zef (z) < g(x), vztah

f(z) < liminf h,(x) < limsup h,(z) < g(x).
GN GN

Dukaz. Polozme

Cr={(z,t) e X xR: f(x) > t},
Cy={(z,t) e X xR : g(x) < t}.

Potom ol@ mnoZiny jsou koanalytické a splji predpoklady Lemmatu 4.2. Existuje
tedy systém mnoZitH,),cs takovy, zeC; C hm inf H, C limsup H, C X \ Cs.
GN

V této chvili se vratime k dukazu Lemmatu 4 2 &demime si nasledujici. K defi-
nici mnozin(H,),cs Se pouzivaji Suslinova schémaia ),cs a (K;);cs, ktera sphuji
specifické vlastnosti zaéené v Trzeni 4.1. KdyZ se podivame podr@prejistime,
Ze cesta ke schématil,, )..cs od plivodnich schématlP,).cs a (P!)scs z Lemmatu
4.1 se @je pomoci konénych priinikll, sjednoceni a dall. Diky Tvrzeni 4.6 a jeho
disledku miZeme pro analytické mnozify, C; a E \ C, zvolit Suslinova schémata
(Ps)ses a(Pl)ses tak, aby funkce

ps(x) =inf{t € [-1,1] : (z,t) € P,},s € S\ {9},
p.(z) =sup{t € [-1,1]: (z,t) € P} ,s € S\ {o}

byly spojité. Pokud pak polozZime,(x) = sup(H.,).,u € S\ {D},z € E, predchozi
Gvaha naniika, Zeh,, jsou definované pomoci operaci maxima a minima z kageh
mnoZin spojitych funkci, a tedyh, )ucs\ (2} jSOu spojité funkce. Zarovemiizeme
funkci h () definovat libovol@ a vysledek limitniho procesu to neovlivni.
Zvolmey € X takové, Zef(y) < g(y). Potom diky tomu, z&C}), a (C»), jsou
disjunktni dostavamécC'), C lirggfnf(Hu)y C liHGlifup(Hu)y C R\ (Cy),, odkud

rovnou plyne poZadovaneé tvrzeni. O
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Véta 4.9. Necht E' je separabilni metrizovatelny prostor. Funkge: £ — R je
bianalyticka tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje posloup(fst,.s € ¢ (L) takova, Ze
f =1lim f,.
GN

Dikaz. Necht (f,),.s je posloupnost spojitych funkci n& takovéa, Ze plati vztah
f= 16% fu. Potom z Tvrzeni 2.27 dostavame, Ze plati podminka (ii) vioeta 1.18,
atudizf je bianalyticka.

Méjmej bianalytickou funkci zE do R, potom z Lemmatu 1.18 vime, Ze pokud

poloZime v Lemmatu 4.§(z) = f(z) = j(x),x € E, tak mame splény jeho ped-
poklady, a tedy existuje posloupnost spojitych funi{cj) s spihujici

j(z) <liminf h,(x) < limsup h,(z) < j(z),z € E.
GN GN

Coz neznamena nic jiného, nezjie) = grj{/l hy(z). O
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