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3

Úvod

Součástí této práce je popsání standardní formule obsažené v direktivě Sol-
ventnost II. Vycházeli jsme převážně z kvantitativní dopadové studie 5 [7] a kon-
zultačních materiálů [4], [5] a [6] vydané výborem CEIOPS (Committee of Euro-
pean Insurance and Occupational Pensions Supervisors), který byl 1. ledna 2011
přejmenován na EIOPA (European Insurance and Occupational Pensions Au-
thority). Zaměříme se hlavně na popsání upisovacího rizika neživotního pojištění
a výpočet jeho solventnostního kapitálového požadavku. V platnost by měla tato
direktiva přijít 1. ledna 2013. Hlavním cílem této práce je navržení možného in-
terního modelu a jeho aplikace na reálných datech.

V první kapitole uvedeme obecnou teorii měření rizik a představíme konkrétní
míry používané k měření rizik v pojišťovnách, především hodnotu v riziku, zbyt-
kovou hodnotu v riziku a podmíněnou hodnotu v riziku. Dále zmíníme spektrální
míry rizika, které získávájí v poslední době velkou oblibu. Pro doplnění ještě po-
píšeme základní vlastnosti proporcionální a distorzní míry rizika.

V druhé kapitole se zaměříme na to, co je Solventnost II, popíšeme standardní
formuli a výpočty požadovaného solventnostního kapitálu. Více se poté zaměříme
na upisovací riziko neživotního pojištění.

V třetí kapitole si stručně popíšeme požadavky dohledu na pojišťovny při
tvorbě interních modelů, a to hlavně částečných interních modelů.

Ve čtvrté kapitole navrhneme jeden z možných přístupů k modelování rizika
pojistného a rezerv v neživotním pojištění, který může být použit jako částečný
interní model v rámci Solventnosti II. Opíráme se o znalosti Mackova modelu
(popsaný například v [12]), zavedeme jeho rozšíření (viz [13]) a nakonec pomocí
metody boostrap spočítáme solventnostní kapitálový požadavek.

Na závěr si na reálných datech předvedeme použití navrhnovaného modelu pro
výpočet solventnostního kapitálového požadavku rizika rezerv, a to za použití
dvou případů metody boostrap popsané ve čtvrté kapitole. Nakonec tyto dva
případy mezi sebou porovnáme.
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Kapitola 1

Způsoby měření rizik

Popíšeme si základní způsoby měření rizik, jejich vlastnosti a některé výhody
a nevýhody jejich použití. Rizikem rozumíme náhodnou veličinu X vyjadřující
velikost ztráty. Označme X ⊆ L1 množinu všech rizik. Dále mírou rizika budeme
nazývat zobrazení ρ : X → [0,∞], které riziku X ∈ X přiřazuje nezáporné číslo
ρ(X), případně∞. Pokud ρ(X) =∞, pak riziko považujeme za nepojistitelné. Na
míru rizika klademe následující axiomy označované jako požadavky koherentnosti.
Jsou to vlastnosti, které intuitivně od míry rizika očekáváme.

• Translativnost. Pro libovolnou konstantu c ∈ R a X ∈ X je

ρ(X + c) = ρ(X) + c.

Speciálně pro c = −ρ(X) dostáváme ρ(X − ρ(X)) = 0. Proto ρ(X) nazý-
váme jistotní ekvivalent rizika X.

• Pozitivní homogennost. Pro libovolnou konstantu c > 0 a X ∈ X je

ρ(cX) = cρ(X).

• Subaditivnost. Pro libovolná rizika X,Y ∈ X taková,že X + Y ∈ X platí

ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y ).

Tedy spojením dvou rizik nevzniká dodatečné riziko.

• Monotónnost. Pro libovolná rizika X, Y ∈ X takové, že P(X ≤ Y ) = 1
platí

ρ(X) ≤ ρ(Y ).

1.1 Hodnota v riziku (VaR)

Hodnota v riziku (Value-at-Risk) je jednou z nejpoužívanějších měr rizik. Patří
mezi tzv. kvantilové metody výpočtu míry rizika, které využívají pravděpodob-
nostní rozdělení rizika. Nechť FX(x) je distribuční funkce rizika X ∈ X , potom
hodnotu v riziku na hladině α ∈ (0, 1) definujeme jako nejmenší hodnotu ztráty
(rizika), která bude překročena s pravděpodobností nejvýše 1 − α. Tuto hodnotu
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značíme VaRα(X) a α volíme velmi blízké 1, protože označuje pravděpodobnost,
s jakou riziko X nepřekročí hodnotu VaRα(X). Dle definice tedy hodnota v riziku
splňuje P(X > VaRα(X)) ≤ 1− α a

VaRα(X) = F−1
X (α), (1.1)

kde F−1
X (u) = inf{x|FX(x) ≥ u} je kvantilová funkce rizika X.
Ačkoli je hodnota v riziku velmi používanou měrou, nevypovídá úplně o cel-

kovém riziku. Například:

1. Neodhalí málo pravděpodobné ztráty. Při zvolené hladině α nám hod-
nota v riziku nic neříká o ztrátách, které mohou nastat s pravděpodobností,
byť malou, 1−α. Ty mohou dokonce VaR několikanásobně převyšovat nebo
se mohou výrazně lišit při stejné hodnotě VaR. Jedním možným řešením je
sledovat VaR na více různých hladinách, což ale také neeliminuje málo prav-
děpodobné ztráty.

2. Je vhodná jen na krátké časové období. Uvažujme riziko X ∈ X na-
příklad jako tržní riziko. Při výpočtu VaR předpokládáme, že změna tržních
sazeb v budoucnu se bude chovat přibližně stejně jako v nedaleké minulosti.
Jelikož se ale trh neustále vyvíjí a reaguje na každou změnu v ekonomice,
tento předpoklad nemusí být splněn. Tedy VaR neodhalí náhlé změny na
trhu.

3. Je statická. Neuvažuje změnu portfolia, která sice ovlivní výsledné riziko,
přitom ale hodnota v riziku vypočtená před změnou zůstavá stále stejná.
V praxi se proto konstruují stresové scénáře vývoje různých veličin, které
ovlivňují změnu portfolia. Pro každý scénář spočteme výsledné riziko a VaR
na hladině α určímě jako výběrový α-kvantil těchto výsledných rizik, který
je někdy nazývaný jako neparametrický VaR.

Podívejme se, jak je to s koherencí VaR. Zvolme α libovolné z (0, 1) a c ∈ R.
Nechť X ∈ X je riziko s distribuční funkcí FX(x). Potom distribuční funkce
FX+c(x) náhodné veličiny X + c je rovna FX(x− c). Ze vztahu (1.1) plyne, že

VaRα(X + c) = inf{x|FX+c(x) ≥ α} = inf{x|FX(x− c) ≥ u} =

= inf{x− c|FX(x− c) ≥ u}+ c = VaRα(X) + c.

Hodnota v riziku tedy je translativní. Dále náhodná veličina cX, kde c > 0, má
distribuční funkci FX(xc ) a podobnými úvahami jako výše dospějeme k tomu, že
hodnota v riziku je pozitivně homogenní. Vezměme si Y ∈ X s distribuční funkcí
FY (x) takové, že P(X ≤ Y ) = 1. Potom FX(x) ≥ FY (x) pro všechna x ∈ R.
Proto {x|FX(x) ≥ u} ⊇ {x|FY (x) ≥ u} a tedy VaRα(X) ≤ VaRα(Y ). Tím jsme
dokázali monotónnost. VaR splňuje tedy tři vlastnosti koherentnosti, ale obecně
není subaditivní1.

1Subaditivnost VaR lze dokázat například za předpokladu, že rizika jsou nezávislá, viz [9]
strana 789.

Bc. Jiří Thomayer Hodnota v riziku (VaR)
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1.2 Zbytková hodnota v riziku (TVaR),
podmíněná hodnota v riziku (CVaR)

Hodnota v riziku neříká nic o velikosti ztráty X, pokud tuto hodnotu pře-
kročíme - tedy pokud X > VaR. Zavedeme si proto zbytkovou hodnotu v riziku
(Tail Value-at-Risk), resp. podmíněnou hodnotu v riziku (Conditional Value-at-
Risk), na hladině α ∈ (0, 1). Značíme je TVaRα(X), resp. CVaRα(X), přičemž
CVaRα(X) je definována jako očekávaná ztráta, pokud je překročena hodnota
VaRα(X), tj.

CVaRα(X) = E[X|X > VaRα(X)]. (1.2)

Přitom předpokládejme, že P(X > VaRα(X)) > 0, aby výraz na pravé straně
měl smysl.
TVaRα(X) je definován jako střední hodnota α-chvostu rozdělení X, kde α-

chvost má distribuční funkci

Fα
X(x) =

{
0 , x < VaRα(X)
FX(x)−α
1−α

, x ≥ VaRα(X)
(1.3)

Pro X spojité dostáváme:

TVaRα(X) =

∞∫
−∞

xdF α
X(X) =

1
1− α

∞∫
VaRα(X)

xdFX(x) = CVaRα(X).

Pro spojitá rozdělení tedy obě míry dávají stejné hodnoty, ale CVaR není obecně
subaditivní, proto zavádíme TVaR, která již je koherentní mírou rizika, jak bude
ukázáno dále.

Základní vztahy mezi podmíněnou a zbytkovou hodnotou v riziku:

• Pokud P (X ≤ VaRα(X)) = α (tzn., že buď v bodě VaRα(X) není skok
(pravděpodobnostní atom) nebo je, ale α je „horním koncovýmÿ bodem
tohoto atomu), pak TVaRα(X) = CVaRα(X).

• Pokud P (X ≤ VaRα(X)) > α (tzn., že v bodě VaRα(X) je pravděpo-
dobnostní atom a navíc α je mezi „dolnímÿ a „horním koncovýmÿ bodem
tohoto atomu, pak TVaRα(X) < CVaRα(X).

Důkaz je založen na tom, že CVaRα(X) se dá interpretovat jako sřední hodnota
náhodné veličiny z rozdělení s distribuční funkcí

F (x) =

{
0 , x < VaRα(X)
FX(x)−α+

1−α+
, x ≥ VaRα(X),

kde α+ = P (X ≤ VaRα(X)). První tvrzení je zřejmé, neboť α = α+, a druhé se
dostane z nerovnosti α < α+, ze které plyne

TVaRα(X) =
∫

[−∞,∞]

xdFα
X(x) =

1
1− α

∫
[VaRα(X),∞]

xdFX(x) <

Bc. Jiří Thomayer Zbytková hodnota v riziku (TVaR),
podmíněná hodnota v riziku (CVaR)
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<
1

1− α+

∫
[VaRα(X),∞]

xdFX(x) =
∫

[VaRα(X),∞]

xdF (x) = CVaRα(X).

Poznamenejme, že jiná možnost nastat nemůže, protože obecně platí, že P (X ≤
VaRα(X)) ≥ α, a P(X ≤ VaRα(X)) = 1 nenastane, protože předpokladáme, že
P(X > VaRα(X)) > 0.

Předpokládejme nyní, že P (X ≤ VaRα(X)) = α, tedy podle předchozícho
jsou obě míry shodné. Úpravami (1.2) dostáváme

E[X|X > VaRα(X)] = VaRα(X) + E[X − VaRα(X)|X − VaRα(X) > 0 ] =

= VaRα(X) +
E(X − VaRα(X))I(X−VaRα(X)>0)

E I(X>VaRα(X))
,

kde I(B) je indikátorová funkce jevu B. Zavedeme si náhodnou veličinu Y = X −
VaRα(X). Pro distribuční funkce platí FY (x) = FX(x+VaRα(X)). Z dodatečného
předpokladu plyne, že E I(X>VaRα(X)) = P(X > VaRα(X)) = 1 − α. Dosazením
dostaneme

CVaRα(X) = TVaRα(X) = VaRα(X) +
1
1− α

EY I(Y >0).

EY I(Y >0) =

∞∫
0

ydFY (y) =

∞∫
0

1− FY (y)dy =

∞∫
0

1− FX(y +VaRα(X))dy =

=

∞∫
VaRα(X)

1− FX(y)dy.

Celkem tedy lze psát

CVaRα(X) = TVaRα(X) = VaRα(X) +
1
1− α

∞∫
VaRα(X)

1− FX(y)dy. (1.4)

Připomeňme, že jsme tento vztah odvodili pouze za omezujícího předpokladu
P(X ≤ VaRα(X)) = α. Nadále tento předpoklad vypusťme.

Definujme si funkci na základě předchozí rovnosti (1.4):

G(x;X) = x+
1
1− α

∞∫
x

1− FX(y)dy = x+
1
1− α

E(X − x)+. (1.5)

Snadno dokážeme konvexnost G(x;X) v proměnné x. K tomu stačí dokázat kon-
vexnost funkce g(x) = (X − x)+. Zvolme λ ∈ (0, 1), pak

g(λy1+(1−λ)y2) = (X−λy1−(1−λ)y2)
+ = max(λ(X−y1)+(1−λ)(X−y2), 0) ≤

≤ λmax(X − y1, 0) + (1− λ)max(X − y2, 0) = λg(y1) + (1− λ)g(y2).

Bc. Jiří Thomayer Zbytková hodnota v riziku (TVaR),
podmíněná hodnota v riziku (CVaR)
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Protože G(x;X) je kovnexní vzhledem k x, existuje její minumum v proměnné
x. Dá se dokázat2 (i bez předpokladu P(X ≤ VaRα(X)) = α), že toto minumum
se nabývá v bodě x = VaRα(X) (i když nemusí být jednoznačně určeno), a že
G(VaRα(X);X) = TVaRα(X).
Na základě tohoto tvrzení dokážeme konvexnost funkce TVaRα(X), což vyu-

žijeme pro odvození její subaditivity. Obdobnými úvahami jako výše se dokáže,
že funkce G(x;X) je sdruženě konvexní. Dále víme, že TVaRα(X) = min

x
G(x;X)

a z konvexní analýzy plyne, že minimalizujeme-li sdruženě konvexní funkci vůči
jedné proměnné, je tato minimalizační formule konvexní vzhledem k druhé pro-
měnné. Tedy TVaRα(X) je konvexní funkce. Pro X, Y ∈ X , α ∈ (0, 1) díky kon-
vexnosti dostáváme TVaRα(12X +

1
2Y ) ≤

1
2TVaRα(X) + 1

2TVaRα(Y ). Využitím
pozitivní homogennosti3 dostaneme TVaRα(X + Y ) ≤ TVaRα(X) + TVaRα(Y ),
tedy TVaR je subaditivní. Nechť navíc P(X ≤ Y ) = 1, pak FX(x) ≥ FY (x) pro
všechna x ∈ R (viz výše strana 5). Protože minumum výrazu (1.5) se nabývá
v bodě x = VaRα(X), dostáváme

VaRα(X)+
1
1− α

∞∫
VaRα(X)

1−FX(y)dy ≤ VaRα(Y )+
1
1− α

∞∫
VaRα(Y )

1−FX(y)dy ≤

≤ VaRα(Y ) +
1
1− α

∞∫
VaRα(Y )

1− FY (y)dy.

Tedy TVaRα(X) ≤ TVaRα(Y ), čímž jsme dokázali i monotónnost a tedy zbytková
hodnota v riziku je koherentní mírou rizika. Proto je lepší jako míru rizika volit
TVaR místo VaR. Z definice je zřejmé, že VaRα(X) ≤ TVaRα(X) na stejné
hladině α, přičemž rovnost nastává tehdy a jen tehdy, je-li P(X > VaRα(X)) = 0.
V praxi se většinou ale používá vzhledem k lepší interpretaci podmíněná hodnota
v riziku i přesto, že není koherentní mírou rizika. Jak jsme ale dokázali, platí
CVaRα(X) ≥ TVaRα(X). Tedy v případě použití CVaR místo TVaR nemůže
dojít k podhodnocení rizika.

Poznámka. K důkazu subaditivity TVaR jsme využili její konvexnost a pozitivní
homogennost. Toto lze i obrátit a pomocí subaditivity a pozitivní homogennosti
jakkékoli míry rizika ρ lze dokázat její konvexnost:
Pro X, Y ∈ X a λ ∈ (0, 1) je ρ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λρ(X) + (1− λ)ρ(Y ).

△

1.3 Spektrální míry rizika

V poslední době velmi populární jsou také spektrální míry rizika. K jejich de-
finici přistoupíme úpravou zbytkové hodnoty v riziku. Pro jednoduchost předpo-
kládejme, že X ∈ X má spojité rozdělení. Potom lze zbytkovou hodnotu v riziku
2Důkaz proveden v [11] na straně 14.
3Pozitivní homogennost a translativnost snadno dostaneme ze spektrálního vyjádření TVaR

- viz odstavec 1.3.

Bc. Jiří Thomayer Spektrální míry rizika
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psát ve tvaru

TVaRα(X) =
1
1− α

∞∫
VaRα(X)

xdFX(x).

Substitucí x = VaRp(X) dostáváme

TVaRα(X) =
1
1− α

1∫
α

VaRp(X)dp,

což je spektrální vyjádření zbytkové hodnoty v riziku. Tato rovnost nicméně platí
pro obecné X ∈ X 4. Tedy TVaR na hladině α pro X ∈ X je průměr hodnot
v riziku nad touto hladinou. Zobecněním toho vztahu pro X ∈ X libovolné do-
stáváme spektrální míry rizika tvaru

ρ(X) =

1∫
0

VaRp(X)ϕ(p)dp,

kde ϕ(p) ≥ 0 je váhová funkce. Pomocí translativnosti, pozitivní homogennosti a
monotónnosti VaR plynou tyto podmínky také pro spektrální míry rizika. Navíc
spektrální míry rizika splňují podmínku subaditivnosti, a jsou tedy koherentními
měrami5. Poznamenejme, že v definici spektrální míry rizika se neomezujeme
na spojité rozdělení náhodné veličiny X a že zbytková hodnota v riziku TVaR je
speciálním případem spektrální míry rizika pro váhovou funkci ϕ(p) = 1

1−α
I(p>α)

6.

1.4 Proporcionální a distorzní míry rizika

Předpokládejme, že X je množina nezáporných rizik skoro jistě (s.j.). Nechť
X ∈ X , potom označme F̄X(x) = 1−FX(x) pro x ≥ 0 dekumulativní distribuční
funkci rizika X. Proporcionální míru rizika definujeme vztahem

ρp(X) =

∞∫
0

F̄X(x)
1
adx,

kde a ≥ 1 vyjadřuje averzi vůči riziku.

Poznámka. Pro riziko X s po částech spojitou hustotou fX(x) definujeme in-
tenzitu rizika µX(x) jako µX(x) = lim

h→0+

P (X∈(x,x+h)|X>x)
h

. Úpravami dostaneme

µX(x) = lim
h→0+

P (X ∈ (x, x+ h))
h(1− FX(x))

= lim
h→0+

FX(x+ h)− FX(x)
h(1− FX(x))

=

4Důkaz rovnosti je proveden v [2] na straně 6.
5Důkaz koherentnosti spektrálních měr rizika lze najít v [1] na straně 4.
6Takto definovaná funkce je váhová funkce, jelikož

∫ 1
0 ϕ(p)dp =

∫ 1
α

1
1−αdp = 1.

Bc. Jiří Thomayer Proporcionální a distorzní míry rizika
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=
fX(x)
F̄X(x)

= − ∂

∂x
log(F̄X(x)) s.j. (1.6)

Říkáme, že riziko Y ∈ X je proporcionální riziku X, je-li µY (x) = 1
a
µX(x) pro

nějaké a ≥ 1. Ze vztahu (1.6) plyne F̄X(x) = exp

(
−

x∫
0
µX(s)ds

)
a odtud pro

riziko Y proporcionální riziku X F̄Y (x) = F̄X(x)
1
a , x ≥ 0, pro nějaké a ≥ 1.

Parametr a je koeficient averze vůči riziku a přechod od rizika X k riziku Y
nazýváme PH-transformace.

△

Zobecněním proporcionálních měr dostáváme distorzní míry rizika, které jsou

definovány vztahem ρd(X) =
∞∫
0
g(F̄X(x))dx, kde g(t) je distorzní funkce7, tedy

g(0) = 0, g(1) = 1 a g(t) je neklesající, zprava spojitá na intervalu [0, 1]. Jde
opravdu o rozšíření proporcionální míry rizika, neboť g(t) = t

1
a pro a ≥ 1 je

rostoucí spojitá funkce na [0, 1], g(0) = 0 a g(1) = 1. Obecně jsou splněny tři
podmínky koherence:

• Pro c ∈ R takové, že X + c ≥ 0 s.j. (tedy X + c ∈ X ) platí s použitím
substituce, že

ρd(X + c) =

∞∫
0

g(P(X + c > x))dx =

∞∫
−c

g(P(X > t))dt =

0∫
−c

g(P(X > t)︸ ︷︷ ︸
=1

)dt+

∞∫
0

g(P(X > t))dt = c+ ρd(X).

Tedy je splněna podmínka translativnosti.

• Pro c > 0 je

ρd(cX) =

∞∫
0

g(P(X >
x

c
))dx = cρd(X),

čímž jsme dokázali pozitivní homogennost.

• Monotonie je zřejmá, protože pro X,Y ∈ X takové, že P(X ≤ Y ) = 1,
plyne F̄X(x) ≤ F̄Y (x) pro x ≥ 0. A jelikož g(t) je neklesající funkce, je
g(F̄X(x)) ≤ g(F̄Y (x)) pro x ≥ 0.

Dále se dá dokázat, že ρd splňuje podmínky subaditivnosti tehdy a jen tehdy, je-li
g(t) konkávní funkce. Tedy distorzní míry rizika jsou koherentními měrami pro
g(t) konkávní distorzní funkci. Z toho je zřejmé, že proporcionální míry rizika ρp
jsou koherentními měrami, neboť g(t) = t

1
a pro a ≥ 1 je konkávní funkce.

7Distorzní funkce g(t) je libovolná distribuční funkce s nosičem rozdělení na [0, 1].

Bc. Jiří Thomayer Proporcionální a distorzní míry rizika
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Kapitola 2

Standardní formule

2.1 Solventnost

Jednou z nejdůležitejších činností pojišťoven, popř. zajišťoven, z regulator-
ního pohledu je vykazování jejich solventnosti státnímu dozoru v pojišťovnic-
tví. U nás tuto funkci zastupuje Česká národní banka (ČNB). Podle zákona č.
363/1999 Sb., o pojišťovnictví, ve znění pozdějších předpisů, je solventnost de-
finovaná jako „schopnost pojišťovny nebo zajišťovny trvale zabezpečit vlastními
zdroji úhradu závazků z pojišťovací nebo zajišťovací činnostiÿ. Jinak řečeno, po
pojišťovně chceme, aby měla dostatek vlastních zdrojů, které by byly použity na
úhradu závazků plynoucích z pojistných smluv. A to i v případě určitých neoče-
kávaných událostí. Je proto důležité, aby byla nastavena taková obecná pravidla,
aby pojišťovna splňující tato pravidla byla solventní.
Pro účely vykazování solventnosti pojišťoven se určuje požadovaná míra sol-

ventnosti (PMS), což je minimální výše vlastních zdrojů, které musí dle zá-
kona pojišťovna mít po celou dobu své činnosti, a disponibilní míra solventnosti
(DMS), která se získá z hodnoty vlastních zdrojů pojišťovny, jako je např. spla-
cený základní kapitál, rezervní fondy, přenosy zisku a ztráty, cenné papíry bez
stanované splatnosti atd.1. ČNB vyhláškou stanovuje způsob výpočtu obou těchto
měr solventnosti, které se počítají zvlášť pro životní a neživotní pojištění. Zákon
dále definuje garanční fond (GF ), jehož hodnota je rovna max{13PMS, 90 mil. Kč}
v případě životního pojištění a některých odvětví neživotního pojištění nebo je
rovna max{13PMS, 60 mil. Kč} v případě ostatních odvětví neživotního pojiš-
tění2. Porovnáním hodnot DMS a PMS, popř. GF zjistíme solventnost pojiš-
ťovny. PokudDMS ≥ PMS, pak je pojišťovna solventní. Je-li aleDMS < PMS,
přičemž DMS ≥ GF musí pojišťovna předložit ČNB ozdravný plán a je dále sle-
dována dozorovým orgánem. PokudDMS < GF , potom je na pojišťovnu uvalena
nucená správa.
Tento současný režim vykazování solventnosti se označuje jako Solventnost I.

Jejími velkými nedostatky jsou zahrnutí pouze pasivní strany pojišťovny do vý-
počtu, nemožnost jakékoli diverzifikace rizik či nezahrnutí rizikového profilu po-
jišťovny.

1Podrobnější seznam pro určování disponibilní míry solventnosti najdeme v [14] §6 odst. 2
a dále.
2Další podrobnosti najdeme v [15] §22.
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2.2 Solventnost II

Jelikož tedy Solventnost I při svém výpočtu nezohledňuje všechna skutečně
podstoupená rizika pojišťovny (a to jak rizika z pojišťovací činnosti, tak různá
ostatní rizika, např. rizika při řízení společnosti, třžní rizika atd.), vedou se dis-
kuze na úrovni Evropské unie a členských států o zavedení transparentního re-
žimu vykazování solventnosti. Výsledkem bylo zahájení tvorby Solventnosti II,
která lépe reflektuje rizika, kterým je pojišťovna skutečně podstoupena. Napo-
mohl tomu také rozvoj tzv. risk managementu zabývající se vyčíslováním rizik, ze
kterého bylo patrné, že současný režim nemůže plně reflektovat hrozící rizika. Díky
modulárnímu přístupu v Solventnosti II (viz dále) lze stanovení solventnostního
požadavku dobře modifikovat (přidávat dodatečná rizika, měnit stávající struk-
turu výpočtu apod.). Čím se nově diskuze zabývají, je vykazování solventnosti
stále častějších finančních holdingů neboli finančních skupin, které poskytují své
služby ve více finančních oblastech (pojišťovnictví, bankovnictví, obchodování s
cennými papíry atd.). Zavedení Solventnosti II se nyní plánuje na začátek roku
2013.

Solventnost II je založena na třipilířovém přístupu (inspirováno Basel II):

• Pilíř 1: Kvantitativní požadavky.
- zahrnutí všech kvantifikovatelných rizik
- minimální a solventnostní kapitálový požadavek (MCR a SCR)

• Pilíř 2: Kvalitativní požadavky, činnosti dohledu.
- kontrolní mechanismy, vlastní posouzení rizika a solventnosti (ORSA)
- využití systému k řízení rizik
- dozor může požadovat navýšení kapitálu, opatření proti snížení rizik

• Pilíř 3: Zvěřejňování.
- transparentnost informací
- harmonizované výkazy pojišťoven jejich orgánům dohledu

Vývoj Solventnosti II prochází tzv. Lamfalussyho procesem, který má 4
úrovně:

• Úroveň 1: Vyvíjí Evropská komise (EK). Vytváří se základní legislativa (di-
rektivy a nařízení). Rozhoduje Evropská rada (ER) a Evropský parlament
(EP).

• Úroveň 2: Vyvíjí EK. Implementuje způsob výpočtu a nastavení parametrů
(prováděcí předpisy k základní legislativě). Rozhoduje EK se souhlasem
EP a EIOPC (Evropský výbor pro pojišťovnictví a zaměstnanecké penzijní
pojištění).

• Úroveň 3: Vyvíjí a rozhoduje CEIOPS (výbor orgánů dohledu v evropském
pojišťovnictví a zaměstnaneckém penzijním pojištění). Vydávají se stan-
dardy, doporučení a návody k začlenění legislativy v členských státech a
spolupracuje se s orgány dohledu.

Bc. Jiří Thomayer Solventnost II
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• Úroveň 4: Vyvíjí a rozhoduje EK. Kontroluje se implementace a dodržování
pravidel.

2.3 Standardní formule

Základním výstupem v Solventnosti II jsou hodnoty SCR (solvency capi-
tal requirement - solventnostní kapitálový požadavek) a MCR (minimal capital
requirement - minimální kapitálový požadavek), které jsou analogií dosavadní
PMS a GF . K výpočtu SCR, tedy minimální požadované výše kapitálu, kterou
pojišťovna musí držet, aby byla považovaná za solventní, se může použít stan-
dardní formule vytvořena výborem CEIOPS. My budeme vycházet z prozatím
poslední verze navrhované standardní formule, která je popsána v kvantitativní
dopadové studii 5 (quantitative impact study 5 - QIS5) [7], kde byl zvolen mo-
dulární přístup, tedy, že každé riziko, potažmo SCR, je představováno jedním
modulem, viz obrázek 2.1. Ve stručnosti si popíšeme některá základní pravidla,
kterými se celý výpočet standardní formulí řídí:

• Technické rezervy:
V rámci technických rezerv je ve standardní formuli zahrnuto riziko pojist-
ného a riziko rezerv. Riziko pojistného vychází z kolísání načasování, čet-
nosti a velikosti pojistných událostí. Vztahuje se na pojištění uzavřené nebo
prodloužené během sledovaného období a na zbývající rizika z již existují-
cích smluv. Riziko pojistného tedy odpovídá riziku, že pojistné ve sledované
období není dostatečné ke pokrytí všech nákladů a škod v tomto období.

Obrázek 2.1: Standardní formule

Bc. Jiří Thomayer Standardní formule
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Riziko rezerv odpovídá riziku, že vytvořené rezervy nebudou dostatečné
na kompenzaci již nastalých škod a souvisejících nákladů. Pro účely výpo-
čtu SCR pomocí standardní formule je potřeba technické rezervy chápat
bez rizikové přirážky (risk margin - RM), aby nedošlo k zacyklení celého
výpočtu, protože rizikové přirážky se počítají z výsledných solventnostních
kapitálových požadavků.

• Rozsah upisovacích rizik:
Ve stardardní formuli jsou zahrnuty hned tři moduly upisovacích rizik, a to
životního (Life), neživotního (Non − life) a zdravotního (Health) pojiš-
tění. Upisovací riziko je „riziko ztráty nebo nepříznivé změny hodnoty po-
jistných závazků v důsledku nepřiměřených předpokladů použitých ke sta-
novení pojistného a rezervÿ. Rozsahy jednotlivých modulů jsou definovány
následovně:

– Modul Life zahrnuje rizika ze závazků životního pojištění jiných než
závazků zdravotního pojištění.

– Modul Health zahrnuje rizika ze závazků zdravotního pojištění.

– Modul Non − life zahrnuje rizika ze závazků neživotního pojištění
jiných než závazků zdravotního pojištění.

Takovéto rozdělení rizik ze závazků životního, neživotního a zdravotního
pojištění je v QIS5 zahrnuto proto, aby nedošlo k vícenásobnému započítání
jednoho rizika do výsledého SCR. Podrobnosti k členění mezi jednotlivé
typy pojištění nalezneme v QIS5 [7] v kapitole 1 odstavce V.2.1.

• Výpočet založený na scénáři:
Výpočet SCR některých modulů je založen na předepsaném šokovém scé-
náři, kdy SCR je určen dopadem tohoto scénáře na čistou hodnotu aktiv
(net asset value - NAV ) pojišťovny, kde NAV je definován jako rozdíl
mezi aktivy a závazky pojišťovny. Závazky by neměly obsahovat rizikovou
přirážku technických rezerv ani podřízené závazky. To zajišťuje, že NAV
odpovídá základnímu kapitálu pojišťovny, tj. nadhodnota aktiv proti závaz-
kům plus podřízené závazky. ZměnaNAV plynoucího ze scénáře se označuje
jako ∆NAV a platí, že ∆NAV > 0, pokud ze scénáře plyne ztráta NAV .
Pokud by scénář měl za následek zvýšení NAV , a tedy by neznamenal riziko
pro pojišťovnu, nemělo by to vést k zápornému kapitálovému požadavku.
V takovém případě se proto odpovídající SCR pokládá nule.

• Kalibrace:
SCR by měl představovat hodnotu v riziku (VaR) na hladině spolehlivosti
0, 995 v časovém horizontu 1 rok. Někdy se analogicky uvádí, že tímto na-
stavením dojde k ruinování pojišťovny jednou za 200 let. Tato představa by
měla být aplikovaná na každý jednotlivý rizikový modul a celkový SCR se
získá agregací dílčích SCR jednotlivých modulů pomocí korelačních koefi-
cientů. Tyto koeficienty se určují tak, aby zohledňovaly koncovou závislost
rozdělení (korelace za extrémních podmínek).

Bc. Jiří Thomayer Standardní formule
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• Proporcionalita a zjednodušení:
Princip proporcionality podporuje konzistentní použití principů při stano-
vení SCR pro všechny pojišťovny. Solventnost II poskytuje škálu metod
výpočtu SCR, což umožňuje pojišťovně zvolit takovou, která je vhodná s
ohledem na druh, rozsah a komplexnost rizika. Nabízí se tyto varianty:

– úplný interní model

– částečný interní model

– standardní formule s upravenými parametry pojišťovnou

– standardní formule

– zjednodušení

V QIS5 jsou popsána zjednušení některých částí standardní formule a zá-
sady, podle kterých pojišťovna pozná, zda zjednodušení je považováno za
proporcionální podkladovému riziku.

Vykazování SCR pojišťovnou státnímu orgánu dohledu bude nejspíše jednou
ročně nebo při významnější změně rizikového profilu pojišťovny.

2.4 Výpočet SCR

Výsledný SCR se dostane jako

SCR = BSCR +Op− Adj, (2.1)

kde BSCR je základní SCR (basic SCR), Op je operační riziko a Adj je úprava
zohledňující schopnost technických rezerv a odložené daňové povinnosti absorbo-
vat ztráty.

2.4.1 Operační riziko

Operačním rizikem se rozumí „riziko ztráty vyplývající z nedostatečnosti nebo
selhání interních procesů, pracovníků a systémů nebo vnějších událostíÿ. Zahrnuje
též právní riziko, ale nezahrnuje riziko reputace (dobrého jména) nebo riziko
špatného rozhodnutí při plánování. Je v rozsahu rizik, která nejsou explicitně
zahrnuta v jiných rizikových modulech.
Výpočet není založen na šokových scénářích, ale na vzorci popsaném v QIS5.

Tento vzorec se liší od vzorce popsaném v QIS4, protože dostatečně nereflektoval
citlivost na změnu rizika. Nyní se narozdíl od minulosti bere do úvahy delší časové
období než jeden rok, čímž by se měla lépe zahrnout celkově změna velikosti
obchodu.

2.4.2 Úprava zohledňující schopnost absorbovat zráty

Úprava zohledňující schopnost technických rezerv a odložené daňové povin-
nosti absorbovat ztráty odráží případné kompenzace za neočekávané ztráty po-
mocí snížení technických rezerv nebo odložených daňových povinností. V tech-
nických rezervách tato úprava zohledňuje účinek snížení rizik pomocí budoucích
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nepřipsaných podílů na zisku, tj. pouze do té doby, kdy snížení těchto podílů na
zisku může být použito na krytí neočekávaných ztrát.
K odvození Adj jsou použity dva výpočty, a to hrubý a čistý. Hrubý výpočet

se používá proto, aby nedošlo k dvojitému započtení efektu snižujícím riziko při
modulárním přístupu. Nebere do úvahy realistické ekonomické podmínky ani úči-
nek snížení rizik pomocí budoucích nepřipsaných podílů na zisku. Počítá se stejně
jako čistý výpočet, ale za předpokladu zachování původních podílů na zisku. Při
čistém výpočtu se očekává, že pojišťovna v reakci na šokový scénář provede rea-
listické rozumné manažerské akce. Jak bylo avizováno, nově se v QIS5 testují dva
přístupy při stanovení úpravy zohledňující schopnost absorbovat ztráty. Jsou to
modulární přístup a ekvivalentní scénář. Očekává se, že pojišťovny provedou vý-
počet Adj podle obou přístupů, které potom budou vyhodnoceny a rozhodne se,
který bude součástí Solventnosti II. Příklad na konstrukci ekvivalentního scénaře
lze nalézt v příloze QIS5. Adj by neměla být záporná.

2.4.3 BSCR

BSCR je „solventnostní kapitálový požadavek bez jakýchkoli úprav spočítaný
na základě šesti hlavních rizikových modulůÿ:

BSCR =
√∑

i,j

Corri,jSCRiSCRj + SCRintang, (2.2)

kde
Corri,j jsou položky korelační matice Corr (viz tabulka 2.1),
SCRi je SCR rizikového modulu i zahrnutého v korelační matici Corr,
SCRintang je SCR za riziko nehmotného majetku.
Korelační matice Corr a všechny další, které budou zmíněny, jsou vytvořeny

pro potřeby QIS5. Finální korelační matice budou stanoveny později.

Tabulka 2.1: Korelační matice Corr
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Riziko nehmotného majetku

Nehmotný majetek je vystaven dvěma rizikům - tržnímu, kdy snížení cen na
aktivním trhnu nebo neočekávaný propad likvidity3 příslušného trhu může mít
další dopad na ceny nebo zabránit k obchodování, a vnitřnímu, např. spojenému
s poruchou nebo nežádoucí výchylkou procesu dokončení nehmotného aktiva nebo
ovlivnění nehmotného aktiva takovým způsobem, že již nemáme očekávané bu-
doucí přínosy z tohoto aktiva, nebo se sníží jeho hodnota.

SCRIntang = 0, 8IA, (2.3)

kde IA je hodnota nehmotného majetku.

Tržní riziko

Tržním rizikem se rozumí „riziko ztráty nebo nepříznivé změny ve finanční
situaci vyplývající přímo nebo nepřímo z kolísání úrovně a volatility4 tržních cen
finančních nástrojů (instrumentů)ÿ. Je měřeno dopadem pohybů tržních proměn-
ných jako jsou ceny akcií, úrokové míry, ceny nemovitosí a měnové kurzy. Modul
tržního rizika sestává ze 7 submodulů, a to modulu úrokového rizika (riziko v dů-
sledku změny úrokové míry), modulu akciového rizika (riziko v důsledku změn
cen akcií), modulu rizika nemovitostí (riziko v důsledku citlivosti aktiv, závazků
a finančních umístění na úroveň a volatilitu tržních cen nemovistostí), modulu
rizika kreditního rozpětí (riziko v důsledku citlivosti aktiv, závazků a finančních
nástojů na změnu úrovně nebo volatility kreditního rozpětí nad bezrizikovou úro-
kovou míru), modulu měnového rizika (riziko v důsledku změny měnových kurzů),
modulu rizika koncentrace a modulu rizika nelikvidity (riziko v důsledku zvýšení
cen technických rezerv kvůli snížení prémie za nelikviditu).
Výpočet probíhá obdobně jako u BSCR, tedy agregací jednotlivých tržních

submodulů pomocí korelační matice:

SCRMarket = max


√∑

i,j

CorrMktUpi,jMktupi Mktupj ,√∑
i,j

CorrMktDowni,jMktdown
i Mktdown

j

 , (2.4)

kde
CorrMktUp a CorrMktDown jsou dané korelační matice (viz tabulky 2.2 a 2.3),
Mktupi je SCR rizikového modulu i zahrnutého v korelační matici CorrMktUp,
Mktdown

i je SCR rizikového modulu i zahrnutého v korelační matici CorrMktDown.

Riziko selhání protistrany

Modul rizika selhání protistrany odráží případné ztráty způsobené neočekáva-
ným selháním nebo zhoršením kreditního ratingu protistran a dlužníků pojišťovny
během následujících 12 měsíců. Zahrnuje kontrakty, jimiž se pojišťovna zajišťuje

3Likviditou rozumíme schopnost aktiv být prodána bez způsobení významné změny ceny a
s minimální ztrátou hodnoty.
4Volatilita je „míra kolísání hodnoty aktiva, výnosových nebo úrokových měrÿ.
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Tabulka 2.2: Korelační matice CorrMktUp

Tabulka 2.3: Korelační matice CorrMktdown

proti rizikům (zajistné smlouvy, cenné papíry a deriváty), pohledávky za zpro-
středkovateli a další smlouvy závislé na kreditním ratingu, které nejsou pokryty
submodulem kreditního rozpětí.
Všechny smlouvy zahrnuté v tomto modulu jsou rozděleny do dvou tříd. První

třída obsahuje takové smlouvy, které nejsou vzájemně diverzifikovatelné a kde
protistrana je v nějaké ratingové třídě. Druhá třída obsahuje všechny ostatní5.
Potom výsledné SCR tohoto modulu spočítáme ze vztahu

SCRDefault =
√

SCR2def,1 + 1, 5SCRdef,1SCRdef,2 + SCR2def,2, (2.5)

kde SCRdef,i je SCR selhání protistrany se smlouvami v i-té třídě. SCR pro
první třídu se počítá pomocí odhadu ztráty dané selháním protistrany a pravdě-
podobností jeho selhání. SCR pro druhou třídu se počítá ∆NAV přístupem.

5Podrobné rozdělení smluv do tříd najdeme v [7].
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Upisovací riziko životního pojištění

Definici upisovacího rizika jsme již zmínili na straně 14, ovšem ve výpočtech
stanovených v QIS5 se uvažují i další rizika.
Obsahuje 7 submodulů, a to modul rizika úmrtnosti, dlouhověkosti, posti-

žení/nemocnosti, storen, nákladů (spojené se správou pojistných a zajistných
smluv), katastrofy a změny (spojené se změnou sazeb uplatněné k výplatě dů-
chodů kvůli právní změně nebo změně zdravotního stavu pojištěného). Výpočet
je založen na agregaci rizik pomocí korelační matice CorrLife (tabulka 2.4):

SCRLife =
√∑

i,j

CorrLifei,jLifeiLifej, (2.6)

kde Lifei je SCR rizikového modulu i zahrnutého v korelační matici CorrLife.
Tyto kapitálové požadavky jednotlivých modulů se počítají ∆NAV přístupem.

Tabulka 2.4: Korelační matice CorrLife

Upisovací riziko neživotního pojištění

Popis tohoto modulu je totožný s popisem modulu upisovacího rizika životního
pojištění.
Narozdíl od QIS4, kde tento modul obsahoval 2 submoduly (riziko pojistného

a rezerv, riziko katastrofy), přibyl v QIS5 navíc ještě jeden submodul, a to modul
rizka storen. Výpočet celkového SCR je opět založen na korelační matici

SCRNon−Life =
√∑

i,j

CorrNLi,jNLiNLj, (2.7)

kde NLi je SCR rizikového modulu i zahrnutého v korelační matici CorrNL (viz
tabulka 2.5). Více podrobností nalezneme v samostatné části 2.4.4.

Bc. Jiří Thomayer Výpočet SCR



Standardní formule 20

Tabulka 2.5: Korelační matice CorrNL

Upisovací riziko zdravotního pojištění

Tento modul prošel asi největší obměnou v porovnání s QIS4. Obsahuje 3
základní submoduly - modul rizika zdraví SLT (similar to life techniques), zdraví
Non-SLT a katastrofy. Modul rizika zdraví SLT je koncipován jako modul rizika
životního pojištění a modul rizika zdraví Non-SLT naopak jako modul rizika
neživotního pojištění s tou výjimkou, že ani jeden z těchto modulů neobsahuje
riziko katastrofy, protože to v modulu upisovacího rizika zdravotního pojištění
stojí samostatně.
Co se týče výpočtů jednotlivých submodulů, neliší se mnoho od výpočtu v mo-

dulech upisovacích rizik životního a neživotního pojištění. Pouze modul rizika
katastrofy má zcela odlišný přístup. Výsledné SCR se spočítá následovně:

SCRHealth =
√

CorrHealthi,jHealthiHealthj, (2.8)

kdeHealthi je SCR rizikového modulu i zahrnutého v korelační matici CorrHealth
(viz tabulka 2.6).

Tabulka 2.6: Korelační matice CorrHealth

2.4.4 Upisovací riziko neživotního pojištění

Modul upisovacího riziko neživotního rizika mimo jiné zahrnuje také riziko
nejistoty ohledně předpokladů o rozhodnutí pojistníka, jako je prodloužení nebo
ukončení smlouvy. Bere v potaz nejistotu výsledku pojišťovny plynoucí nejen
z existujících pojistných a zajistných smluv, ale také s očekávnaným novým ob-
chodem uzavřeným během následujících 12 měsíců. Již jsme zmínili, že modul
upisovacího rizika neživotního pojištění obsahuje tři submoduly. Nyní si podrob-
něji popíšeme, jak probíhá výpočet SCR těchto modulů podle QIS5.
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Modul rizika pojistného a rezerv

Hlavními zdroji upisovacího rizika jsou riziko pojistného a riziko rezerv, jejichž
definice jsme uvedli na stránce 13. Pro výpočet SCR rizika pojistného a rezerv
je zapotřebí spočítat následující:

• PCOlob - nejlepší odhad6 nevyřízených škod pro každý druh pojištění (line
of business - LoB) - viz tabulka 2.7

• P 0,written
lob - odhad čistého předepsaného pojistného pro každý LoB během
následujícího roku

• P 0,earnedlob - odhad čistého zaslouženého pojistného pro každý LoB během
následujícího roku

• P−1,written
lob - čisté předepsané pojistné pro každý LoB z minulého roku

• P−1,earned
lob - čisté zasloužené pojistné pro každý LoB z minulého roku

• PVlob - současná hodnota čistého pojistného plynoucí z existujících pojist-
ných smluv, u kterých se očekává jejich platnost za déle než jeden rok. Musí
jít tedy o smlouvy s pojistnou dobou překračující následující rok (tj. včetně
těch s možností prodloužení). Pro roční smlouvy bez možnosti prodloužení
se pokládá PVlob nule.

Tabulka 2.7: Tabulka rozdělení LoB

Výledkem je SCR rizika pojistného a rezerv, který se počítá vztahem

NLpr = ρ(σ)V, (2.9)

kde V je objem rizika, σ je směrodatná odchylka získaná ze směrodatných od-
chylek rizika pojistného a rizika rezerv a ρ je funkce definována jako

ρ(x) =
eu0,995

√
log(x2+1)

√
x2 + 1

− 1,

6Nejlepším odhadem rozumíme střední hodnotu současné hodnoty peněžních toků.
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která odpovídá tomu, že za předpokladu logaritimicko normálního rozdělení pod-
kladového rizika je kapitálový požadavek kalibrován na VaR0,995. Výpočet objemu
rizika V a směrodatné odchylky σ probíhá v následujících dvou krocích:

1. Pro každý LoB se stanoví standardní odchylka a objem rizika pro riziko
pojistného a pro riziko rezerv.

2. Celková standardní ochylka σ a objem rizika V se spočte agregací jednotli-
vých standardních odchylek a objemů rizika stanovené v prvním kroku.

Modul rizika storen

Jelikož pojistník může na smlouvách neživotního pojištění udělat taková roz-
hodnutí, která významně ovlivní závazky z nich plynoucí (např. prodloužení nebo
ukončení smlouvy), je výpočet pojistného založený na předpokladech o pohybu
sazeb při těchto rozhodnutí. Riziko, že tyto předpoklady se ukáží být špatné
a musejí být změněny, se nazývá riziko storen. Pokud takové smlouvy, kde smí
pojistník činit rozhodnutí, pojišťovna ve svém portfoliu nemá, je kapitálový po-
žadavek modulu rizika storen roven nule.

SCR modulu rizika storen je stanoveno vztahem

NLlapse = max{Lapsedown, Lapseup, Lapsemass}, (2.10)

kde Lapsedown, resp. Lapseup, je SCR na riziko při permanentním snížení, resp.
zvýšení míry stornovosti a Lapsemass je SCR na riziko při masové stornovosti.
Všechny tři SCR se počítají ∆NAV přístupem, kde šokové scénáře jsou násle-
dující:
shockdown - snížení o 50% předpokládané míry rozhodnutí R na všech smlou-
vách, které nepříznivě postihne toto riziko. Tento šok nesmí snížit míru R o více
než 20%. Tedy šoková míra Rdown = max{0, 5R,R− 0, 2}.
shockup - zvýšení o 50% předpokládáné míry rozhodnutí R na všech smlouvách,
které nepříznivě postihne toto riziko. Šoková míra Rup nemůže být vyšší než 100%,
tedy Rup = min{1, 5R, 1}.
shockmass - odstoupení 30% pojistných smluv se zápornou hodnotou nejlepšího
odhadu rezerv pojistného.

Modul rizika katastrofy

Rizko katastrofy je definováno jako upisovací riziko související s extrémními
nebo výjimečnými událostmi. Výpočet je rozdělen na dvě části, a to výpočet podle
metody 1 a metody 2. Do metody 1 by měla pojišťovna zařadit všechna možná
rizika. Jen pokud to není možné, použije se metoda 2, tj. zejména v následujících
případech:

• přírodní katastrofy mimo území EEA7

• ostatní pojištení (viz tabulka 2.8)
7EEA je zkratka pro Evropský hospodářský prostor.

Bc. Jiří Thomayer Výpočet SCR



Standardní formule 23

• neproporcionální zajištění

Výsledné SCR vznikne agregací těchto dvou metod, kdy se předpokládá, že jsou
nezávislé, tedy

NLCAT =
√

NL2CAT1
+NL2CAT2

, (2.11)

kde NLCATi
je SCR vypočtené podle metody i.

Metoda 1: Standardizovaný scénář. Tato metoda rozděluje rizika na přírodní ka-
tastrofy a na pohromy způsobené člověkem. Pro každou katastrofu a každou zemi
v EEA je spočítáno její SCR. Dílčí kapitálový požadavek na každou katastrofu
se spočítá agregací těchto SCR pomocí korelační matice vyjadřující korelaci mezi
zeměmi. Nakonec výsledná SCR podle metody 1 dostaneme agregací dílčích SCR
na každou katastrofu pomocí korelační matice vyjadřující korelaci mezi katastro-
fami.
Metoda 2: Metoda založená na faktorech. Pro tuto metodu předpokládáme
hrubé předepsané pojistné a hrubé faktory reprezentující jednotlivé události. Dále
pro výpočet SCR uvažujeme, že jednotlivé LoB jsou nezávislé mimo proporcio-
nální zajištění, kde naopak uvažujeme 100% korelaci. Výsledný vztah tedy je

NLCAT2 =

√√√√√
√ ∑

t∈{1,2,3,5}

(ctPt)2 + c11P11

2 + ∑
t∈{4,7,8,9,10,13}

(ctPt)2 + (c6P6 + c12P12)2,

kde ct je faktor a Pt je pojistné pro příslušné LoB (viz tabulka 2.8).

Tabulka 2.8: LoB a faktory pro výpočet rizika katastrofy metodou 2
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Kapitola 3

Částečné interní modely

Standardní formule poskytuje návod na výpočet SCR pojišťovny. Je závazný,
ale také stejný, pro všechny pojišťovny v EU včetně Švýcarska, z čehož plynou
některé nedostatky, a to hlavně, že standardní formule nemusí plně reflektovat ri-
zikový profil každé pojišťovny. Je totiž tvořena a použitelná jen pro „průměrnouÿ
pojišťovnu. Může tedy hodnotu SCR výrazně nadhodnocovat nebo podhodno-
covat. Proto bylo pojišťovnám povoleno vytvářet interní model, který by lépe
zohledňoval rizika, kterým pojišťovna skutečně čelí. Má na výběr mezi úplným
interním modelem (full internal model - FIM) a částečným interním modelem
(partial internal model - PIM). Už z názvu je jasné, že úplný interní model zcela
nahradí standardní formuli ve výpočtu SCR, kdežto částečný interní model na-
hrazuje pouze její část. Není samozřejmě plně v kompetenci pojišťovny používat
interní model (IM), ale každý vyvinutý interní model pojišťovnou podléhá schvá-
lení dohledu.

3.1 Hlavní obchodní jednotky

Každá pojišťovna si může zadefinovat tzv. hlavní obchodní jednotku (major
business unit - MBU), která musí být definovaná jako funkční jednotka v podni-
kání,

• která je řízena nezávislou a vyhrazenou správou

• u které má smysl počítat

– výkaz zisků a ztrát

– kapitálové požadavky jednotlivých modulů a submodulů, operačního
rizika, úpravy zohledňující schopnost technických rezerv a odložené
daňové povinnosti absorbovat ztráty a/nebo pro jakkákoli jiná výrazná
kvantifikovatelná rizika.

Příklady hlavních obchodních jednotek: pobočky, životní a neživotní pojištění, ze-
měpisné regiony, oddělení pro určitý typ zákazníků apod. Definice MBU podléhá
schválení dozoru.
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3.2 Rozsah částečného interního modelu

Pokud se pojišťovna rozhodne pro PIM, může ho použít k modelování:

• jednoho a více modulů/submodulů (ze stejného i různého modulu) celého
obchodu nebo jedné a více MBU

• úpravy zohledňující schopnost technických rezerv a odložené daňové povin-
nosti absorbovat ztráty pro celý obchod nebo jednu a více MBU

• operačního rizika celého obchodu nebo jedné a více MBU

Při použití PIM není pojišťovna vázaná na kategorizaci rizik podle standardní
formule, ale může použít vlastní, např.:

• modelování rizik nezahrnutých ve standardní formuli

• užití jiného časového horizontu nebo jiné míry rizika

• nepoužití modulárního přístupu.

Jak již bylo řečeno, PIM podléhá schválení dozoru, který musí po obdržení žádosti
na schválení PIM rozhodnout do 6 měsíců. Při posuzování žádosti se pohlíží
především na tato ustanovení:

• dohled požaduje řádné odůvodnění omezeného rozsahu modelu.

• výsledné SCR vhodněji reflektuje rizikový profil pojišťovny.

• PIM musí být konzistentní se základními principy k plnému začlenění do
standardní formule.

• může být vyžadován plán přechodu pro rozšíření rozsahu modelu.

Mezi základní principy patří např.:

• všechna kvantifikovatelná rizika musí být brány v potaz.

• počítají se neočekávané ztráty z existujících a z nových obchodů v následu-
jících 12 měsíců.

• SCR odpovídá VaR na hladině 99, 5% v časovém horizontu jednoho roku.

• SCR pokrývá přinejmenším Life,Non−Life,Health, Spread a Op (PIM
nemusí nutně pokrývat všechna tato rizika)

• jsou započítány techniky k řízení rizik.

Plán přechodu pro rozšíření rozsahu PIM dohled vyžaduje, pokud omezený roz-
sah PIM není řádně odůvodněn nebo některá rizika, která nejsou zohledněna ve
standardní formuli, jsou mimo rozsah PIM. Pokud ovšem PIM reprezentuje pře-
chodný krok směrem k FIM, může dohled tento PIM schválit i přes jeho omezený
rozsah a nevyžadovat plán přechodu pro rozšíření rozsahu.
Dohled dokonce může vyžadovat po pojišťovně, aby si vyvinula PIM (nebo

FIM), a to tehdy, pokud rizikový profil pojišťovny neodpovídá struktuře stan-
dardní formule. Samozřejmě i takto nařízený IM musí splňovat vše výše uvedené.

Bc. Jiří Thomayer Rozsah částečného interního modelu
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3.3 Požadavky pro schválení interního modelu

Pojišťovna, která chce použít PIM (popř. FIM), musí zdokumentovat a odvo-
dit důkazy, že splňuje všechny následující požadavky1:

• Test použitelnosti:
Základní myšlenkou tohoto testu je, aby senior managment porozumněl
PIM, aby se PIM využíval v různých částech obchodu a byl použit na pod-
poru rozhodnutích v pojišťovně. A to z toho důvodu, aby pojišťovna sama
pociťovala tlak na vylepšení tohoto svého PIM. Existují tři různé přístupy
na posouzení dodržování testu požitelnosti. My se zaměříme na přístup,
který vychází z předem daných principů, kterými se pojišťovna musí řídit.
Další přístup je založen na detailním seznamu, který zahrnuje případy, pro
který musí být PIM použit, a poslední přístup je analýza „případ od pří-
paduÿ pro každé použití. Ty principy, kterými by se pojišťovna měla řídit,
jsou následující2:

1. Senior management a oddělení administrace, managementu nebo do-
zorčího orgánu musí být schopni demonstrovat porozumění PIM.

2. PIM musí vyhovovat obchodnímu modelu, tedy výstupy z PIM bu-
dou použity v různých částech obchodu (např. při tvorbě strategie,
obchodního plánu. . .)

3. PIM musí být použit na podporu a ověření rozhodnutích v pojišťovně.

4. PIM musí pokrývat rizika, která jsou užitečná pro risk management.

5. PIM by měl být vytvořen tak, aby usnadňoval analýzu obchodních
rozhodnutí.

6. PIM musí být široce začleněn do systému řízení rizik.

7. PIM musí být použit ke zlepšení systému řízení rizik.

8. Začlenění PIM do systému řízení rizik musí být na konzistetních zá-
kladech.

9. SCR z PIM musí být počítán minimálně jednou ročně a také, pokud
nastane významná změna v rizikovém profilu pojišťovny, podklado-
vých předpokladů a/nebo postupů způsobených změnou rozhodova-
cího nebo obchodního modelu. Dále pokud nový výpočet je nezbytný
pro poskytnutí aktuálních informací pro tvorbu rozhodnutí nebo jiné
použití modelu nebo pro splnění požadavků dohledu ohledně vykazo-
vání.

Test použitelnosti v podstatě vyžaduje, aby PIM hrál důležitou roli v po-
jišťovně a byl široce využit.

• Standardy statistické kvality:
Tyto standardy vyžadují, aby se použily vhodné techniky a přesná, kom-
pletní a odpovídající data. Měly by se aplikovat na model rizik užívaný pro
projekci, na oceňovací model a všechny procesy s tím spojené.

1Podrobnosti k jednotlivých požadavkům na PIM nalezneme v Consultation Paper 56 [5].
2Podrobnosti k jednotlivým principům nalezneme v Consultation Paper 56 [5].
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• Standardy kalibrace:
Pokud v PIM použijeme jiný časový horizont nebo jinou míru rizika, je po-
třeba ukázat, že je poskytnuta přinejmenším stejná ochrana jako při použití
standardní formule.

• Přisuzování zisků a ztrát:
Pojišťovna musí minimálně jednou ročně vykázat příčiny a zdroje zisků
a ztrát pro každou hlavní obchodní jednotku.

• Standardy validace:
Pojišťovna musí mít vlastní validační (ověřovací) model, který zahrnuje
monitorování výkonnosti PIM, vykazování vhodnosti jeho specifikací a tes-
tování výsledku z PIM proti skutečnosti. Měl by se zaměřovat přinejmenším
na tyto oblasti:

– data

– metody

– předpoklady

– expertní odhad

– dokumentace

– systémy/IT

– model řízení

– test použitelnosti.

Pomocí back-testingu bychom měli srovnat skutečná data s predikcí PIM
za účelem odhalení slabé stránky PIM. Pro poskytnutí informací ohledně
výkonosti PIM v různých stresových situacích se využívá rozsáhlého stre-
sového testování a testování scénářů.

• Standardy dokumentace:
Nezbytná dokumentace by měla nezávislé informované třetí straně umožnit
utvořit si zdravý úsudek o vhodnosti modelu a dodržování předchozích zásad
a dalších ustanovení. Management by tedy měl mít dobrou znalost klíčových
částí PIM a jejich omezení. Měla by být identifikována všechna slabá místa
PIM a dokumentace by měla obsahovat detaily ohledně vybudování a správy
PIM.

• Externí modely a data:
Použití modelu nebo dat získaných třetí stranou nemůže být považováno za
zdůvodnění pro vyjmutí z jakkýchkoli předchozích zásad. Pojišťovna tedy
musí zajistit, že externí model nebo data jsou konzistentní s těmito zásady.
Pokud se pojišťovna rozhodne pro externí model nebo data, musí:

– vysvětlit jejich význam včetně dopadu na SCR,

– vysvětlit, proč jim dala přednost před interním modelem nebo interním
datům,

Bc. Jiří Thomayer Požadavky pro schválení interního modelu



Částečné interní modely 28

– demonstrovat hlubokou znalost postupů a konstrukce externího mo-
delu,

– znát omezení externího modelu,

– přezkoumat externí model minimálně jednou ročně, aby zajistila, že
model je stále funkčí tak, jak pojišťovna očekává.

Bc. Jiří Thomayer Požadavky pro schválení interního modelu
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Kapitola 4

Návrh částečného interního
modelu

Popíšeme si jeden z návrhů částečného interního modelu pro stanovení SCR
upisovacího rizika neživotního pojištění (SCRNon−Life). Konkrétně se zaměříme
na výpočet rizika pojistného a rizika rezerv, jejichž definice jsme zavedli na stránce
21. Tento model plně nahrazuje submodul rizika pojistného a rezerv a částečně
také submodul rizika katastrofy. Narozdíl od standardní formule, ve které se před-
pokládá logaritmicko-normální rozdělení podkladového rizika, v tomto modelu ne-
uvažujeme jedno konkrétní rozdělení. To umožňuje každé pojišťovně zvolit takové
rozdělení, které nejlépe odpovídá jejímu rizikovému profilu. V případě rizika re-
zerv dokonce dané rozdělení simulujeme pomocí metody bootstrap. Tím bychom
měli eliminovat chybu danou špatnou volbou rozdělení rizika.

4.1 Riziko pojistného

Pro stanovení rizika pojistného potřebujeme informace o pojistném, nákladech
a celkových škodách. Pojistné a náklady pro každý LoB bereme z předpovědi pro
modelovaný rok. Jestliže historická data o pojistném a nákladech jsou dostatečně
ustálená (odchylka od odhadovaných hodnot je velmi nízká), můžeme je modelo-
vat deterministicky, v opačném případě je nutné použít stochastický model. Na
modelování škody se lépe hodí stochastické modely s daným pravděpodobnost-
ním rozdělením. V našem případě je budeme dělit na škody velké, katastrofické
a ostatní.

4.1.1 Velké škody

Velká škoda je taková škoda, jejíž aktuální konečná výše překročí stanove-
nou mez. Obvykle je tato mez volena s ohledem na XL-zajištění a dostupnost
dat. Obecně požadujeme, aby mezi prioritou XL-zajištění a stanovenou mezí byl
dostatek pozorování (odpovídající počet může být 30 a více). Pro její výpočet
můžeme postupovat například tak, že si vezmeme všechny škody větší než 95%
kvantil (bráno z empirického rozdělení škod) a dále budeme zjišťovat, kolik dat
leží nad 95, 05%, 95, 1%, . . . kvantilem. Čím více máme pozorování, tím lépe pro-
ložíme daty dané pravděpodobnostní rozdělení. Na druhou stranu nechceme mez
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nastavit příliš nízko, abychom modelovali opravdu jen velké škody s malou frek-
vencí výskytu a ne „běžnéÿ škody s velkou frekvencí výskytu.
Modelování velkých škod založíme na kolektivním modelu rizika. Budeme tedy

odhadovat počet škod a výše jednotlivých škod samostatně. Pro výpočet počtu
škod využijeme metodu Chain-ladder na kumulativní trojúhelník počtu velkých
škod. Dostaneme odhad konečného počtu škod z jednotlivých let, které upravíme
na úroveň modelovaného roku t+ 1, což provedeme vztahem

adj numberj =
ultimate number claimsj

exposurej
exposuret+1, j = 1, . . . , t,

kde t je počet let, exposurej je expozice v roce j (tedy exposuret+1 je předpověď
expozice pro modelovaný rok), adj numberj je upravený počet škod na úroveň
modelovaného roku t + 1, ultimate number claimsj je odhad konečného počtu
škod z roku j. Poté zvolíme vhodné pravděpodobnostní rozdělení upraveného
počtu škod. Na výběr máme z následujících:

1. Negativně binomické rozdělení - pro taková data, kde střední hodnota počtu
škod je menší než jejich rozptyl.

2. Poissonovo rozdělení - pro taková data, kde střední hodnota a rozptyl počtu
škod jsou přibližně stejné.

3. Binomické rozdělení - pro taková data, kde střední hodnota počtu škod je
větší než jejich rozptyl. A to tehdy, pokud parametr označující počet škod
je dostatečně velký a představuje maximální možný počet.

Pro odhad rozdělení výše škod nejprve upravíme jednotlivé rezervy (rezervy
každé škody) dle očekávané úrovně celkové rezervy roku j. Úpravu provedeme
pomocí α faktoru následujícím vztahem

claim ultimatekj = paymentskj + αj · reservekj , j = 1, . . . , t,

kde claim ultimatekj je konečná výše k-té škody vzniklé v roce j, paymentskj jsou
proběhlé výplaty za k-tou škodu vzniklou v roce j a reservekj je rezerva na k-tou
škodu vzniklou v roce j. Faktor α pro každý rok spočítáme ze vztahu

αj =
number claimsj · average claimj − paymentsj

reservej
, j = 1, . . . , t,

kde

average claimj =
claims ultimatej

ultimate number claimsj
, j = 1, . . . , t,

number claimsj je počet nahlášených škod z roku j (tj. čísla na diagonále kumu-
lativního trojúhelníku), paymentsj je výše proběhlých plateb na škody vzniklé
v roce j, reservej je rezerva na škody z roku j a claims ultimatej je odhad
konečné výše škod z roku j pomocí metody Chain-ladder na kumulativní troj-
úhelník výše škod. Z výpočtu faktoru α je zřejmé, že pro αj > 1 je rezerva na
škody z roku j nedostatečná a je potřeba ji právě o násobek faktoru αj navý-
šit. Naopak pro αj < 1 je rezerva na škody z roku j nadhodnocená a můžeme
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část rezerv rozpustit. Pro αj = 1 je rezerva na škody z roku j ve správné výši
a není třeba ji upravovat. Máme tedy k dispozici konečné výše velkých škod a nyní
odhadneme jejich rozdělení. K tomu využíváme logaritmicko-normální rozdělení,
gamma rozdělení nebo Paretovo rozdělení.

4.1.2 Katastrofické škody

Výchozím bodem je určení škod, které patří mezi katastrofické. Rozhodovacím
kritériem mohou být tyto parametry - příčina vzniku (událost), omezené časové
období, počet škod nebo celková výše škod. Pro Českou republiku mezi příčiny
vzniku může typicky patřit povodeň, vichřice/bouře a kroupy. Ve světě mezi další
příčiny patří například zamětřesení, požáry, tsunami apod. Tyto škody je lepší
modelovat napříč jednotlivými riziky dle dané události. Při sestavení modelu ka-
tastrofických škod můžeme použít dva odlišné přístupy. První z nich je založen
na modelování z vlastních historických dat, kdy máme dostatečně velkou zkuše-
nost s daným typem události. Při nedostatku vlastních dat využijeme místo nich
externích modelů (RMS, EQUECAT), jejichž výstupem je pravděpodobnostní
rozdělení katastrofických škod týkající se dané pojišťovny. Dále už je jen potřeba
alokovat jednotlivé katastrofické škody k LoB podle historické zkušenosti.

4.1.3 Ostatní škody

Ostatní škody jsou takové škody, které nepatří ani do jedné z předchozích
skupin. Pro jejich modelování využijeme individuální model rizika - tedy výše
škody v jednotlivých letech je odhadnuta jediným pravděpodobnostním rozděle-
ním. Mezi vhodná rozdělení patří logaritmicko-normální rozdělení, gamma rozdě-
lení a inverzní gamma rozdělení. K odhadu parametrů rozdělení můžeme využít
buď metodu momentů nebo metodu maximální věrohodnosti.
Ze vztahu

UVatt,j = UVtotal,j − UVlarge,j − UVCAT,j, j = 1, . . . , t

dostaneme výši ostaních škod z roku j pro každý LoB, kde UVatt,j je očekávaná
výše ostatních škod z roku j, UVtotal,j je očekávaná celková výše všech škod z roku
j určená nejlepším odhadem z předchozího roku, UVlarge,j je očekávaná výše vel-
kých škod z roku j a UVCAT,j je očekávaná výše katastrofických škod z roku j.
Tento vztah používáme proto, abychom dospěli ke stejnému odhadu1 celkové výše
škod.
Dále je nutné očistit výše ostatních škod o vliv expozice v jednotlivých letech.

Proto si zavedeme veličinu zj =
UVatt,j

νj
, kde νj je velikost expozice v roce j.

Nechť Z1, . . . , Zt je náhodný výběr, jehož pozorované hodnoty jsou z1, . . . , zt.
Nechť tento náhodný výběr pochází např. z logaritmicko-normálního rozdělení
LN(θ, σ

ν
). Metodou maximální věrohodnosti dostaneme odhad parametrů:

θ̂ =

∑t
j=1 νj log(zj)∑t

j=1 νj
a σ̂2 =

∑t
j=1 νj(log(zj)− θ̂)2

t
.

1Pokud bychom odhadovali ostatní škody např. metodou Chain-ladder, mohli bychom po
sečtení UVlarge,j +UVCAT,j +UVatt,j dostat jiný výsledek než UVtotal,j pro nějaké j = 1, . . . , t.
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Odhadneme-li výši expozice νt+1 pro modelovaný rok t+1 (např. extrapolací his-
torických dat, použitím obchodního plánu apod.), náhodná veličina S = νt+1Z
označuje výši škod pro následující rok t+1, kde Z má rozdělení uvažované výše.

Výhodou tohoto postupu oproti standardní formuli spočívá v jiném přístupu
pro každý typ škod (velké, katastrofické, ostatní). Na druhou stranu tím klademe
větší nároky na vstupní data, která nemusíme mít pokaždé k dispozici. Výstupy
tohoto výpočtu jsou rozdělení pro každý typ škod. Pomocí nich stanovíme kapi-
tálový požadavek pro každý typ škod a stanovíme celkový kapitálový požadavek
na riziko pojistného jako jejich součet.

4.2 Riziko rezerv

V této části si popíšeme zobecněný Mackův model pro odhad vývoje škod. Za-
vedeme výpočet odhadu nejistoty (tj. rizika rezerv) pomocí střední kvadratické
odchylky a metody bootstrap, kterou využijeme i pro výpočet VaR. Upravíme vý-
počet střední kvadratické odchylky na rekurzivní formuli, čímž dosáhneme mož-
nosti zohlednit zbytkový faktor ve vývoji škod.

4.2.1 Zobecněný Mackův model

Mackův model bývá někdy nazývám také metodou Chain-ladder. Je to jeden
z nejpoužívanějších modelů. Důvodem je určitě jeho jednoduchost a to, že není
potřeba předpokladát žádné konkrétní rozdělení škod. Nevýhodou zase bývá jeho
velká citlivost na kolísání pozorovaných dat ve škodním roce.
Nechť Cj,s, j = 1, . . . , t, s = 0, . . . , t − 1, je kumulativní výše škod vzniklých

v roce j (tzv. škodní rok) a vyřízených do konce roku j+s, kde s je vývojový rok .
Z historických dat získáme vývojový trojúhelník △ = {Cj,s, j = 1, . . . , t, j + s ≤ t},
který doplníme na čtverec, a tím získáme odhad vývoje škod. Základní předpo-
klady Mackova modelu jsou následující.

• Předpoklad popisující úměrnost sloupců ve vývojovém trojúhelníku:

E[Cj,s+1|Cj,0, . . . , Cj,s] = fsCj,s ∀j = 1, . . . , t, (4.1)

kde fs, s = 0, . . . , t− 2, jsou vývojové faktory.

• Škody v různých škodních letech jsou na sobě nezávislé:

vektory (Cj,0, . . . , Cj,t−1) a (Ck,0, . . . , Ck,t−1) jsou vzájemně

nezávislé pro ∀j ̸= k. (4.2)

Z úměrnosti sloupců dostáváme předpoklad vývoje škod Ĉj,s+1 = f̂sĈj,s, kde pro
odhad vývojového faktoru využíváme vztah

f̂s =

t−s−1∑
j=1

wj,sC
β
j,sFj,s

t−s−1∑
j=1

wj,sC
β
j,s

, β ∈ {0, 1, 2}, (4.3)
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kde Fj,s =
Cj,s+1

Cj,s
, j = 1, . . . , t, s = 0, . . . , t − 2, jsou individuální vývojové faktory

a wj,s ∈ [0, 1], j = 1, . . . , t, s = 0, . . . , t − 2, jsou libovolné váhy, které jsou často
využívány pro snížení vlivu odlehlých Fj,s.
Uvažujeme-li, že wj,s = 1 ∀j, s (v praxi velmi časté), pak pro β = 1 dává

vzorec (4.3) odhad vývojových faktorů u původního Mackova modelu (vážený
průměr individuálních vývojových faktorů), pro β = 0 dostáváme výběrový prů-
měr individuálních vývojových faktorů a pro β = 2 je tento vzorec výsledkem
lineární regrese Cj,s+1 = fsCj,s + ϵj, j = 1, . . . , t− s− 1.
Na základě (4.1) odhad výše škody Cj,t−1 odpovídá vztahu

Ĉj,t−1 = Cj,t−j f̂t−j f̂t−j+1 . . . f̂t−2, j = 1, . . . , t. (4.4)

Jelikož vývoj škod ve škodním roce nemusí končit po t letech, pro tento případ
použijeme zbytkový faktor f̂ult > 1 k odhadu konečné výše škod v každém škodním
roce vztahem

Ĉj,ult = Ĉj,t−1f̂ult, j = 1, . . . , t.

4.2.2 Střední kvadratická odchylka

Pro odvození střední kvadratické odchylky potřebujeme ještě dodatečný před-
poklad, že

var[Cj,s+1|Cj,0, . . . , Cj,s] = C2−β
j,s

σ2s
wj,s

, ∀j = 1, . . . , t, (4.5)

který je zobecněním předpokladu v původním Mackově modelu. Střední kvadra-
tická odchylka odhadu výše škody Cj,s je definovaná jako

mse Ĉj,s = E[(Ĉj,s − Cj,s)
2|△],

což z předpokladu na nezávislost řádků (předpoklad (4.2)) je stejné jako

mse Ĉj,s = E[(Ĉj,s − Cj,s)
2|Cj,0, . . . , Cj,t−j].

Pro získání odhadu σ2s si ukážeme, že pro s = 0, . . . , t− 2 je

σ2
∗

s =
1

t− s− 1

t−s−1∑
j=1

wj,sC
β
j,s(Fj,s − fs)

2 (4.6)

nestranný odhad σ2s . Protože dle předpokladu (4.1) platí fs = E[Fj,s|Cj,0, . . . , Cj,s],
můžeme (4.6) upravit na

Eσ2
∗

s = E
1

t− s− 1

t−s−1∑
j=1

wj,s E[C
β
j,s(Fj,s − E [Fj,s|Cj,0, . . . , Cj,s])

2|Cj,0, . . . , Cj,s] =

= E
1

t− s− 1

t−s−1∑
j=1

wj,sC
β
j,s var[Fj,s|Cj,0, . . . , Cj,s].
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Dále z předpokladu (4.5) dostáváme, že var[Fj,s|Cj,0, . . . , Cj,s] =
σ2s

wj,sC
β
j,s

. Tedy

celkem

Eσ2
∗

s = E
1

t− s− 1

t−s−1∑
j=1

wj,sC
β
j,s

σ2s

wj,sC
β
j,s

= σ2s ,

čímž jsme dokázali nestrannost odhadu. Jelikož ale vývojové faktory jsou ne-
známé, používáme pro odhad σ2s vztah

σ̂2s =
1

t− s− 2

t−s−1∑
j=1

wj,sC
β
j,s(Fj,s − f̂s)

2,

který je opět nestranným odhadem σ2s . (viz [13]) Při s = t− 2 nemůžeme využít
předchozího vztahu, většinou proto předpokládáme, že

σ2t−3
σ2t−4

=
σ2t−2
σ2t−3

,

pokud σ2t−4 > σ2t−3. Z čehož získáváme σ̂
2
t−2 = min{

σ4t−3
σ2t−4

,min{σ2t−3, σ2t−4}}.
Pro další značení si definujme useknutý vývojový trojúhelník

△s = {Cj,k, j = 1, . . . , t, k = 0, . . . , s, j + k ≤ t}.

V původním Mackově modelu (β = 1 a wj,s = 1 ∀j, s) byl odvozen odhad pro
střední kvadratickou odchylku (viz [12])

̂mse Ĉj,t−1 = Ĉ2j,t−1

t−2∑
s=t−j

σ̂2s

f̂ 2s

 1

Ĉj,s

+
1

t−s−1∑
i=1

Ci,s

 ,

který může být přepsán do podoby

̂mse Ĉj,t−1 = Ĉ2j,t−1

t−2∑
s=t−j

m̂seFj,s + m̂se f̂s
f̂ 2s

, (4.7)

kde m̂seFj,s je odhad podmíněného rozptylu E[(Fj,s − E[Fj,s|△s]︸ ︷︷ ︸
=fs

)2|△s] =

= var[Fj,s|Cj,0, . . . , Cj,s] =
σ2s
Cj,s
a m̂se f̂s je odhad střední kvadratické odchylky

E[(f̂s − fs︸︷︷︸
E[f̂s|△s]

)2|△s] = var[f̂s|△s] =
σ2s∑t−s−1

j=1 Cj,s

.

Takto upravený vztah (4.7) je platný i pro zobecněný Mackův model (pro
β ∈ {0, 1, 2} a libovolné váhy wj,s) (viz [13]), kde

m̂seFj,s =
σ̂2s

wj,sĈ
β
j,s

a m̂se f̂s =
σ̂2s∑t−s−1

j=1 wj,sĈ
β
j,s

.
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Dále tento vztah můžeme jednoduše upravit na rekurzivní formuli

̂mse Ĉj,s+1 = Ĉ2j,s(m̂seFj,s + m̂se f̂s) + m̂se Ĉj,sf̂
2
s (4.8)

s počáteční hodnotou ̂mse Ĉj,t−j = 0. Po zohlednění zbytkového faktoru dosta-
neme rozšířením předchozí rekurzivní formule (4.8) vztah

̂mse Ĉj,ult = Ĉ2j,t−1( ̂mseFj,ult + m̂se f̂ult) +
̂mse Ĉj,t−1f̂

2
ult, (4.9)

kde index ult pro Fj,ult, fult a σ2ult znamená ult = t−1, zatímco pro Cj,ult znamená
ult = t. Většinou lze najít s < t−1 takové, že f̂s−1 > f̂ult > f̂s. Potom při hledání

odhadů m̂se f̂ult a ̂mseFj,ult ověříme, zda je možné předpokládat nerovnosti

m̂se f̂s−1 > m̂se f̂ult > m̂se f̂s

a
̂mseFj,s−1 > ̂mseFj,ult > m̂seFj,s.

Potom vhodnou extrapolací dostaneme požadované odhady. Pokud nebudou ne-
rovnosti splněny, budeme hledat odhady mimo tyto nerovnosti.
Pro odhad střední kvadratické odchylky celkových škod za všechny škodní

roky využíváme rekurzivní formule (viz [13])

̂
mse

(
t∑

j=t−s

Ĉj,s+1

)
=

̂
mse

(
t∑

j=t−s+1

Ĉj,s

)
f̂ 2s +

t−1∑
j=t−s

Ĉ2j,sm̂se F̂j,s +

+m̂se f̂s

(
t∑

j=t−s

Ĉj,s

)2
(4.10)

pro s = 0, . . . , t − 2. Uvažujeme-li zbytkový faktor, potom rekurzí postupujeme
až do s = t− 1.
Střední kvadratická odchylka má jednotku v mocnině jednotky škod ve vývo-

jovém trojúhelníku. Obvykle se proto uvádí její odmocnina (nazývaná odmocněná
střední kvadratická odchylka (rmse), která má již shodnou jednotku.

4.2.3 Bootstrap

Metoda bootstrap vychází z Monte Carlo simulací. Zatímco ale Monte Carlo
simulace předpokládá předem dané rozdělení náhodného výběru X1, . . . , Xn, což
je v praxi často nereálný předpoklad, u metody bootstrap nejprve rozdělení ná-
hodného výběru odhadneme. Potom je postup již stejný. Jako odhad distribuční
funkce většinou bereme empirickou distribuční funkci

F̂ (x) =
1
n

n∑
j=1

I(Xj≤x).
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Takový odhad je nestranný, jelikož pro x ∈ R je E F̂ (x) = 1
n

n∑
j=1
E I(Xj≤x) =

1
n

n∑
j=1
P(Xj ≤ x) = 1

n

n∑
j=1

F (x) = F (x), kde F značí distribuční funkci X1, a také

silně konzistentní, což vychází ze silného zákona velkých čísel. NechťX∗
1 , . . . , X

∗
n je

náhodný výběr z F̂ (daná funkce při daných pozorováníchX1, . . . , Xn).X∗
1 , . . . , X

∗
n

jsou tedy (podmíněně) nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny. Každá z nich
nabyde hodnoty z {X1, . . . , Xn} s pravděpodobností 1n . Náhodný výběrX

∗
1 , . . . , X

∗
n

se nazývá bootstrapový výběr. Nyní již použijeme metodu Monte Carlo na boot-
strapový výběr ze známého rozdělení F̂ , tedy opakovaně generujeme náhodný
výběr z rozdělení F̂ , z každého z nich spočteme požadovanou charakteristiku
a jako výsledek bereme výběrový průměr těchto charakteristik.

Popíšeme si, jak využít metodu bootstrap pro odhadnutí střední kvadratické
odchylky odhadu výše škod v každém škodním roce i odhadu celkové výše škod.
Metodu bootstrap ale využijeme i pro pro odhad hodnoty v riziku, jak vyžaduje
Solventnost II. Pro účely modelování střední kvadratické odchylky si nejprve ro-
zebereme vztah na její výpočet:

mse Ĉj,t−1 = E[(Ĉj,t−1 − E[Cj,t−1|△] + E[Cj,t−1|△]− Cj,t−1)
2|△] =

= E[(E[Cj,t−1|△]− Cj,t−1)
2|△] + (Ĉj,t−1 − E[Cj,t−1|△])2 +

+(Ĉj,t−1 − E[Cj,t−1|△]) E[E[Cj,t−1|△]− Cj,t−1|△]︸ ︷︷ ︸
=0

=

= var[Cj,t−1|△] + (Ĉj,t−1 − E[Cj,t−1|△])2. (4.11)

Pro j = 1 je mse Ĉ1,t−1 = 0, tento rozklad proto platí pro j = 2, . . . , t. Na-
dále předpokládejme, že j = 2, . . . , t. K vyjádření var[Cj,t−1|△] (nazýváme pro-
cesní riziko (process variance)) využijeme předpokladů (4.2), (4.5) a vztahu
var[X|F ] = E [var[X|C]|F ] + var[E[X|C]|F ], kde F ⊆ C jsou σ-algebry. Jelikož
se v praxi β = 0 téměř nepoužívá, dále se omezíme na β ∈ {1, 2}.

var[Cj,t−1|△]
ozn.
= provarCj,t−1 =
(4.2)
= var[Cj,t−1|Cj,0, . . . , Cj,t−j] =

= E[var[Cj,t−1|Cj,0, . . . , Cj,t−2]︸ ︷︷ ︸
C2−β

j,t−2
σ2t−2

wj,t−2

|Cj,0, . . . , Cj,t−j] +

+var[E[Cj,t−1|Cj,0, . . . , Cj,t−2]︸ ︷︷ ︸
Cj,t−2ft−2

|Cj,0, . . . , Cj,t−j] =

= C2−β
j,t−j(ft−jft−j+1 . . . ft−3)

2−β σ2t−2
wj,t−2

+

+f 2t−2 var [Cj,t−2|Cj,0, . . . , Cj,t−j] = ...

Pokračujeme stejnou úvahou dále, dokud nedojdeme k výrazu

var[Cj,t−j|Cj,0, . . . , Cj,t−j] = 0.
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Výsledkem potom je

provarCj,t−1 = C2−β
j,t−j

t−2∑
s=t−j

(ft−j . . . fs−1)
2−β σ2s

wj,s

f 2s+1 . . . f
2
t−2. (4.12)

Dalšími úpravami převedeme předchozí vztah na

provarCj,t−1 = C2−β
j,t−j

t−2∑
s=t−j

(ft−j . . . fs−1)
2−β σ2s

wj,s

Cβ
j,s

Cβ
j,s

f 2s
f 2s

f 2s+1 . . . f
2
t−2,

z nehož získáme odhad

̂provarCj,t−1 = Ĉ2j,t−1

t−2∑
s=t−j

σ̂2s

f̂ 2swj,sĈ
β
j,s

, (4.13)

který lze opět vyjádřit rekurzivní formulí (viz (4.8))

̂provarCj,s+1 = Ĉ2j,sm̂seFj,s + ̂provarCj,sf̂
2
s

s počáteční hodnotou ̂provarCj,t−j = 0. Nyní si vyjádříme druhý sčítanec (nazý-
váme parametrové riziko (parameter variance)) pro výpočet střední kvadratické
odchylky

(E[Cj,t−1|△]− Ĉj,t−1)
2 ozn.
= parvarCj,t−1 =

= (Cj,t−jft−j . . . , ft−2 − Cj,t−j f̂t−j . . . , f̂t−2)
2 =

= C2j,t−j

(
t−2∏

s=t−j

fs −
t−2∏

s=t−j

f̂s

)2
.

V tomto momentě nelze pro odhad parametrového rizika odhadnout vývojové
faktory fs výrazem f̂s, jelikož bychom získali vždy 0. Využijeme proto metody
bootstrap pro získání odhadu rozdělení vývojových faktorů fs (za předpokladu,
že jde o náhodné veličiny).

Označme Ĉ·,t−1 =
t∑

j=2
Ĉj,t−1 jako odhad celkové výše škod za všechny škodní

roky a C·,t−1 =
t∑

j=2
Cj,t−1 jako skutečnou celkovou výši škod za všechny škodní

roky. Analogicky jako při odvození (4.11) si odvodíme střední kvadratickou od-
chylku odhadu celkové výše škod

mse Ĉ·,t−1 = E[(Ĉ·,t−1 − C·,t−1)
2|△] = var[C·,t−1|△] + (E[C·,t−1|△]− Ĉ·,t−1)

2.

Díky předpokladu 4.5 platí var[C·,t−1|△] = var[
t∑

j=2
Cj,t−1|△] =

t∑
j=2
var[Cj,t−1|△].
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Druhý sčítenec upravíme umocněním následovně

(E[C·,t−1|△]− Ĉ·,t−1)
2 = (E[

t∑
j=2

Cj,t−1|△]−
t∑

j=2

Ĉj,t−1)
2

= (
t∑

j=2

(E[Cj,t−1|△]− Ĉj,t−1))
2 =

=
t∑

i,j=2

(E[Ci,t−1|△]− Ĉi,t−1)(E[Cj,t−1|△]− Ĉj,t−1) =

=
t∑

i,j=2

Ci,t−1Cj,t−1(ft−i . . . ft−2 − f̂t−i . . . f̂t−2)(ft−j . . . ft−2 − f̂t−j . . . f̂t−2)

= 2
t∑

i,j=2
i<j

Ci,t−1Cj,t−1

(
t−2∏

s=t−i

fs −
t−2∏

s=t−i

f̂s

)(
t−2∏

s=t−j

fs −
t−2∏

s=t−j

f̂s

)

+
t∑

j=2

C2j,t−1

(
t−2∏

s=t−j

fs −
t−2∏

s=t−j

f̂s

)2

Výsledkem potom je

mse Ĉ·,t−1 =
t∑

j=2

var[Cj,t−1|△] + C2j,t−1

(
t−2∏

s=t−j

fs −
t−2∏

s=t−j

f̂s

)2
︸ ︷︷ ︸

(4.11)
= mse Ĉj,t−1

+

+ 2
t∑

i,j=2
i<j

Ci,t−1Cj,t−1

(
t−2∏

s=t−i

fs −
t−2∏

s=t−i

f̂s

)(
t−2∏

s=t−j

fs −
t−2∏

s=t−j

f̂s

)
=

=
t∑

j=2

mse Ĉj,t−1 + 2
t∑

i,j=2
i<j

Ci,t−1Cj,t−1

(
t−2∏

s=t−i

fs −
t−2∏

s=t−i

f̂s

)(
t−2∏

s=t−j

fs −
t−2∏

s=t−j

f̂s

)
.

(4.14)
Ani zde pro odhad střední kvadratické odchylky odhadu Ĉ·,t−1 nemůžeme odhad-
nout vývojové faktory fs výrazem f̂s, proto i zde využijeme metody bootstrap pro
odhad rozdělení vývojových faktorů fs (opět za předpokladu, že jde o náhodné
veličiny). Popíšeme si 2 postupy na získání simulovaných hodnot vývojových fak-
torů metodou bootstrap.

Bootstrap 1

Z výchozího trojúhelníku △ popsaného v kapitole 4.2.1 vytvoříme trojúhelník
složený z individuálních vývojových faktorů

△F = {Fj,s, j = 1, . . . , t− 1, j + s ≤ t− 1}
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a budeme předpokládat, že sloupec s (tj. hodnoty F1,s, . . . , Ft−s−1,s) tohoto troj-
úhelníku tvoří náhodný výběr z rozdělení Fs. Vytvoříme bootstrapový výběr
F ∗
1,s, . . . , F

∗
t−s−1,s z rozdělení F̂s, kde F̂s je empirická distribuční funkce náhodného

výběru F1,s, . . . , Ft−s−1,s. Hodnoty F ∗
1,s, . . . , F

∗
t−s−1,s tedy získáme jako t − s − 1

výběrů s vracením z množiny {F1,s, . . . , Ft−s−1,s}. Takto získáme bootstrapový
výběr pro všechna s = 0, . . . , t− 2, z nichž složíme bootstrapový trojúhelník

△∗
F = {F ∗

j,s, j = 1, . . . , t− 1, j + s ≤ t− 1}.

Tento postup B-krát zopakujeme a získáme B trojúhleníku △∗
F,b, b = 1, . . . , B.

Nyní z každého trojúhelníku △∗
F,b spočteme ze vzorce (4.3) odhad vývojových

faktorů f̂ ∗
0,b, . . . , f̂

∗
t−2,b pro b = 1, . . . , B. Potom jako odhad parametrového rizika

pro škodní rok j vezmeme výberový průmer

̂parvarCj,t−1 =
1
B

B∑
b=1

C2j,t−j

(
t−2∏

s=t−j

f̂ ∗
s,b −

t−2∏
s=t−j

f̂s

)2
a jako odhad odmocněné střední kvadratické odchylky

̂rmse Ĉj,t−1 =
√

̂provarCj,t−1 + ̂parvarCj,t−1. (4.15)

Pro případné zohlednění zbytkového faktoru použijeme vztah (4.9).

Obdobně budeme postupovat při stanovení odhadu střední kvadratické od-
chylky odhadu celkové výše škod, kdy druhý sčítanec vztahu (4.14) nahradíme
výběrovým průměrem

odhmse =
1
B

B∑
b=1

2
t∑

i,j=2
i<j

Ci,t−1Cj,t−1

(
t−2∏

s=t−i

f ∗
s,b −

t−2∏
s=t−i

f̂s

)(
t−2∏

s=t−j

f ∗
s,b −

t−2∏
s=t−j

f̂s

)
,

a celkový odhad odmocněné střední kvadratické odchylky získáme vztahem

rmse Ĉ·,t−1 =

√√√√ t∑
j=2

̂mse Ĉj,t−1 + odhmse .

Pro případné zohlednění zbytkového faktoru použijeme vztah (4.10).

Bootstrap 2

Využítím předpokladů (4.1) a (4.5) si spočteme odhad reziduí ε̂j,s+1 pro j =
1, . . . , t− 1, s+ j ≤ t− 1 jako

ε̂j,s+1 =
Cj,s+1 − Ê[Cj,s+1|Cj,0, . . . , Cj,s]√

̂var[Cj,s+1|Cj,0, . . . , Cj,s]
=

Cj,s+1 − f̂sCj,s

σ̂s

√
C2−β

j,s

wj,s

a předpokládáme, že ε̂j,s+1, j = 1, . . . , t − 1, s + j ≤ t − 1, jsou nezávislé stejně
rozdělené náhodné veličiny z rozdělení Fε̂. Dále vytvoříme bootstrapový výběr

Bc. Jiří Thomayer Riziko rezerv
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reziduí ε̂∗j,s+1 pro j = 1, . . . , t− 1, s+ j ≤ t− 1 z rozdělení Fε̂. Jako v předešlém
případě množina {ε̂∗j,s+1, j = 1, . . . , t − 1, s + j ≤ t − 1} tvoří výběr s vracením
z množiny {ε̂j,s+1, j = 1, . . . , t − 1, s + j ≤ t − 1}. Dále získáme bootstrapový
trojúhelník △∗ = {C∗

j,s+1, j = 1, . . . , t − 1, s + j ≤ t − 1} ze vztahu C∗
j,s+1 =

f̂sCj,s+σs

√
C2−β

j,s

wj,s
ε̂∗j,s+1. Nyní již spočteme bootstrapový trojúhelník individuálních

faktorů

△∗
F = {F ∗

j,s =
C∗

j,s+1

Cj,s

, j = 1, . . . , t− 1, s+ j ≤ t− 1}

a dále již postupujeme stejně jako v předchozím případě.

Případ 2 má velkou výhodu v tom, že bootstrapový výběr děláme v rámci
celého trojúhelníku, a tedy bootstrapové individuální vývojové faktory posled-
ního sloupce (s = t − 2) nejsou konstantní jako v případě 1. Tím potom odhad

̂parvarC2,t−1 není nulový, což více odpovídá realitě.

4.2.4 Výpočet VaR pomocí metody bootstrap

Uplatnění metody bootstrap je široké a nemusí se omezovat jen pro odhad
(odmocněné) střední kvadrické odchylky odhadu výše škody. Předvedeme si, jak
ji využít pro výpočet odhadu hodnoty v riziku výše rezervy na hladině α jak pro
jednotlivé škodní roky, tak za všechny škodní roky dohromady. Jelikož se zabý-
váme částečným interním modelem v rámci Solventnosti II, za α volíme hodnotu
0, 995.

Nechť máme boostrapové trojúhelníky individuálních vývojových faktorů△∗
F,b,

b = 1, . . . , B, získané jednou z metod popsané výše. Potřebnou výši rezervy na
škody vzniklé v roce j označme Rj = Cj,ult − Cj,t−j, j = 1, . . . , t, a celkovou výši
rezervy za všechny škodní roky R =

∑t
j=1Rj. Jako odhady těchto veličin potom

bereme R̂j = Ĉj,ult − Cj,t−j, j = 1, . . . , t, a R̂ =
∑t

j=1 R̂j. Pro každé b = 1, . . . , B

potom spočteme Mackovým modelem popsaným na stránce 32 odhady R̂∗
j,b a R̂

∗
b .

Jako odhad hodnoty v riziku ̂VaRα(Rj) výše rezervy pro škodní rok j na hladině
α bereme výběrový α-kvantil odhadnutých výší rezerv pro tento škodní rok, tedy

̂VaRα(Rj) = R̂∗
j,(⌈αB⌉), (4.16)

kde R̂∗
j,(n) značí n-tý nejmenší prvek v uspořádané posloupnosti R̂

∗
j,b, b = 1, . . . , B.

A odhad hodnoty v riziku ̂VaRα(R) celkové výše rezerv za všechny škodní roky
na hladině α analogicky spočítáme jako

̂VaRα(R) = R̂∗
(⌈αB⌉), (4.17)

kde R̂∗
(n) značí n-tý nejmenší prvek v uspořádané posloupnosti R̂

∗
b , b = 1, . . . , B.

Poznámka. (Odmocněná) střední kvadratická odchylka odhadu výše rezervy na
škody vzniklé v roce j je stejná jako (odmocněná) střední kvadratická odchylka

Bc. Jiří Thomayer Riziko rezerv
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odhadu výše škod ve škodním roce j po zohlednění případného zbytkového fak-
toru2, jelikož platí

mse R̂j = E[(R̂j −Rj)
2|△] = E[((Ĉj,ult − Cj,t−j)− (Cj,ult − Cj,t−j))

2|△] =
= E[(Ĉj,ult − Cj,ult)

2|△] = mse Ĉj,ult.

Obdobně lze dokázat, že
mse R̂ = mse Ĉ·,ult,

kde Ĉ·,ult =
t∑

j=1
Ĉj,ult.

△

2Pokud nezohledněnujeme zbytkový faktor, nahrazujeme ve vzorcích ult = t− 1.

Bc. Jiří Thomayer Riziko rezerv
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Kapitola 5

Praktická ukázka výpočtu rizika
rezerv

Výpočet rizika rezerv a získání VaR pomocí metody bootstrap ilustrujeme na
následujícím příkladě. Máme k dispozici kumulativní trojúhelník RBNS rezerv(△R)
a kumulativní trojúhelník výplat za škody(△P ) - viz tabulky A.1 a A.2. Data jsou
čtvrtletní, začínají 1. čtvrtletím roku 2001 a končí 4. čtvrtletím roku 2009.
Tedy dle našeho značení je t = 36 a jako Cj,s si označíme součet △R

j,s +△P
j,s

pro j = 1, . . . , 36, s = 0, . . . , 35. Využijeme vztahu (4.3) na výpočet odhadů
vývojových faktorů f̂s, s = 0, . . . , 34. Výsledky pro zvolené hodnoty β = 1 a 2
jsou následující:
pro β = 1:

pro β = 2:

V obou případech se objevují vývojové faktory, které jsou menší než 1 (buď
z důvodu regresů, nebo kvůli rozpouštění rezerv1). V praxi bychom tato čísla

1Pokud jsme byli při tvorbě rezerv moc obezřetní a stále držíme rezervu na škodu, u níž
zjistíme, že již nic vyplácet nebudeme, potom tuto rezervu rozpustíme.
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upravovali, nicméně v této ukázce výpočtu rizika rezerv budeme brát výstupy
čistě z navrhnutého modelu. Ze vztahu (4.4) vypočteme odhad výsledných škod
za jednotlivé škodní čtvrtletí j = 1, . . . , 36, přičemž předpokládáme, že vývoj
škod je po 36 čtvrtletích ukončen. Z nich určíme potřebnou výši rezervy na škody
vzniklé ve čtvrtletí j jako R̂j = Ĉj,35 − Cj,36−j, j = 1, . . . , 36, viz tabulka 5.1
a 5.2. Můžeme si všimnout, že některé rezervy jsou záporné, což je dáno tím,
že jsme neupravovali vývojové faktory. Při β = 2 je potřebná výše rezervy vždy
menší nebo rovna výši rezervy při β = 1, což se dá vysvětlit tím, že pro odhad
vývojových faktorů při β = 2 využíváme modelu lineární regrese, tedy tento
odhad je získán metodou nejmenších čtverců rozdílů skutečných škod od jejich
odhadů za všechny škodní čtvrtletí

min
f̂s

t−s−1∑
j=1

(Cj,s+1 − f̂sCj,s)
2 pro každé s = 0, . . . , 34.

Tabulka 5.1: Výše R̂j pro β = 1

Tabulka 5.2: Výše R̂j pro β = 2

Nyní odhadneme odmocněnou střední kvadratickou odchylku výše rezervy -
tedy, jak daleko ve střední hodnotě je odhadnutá rezerva od skutečné rezervy.
Podle poznámky na straně 40 platí vztah

̂rmse R̂j =

√
̂mse Ĉj,35,

jehož hodnoty pro β = 1 a 2 jsou zobrazeny v tabulkách 5.3 a 5.4. Z obdobného
důvodu jako v předchozím výpočtu vidíme, že téměř vždy je odhad rmse menší
pro β = 2.

Bc. Jiří Thomayer
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Tabulka 5.3: Výše ̂rmse R̂j pro β = 1

Tabulka 5.4: Výše ̂rmse R̂j pro β = 2

5.1 Bootstrap

Než přejdeme k simulování vývojových faktorů pomocí metody bootstrap, je
pro účely výpočtu rmse , popř. mse , potřeba znát hodnotu procesního rizika, viz
(4.11) a (4.13). Dosazením dostáváme pro β = 1 a 2 hodnoty v tabulkách 5.5
a 5.6.

Tabulka 5.5: Výše ̂provarCj,35 pro β = 1

Tabulka 5.6: Výše ̂provarCj,35 pro β = 2

Pro oba popsané případy metody bootstrap využíváme stejného vztahu (4.15)
pro výslednou rmse . Jediné, v čem se oba případy liší, jsou hodnoty parametro-
vého rizika.

Bootstrap 1
Po vypočtení parametrového rizika pomocí bootstrapu 1 a dosazení do vztahu
(4.15) pro výpočet výsledné hodnoty rmse dostáváme pro β = 1 a 2 hodnoty,
které jsou v následujících tabulkách.

Tabulka 5.7: Výše ̂rmse Ĉj,35 pro β = 1 a bootstrap 1

Tabulka 5.8: Výše ̂rmse Ĉj,35 pro β = 2 a bootstrap 1

Bootstrap 2
Po vypočtení parametrového rizika pomocí bootstrapu 2 a dosazení do vztahu

Bc. Jiří Thomayer Bootstrap
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(4.15) pro výpočet výsledné hodnoty rmse dostáváme pro β = 1 a 2 hodnoty,
které jsou v následujících tabulkách.

Tabulka 5.9: Výše ̂rmse Ĉj,35 pro β = 1 a bootstrap 2

Tabulka 5.10: Výše ̂rmse Ĉj,35 pro β = 2 a bootstrap 2

5.1.1 Porovnání dvou případů metody bootstrap

Nejprve porovnáme výsledky obou případů metody bootstrap pro β = 1.
V následujících tabulkách je procentuální podíl odhadu rmse vypočtený metodou
boostrap ku „standardnímuÿ odhadu rmse .

Tabulka 5.11: Podíl odhadu rmse spočtený pomocí bootstrap 1 ku „standardnímu odhadu
rmse ÿ při β = 1

Tabulka 5.12: Podíl odhadu rmse spočtený pomocí bootstrap 2 ku „standardnímu odhadu
rmse ÿ při β = 1

Bc. Jiří Thomayer Bootstrap
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Oba případy metody bootstrap pro β = 1 dávají v průměru výsledky kolem
100% a výrazně se od sebe neliší. Pouze v případě 1 dochází v prvních čtvrtletích
k podhodnocení rmse (tím myslíme, že podíl rmse je pod hodnotou 100%), což
je zřejmé z definice, protože v prvních čtvrtletích simulujeme náhodné výběry
z velmi malé množiny individuálních vývojových faktorů, a tím pádem nelze do-
statečně popsat jejich rozdělení.

Nyní porovnáme výsledky obou případů metody boostrap pro β = 2. Opět si
znázorníme procentuální podíly odhadu rmse .

Tabulka 5.13: Podíl odhadu rmse spočtený pomocí bootstrap 1 ku „standardnímu odhadu
rmse ÿ při β = 2

Tabulka 5.14: Podíl odhadu rmse spočtený pomocí bootstrap 2 ku „standardnímu odhadu
rmse ÿ při β = 2

Zde jsou již rozdíly mezi oběma případy velice značné. Zatímco případ 2 dává
stále rozumné výsledky, v případě 1 dochází s přibývajícím vývojovým čtvrtletím
k nadhodnocení hodnoty rmse (tím myslíme, že podíl rmse značně převyšuje
100%). V průměru případ 2 dává hodnotu opět kolem 100%, kdežto případ 1
přes 125%.
Na základě těchto výsledků byla potvrzena naše domněnka, že bootstrap 2

dává lepší výsledky než bootstrap 1.

Bc. Jiří Thomayer Bootstrap
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5.2 Výpočet VaR

Nejprve si opět porovnáme výsledky pro β = 1. Podle (4.16) vypočteme od-
had VaR na hladině α = 0, 995 pro odhad rezervy v každém škodním čtvrtletí
pomocí obou popsaných případů metody bootstrap. Jejich hodnoty jsou zobra-
zeny v následujícíh tabulkách. Hodnota v riziku v některých škodních čtvrtletí
vychází záporná, což je opět dáno tím, že jsme žádným způsobem neupravovali
výstupy z modelu. V praxi bychom zápornou hodnotu VaR nulovali.

Tabulka 5.15: ̂VaR0,995(Rj) pomocí bootstrap 1 při β = 1

Tabulka 5.16: ̂VaR0,995(Rj) pomocí bootstrap 2 při β = 1

Obrázek 5.1: Odhady hodnot v riziku celkových rezerv.

Je patrné, že záleží na zvoleném přístupu, jelikož výsledky se liší. Pozorujeme,
že v prvních čtvrtletích získáváme pomocí případu 1 nižší hodnoty, což je zřejmě
dáno tím, že dochází k podhodnocení rizika, jak jsme zmiňovali výše. Naopak
v posledních čtvrtletích dává případ 2 nižší hodnoty. Odhad ̂VaR0,995(R) odhadu
celkové rezervy je při použití bootstrapu 1 rovna 13.309.380, 5 a při bootstrapu 2
10.173.950, 0. Všimněme si, přestože VaR není obecně subaditivní, v obou těchto
případech subaditivitu splňuje. Je tedy výhodnější držet požadovaný kapitál na
celkovou výši rezervy než na jednotlivé rezervy každého škodního čtvrtletí.

Nyní porovnáme výsledky pro β = 2. V následujících tabulkách jsou opět
znázorněny odhady hodnot v riziku na hladině α = 0, 995 pro odhady rezerv
každého škodního čtvrtletí.
Opět pozorujeme, že v prvních čtvrtletích získáváme pomocí případu 1 nižší

hodnoty, kdežto v posledních čtvrtletích nižší hodnoty dává případ 2. Odhad
̂VaR0,995(R) odhadu celkové rezervy je při použití bootstrapu 1 rovna 15.926.846, 8

Bc. Jiří Thomayer Výpočet VaR
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Tabulka 5.17: ̂VaR0,995(Rj) pomocí bootstrap 1 při β = 2

Tabulka 5.18: ̂VaR0,995(Rj) pomocí bootstrap 2 při β = 2

a při bootstrapu 2 je rovna 5.238.076, 4. Tato hodnota je nejnižší ze všech ostat-
ních hodnot (viz grafické znázornění na obrázku 5.1). Odhadnuté hodnoty v riziku
i zde splňují podmínku subaditivity. Za povšimnutí určitě stojí fakt, že pomocí
bootstrapu 1 při přechodu od β = 1 k β = 2 dochází k navýšení potřebného
kapitálu - tedy navýšení hodnot v riziku -, zatímco pomocí bootstrapu 2 dochází
k jeho snížení.

Bc. Jiří Thomayer Výpočet VaR
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Závěr

Cílem práce bylo popsání direktivy Evropské unie Solventnost II, výpočet
solventnostního kapitálového požadavku pomocí standardní formule a navrhnutí
částečného interního modelu. Vzhledem k tomu, že k direktivě neustále vycházejí
konzultační materiály a není ještě zcela ustálená, je možné, že některé informace
obsažené v této práci nejsou již aktuální. Předpokládá se ale, že velké změny
ve standardní formuli již nanastanou. Také není možné zaručit, že navrhnovaný
interní model bez úprav projde schvalovacím procesem dozoru, je třeba ho brát
pouze jako podklad pro vybudování vlastního částečného interního modelu. Navíc
je nutné při jeho využití podstatně více dat než při použití standardní formule,
která nemusíme mít pokaždé k dispozici.
K pochopení této tematiky jsme probrali teorii měření rizik a ukázali některé

prakticky používané míry rizik, jako je hodnota v riziku, zbytková hodnota v ri-
ziku, spektrální míry rizik a další. Dále jsme stručně popsali náležitosti při tvorbě
interních modelů - především, že nesmíme opomenout žádná kvantifikovatelná ri-
zika, SCR musí odpovídat VaR na hladině 0, 995 v časovém horizontu jednoho
roku, internímu modelu musí senior management porozumět, musí být využit při
tvorbě strategie, různých rozhodnutí v pojišťovně apod., musí být dobře zdoku-
mentován a mnoho dalších.
V navrhovaném interním modelu jsme si popsali dva případy pro výpočet ka-

pitálového požadavku, které jsme nakonec na praktickém příkladě srovnali. Vý-
sledky se lišily v závislosti na použití parametru β při výpočtu odhadu vývojových
faktorů v Mackově modelu (viz (4.3)). Při β = 1 jsou výsledky srovnatelné a příliš
se neliší. Přesto v případě 2 je potřebné množství kapitálového požadavku nižší.
Při β = 2 vyplynuly více nedostatky případu 1, které jsme popsali v předešlé ka-
pitole, což vedlo ke zbytečnému držení většího množství kapitálu než v případě 2.
Na základě těchto zjištění bychom doporučovali využívat v navrhnutém interním
modelu případ 2, který dává jak pro β = 1, tak pro β = 2, lepší výsledky.
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Příloha A

Vstupní data pro výpočet rizika
rezerv
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