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Kapitola 1

Uvod

1.1 Struktura prace

V prvni ¢asti prace pripomeneme zaklady intervalové algebry a dale vysvétlime
pojem vypocetni slozitost algoritmu, se kterym budeme pracovat v nasledujicich
kapitolach.

Treti kapitola je vénovana formulaci problému, kdy potfebujeme odhadnout
statistické charakteristiky pro intervalova data.

Ve c¢tvrté kapitole analyzujeme problém, kde rozebirame vyhody, omezeni
a nevyhody linearizace a tradi¢nich intervalovych metod pfi urcovani zakladnich
statistickych charakteristik.

Pata cast se zaobira riznymi druhy intervall, na které miizeme narazit v praxi.
Kazdy druh téchto intervalu ma vlastni specifika a potfebné predpoklady pro to,
abychom byli schopni najit odhady pozadovanych statistickych charakteristik a to
predevsim u odhadu pro horni intervalovou mez rozptylu.

Sesta kapitola vysvétluje vipocet statistik pro intervalova data. Prvni &ast
této kapitoly je z velké casti vénovand metodam pro urceni dolni intervalové
meze pro rozptyl, druha ¢ast ukazuje rtizné ptistupy k vypoctu horni intervalové
meze pro rozptyl a posledni ¢ast této kapitoly piiblizuje situaci pro nékteré dalsi
vybrané statistické charakteristiky.

V sedmé kapitole se pokusime implementovat diive vysvétlené postupy do
systému Mathematica a aplikovat je na skutecna data a ndhodné vygenerovana

data.



1.2 Uvodni poznamky

Statistické charakteristiky byly vytvoreny hlavné pro statistickou analyzu dat
s urc¢itymi hodnotami. Ve skutecném svété vsak narazime na situace, ve kterych
pouziti danych hodnot muze zptsobit ztratu dulezitych informaci.

Existuji ptripady, ve kterych je mozné ziskat vice vypovidajici informace tim,
ze soubor statistickych dat bude intervalového typu. Naptiklad, naméfena denni
prumeérné hodnoty. Pii analyze Zzivotniho prostfedi dostavame naméiené hodnoty
znecisténi jezera x(t) v rizné casové okamziky ¢, pficemz bychom potfebovali od-
hadnout statistické charakteristiky jako je stfedni hodnota, rozptyl nebo korelace
s jinymi méfenimi. Jiny priklad je z finan¢niho prostiedi. Minimum a maximum
z cen transakci, denné zaznamenané pro néjaky soubor akcii, poskytuje vic rele-
vantnich tdaji pro financ¢ni experty, ktefi vyhodnocuji akcie a volatilitu ve stejny
den. Pro tyto a mnohé dalsi pripady musime modifikovat existujici statistické
postupy, abychom je mohli aplikovat na data intervalového typu. V této praci
se pokusime rozebrat vybrané statistické algoritmy, jejich slozitost a modifikace

vhodné pro aplikaci na intervalova data.



Kapitola 2

Pripomenuti

V této kapitole pripomeneme pravidla pfi praci s intervaly a objasnime pojem

casova slozitost algoritmu.

2.1 Intervalova algebra

Interval [a,b] pfi a < b je definovan jako mnozina reélnych ¢isel mezi a a b:
[a,b] = {z|a <z < b}.

Degenerovany interval je interval typu [a, a], ktery je ekvivalentni redlnému
¢islu.

Symboly €, D,N,U jsou pouzité ve stejném vyznamu jako v teorii mnozin.
Napiiklad [¢,d] D [a,b] zndmena, Ze interval [a, b] je obsazen jako mnozina v in-
tervalu [c, d].

Déle [a,b] = [c,d] < a = b,c = d.

Pokud e je jeden ze symboli +,—, -, /, definujeme aritmetické operace pro

intervaly jako:
la,b]e[c,d] ={zey|la<x<bc<y<d}

pfitom nedefinujeme [a, b]/[c, d] pokud 0 € [c, d].
Necht A je mnozina intervali. Necht [a,b], [c,d] jsou prvky A, potom plati

nasledujici vzorce:



[a,b] + [c,d] = [a+ ¢,b+d]
[a,b] —[c,d] = [a—d,b— (]
la,b] - [e,d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)]

pokud 0 ¢ [¢, d], potom:

la,b]/[c,d] = [a,b] - [1/d,1/¢].

2.2 Casova slozitost algoritmu

Casovou slozitosti algoritmu chape [13] jako zavislost jeho Gasovych narokt na
velikost konkrétniho feseného problému nebo konkrétnich vstupnich dat. Casovou
slozitost uréujeme pouze poctem elementéarnich operaci (krokt algoritmu), které
budou provedeny pfi vypocétu programu s danymi vstupnimi daty. Je to tedy
funkce, ktera kazdé hodnoté N udavajici velikost konkrétniho feseného problému
prifazuje pocet operaci vykonanych pfi vypoctu podle daného algoritmu. Tato
funkce je zpravidla rostouci.

Pro nas bude podstatné, ktery algoritmus je rychlejsi pro velké hodnoty V.
Mluvime pak o asymptotické casové slozitosti a ze dvou algoritmil prohlasime za
lepsi ten, ktery méa asymptotickou slozitost mensi.

P1i odvozovani asymptotické slozitosti algoritmi je pro nas podstatna pouze
rychlost ristu prislusné funkce. Neni diilezité znat presny pocet provedenych ele-
mentarnich operaci a bylo by také velmi pracné a obtizné hledat vzorec, ktery
by urcoval pocet operaci detailné. Proto o algoritmu, jehoz ¢asovou slozitost cha-
rakterizuje piedpis 2N2 + 3N + 1, staci zjistit, Ze s rostoucim N jsou jeho ¢asové
naroky timérné N2, neboli, Ze pifslusna funkce casové slozitosti je kvadraticka.
Tuto skutecnost byva zvykem zapisovat ve tvaru O(N?).

Ma-li presné vyjadieni funkce casové slozitosti algoritmu tvar souctu, pak
rychlost ristu této funkce je urc¢ovana rychlosti riistu nejrychleji rostouciho ¢lenu.
V praxi pouzivané algoritmy mivaji vétSinou nékterou z nasledujicich slozitosti:
O(log(N)), O(N), O(N-log(N)), O(N?), O(N?-log(N)), O(N?), ..., O(2"). Vech-
ny algoritmy, jejichz funkci ¢asové slozitosti mtzeme shora omezit polynomem
v N, oznacujeme jako algoritmy polynomialni. Algoritmy s vétsi ¢asovou slozi-

tosti nazyvame exponencialni.
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Dalsi dilezity pojem je NP problém. NP (zkratka nedeterministicky poly-
nomialni) je mnozina problémti, které lze Fesit v polynomialné omezeném case
na pocitaci, ktery umoznuje v kazdém kroku rozvétvit vypocet na n vétvi, v
nichz se posléze feseni hleda soucasné. Ekvivalentné se hovori o stroji, ktery na
misté rozhodovani uhodne spravnou cestu vypoctu. Alternativné lze tyto pro-
blémy definovat tak, Ze je to mnozina problému, u kterych lze pro dodany vysle-
dek v polynomiédlnim Gase ovéfit jeho spravnost (ale obecné nikoliv nalézt feseni

v polynomialnim case).
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Kapitola 3

Formulace problému

3.1 Statistické charakteristiky

V mnohé oborech je pro nas dilezity vypocet statistickych charakteristik. Napii-
klad méfeni denni maximalni a miniméalni teploty, denné zaznamenané maximum
a minimum cen akcii nebo pfi analyze zivotniho prostiedi namérené hodnoty
zneCisténi jezera x(t) v riznych ¢asech ¢, tady vSude jsou pro nds vyznamné za-
kladni statistické charakteristiky jako je prtimér, rozptyl, kovariance ¢i korelace
s ostatnimi naméfenymi hodnotami.

Pro kazdou z téchto charakteristik C' mame vyjadieni C'(zy, ..., x,,), které nam

umoznuje ziskavat odhady C na zakladé obdrzenych hodnot x4, ..., x,,. Napriklad:
e bézna statistika pro odhad stfedni hodnoty rozdéleni pravdépodobnosti je
populacni primeér E(zy, ..., 2,) = = - (21 + ... + p);

e klasicka statistika pro odhad rozptylu V' je vybérovy rozptyl populace

V(zy,.nxn) = = > (2 — E)?,

1=

=

resp. Vo (1, ..., 2,) = (v; — E)?,

n—

‘H
-

1

(2

kde E L. Z

Vybérovy rozptyl populace je ¢asto uréovan pomoci jiného vzorce V- = M —E?,
kde M = % - >~ x;% je popula¢ni druhy moment.
i=1
V této diplomové praci budeme pracovat s odhadem V' pro intervalova data,

odhad V,, = -V jednoduse ziskdme pomoci odhadu V.
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3.2 Neurcitost intervalu

Pomérné dost casto se stava, Zze mame moznost méfit hodnoty jenom s inter-
valovou neurcitosti. Naptiklad, pokud nebylo naméfeno zadné znecisténi vody,
hodnota znecisténi v miize byt kdekoliv mezi 0 a detekénim limitem senzort L.
Jedind informace, kterou mame o hodnoté v je, Ze v patii do intervalu [0,L],
nemame zadnou informaci o pravdépodobnosti jinych hodnot z tohoto intervalu.

Jinym prikladem je zkoumani vlivu znecisténé vody na ryby. Provadime kon-
troly ryb jednou denné, pokud ryba byla nazivu tfeti den, ale mrtva ¢tvrty den,
potom jedinou informaci o délce zivota ryby je, Zze tato hodnota se nachazi né-
kde uvnitf intervalu [3,4]. Nemame Zadnou informaci o rozlozeni jinych hodnot
v tomto intervalu.

Vétsinou vime vysledek méfeni x néjaké pozadované hodnoty = a zndme horni
mez A absolutni hodnoty chyby méfeni |Azx|, Ax L (tato horni mez
je poskytovand vyrobcem méficiho zafizeni), idaje o pravdépodobnosti jinych
hodnot Az € [-A, A] nemame. Po provedeni méfeni mame k dispozici jedinou
informaci o skute¢né hodnoté x a to takovou, Ze tato hodnota patii do intervalu
T — A7+ Al

Dalsim zdrojem neurcitosti intervalu je ,soukromi®“. Naptiklad v biomedicin-
skych systémech statisticka analyza dat casto vede k zpresnéni lékarskych po-
stuptii. Abychom zachovali soukromi pacientd, nemizeme pouzivat presné hod-
noty jejich osobnich udaji. Pro kazdy idaj stanovime pevnou hodnotu a kazdému
pacientovi prifadime odpovidajici rozsah. Naptiklad, misto toho, abychom uvedly
presny veék pacienta, zaznamename vek mezi 0 a 10, 10 a 20, 20 a 30, atd. To vede

v Tadé pripadi k pouziti statistické analyzy zalozené na intervalovych datech.

3.3 Problém odhadu statistickych charakteris-
tik pri neurcitosti intervalu

Predpokladejme, ze misto skutecnych hodnot x4, ..., z,, madme k dispozici pouze in-
tervaly x; = [z, 1], ..., X, = [2,,, Ty, které obsahuji skuteéné hodnoty métenych

veli¢in. Obecné, pro rtzné hodnoty z; € x; mame rizné hodnoty odpovidajicich

13



statistickych charakteristik C'(x1, ..., x,). ProtoZe vSechny hodnoty z; € x; jsou
mozné, potom vsechny hodnoty C(xy, ..., z,) odpovidajici x; € x; jsou mozné od-
hady pro statistické charakteristiky. Mozné hodnoty odpovidajicich statistickych

charakteristik pro intervalova data x, ..., X, maji rozsah (obor hodnot)
C(X1, .y Xpn) = {C(21, .o, p)| 1 € X1, .0y T € Xy}

Nasim cilem je upravit existujici statistické algoritmy tak, aby vypocet odpo-

vidal tomuto rozsahu (oboru hodnot).
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Kapitola 4

Analyza problému

4.1 Stredni hodnota

Tuto kapitolu zac¢neme u odhadu nejjednodussi statistické charakteristiky, tj.
stfedni hodnoty, kterou bézné odhadujeme vybérovym primérem. Je zfejmé,
ze aritmeticky primér E je monotonni rostouci funkce kazdé z n proménnych
X1, ..., Tp. Nejmensi mozné hodnoty E dosdhneme tak, ze kazdé hodnoté x; pii-
fadime nejmensi moznou hodnotu, tj. 2; = z;, a nejvétsi moznou hodnotu E zis-
kame, kdyz x; = T; pro v8echna i. Rozsah E pro F jeroven [E(zy, ..., z,), E(T1, ..., Tn)],

kde E=21-(zy+..4+z,)aE=2 (T +..+7,).

4.2 Rozptyl

Dalsi rozsifenou statistikou je rozptyl. Na rozdil od stiedni hodnoty, rozptyl!
V' nezavisi monotonné na x;, takze postup uvedeny vyse zde nebude fungovat.
Obecné, problém vypoctu presného rozsahu hodnot rozptylu pro intervalova data
mé NP-slozitost (viz [6], [7], [8], [9]), coz znamend, Ze pii nejhorsim mozném
scénari doba vypoctu roste exponencialné s n. Populacni rozptyl je konvexni
funkce, proto mtzeme pouzit efektivni algoritmus, abychom nasli minimum V'
konvexni funkce V' (x1, ..., x,) na konvexni krychli x; X ... X x,,. Pro tuto konvexni
funkci mtzeme popsat algoritmus, ktery je rychlejsi nez pro obecny konvexni

ptipad. Dolni mez V. mtZeme vypocitat v éase O(n - log(n)).

1V dalsim textu budeme pro jednoduchost pouzivat slovo rozptyl i pro vybérovy (popula¢ni)

rozptyl.

15
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na konvexni mnoziné, je dosazeno v jednom z extrémnich bodfi. Maximum V je
dosazeno v jednom z extrémnich bodt konvexni krychli x; x ... X x,,, tj., kdyz pro
kazdé ¢ proménna x; je rovna jedné z koncovych hodnot: z; = z; nebo z; = 7;.
Mame 2" kombinaci pro n odpovidajicich koncovych bodi, takze miizeme spocitat
V tak, Ze najdeme maximum z 2" odpovidajicich hodnot.

Jak je uvedeno v [2], tak pro jakykoliv vektor x € R™ plati nésledujici vzorec

pro vypocet rozptylu V'

i=1 1<i#j<n

n(n —1) 1<i<j<n

Ozna¢tme K = x; ® ... ® X, C R”. Reseni tlohy o nalezeni miniméalni a ma-
ximalni hodnoty V' je na hranici K. Navic feseni tlohy o nalezeni maxima V' se
shoduje s jednim nebo vice vrcholy K. Z (4.2) plyne, Ze V nabyva svych ex-
trémnich hodnot v x = (a,...,a), a € R, protoze 9V/0x; = 0 pro i = 1,...,n,
jenom a jenom tehdy, kdyz =1 = ... = z,,. Z (4.2) je zfejmé, Ze V nabyva jenom
svého minima v R", protoze maxycg»V = 00 kdezto mingegnV = 0 pro vSechny
x = (a,...,a), a € R, Proto V nabyva svého minima i maxima na hranici K,
kterou oznacime jako K. Musime Fici, Ze maximum V muze také leZet uvnitf
IC. Tato feseni odpovidaji pruniku K a pfimky prochazejici poc¢atkem a bodem
(1,...,1).

Ukazeme, ze TeSeni tlohy o nalezeni maxima V se shoduje s jednim nebo
vice vrcholy K. Abychom to ukézali, uvazujme usecku U C 0K, ktera je tvorena
hrani¢nimi body K a je urcena dvéma vrcholy K. Kazdou takovou tsecku jsme
schopni zapsat ve tvaru X = A + ¢V, kde t € [0, 1], A, B jsou vrcholy K a v =
B — A. Pro kazdé pevné t € [0, 1] mame jeden bod x(t) usecky X a vypocitame
jeho rozptyl, tj.

f(t) = var(A + t0) = varx(t) =

e B2 i)+t 3 (A—A)i—u)+ 3 (A= Ay

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

Je zfejmé, ze f(t) je kvadraticka funkce v ¢ na [0, 1] s kladnym koeficientem u ¢lenu
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t?, takZe tato funkce nabyva svého maxima v hrani¢nich bodech intervalu [0, 1],
tj. bud v A nebo B nebo v obou vrcholech.

V obecném piipadé vypocet V je NP-slozity. Tato NP-sloZitost znamena, Ze
neexistuje obecny algoritmus, ktery by vidy byl schopny vypoéitat V v koneéném
case.

V nékterjch specidlnich p¥ipadech jsme schopni najit V' v polynomickém &ase.

4.3 Linearizace

Z praktického hlediska nepotfebujeme presné intervaly, vzdycky mtzeme vyuzit
aproximace pomoci linearizace. Napriklad, pokud neurcitost je zptisobena chy-
bami méfeni Az; a tyto chyby jsou malé, potom miZeme ignorovat ¢leny, které
maji druhou a vyssi mocninu v Az;, a dostaneme primérené odhady odpovidaji-
cich statistickych charakteristik. Abychom odhadli interval statistiky C(z1, ..., z,)
na intervalech [z;,7;],...,[z,, Ts], rozvineme funkci C' pomoci Taylorovyho roz-
voje v prostfednim bodé mnoziny intervala z; 4 (z; +;)/2 a ponechame ¢leny
bez vyssich mocnin. Ve vysledku zaménime ptivodni statistiku jeji linearizaci

Clm(l'l, ,iL‘n) = C() — Z Cl . AiL‘Z’, kde Co d;f C(gl, ...,%n), Cz déf %(51, ...,fn)
i=1 ’

a Ax; = z; — x;. Pro kazdé i, kde z; € [z;,7;], mize rozdil Az; nabyvat vSech
moznych hodnot od —A; do A;, kde A; wf (Z; — x;)/2. Diky linedrni aproximaci
jsme schopni odhadnout interval charakteristiky C' jako [Co — A, Cy + A], kde
A et Zl Cl- A

Pokud budeme uvazovat za statistiku popula¢ni rozptyl C' =V, potom C; =

oV =2 (z;— E), kde E je primér stfednich bodt Z; a Cy = =1 Z( E)?

je rozptyl hodnot stfednich bodt z1, ..., z,. TakZe pro rozptyl je A = % Z |Z;
E|- A,

Pro rozptyl, ¢len s druhou mocninou v Taylorovym rozvoji je roven = Z (Ax;)%—

(AE)?, kde AE X 2 Z Az;, a je omezen zdola 0 a shora A® < 1 Z A?. Pro
=1 i=1
rozptyl V dostavame interval [V — A, Vy + A + A®)].
Neékdy odhad pomoci linearizace neni vhodny, jelikoz intervaly mohou byt

prilis siroké, takze kvadraticky ¢len nemtize byt vynechan nebo mtize nastat situ-
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ace, kdy budeme chtit zarucit, Ze rozptyl nepfesahne urcitou pozadovanou mez.
V takovych pripadech potfebujeme presny interval.

Problém nalezeni presného intervalu pro takovou jednoduchou statistickou
charakteristiku jako je rozptyl ma NP slozitost. Neexistuje ¢asové realizovatelny
algoritmus , ktery by vzdycky vypocital presny interval této charakteristiky. Mu-
sime proto najit pripady, kdy vyreseni tohoto problému bude mozné pomoci al-

goritm.

4.4 Tradi¢ni intervalové metody

Tradi¢ni intervalové metody nékdy vedou k nadmérné slozitosti.

4.4.1 Primy vypocet

Historicky prvni metodou pro vypocet priblizeni intervalu je piima metoda. Tato
metoda je zalozena na faktu, ze kazdy algoritmus se sklada z elementarnich ope-
raci (aritmetické operace, min, max atd.). Pokud zname intervaly a a b pro
a a b, potom muzeme najit pfesny interval f(a, b) pro kazdou elementarni operaci
f(a,b). V priubéhu ptimé metody provadime opakujici se vypocty krok za krokem,
dosazuji se skutecna ¢isla a potom se na né aplikuje urcita operace z intervalové
aritmetiky. Jako vysledek dostaneme priblizeni pro pozadovany interval.

Pf1i vypoctu intervalu pro priameér konec¢né populace primé metoda vede k pres-
nym mezim.

Pti vypoctu intervalu pro rozptyl konecné populace je situace komplikova-
néjsi. Ve vzorci pro vypocet rozptylu kazda proménna z; se objevuje nékolikrat:
jednak v (z; — E)? a potom ve vyjadieni E. V tomto piipadé pfima metoda vede
k nadmeérné slozitosti.

Piiklad: x; = x5 = [0, 1], skute¢ny rozptyl V = (z; — x2)?/4, a proto interval
pro rozptyl V = [0,0.25]. Déle stfedni hodnota E = [0, 1] a odtud

(x1*E)242»(x2*E)2 _ [0’ 1] D) [0’025]

Existuje dalsi vzorec, ktery miizeme pouzit pro vypocet rozptylu konecné

populace
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V tomto vyjadreni pro rozptyl se kazda z proménnych x; objevuje vickrat,
proto jako vysledek dostavame prili§ Siroky interval: pro x; = x5 = [0, 1] méame

E=1[01]a

x%;x% —E2=[-1,1] ©[0,0.25].

Vypocet presnych mezi pro rozptyl konecné populace méa NP slozitost, z ¢ehoz
muzeme usoudit, Ze neexistuje zadny vhodny vzorec pro rozptyl konecné populace

pro intervalova data.

4.4.2 Metoda centra

Lepsiho vysledku dosahneme pouzitim metody centra, kde interval hladké funkce

f(z1,...,x,) na krychli x; X ... X x,, je odhadnut jako

[,y 20) © (T, Tn) + 30 3;1 (@1, ey ) - [= A A
i=1

kde z; = (z; +7;)/2 je stfedni bod intervalu a A; = (T; — z;)/2 je polovi¢ni délka
intervalu.

Kdyz jsou vSechny intervaly stejné, tj. kdyz x; = [0, 1], potom metoda centra
nevede k pozadovanému intervalu. Jako vysledek ndm tato metoda vzdy poskytne
interval centrovany v bodé f(zy,...,Z,). V tomto pfipadé jsou vSechny stiedni
body stejné (rovné 0,5), proto, na téchto bodech, vybérovy rozptyl populace je
roven 0. Po pouziti metody centra dostaneme interval centrovany kolem bodu
0, to znamena, ze dolni konec intervalu je zaporny, ale protoze V' je vzdy neza-
porné, muzeme vSechny zaporné hodnoty V' vyloucit. Horni konec intervalu, ktery
jsme obdrzeli diky metodé centra, je také odlisny od horniho konce skutecného

intervalu. Pro x; = x9 = [0, 1] mame 597’1(:51, x9) = (1 — z2)/2, takze
L (x1, %) = 2572 = [-0.5,0.5].

Stejny vzorec mame i po derivaci podle x5 a pro A; = 0.5. Potom vysledek

metody centra je
f(x1,...,%,) €0+ [-0.5,0.5] - [-0.5,0.5] 4+ [—0.5,0.5] - [-0.5,0.5] = [—0.5,0.5],
coz je prili§ siroky interval v porovnani se skuteénym intervalem [0,0.25].
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4.4.3 Techniky zaloZené na omezeni predpokladu

Metody, které jsme uvedli vyse, mliizeme Gspésné upravit tim, ze omezime nékteré
z predpokladii. V specialnich pfipadech zname jak omezeni na intervaly moznych
vstupnich hodnot tak i omezeni pro pozadované hodnoty charakteristik. Napii-
klad vime, Ze hodnota rozptylu V- =V (z1,...,z,) je vidycky nezdporna: V > 0
neboli V' € [0, 00).

V nasem numerickém pfikladu jsme pomoci pfimé metody zjistili, ze V €&
[—1,1], a dale vime, ze V € [0,00), takze mtzeme udélat zavér, ze V patii do
pruniku téchto dvou intervalu, [—1,1] N [0, 00) = [0, 1]. Vysledny interval je dva-
krat uzsi nez interval [—1, 1], ktery jsme obdrzZeli bez pouZiti omezeni. Vysledkem
metody centra je V' € [—0.5,0.5], déle taky vime, ze V € [0, oc], potom V' patii
do priniku téchto dvou intervalu, [—0.5,0.5] N [0,00) = [0,0.5]. Tento interval
je dvakrat uzsi nez interval [—0.5,0.5], ktery jsme obdrzeli bez pouZiti omezeni.
V obou pripadech mame porad prili§ Siroké intervaly v porovnani se skutecnym

intervalem [0, 0.25].

4.5 Tradi¢ni optimalizacni metody

Jednou z moznosti, abychom vyfesili problém vypoctu pfesného intervalu [V, V]
pro rozptyl konecné populace, je vytesit to jako omezeny optimaliza¢ni problém.
Konkrétné, abychom nasli V', musime najit minimum funkce za predpokladi z; <
1 < T,...,z, < 2, <T,, a abychom nasli V, musime najit maximum funkce
za stejnych predpokladii.

Existuji optimalizacni metody, které umoznuji vypocitat presné hodnoty
min(f(x)) a maz(f(x)), ale chovani takovych omezenych optimalizacnich algo-
ritmt neni lehce predvidatelné a ¢asova slozitost obecné muze byt O(2"). Zatimco
pro mald n tyto algoritmy jsou pouzitelné, pro velka n (exponencialni) doba vy-
poctu roste tak rychle, zZe je algoritmus neuskutecnitelny.

Soucasné metody nejsou vzdycky efektivni a neposkytuji nam piesné odhady
pro V a V, a proto potiebujeme metody nové. V dalsich kapitolach ukaZeme né-
které nové postupy pro vypocet rozptylu a analyzujeme problém vypoctu dalsich

populacnich parametrti pro intervalova data.
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Kapitola 5

Typy problémt a intervalt

Vypocet statistik za predpokladu intervalové neurcitosti je ¢asto NP slozity. Ne-
muzeme proto ocekavat, ze najdeme proveditelny algoritmus, ktery by nam vy-
fesil vsechny mozné pripady tohoto problému. Musime proto specifikovat, pro
jaké praktické druhy problému jsme schopni vytvorit uskutecnitelné algoritmy.
V této kapitole popiSeme rtizné druhy intervalii, se kterymi se mizeme setkat,

a praktické problémy, pro které efektivni algoritmy existuji.

5.1 Uzké intervaly

Nejvice pouzivanou technikou ve védnich a inzenyrskych oborech je linearizace.
Hlavni idea linearizace spociva v tom, Ze chyby méfeni Az; jsou malé, takze
v rozvoji Ax; muZzeme bezpecné vynechat ¢leny s druhou a vyssi mocninou, ¢imz
problém pomérné naro¢ny na analyzu nahradime jeho jednodussi linearni apro-
ximaci. Presnost této metody je urcena velikosti prvniho vynechaného ¢lenu roz-
voje. Proto ¢im mensi hodnoty Az; mame, neboli ¢im uzsi intervaly mame, tim
presnéjsi vysledek ndm poskytne linearizace.

Ve skutecnosti je nasim cilem urcit pozadovany interval s urcitou presnosti.
Kdyz mame k dispozici dostatecné presné intervaly, potom odhad pomoci linea-
riza¢ni metody nam poskytne vysledek s pozadovanou presnosti, a muzeme fict,
ze mame efektivni algoritmus pro feseni tohoto problému. Kdyz jsou intervaly

sirsi, potom uz nemutzeme ignorovat ¢leny s druhou a vyssi mocninou, takze do-

vvvvvv
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leh¢i je problém. Proto pfipad s tizkymi intervaly je prvnim adeptem, pro ktery
muzeme oc¢ekavat, ze bude existovat proveditelny algoritmus na vypocet statistik
intervalovych dat.

Okamzité nastava prirozena otazka jak mizeme matematicky popsat tzké in-
tervaly. Protoze provadime statistickou analyzu, tak to znamena, ze miizeme oce-
kavat, ze aktualni hodnoty x4, ..., x,, pochazi z rozlozeni pravdépodobnosti a nasim
cilem je najit statistické charakteristiky tohoto pravdépodobnostniho rozlozeni.
V nasem pfipadé obvykle budeme pracovat se spojitym rozdélenim: rovnomeérné,
normalni, exponencialni atd. Pro kazdé redlné ¢islo a p = f;f; p(x)dxr udava
pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina je z intervalu [a — d,a + §], tato prav-
dépodobnost je ptiblizné rovna p(a) - 20, coz konverguje k 0 pokud 6 — 0. To
znamenad, ze pro kazdou hodnotu a pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina bude
presné a , je rovna 0. VSechny hodnoty x4, ..., z,, ndhodné vybrané z ptvodniho
rozdéleni, s pravdépodobnosti rovnou 1, jsou riizné.

Intervalova data xi,...,x, obsahuji tyto rtizné hodnoty zq,...,x,. Kdyz in-
tervaly x;, obklopujici odpovidajici body x;, jsou uzké, potom tyto intervaly se
neprotinaji. Intervaly se zacnou protinat, kdyz jejich sitka je vétsi nez vzdalenost
mezi skutecnymi hodnotami.

Idealni pripad, kdy intervaly mtzeme popsat jako zké je ten, kdyz zadné dva

libovolné intervaly x; se neprotinaji.

5.2 Tak zvané ,Sirsi intervaly*“

V odstavci 5.1 jsme vidéli, ze tzké intervaly miizeme popsat jako intervaly, které
se neprotinaji. Méjme mnozinu néjakych hodnot 1 < z2 < ... < z, a méjme
takové intervaly kolem kazdé hodnoty, které jsou tak tzké, Ze sousedni intervaly
X; a X;+1 se neprotinaji.

Kdyz sitka intervalll zacne zvétSovat, zacnou se intervaly protinat. Nejdiiv se
zacnou protinat jenom sousedni intervaly x; a x;,1, ale intervaly x; a x; 2 se stale
neprotnou. Kdyz sitka poroste dale, tak se za¢nou protinat i intervaly x; a x;2,
atd. Pokud jsou intervaly prilis Siroké, potom se vSechny intervaly protnou.

Toto umoziiuje urcit stuperi tzkosti (sife) intervali. Tento stupen bude odpo-

vidat poctu intervalti, které maji spolecny bod.
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Definujeme piipad tak zvané ,sirSich intervald“ jako situaci, kdy pro néjaké
celé ¢islo K zadnd mnozina K intervali nema spole¢ny prinik. Piipadu tzkych
intervalit odpovida K = 2, dalsim pfipadem je K = 3 atd., az do obecného
pripadu, kdy K = n.

Jak jsme uvedli vysSe, ¢im uz$i mame intervaly, tim leh¢i mame vypocetni
problém. Pokud budeme uvazovat, ze K je mirou §ife intervalti, potom muiizeme
ocekavat, ze pro neprili§ velké hodnoty K bude existovat efektivni algoritmus pro

vyTeseni tohoto pripadu.

5.3 Jeden mérici pristroj

Ve ¢tvrté kapitole jsme se zminili, Ze nejvice pouzivanou metodou spojenou s pii-
padem, kdy se musime vyporadat s nepfesnym mérenim, je linearizace. Aby bylo
jednoduché vypocitat interval C statistiky C' pomoci metody linearizace, mu-
sime se ujistit, ze intervaly jsou nejenom pomérné uizké, ale také, ze jsou priblizné
stejné velikosti. Neboli, pokud je Az? stejného fadu jako Az;, potom neni dobré
vynechat Az? a ponechat pouze Az;. Mnozina intervalovych dat by se neméla
skladat jak z vysoce presnych méfenych hodnot s izkymi intervaly, tak i z malo
presnych mérenych hodnot s Sirokymi intervaly. VSechna méfeni by méla byt pro-
vadéna jednim méficim pristrojem nebo alespon méticimi pristroji stejného typu,
mériciho s touz presnosti.

Tradic¢ni linearizacni metody nam poskytuji jenom priblizny interval. Jak ale
bude ukazano déle, pro nékteré pripady tyto priblizné odhady mohou byt efek-
tivnim vypoctem pro urceni presného intervalu. Protoze takovd moznost tady
existuje, popiseme pro jaké specialni pripady je linearizace mozna, tj. takové pii-
pady, kde vSsechna méfeni jsou provadéna jenom jednim pristrojem.

Jak mizeme tento druh pripadt popsat matematicky? To, Ze jeden interval je
podmnozinou druhého intervalu, tj. [z;,Z;] € (z;,T;), nAm naznacuje, ze mtzeme
mit dva rizné méfici pristroje odlisné kvality.

Toto omezeni se vztahuje pouze pro nedegenerované intervaly. Déle u tako-
vych intervali muzeme mit pocitacem zméfené hodnoty s plovouci desetinnou

c¢arkou, které jsou tak presné jak to jenom dokazeme, potom tyto hodnoty mi-
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zeme povazovat za presné zname. Odsud, kdyz mluvime o méfenich provedenych
jednim pristrojem, muzeme také brat v ivahu i degenerované intervaly, tj. pfesna
¢isla.

Absence takovych dvojic je uzite¢ny predpoklad, ktery nam umoznuje rychle;jsi
vypocet intervalové statistiky. Dale je ziejmé, Ze absence takovych intervalti, se
miize vyskytnout nejenom v pripadech s méfenim jednim pfistrojem, ale i v jinych
praktickych piipadech. Protoze tato podminka je dtlezita, uvedeme nasledujici
definici.

Definice 1 Rekneme, Ze soubor intervali spliiuje podminku o podmnozinach,
pokud [z;,7;] € (z;,7;) pro kazdé i a j takové, Ze intervaly x; a X; jsou nedege-

nerované.

5.4 Vice méricich pristroju

Po pripadu s jednim méricim pristrojem logicky nasleduje piipad, kdy mame né-
kolik (m) méticich pfistroju. Nase intervaly jsou rozdéleny do nékolika podskupin,
z nichz kazda splnuje shora uvedenou podminku o podmnozinach.

Jak jsme se jiz zminili, pfipad s jednim méficim pfistrojem je nejjednodussi.
Cim vice méficich piistroji vstupuje do zadéni, tim sloZit&jsi je vysledny problém.
Pokud m = n, potom dostavame obecny pfipad, kdy kazdé méfeni je ziskano
jinym méricim pristrojem.

Protoze parametr m je métitkem slozitosti, miizeme ocekavat, ze existuje efek-
tivni algoritmus pro néjaky pripad s pevnym cislem m nebo alespon pro hodnoty

m, které nejsou nepfilis velké.

5.5 Pripad soukromi

Na zékladé predchozich argumentii mtzeme tvrdit, Zze neurcitost, zptisobena mé-
fenim, vede pfirozené k intervalim. Méfeni pfitom neni jedinym zdrojem inter-
valové neurcitosti, ktera mtize pochazet také z jinych divodi. Jednim z takovych
prikladd je zamér uchovat osobni data v statistickym databazich. Dost casto
se stava, ze potiebujeme shromézdit velké mnozstvi dat o lidech, naptiklad pfi

s¢itani lidu nebo béhem lékaiskych pokust. Statistickd analyza téchto dat nam

24



umoznuje urcit potirebnou korelaci mezi vékem c¢lovéka a ti¢inkem urcitého testo-
vaného léku nebo mezi zemépisnou polohou a trovni ptijmi. Je potieba vytvorit
nastroje, které by umoznili statistickou analyzu téchto charakteristik, které jsou
velmi uzitecné. Pokud dostaneme libovolnou otazku ohledné statistické analyzy
takovych dat a vysledky této analyzy zverejnime, potom dané vysledky mohou
prozradit soukromé informace z databéazi, které nesmi byt zveiejnéné, nebot by
byl porusen zédkon o ochrané osobnich dat.

Jednou z moznosti jak zachovat soukromé data je, zZe misto toho, abychom
si zaznamenavali do databaze presné tdaje o jednotlivych osobach, jako je vyse
platu nebo vék, budeme zaznamenavat pevné stanovené mezni hodnoty, tj. 0, 10,
20, 30 let. Kazdého c¢lovéka zatfadime do odpovidajicitho vékového intervalu: od 0
do 10, od 10 do 20, od 20 do 30 atd. V okamziku, kdy v databéazi nejsou zadné
presné osobni idaje, odpada i riziko zvetejnéni soukromych dat.

Tato myslenka tesi pfipad ochrany soukromych dat, ale tim se otevira jiny
problém: jakym zptsobem budeme provadét statistickou analyzu takto oSetie-
nych dat? Zajimaji nas hodnoty statistickych charakteristik C'(x, ..., z,). Pokud
zname skutecné hodnoty x4, ..., z,,, potom miizeme lehce urcit hodnoty téchto cha-
rakteristik. V nasem piipadé s neurcitymi intervaly, které vznikly z pozadavku
ochrany osobnich dat, vSechno, co vime, jsou intervaly x; = [z,, 7;] moznych hod-
not x;. Obecné, rizné hodnoty z; € x; vedou k rtiznym hodnotam C(z1, ..., z,).
Dobrym napadem je ziskat interval moznych hodnot charakteristiky C(z1, ..., z,),
kde z; € x;.

7 hlediska algoritmizace mame stejny problém jako jsme méli v pfipadu neu-
réitosti intervalu z divodu méreni. Musime najit pozadovanou charakteristiku
C(z1, ..., x,) pro dané intervaly X, ..., X,,. Rozdil mezi timto a pfedchozimi dvéma
pripady je, ze v predeslych dvou pfipadech jsme neznali pfesné hodnoty, zatimco
zde je mozné tyto presné hodnoty ziskat, ale nepouzijeme je, protoze chceme
zachovat soukromi.

7 matematického hlediska intervaly, vychazejici z osobnich dat, maji nasledu-
jici vlastnost: bud se shoduji (pokud hodnoty dvou pacientt spadaji do stejného
intervalu) nebo se lisi, v tomto pfipadé se mohou protinat v meznim bodé. Déle

muzeme pouzit presné udaje, které byly v minulosti zaznamenané a zvefejnéné,
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a to tak, ze témto presnym hodnotam pritadime odpovidajici intervaly.

Intervalova data, ktera maji vlastnost, ze kazdé dva nedegenerované intervaly
se shoduji nebo protinaji v nejvyse jednom bodé¢, nazveme soukroma.

Pro tento pripad je podminka o podmnozinach splnéna, takze algoritmy, které
vyhovuji pro podminku o podmnozinach, vyhovuji i pro ptfipad soukromi.

Obcas se stava, ze v situacich s ochranou osobnich dat musime nakladat s daty,
kterd pochazi z réiznych zdrojt. Abychom zjistili priimérny plat v Ceské Repub-
lice a na Slovensku, musime nakombinovat ¢eské tidaje o mzdach, kde plat je od
0 do 10 000 K¢, od 10 000 do 20 000 K¢ atd se slovenskymi tdaji, kde intervaly
jsou od 0 do 500 Euro, od 500 do 1 000 Euro atd. Zde je potieba pfevést tyto
data do spole¢né mény, potom dostaneme odlisné skupiny intervalt, které vy-
hovuji podmince o podmnozinach. K vyfeseni tohoto problému, mizeme pouzit

algoritmus vytvoreny pro pripad s ne€kolika mérficimi pristroji.
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5.6 Nedetekovatelné hodnoty

Dilezitym praktickym pripadem je, ze nejsme schopni urcit hodnoty. Vétsina
senzoril je velice presna, ale maji sviij detekéni limit DL, takze nemohou zazna-
menat hodnoty pod DL, ale jsou schopny urc¢it hodnoty rovné DL a vyssi s velmi
vysokou presnosti.

V tomto ptipadé, pokud senzor ukaze hodnotu x > DL, potom tato hodnota
muze byt povazovana za velmi presnou, takze ji budeme brat jako presnou hod-
notu, tj. mame degenerovany interval [Z,z]|. Pokud ovSem senzor neuda vibec
zadnou hodnotu a vysledek méfeni je z = 0, potom jediny zavér o méfené veli-
¢iné, ktery muzeme udélat, je ten, ze tato hodnota lezi pod detekénim limitem
senzoru a spada do intervalu [0, DL).

Kazdy interval je tedy bud presnd hodnota nebo nedetekovatelny interval
[0, DL;) pro néjaké realné ¢islo DL;, které miZze byt jiné pro rizné senzory. M-
zeme udélat zaveér, ze vysledné nedegenerované intervaly taky splnuji podminku
o podmnozinach. Algoritmy, které funguji pro data splnujici podminku o pod-
mnozinach, budou fungovat i pro nedetekovatelna data.

Algoritmy, které funguji pro soukroma data, budou také fungovat i pro nede-

tekovatelna data, pokud vSechny senzory budou mit stejny detekéni limit DL.
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Kapitola 6

Vypocet statistik pri intervalové

neurcitosti

V této kapitole popiseme efektivni algoritmy a jejich tpravy pro vypocet dolnich

a hornich intervalovych mezi pro vybrané statistické charakteristiky.

6.1 Dolni mez pro rozptyl

6.1.1 Algoritmus se sloZitosti O(n?)

Jako prvni uvedeme algoritmus, ktery pocitd V v kvadratickém case neboli po-

stup, kde je potieba O(n?) vipocetnich kroki pro n intervalovych dat x; = [z;, Z;].

Tento algoritmus muzeme najit v [6],[7],[8],[9],[10].

Algoritmus postupuje nasledujicim zptusobem:

1.

Usporadame vsech 2n hodnot z;,7; do posloupnosti z(1) < z) < ... < x(2).

. Vypocitdme E a E a vybereme viechny ,malé intervaly® [z (), Z(k41)], které

se protinaji s intervalem [E, ).

Pro kazdy z vybranych ,maljch intervala“ [z ), (k1)) vypocitdme pomér
Ek = Sk/Nk, kde
de _
S > Lt X T
LT, 2T (j41) JT;<T (1)
a N}, je celkovy pocet takovych i a j, pro které plati z; > z(p41) a T; < 2.

Pokud E}, € [#(), ¥(k+1)], potom pocitame
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V=f( Y (@ -E)+ % @-—Ek)?).

LT 2T (k41) JT<T (1)
def
Pokud Ny = 0 potom V,, = 0.
4. Nejmensi hodnotu Vj, polozime rovnou V.

Zkontrolujeme, zda dany algoritmus opravdu potfebuje O(n?) kroka. K t¥i-
déni je potieba O(n -log(n)) kroki. Vypocet Ej a Vi trvad O(n) krokt pro kazdé
k, ale vypocet viech moznych Ej, a Vj, trva O(n?) krokii. Nalezeni nejmensiho V},

nam zabere O(n) krokt. V tedy miizeme vypocitat pomoci O(n?) kroki.

Hlavni myslenka tohoto algoritmu

Algoritmus pro vypocet V je zalozen na faktu, ze kdyz funkce V' dosahne svého
minima na intervalu [z;,7;], tak potom bud g—;/i = 0 nebo minimum je dosazeno
v levém koncovém bodé intervalu z; = z,, potom g—;/i > 0, nebo minimum je
dosazeno v pravém koncovém bodé intervalu x; = 7; a g—;/; < 0. Protoze parcialni
derivace je rovna (2/n) - (z; — E), potom mame bud z; = F, x; = z; > F nebo
xr; = 7; < E. Pokud vime, kde se nachéazi ' ve vztahu ke vS§em koncovym bodim,
potom miizeme urcit odpovidajici minimalizujici hodnotu x; pro kazdé i: pokud
7; < E, potom x; = 7;; pokud F < z;, potom x; = z;; jinak z; = E. Odpovidajici
hodnotu E uré¢ime z podminky, ze E je primér vSech vybranych hodnot x;.

Abychom nasli nejmensi hodnotu V', roztfidime vSech 2n koncovych hodnot
intervalt z,;,7; do fady zq) < g < ... < x(2,), potom pro kazdou oblast
[T (%), T(k41)], Vypocitame odpovidajici hodnoty x;, najdeme jejich rozptyl a na-
sledné ur¢ime nejmensi z téchto rozptyla Vj.

Jak jsem se jiz zminil, odpovidajici hodnota E muize byt nalezena z podminky;,
ze E je pramér vsech vybranjch hodnot x;. Pokud E je uvniti [z, T(r41)], po-
tom zname vSechny hodnoty x;. Oznacme hodnotu F jako Ej, pokud je uvnit¥
[Ty, Tkt1)], takze n - E by se mélo rovnat souctu téchto hodnot:

n-EB,= > x+m-—N)-E+ ) 7y
UL 2T (kg 1) JTi<T (k)
kde N oznacime jako celkovy pocet i takovych, pro které z; > x (11, a j tako-

vych, pro které 7; < x).
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Odeétenim od obou stran rovnice (n — Ny) - E dostaneme vyraz Ny, - Ej, = Sy,

kde

S o+ YT
L 2T (k1) JTFS (k)
Jestlize N, = 0, tak to znamena, ze x; = FEj pro vSechny i, takze V' = 0.
Jestlize Ny, # 0, potom Ej = S/ Ny.
Kdyz je Ej vypocitané, zkontrolujeme, zda Ej € [r@), T(41)]. Pokud tato

podminka je splnéna, jsme schopni vy¢islit odpovidajici hodnotu Vj pro vSechny

zvolené hodnoty x;

6.1.2 Algoritmus se slozitosti O(n - log(n))

Nejvice casové narocny krok v predchozim algoritmu s kvadratickou ¢asovou slo-
zitosti byl krok, kde se pocitaly vSechny mozné hodnoty Ej a V. Pfitom to byl
pouze tento samotny krok, ktery mél kvadratickou ¢asovou naroc¢nost. Nasledu-
jici postup vylepsuje predchozi algoritmus a snizuje asymptotickou slozitost na
O(n - log(n)) (viz [5],[11]).

Algoritmus postupuje nasledujicim zptusobem:
1. Uspoiaddame vSech 2n hodnot z;,7; do posloupnosti z(1) < z(2) < ... < x(2p).

2. Pouzijeme metodu ptileni, abychom nalezli hodnotu k£ (1 < k < 2n), pro

kterou plati nasledujici dvé nerovnosti:

> (aw—TH) < (Z; — 2()); (6.1)

JT <T (k) LT, 2T (1)
> (@ —T) > (@; — T@r1))- (6.2)
JT<T (k) LT, 2T (1)

Pti kazdé iteraci ptileni mame interval [k~ k™|, coZ je garantovany interval,
ktery obsahuje spravnou hodnotu k. Na za¢atku k= = 1 a k™ = 2n. V dalsim
kroku vypocitdme prostiedni bod kg, = |(k~ + kT)/2] a zkontrolujeme,
zda obé nerovnosti (6.1) a (6.2) plati pro k = kg,.. Potom:

e Pokud obé nerovnosti (6.1) a (6.2) plati pro toto k, potom jsme nasli

pozadované k.
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e Pokud (6.1) plati, ale (6.2) neplati, tak potom to zndmena, ze pozado-
vané hodnota k je v&tsi nez kg, takze k™ ponechdme a k= vyménime

S kstr + 1.

e Pokud (6.2) plati, ale (6.1) neplati, tak potom to znamena, ze pozado-
vana hodnota k je mensi nez k., takze k= ponechdme a k* vyménime

S kst’r‘ — 1.

3. Jakmile je k nalezeno, vypocitame

Sk E >+ ) Zj,

UZ, 2T (1) JiT <T(k)

potom 7y = Sy /N, kde Ny je celkovy pocet takovych i a j, pro které plati

T; > T(k4+1) & T; < x(r). Nakonec pocitame

LT, 2T (j41) JT;<x(g)

KZ%'( > (m-n)+ 2 (Tj—m)2>~

Ukazme, jak najdeme pozadované k rychleji nez v pfedchozim algoritmu.
Chceme, aby platily podminky z) < E a E < x(41). Hodnota E je primér

vsech vybranych hodnot x;, mame

Odecteme (n — Ni) - E od obou stran (6.3) a dostaneme Ny - E = S, tj. Ze
E = Si/Nj. Prvni pozadovana nerovnost Z() < E bude mit tvar Sk/Ni < T(ky,

tj.

Nevwgy < ). z+ >, T (6.4)

BLi 2T (kt1) JEST (k)
Na pravé strané (6.4) mame tolik ¢lenu x ) kolik je ¢lenu na levé strané. Odsud
odecteme vSech Ny, -z Clent od pravé strany nerovnosti (6.4). Kdyz 7; < z),
potom rozdil T; — z() je zdporny, takze ho miZeme pfesunout na levou stranu
nerovnosti, ¢imz dostaneme nerovnost (6.1).
Kdyz k roste, potom roste i leva strana nerovnosti (6.1) a pravé strana se
zmensuje s k. Pokud tato nerovnost plati pro k, potom plati i pro mensi hodnoty,

tj. pro k — 1,k — 2 atd.
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Stejnym zpiisobem u druhé poZadované nerovnosti E < (41 dostaneme
ekvivalentni nerovnost (6.2). Kdyz k roste, potom leva strana teto nerovnosti
roste, kdezto prava strana klesa. Pokud nerovnost plati pro k£, potom musi platit
iprok+ 1,k + 2 atd.

Pokud obé& nerovnosti (6.1) a (6.2) plati pro dvé rtizné hodnoty k < k', potom
by obé mély byt platné i pro vSechny hodnoty mezi k a k', tj. pro k + 1,k +
2, ...,k —1. Ukazme, Ze ob& nerovnosti nemtizou byt platné pro k a k + 1. Pokud

nerovnost (6.1) plati pro k + 1, tak to znamena, ze

Yo e —T) < D (@ wpa). (6.5)

JT ST (k1) LT, 2T (42)

Levé strana teto nerovnosti neni mensi nez leva strana (6.2) a prava strana
teto nerovnosti neni vétsi nez prava strana (6.2). Proto (6.5) je v rozporu s (6.2).
Tento rozpor ukazuje, ze mtize byt jenom jedno k pro které obé nerovnosti plati,
a toto £ miizeme najit pomoci metody ptleni, jak jsme popsali v algoritmu.

Jak dlouho potrva tento algoritmus? Na zacatku nasi jedinou informaci je,
ze k patii do intervalu [1,2n] sitky O(n). V kazdém kroku pileni délime inter-
val (obsahujici k) napftil. Po provedeni I iteraci zmensime §ffku intervalu 27 krat.
Proto, abychom nasli pfesnou hodnotu k£, musime provést [ iteraci, pro které plati
O(n)/2! = 1, tj. potiebujeme I = O(log(n)) iteraci. Na kazdou iteraci potfebu-
jeme O(n) kroki, takze celkové je zapotiebi O(n - log(n)) kroka. TFidéni potrva
O(n - log(n)) kroki a vypocet rozptylu O(n). Takze celkové méme algoritmus

o slozitosti O(n - log(n)).

6.1.3 Algoritmus se slozitosti O(n)

V [15] je uveden algoritmus se slozitosti O(n), ale tento algoritmus nevypocte V.
spravné, proto jsme tento postup opravili. Nasledujici algoritmus je zaloZen na

iteracich. Pti kazdé iteraci mame 3 mnoziny:

e mnozina I~ bodil, pro které jiz vime, Ze pro optimalni vektor z méame

e mnozina It bodd, pro které jiz vime , Ze pro optimdlni vektor x mame

/]
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e mnozina / koncovych bodl z; a T;, pro které jsme se jesté nerozhodli, zda

patii do optimalniho vektoru x.

Na zacatku polozime I~ = I™ = () a I bude mnozina vSech 2n koncovych

bodt. Pii kazdé iteraci budeme obnovovat nasledujici parametry:
e N~ - pocet prvkl mnoziny [,

e NT - pocet prvkii mnoziny I+,

o ST= 3 u,

Na pocatku polozime N~ = NT = S~ = ST = 0.

P1i kazdé iteraci postupujeme nasledovné:
1. Vypocitdme medidn m mnoziny I;

2. Mnozinu I analyzujeme prvek po prvku tak, ze tyto prvky rozdélime do

dvou podmnozin
P ={zxel:z<m}; Pr={zxel:x>m}
déle také uréime m* = min{z : z € P*};
3. Vypocitame
e =5+ > Ty

T;eP~

et =5+ 2

z,ePt

n~=N-+#{7 € P},

nt = Nt + #{z, € PH},

_ e et
o = n—4nt?

4. Pokud E < m, potom vyménime It za IT U P, St zaet, I za P~ a Nt

zan'.

5. Pokud E > m™, potom vyménime I~ za I" UP~, S” zae , [ za PT a N~

Zan .
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6. Pokud m < F < m™, potom vyménime [~ za I" UP~, [T za [T UP* I

zal), S zae , ST zae", N " zan a Nt zan™.

Pti kazdé iteraci se mnozina [ zmensi na polovinu. Iterace pokracuji dokud
mnozina I neni prazdna. Potom dostaneme hodnotu V rozptylu populace pro

vektor x, pro ktery plati:
e 1; = T; pro indexy j takové, ze T, € I,
e x; = x, pro indexy i takové, ze x;, € I,
e 1; = F pro vSechny indexy 1.

Asymptoticka slozitost tohoto algoritmu je O(n). Béhem kazdé iteraci vypo-
¢et stfedni hodnoty ma linearni slozitost a vSechny ostatni operace s mnozinou [/
maji ¢as vypoctu t linearni podle poc¢tu prvki mnoziny /. Na zac¢atku méa mno-
zina I n prvki, pii kazdé dalsi iteraci se velikost této mnoziny zmensi dvakrat,
takze mame postupné mnozinu o velikosti /2, potom n/4 atd., takze celkovy ¢as
vypoctu je 0 < C'-(n+n/2+n/4+..) < C-2n, z cehoz plyne, Ze algoritmus
ma linearni ¢asovou slozitost.

Dokazme, Ze vySe popsany algoritmus vzdy najde V

V dvou predchozich algoritmech jsme ukazali, Zze pokud roztfidime vsech 2n
koncovych bodil intervali do posloupnosti z(1y < x@2) < ... < x(2,), potom pro

néjaké k = k,,;, minimum V je dosazeno pro vektor x, pro ktery plati:

e pro kazdy index j takovy, ze T; < x(y), plati ; = 7;
e pro kazdy index i takovy, Ze x; > x(x41), plati z; = z;;

> ;- ’ de
e pro vSechny ostatni indexy mame z; = Ej, =) ]%—’Z, kde

Sk= 2 Tt X

JT5<T (k) LT 2T (k1)

Ne=4#{j:7; <aw} +#{i 2, > 2p41) -

Dale pro optimélni £ mame Ej, € [T, T(rt1)]-

Podminka 2y < Ex = 3 je stejna jako
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Ny - T (k) < Sk = Z fj + Z z;.

JT <z (1) LT, 2T (1)
Od obou stran této nerovnosti odecteme Ni - z(;) a potom prevedeme prvni

sumu, ktera bude nezaporna, na levou stranu. Tim dostaneme nasledujici nerov-

nost

Y. (w—T)

JT5<x(p) BT 2T (1)

(6.6)

IN
)
|
8

z

Zvysenim k dosdhneme toho, ze se zvétsi pocet Clenti na levé strané nerov-
nosti (6.6) a zmensi na pravé strané této nerovnosti. To znamena, ze leva strana
se nepravidelné zvétsuje a prava strana se nepravidelné zmensuje. Pokud nerov-
nost (6.6) plati pro néjaké k, potom také musi platit i pro vSechny hodnoty mensi
nez k. Tato nerovnost plati pro vSechny £ do néjaké urcité hodnoty k.

Podobné podminka x(,11) > Ey = Jf,—’; je stejna jako podminka

Np-xgyny > >0 T+ Y
JT <z (k) LT, 2T (1)

Od obou stran této nerovnosti odecteme N - x(;41) a potom pievedeme prvni

sumu, kterda bude nezapornd, na levou stranu. Tim dostaneme nasledujici nerov-

nost

> @uy—T) < D (@ — TEe): (6.7)

I ST (k) UL 2T (j41)

Zvysenim k dosdhneme toho, Ze se zvétsi pocet ¢lentd na levé strané a zmensi
pocet ¢lenti na pravé strané nerovnosti (6.7). Pokud nerovnost (6.7) plati pro
néjaké k, potom také musi platit i pro vsechny vétsi hodnoty nez k. Tato nerovnost
plati pro vSechna k od néjaké urcité hodnoty ly.

Obé podminky (6.6) a (6.7), které jsou ekvivalentni s podminkou Ej, € [y, Z(k11)],
vyhovuji bud pro hodnotu k,,;, nebo pro vice hodnot z posloupnosti [y, +
1,...,ko. To, ze podminka vyhovuje pro vice hodnot z této posloupnosti tedy
znamena, ze stejné minimum je dosazeno pro vSechny hodnoty z této posloup-
nosti. Staci ukazat, ze jestlize ob&é podminky (6.6) a (6.7) plati pro k a k+ 1, tak
potom rozptyl V' mé stejnou hodnotu pro k& a k + 1. Pokud plati (6.6) pro k + 1,

potom
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> (T —T) < > (T — Tt

JTi<T (k1) 0T, 2T (4 2)

Leva strana v této nové nerovnosti je mensi nebo rovné nez leva strana (6.7)
a prava strana této nové nerovnosti je vétsi nebo rovna pravé strané nerov-
nosti (6.7). Jediné cesta, aby obé& nerovnosti platily je, kdyz si obé strany budou
rovné. Pokud vyménime x) za T(41) & T(k11) za T(k42), tak to neovlivni jaké
koncové body patii do I~ a jaké do I™, a proto odpovidajici hodnota rozptylu se

nezmeni.

Takze:

® pro k < ki, mame Ej > (g1,

e pro k > ki, mame Ey < ),

® pro k = kyin mame ) < Ep < T(rq1).

Odsud:

e jestli By < (), potom nemize byt k& < kpin a k = Kpin, a proto k > kiin;
e jestli By > x(141), potom nemize byt & > ki a k = kipin, a proto k < kpin;

e jestli x4y < By < x(i41), potom nemize byt k < ki a k > Kpipn, a proto

Algoritmus najde spravnou hodnotu £ a tudiz i spravnou hodnotu V.

6.2 Horni mez pro rozptyl

V predchozich kapitolach jsme se zminili, Ze vypocet V je v obecném piipadé

NP-slozity (viz [6], [7], [8], [9]).
Véta 1. Vipocet V je NP-sloZit.

Diikaz. Podle definice je problém NP-slozity, pokud néjaky problém z t¥idy NP
muze byt zredukovan na NP-slozity problém. Proto, abychom dokazali, Ze pro-
blém P je NP-slozity, je dostatecné zredukovat jeden znamy NP-slozity problém
Py na P.
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V tomto pfipadé, pokud je znadmo, ze Fy je NP-slozity problém, tak to zna-
menad, ze kazdy problém z t¥idy NP mize byt zredukovan na F,, a proto Fy mtize
byt zredukovan na P. Odsud ptivodni problém z tiidy NP je redukovatelny na
problém P.

Pro potieby naseho dikazu jako znamy NP-slozity problém F, zvolime pro-
blém podmnoziny: pro danych n kladnych cisel s; chceme zjistit, zda existuji
wi € {+1, —1} takové, pro které je suma Zn: i - s; rovna 0.

Ukazeme, ze problém podmnoziny muzize1 byt zredukovan na problém vypoctu
V., tj., 7e kazdy piipad (si, ..., $,) problému Py mfizeme dét do souvislosti s piipa-
dem zaloZenym na feSenich vypocetniho problému pro V. Miizeme pfitom lehce
urcit zda pozadované pu; existuji.

Uvazujme ptipad odpovidajici intervalim [z;, T;| = [—s;, s;]. Chceme ukazat,
e pro odpovidajici problém V = Cj, kde jsme oznadili C, et % . Zn: s2, plati jen
tehdy, kdyz existuji p; pro kterd > p; - s; = 0. -

1. Nejprve ukaZeme, Ze pro vsechny p¥ipady plati V' < Cy.

Vime, Ze pro vypocet rozptylu pro konec¢nou populaci mizeme vyuzit nasle-
dujici vzorec:

n
V==~1.% 02— FE2
i=1

ProtoZe x; € [—s;, s, tak zfejmé x? < s?, a proto > x? < > s?2. Protoze
E? > 0, tak mtZeme usoudit, ze V < 1. i s? = (Cp. Kazdd mozna hodnota
V vybérového rozptylu je tedy mensi nebo roxzlea C) a ani nejvétsi z téchto hodnot,
tj. V, nemtize piekrocit Cp, tj. V < Cp.

2. Déle dokéZeme, 7e pokud existuji pozadované hodnoty p;, potom V = Cj.

V tomto pfipadé pro x; = ;- s; mame F = 0 a z? = s?, odtud

n n
V=15 (zi-E?=1.3s=C,.
i=1 i=1

Rozptyl V je vzdy < C a nabyva hodnoty Cj pro néjaka z;, kterda mtzeme
vyjadiit ve tvaru x; = p; - s;, takze V = Cj.

3. Abychom dokoné¢ili ditkaz, musime ukéazat, ze pokud V = Cp, potom poza-
dovana p; existuji.

Necht V' = Cy. Rozptyl je spojitd funkce na mnoziné x; X ... X X, takze

maximum funkce na této mnoziné je dosazeno v néjakych hodnotach z; € x; =
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[—51, 81], sy Tn € X5y = [—S$n, Sp). Pro odpovidajici hodnoty z; rozptyl V je roven
Co.

Ponévadz z; € [—s;, s, plati, Ze 2? < s?; protoze E* > 0 mame V < (.
Pokud |z;]*> < s? nebo E? > 0, potom mame V < Cj. TakZe jedind moZnost,
aby V = Cy, je platnost 2 = s? a F = 0. Z prvni rovnosti mame z; = +s;, tj.
x; = p; - ; pro néjaké p; € {—1,+1}. Protoze podle definice je F (aritmeticky)
prumeér hodnot x;, tak z rovnice £ = 0 mame Zn: i - s; = 0. Takze pokud V = Oy,
potom pozadovana p; existuji. Véta je dokézzl;llé.

Poznamka: Polozme si otazku, jak vypocitat horni mez pro rozptyl v obec-
ném pripadé. Jiz vime, ze kvadraticka funkce na intervalu nabyva svého maxima
v jednom z krajnich bod intervalu. Proto jsme vzdy schopni vypocitat horni
mez V v &ase O(2"), nebot staci uréit rozptyl V pro viech 2" moznych vektori
x= (27, ...,25), kde g; € {—, +}, 7 = 2; ax] = T;; nejvétsi z téchto 2" hodnot

je i pozadovana hodnota V. Prakticky je tento postup samozfejmé k ni¢emu.

6.2.1 Pripad uzkych intervala a ,tzv. SirSich intervalt*

Pro vypocet V miiZeme pouzit stejnou analjzu zaloZenou na derivaci, kterou jsme
vyuzili pii zkoumani V. Pii analjze V vyuzijeme fakt, Ze kdyz druha derivace
V' je > 0, tak maximum nemtze byt uvnitf intervalu [z;, 7,].

Pokud 7; < E, potom mame z; = z; ; pokud £ < z,, potom mame z; = 7;;
jinak musime vzit v vahu obé moznosti z; = x, a z; = 7;.

Kdyz se intervaly neprotinaji, tak potom vysledny algoritmus pro vypocet
V bude mit slozitost O(n?). Jak se dale ukdzeme, algoritmus se slozitosti O(n?) je
pripustny nejenom pro ptivodni intervaly [z;—A;, Z;4+A;], které se neprotinaji, ale

také pro vice obecny ptipad, kdy ,z0zené* intervaly [z; , 2], kde z; = T; — A;/n

+

a x; = I; + A;/n, se neprotinaji, a tvrzeni dokonce plati i pro obecnéjsi p¥ipad,

kdy pro néjaké celé ¢islo K < n zadna podmnozina z vice nez K uzkych intervalt

(27, 2] nemd spole¢ny priinik. Nasledujici algoritmus je uveden v [6], [7], [8], [9].
O(n?) algoritmus pro vypoéet V pro pfipad tzkych intervalii a tzv.
,,Sirsich intervalu“.

Algoritmus postupuje nasledujicim zptusobem:
1. Nejprve roztfidime vSech 2n koncovych bodt ,ztzenych* intervalt z;—A; /n
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a T; + A;/n do posloupnosti z(1) < z@) < ... < 2(2,). Toto ndm umozni
rozdélit redlnou osu na 2n + 1 ¢asti (,,malych intervald“) [z, T(r41)], kde

vy def def
oznaclme Xg) = —O00 a T(2p4+1) = +00.

n n
2. Vypocitéme E = L 3"z, a E = 13" 7; a vybereme vSechny ,malé inter-
i=1 =1

valy“ [T(k), T(et1)), které se protinaji s [E, E.

3. Pro kazdy z vybranych ,malych intervald“ [z, Zk+1)] a pro kazdé i €

{1,...,n} pfifadime z; nasledujici hodnotu:

e pokud (1) < T; — A;/n, potom polozime x; = T;;
e pokud () > 7; + A;/n, potom polozime x; = x;;

e pro vSechna ostatni ¢ budeme uvazovat obé mozné hodnoty z; = 7;

ar; =ux;.

Jako vysledek, pro kazdy z vybranych ,malych intervali®, dostaneme jednu
nebo vice posloupnosti © = (z1,...,x,) (vice pokud pro néjaké i se budou
brat v tvahu ob& moznosti z; = 7; a x; = &). Pro kazdou z téchto posloup-
nosti zkontrolujeme, zda primér FE vybranych hodnot x4, ..., x, je skutecné
uvniti tohoto ,malého intervalu“, a pokud ano, vypocitame rozptyl téchto

vybranych hodnot.
4. Nejvétsi hodnotu z vypoétenych rozptyltt polozime rovnu V.

Dukaz kvadratické naro¢nosti vysSe popsaného algoritmu Ukézeme, Ze
vise popsany algoritmus skuteéné pocita V' v kvadratickém ¢ase pro viechny pii-
pady, kdy pro néjaké celé ¢islo K < n zadna podmnozina z vice nez K ,ztizenych“
intervalll x; neméa spole¢ny prinik.

1. Necht w1, ...,x, jsou hodnoty, ve kterych rozptyl nabyva svého maxima
na krychli x; x --- X x,,. Pokud, az na jednu proménnou z;, vSechny hodnoty
proménnych zvolime pevné, potom V' bude kvadratickou funkci v x;. Kdyz funkce
V nabude maxima pro z; € X1, ..., 1z, € X,, potom tato kvadraticka funkce jedné
proménné nabude svého maxima na intervalu x; v bodé z;. UkaZeme, zZe tato
kvadratické funkce mé (globalni) minimum v bodé x; = E,, kde E, je primér

vSech hodnot x4, ..., z, mimo x;. Tato kvadraticka funkce je nezaporna a funkce
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na intervalu x; = [z;, 7;] nabude svého maxima v jednom z koncovych bodt tohoto
intervalu. Libovolna kvadraticka funkce jedné proménné je symetricka s ohledem
na polohu jejiho globalniho minima, takze jeji maximum na jakymkoliv intervalu
je v bodé, ktery se nachézi co nejdale od minima. Existuje pfesné jeden bod, ktery
je stejné vzdaleny od obou koncovych bodt intervalu x; - je to prostfedni bod
z;. Podle toho, kde se nachézi globalni minimum vzhledem k interval x;, mame

nasledujici t¥i pripady:

e Pokud E; je vlevo od prostfedniho bodu 7;, tj. pokud E, < T;, potom
horni koncovy bod intervalu je nejvzdalengjsim bodem od E; . V tomto
pripadé kvadratickd funkce nabude svého maxima v hornim koncovém bodé

intervalu, tj. x; = ;.

e Stejnym zptisobem, pokud E; je vpravo od prostfedniho bodu z;, tj. pokud
El’ > 7;, potom dolni koncovy bod je nejvzdalenéjsim bodem od E; . V tomto
pripadé kvadratické funkce nabude svého maxima v dolnim koncovém bodé

intervalu, tj. z; = z,.

e Pokud E; = 7;, potom maximum V je v obou koncovych bodech intervalu

X = [gia fl] :

2. V tfetim pfipadé mame bud x; = z; nebo z; = T;. Zalezi pfitom pouze na
tom, jestli x; je rovné dolnimu nebo hornimu koncovému bodu, takze miizeme
,hakombinovat® odpovidajice situace s pripadem 1 a 2. Dospéjeme k zavéru, ze

mize nastat jedna ze dvou nasledujicich situaci:
J / ~ —
o bud £, <z, ax;, =7y
/ ~
e bud £, > 7, ax; =z,

3. Preformulujeme tyto podminky pokud jde o primér F,,,, hodnot 1, ..., x,.

O v / O Vv .7 Ve .
Priameér E; miizeme vyjadrit jako

1
J#i

n
Tuto sumu mizeme rozepsat jako > z; = > z; — z;. Podle definice E,,,, mame
i =
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n
1
Emax = Z L,
i=1

n
odkud ) z; =n - E,4,. A proto dostavame nésledujici vyjadfeni
j=1

E{:n'Emax_xi

(2

e (6.8)

Déle aplikujeme tento vzorec na predchozi tii pripady.
3.1. V prvnim pifpadé méme 7; > E;. S vyuzitim (6.8) vzorce pro E; dosta-
vame nerovnost
Ty > MPmer=ti,

Vynasobenim obou stran nerovnosti n — 1 a vyuzitim faktu, ze x; = 7; = ; + 4A;,

dostavame
(’I’L—l)il anmax—@—AZ

Vsechny ¢leny nerovnosti pfevedeme na levou stranu, napravo ponechame jenom

n - Enqe @ celou nerovnost vydélime n, ¢imz dostavame:

Emaa: S %z + &

n

3.2. Ve druhém pifpadé mame 7; < FE,. S vyuzitim (6.8) vzorce pro E; dosta-

vame nerovnost

~e " Emaz—1;
Ti < n—1

Vynésobenim obou stran nerovnosti n — 1 a vyuzitim faktu, ze x; = x, = x; — A,

dostavame
(n—l)fzSnEmax—fz+Az

Vsechny ¢leny nerovnosti prevedeme na levou stranu, napravo ponechame jenom

n - Enae a celou nerovnost vydélime n, ¢imz dostavame:

4. Casti 3.1. a 3.2. tohoto diikazu shrneme nasledujicim zptisobem:
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e V prvnim pfipadé méame E,,,, < T; + A;/n a x; = T;,
e Ve druhém piipadé méme F,,,, > T; — A;/n a x; = x,.
Tudiz plati:

e Pokud FE,.. < Z; — A;/n, tak to znamend, Ze se nemuze jednat o druhy

pripad, takze plati prvni pfipad a proto musi byt x; = ;.

e Pokud E,,.. > 7; + A;/n, tak to znamend, Ze se nemuze jednat o prvni

pripad, takze plati druhy ptipad a proto musi byt z; = z,.

Jediny pripad, kdy nevime, ktery z koncovych bodt si mame zvolit pro z;, je
kdyz Ep.. patfi do ,zazeného* intervalu [z; — A;/n, ; + A;/n].

5. Ted, kdyz vime kde se nachazi E,,,, vzhledem ke koncovym bodtm ,z0-
zenych® intervalil, mizeme urc¢it vSechny optimalni hodnoty z; - mimo ty, které
jsou uvniti tohoto ,zuzeného“ intervalu. Kdyz uvazujeme pripad, kdy vice nez
K ,zGzenych® intervali nema spolec¢ny prinik, potom méame ne vice jak K ne-
rozhodnutych hodnot ;. ZkousSeni vSech moznych kombinaci dolnich a hornich
koncovych bodi pro téchto < K hodnot zabere < 2% kroki, takze celkovy pocet
krokii je O(2% - n?). Kdyz K je konstanta, potom celkovy pocet krokii je O(n?).

Cas vypoctu je kvadraticky v n, ale roste exponencialné s K. Pokud K poroste,
tak potom k provedeni algoritmu bude potieba stale vice a vice casu a jak bylo
ukazano v diikazu, vypocet zabere O(2% - n?) krokid. V nejhorsim piipadé, kdyz
nase podminky nejsou splnény a K = O(n) ,z0Zenych“ intervald ma spoleény

bod, bude tento algoritmus pot¥ebovat O(2" - n?) vypocetnich kroki.

Algoritmus se slozitosti O(n - log(n))

V mnoha praktickych pifpadech pro vipodet V existuji polynomialni algoritmy.
Jeden z takovych ptripadi, kdy jsou méreni dostatecné presna, tj. kdyz se ,,zizené"
intervaly

JAVENURERVAVY:

[ — Pl + 7] (6.9)

neprotinaji, jsme popsali vyse. Miizeme tedy Tici, ze vime jak efektivné vypocitat

V, kdy7Z pro kazdé i # j mame
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A A
T — T > — 4+ =L, 6.10
72 2 2 (6.10)

Algoritmus pro vypocet V v ¢ase O(n - log(n)) pracuje pfi slab$i podmince

(jedna se o obecnéjsi piipad)

|Ai—Aj|_

- (6.11)

|7 — 2] =

Tato podminka je skutecné o dost slabsi. Pro ptipad, kdy jsou vSechna meéreni
stejné presnd, tj. A; = A pro vSechna i, podminka (6.10) plati jenom pro A <
(n/2) rgzjn |z; — |, kdezto podminka (6.11) plati pro kazdé A. Proto mizZeme mit
vétsi mérici nejistotu A nez v predchozi situaci a stale budeme schopni vypocitat
pFesnou mez V v polynomialnim case.

Ptedchozi algoritmus s kvadratickou casovou slozitosti vylepsime a snizime
slozitost na O(n - log(n)). Novy algoritmus pracuje za stejnych podminek jako
predchozi algoritmus, tj. pro pfipad, kdy pro néjaké celé ¢islo K' < n zadna pod-
mnozina z vice nez K ,zuzenych® intervalt [z; — A;/n, T; + A, /n] nem4 spoleény
prunik. Pripad tzkych intervali a tzv. ,SirSich intervali“ je dil¢i pripad tohoto
pripadu. Z [4],[14] méme, Ze O(n-log(n)) algoritmus postupuje nasledujicim zpu-

sobem:

1. Usporddame hodnoty z; do rostouci posloupnosti. Muzeme ptredpokladat,

ze tyto stfedové body intervalti jsou usporadané od nejmensiho po nejvétsi.

2. Pro kazdé celé ¢islo p od 0 do n vypo¢itdme rozptyl V,, = M, — (E,)* pro

Vektor U(p) f— (£17 "'a£p7fp+1’ ...7fn)7 kde

EOZ

S =

n
> T
i=1

=1 i=p+1
def P
M, = L3 (@) + 5 X (@)
=1 1=p+1

43



Tyto hodnoty vypocitame postupné. Jakmile zndme E, a M,, tak potom
jsme schopni uréit E,q a My jako Epyy = E,+ 1z, — 1T, a My =

n=—>p
M, + %(%H)Q - %(fpﬂ)z-
3. V najdeme jako nejvétsi hodnotu z vyslednych n + 1 hodnot Vg, ..., V.

Pocet vypocetnich kroku

TFidéni trva O(n - log(n))) krokd. Vypocet pocatecnich hodnot My, Ey a Vj
nam potrva linearni ¢as O(n). Pro kazdé p od 0 do n — 1 potiebujeme konstantni
pocet krokil k vypoctu dalsich hodnot M, i, E,11 a V,q1. K nalezeni nejvetsi

hodnoty V}, z n + 1 hodnot zabere O(n) kroku. Celkové potiebujeme
O(n - log(n)) + O(n) + O(n) + O(n) = O(n - log(n)

kroki, takZe tento algoritmus vypo¢ita V béhem O(n - log(n)) kroksi.

Ovéreni algoritmu

Rozptyl je nezaporna funkce pro vsechna x;. Vime, ze maximum této funkce na
kazdém intervalu [z;, 7;] se nachazi v jednom z koncovych bodi tohoto intervalu.
Proto maximum V rozptylu je dosaZeno ve vektoru z = (x1,...,7,), ve kterym

kazda hodnota x; je rovna bud z; nebo ;.
> |Ai_Aj‘

Nejdrive ovéfime algoritmus pro piipad, kdy |z; — 7] ~

i .

Abychom dokézali nas algoritmus, potfebujeme dokézat, Ze maximum V je

pro vsechny

dosazeno v jednom z vektoru z®, ve kterém vsechny dolni meze x,; predchézi
vSechny horni meze T;. Toto dokdZeme sporem. Necht maximum je dosaZeno
ve vektoru z, ve kterém jedna z dolnich mezi nasleduje po jedné z hornich mezi.
V kazdém takovém vektoru necht 7 je index nejvétsi horni meze po které nasleduje
dolni mez. Potom v optimélnim vektoru r mame x; =7; a x4 = 2, ;.

Protoze maximum nabyva pro z; = 7;, potom vymeénou x, = T; —2- A, snizime
hodnotu rozptylu nebo ji ponechdme nezménénou. Popisme jak se zméni rozptyl

pokud provedeme tuto vyménu. V sumé M vyménime (Z;)? za

Proto se hodnota M zméni na M + AM;, kde
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AM; = =% A+ 4 A2

Stfedni hodnota E se zméni na F + AFE;, kde AE; = —Q'HAZ'. Proto hodnota E?
se zméni na (F + AFE;)? = E? + A(E?);, kde

A(E?);=2-E-AE,+AE? =% E- A + 4 - A2
Rozptyl V' se zméni na V' + AV, kde

n

LA (T A+ B - ),
Podle definice T; = 7; + A, proto —7; + A; = —7;. Odtud méame
AV, =2 A (=3 + E— 5.
Protoze V nabyva maxima v x, mame AV; < 0 a odtud

A
E<i+— (6.12)
n

Stejnym zpiisobem, pokud maximum je dosazeno v x;1; = z;, vyménou za
ZTit1 = Z;q + 2 - Aj1q bud zmensime hodnotu rozptylu nebo ji ponechdme ne-
zménénou. Popisme jak se zméni rozptyl po této vymeéné. V sumé M vymeénime

(£i+1)2 S
(fzﬂrl)z = (L’H +2- Az‘+1)2 = (L’H)Q +4-Ajyy oy +4- A12+1'
Hodnota M se zméni na M + AM;,, kde

_ 4 4 A2
AMipy = 5 - Digr -2y + 5 - Ay

Stfedni hodnota F se zméni na E + AFE; 1, kde AE; ., = 2'%“. Hodnota E? se
zméni na (F + AE;1)*> = E* + A(E?);11, kde

A(E2)i+1 - 2 . E . AEZ'+1 + AEZ-2+1 - % . E . Ai+1 + % . Azz—i-l‘
Rozptyl V se zméni na V 4+ AV, 4, kde
AVz‘+1 = AMiH - A(E2)i+1 =
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4 4 4 4 2 _
Az AL LB A — A =
LA ( + A — B — i1y
n i+1 £i+1 i+1 n .
Podle definice z;,; = Z;41 — Aiq1, proto ;. + Ajy1 = Tiq1. Odtud méame
_ 4 ~ JAVES
AVipr =5 - A - (T — B — =22,

Protoze V nabyvi maxima v z, mame AV;,; <0 a odtud

Ai—i—l

n

E>2i —

(6.13)

Déle také mtizeme najednou zménit obé hodnoty z; a x;.1. V tomto pripadé
zména AM v M je jednoduse suma zmén vychazejicich z x; a x;.1: AM = AM;+
AM;yq1, a zména AE v E je suma odpovidajicich zmén: AF = AE; + AE; 4.
Takze pro

AV =AM — A(E?) =AM —2-E-AE — AE?,
mame
AV = AM; + AM; 11—
2-FE-AE;,—2-E-AE;;, — (AE;)? — (AE;11)* —2-AFE; - AE;,1.
Odsud dostavame

—2-AL; - AE; .,
t.,
AV =AV,+ AV, 1 —2-AE; - AE; ;.
Mame tedy vyjadieni pro AV;, AV, AFE; = —Q'TAZ' a AF; 1 = 2'An"+1, takze

mizeme uéinit zavér, ze AV = 2. D(E), kde

Aipr

n

~ A; ~ 2
D(E) = Ai'(_xi—f'E_7)+Ai+1'(5pi+1_E— )—l—E-Ai-AiH. (6.14)

Protoze funkce V nabyva svého maxima v z, mame AV < 0 a odtud D(E) < 0.
Vyjadfeni D(FE) je linearni funkci E. Z (6.12) a (6.13) vime, zZe
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S
i
I

~ ~ Ai1
Ai . (—LCZ + Tiv1 — 1T —

ﬁ)—i—%‘Ai'Aiﬂ:

n

A (=T + Togr + 25— ),

n n

Uvazujeme piipad, kdy |z,41 — 74| > w. Protoze hodnoty z; jsou usporéa-

dany ve vzrustajicim poradi, mame z;,; > T; a odsud

~ ~ ~ PAVERAYER] A JAVES]
Tip1 — T = [Ty — T > =20 > 51 —

Takze muzeme udélat zavér, ze D(E~) > 0.

def ~ X ,
Pro E = Et = xi—i-%mame

D(E+):AZ.H.@Z.H_@_Q_M)Jr%.Ai.AiH:

Ajyr - (= + Tigg + B — Bitty,

Zde |T;y1 — ;| > lAi*—nAi“‘, takze taky mtuzeme udélat zaveér, ze D(E™) > 0.

ProtoZe linearni funkce D(FE) je kladna pro oba koncové body intervalu [E~, E*],
musi byt kladna pro kazdou hodnotu E z tohoto intervalu, coz je ve sporu s na-
Sim zévérem, ze D(E) < 0 pro stiedni hodnotu E € [E~, Et]. Spor ukazuje, Ze
maximum rozptylu V je skuteéné dosazeno v (). Algoritmus je ovéfen.
Geometricky vyznam podminky (6.11)

> |Ai_Aj|
— n

Podminka |z; — 7| znamena, ze pokud z; > 7;, tak potom méame

~ o~ Ai—A;

|
3

ti.,
Tz -
a taky
73 > B8
ti.,
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A, ~ A
T+t 2>+

n
To znamend, 7Ze zadny ,z0Zeny* interval (6.9) neni podintervalem vnittku jiného
,zuzeného® intervalu.

Pokud jeden z ,zuzenych“ intervall je podintervalem jiného, potom pod-

minka (6.11) neplati. Podminka (6.11) tedy znamena, ze ,zuzené“ podintervaly

nejsou podintervaly navzajem.

6.2.2 Uzké intervaly spliiujici podminku o podmnozinach

V piedchozim textu jsme popsali O(n-log(n)) algoritmus pro vypocet V v piipadé
uzkych intervalt. V této kapitole ukazeme, zZe existuje linearni algoritmus pro
vypocet V v piipadé tizkych intervald.

Tento algoritmus pracuje i pro piipad, kdy zadny z ,z(Zenych* intervali [T; —

A;/n, T;+A;/n| neni podintervalem vnitiku jiného ,zizeného“ intervalu, tj. kdyz

7 — & > L

—2 pro vSechna i # j.

Definice 2 Rekneme, Ze soubor intervali odpovida podmince o podmnozinach

[\ s s o , Y . o _ _ def
pro ,ztzené“ intervaly, pokud zadny z ,z(Zenych intervald“ [x; ,z], kde z; =
def ~ , . iy e o A
F = I, + Ai/n, neni podintervalem vnitiku jiného ,z0Zeného*

: . L~ ~ Ai—A;
intervalu, tj. kdyz |z, — z;| > |n—]‘

T, — Aj/n azx
pro vSechna i # j.

Tento pripad obsahuje pfipad tuzkych intervali a pfipad jednoho méficiho
pristroje.

Linearni algoritmus pro vypocet V pro ,zizené* intervaly spliiujici
podminku o podmnozinach.

Nejvice ¢asové naro¢ény krok v O(n - log(n)) algoritmu popsaném v Kapitole
6.2.1 je tfidéni, které samotné ma slozitost O(n-log(n)). Abychom snizili ¢asovou
slozitost, potfebujeme obejit nutnost pouzit tiidéni.

Hlavni myslenkou tohoto algoritmu je pouziti linedrniho algoritmu pro vypo-
¢et medianu misto pouziti O(n - log(n)) algoritmu pro t¥idéni.

Algoritmus uvedeny v [15] je nepfesny a pro nékteré pripady nenajde FeSeni,
proto ho opravime a doplnime. Nasledujici algoritmus je zaloZen na iteracich. Pii

kazdé iteraci mame 3 mnoziny:
e mnozina /- vSech indexii 7 od 1 do n, pro které jiz vime, Ze pro optiméalni
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vektor x mame x; = z;;

e mnozina /" vSech vSech indextd j téch prvkd, pro které jiz vime, Ze pro

optimélni vektor x mame z; = 7j;
e mnozina [ indext i, pro které jsme se jesté nerozhodli.

Na zacatku polozime I~ = [T = ) a I = {1,...,n}. Pt kazdé iteraci ob-

. . . . oo d d _
novujeme dvé pomocné proménné S e/ > ox;a St ) > ;. Tyto hodnoty

iel- jer+
mizeme pocitat tak, ze jednodusSe spocitame tyto sumy, ale abychom zrychlili

vypocet, pii kazdé iteraci budeme obnovovat tyto pomocné proménné rychlejsSim
zpusobem neZ prepocitavani odpovidajicich sum. Zpocatku méme [~ = It = ()
aS™=S5"=0.

Pti kazdé iteraci postupujeme nasledujicim zptisobem:

e Nejdiive vypocitdme medidn m mnoziny I (median z hlediska t¥idéni podle

Ty);

e Analyzujeme prvky nerozhodnuté mnoziny I prvek po prvku tak, Ze je

rozdélime do dvou podmnozin
P ={i:z; <z,}
Pt ={j:2; >Tn}

Pokud mame nékolik prvka rovnych z,,, tak potom pouze jeden z nich

zafadime do mnoziny P, zbylé prvky zafadime do mnoziny P*.

e Vypocitame

e_:S_+ 221

ieP~

et =87+ X Ty
ept

e Pokud n-z, <e” +et, potom vyménime I~ s [TUP~, S se als PT;

e Pokud n-z, > e +et, potom vyménime It s [TUPT, STsetals P
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e Pokud n-x, = e +e', potom vyménime [~ s I UP~, [T s [T U PT,

Is0;

e Pokud velikost mnoziny [ je 1 a [ = {i} pro néjaké i € {1,...,n}, potom
vyménime [ s (), prazdnou pomocnou mnozinu I; vyménime s I~ U {i}

a prazdnou pomocnou mnozinu ;" vyménime s I U {i}.

Pti kazdé iteraci mnozina nerozhodnutych indexii je zmensenda naptl. Iterace
pokracuje dokud vSechny indexy nejsou roztiidéné, potom vratime V jako ma-
ximalni hodnotu populacniho rozptylu pro jeden z vektord z. Pro prvni plati
r; =x; proi € [~ ax; =7T; pro j € I, pro druhy plati z; = z; pro ¢ € I
ax; =1T; pro j € I't, pro tieti plati z; = z, proi € I~ ax; =7, pro j € I]".

Pokud néjaky interval x; je degenerovany, tj. x; = [;, x;], potom potiebujeme

tento algoritmus upravit nasledujicim zptisobem:

e Nejdiiv pocateéni mnoziné [ piitadime vSechny indexy, které odpovidaji

nedegenerovanym intervaliim;

e Potom pfepocitdme sumu e pro vSechny pfesné znamé hodnoty x; (odpovi-

dajici degenerovanym intervaltim);

e Nasledné pri kazdé iteraci, misto toho, abychom porovnavali n-z,, se sumou

e~ + et, porovnavame n - x,, se sumou e~ + et + ¢;

e Nakonec pii vipoctu populaéniho rozptylu, ktery bude vracen jako V', mu-

sime zatadit i degenerované hodnoty z;.

Zkontrolujme, zda novy algoritmus pro vypocet V maé linearni slozitost. P¥i
kazdé iteraci vypocet medianu zabere linearni ¢as a ostatni operace s I zaberou
¢as t linearni v poCtt prvkia || mnoziny I: t < C - |I| pro n&jaké C. Zacneme
s mnozinou / o velikosti n, pii dalsi iteraci mame mnozinu o velikosti 1/2, potom
n/4 atd. Proto celkovy vypocetni ¢as je < C-(n+n/2+n/d+..) < C-2n, tj.
linearni v n.

Pokud zadné dva ,z0zené® intervaly nejsou podmnozinami néjakého jiného

intervalu, potom mohou byt linearné usporadané v lexikografickém poradi. Odsud
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méme z; <z, <. <,y <zj <..<z! aprotopriméry 7; = (x; +x;)/2
jsou usporadané do fady: 71 < 75 < ... < T,,.

k) _
V= (2

Podle tohoto t¥idéni hodnotu V ziskdme pro jeden z vektort z
Thil, -, Tn), tj. V =V (2®) pro né&jaké k.

Kdyz vyménime 2 s £~V tj. kdyZ vyménime z, s T, = z, + 2A;, tak
potom plati Vi,_1 — Vi, = % - (z; — Ey), kde E} = E(z®).

Odsud Vj,_1 < Vj tehdy a jen tehdy pokud z, < Ej. Vynéasobenim obou
stran této nerovnosti n dostavame ekvivalentni nerovnost n -z, < n - Ej, kde
n-E,= Zk: z; + zn: Z;. Stejnym zplisobem V;_; >V} tehdy a jen tehdy pokud
T, > Ek,z_au1 Vk,lj;k‘z tehdy a jen tehdy pokud z, = L.

Kdyz prechazime od k k £+ 1, vyménime vétsi hodnotu Ty, v sumé n - £y, za
mensi hodnotu z;. Tudiz fada n - Ej, je pfimo klesajici s k, kdezto x, je rostouci
s k. Jakmile mdme n -z, <n- Ej, tj. Vi_1 < Vi, tak tyto nerovnosti taky plati
i pro mensi k. Stejnym zpiisobem jakmile mame n -z, > n - Ey, tj. Viog > Vi,
tak tyto nerovnosti taky plati i pro vétsi k.

Jakmile n -z, = n - Ey, tj. Vi—1 = Vi, potom méme Vi, > Vi > ... a V) =
Vier > Vo > ..., tj. Vi = Vi1 bude nejvétsi hodnota V.

Tato fada Vj, nejdiiv roste (Vi1 < Vj),potom zac¢iné klesat (V31 > V) a mé
jednu nebo dvé horni hodnoty (extrémy).

Pro kazdé m, pokud V,,_1 < V,,, (tj. pokud n -z, < n-E,), tak to potom
znamena, ze hodnota k.., odpovidajici maximu V', je < m, a proto pro vsechny
indexy < m vzdy vime, Ze pro optimalni vektor = plati x; = z,. Tyto indexy
mohou byt pifidany do mnoziny 1.

Pokud V,,, < V,,,—1 (tj. pokud n -z, > n- E,), tak to znamend, ze hodnota
Kmaz, odpovidajici maximu V', je > m, a proto pro vSechny indexy > m vzdy
vime, ze pro optimalni vektor x plati z; = 7;. Tyto indexy mohou byt pfidany do
mnoziny 1.

Nakonec, pokud V,,, = V,,,_1 (tj. pokud n -z = n- E,,), tak to znamena, ze

maximum je dosazeno.
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6.2.3 Pripad jednoho mériciho prFistroje (podminka o pod-
mnozingé)
Prvni vysledek

Pro piipad, kdy je splnéna podminka o podmnozinich (coZ je ekvivalentni
tloze s jednim méficim pfistrojem), muzeme rozt¥idit intervaly do lexikografic-
kého pofadi: x; < x; tehdy a jen tehdy pokud z; < x; nebo (z; = z; a 7; < 7).

Miizeme dokéazat, ze maximum V je vzdy dosazeno pokud pro néjaké k plati,
ze prvnich k£ hodnot z; je rovno z; a dalsich n — k£ hodnot z; je rovno ;. Tento
vysledek dokazeme sporem: pokud v maximalizujicim vektoru x = (z1,...,2,)
néjaké T; je pred néjakym z;,¢ < j, potom muzeme zvysit hodnotu V' tak, ze F
ponechame nezménéné - coz je spor s predpokladem, ze vektor x je maximalizujici.
Specialné, abychom zvysili hodnotu V', mtizeme pouzit nasledujici obrat: pokud
A; < Ay, tak vyménime T; s z; = T; — 2A; a z; s x; + 24, jinak vyménime z;
sTj=x; +2A; aT; sT; — 2A;.

Ve vysledku se dostavame k nasledujicimu postupu: nejdiive roztfidime inter-
valy [z;,T;] podle lexikografického usporadani; potom pro k = 0,1, ...,n vypodi-
tame hodnotu V' = M — E? pro odpovidajici vektory %) = (z,, ..., 2, Trt1, ..., Tn)-
Kdyz ptechazime od vektoru z® k vektoru z*+1)| tak se v z zméni pouze jeden
¢len, tj. v kazdé sumé F a M se zméni pravé jeden clen.

Jak je dobry tento algoritmus, co se tyce ¢asové slozitosti? TTidéni ma slozitost
O(n - log(n)), vypocet pocate¢nich hodnot E a M zabere linearni ¢as O(n). Pro
kazdé k vypocet novych hodnot E a M potrva konstantni pocet krokt, takze
celkové vypocet vSech n hodnot E, M (a tedy i V') zabere linearni ¢as. Odtud
plyne, Ze celkovy vypocetni ¢as tohoto algoritmu je O(n - log(n)).

Druhy vysledek

Ptipad, kdy je splnéna podminka o podmnozinach, je specidlnim pripadem
pripadu splnéné podminky o podmnozinach pro ,zazené“ intervaly. Vyse popsany
algoritmus s linearni asovou slozitosti pro vypocet V pro pifpad ,ztzengch®
intervalt splnujicich podminku o podmnozinach mize byt také pouzit pro tento

pripad.
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6.2.4 Porovnani O(n) algoritmu s O(n - log(n)) algoritmem

Jak jsme vidéli v predchozich odstavcich, v rtznych pripadech jsme se setkali
jak s algoritmem s linedrni ¢asovou slozitosti tak i s O(n - log(n)) algoritmem
pro vypocet stejnych mezi (V. nebo V). Vyvstévéa otazka, jak moc praktické je
pouziti O(n) algoritmu? Pro jaké n jsou tyto algoritmy lepsi nez diive navrhované
O(n - log(n)) algoritmy pro vypocet V nebo V?

Odpovéd na danou otdzku obdrzime z nésledujici tvahy. Obecné ¢as O(f(n))
znamena, ze aktualni vypocetni ¢as je < C' - f(n) pro néjakou konstantu C' > 0.
Pro znamé O(n - log(n)) algoritmy mame konstanty C' ~ 1. Jak mizeme vidét
z diikazu nové navrzeného algoritmu, konstanty jsou stejné jako pro znamé li-
nearni algoritmy pro vypocet medianu, tj. ~ 20 (viz [3]). Odsud dostavame, Ze
O(n - log(n)) algoritmus je lepsi, kdyz logs(n) > 20, tj. kdyz n > 10°.

Ve vétsine praktickych situaci se nesetkdme s pripadem, kdy budeme muset
pracovat s miliony intervali, ale pokud ano, tak potom linearni algoritmus pro
vypocet V nebo V je skutecné rychlejsi. Pro mensi databaze je O(n - log(n))

algoritmus rychlejsi.

6.2.5 Pripad vice méricich pristroji

V pripadé vice méfticich pristroji mtzeme ukéazat, ze pokud rozttidime intervaly
podle lexikografického uspotadéani pro kazdy méfici pristroj, tak potom V' nabude
maxima, kdyz z interval odpovidajicich kazdému méficimu pfistroji mame hod-
noty x;, odpovidajici kazdému méficimu p¥istroji, z fady (zy, ..., Ty, Thjt1, s Tn,),
kde n; je celkovy pocet intervalt odpovidajicich j-tému méficimu piistroji.

Abychom nasli maximum, musime najit hodnoty k1, ..., k,,, odpovidajici m mé-
ficim piistrojiim. Pro tyto hodnoty V. =M — E? kde M =Y M; a E = E;,
kde oznacené E; a M; jsou praméry z; a x?, které jsou méfeni ziskana pouzitim
j-tého mériciho pristroje.

Pro kazdy mérici pristroj j mizeme vypocitat vsech n; + 1 moznych hodnot
E; a M; v linearnim case.

Mame < n™ kombinaci k; a k tomu potfebujeme O(n"™) kroki. Déle potiebu-
jeme O(n - log(n)) kroku ke tiidéni, O(n) krokd pro vypocet pocatecni hodnoty

V' a potom O(n™) krokd pro vypocet hodnot V', odpovidajicich vSem moznym
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kombinacim (ki, ..., k), a pro nalezeni nejvétsi z téchto hodnot, tj. V. Takze

celkové potfebujeme O(n™) kroki.

6.2.6 Pripad soukromi a nedetekovatelnych hodnot

Tyto pripady jsou podpripady pripadu s platnou podminkou o podmnozinach
a také podpripady piipadu ,ztZenych® intervali s platnou podminkou o podmno-
zinach. VSechny znamé a popsané algoritmy v Kapitolach 6.2.2 a 6.2.3 mohou byt

pouzity i na tyto dva pripady.

6.2.7 Algoritmus pouzZitelny pro vSechny popsané pripady

Analyza predchozich pripada
Kazdy miize lehce zkontrolovat, ze vsechny pripady, pro které zname efektivni
algoritmus pro vypocet horni meze rozptylu, jsou jednotlivé pripady pro jeden ze
t11 nésledujicich piipadi:
e Pripad ,ztzenych“ intervalid s podminkou o podmnozinach, kdy zadné dva
wzuzené® intervaly [Z; — A;/n, ZT; + A;/n] nejsou navzajem vlastni podmno-

ziny. Pro tento pripad je pouzitelny linearni algoritmus.

e Pripad tzv. ,Sirsich ztZenych intervali“ - kdyz kazdy soubor obsahujici vice
nez K ,zazenych® intervali X; ma prazdny prunik: X;, N---NX,;,, =0,
¢ > K. Pro tento pfipad je vhodny O(n - log(n)) algoritmus.

e Pro ptipad m > 1 mé¥icich pfistroji mame k dispozici O(n™) algoritmus.
Abychom mohli pfipravit obecny pfipad, musime popsat ptipad, ktery obsahuje
tyto tii situace jako podpiipady.

Nové poznatky

Uvazujme pfipad urceny dvéma parametry m > 1 a K > 1. V tomto pripadé
muzeme rozdélit intervaly x; do m podttid, takovych ze:

e prvnich m — 1 podtfid ma vlastnost, ze uvnitt kazdé podtiidy zadné dva

»,zuzené" intervaly nejsou navzajem vlastni podmnoziny;

e posledni tfida bud mé stejnou vlastnost nebo ma vlastnost, ze kazdy soubor

obsahujici vice nez K ,zizenych® intervalt z této t¥idy mé prazdny prinik.
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Algoritmus pracuje v ¢ase O(n - log(n)), kdyz m = 1, a ¢ase O(n™), kdyz
m > 1. Je vidét, ze vSechny t¥i popsané vyse ptripady jsou skutecné specialni pii-
pady situace popsané vyse. Jmenovité, pripad ,zuzenych® intervali s podminkou
o podmnozinach a piipad tzv. ,SirSich ztzenych intervali“ odpovidaji m = 1 ,
a navic m = 1 se sklada pravé z téchto dvou pripadi.

Hlavni myslenka algoritmu

Optimaliza¢ni vybérové postupy pouzité ve tiech predchozich algoritmech se
nezméni, pokud misto uvazovani vsech n intervald budeme brat v tvahu pouze
podmnoziny téchto intervalii.

Pokud podposloupnost ptivodni posloupnosti intervalti ma vlastnost, ze zadné
ze dvou ,,zzenych® podintervall z této podposloupnosti nejsou navzajem vlastni
intervaly, tak pro tuto podposloupnost maximéalni hodnota V' nabude v jedné
z posloupnosti typu (z,, ..., Ly, Tkt ey Tn)-

Mensi rozdil je u tietiho pripadu, protoze u tohoto pfipadu uz nemluvime
o intervalu, ktery obsahuje priimér F - ten je jednotny pro vSechny intervaly.

Ted muzeme sestavit nasledujici:

Algoritmus

Pro m = 1 muZeme pouzit bud algoritmus pro aktuélni pfipad nebo algoritmus
pro tfeti pfipad. Takze, abychom popsali algoritmus, je potieba uvazovat pripad,
kdy m > 2.

V ¢lanku [1] je popsany nésledujici algoritmus. Soubor intervali muze byt
rozdélen do m skupin. Uvnitt kazdé skupiny provedeme vhodné t¥idéni. Vime, ze
hodnota V bude dosazena, kdyZ pro kazdou z m — 1 podskupin mame posloup-
nost typu (&, ..., y, T+1, .-, Tn) pro vhodné k = k;. Pro posledni skupinu mame

posloupnost, pro kterou:

e Pokud 7; <z, potom x; = z;;

17

e Pokud z(;41) < z;, potom x; = Tj;

pro néjaké k = k,,.
Podobné pro tieti pfipad pro kazdou kombinaci (ky, ..., k,,—1) kontrola vSech
moznych hodnot k,, potrvéa ¢as O(n). Odsud plyne, Ze pro viechny < n™~! mozné

kombinace (ki ..., ky,—1) potiebujeme vynalozit ¢as O(n) - celkové O(n™).
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Dalsi konstatovani: Casto se stava, ze nepotiebujeme védét, ktery
interval patii do které skupiny.

V nasem popisu nového algoritmu jsme predpokladali, Ze ptivodni mnozina
n intervali miize byt rozdélena do m podmnozin a ze vime, ktery interval patii
do které podmnoziny. Ukazuje se, ze v pripadé, kdy vsech m podmnozin mé
vlastnost, Ze to nejsou vlastni podmnoziny (nVP vlastnost), tak neni potifeba
popisovat odpovidajicich m podmnozin a staci védét, ze je mozné rozdélit piivodni
mnozinu n intervald do m podmnozin s touto vlastnosti.

Dale si ukazeme, jak tuto moznost mtzeme popsat. Jsme schopni vytvorit

nasledujici orientovany graf, pfitom budeme vychazet z pivodnich intervald x;:
e Vrcholy grafu, jejichz je n, jsou puvodni intervaly.

e Hrana x; — x; jde od intervalu [z;, 7] k intervalu [z;,7;] tehdy a jen
tehdy, pokud i-ty interval je vlastni podmnozina (vnititku) j-tého intervalu,

tj. tehdy a jen tehdy, pokud [z, 7] C (z;,7;).

Tento graf je acyklicky - coz znamena, Ze kazda cesta obsahuje nejvyse n prvki.
Vyskou h tohoto grafu budeme rozumét nejvétsi délku cesty x;, — x;, — ... = x;,
v tomto grafu.

Nasledujici tvrzeni popisuje vztah mezi vyskou grafu a poétem podskupin:

e Pokud intervaly mohou byt rozdéleny do m podskupin s nVP vlastnosti,

potom vyska odpovidajiciho grafu je < m;

e Obracené, pokud vyska odpovidajiciho grafu je m, potom muzeme Gc¢inné

rozdélit ptivodni intervaly do m podskupin s nVP vlastnosti.

Skutecné, pokud jsme schopni rozdélit intervaly do m podskupin s nVP vlast-
nosti, potom nemtizeme mit cestu délky > m; naopak, alesponi dva intervaly
z cesty budou ve stejnych podskupinach, a proto kazdé dva ¢leny cesty jsou na-
vzajem vlastni podmnoziny, coz porusi nVP vlastnost.

Pokud méame graf vysky h, potom miizeme udélat nasledujici:

e Vezmeme vSechny prvky. které nejsou ovlivnény nikym jinym nez prvni

podskupinou. Tato skupina ma nVP vlastnost.
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e Kdyz odstranime prvky z prvni skupiny, mtizeme znova zvazit, které prvky
nejsou ovlivnény nékterym prvkem ve zbyvajicim grafu, a z nich vytvorime

druhou podskupinu.

o atd.

Kazdy interval x; bude pritazen ke skupiné, jejiz ¢islo k je nejvétsi délka
cesty vedouciho do x;. Ponévadz vyska grafu je m, rozdélime vsech n piivodnich

intervalti do m podskupin s nVP vlastnosti. Tim je nase konstatovani potvrzeno.

6.2.8 Heuristicky algoritmus

Informatika jako véda o informacich a jejich zpracovani chape heuristiku jako
postup ziskani feSeni problému, které vsak neni presné a nemusi byt nalezeno
v kratkém case. Slouzi vSak nejcastéji jako metoda rychle poskytujici dostatecné
a dosti presné reSeni, které vsak nelze obecné dokazat. Nejcastéjsi pouziti heuris-
tického algoritmu nalezneme v pripadech, kde neni mozné pouzit jiného lepsiho
algoritmu, poskytujiciho presné feseni s obecnym diikazem.

V tomto odstavci popiSeme heuristicky algoritmus, ktery je uveden v [12], pro
vipocet horni hodnoty V a uZitetné meze V.., > V pro rozptyl intervalu. Dalsi
problém, ktery budeme chtit vyfesit v souvislosti s heuristickym algoritmem, je
odhad chyby v porovnani se skute¢nym resenim.

Nejdiive uvedeme nékteré vlastnosti rozptylu V.

1. Rozptyl lze vyjadrit jako funkci

n

(i — - 2 25)%

1 j=1

3=

V(zy, .y y) =

(2

2. Zakladni vlastnosti rozptylu hodnot z1, ..., z, je, ze vyjadieni ¢(z,t) = % .
> (x; — t)? je minimalizovano primérem x;, tj. t* = (1/n) - >_ x;. TakZe
=1 1=1

nalezeni V' je ekvivalentni s optimaliza¢nim problémem

— . Y
V= Jmax. rntlnz; (x; — )7, (6.15)

kde E<t<FE,z;€[z;,T],i=1,..,n.
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Dale pouzijeme sup-inf nerovnost pro obecnou funkci ® : RP x R? — R :

sup inf ®(x,y) < inf sup ®(z 6.16
sup Inf, &(z,y) < Il sup o(z,y). (6.16)
Aplikaci sup-inf nerovnosti (6.16) na ¢(z,t) = k - Z( —1)?, kde k je
koeficient, ktery obvykle je k = 1/n nebo k = 1/(n — 1), ziskdme obecnou
horni mez hodnoty V. KdyZ vezmeme v tvahu, Ze funkce ¢(x,t) je spojita
a problém (6.15) je FeSen na omezené mnoziné, potom misto sup a inf

v (6.16) mame max a min. Takze dostavame

V = max min z; —t)? < min  max Z (z;i —t)* = min F(t),

zi€le; Ti] te[E,E] 4 T te[E,E) wi€lz; T p— te[E,E)]

kde funkce F'(t) je definovana pro dané intervaly [z;,T;] nésledujicim zpi-

sobem

F(t) = max Z( —t)? prot € [E, E|.

i €[z;,Ti] i—1

Pro pevnou hodnotu ¢y € [E, F| miizeme vyjadiit funkci F(t) jako
to) = » max{(z, — to)”, (T; — to)’}. (6.17)
i=1

Z (6.17) dostavame horni mez pro V

min F(t), (6.18)
te[E,E)

kde F'(t) je dano (6.17).

Obecné, nerovnost (6.17) je presna a diky ni mtizeme spocitat ,mezeru“ (tj.
vzdalenost mezi V' a V., které je feSenim (6.18)).

Tuto ,,mezeru“ muzeme vy¢islit nasledujicim zpisobem. Necht ¥ = (71, ..., 7,,)
je optimalni feseni pro V anecht F'(¢*) je minimum (6.18), V = V( ) je maximum
V = max{V (21, ...,zn)|x; € [z,,%],i = 1,..,n} a E = (1/n) Z% je primeér
prvki Z. Potom méme -

n AN

V@) =3 @ — B2 = Bt 4+t — B2 =3 (@ — )2 — (t* — B)2.

=1 =1 =1
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Z F(t") = max ]Z (r; — %)% > > (7; — t*)? dostavdme nésledujici nerov-
Ti€lL;Ti] =1 i=1

nost

V=V(@) <Ft) -t —7)> (6.19)

Nejlepsi horni mez dostaneme, kdyz t* = E (obvykle E je neznamé).
Heuristicky postup nam umozni vypoéitat horni hodnotu V' a mez V,,,qp > V
pro interval rozptylu.
Necht #* je optimdlni feSeni (6.18) a hodnota F(t*) > V je horni mez opti-

malniho feSeni. Postup je zaloZen na nasledujicich poznatcich:

1. Maximum V(z) je vZdycky dosazeno na hranici mnoziny, proto prvky z;
feseni 7 jsou rovné bud z; nebo 7j;

2. V = V(%) < F(E), ale E neni zndmé.

Budeme predpokladat, ze t* se shoduje nejvyse s jednim z prostifednich bodt
intervalti.

Tato podminka je obvykle splnéna v piipadé, kdy vsSechny prostiedni body
intervalll jsou navzajem rizné, tj. x; + T; # z; + T; pro vSechny i # j.

Obecna myslenka postupu je nasledujici: vime, ze t* je rizné od vsSech stied-
nich bodt intervalt s nejvyse jednou vyjimkou, a odtud mame nejvyse jeden
interval k takovy, Ze (z, — t*)* = (T — t*)?. Pokud takovy interval k existuje,
vybereme z, nebo Ty tak, ze primér EX = (1/n) zn: 2 je co nejblize k t*.

Reseni je nalezeno jakmile mame S(j) € {—]1_,11} pro vSechny j, kde S je
mnozina, takova, ze

e S(j) = —1, pokud =} = z;,

e S(j) =1, pokud zf' =7;.

Prvky S(j) jsou uréovany béhem dvou kroki:

1. Proj=1azn
e Pokud |z; —t*| > |7; — t*|, potom S(j)=-1
e Pokud |z; —t*| = |7; — t*|, potom S(j) =0
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e Pokud |z; — t*| < |[7; — t*[, potom S(j) = +1
2. Pokud S(k) = 0 pro né&jaké k, potom

e Vypocitame s = > z;+ > Tj;
S@=-1 = SG=+1

e Pokud |t* — (z, + s)/n| < |[t* — (Tk + s)/n|, potom S(k) = —1 jinak
S(k) = +1.

Po prvnim kroku mame nejvyse jednu hodnotu & takovou, ze S(k) = 0.
Reseni 27 je

o ol = z; pokud S(j) = —1,j = 1,...,n

o z/' =7; pokud S(j) =1,j=1,..,n

Z odhadu ,mezery* (6.19) méme, ze Vy < V < F(t*) — (t* — E)* < F(t*),
a F(t*)—V i ndm déva velikost chyby feseni, které jsme nasli. Pokud F(t*) = Vg,
potom muizeme byt jisti, ze optimalni feSeni bylo nalezeno.

Algoritmus
1. Vypoéitame E = (1/n) Y. z;, E = (1/n) 3. 7
i=1 i=1

2. Vyfesime F(t*) = min F(t)
telE E]

3. Proj=1,...n
o |z, —t*| > |Z; — t*], potom z} = z;;S(j) = -1
o |z, —t*| < |z; — t*|, potom z} =T;; S(j) = +1

o |z, —t*| = [7; — t*|, potom S(j) =0
4. Pokud k existuje a S(k) = 0, potom

e Vypocitdme s = > z;,+ > T
SGi=—1  S()=t1

e Pokud [t* — (z; +s)/n| < [t* — (T + 5)/n|, potom 2 = z;; S(k) = —1

e Pokud [t* — (z; +s)/n| > |t* — (T + 5)/n|, potom zf = T;; S(k) = +1

5. Obdrzime feSeni z7 a vypoc¢itame heuristickou hodnotu rozptylu
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S|

VH:%'Z(ZL{J_ ;%H)z

i=1 J
SloZitost algoritmu je O(n) s vyjimkou druhého kroku. Ke kazdé vyhodno-
ceni funkce F'(t) je zapotfebi O(n) operaci, které se opakuji P krat. Muzeme

predpokladat, ze P nezavisi na n, ¢imz dostaneme celkovou slozitost O(n).

6.3 Ostatni statistiky

6.3.1 Kovariance

Méjme mnozinu dat (x;,y;), ¢ = 1,...,n, pak vybérovy koeficient kovariance vy-
pocitame jako

S (@ — ) - (yi — 1y),

i=1

C =

3=

kde
1IN, _1lv
“1’_52193“ My—;zlyi-

Kovariance! je pouzivana napiiklad pii vypoctu korelace mezi X a Y. Po-
kud vezmeme v tvahu neurcitost intervalu, potom po kazdém méfeni nemame
presné hodnoty 1, ..., T, Y1, ..., Yn, misto toho mame intervaly [z, 71], ..., [x,,, Tnl,
ly 1,51], ey [gn,yn]. Dostaneme pak ruzné hodnoty vybérové kovariance a zalezi
na tom, jaké jsou aktualni hodnoty z1, ..., xp, y1, ..., Yn z vnittku téchto intervalii.
Abychom mohli vzit v Gvahu neurcitost intervalu, musime byt schopni popsat
interval [C, C] v8ech moznych hodnot kovariance C.

Tim jsme dospéli k nasledujicimu problému: méme dané intervaly [z;, 7], [gi, Uil
i =1, ...,n, a chceme uréit dolni a horni meze C a C intervalu viech moznjrch hod-

not vybérového koeficientu kovariance. Ukazme, ze tento problém je NP-slozity

(viz [6], 7], [8])-

Véta 2. Problém vijpoctu C ze vstupnich intervali [z;, T;], [y, Y;] je NP-sloZity.

1V dalsim textu budeme pro jednoduchost pouzivat slovo kovariance (korelace) i pro vybé-

rovy koeficient kovarianci (korelaci).
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Diikaz.

1. Stejnym zpiisobem jako v dikazu Véty 1 zredukujeme tzv. podmnozinovy
problém na problém vypoétu C.

Pro kazdy pfipad problému o podmnoziné méame: pro danych n kladnych cisel
chceme zjistit, zda existuji n; € {41, —1}, pro které je suma i n; - 8; rovna 0.

Ukazeme, ze problém miize byt zredukovan na problémlzlypoétu C, tj., ze
kazdy pripad (si, ..., s,) problému P, muzeme dat do souvislosti s pfipadem za-

lozenym na feseni vypocetniho problému pro C'. Muzeme lehce urcit zda pozado-

vané 7); existuji.

Uvazujme piipad odpovidajici intervalim [z;, 7] = [y, ;] = [—si, si]. Chceme
ukézat, Ze pro odpovidajici problém C = Cj, kde jsme oznacili Cj = % DY
i=1

plati C = Cj tehdy a jen tehdy, kdy# existuji n;, pro ktera >_n; - s; = 0.

2. Nejprve ukézeme, Ze pro viechny piipady plati C' < Cj,.

Je zndmo, Ze vybérova kovariance C' je ohranicena soucinem o, - o,, kde o, =

o ao, = \/a_g jsou konecné vybérové standardni odchylky veli¢in = a y.

V ditkazu Véty 1 jsme dokézali, Ze rozptyl o2 hodnot 1, ..., z,, spliiuje nerovnost
o2 < Co, stejnym zptisobem rozptyl o hodnot y;, ..., y, sphiuje nerovnost o, <
Co. Odtud C < 0, -0y < VCy - /Cy = Cy. Kazda mozna hodnota kovariance je
mensi nebo rovna Cp, proto také nejvétsi z téchto hodnot, tj. C, nemiize prekrodit
Co, tj. C < Cy.

3. Dale ukazeme, 7e pokud C = Cj, potom pozadovana 7; existuji.

Pokud C' = C, tak to znamena, Ze pro odpovidajici hodnoty z; a v; je kova-

riance C rovna Cy, tj.

C=Co=1. isg.

Na druhé strané jsme ukazali, Ze ve vSech pfipadech (véetné tohoto pfipadu)
plati C < 0, -0, < /Cy - V/Cy = Cy. Pokud o, < /Cp, potom budeme mit
C' < Cy. Takze pokud C' = Cy, mame o, = 0, = /Cy, tj. 02 = 02 = Cp. V
dikazu Véty 1 jsme ukazali, ze v tomto pripadé€ n; existuji.

4. K dokonceni diikazu Véty 2 musime ukazat, ze pokud existuji pozadované
hodnoty n;, potom C' = Cj.

V tomto piipadé pro z; = y; = 1; - 5; mame p, = p, =0 a x; - y; = sf, proto
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C:%'Z<Ii_ﬂm)’(yi—uy):%.ZS?:CO.

i=1 =1

Dtikaz je dokoncen.
Véta 3. Problém vypoctu C ze vstupnich intervalii [z;, 7], |y, Y;] je NP-sloZity.

Diikaz.
Tento dilkaz je stejny jako dikaz Véty 2 s tim rozdilem, ze v tomto pripadé
pouzijeme druhou ¢ast nerovnosti |C| < o, - 0y, tj. C > —0, - 0, a v posledni

casti diikazu polozime y; = —z;.

6.3.2 Korelace

Jak jsme se jiz zminili diive, vybérovy koeficient kovariance C' spoc¢teny z mnoziny

dat (z1,v1), ..., (Tn, yn) tvoii zéklad vybérového koeficientu korelace

C
oy 0y

kde o, = (/02 je smérodatnd odchylka hodnot zy,...,z, a 0, = /02 je sméro-

p = (6.20)

datné odchylka hodnot vy, ..., y,.
KdyZ mame jenom intervaly [z,,Z1],...,[z,, Tnl, [y U1)s-- [y . Un], méme in-
terval [p, p| moznych hodnot korelace. Neni pfekvapenti, ze stejné jako u kovariance

je problém vypoctu koncovych hodnot intervalu [p,p] také NP-slozity problém
(viz [6], [7], [8])-

Véta 4. Problém vypoctu p ze vstupnich intervali [z;, T;], [gi,gi] je NP-sloZity.

Diikaz.

1. Stejnym zptisobem jako v dikazu Véty 1 a Véty 2, zredukujeme podmno-
zinovy problém na problém vypoctu p.

Ptipomenme, ze pro kazdy ptripad problému o podmnoziné mame: pro danych
m kladnych ¢isel sy, ..., s, chceme zjistit, zda existuji n; € {+1,—1} takové, pro
které je suma zn: n; - 8; rovna 0.

Ukéazeme, ile: 1podmnoiinovjf problém mtize byt zredukovan na problém vypo-
¢tu p, tj., ze kazdy pripad (s, ..., $;,) problému o podmnoziné Py mizeme dat do
souvislosti s pfipadem zalozenym na feSeni vypocetniho problému pro p. Uréime

zda pozadované 7; existuji.
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Uvazujme pfipad odpovidajici nasledujicim intervaltim:

e n=m+ 2 (v dikazech Véty 1 a Véty 2 jsme méli n = m);
o [2,Ti| =[—s;,8]ay; =[0,0lproi=1,..,m

® Xpni1 = Ym+2 = [1, 1 Xpmi2 = Y1 = [-1, —1].

Jako v dikazu Véty 1 definujeme C] jako

Cr=) s (6.21)

Dokézeme, ze plati p = —, /ﬁ tehdy a jen tehdy, pokud existuji 7;, pro
které > " n; - s; = 0.

2. Korelacni koeficient je definovan jako p = C/\/02 - \/o;. Abychom nasli
rozsah p, musime nejdiive najit rozsah C, 0?2 a 02.
3. Vypocet rozptylu 02 je nejlehéi, protoze u y; nemame zadnou intervalovou

neurcitost. Pro y; mame E, = 0, a proto

n m+ 2

1 — 2 2
=1

4. Abychom nalezli kovarianci, vyuZijeme znamy vzorec

1 n
n
i=1

Protoze E, = 0, takZe druhé suma v tomto vzorci je rovna 0, takze C' se rovna
prvni sumé. V prvni sumé prvnich m ¢lenti se rovna 0, protoze pro ¢ = 1,....m
mame y; = 0. Nenulové cleny jsou pro: =m + 1 a i = m + 2, takze mame

2 2

-t ___= .24
¢ n m+ 2 (6 )

5. Do vzorce pro korelaci (6.20) dosadime vzorce (6.22) a (6.24), tim dostaneme

p= \/Ju\/_ / - +22 o (6.25)

Korelace p dosdhne svého maxima p jen tehdy, pokud o2 nabyvéa své nejvétsi

hodnoty 72, odkud:
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_ 2
p=— iy 2 (6.26)

Pokud zname p, potom miizeme vyjadiit 7> jako

o 2
oL = CEG (6.27)

Pozadovana hodnota p = —/ z%5 +2 odpovids 72 = ¢1£2

m+2°

Abychom dokonéili ditkaz, musime ukézat, ze plati 52 Cl+2

5 Jen tehdy, pokud
existuji n;, pro které > n; - s; = 0.

6. Do vyjadieni o2 dosadime vyjadieni F,:
21 %2 1 N2
o= 2w — (5 2 w)”
i=1 i=1
Zjednodusime vyjadieni tim, ze nahradime hodnoty n = m + 2, x4 = 1

a Tpyo = —1. Mame

n m m
DT = DT Ty F T = D
i=1 i=1 i=1

n m m

2 _ 2 2 2 _ 2
dox =] +fcm+1+xm+2—2%+2~
j i=1

=1 =1

Proto

m m
0=ty Yt + iy — kg (R
2 >

Stejné jako v diikazu Véty 1 mtizeme ukazat, ze vzdy o2 < %H Je g2 = G1t2

jenom pokud existuji 7; pro které > n; - s; = 0.

Véta je dokazana.
Véta 5. Problém vypoctu p ze vstupnich intervalii [x;, 7], [y, y;] je NP-sloZity.

Diikaz. Tento ditkaz je podobny dikazu Véty 3 s tim rozdilem, Ze polozime

Yma1 = 1 a yi0 = —1. V tomto pripade

C=-2

_ 2
P =\ Grroren

odtud je jasné, Ze nejvétsi moznd hodnota o odpovid4 nejmensi mozné hodnoté

a proto

p-
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Kapitola 7

Vypocetni vysledky

Popsané algoritmy jsme implementovali v systému Mathematica. Jako vzorek dat
nam poslouzi denni minimélni a maximalni cena akcii nadnarodni spolec¢nosti
Hewlett Packard. Pocitac¢, na kterém jsme provadéli testovani, ma nésledujici
charakteristiky: procesor o taktu 2.00 GHz a operacni pamét 768 MB RAM.

Nejdiiv se podivame na vypocet dolni meze rozptylu. Tabulka 7.1 zobrazuje
vysledky naseho testovani. V této tabulce n znaci velikost testovaného souboru
dat, V, vysledek ziskany pomoci O(n?) algoritmu a ¢, je ¢as v sekundach, ktery
byl potfeba k vypoc¢tu na daném pocitaci; V, vysledek ziskany pomoci O(n -
log(n)) algoritmu a ¢, je odpovidajici ¢as; V4 vysledek ziskany pomoci O(n)
algoritmu a t3 je odpovidajici cas.

Vysledky ziskané tfemi algoritmy jsou totozné, ale jak mtzeme vidét cas vy-
poctu pomoci O(n) algoritmu je znatelné vétsi v porovnani se zbyvajicimi dvéma
algoritmy, takze pouziti prvniho algoritmu na velky objem dat nepripadé v tivahu,
kdezto O(n -log(n) a O(n) algoritmy nam daji vysledek v pomérné kratkém case

i pro velky objem dat.

n Vl V2 V3 tl tz tg

100 4.8159 4.8159 4.8159 0.0785 | 0.078 | 0.047
1000 | 28.2004 | 28.2004 | 28.2004 2.2820 | 0.422 | 0.141
5000 | 762.1010 | 762.1010 | 762.1010 | 38.0940 | 2.625 | 1.375
10000 | 633.6220 | 633.6220 | 633.6220 | 143.4530 | 5.532 | 4.188

Tabulka 7.1: Doby vypoc¢tl a dosazené dolni meze pro jednotlivé algoritmy.
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Déle se podivame na vypocet horni meze rozptylu. VSechny algoritmy nejdiive
aplikujeme na stejna data jako jsme pouzili pro vypocet dolni meze intervalu pro
rozptyl. Velikost testovanych souborti dat bude n = 20, 40, 60, 80, 100. Tato data
jsou tzké intervaly az na par vyjimek. V Tabulce 7.2 mame uvedené vysledky tes-
tovani. Vopt znaci optimalni feSeni, které jsme nalezli pomoci piikazu Maximize,
ktery je sou¢asti jadra programu Mathematica, V; - vysledek O(n) algoritmu,
V, - vysledek O(n - log(n)) algoritmu, V3 - vysledek O(n) algoritmu, Vi - v§-

sledek heuristického algoritmu, ¢y, t1, t2, i3, t5 - Casy v sekundach jednotlivych

postupii.
n V opt V, Vs Vs Vi
20 1.65592 | 1.66187 | 1.66187 | 1.66187 | 1.66187
40 4.33791 | 4.33791 | 4.33791 | 4.33791 | 4.33791
60 11.30600 | 11.30600 | 11.30600 | 11.30600 | 11.30600
80 9.50121 | 9.50121 | 9.50121 | 9.50121 | 9.50121
100 8.15335 | 8.15335 | 8.15335 | 8.15335 | 8.15335
n Lopt t1 to t3 ly
20 4.906 0.078 0.047 0.016 0.031
40 56.312 0.094 0.047 0.032 0.047
60 | 208.422 0.078 0.047 0.032 0.047
80 | 493.125 0.109 0.062 0.032 0.062
100 | 1061.390 0.219 0.063 0.047 0.078

Tabulka 7.2: Doby vypocti a dosazené horni meze pro jednotlivé algoritmy.

Je vidét, ze optimalni feseni ve vétsine piipadi se shoduje s vysledky algoritmii
i presto, ze v testovanych datech je nekolik intervalii, které nespliuji podminku
o uzkych intervalech. Povzbuzeni slibnymi vysledky pro mensi pocet intervali,
rozhodli jsme se zkusit nalézt V' i pro mnohem rozsahlejsi data, ktera byla uzita
pro vypocet V. K vypoctu jsme uzili heuristicky algoritmus a O(n) algoritmus.
Vysledky a casy jednotlivych algoritmi jsou uvedeny v Tabulce 7.3. Pro n = 100,
1000 a 5000 jsme dostali tytéz vysledky, pro n = 10000 se ziskané vysledky
malinko lisi; spoc¢teny rozptyl je mensi pro O(n) algoritmus.

Na zavér zkusime aplikovat heuristicky algoritmus na obecny pfipad a vy-
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n Vo) Vu tom) ti

100 8.15335 | 8.15335 | 0.140 |  0.063
1000 | 38.96910 | 38.96910 | 0.141 | 1.594
5000 | 855.44400 | 855.44400 | 0.765 | 40.046
10000 | 708.57300 | 708.58100 | 2.469 | 144.219

Tabulka 7.3: Dosazené horni meze a ¢asy pro jednotlivé algoritmy.

n V opt Vy P Lopt 1374
20 917.739 | 969.92 | 5.69 8.219 | 0.094
40 | 1044.680 | 1189.48 | 13.86 | 257.750 | 0.078
60 951.783 | 1069.95 | 12.42 | 248.657 | 0.078
80 | 1090.573 | 1291.01 | 18.41 | 643.078 | 0.140
100 | 1158.200 | 1306.56 | 12.81 | 1268.920 | 0.157

Tabulka 7.4: Dosazené horni meze pro jednotlivé algoritmy, absolutni procentualni

chyby vysledki v porovnani s optimalnim feSenim a ¢asy pro jednotlivé postupy.

sledky porovndme s optimélnim feSenim. Testovana data [z;,7;] ndhodné vyge-

nerujeme nasledujicim

zpusobem:

Funkce Random() generuje ndhodné éisla z intervalu [0, 1]. Zvolime reilné

konstanty Z,in, Tmaz, Amin, dmaz, Kde Tmin < Tmazr & dpin < dpez- V nasem

prikladé jsme zvolili 2., = 80, Timax = 100, dpin = 5, dpmee = 50. Dale spoc-

teme hranice intervalti pomoci nasledujiciho cyklu, kde n je pocet generovanych

intervali:

Pro i =1,...,n necht:

Ti = Tin + Random() * (Tymaz — Tmin)

0x; = dmin + Random() * (dyae — dimin)

Tabulka 7.4 ukazuje vysledky algoritmu, kde P znaci absolutni procentualni

chybu vysledkti v porovnani s optimalnim feSenim; t,,, tg - Casy v sekundéch

jednotlivych postupt.

68



Vidime, ze v ptipadé obecnych intervalt jiz vysledky nejsou zdaleka tak pfesné

jako v pripadé intervalt specialniho typu uvazovanych vyse.
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Kapitola 8
Zaveér

Statistickd analyza intervalovych dat se stava velice dilezitou ¢asti moderni mate-
matiky. Proto je velice vhodné pouziti co nejefektivnéjsich statistickych postupt.
Vétsina tradicnich statistickych vzorci y = f(x1, ..., z,), tj. vzorce pro vypocet
vybérové stiedni hodnoty ¢i vybérového rozptylu atd. jsou zalozeny na zjednodu-
seném predpokladu, ze znadme pfesné hodnoty z1, ..., z, veliiny, kterd nas zajima.
Ve skutecnosti tyto hodnoty pochézeji z méreni nebo odhadi, coz ndm neposky-
tuje absolutné presna data. Proto je zadouci, abychom zjistili jak nepfesnost dat
ovliviiuje vysledek statistické analyzy.

V mnoha pripadech ze skute¢ného zivota zname jenom horni mez A pro ne-
presnost méreni. V tomto pripadé mame vysledek méfeni x pozadované velic¢iny.
Jedind informace, kterou mame o aktualni (nezndmé) hodnoté x velic¢iny je, Ze
tato hodnota musi patfit do intervalu [z — A,z + A]. Proto je zadouci upra-
vit tradiéni statistické vzorce f(z1, ..., z,) pro ptipad, kdy vstupni hodnoty jsou
intervalového typu, tj. zndme n intervali xy,...,x, a chceme vypocitat rozsah
moznych hodnot pozadované charakteristiky f(z1,...,z,), kde z; € x;.

V obecném ptipadeé je tento vypocetni problém NP-slozity. Existuji praktické
situace, kdy je mozné navrhnout efektivni algoritmy pro vypocet téchto charak-
teristik.

V této diplomové praci jsme popsali a opravili nékteré zname postupy a tak
jsme ziskali algoritmy s vypocetni slozitosti O(n - log(n)), coz je srovnatelné se
slozitosti tfidéni danych hodnot, v nékterych situacich dokonce mame postupy

s linedrni slozitosti O(n) - nejmensi mozna vypocetni slozitost pro jakykoliv algo-
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ritmus zpracovavajici n vstupnich hodnot x4, ..., ,,. Dale mame efektivni algorit-
mus pro vypocet rozptylu v nékterych praktickych situacich a rychly heuristicky
algoritmus pro obecny pripad, ktery ndm poskytuje vysledek s malou chybou.

Pro dolni mez V rozptylu V mame dva algoritmy o slozitosti O(n) a O(n -
log(n)) pro obecny ptipad.

Problém vypoc¢tu horni meze V' je obecné NP-slozity. K dispozici mame O(n?)
algoritmus pro pfipad uzkych intervalti (Zddné dva intervaly nemaji spoleény
prunik), pfipad ,tzv. SirSich intervali“ (kdy pro néjaké K, zddna skupina o K
intervalech nema spoleény bod) a ptipad soukromi (kdy kazdé dva intervaly se
bud shoduji nebo se neprotinaji). V diplomové praci uvadime algoritmy s linearni
slozitosti pro pfipad tzkych intervali a pro pfipad soukromi, dale O(n-log(n)) al-
goritmus pro ,tzv. Sirsi intervaly*. Pro pripad jednoho méficiho pfistroje mame
algoritmus s linearni slozitosti a O(n™) slozity algoritmus pro m méficich pfi-
stroji. Na zavér uvaddime heuristicky algoritmus se slozitosti O(n), kterym nam
poskytuje rychly vysledek, ale s malou chybou.

Postupy jsme aplikovali na realna financ¢ni data velkého rozsahu a ilustrovali

na nich vypocetni slozitost jednotlivych algoritm.
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Prvnich 100 testovanych intervalu:
{{40.2,40.67},{40.12,40.73},{40.85,41.55},{40.53,41.18},{40.66,41.28},{40.52,41.04},
{41.06,41.8},{40.33,41.35},{40.21,40.78},{40.2,40.88},{40.5,41.08},{40.96,41.48},
{40.8,41.48} ,{37.6,42.01},{42.11,42.83} {42.33,43.28} {42.26,43.14} {41.51,42.28},
{41.35,41.84},{41.65,42.1},{41.28,42.13},{40.72,41.83},{40.1,41.32},{40.34,41.19},
{41.28,42.15},{41.36,41.87},{41.26,41.9},{41.76,42.4} ,{41.95,42.71} {41.94,43.05},
{42.06,43.45},{43.12,43.86},{42.78,43.52} ,{42.84,43.84} {42.95,43.83},{42.3,42.8},
{42.08,43.25},{42.57,43.72} {47.27,48.55},{48.35,48.8},{48.27,48.79},{48.36,49.12},
{47.54,48.18},{48.06,48.68},{48.24,48.81},{48.15,49.39},{47.99,48.94} {47.76,48.24},
{47.61,48.42},{47.08,47.53},{46.47,47.48} ,{46.43,47.05},{45.9,46.6 } ,{45.13,45.72},
{45.36,46.69},{46.58,46.98},{46.57,47.28} ,{46.88,47.83},{46.66,47.59},{46.83,47.64},
{45.76,46.79},{46.08,46.48},{46.08,46.42},{45.61,46.4},{45.31,45.84} {45.27,45.71},
{45.2,46.06},{44.57,45.05},{44.71,45.39},{44.18,44.96},{43.4,44.22} {43.01,43.77},
{42.22,43.49},{41.84,42.38},{42.16,42.46} ,{42.25,42.62},{41.94,42.49} {41.47,41.98},
{41.29,41.92},{41.4,41.82},{41.74,42.1} {41.72,42.1} {41.68,42.19} {41.,42.01},
{41.22,41.61},{41.27,41.86},{41.53,42.18},{42.19,42.66 },{42.2,42.78} {42.16,42.72},
{42.09,43.21},{42.51,43.25},{42.52,43.27} ,{42.42,43.17} ,{42.33,42.94} {41.8,42.43},
{42.08,42.76},{43.03,43.4},{43.48,44.35} ,{43.11,44.44} }
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Algoritmus se slozitosti O(n?) pro vypocet V:
Vstupem je soubor test.xls, ktery obsahuje testované intervaly a vystupem pro-

gramu je V.

a = Partition[Flatten|[Import|["test".x1s]||,2];

b = Flattenlal;

¢ = Sort[b, LessEqual];

u = Total[Part[a,All, {1, 2}]]/Length[a];

n=1}

Map(L£[u[[1]] < c[[#]] < ul[2]][|w[[1] < c[[#+1]}<=u[2]][[u[[1]]>=c[[#]]é&u][2] <
c[[#+1]], AppendTo[n, #]|&,Range[Length[c||—1];i = NestList[#&, {}, Length[n|—
1J;

For[k = 1,k < Length[n], k++ Map[If[a[[#, 1]] > c[[n[[k]]4+1]], AppendToli[[k]], #]]&,
Range|Length[a]]]];

j = NestList[#&, {}, Length[n]| — 1];

For[k = 1,k < Lengthn|, k++ Map|If[a[[#, 2]] < ¢[[n[[k]]]], AppendTo[j[[k]], #]|&,
Range|Length[a]]]];

Sk = Map[Total[a[[#, 1]]]&, i] + Map[Totalla[[#, 2]]]&, j];

Nk = Map[Lengthli[[#]]] + Lengthlj[[#]]]&, Range[Length[n]]];

Ek = Map|I£ [Nk[[#]]==0, 0, Sk[[#]] /Nk[[#]]]&, Range[Length[n]] ;

K = selectMap[If c[[n[[#]]] < EX[[#]] < c[[n[[#]] + 1]], #]&,
Range|Length([Ek]]], # > 1&];

V' = Min[l/Lengthla] * (Total[Map[(a[[s][[#]], 1]] — Ek[[#]])"2&, K], {—1}] +
Total[Map|(a[[j[[#]], 2]] — Ek[[#]])"2&, KT, {=1}])];

VO = Select[Map[If[Ek[[#]]==0,V = 0]&,Range[Length[EK]|], #==0&];

Min[V, VO]
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Algoritmus se slozZitosti O(n - log(n)) pro vypocet V:
Vstupem je soubor test.xls, ktery obsahuje testované intervaly a vystupem pro-

gramu je V.

a = Partition[Flatten|[Import|["test".x1s]||,2];

b = Flattenlal;

¢ = Sort[b, LessEqual];

sumal = 0; suma2 = 0; suma3 = (; suma4 = 0;

kminus = 1;kplus = Length[c|; kmid = IntegerPart|(kminus + kplus)/2];
Map[If[a[[#,2]] < c[[kmid]], sumal = (c[[kmid]] — a[[#,2]]) + sumal]&,
Range|Length[a]]];

Map|If|a[[#, 1]]>=c[[kmid + 1]], suma2 = (a[[#, 1]] — ¢[[kmid]]) + suma2]&,

Range|Length[a]]];

[
]
[
Map[If[a[[#,2]] < c[[kmid]], suma3 = (c[[kmid + 1]] — a[[#, 2]]) + suma3]&,
Range|Length[a]]];

Map[If[a[[#,1]]>=c[/kmid + 1]|, suma4 = (a[[#, 1]] — c[[kmid + 1]]) 4+ suma4|&,
Range|Length[a]]];

While[sumal > suma2|/suma3 < suma4, sumal = 0; suma2 = 0; suma3 = 0; sumad =
0; Map[If[a[[#,2]] < c[[kmid]], sumal = (c[[kmid]] — a[[#, 2]]) + sumal]&,
Range|Length[a]]];

Map[If[a[[#, 1]]>=c[[kmid + 1]], suma2 = (a[[#, 1]] — ¢[[kmid]]) + suma2]&,

Range|Length[a]]];

[a
]
[
Map[If|a[[#,2]] < c[[kmid]], suma3 = (c[[kmid + 1]] — a[[#, 2]]) + suma3]&,
Range|Length[a]]];

Map[If[a[[#, 1]]>=c[[kmid + 1]], suma4 = (a[[#, 1]] — ¢[[kmid + 1]]) + suma4|&,
Range[Length|al|]; If[sumal < suma?2|/suma3 < sumad,kminus = kmid + 1];

If[sumal > suma2||suma3 > suma4, kplus = kmid—1];kmid = IntegerPart|(kminus+
kplus)/2]]

sumalk = (0; suma2k = 0;

i = Length[Select|[Map|If|a[[#, 1]] > ¢[[kmid+1]], sumalk = a[[#, 1]]+sumalk]|&,
Range|Length[a]]], InexactNumberQ[#]&][;

j = Length[Select|[Map[If[a[[#,2]] < c[[kmid]], suma2k = a[[#, 2]] + suma2k|&,

7



Range[Length[a]]], InexactNumberQ[#]&]];

Sk = sumalk + sumaZ2k;

Nk =17+ j;

If[Nk == 0,V = 0,Rk = Sk/Nk;

sumaV1 = 0; sumaV2 = 0;

Map[If[a[[#, 1]]>=c[[kmid + 1]], sumaV1 = (a[[#, 1]] — Rk)"2 + sumaV1]&,

alll;

|<=c[[kmid]], sumaV2 = (a[[#, 2]] — Rk)"2 + sumaV2]&,

]
Range[Length|
Map|If[a[[#, 2]
R.ange[Length[ 111;
= 1/Lengthla] * (sumaVl + sumaV2)];

v
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Algoritmus se slozitosti O(n) pro vypocet V:
Vstupem je soubor test.xls, ktery obsahuje testované intervaly a vystupem pro-

gramu je V.

Ii = Flatten[Import["test.x1s"]];

Icko = {{}, {}};

Map|If[EvenQ[#], AppendTo[Icko[[2]], Ii[[#]]], AppendTo[Ickol[[1]], Ii[[#]]]]&,
Range|Length([Ii]]]; velikost = Length[Ii]/2;

Pminus = {{}, {}};Pplus = {{}, {}}; Tnimus = {{}, {}}; IpLus = {{}, {}}; nminus = 0
nplus = 0; Nminus = 0; Nplus = 0; Sminus = 0; Splus = 0;

mplus = Min[Pplus];

While|[Length[Flatten[Icko|] > 0,Pminus = {{},{}};Pplus = {{},{}}; nminus = 0;

nplus = 0; eminus = 0; eplus = 0;m = Median|Flatten|Icko|[;

1l;

mplus = Min[Pplus|; eminus = Sminus + Total[Pminus|[2]]]; eplus = Splus +

Map[If[Icko|[2, #]|<=m, AppendTo[Pminus[[2]], Icko[[2, #]]]]&, Range[Length[Icko[[2]]]]];
Map[If[Ickol[l, #]]<=m, AppendTo[Pminus[[1]], Icko[[1, #]]]]&, Range[Length[Icko][1]]]
Map[£([Tcko[[2, #]] > m, AppendTo[Pplus|[2]], Teko{(2, #]]]1&, Range Length[Tcko[ 2]
Map|1£ [Tekof[1, 4] | |}, Ramge[Length[Tckol 1]}
[
[

]
> m, AppendTo[Pplus|[1]], Icko[[1, #]
[
Total[Pplus[[l]]];nminus = Nminus + Length[Pminus|[[2]]];
nplus = Nplus + Length[Pplus[[1]]]; If[(nminus + nplus) == 0,Ee = m,

Ee = (eminus + eplus)/(nminus + nplus)];

If[Ee < m, Iplus = Map[Join[Iplus[[#]], Pplus|[#]]]&, Range[2]]; Splus = eplus;

Icko = Pminus;Nplus = nplus];

If[Ee > mplus, Iminus = Map[Join[Iminus[[#]|, Pminus[[#]||&, Range[2]];

Sminus = eminus; Icko = Pplus;Nminus = nminus];

If[m < Ee < mplus, Iminus = Map|[Join[Iminus[[#]], Pminus|[#]]|&, Range[2]]; Iplus =
Map[Join[Iplus[[#]], Pplus[[#]]|&, Range[2]|; Icko = {{}, {}};

Sminus = eminus; Splus = eplus;Nminus = nminus;Nplus = nplus];|;

xr = Join[Iminus[[2]], Iplus|[1]]];

V' = Total[Map|(z[[#]] — Ee)"2&, Range[Length[z]]]] /velikost
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Algoritmus se slozitosti O(n?) pro vypodet V:
Vstupem je soubor test.xls, ktery obsahuje testované intervaly a vystupem pro-

gramu je V.

a = Partition[Flatten|[Import|["test.x1s"||,2];

n = Length|al;

b = Flatten[Join[a,{—Infinity, Infinity}|];

¢ = Sort[b, LessEqual];

u = Total[Parta, All, {1, 2}]|/Length|a];

k=1

Map[1£ [u[[1]] < c[[#]] < u[2I][[ul1]] < cll#+ 1]l <=ul2]lul[1]]>=c[[#]&&ul[2]] <
c|[# + 1]], AppendTo[k, #]|&, Range[Length[c]] — 1];

xt = ()

For[l = 1,] < Lengthl[k|, [++ Map|

LE[c[[k{[l]+ 1] < ((all#, W]+ all#, 2]]) /2 = (all#, 21| = (all#, 1] +a[[#, 21])/2)/n),
]

AppendTol[x1, {a[[#, 2] TE[c[[K[[I]]]] > ((all#, 1] + all#,2]])/2 + (all#,2]] -
(all#, 1]] + a[[#,2]])/2) /n), AppendTo[x1, {a[[#, 1]]}]]l|

If[e[[k[[1]] + 1] = ((al[#, 1] + all#, 21]) /2 — (a[[#, 2] — (a[[#, 1] + a[[#,2]]) /2)/n)&&
[N < ((al[#,1]] + all#, 2]) /2 + (all#, 2]] — (all#, 1] + al[#, 2]])/2) /1),
AppendTo[x1, {a[[#, 1]], a[[#, 2]]}]|&,

Range|Length[a]]]];

r = Partition[x1, Length[all;

y = Map[Tuples|z[[#]]|&, Range[Length[z]]];

z = Totally, {3}]/Length[al;

rozptyly = {};

For[g = 1,9 < Length[z], g++, Map[If [u[[1]]<=2[[g, #]] < u[[2]],
AppendTo[rozptyly, 1/Lengthly[[g, #]]] * Totall(y[lg, #]] — =[lg, #]])"2l]&,
Range(Length[z([g]]]]]];

HorniV = Max|rozptyly]
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Algoritmus se slozitosti O(n - log(n)) pro vypodet V:
Vstupem je soubor test.xls, ktery obsahuje testované intervaly a vystupem pro-

gramu je V.

a = Partition[Flatten|[Import|["test.x1s"||,2];

n = Length|a];

b = Map[Total[a[[#]]]/2&, Range[Length[a]]];

¢ = NestList[#&, {}, Length[b] — 1];

Map|AppendTolc|[#]], b[[#]]]&, Range[Length[b]]];

d = Map|AppendTo|[c[[#]], #|&, Range[Length[b]]];

e = SortBy[d,First|;

index = Flatten[Map[Append[{}, ¢[[#, 2]]]&, Range[Lengthle]]]];
al = Flatten|Map[Append[{}, a[[#]]]&, index], 1];

e0 = 0;

m0 = 0;

EO = Last[Map[eO+=al[[#, 2]|]&, Range[n]]]/n;

MO = Last|Map[mO+=(al[[#, 2]])"2&, Range[n]]|/n;

| = NestList[#&, {},n];

£[[1)) = E0;

Map[AppendTolf[[# + 1]}, /[[#]] + 1/n  at[[# 1] — 1/n » at[[#,2]]|&, Range[n]};
t = NestList[#&, {},n];

t[[1]] = Mo;

Map[AppendTo[t{[# + 1]l {[4#]] + 1/n s (a1[[#, T])"2 — 1/n * (a1[#, 2]} 2|, Range[n];
f = Flatten|f];

t = Flatten]t];

S=1{kh

M = {};

Map[AppendTo[S, f[[#]]]&, Range[n + 1]];

Map[AppendTo[M, t[[#]]]&, Range[n + 1]];

V = Max[M — S"2]
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Algoritmus se slozitosti O(n) pro vypocet V:
Vstupem je soubor test.xls, ktery obsahuje testované intervaly a vystupem pro-

gramu je V.

a = Partition[Flatten|[Import|["test.x1s"||,2];

n = Length|al;

Iminus = {}; Iplus = {}; Icko = {}; G = {};

Map[If[a[[#, 1]]==a[[#, 2]], AppendTo|[G, #|, AppendTo[Icko, #||&, Range[n]];
I1 = Icko;

Sminus = 0; Splus = 0;e = 0; eminus = 0; eplus = 0; Eminus = 0;Eplus = 0;
Map|e+=al[#, 1]]&, G];

Pminus = {};Pplus = {};

bl = Map[Totalla|[#]|]/2&, Range[n]];

Iplusl = {}; Iminus2 = {};

While[Length[Icko| > 0, eminus = 0; eplus = 0;Pminus = {};Pplus = {};
b = Map|Total[a[[#]]] /2&, Icko];
m = Median[b];
p = Min[Flatten[Position|b, Max[Select[b, #<=m&]|]]];
pl = Intersection[Icko,Flatten|[Position[bl, Max[Select[bl, #<=m&]|]|];
Map[If[b1[[#]] < b[[p]], AppendTo[Pminus, #]]&, Ickol;
Map|I£[b1[[#]] > b[[p]], AppendTo[Pplus, #]]&, Ickol;
b2 = Min[p1);
p3 = Select[pl, # # p2&];
Pminus = Complement|Pminus, p3];
Pplus = Flatten[AppendTo[Pplus, p3|;
eminus = Eminus + Sum|a|[7, 1]], {7, Pminus}];
eplus = Eplus + Sum[a[[7, 2]], {i, Pplus}];

el = e + eminus + eplus;

y = (n* (al[p2, 1] + a[[p2, 2]]) — a[[p2, 2]] + a[[p2, 1]1)/2;
If[Length[Icko|==1, Iplusl = Join[Iplus, Icko|; Iminus2 = Join[Iminus, Icko|;
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Icko = {},If[y < el, Iminus = Join[Iminus,Pminus]; Icko = Pplus;Eminus =
eminus,

If[y > el,Icko = Pminus; Iplus = Join[Iplus, Pplus];Eplus = eplus]|];

If[y == el, Iminus = Join[Iminus,Pminus|; Iplus = Join[Iplus, Pplus|; Icko =
{};2 =1]]

Vi =0;

If[z==1,E1 = 0;

Map[El+=a[[#, 1]]&, Iminus];

Map[El+=a[[#, 2]|&, Iplus];

V1 = 1/n * (Total[(Map[a[[#, 2]]&, Iplus| — E1/n)"2] +

Total[(Map|a[[#, 1]]&, Iminus] — E1/n)"2])];

Iminusl = Complement|I1, Iplusl];

E2 = 0;

Map[E2+=al[[#, 1]]&, Iminus1];

Map[E2+=a|[[#, 2]|&, Iplus1i];

V2 = 1/n * (Total[(Map[a[[#, 2]]&, Iplusl] — E2/n)"2] +
Total[(Map|a[[#, 1]]&, Iminusl] — E2/n)"2));

Iplus2 = Complement[I1, Iminus?2|;

E3 = 0;

Map[E3+=al[[#, 1]]&, Iminus?2];

Map[E3+=a|[#, 2]|&, Iplus2];

V3 = 1/n * (Total[(Map[a[[#, 2]]&, Iplus2] — E3/n)"2] +
Total[(Map|a[[#, 1]]&, Iminus2] — E3/n)"2));

V = Max[V1,V2, V3]
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Heuristicky algoritmus:
Vstupem je soubor test.xls, ktery obsahuje testované intervaly a vystupem pro-

gramu je V.

a = Partition[Flatten|[Import|["test.x1s"||,2];

n = Length|a];

SH = Total|Part|a, All, {1,2}]]/n;

t = t/.Last[FindMinimum[Sum[Max[(a[[i, 1]] — ¢)"2, (a[[7, 2]] — t)"2], {7, n}], {t},
$MachinePrecision]|;

xr = NestList[#&,{},n — 1];

S = NestList[#&, {},n — 1];

i={hi={hk=1{}

Map([If[Abs[a[#, 1]] — t] > Abs[a[[#, 2]] — t], 2[[#]] = a[[#, 1]]; S[[#]] = —1;
AppendToli, #]]&, Range[n]];

Map|Lf[Abs[a[#, 1]] — t]<=Absla[[#, 2]] — 1], z[[#]] = al[#, 2]; S[[#]] = 1;
AppendTol[j, #||&, Range|n]];

Map(1£[Abs|a[[#, 1]] — t]==Abs[a[[#:, 2]] — 1], S[[#]] = 0; AppendTol[k, #]]&, Range[n]];
s = Total[Map|a[[#, 1]&, i]] + Total[Mapla[[#, 2]|&, 5]];

Map[If[Abs[t — (a[[#,1]] + s)/n] < Abs[t — (al[#, 2]] + s)/n], «[[#]] = a[[#, 1]];
S#]] = —1]&, kl;

Map[1£[Abs[t — (a[[#,1]] + s)/n]>=Abs[t — (a[[#,2]] + 5)/n], x[[#]] = al[#,2]};
S[l#]] = &, k;

V = 1/n* Sum[(z[[7]] — 1/n * Sum[z[[¢]], {7, n}])"2, {i,n}]
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