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1. Uvod

V élanku On Determinism Versus Non-determinism And Related Problems [9]
podali autori dokaz tvrdenia, ze trieda jazykov akceptovanych deterministickym
viacpaskovym Turingovym strojom v linedrnom case je vlastnou podtriedou jazy-
kov akceptovanych nedeterministickym Turingovym strojom. Tento vysledok je
jednym z mala znamych, ktoré potvrdzuji predpoklad, Zze nedeterminizmus moze
pridat modelu Turingovho stroja pri obmedzenom ¢ase vypoctovi silu.

Tento dokaz v texte rekonStruujeme a snazime sa o jeho zrozumitelné a pre-
hladné podanie, drziac sa pritom stratégie prebranej z kapitoly 3. Alternation
knihy Structural Complexity II [2]. Na ivod definujeme alternujici Turingov stroj
ako zovseobecnenie modelu nedeterministického Turingovho stroja, pomocou ne-
ho zavedieme niektoré triedy jazykov a preskimame ich vlastnosti, ktoré v dokaze
vyuzijeme.

Technicky aparat, ktory zavedieme v kapitolach 2 a 3, ndm umozni v kapitole 4
sformulovat dokaz vety o nekonstantnom urychleni vypoctu deterministického
Turingovho stroja s vyuzitim alternécie (Veta 5). Potom uz jednoduchou ivahou
prideme k sporu, ktory vyplynie z predpokladu, ze triedy jazykov akceptovanych
deterministickym a nedeterministickym Turingovym strojom v linedrnom case su
totozné. (Veta 6)

V piatej kapitole zhrnieme niektoré vysledky a rozsirenia, ktoré suvisia s do-
kazovanym tvrdenim DLIN # NLIN.



2. Alternujuci Turingov stroj a
jeho vlastnosti

V tejto kapitole uvedieme definicie deterministického a nedeterministického Tu-
ringovho stroja. Tieto definicie st §tandardné a podrobnosti k nim sa daji néjst
napriklad v praci Structural Complexity I [1] . Detailnejsie sa budeme venovat de-
finicii alternujiceho Turingovho stroja a triedam jazykov podla neho odvodenych
2, 3].

2.1 Turingov stroj

Model Turingovho stroja ktory budeme pouzivat bude bezny viacpaskovy Turin-
gov stroj s jednostranne potencidlne nekonecnou péaskou. Pred zacatim vypoctu
bude stroj v zaciatocnom stave, na prvej stope bude zapisané vstupné slovo a
ostatné pasky (ak existuji) budi préazdne. Pocas vypoctu moze hlava na kazdej
péaske v jednom kroku preéitat symbol nad ktorym sa nachddza a podla precho-
dovej funkcie ho zmenif na iny a posunit sa na pédske o jedno policko smerom
dolava alebo doprava, alebo ostat na povodnom mieste.

Definicia 1. Deterministicky Turingov stroj M s k paskami je definovany ako
M =(Q,%,0,q,F)
kde
e () je konecnd mnoZina stavov
e X je konecna abeceda znakov na paske

e 0:Q xXF = QxXFx{rl 0} je prechodovou funkciou stroja M, ktord
nemusi byt definovand na celom definicnom obore

e ¢y € Q je zaciatoény stav stroja
o FC @ je mnoZinou akceptujicich stavov

Vypocet stroja M na vstupe w € X* prebieha deterministicky podla precho-
dovej funkcie 6. Na zaciatku vypoctu si vsetky hlavy na lavom okraji pésky,
na vstupnej paske je zapisané slovo w, ostatné pasky si prazdne a stroj je v
stave qo. Pre prazdny symbol na paskach pouzivame symbol B a nazyvame ho
blank. Formalne definujeme zaciatocnu konfiguraciu, krok vypoctu a akceptujuci
vypocet.

Konfigurdcia k-paskového Turingovho stroja pozostava z aktualneho stavu
stroja, obsahu pasok a pozicie hldv, formélne je prvkom mnoziny @Q x (X* x Z)*.

Zaciatocénd konfigurdcia stroja M na vstupe w je

o = (o, (w70)> (B’O)a ) (B’O))

(. J

~
k—1



¢o znamena, ze stroj je v stave qg, hlavy na paskach st na zaciatku, na prvej
paske je zapisané vstupné slovo a ostatné pasky su prazdne.

Krokom vypoctu nazyvame dvojicu konfiguracii a; F ao takid, ze konfiguracia
a vyplyva z konfigurdcie o podla prechodovej funkcie § Turingovho stroja.

Vipoctom (alebo cestou vypoctu) Turingovho stroja M na vstupe w rozumieme
postupnost konfiguracii oy - a1 = ... F a,, kde og je zaciatoénou konfigurdciou
pre vstup w.

V pripade, zZe je prechodova funkcia pre aktudlnu konfiguraciu nedefinovana,
vypocet sa zastavi. V pripade, Ze stroj sa dostane do akceptujiceho stavu q € F,
vypocet sa zastavi a stroj vstup akceptuje.

Ku kazdému DTS M definujeme jazyk akceptovany strojom M ako mnozinu

L(M) = {x € ¥* | M akceptuje z}

Standardnym spésobom tiez definujeme nedeterministicky Turingov stroj ako
stroj, ktorého prechodova funkcia ¢ je nejednoznacnd, t.j. je tvaru

5:QxXF = P(Q x Xk x {r,1,0}*

To budeme interpretovat tak, Ze vypocet stroja sa moze v Iubovolnom kroku
rozdelit na viac paralelnych vetiev vypoétu, pricom stroj vstup akceptuje, ak sa do
akceptujuceho stavu dostane v aspon jednej vetve. Nedeterministické Turingove
stroje su Specidlnym typom alternujicich Turingovych strojov (¥;) a preto im
pri definicii nebudeme venovat $pecidlnu pozornost.

Definicia 2. Funkciat : N — N sa nazjva ¢asovo konstruovatelnou prdve vtedy,
ked existuje deterministicky Turingov stroj, ktory sa na kaZdom vstupe dl/éky n
zastavi presne po t(n) krokoch.

Funkcia t : N — N sa nazjva priestorovo konstruovatelnou prdve vtedy, ked
existuje deterministicky Turingov stroj, ktory sa na kaZdom vstupe dl/iky n zastavi,
pricom v jeho poslednej konfigurdcii sa na pdske vyskytuje prave t(n) neprazdnych
policok a pocas vypoctu sa nepouZiji Ziadne iné.

)

Pre Tubovolni funkciu ¢(n) < n + 1 zavedieme triedy jazykov DTIM E(t(n))
a NTIME(t(n)) nasledovne:

e [ € DTIME(t(n)) prave vtedy, ked existuje deterministicky Turingov
stroj M, ktory sa na kazdom akceptovanom vstupe zastavi za najviac t(n)
krokov a L = L(M).

e [ € NTIME(t(n)) prave vtedy, ked existuje nedeterministicky Turingov
stroj M, ktory sa na kazdom akceptovanom vstupe zastavi za najviac t(n)
krokov a L = L(M).



Definujeme triedu

DLIN = | DTIME(c.n)

c>0

a podobne
NLIN = JNTIME(c.n)

c>0

KedZe nedeterministicky Turingov stroj je rozsirenim deterministického, trividlne
z toho vyplyva, ze DLIN C NLIN. Obsahom tejto prace je dokaz tvrdenia,
ze opacna inkluzia neplati a preto DLIN # NLIN. Predtym, ako naznac¢ime
stratégiu dokazu tohto tvrdenia, potrebujeme zaviest nasledovné zovieobecnenie
modelu nedeterministického Turingovho stroja.

2.2 Alternujuci Turingov stroj

Definicia 3. Alternujici Turingov stroj (ATS) je pdtica M = (Q,%,0,qo,9),
kde @, 3, 0 a qo su definované rovnakym sposobom ako pre nedeterministicky
Turingov stroj a g je zobrazenie g : Q — {3,V,acc,rej} uréujice typ kazdého
stavu. Prechodovd funkcia § mie je definovand pre Ziadny zo stavov typu acc, alebo
rej. Naopak, pre existencné (3) a univerzalne (V) stavy je funkcia § definovand
pre kazdiu kombindciu znakov abecedy ¥ na pdskach.

Konfiguraciu, zaciato¢nu konfiguraciu a krok vypoctu definujeme rovnako, ako
pre deterministické Turingove stroje.

Ked'Ze vo vseobecnosti je prechodové funkcia 6 nejednozna¢nd, mé jedna konfi-
guracia viac moznych nasledovnikov. Preto moézeme vytvorit strom vijpoctu stroja
M pre vstup w tak, Ze jeho koren bude tvorit zaciatoéna konfigurécia a rekurzivne,
ak je o vrcholom v strome vypoctu, tak jeho nasledovnikmi budd konfigurécie,
do ktorych sa dé dostat z «; jednym krokom vypoctu. Kedze z existenénych a
univerzalnych stavov podla definicie vidy moéze vypocet pokracovat, listy toh-
to stromu budu tvorit konfigurdcie s akceptujiicimi, alebo odmietajiicimi stav-
mi, v ktorych naopak kazdy vypocet konci. Rekurzivne mozeme vrchol v strome
vypoctu oznacit ako akceptujici, ak

e je listom stromu a stav danej konfigurdcie patri do mnoziny akceptujucich
stavov, alebo

e je vnutornym vrcholom, jeho prislusny stav je existencny a aspon jeden z
jeho synov je akceptujuci, alebo

e je vniatornym vrcholom, jeho prislusny stav je univerzalny a kaZdy z jeho
synov je akceptujuci.

Pre dany alternujici Turingov stroj M a vstup w vieme zostrojit potencidlne
nekoneény strom vypoétu a ohodnotit jeho vrcholy ako akceptujtce. Stroj M
akceptuje vstup w, ak jemu prislusny strom vypoctu mé svoj koren ohodnoteny
ako akceptujuci.

Aj ked je v niektorych pripadoch strom vypoctu nekoneény, o akceptdcii vzdy
rozhodne jeho kone¢nd ¢ast. Pre dokaz niektorych tvrdeni budeme potrebovat,



aby Turingov stroj ukoncil svoj vypocet tak rychlo, ako je to mozné, t.j. v pripade,
7e sa nachddzame v existenénom stave, a existuje viac moznosti, ako rozhodniut
o akceptacii, vyberieme si vzdy tu najrychlejsiu.

Ak je koren oznaceny ako akceptujici, zostrojime jeho akceptujici podstrom vipoctu
T,cc prerezanim zostrojeného stromu vypoctu nasledovne:

Ak je vrchol existencny, niektora cesta z neho je celd akceptujica. Ak exis-
tuje takychto ciest viac, vyberieme najkratsiuv moznu a do stromu 7. zaradime
podstrom tohto vrcholu orezany v hibke tejto najkratsej cesty. Ak je vrchol uni-
verzalny, musime do T,.. zobrat cely jeho podstrom, ked'Ze kazda jeho cesta ak-
ceptaciu ovplyvni. Tento podstrom bude zarucene konecny, pretoze kazdé cesta
musi skoné¢it v akceptujicom stave.

Obr. 2.1: Akceptujici podstrom vypoctu pre existenéné a univerzalne vrcholy

Takto vytvorime pre kazdy akceptujici vypocet strom, ktory je najplytsi mozny,
ale uz o akceptéacii rozhodne. Pomocou stromu T,.. budeme definovat ¢as vypoctu
Turingovych strojov a niektoré dokazy budu zdvislé na tejto slabej definicii.

Pre dany alternujici Turingov stroj M definujeme jazyk nim akceptovany, ako

L(M) ={x € ¥* | M akceptuje z}

Vo v8eobecnosti alternujice Turingove stroje akceptuju prave triedu rekurzivne
vyéislitelnych jazykov. Zadefinujeme niektoré triedy jazykov akceptované alter-
nujicimi Turingovymi strojmi s nasledovnymi obmedzeniami.

Hovorime, Ze alternujici Turingov stroj M je ¢asovo ohranic¢eny funkciout : N — N
(alternativne M je t(n) ¢asovo ohraniceny), ak plati, ze pre kazdé w € L(M) také,
ze |w| = n, existuje strom vypoctu, ktorého akceptujici podstrom Ti.. mé hibku
najviac t(n).

Pre kazdu funkciu ¢ : N — N oznac¢me triedu jazykov, ktoré si akceptované
nejakym t(n) casovo ohrani¢enym k-paskovym alternujicim Turingovym strojom
ako ATIM Ex(t(n)). V pripade, ze pocet pasok nie je obmedzeny, ziskavame trie-
du ATIME(t(n)) = Upe, ATIM Ey(t(n)).



Ak obmedzime konstantou k — 1 pocet alterndcii medzi existenénymi a uni-
verzalnymi stavmi, ktoré moze stroj pocas svojho vypocétu na lubovolnom akcep-
tovanom vstupe urobit, hovorime v pripade, Ze prvy stav stroja pocas vypoéctu je
existencny, ze stroj je typu 2 a v pripade, ze prvy stav je univerzalny, ze stroj
je typu Il.

Spojenim obmedzenia pre cas aj alternacie dostavame pre kazdu casovo konstruo-
vatelnt funkciu ¢(n) a konstantu k triedy jazykov Xy - TIM E(t(n)) ally- TIM E(t(n)).
Jazyk patri do triedy ¥, -TIME(t(n)), ak existuje alternujici Turingov stroj
typu Xk, ktory patri do triedy ATIME(t(n)). Analogicky definujeme triedu

.- TIME(t(n)). Stroj typu X je podla tejto definicie stroj, ktory m4 vsetky sta-

vy v priebehu vypoctu existencné a neurobi ziadnu alternaciu, preto je to klasicky
nedeterministicky Turingov stroj a plati ¥, -TIME(t(n)) = NTIME(t(n)).

Dalej dokdzans veta 1 hovori, ze pridanie pasok do alternujiceho Turingov-
ho stroja ndm nepomdze urychlit vypocet. Dokaz prebieha skonstruovanim jed-
nopaskového stroja, ktory akceptuje rovnaky jazyk, ako povodny k-paskovy [10].

V dokaze budeme potrebovat vyuzit to, Ze alternujici Turingov stroj dokéze
overit rovnost dvoch od seba vzdialenych retazcov rychlo, t.j. v ¢ase O(n) [10, 2].
Toto tvrdenie na tvod dokazeme ako lemmu.

Lemma 1. Pre [ubovolni koneénii abecedu X a oddelovac # ¢ X je jazyk

L = {aty#x | v,y € ¥7}

rozpozndvany nejakym jednopdskovym alternujicim Turingovym strojom v case
O(n), kde n = 2|x| + |y| + 2.

Dokaz. Lemmu dokazeme konstrukciou alternujiceho Turingovho stroja s jed-
nou paskou. Na vstupe mame slovo w dlzky |w| = n. Na jeho koniec pripiseme
oddelova¢ # a overime nasledujice podmienky :

1. w je tvaru x#y#z#, kde x,y,z € ¥*

2. xH# = z#

Prva podmienka sa over{ deterministicky v ¢ase O(n). Druhii podmienku overime
algoritmom popisanym v zvysnej casti dokazu. Ked'ze # sa v slovach z, y, ani
2 nenachddza, x = 2z plati prave vtedy, ked je x# prefixom z#. V pokracovani
dokazu pre prehladnost z# stotoznime s x a tieZ 2# s 2.

Na overenie toho, ¢ je x prefixom z, vyuzijeme moznosti, ktoré nam dava
alterndcia: x je prefixom z prave vtedy, ked pre kazdd poziciu pismena v slove
x existuje nejakd pozicia v slove z, na ktorej je rovnaky symbol a ktora je od
zaciatku slova vzdialens rovnaki dlzku.

Univerzéalne vyberieme niektory znak v slove x a na stopu 2 pod neho zapiseme
marker b. Potom existenéne vyberieme kandidata na rovnaky znak pod slovom
z, na stopu 2 na toto miesto zapiSeme marker c. To, ¢i st nad tymito markermi
rovnaké znaky, overime deterministicky v ¢ase O(n). Potrebujeme ukézat, ze tieto
znaky si od zaciatkov slov vzdialené rovnaki vzdialenost.



Rychle overenie rovnosti kratkych slov

Alternujiicim Turingovym strojom s jednou paskou vieme overit v case
O(n) rovnost dvoch kratkych slov d; a da, |d;| € O(logn) vzdialenych
od seba najviac n policok. Na jednej stope existencne uhadneme
slovd ny, na, ... e, pricom kazdé zo slov bude dizky najviac O(logn)
a ich vzdjomnd vzdialenost bude O(n/logn). Tieto slovd budi od
seba oddelené aspon jednym prazdnym znakom. Univerzdlne vybe-
rieme n;, i € {2,...,t} a overime, ¢i n; = n;_q. Dizka kazdého z n;
je vo vhodnych vetvach vypoctu O(logn), ich vzdjomnd vzdialenost
O(n/logn) a preto staci testovat deterministicky znak po znaku, v
celkovom case O(logn).O(n/logn) = O(n). Ak tento test zlyha, vstup
odmietneme. Potom uz staci iba deterministicky porovnat d; s najb-
lizsim n; a rovnako ds s jemu najblizsim n,. Mame overené, ze n; = n;
a preto tento test rozhodne, ¢i d; = n; = ny = dy. Tento princip tiez
mozeme vyuzit na prenos kratkych (O(logn)) slov na dlhé (O(n))
vzdialenosti — na Tubovolnom mieste existenéne uhadneme kandidéta
na prenasané slovo a pomocou popisaného mechanizmu overime ich
vzdjomnu rovnost.

Na stope 3 vytvorime milniky m; — bindrne reprezentécie ¢isiel, ktoré uréuju,
na ktorom policku pasky sa milnik za¢ina. Pomocou tychto milnikov potom vieme
vypocitat poziciu Tubovolného policka v ¢ase O(n). To vyuzijeme na vypocet
binarnej reprezentacie vzdialenosti markeru b od zaciatku slova x, ktortt oznacime
ako d, a analogicky vzdialenosti ¢ od zaciatku slova z, ktord oznac¢ime ako d..

Slové dy a d, budi sice daleko od seba (az O(n)), ale budd iba dizky O(logn).

o N ] 7] [#
db—>|£| <—dc—>

Obr. 2.2: Vybrané stopy alternujiiceho Turingovho stroja pre overovanie rovnosti
slov

[

ISR N

Popiseme podrobnejsie konstrukciu milnikov. Na stope 3 si existenéne vybe-
rieme binarne reprezentacie ¢isiel mq, ..., my, kde t < n, my; = 1, zapis m; bude
zacinat pod prvym znakom slova x a m, bude zaéinat pod poslednym znakom
slova z. Ked'ze vyber tychto slov prebieha existenc¢ne, v niektorej vetve vypoctu
bude platit, ze vSetky slovd m; budi dIZky O(logn) a budi od seba navzajom
vzdialené O(n/logn). V niektorych vetvéch sa stane, ze uhadnutych slov bude
prili§ vela, alebo budi od seba prili§ vzdialené. To ndm vsak nebude vadit, na-
kolko tieto slova hadame existenéne a ked'ze vieme, Ze existuju, niekedy ich uréite
uhadneme. Tu je dolezita definicia pre casové ohranicenie alternujiceho Turin-
govho stroja - vetvy, ktoré trvaju prilis dlho, ale st pre rozhodnutie o akceptacii
zbytoéné, do ¢asového ohranicenia nezahffiame. Této vlastnost ndsho modelu TS
sa ukaZze ako dolezitd aj v niektorych d'alsich dokazoch.

Pre vsetky medzery medzi m; a m;_1, t.j. pre univerzélne vybraté i € {2, ...t}
deterministicky overime, ¢i diZky tychto medzier, t.j. vzdialenosti zaciatkov slov

8



m; a m;_, odpovedajui rozdielu ¢isel, ktoré m; a m;_; reprezentuju.

Slovo m;_1 skopirujeme na pomocni stopu pod neho. Nésledne sa s nim bude-
me hybat smerom doprava k slovu m, a pri kazdom presune k nemu pripo¢itame
jednotku.

Za predpokladu, ze m;_; je od m; vzdialené O(n/logn) a posun slova dizky
O(logn) o jedno policko spolu s pri¢itanim jednotky trva O(logn) krokov, pre-
behne celkovy presun slova m;_; pod m; v ¢ase O(n/logn).O(logn) = O(n).

Potom uZ iba deterministicky overfme rovnost presunutého m,;_; a m,; nad
nim. Ak sa rovnaju, rozdiel m; —m;_; je rovny velkosti vzdialenosti medzi nimi.
Ak overovanie zlyha, odmietneme. V opa¢nom pripade plati, ze kazdé slovo m;
zacina na pozicii, ktord reprezentuje — m; budi tvorit milniky na péaske.

Pomocou tychto milnikov teraz mozeme rychlo vypoéitat bindrne reprezentacie
vzdialenosti dp a d.. KedZe slovo x zaéina na zaciatku pésky, vzdialenost dj,
zistime ako poziciu policka s markerom b na paske. Existenéne uhadneme pod
markerom b bindrny z4pis jeho pozicie a overime, ¢i vzdialenost markeru od najb-
lizsieho milnika je rovné rozdielu tychto éfsel. Toto overovanie je rovnaké ako pri
konstrukcii milnikov a prebehne rovnako v ¢ase O(n).

Podobnym sposobom moéZzeme vypocitat aj poziciu zaciatku slova z a odéitat
ju od pozicie markeru ¢, ¢im ziskame aj vzdialenost d.. Jediny problém je, zZe
zaciatok slova z a marker ¢ mozu byt od seba vzdialené az O(n), takze jednu z
vypocitanych pozicii musime preniest pod druhd pomocou algoritmu na rychle
prenasanie kratkych slov. Ich vzajomné odc¢itanie potom prebehne deterministicky
v ¢ase O(logn).

Nasledne uz iba rychlym algoritmom porovname slova dy, a d.. Ak sa rovnaju,
potom z je prefixom z a vstup mozeme akceptovat. ]

Pomocou milnikov zavedenych v dokaze predchadzajicej lemmy dokdZeme
vypocitat, resp. existencne uhddnut a nasledne overit bindrnu reprezentdciu dlzky
Tubovolného slova [10].

Lemma 2. Pre [ubovolni konecéni abecedu X a oddelovac # ¢ X je jazyk
L = {xz#y | y je bindrnou reprezentdaciou |x|}

rozpoznavany nejakym jednopaskovym alternujicim Turingovym strojom v case
O(n), kde n = |z| + |y| + 1.

Dékaz. Zostrojime milniky pod ¢astou x vstupného slova, s tym, Ze posledny
milnik bude za¢inat pod poslednym znakom z. Ten ndsledne porovndme s y. Ak
sa rovnaju, vstup akceptujeme, v opa¢nom pripade odmietneme. O

Veta 1. Pre vietky ¢asovo skonstruovatelné funkcie t(n) plati
ATIME(t(n)) = ATIME,(t(n))

Dékaz. Nech M = (Q,%,6,qo,9) je k-paskovy alternujici Turingov stroj, ak-
ceptujuci jazyk L v ¢ase t(n). Konstrukciou ukdzeme, ze existuje jednopéskovy
alternujuci Turingov stroj My, ktory akceptuje L v ¢ase O(t(n)).

Stroj M; bude mat iba jednu pdsku, ktort rozdelime na viac stop. Jedna
z nich, nazvime ju ako hlavni stopu, bude simulovat vypocéet stroja M, os-
tatné budu slizit na pomocné vypocty. Pre postupnost konfigurdcii v strome
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vypoctu M, ktorej zaciatok je v koreni stromu, zadefinujeme jej protokol ako
postupnost e = ey, e, . .. e, kde

e €Q x X xQ x X x {l,r,0}F

rozpisané podrobnejsie

ei = (g, al,....a¥ ¢ b}, ... bF st ... sk

Kazdé e; bude reprezentovat jeden krok v strome vypoctu, t.j. prechod (hranu)
v strome vypoctu z jedného vrcholu k niektorému jeho nasledovnikovi. Prvy stav
¢; v e; koduje vstupny stav stroja pred aktualnym krokom vypoctu, k znakov
abecedy a} ...aF kéduje symboly na jednotlivych pdskach pred krokom vypoctu
v aktudlnej pozicii hldv, nasledovny stav ¢; a dalsich k znakov abecedy b} ...bF
kéduju stav stroja a zmenu symbolov na paskach v aktudlnej pozicii hlavy a
nakoniec s} ... s uréuji pre kazdid hlavu zmenu jej pozicie - posunie sa vlavo (1),
vpravo (r), alebo ostdva na povodnom mieste (0).

Kazdy protokol moZeme priamociarym sposobom previest na slovo v abecede
stroja M, a pracovat s nim na paske. Stroj M, skonstruujeme tak, ze pre kazdy
vrchol v akceptujicom podstrome vypoétu stroja M bude existovat vrchol v
strome vypoctu M; taky, ze protokol (t.j. cesta od korena k danej konfiguracii
stroja M) je zapisany na hlavnej stope stroja M;. Protokol pre koren stromu M
bude prazdna postupnost a aj hlavnd stopa stroja M; bude na zaciatku simuldcie
prazdna.

Pri simulacii stroja M pomocou M; uhadneme protokol e = e;...¢e;. Uz pri
hddani moézeme dodrzat konzistentnost stavov — zachovame v postupnosti platné
¢ = ¢,_,. Zaciatotné znaky na paskach a; . ..a* uhddneme pre kazdé i existencne.
Protokol zapisany na hlavnej paske priamo odpoveda jednému z vrcholov v stro-
me vypoctu stroja M. Ak je tento vrchol existenény, potrebujeme preskimat jeho
nasledovnikov a zistit, & niektory z nich je akceptujici. Podobne v pripade, ze vr-
chol je univerzalny, potrebujeme zistit, ¢i st akceptujuici vsetei jeho nasledovnici.
Na to moZeme priamo vyuzit alterndciu stroja M;, preto priebeh kroku vypoctu -
teda vystupné znaky b} ... bF, vystupny stav ¢, a posuny hldv s!...s¥ uhadneme
existenéne, alebo univerzdlne, podla stavu ¢; v M. Toto hddanie zaroveti prebicha
konzistentne s prechodovou funkciou stroja M.

Po kazdom vygenerovani novej ¢asti protokolu e; overime, ¢i je potrebné po-
kracovat. Ak je stav ¢/ findlny a odmietajici, M; vstup odmietne. Ak je stav
¢; findlny a akceptujici, M; prejde do fazy overovania korektnosti simuldcie
popisanej dalej. Ak stav ¢/ findlny nie je, M; vygeneruje dalsiu ¢ast protoko-
lu.

Aby bol protokol korektny a zodpovedal priebehu vypoctu stroja M, potre-
bujeme overit, ¢ si uhddnuté znaky na péaskach spravne inicializované, a ¢i sa
v priebehu vypoctu menia iba vtedy, ked je nad nimi hlava. To znamend, Ze
potrebujeme overit nasledovni podmienku:

(P) Podmienka korektnosti protokolu

Nech py = {ulst =r Au <i}| — {uls? =1 Au < i}|. Potom p! bude
reprezentovat poziciu hlavy v v i-tom kroku. Pre vietky i = 1...t a
pre vsetky pasky v =1...k plati :
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(P1) Ak ¢ < ¢ je najvacsie mozné také, ze p! = pi, potom bY =
ay, t.j. ak je hlava v rovnakej pozicii na péaske v i-tom kroku a
predtym tam naposledy bola v kroku i’, potom sa symbol na
paske po kroku i’ a pred krokom ¢ nezmenil.

(P2) Ak také i’ neexistuje, potom je a! v pripade, ze 1 < p! <
linput|, rovné symbolu na p}-tom mieste vstupného slova, alebo
B v inom pripade. Tato podmienka zaruci, ze na prvej paske je
pred prvym precitanim daného policka spravny znak zo vstupného
slova, alebo symbol pre blank.

Pre rozhodnutie akceptovania v simulacii potrebujeme iba (dostatocne rychlo)
overit, ¢i pre vygenerovany protokol plati podmienka (P). Ak d4no, potom priebeh
protokolu a jeho korektnost zaruéi, Ze stroj M dany vstup akceptuje a teda ho
moze akceptovat aj M;. Ak protokol korektny nie je, M; vstup odmietne. To
pre nas znamena, ze neexistuje akceptujici vypocet stroja M na danom vstupe,
pretoze v opacnom pripade by existoval aj jeho protokol, a ten bol strojom M;
hadany existencne.

Na zakdédovanie jedného kroku protokolu e; potrebujeme 2k znakov pre vstupné
a vystupné znaky na paskach, 2 znaky pre stavy stroja M a k znakov pre pohyb
hldv. Stroj M ukoné vypocet pre vstupné slovo dlzky n za t(n) krokov, preto pro-
tokol tohto vypoctu bude maf dizku (3k +2)t(n) € O(t(n)) a bude vygenerovany
v rovnakom case.

Overenie korektnosti protokolu bude prebiehat tiez v case O(t(n)). Na zaciatku
overovania si M; na d’alSej stope existencéne vyberie a ozna¢i niektoré casti pro-
tokolu e, ...e;,. Stav e; oznadi tiez a v zvysku dokazu ho budeme pouzivat aj
ako e;,.

Pre kazdy z oznacenych stavov M; existencne uhddne mozné polohy hlav -
t.j. cisla rl-lj ...7T% a zapiSe ich bindrne reprezentécie na dalsich k pomocnych stop,
vzdy pod zaciatok prislusnej casti protokolu e;, .

Pre pokracovanie overovania budeme potrebovat, aby oznacenych casti bolo
vhodne vela a boli vhodne d'aleko od seba, podobne ako pri hidani milnikov v
dokaze lemmy 1. Zapis protokolu ma dlzku O(t(n)), kazdé ri, oznacuje poten-
cialnu poziciu hlavy v stroja M pocas vypoctu, ktorého dizka je t(n), bindrna
reprezentdcia r{, ma teda dizku nanajvys O(logt(n)). Vhodny pocet oznacenych
casti protokolu bude O(log t(n)) a vzdialenosti medzi nimi budi O(t(n)/ log t(n)).
Budeme predpokladat, 7ze takyto vyber oznacenia existuje a d4 sa existencne
uhadnut, teda dostatoéne rychle overenie bude existovat.

t(n)
O( log t(n) )
——
hlavna stopa |ei=e;, €2 ... €y ... €, ... € ey
oznacené Casti protokolu | * * %
pozicie hlavy na paske 1 qilo qill q}2 q;
pozicie hlavy na paske k qfo qfl C]Z’-C2 qf

Obr. 2.3: Péska stroja M; s oznacenymi ¢astami protokolu
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Pre overenie spravnosti kandidatov na pozicie hlav najprv overime, ¢i si hla-
vy na zaciatku vypocétu na lavom okraji pasky, t.j ry = 0 pre vsetky pasky
v = 1...k. Dalej si M; univerzalne vyberie ei; (j = 1...s) z oznacenych casti
protokolu a pasku v € 1...k. Pre tieto overi, ¢i kandidati ATy st konzis-
tentni s testovanym protokolom: hlava na péaske v v Casti i;_; je na pozicii T
dalej sa hybe podla protokolu medzi ei;_, a e;; a skonci v pozicii Ty Zapisané
formalne — musime overit, ¢ plati

rip =rp_ + Hulsy =rNijor <u <} = [{ulsy = UA 1210 < u<idj}

Cislo Ty skopirujeme pod neho na novii stopu. Nésledne sa s nim budeme hybat
po protokole doprava smerom k ¢&islu Ty Vzdy, ked sa nachddzame pod ¢astou
protokolu rozhodujicou o pohybe danej hlavy, zmenime toto éislo podla pohybu —
ak sa hlava postva doprava, pri¢itame k nemu jednotku, ak dolava, tak jednotku
odéitame a ak ostdva na mieste, ¢islo nezmenime. Ked sa dostaneme pod &islo
ri iba porovname, ¢i sa rovnaju. Ak nie, protokol je nekorektny a M; vstup
odmietne. Ak je tato podmienka splnenda, potom ¢isla ri oznacuju polohy hlav
pocas vypoctu M, t.j. i = pi.

(%

Dalej potrebujeme overit, & plati podmienka (P), teda nemennost a spravna
inicializacia znakov na paskach v protokole. Univerzdlne vyberieme niektoré e;
(1 > 1) a pasku v. K nim existen¢éne vyberieme niektoré e; pred e;, t.j. i' < i,
alebo fiktivny stav, ktory bude znamenat, Ze vhodné i’ neexistuje. Podla toho
otestujeme z podmienky (P) pripad (P1), alebo (P2).

Najprv otestujeme, ¢ i, ktoré sme vybrali, spfﬁa predpoklad, ze 7’ je najvicsie
také, ze py = py, pripadne, ze takéto i’ neexistuje. M; univerzalne vyberie e
také, ze i’ < " < i, v pripade, Ze i’ neexistuje, sa prva cast nerovnosti vynech4.
Nésledne vypocitame pomocou Ty polohy hlav py, p! a pj, a pomocou lemmy 1
overfme platnost p? = p a zdroven p! # pY. Ak toto overovanie zlyhd, i’ sme
vybrali nespravne a stroj M; vstup odmietne.

Ak sme si vybrali i/, musime iba deterministicky overit, ¢ st v protokole
znaky na paskach po kroku ¢ a pred krokom ¢ rovnaké. Ak je tdto podmienka
splnend, stroj M; svoj vstup akceptuje (a akceptuje ho aj M). V opacnom pripade
odmieta.

V pripade, Ze i’ sme nevybrali, najprv vypoc¢itame polohu hlavy p? pomocou
najblizsieho Ty Dalej zapiseme na d'alsiu stopu bindrnu reprezentéciu diiky vstu-
pu n podla lemmy 2 a porovname ju s p!. Ak sme na inej ako prvej paske, alebo
ak n < p?, teda mimo vstupného slova, overime iba, ¢i a} = B.

V opacnom pripade overime, ¢i na py-tom mieste vstupného slova je znak a;.
Méme k dispozicii bindrnu reprezentaciu ¢isla py. Potrebujeme zistit, ktoré miesto
vo vstupnom slove jej zodpoveda. To urobime nasledovnym sposobom. Existenc¢ne
uhadneme vo vstupnom slove poziciu [, ktora je kandiddtom na poziciu py. Zvysnu
¢ast vstupného slova, t.j. znaky [ + 1,1+ 2, ..., n zmazeme. Z podslova vstupu na
pozicidch 1,2, ..., 1 zistime podla lemmy 2 jeho dizku v bindrnej reprezentacii (t.].
bindrnu reprezentéciu ¢isla [) a porovndme ju s p¥ podla lemmy 1. Ak sa rovnaju,
overime uz iba, ¢ je na I-tom, t.j. poslednom znaku vstupného slova (zvysna cast
je zmazana) znak a?. Podla toho akceptujeme alebo odmietame. O

Predchadzajuca veta hovori, ze kazdy m-paskovy alternujici Turingov stroj
sa d4 bez vyrazného spomalenia prerobit na jednopaskovy. Tento vysledok teraz
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vyuzijeme na dokézanie vety o ¢asovej hierarchii [11, 2] . Podobnd veta plati pre
triedy jazykov nedeterministickych Turingovych strojov [8], ale jej dokaz nie je
analégiou uvedeného. Pre deterministické TS je veta o hierarchii [5, 6] dokdzand
iba pre funkcie oddelené aspon logaritmicky, t.j. t(n) € o(T'(n)/logT(n)).

Veta 2. Nech T(n) je ¢asovo konstruovatelnd funkcia a t(n) takd, Ze platit(n) € o(T(n)).
Potom trieda jazykov ATIME(t(n)) je vlastnou podmnozinou ATIME(T(n)),
t.g. existuje jazyk L taky, Ze L € ATIME(T(n)) a zdroveni L ¢ ATIME(t(n)).

Dokaz. Dokaz prebieha vyuzitim diagonalizacie. Vsetky jednopaskové alternujice
Turingove stroje ocislujeme ako M,, x € {0, 1}*. Skonstruujeme dvojpaskovy ATS
M, prijimajuci jazyk L = L(M) v ¢ase T'(n).

Na pomocnej péske pre vstup w, |w| = n zaznacime dizku T'(n). Funkcia T je
¢asovo konstruovatelnd a teda tento krok prebehne v ¢ase O(T'(n)). Po konstrukeii
sa pusti na tejto paske casovac pocitajuci kroky, ktory zabezpeci zastavenie na-
sledujicej simulacie v case T'(n).

Dalej stroj M over, @ je vstup w tvaru w = z#vy pre nejaké z,y € {0,1}*.
Ak nie je, vstup w odmietne.

Na prvej paske teraz prebehne simuldcia stroja M, na vstupe w s tym, Ze sa
navzajom vymenia vSetky univerzdlne stavy s existencnymi a vsetky akceptujuce
s odmietajicimi. Teda pre vypocty prebiehajice v ¢ase T'(n) stroj M akceptuje
vstup w prave vtedy, ked M, vstup w odmietne a vice versa.

Ak sa casovaC pocas prebiehajicej simulacie dostane na zaciatok pasky, t.j.
uplynie povolena doba vypoctu, stroj M vstup akceptuje. Tym sa neguji neko-
necné (a teda odmietnuté), alebo prilis dlhé vypocty.

Stroj M zjavne pracuje v ¢ase O(T'(n)), ¢o je zabezpecené pouzitim ¢asovaca.
Dokazeme teraz, ze jazyk L(M) nepatri do triedy ATIM E(t(n)). Stroj M sme
sice zostrojili ako dvojpéaskovy, ale podla vety 1 k nemu existuje jednopdskovy
pracujici az na konstantné spomalenie v rovnakom ¢ase. Nech L = L(M) te-
da patri do ATIME(t(n)). To znamend, Ze existuje jednopaskovy alternujuici
Turingov stroj M,, ktory akceptuje vsetky slova z jazyka L v ¢ase O(t(n)).
Kedze t(n) € o(T(n)), stroj M bude mat pre vsetky vstupy tvaru x#y na
simuldciu vypoctu stroja M, dostatocne vela ¢asu, pricom vyhodnoti vysledok
presne opa¢nym sposobom, ako stroj M,. To je vSak spor s tvrdenim, ze L(M) =
L(M,).

[

Poznamka 1. Vsimnime si, Ze v skutocnosti sme dokdzali silnejsie tvrdenie, Ze
triedy jazykov

I, -TIME(T(n)) \ Xg-TIME(t(n))
aj

Yp-TIME(T(n)) \x-TIME(t(n))
st neprazdne. To wvyplyva z toho, Ze stroj, ktory vznikol diagonalizdiciou patri
(napriklad) do triedy I, - TIM E(T(n)), ale pritom sa sprdva inak, ako lubovolny
stroj z triedy X, - TIM E(t(n)). Pre dal$ie dokazovanie ndm viak bude stacit hore
uvedené znenie vety.

Dalej dokdzeme vetu o linedrnom zrychleni, platnid pre alternujice Turingo-
ve stroje. T4 ndm umozni stotoznit triedy ATIME(t(n)) a ATIME(ct(n)) pre
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Tubovolné ¢ > 0 a t(n) také, ze n € o(t(n)). Dokaz tejto vety je analogicky k
dokazu o linearnom zrychleni pre deterministické Turingove stroje, ktory je do-
statotne zndmy a d4 sa najst v préaci Structural Complexity I [1]. Uvedieme preto
iba ideu tohto dokazu a zdoraznime rozdiel, ktory prinasa alternécia.

Veta 3. Nech L je jazyk akceptovany nejakym 1-pdskovym alternujicim Turin-
govym stojom M v case t(n) takom, Ze n € o(t(n)) a nech ¢ > 0 je redlne ¢islo.
Potom ezistuje alternugici Turingov stroj M' taky, Ze akceptuje L v case c.t(n).

Dékaz. Nech m > 0 je prirodzené ¢islo. Ukdzeme, ze m krokov vypoctu ATS
M na tseku pasky dlzky m vieme simulovat dvomi krokmi vypoctu upraveného
stroja M.

Strom vypoctu ATS pocitajuceho m krokov zacina v existentnom, alebo uni-
verzlnom stave a md hibku m. Predpokladajme, ze v tejto hibke m sa uz
nachadzaju vrcholy, o ktorych akceptéacii je rozhodnuté. Ukdzeme, ze m kro-
kov vypoétu vieme nahradif dvomi, za cenu exponencidlneho rozvetvenia tohto
stromu.

Induktivne priradime kazdému vrcholu stromu vypoctu formulu vyrokového
poctu nasledovne:

e Ak jevrchol v hibke m, (¢ize o jeho akceptécii je rozhodnuté mimo uvazovany
strom vypoctu) priradime mu unikatnu vyrokovi premennd § = «;.

e Ak je vrchol existen¢ny a jeho synovia si ohodnoteni formulami g1, §o, . . ., §i,
potom mu priradime formulu §=§; VF2 V...V S

e Ak je vrchol univerzalny a jeho synovia si ohodnoteni formulami §1, $o, . - . , i,
potom mu priradime formulu §=§F1 AF2 A ... A Ss.

Je vidiet, Ze ak st listy stromu vypoétu v hibke m ohodnotené vyrokovymi
premennymi o;, a ak tymto premennym priradime pravdivostné hodnoty podla
toho, ¢i ich stavy akceptuji (T'rue), alebo odmietaji (False), potom akceptacia
kazdého vrcholu stromu vypoctu bude urcéena pravdivostnou hodnotou k nemu
priradenej formule.

Pre formulu § ohodnocujticu koren stromu vypoctu, existuje formula vyrokového
poctu Fnr, ktord je bud v konjunktivnom, alebo disjunktivnom normalnom tvare
a pre ktord plati § = Snr.

Podobnym (opacnym) sposobom, ako sme vyrabali formulu k vrcholom stro-
mu, zostrojime novy strom vypoctu pomocou formule §yp. Z toho, ze tato for-
mula je v jednom z normalnych tvarov vyplyva, ze hibka nového stromu bude
2, napriklad v pripade § = Fonr bude prvy vrchol existencény a rozvetvi sa do
niekolkych univerzélnych, ktoré sa d'alej rozvetvia do povodnych listov. Sirka toh-
to nového stromu vypocétu sa moze zvicsit az exponencidlne vzhladom k poctu
listov povodného stromu hfbky m.

V samotnej simulacii postupujeme rovnako, ako v standardnom dokaze. Na
zaciatku prejdeme celi pasku a upravime jej obsah tak, ze skomprimujeme m
znakov do jedného, ktory zapisujeme na pomocnu pasku.

Potom pocas simulécie nacitame do konecénej paméte obsah troch uz skom-
primovanych policok (t.j. dokopy 3m povodnych znakov), vrétime sa na stredné
policko a v dvoch krokoch bez postuvania hlavy prevedieme simulaciu m krokov
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povodného stroja na precitanych datach. Zo zaciatku stredného policka sa za
m krokov hlavou dostaneme maximélne do jedného z krajnych, takze nasledne
zapiseme do dvoch policok nové znaky po prebehnutej simulacii. Vratime sa na
miesto a simuldcia moze pokracovat.

Kompresia pasky trvd cas n + [ ] a na simuldciu potrebujeme cas 7 % Pre
dané ¢ > 0 preto vyberieme m > 14/c a zostrojime stroj M’ podla uvedene;
konstrukcie. Ten bude pracovat v case n 4+ [Z2] + 7'5(7"). To pre m > 2 zhora
odhadneme ako 2n + 7 + 7'5(7"). Z predpokladu n € o(t(n)) dostavame pre dosta-
tocne velké n horny odhad $t(n) + 7“7”) a dalej pre m > 14/c uz findlny odhad

£t(n) + £t(n) = ct(n). Konecne vela vstupov malej dizky osetrime vyhladanim v
tabulke. O

2.3 Graf vypoctu Turingovho stroja pracujiceho
v blokoch

Na dokazanie vety o urychleni vypoc¢tu deterministického Turingovho stroja po-
mocou alternujiceho Turingovho stroja s konstantnym poctom alternacii (Ve-
ta 5), ktord tvorf jadro dokazu DLIN C NLIN potrebujeme zaviest technicki
modifikaciu deterministickych Turingovych strojov.

Pre dant funkciu b(n) mozeme rozdelit pasku deterministického Turingovho
stroja na bloky velkosti b(n). Podobne mozeme rozdelit do jednotlivych ¢asovych
etap dizky b(n) aj priebeh vypoétu. Ak vypocet na vstupe dizky n trvé t(n)
krokov, potom jednotlivych casovych faz vypoctu bude a(n) = (%} Rozdelenie
pasky aj vypoctu zobrazuje obrazok 2.4.

@)

Obr. 2.4: Vypocet 1-paskového DTS pracujiiceho v blokoch dlzky b(n) =4

Pre i-ty blok na paske budeme pouzivat oznacenie B;. Formélne, ak o¢islujeme
policka v-tej pasky ¢islami 0,1,2,..., bude B;" ={j | ib(n) < j < (i+ 1)b(n)}.
Ked'ze viicsinou budeme hovorit o bloku jednej, pevnej urcenej pasky, horny index
nebudeme pouzivat. Po sebe nasledujicich b(n) krokov vypoctu, pocas ktorych
hlava na Ziadnej paske neprejde z jedného bloku do druhého, budeme nazyvat
blokovou, alebo casovou fdzou. VSimnime si, ze raz hovorime o bloku na pdske,
t.j. o b(n) susediacich polickach na péske, a inokedy o blokovej fize, t.j. o b(n)
naslednych krokoch vypoctu.
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Definicia 4. k-pdaskovy deterministicky Turingov stroj M pracuje v blokoch, ak
pocas vypoctu v kazdej casovej faze dizky b(n) kazdd hlava na pdske pracuge iba v
jednom, pevne urcéenom bloku B; velkosti b(n).

Za cenu pridania jednej pasky praca v blokoch nesposobi vyznamné spoma-
lenie vypoctu. Ak nés pocet pasok nebude zaujimat, potom ku kazdému DTS
existuje DTS pracujuci v blokoch prijimajici rovnaky jazyk v rddovo rovnakom
case. To je obsahom nasledujicej lemmy.

Lemma 3. Ak jet(n) casovo konstruovatelnd, L je jazyk akceptovany k-pdskovym
deterministickym Turingovym strojom M v ¢ase t(n), potom existuje (k + 1)-
pdskovy deterministicky Turingov stroj My pracujici v blokoch a akceptujici L v

case O(t(n)).

Dokaz. Popiseme konstrukciu stroja M, pomocou M. Predpokladajme, ze mame
casovo konstruovatelni funkeiu #(n) a priestorovo konstruovatelni funkeiu b(n),
ktora pre dany vypocet urcuje dlzku jedného bloku. Tuto dizku si na zaciatku
vypoctu skonstruujeme na jednu pomocnt péasku (t1, ktord mame oproti stroju M
navyse) a dalej na nej budeme poécitat casové useky tejto diZky. Predpokladame,
ze b(n) vieme skonstruovat v case O(t(n)).

Kazdui pasku povodného stroja M rozdelime na tri stopy. Stredna stopa bude
obsahovat simuldciu povodného vypoctu. Na hornej stope bude ulozeny reverz
slova na péaske v bloku vlavo a na spodnej stope reverz slova na paske v bloku
vpravo od aktualneho. To nam umozni pocas simuldcie namiesto opustenia ak-
tudlneho bloku pokracovat v fiom a pritom pracovat s informéciami zo susednych
blokov. Nové stopy na paskach ilustruje obrazok 2.5.

CLR b4 b3 b2 b1 CR
a b1 b2 b3 b4 C d
b4 b3 b2 b1 CR dR

Obr. 2.5: Tri stopy DTS pracujiceho v blokoch

Ked sa niektord hlava v povodnej simuldcii rozhodne vstiipit do nového bloku,
musime naformdtovat jeho horni a spodnii stopu podla blokov vlavo a vpravo. Na
to vyuzijeme pomocnu pasku na ktorej prebieha pocitanie blokovych faz. Hlava
vchadza do bloku B;, ktory este nie je naformatovany.

e Pocas jednej blokovej fazy sa hlava presunie na zaciatok bloku B;_.

e V druhej faze tento blok prejde a skopiruje obsah strednej stopy na pomocnu
péasku, kam sa presne zmesti — jeho dlzka je préve b(n).

e V tretej faze hlava prechadza blokom B; a kopiruje pomocnu pasku do
hornej stopy, pricom pomocni pasku ¢itame z opacnej strany, ako sme ju
zapisali, preto sa do hornej stopy dostane reverz slova vlavo.

e V stvrtej faze prejdeme na koniec bloku B;, .

e V piatej faze prechddzame odzadu blok B, a zapisujeme obsah jeho stred-
nej stopy na pomocni pasku s pocitadlom. Kedze slovo v tomto bloku
¢itame odzadu, na konci ¢itania bude hlava na pomocnej stope na zaciatku
tohto slova.
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e V poslednej Siestej faze zapiseme obsah pomocnej pasky na spodnt stopu
(zapisujeme odzadu bloku B;, preto opét vznika reverz povodného slova),
¢im sa dostavame na zaciatok bloku B;, ktory sa takto stal spravne na-
formatovanym.

Tento proces je zobrazeny na obrazku 2.6.

pomocnd paska

B¢—1/°\ B; Bit1 s pocitadlom
i . N
i
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L | 4
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Obr. 2.6: Formatovanie blokov pasky pre DTS pracujtici v blokoch.

Na naforméatovanie bloku sme vyuzili 6 blokovych faz, potrebny cas je 6b(n)
krokov.

Ak sa neskor pocas vypoctu hlava poktsi tento blok opustit, pricom pracuje
eSte len na strednej stope, vyuzije namiesto toho informacie z prislusnej stopy
hore, alebo dole a vypocet pokracuje v rovnakom bloku d'alej.

Ak dojde k tomu, ze vypocet uz prebieha na niektorej pomocnej stope a chce
pokracovat v d'alsom bloku, ktory predformétovany este nie je, simuldcia sa pre-
rusi, pocka sa, kym na ¢asovaci nedojde k ukonéeniu jednej blokovej fazy (najviac
b(n) — 1 krokov), prislusné stopy sa opét s vyuzitim pomocnej pasky skopiruji na
svoje spravne miesto do strednej stopy vedlajsich blokov (rovnako 6b(n) krokov
ako na formatovanie, ide o presne opacny proces) a vypocet pokracuje.

Je zrejmé, ze stroj M, pracuje v blokoch a akceptuje rovnaky jazyk ako
povodny stroj M. Ostéva ndm ukazat, Ze spomalenie stroja M; bude konstantné.
K simulécii b(n) krokov poévodného vypoctu pribudlo 6b(n) krokov na nafor-
métovanie bloku, najviac b(n) — 1 krokov sa ¢akd na dokoncenie blokovej fazy
pri prechode z jedného naformétovaného bloku do druhého a na prekopirovanie
hornej a spodnej stopy bloku do vedlajsich potrebujeme d’alsich 6b(n) krokov.
Takéto zdrzanie je mozné na kazdej paske a preto kazdych b(n) krokov vypoctu
povodného stroja je simulovanych najviac (1464 1+6)k.b(n) = 14k.b(n) krokmi
stroja M,,. O]

Ku DTS pracujicemu v blokoch zostrojime graf jeho vypoctu, ktory bude
zobrazovat opakované navstevy hldv v blokoch na paske. Tento graf bude orien-
tovanym acyklickym grafom s nasobnymi hranami. Zaroven o tychto grafoch
dokazeme, ze pre ne plati veta o existencii m-segregatoru, ktorej dokazu venujeme
samostatni kapitolu.

Definicia 5. Graf vypoctu deterministického Turingovho stroja M pracujiceho
v blokoch na vstupe x dlzky |x| = n je orientovany acyklicky graf G = (V, E),
kde V. ={1,2,...,;a(n)} a vrcholy i a j, i < j si spojené hranou prdve vtedy,
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ked j =i+ 1, alebo stroj M hlavou na niektorej pdske navstivi blok B v casovej
faze v aj j, ale medzi nimi sa touto hlavou do bloku B nedostane. Hrany tvaru
(i,7 + 1) budeme nazjvat aj liniou vypoctu, kedZe si to prdve hrany uréujice
casovi ndslednost jednotlivijch fdz.

Vytvorenie grafu vypoctu z dvojpaskového deterministického Turingovho stro-
ja pracujuceho v blokoch je zobrazené na obrazku 2.7. Jednotlivé policka na
paskach st tvorené blokmi velkosti b(n). Kazdy uzol znazortiujiici polohu hlavy
na péske reprezentuje b(n) krokov vypoctu.

Orientované acyklické grafy s vrcholmi V' = {1,2,...,n} kde pre vSetky hrany
e = (vy,v2) plati v; < vy oznacéme ako triedu grafov H(n). Z tejto triedy pomocou
nasledujicej definicie vyclenime podtriedy, do ktorych zaradime grafy vypoctov
podla poctu pasok Turingovych strojov im zodpovedajicim.

Poznamka 2. Na obrdzkoch zndzornugicich grafy z triedy H(n) nebudeme kreslit
sipky oznacujuce orientdciu hrany, orientdcia kazdej hrany je rovnakada a smeruje
od vrcholu s nizsim cislom k vyssiemu.

Definicia 6. Hrany e; = (i1,71) a ea = (i2, j2) grafu G s vrcholmiV = {1,2,...,n}
sa krizia, ak plati i1 < iy < j1 < jo. KriZenie hrdn zndzornuje obrazok 2.8.

€1 €9 €1

® ® ® @ O 050 @

Obr. 2.8: Hrany e; a ey sa v grafe vlavo krizia, v grafe vpravo nie

Definicia 7. Graf G = (V, E) patri do triedy H,(n) prdve vtedy, ked' V = {1,2,...,n}
a Ziadne dve jeho hrany sa nekrizia. Graf G patri do triedy H,(n) prdve vtedy,
ked je zjednotenim r grafov z triedy Hy(n). Grafy z triedy H.(n) nazjvame aj
push-down grafmi. Priklady grafov tried H,.(n) zobrazuje obrdzok 2.9.
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By | B1 | B2 | B3| B4| Bs| Bg| B7| péska 1 rozdelend do blokov

pohyb hlavy Turingovho stroja
po blokoch pésky 1

15 16 17 =a(n)

6 RII T2 9§ TR0

1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
graf vypoctu Gy € Hs(17) pre pasku 1

By |B1 | B2 | B3| Ba| Bs| Bg| B7| péska 2 rozdelend do blokov

r pohyb hlavy Turingovho stroja
po blokoch pésky 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
graf vypoctu Gy € H3(17) pre pasku 2

1 2 3 4 5 6 8§ 9 10 11 12 13 14 15 16 17
graf vypoctu G = G U Gy € H;5(17) pre Turingov stroj

Obr. 2.7: Dvojpaskovy Turingov stroj pracujici v blokoch a jeho graf vypoctu.

19



© @ @& ©® ©® ©® GieH/()

Gy € H,(6)
@ ® Gz € Hq(6)

O—@—B® @O—06B © G1UGUGs =G e H3(6)

Obr. 2.9: Priklad grafu z triedy H3(6)

Lemma 4. Graf vijpoctu G k-pdskového deterministického Turingovho stroja pra-
cugiiceho v blokoch patri do triedy Hogi1(a(n)).

Dokaz. Graf G mé z definicie a(n) vrcholov. Pre kazdu péasku zadefinujeme grafy
L, a R, s a(n) vrcholmi, v = 1,...,k. K nim priddme este jeden graf C. Do
tychto zadefinovanych grafov roztriedime hrany grafu vypoctu G.

Hrana e = (7,7) sa do grafu G podla definicie moze dostat jednym z nasle-
dujuicich sposobov:

e hrana je jednou z hran linie vypoc¢tu, t.j. e = (i,7 + 1), vtedy ju zaradime
do grafu C.

e hrana vznikla tym, ze DTS M sa vratil hlavou v do niektorého bloku na
v-tej paske vo faze j, pricom naposledy sa v nom na tejto paske vyskytol
vo faze 7. Ak sa na paske do tohto bloku vratil sprava, zaradime hranu do
grafu R,, ak zlava, do grafu L, a v pripade, Ze v danom bloku bol priamo
v predchddzajicej faze (a teda sa nevracia zo ziadnej strany), hrana patri
do grafu C.

Pre graf G z obrazku 2.7 budu do grafu L; patrit ¢ervené hrany, do grafu R,
modré hrany a zvysné ¢ierne do grafu C'. Analogicky pre graf G5 a jeho rozdelenie
Ly a Ry. Graf C' je pre oba grafy G a GGy spolocny.

Kazdy z grafov C, R, a L, je z triedy H;(a(n)). Dokdzeme to pre graf R,
dokaz pre L, bude tiplne analogicky a pre graf C' je toto tvrdenie trividlne. Kedze
G=Ccult_, R,UlU_, Ly, plati G € Hyypirla(n)).

Nech pre niektoré hrany e; = (i1, j1) a ea = (i2, j2) grafu R, platii; < iy < j1 < jo.
Oznacme blok, ktory vytvori hranu e; ako by, analogicky blok bs. Potom po faze
i1 DTS opusta blok b; smerom doprava, vchadza do bloku by vo faze iy a opusta
ho smerom dolava, pretoze sa doitho nevrati pred opitovnym navstivenim bloku
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b. Vo faze j; sa nachadza opit v bloku by, no a do bloku by sa nemoze vratit
sprava, pretoze je od neho nalavo. To je spor s tvrdenim, Ze e, € R,. Situdciu

ilustruje obrazok 2.10. m
b(n)
—~
by ba
1S ¥
21 Q ’ig
e
J1 0
eanmnn > O <mm=
J2

Obr. 2.10: Hustracia k dokazu Lemmy 4

Poznamka 3. Vsimnime si, Ze grafy z triedy H.(n) mozu mat vo vseobecnosti
(pretoze si to grafy s ndsobnymi hranami) lubovolne vela hrdn. Ale kazdy graf,
ktory vznikne ako graf vypoctu nejakého k-pdskového DTS pracujiceho v blokoch
a teda patri do triedy Hsgy1y(a(n)), bude mat hrdn najviac (2k + 1)a(n). Tito
vlastnost budeme dalej predpokladat vseobecne pre grafy z triedy H,.(n), pretoZe
s ingmi, ako s grafmi vypoctov, nebudeme pracovat.
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3. Veta o existencii m-segregatoru

Definicia 8. V grafe G = (V, E) je vrchol v; priamym predchodcom wrcholu vy,
ak (vi,v9) € E. Vichol vy je predchodcom wvrcholu vy, vy # vy, ak existuje v grafe
G cesta z v; do vs.

Definicia 9. Nech G = (V, E) je lubovolny orientovanyj acyklicky graf, m kladné
¢islo. MnoZina vrcholov J C V' sa nazyjva m-segregator pre G, ak kazdy vrchol v
G\ J md najviac m predchodcov v G \ J.

Obréazok 3.1 zobrazuje 3-segregator velkosti 2 pre graf G € H(10)

Obr. 3.1: Mnozina J = {5,7} tvori v grafe G € H(10) 3-segregator velkosti 2

Definicia 10. Definujme funkciu log® (n) nasledovne :
e log®(n)=n
o 10g%*)(n) = logy(log® (1))
Potom definujeme funkciu iterovaného logaritmu log™ : N — N ako
log* n = min{k € N | log®(n) <1}

Veta dokazand v tejto kapitole hovori, ze pre grafy z triedy H,.(n), ¢o si prave
nase grafy vypoctov, existuje m-segregator s vhodne obmedzenou velkostou. Jej
formulacia znie nasledovne

Veta 4. Nech orientovany acyklicky graf G = (V, E) je z triedy H.(n) a nech

n > 16. Potom G md -2~ -segregdtor velkosti najviac 22
log* n log*

Zadefinujeme indukciou pomocni funkciu e(k, ) nasledovne
e c(k,0)=1
° 6(k,l+ 1) — k,2+26(k,i)

a definujeme iterovanu exponencialu ako sprava inverznui funkciu k iterovanému
logaritmu

o towery(0) =1

o towery(k + 1) = 2tower2(k)
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Trividlne plati log* (towery(k)) = k. Naopak, towers(log*(n) — 1) < n pre n > 2.
K dokazu vety o existencii segregatoru budeme potrebovat nasledovni lemmu.

Lemma 5. Pre kazdé n € N, n > 16 a k = [logT”} existuji do,dy,...,d, € N
také, Ze plati nasledovné

1. dozl,dkSZn
2. dy | dy|...|ds
3. ¥i>0 [7] <log, [#]—1

Dékaz. Podmienku 3. moézeme alternativne upravit na tvar jl 7] <
Dokéazeme indukciou, ze pre i € {0,1,2,...,k — 1} plati

21

N

e(k,i) < towers(k 4+ 2i — 1)
7 toho potom vyplyva, ze

log*n
3

e(k,k—1) < towery(k+2(k—1)—1) = towers (3] 1-3) < towery(log™(n)—1) <n

e Pre i =0 plati e(k,0) = 1 < towery(k —1) trividlne. Vsimnime si, ze k > 2,
ked'ze n > 16.

e Nech podla indukéného predpokladu e(k,i) < towery(k + 2i — 1). Potom
nasledovnymi tupravami dostavame

€(l€,i + 1) _ k:2+26(k}7’i) < (2k)2+26(k,i) _ 22k+2k.e(k:,i) < 22k+2k.t0wer2(k+2i—1)

Vyuzijeme, ze pre k > 2 plati k < tower(k + 2i — 1), preto

6(]{? i+ 1) < 22tower2(k+2i—1)+2k.towe’r2(k+2i—1) < 2[2tower2(k+2i—1)]2

Dalej pre k > 4 plat{ [2towery(k + 2i — 1)]? < towery(k + 2i). Preto
e(k,i+ 1) < 2Mower2(bH20 — opery (k4 20 4+ 1) = towery(k + 2(i + 1) — 1)

Pre k € {2,3,4} ai = 1,...,k — 1 musime platnost tvrdenia dokdzat
priamym dosadenim kombindcii hodnot k& a ¢, pretoze pouzité odhady su
prilis hrubé a funkcia tower, zaéina rast vyrazne rychlo az od &fsla 4.

Tym sme dokazali, ze e(k,0) < e(k,1) < ... < e(k,k—1) < n pre k > 2.
Pokrac¢ujme v dokaze lemmy. Definujme ¢isla d; nasledovne :

[ ] do = 1
o & =2"nGm=) pre 1 < i <k

Potom je splnend podmienka 1. trividlne, pre podmienku 2. si sta¢i vSimnut,
7e d; je neklesajica postupnost mocnin ¢isla 2, kedze funkcia e(k, () je rastica
v druhom parametri, ktory so stipajucim ¢ klesa a preto cely zlomok rastie.
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Overime posledni podmienku z lemmy:

Plati n
diiq = 2“0g2(mﬂ > 21052(5(k+,i,1)) _
A = ek, k—i—1)
z ¢oho vyplyva, ze
] < [——— T =Te(kk—i— 1)] = e(k,k —i— 1)
dit1 e(k,k—i—1)

Dalsimi tpravami dostavame

plam | < petih—i-1) & p2e(bk—i=1) _ fp2t2e(kk=i=1) _ e(k,k —1)

k? k?
Potom plat{ e(k, k — i) < [3%], pretoze
2n 2n 2n 2n
—1 > - > — = =e(k,k—1
|7d7, —‘ — 2(log2(mﬂ - 2.210g2(m) 26(7&’5271‘) ( )

Pokracovanim d'alej dostdvame

ek, k—i) _Tal _ 4]

ol < <
- k2 - k2 — k

¢im je dokaz lemmy dokonceny. Poslednd nerovnost plati v pripade, 7e k > 2,
¢im je urcené pociatocné obmedzenie n > 16. ]

Dokaz samotnej vety o existencii m-segregatoru je technicky pomerne zlozity.
Predvedme na tvod stratégiu, pomocou ktorej ho budeme realizovat. Tento
ramcovy postup je zobrazeny na diagrame 3.2.

Rozdelime vrcholy grafu G na skupiny po sebe iducich vrcholov, pricom kazda
zo skupin bude obsahovat rovnaky pocet vrcholov (az na poslednii). Moznych roz-
deleni na skupiny vrcholov budeme uvazovat viac, budeme ich nazyvat particiami
P; a z nich jednu vybranui particiu oznacime ako F,. Na obrazku 3.2 je particia
P, zobrazend v riadku (a).

Pomocou tejto particie P, vyberieme mnozinu A, ktord bude tvorit cast
hladaného segregdtoru (riadok (b)). Particiu P, si preto budeme vyberat opatr-
ne — s ohladom na to, Ze pomocou nej budeme vyrabat ¢ast segregitoru, ktory
nesmie byt prilis velky.

Ku grafu G\ A vytvorime asociovany graf G*, jeho vrcholy budid tvorené
jednotlivymi blokmi particie P,, z nich vyberieme podmnozinu B* (riadok (c)),
ktori spitne prenesieme na mnozinu vrcholov B v grafe G (riadok (d)). Toto
B C G bude tvorit druhu cast segregatoru J = AU B (riadok (e)).
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Obr. 3.2: Schéma vytvarania m-segregatoru pre dokaz vety 4

Jednotlivé kroky, ktoré zabezpecia, ze ndjdena mnozina J = AUB je vhodnym
segregatorom s vhodnou velkostou, st popisané v nasledujicom dokaze. Pre pre-
hladnost zopakujme znenie vety:

Veta 4. Nech orientovany acyklicky graf G = (V, E) je z triedy H.(n) a nech

n > 16. Potom G md 2% -segregdtor velkosti najviac ;2.
og - n og*n
Dokaz. Nech kady,dy,...,dsu prirodzené ¢isla definované v lemme 5. Pre kazdé

J, 0 < j < k zadefinujeme rozdelenie vrcholov P; tak, ze v kazdom bloku particie
P; (az na posledny) bude za sebou iducich d; vrcholov. Ak napriklad dy = 4 a
n = 10, potom P, = {{1,2,3,4},{5,6,7,8},{9,10}}.

Ku kazdej hrane (vq,v2) € E asociujeme particiu P; s najvy$sim moznym
j <k —1 taku, ze v; a vy sa nachddzaju v P; v roznych blokoch. Rozdelenie na
particie a asociaciu hran ilustruje obrazok 3.3.

Spomedzi particii P; pre 0 < j < k — 1 vyberieme taku, ktorda ma k sebe
asociovanych najviac 7+ hrdn. Taka particia musi existovat, pretoze hran je v
grafe z triedy H,(n) najviac rn (pozri poznamku 3) a pocet particii s ktorymi
asociujeme hrany je k.

Nech A je mnozina vrcholov, ktora obsahuje tie vrcholy vy, pre ktoré existuje
hrana (vi,vs) € E asociovand s particiou P,;. Zrejme plati, ze |A| < 7% < lj;fn.

Z grafu G \ A zostrojime graf G* = (V* E*). Kazdy z jeho vrcholov bude
reprezentovat jeden z blokov particie P, a medzi vrcholmi X* a Y* bude hrana,
ak G'\ A obsahuje hranu z nejakého vrcholu v bloku X particie P, do nejakého
vrcholu v bloku Y. Pocet blokov v particii F,, t.j. pocet vrcholov grafu G* je (%1

Oznaéme ako D(Y™*) pocet priamych predchodcov vrcholu Y* v grafe G*, t.j.
D(Y*)=|{X" e V*|(X*,Y™) € E*}|

Cheeli by sme odhadnit Y y. . D(Y™).
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S T T —
=0 Q7O R==0———0y 10—
pob A T " P P

o 41 fo P, Py \Pl
do =1 Fo={{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8},{9},{10}}
di =2 P ={{1,2},{3,4},{5,6},{7,8},{9,10}}
do =4 P, = {{1,2,3,4}, {5,6,7,8}, {9, 10}}
d3; =8 P3={{1,2,3,4,5,6,7,8},{9,10}}

dy =16 Py={{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}}

Obr. 3.3: Rozdelenie grafu G € H(10) na particie a asocidcia hran

Kedze graf G je z triedy H,.(n), existuji Gy, Ga, ..., G, € Hi(n) také, ze G =
U;_, Gi. Rovnakym sposobom, ako sme zostrojili graf G* z grafu G, mézeme podla
uz vybranej particie P, zostrojit grafy G pre kazdy z G;. Plati G* = |J_, G;.
Podobne, ako sme definovali poc¢et priamych predchodcov vrcholu Y* v grafe G*,
mozeme definovat aj pocet priamych predchodcov v jednotlivych grafoch G a
oznacit ho ako D;(Y™*). Dokdzeme, ze plat

> Dix) <27

X*eV* q

Potom uz priamo dostavame potrebny odhad

> DY N DX < 2]

Y*eG* i=1 X*eV* a

Uvazujme nad vrcholmi grafu G;. Nech X* je v G} priamym predchodcom
Y* aj Z* takych, ze Y* < Z*. Potom X* je zaroven najmensim predchodcom Y™,
pretoze ak by existoval vrchol W* < X* ako priamy predchodca Y*, potom by
sa hrany (W*, Y*) a (X*, Z*) krizili. A ak sa krizia hrany v grafe G}, potom sa
krizia aj niektoré hrany v grafe G;, na zaklade ktorych hrany v G vznikli. To
je vsak spor s predpokladom, ze G; € Hy(n). Preto kazdé dva uzly majui najviac
jedného spolocného priameho predchodcu. Ak zoberieme pocet priamych pred-
chodcov kazdého vrcholu zmenseny o jedna (jeden mozny spoloény predchodca),

tento stcet musi byt mens{ ako pocet vrcholov grafu G¥. Ten, ako vieme, je [2].
q

> (DX =1 <[]

X*cV* q
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n
dg

3 Dix) < 2[%}

X*ev

a kedze pocet vrcholov v V* je najviac [2], dostdvame hladany odhad

Ozna¢me B* mnozinu vrcholov z G*, ktoré maju pocet priamych predchodcov
vacsi ako k
B*={X" e V*|D(X") > k}
a plati
ZX*eV* D(X™) < 2_7” (£—|
k — k d,

Mnozinu vrcholov B* C V* spétne prenesieme do grafu G, t.j. zadefinujeme
mnozinu B C V taku, Zze v € B prave vtedy, ked sa v nachddza v takom bloku,
ktorého obraz v G* je v mnozine B*.

Odhadneme velkost mnoziny B pomocou odhadu velkosti B*. Kazdy blok z

P, obsahuje najviac d, vrcholov a plati fd—’ﬂ d, < 2n, preto

|B*| <

2r . n 4rn 12rn
Bl <d |B < —[—]d, < — <
| |— ql ’— ]f (dq—l q — k —log*n

Segregator J zvolime ako J = AU B. Jeho velkost mdme odhadnuti ako
3rn 12rn 15rn

[JI < |A[+[B] <

log*n  log*n - log*n

¢o spfﬁa poziadavku zo zadania vety.

Kazda hrana v G* vznikla z niektorej hrany e = (v, vo) v grafe G\ A. Vrcholy
tejto hrany e sa musia nachddzat v roznych blokoch particie P,, inak by v G*
patrili pod rovnaky vrchol a nevznikla by z nich ziadna hrana. Zaroven sa musia
nachddzat v roznych blokoch particie P,,;. V pripade, Zze by sa nachddzali v
rovnakom, bola by particia P, najvyssia taka, ze v; a vy st v roznych blokoch,
hrana e by sa asociovala k particii P, a vrchol v; by padol do mnoziny A, ¢o
by znamenalo, Ze sa tato hrana v grafe G \ A vobec neobjavi. Preto najdlhsia
spojita cesta v grafe G* je tvorend najviac |_dan-| vrcholmi a jej dizka je najviac
[ dq"ﬂ] -1

Pre kazdy vrchol grafu G* \ B* podla jeho definicie plati, ze ma najviac k
priamych predchodcov. Ked vezmeme do tivahy, Ze najdlhsia moznd cesta v G*
m4 dlzku maximalne [dq"T] — 1, potom pocet vsetkych predchodcov vrcholu v

grafe G*\ B* bude mensi ako k(‘iqﬁt ¢o je podla lemmy 5 a vdaka vyberu éisiel

.. F
d; mensie ako —

Teraz mozeme odhadniit pocet predchodcov kazdého vrcholu v G\ J. Nech
vrchol v, v bloku X particie P, je predchodcom vrcholu v, v bloku Y. Potom
v grafe G* \ B* je X* predchodcom Y*. Kazdy blok particie P, ma najviac d,
vrcholov. Pocet moznych predchodcov vrcholu v grafe G*\ B je, ako sme dokézali,

n

2
k

mensi ako . Preto najvyssi poc¢et moznych predchodcov vrcholu v grafe G'\ J

je
(@1 < 2n < 6n

d i
! E ~ log*n

o

Tym je veta dokézana.



4. DLIN # NLIN

V tejto kapitole sa dostaneme k dokazu tvrdenia, Ze nedeterminizmus pridava
vypoctovi silu pre jazyky akceptované v linearnom ¢ase. Dokaz je nekonstruktivny
a prebieha sporom. Dokézeme, ze pre kazdy jazyk z triedy DTIM E(t(n)) existuje
alternujuci Turingov stroj, ktory tento jazyk akceptuje v case O(t(n)/log* t(n)),
¢ize moznost alterndcie dokdze nekonstantne urychlit deterministicky vypocet.

Potom ukézeme, ze za predpokladu DLIN = NLIN plati DTIME(t(n)) =
Y, -TIME(t(n)) pre Iubovolné k a vhodné t(n), teda Ze ak nedeterminizmus
vypoctovii silu pre jazyky v linedrnom ¢ase nepridd, tak ju nepridd ani l'ubovolny
konecny pocet alterndcii a to aj pre casovi zloZitost vyssiu ako linedrnu.

Tieto dva vysledky ndm umoznia dojst ku sporu, pretoze ak sa da kazdy
vypocet alternujiceho stroja nahradit deterministickym, a ten sa d4 d'alej po-
mocou alternicie lepsie ako konstantne zrychlit, potom nemoéze platit dokdzana
veta 2 o casovej hierarchii pre alternujice Turingove stroje.

Dokazme najprv vetu o zrychleni deterministického vypoctu pomocou alter-
nujiceho Turingovho stroja.

Veta 5. Pre lubovolné casovo konstruovatelné t(n) > nlog*n plati
DTIME(t(n)) C X4-TIME(t(n)/log* t(n)).

Dékaz. Nech L je jazyk patriaci do triedy DTIM E(t(n)). Potom existuje k-
paskovy deterministicky Turingov stroj M, akceptujuici kazdé slovo z jazyka L
dizky n v case t(n).

Podla lemmy 3 k nemu existuje pre dané a(n) = [t(n)3] a b(n) = [t(n)3]
deterministicky Turingov stroj Mj s k+ 1 paskami, ktory pracuje v blokoch dfiky
b(n) a akceptuje rovnako v ¢ase O(t(n)).

Zatial plati L = L(My) = L(M,). Zostrojime alternujici Turingov stroj, pra-
cujuci v case O(t(n)/log” t(n)), ktory bude simulovat ¢innost blokového stroja
M, a urobi styri prechody medzi univerzalnymi a existenénymi stavmi. V si-
muldcii vyuZijeme vetu 4 o existencii m-segregatoru s velkostou e(n) = [15(2k +
3)a(n)/log* a(n)], kde m = m(n) = [6a(n)/log" a(n)].

1. FEzxistencnd fdza.

(a) Existen¢ne uhddneme ¢isla blokov, v ktorych sa pocas vypoctu stro-
ja M, budi nachddzat hlavy na koncoch ¢asovych segmentov. Jed-
notlivych ¢asovych segmentov je a(n), hlav je k a zapis ¢isla bloku
na paske prebehne v ¢ase loga(n) (blokov na péske je urcite naj-
viac tolko, ako ¢asovych segmentov). Cely tento krok prebehne v case
O(a(n)loga(n)).

(b) Deterministicky skonstruujeme graf vypoctu G podla uhadnutych pozicii
v predchadzajicom kroku. Tento graf méa a(n) vrcholov a pre kazdy

vrchol néjdeme v ¢ase O(a(n)) vSetky hrany, ktoré donho smeruju.
Celkovy ¢as tohto kroku preto bude O(a(n)?).

(¢) Existen¢ne uhddneme mnozinu vrcholov J velkosti najviac e(n), ktord
bude kandiddtom na segregator v grafe G. Podla vety o existencii
segregatoru vieme, ze takyto segregator existuje a v niektorej vetve
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vypoc¢tu ho uhddneme. Vrcholov je a(n), z ktorych najviac e(n) €
O(a(n)) oznacujeme, ¢as na to potrebny je teda O(a(n))

(d) Nech v je posledny vrchol grafu vypoctu. Oznacme J, = J U {v}. Pre
kazda blokova fazu z J, existencne uhddneme obsah kazdej pasky a
stav stroja na zaciatku daného bloku a ndsledne hidame d'alsie kon-
figurdcie — stavy, pohyby hlav a nové znaky na paskach — a deter-
ministicky overujeme ich konzistentnost s prechodovou funkciou. To
robime az do konca bloku, t.j. spolu b(n) — 1 krat. Zaciatoénu a kon-
covi konfigurdciu v bloku si pre kazdy vrchol segregatoru (a posledny
vrchol grafu vypoctu) ulozime, vnitorné konfigurdcie nebudeme potre-
bovat. Dizka bloku je b(n), velkost mnoziny .J, je e(n)+ 1, celkovy cas
potrebny na uhddnutie vypoctov a ich overenie bude O(b(n).e(n)) =
O(b(n)a(n)/ log" a(n)) € O(t(n)/log" t(n)).

(e) Deterministicky overime, ¢i koncova konfiguracia v poslednom vrchole
v konéi akceptujicim stavom. Ak nie, vstupné slovo odmietneme.

2. Univerzdlna fdza. Univerzalne vyberieme vrchol j € J,. Deterministicky vy-
pocitame mnozinu I; vietkych predchodcov vrcholu j v grafe G\ (J, \ {7}).
Tito mnozinu budd tvorit predchodcovia vrcholu j, takZe za predpokladu,
7e vo faze 1. sme vybrali m(n)-segregdtor, nesmie velkost tejto mnoZiny pre-
siahnut m(n). To sice v tomto momente neméme ako overit, pretoze &islo
m(n) nestihame dostatocne rychlo skonstruovat, vieme vsak, ze takyto seg-
regator existuje a preto ho v niektorej vetve vypoctu najdeme. V tomto
momente je klicova slabd definicia ¢asovej zlozitosti pre alternujice Turin-
gove stroje.

3. Existencnd faza. Pre kazdy casovy segment v mnozine I; existenc¢ne uhddneme
k nemu odpovedajici vypocet stroja My, rovnakym sposobom, ako v kroku
(1d) prvej existencnej fazy. Velkost |I;| = m(n) = [6a(n)/log* a(n)], dizka
bloku je b(n) a preto ¢as priebehu tejto fazy bude
O(b(n)m(n)) € O(a(n)b(n)/log" a(n)) € O(t(n)/log" t(n)).

4. Univerzdlna fdza. Univerzalne vyberieme vrchol i € I; U{j}. Ostdva overit,
¢i uhddnutd zaciatoénd konfiguracia ¢asového segmentu 4 je podla precho-
dovej funkcie stroja M, konzistentna s konecnymi konfiguraciami vSetkych
jeho priamych predchodcov v grafe G. Pre vrchol v grafe vypoctu a jeho
priameho predchodcu plati, ze hlava sa na paske do bloku ku ktorému tieto
vrcholy patria medzi tymito casovymi fazami nedostane, a preto sa dané
konfigurdcie musia zachovat (neméd ich ¢o zmenit). V pripade, Ze niektoré
z tychto overovani zlyhd, vstup odmietneme, v opacnom pripade mozeme
akceptovat. Pre pevné i je velkost mnoziny |I;| < e(n) a pocet moznych
predchodcov kazdého vrcholu je najviac a(n), preto deterministické overe-
nie prebehne v case

O(a(n)e(n)) = O(a(n)*/log” a(n)) € O(t(n)/log" t(n)).

Kazda féza a preto aj cely vypocet prebehne v ¢ase O(t(n)/log" t(n)).
[

Lemma 6. Ak DLIN = NLIN, potom pre lubovolné k plati DLIN = %, - TIM E(n)
(a zarovert DLIN = 11,-TIME(n)).
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Dékaz. Lemmu dokdZeme indukciou vzhladom na pocet alterndcif .

Nech k£ = 1. Potom je jazyk akceptovany takym alternujicim Turingovym
strojom M, ktory ma vSetky stavy rovnakého typu. V pripade, ze vsetky stavy
su existenéné, je tento Turingov stroj nedeterministicky, teda L(M) € NLIN a
podla predpokladu NLIN = DLIN aj L(M) € DLIN.

Ak st vSetky stavy univerzalne, potom doplnok L(M) € NLIN, podla predpo-
kladu L(M) € DLIN a trividlne aj L(M) € DLIN.

Nech je L jazyk akceptovany alternujicim Turingovym strojom M, ktory urobi
pocas vypoctu k alternédcii. Upravime stavy M tak, aby v nich bol ulozeny pocet
alterndcii, ktoré pocas vypoctu prebehli. Dalej stroj upravime tak, aby svoju
prvi alterndciu urobil vzdy na lavom okraji pasky a nasledne presiel do stavu
So. Svoj povodny stav si zapaméta na paske. Turingov stroj, ktory zacina v sta-
ve So urobi uz iba k — 1 alternécii (a akceptuje jazyk v ¥j_1-TIME(n), alebo
[y -TIME(n)), preto k nemu podla indukéného predpokladu existuje determi-
nisticky Turingov stroj, pracujuci v linearnom ¢ase. Jeho nahradenim dostavame
alternujici Turingov stroj, ktory ma vsetky stavy jedného typu, ziadnu alternaciu
uz neurobi, pracuje v ¢ase O(n) a akceptuje rovnaky jazyk ako povodny stroj M.
Nakoniec vyuzijeme uz dokazané tvrdenie pre k = 1.

¢ Indukény
y predpoklad
80

. Pripad pre k =1
\J

Obr. 4.1: Indukcia k dokazu Lemmy 6.

[
Lemma 7. Ak DLIN = NLIN, potom pre lubovolné casovo konstruovatelné
t(n) a pre lubovolné k plati ¥ - TIME(t(n)) = DTIME(t(n))

Dékaz. DTIME(t(n)) C Xi-TIME(t(n)) plati trividlne.

Naopak, nech L € ¥, - TIM E(t(n)). Skonstruujeme jazyk L' = {w#"“D|w € L}
kde # nie je symbolom v abecede jazyka L. Potom L' € ¥, -TIME(n), podla
lemmy 6 L' € DTIME(n) a preto L € DTIME(t(n)) O

Veta 6. DLIN C NLIN

Dokaz. DLIN C NLIN je trividlne platné z definicie. Predpokladajme, ze DLIN =
NLIN. Potom z lemmy 7 pre t(n) = nlog*n a k = 4 dostdvame platnost

Yy-TIME(nlog*n) = DTIME(nlog" n) (4.1)
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a z vety 5 vieme, ze deterministicky vypocet sa d4 pomocou alternujiceho Tu-
ringovho stroja urychlit, t.j.

DTIME(nlog*n) C X4-TIME(n). (4.2)
Spojenim obidvoch vztahov dostdvame
Yu-TIME(nlog"n) C¥y-TIME(n) (4.3)

¢o je v spore s vetou 2 o alternujiicej hierarchii, kedze n € o(nlog*n). O]
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5. Zaver a rozsirenia

Na zdver spomenieme niekolko vysledkov, ktoré sa nasej prace priamo, alebo
nepriamo dotykaju.

5.1 Zrychlena simulacia deterministického vypoctu
pomocou X»-stroja

Balcazar v cviceniach ku tretej kapitole knihy Structural Complexity II [2] uvie-
dol, Ze v simulécii z vety 5 o zrychleni deterministického Turingovho stroja po-
mocou Y4-stroja stacia dve alternacie namiesto Styroch a teda pouzity stroj bude
typu 2.

Toto postulované tvrdenie dokdzal S. Gupta v [4] spolu s dosledkom, ze dve
alterndcie su ostro silnejsie, ako deterministicky cas, t.j.

DTIME(t(n)) € So- TIME(t(n))

pre kazdé casovo konstruovatelné t(n) > n.
Ukézeme, ako sa d4 vypocet deterministického Turingovho stroja zrychlit po-
mocou dvoch alternécii a naznacime, ako z toho vyplyva uvedeny dosledok.

Veta 7. Pre kazdi casovo konstruovatelni funkciu t(n) > nlog*n plati
DTIME(t(n)) C Xo-TIME(t(n)/log* t(n)).

Dokaz. Predpoklady k simulédcii pomocou ¥, stroja, ktori predvedieme, su rov-
naké, ako v dokaze pre ¥, stroje vo vete 5. Pre kazdy jazyk L € DTIME(t(n))
existuje deterministicky Turingov stroj My, akceptujuci jazyk L v case t(n) a
k nemu existuje deterministicky Turingov stroj M, pracujuci v blokoch diZky
b(n) pre dané a(n) = [t(n)s] a b(n) = [t(n)3] akceptujici jazyk L v case
O(t(n)). Rovnako vyuzijeme platnost vety 4 o existencii m-segregdtoru velkosti
e(n) = [15(2k + 3)a(n)/log" a(n)], kde m = m(n) = [6a(n)/log" a(n)].

Zostrojime alternujici Turingov stroj typu X akceptujici jazyk L v ¢ase t(n)/log* t(n).

1. Emistencénd fdaza. Prvéa faza ostava oproti dokazu pre ¥4 stroj bez zmeny.
Preto iba strucne :

(a) Uhédneme polohu kazdej hlavy v jednotlivych blokoch pocas vypoctu
stroja M.

(b) Zostrojime graf vypoctu podla uhddnutych poloh hldv v predchddzajicom
kroku.

(¢) Uhddneme mnozinu J C G ako kandidata na segregétor.

(d) Pre kazdy vrchol v segregétore J a posledny vrchol grafu vypoctu v
uhadneme zaciatoénu konfiguraciu v tomto bloku a odsimulujeme de-
terministicky vypocet stroja M,. Zaciatocné a koncové konfiguracie si
zapaméitame na pomocnych paskach, oznacime ich pre vrchol j ako
Init;(j) a Final;(j).
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(e) Overime, ¢i koncova konfigurdcia v poslednom vrchole grafu vypoétu v
konci v akceptujicom stave. Ak nie, vstup odmietneme.

2. Univerzdlna faza.

(a) Univerzalne vyberieme j € J,. Deterministicky vypocitame mnozinu /;
vietkych predchodcov vrcholu j v grafe G\ (J\{j}). Overime, ¢i je po-
sledny pohyb hldv v konfigurécii Final;(j) konzistentny s uhadnutymi
polohami hlédv v kroku (1a), ak nie je, odmietame.

(b) Postupne budeme podla casovej néslednosti prechddzat vrcholy v I;
a pomocou konfiguracii Final; simulovat priebeh vypoctu. Vrcholy
v I; maji svojich priamych predchodcov bud v mnozine [}, alebo v
mnozine J.

Pre vrcholy z mnoziny J pozname konfiguracie Finaly, ktoré pocas
simulécie vyuZzijeme - t.j. nebudeme zaciatoéné konfigurcie hadat, ako
v dokaze pre Y4 stroje.

Pre vrcholy z mnoziy I; budeme koncové konfiguracie postupne v ich
¢asovej naslednosti vyrabat pri simuldcii. Potrebujeme preto k uz od-
simulovanym vrcholom mnoziny [; pristupovat dostatocne rychlo. Na
to vyuzijeme poznatok, ze graf G je typu Horii(a(n)) (Lemma 4).
Pre kazdu komponentu G; € Hy(a(n)),i € {1,...,2k + 1} pouzijeme
jednu péasku, takze celkovo simuldciu prevedieme na 2k + 1 péaskach.
Kazda z hrén e = (vy,vy) v grafe G; hovori, ze simulovand hlava sa
nachadza vo fazach v; a ve v rovnakom bloku a zaroven sa ziadne
hrany nekriZia. Preto moZeme k odsimulovanym blokom pristupovat
tak, ako na zasobniku (LIFO). Nekrizenim hrén méame zarucené, ze pri
ceste spit na paske budeme maft potrebny blok na spravnej pozicii.

Na rozdelenie grafu G do podmnozin G; € Hi(a(n)), vybranie po-
trebnych konfigurédcii z Fiinal; a simuldciu blokovych faz mnoziny I;
je potrebny ¢as O(b(n)m(n)) C O(t(n)/log* t(n)).

Pre vrcholy j € J takto paralelne odsimulujeme kazdu cast I;. Na
zaver eSte potrebujeme rovnako, ako v poslednej univerzalnej faze 4
dokazu vety 5 pre ¥, stroje paralelne overit konzistenciu zaciatoénych
konfiguracii vrcholov j € J s koncovymi konfiguraciami ich priamych
predchodcov v grafe G. Ked'ze J je segregdtorom, jeho velkost je e(n),
pocet priamych predchodcov vrcholu nie je vacsi ako a(n) a preto ove-
renie prebieha v ¢ase O(e(n)a(n)) C O(t(n)/log" t(n)).

]

Veta 8. Pre kazdi ¢asovo konstruovatelni funkciu t(n), ny/log" n € o(t(n))
je DTIME(t(n)) € Xo-TIME(t(n)).

Dékaz. Predpokladajme, ze pre niektoré t(n) zo znenia vety plati
DTIME(t(n)) = o-TIME(t(n))
Z vety 7 vyplyva, ze

DTIME(t(n)) € DTIME(t(n)+/log"t(n)) C DTIME(t(n)log"t(n)) C Xo-TIME(t(n))
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aak DTIME(t(n)) = 3o-TIME(t(n)), potom sa vsetky tieto uvedené mnoziny
rovnaju.

Navyse DTIME(t(n)) = DTIME(t(n)) a preto aj
Yo-TIME(t(n)) =1ly-TIME(t(n)) = DTIME(t(n)y/log" t(n))  (a)

Kedze lt(—”)t() € o(t(n)) potom podla pozndmky 1 k dokazu vety 2 plati
og* t(n

I, - TIME(t(n)) \ EQ-TIME(lt<—T)t()) 40
og t(n

Podla vety 7

DTIME(t(n)\/log* t(n)) C EQ—TIME(%)

a potom aj
II,-TIME(t(n)) \ DTIME(t(n)y/log"t(n)) # 0
a to je spor s tym, ze sa tieto triedy rovnaju («). ]

Predpoklad ny/log*n € o(t(n)) nie je v predchadzajicej vete nevyhnutny a
d4 sa ho pomocou malej ipravy zbavit. V nasom dokaze sme ho pouzili preto, Ze
delenie vyrazom +/log*t(n) by nés dostdvalo pod linedrnu ¢asovi zlozitost, kde
v plnom zneni neplati vic¢sina dokazanych tvrdeni, ktoré pouzivame. Idea dokazu
vsak ostava rovnakd a jeho plna verzia sa nachddza v praci [4]. Potom tvrdenie
plati pre kazdi casovo konstruovatelni funkciu ¢(n).

5.2 (Oddelenie casu a priestoru

Dolezity vysledok v kategorizacii tried zlozitosti je tvrdenie dokdzané v clanku
[7]. Kedze priestorovii zlozitost pre deterministické Turingove stroje sme este
nedefinovali, urobime tak teraz.

Definicia 11. Pre lubovolni funkciu t(n) > n definujeme triedu DSPACE(t(n))
nasledovne: Jazyk L patri do triedy DSPACE(t(n)), prdve vtedy, ked ezistuje
deterministicky Turingov stroj M, ktory na kaZdom akceptovanom vstupe dl/zvky n
pocas vypoctu vyuzije najviac t(n) policok na vsetkiych svojich pdskach a plati
L=L(M).

Tvrdenie 1. Pre kazdi funkciu t(n) plati
DTIME(t(n)) € DSPACE(t(n)/logt(n))

Pouzitim vety o priestorovej hierarchii pre deterministické Turingove stroje
ako dosledok dostavame separaciu DTIME(t(n)) € DSPACE(t(n)) pre kazdé
t(n) > n.

Nasledujice tvrdenie je priamym rosirenim vety DLIN # NLIN.

V ¢ldnku [13] autor dokazuje pomocou obmedzenia vetvenia stromov vypoctov
tvrdenie

34



Tvrdenie 2. Pre kazdi funkciu t(n) taki, Ze t(n) € o(nlog™ n) plati
DTIME(t(n)) £ NTIME(t(n)).
Ako désledok vyberom t(n) = ny/log" n dostdvame platnost

DTIME(n+/log"n) # NTIME(ny/log" n).

Takto vetu DLIN # N LIN postivame na vyssiu ako linedrnu zlozitost. Kedze
vSak nevieme, ¢i st oddelené triedy DLIN a DTIM E(n+/log* n), nevieme ani,
¢i je dokdzané tvrdenie skutocne silnejsie.

Druhym vysledkom textu [13] je dokaz, ze aspon jedno z nasledovnych tvrdeni
plati:

1. P4L
2. Pre kazdé polynomidlne ohranic¢ené t(n) plati DTIM E(t(n)) # NTIME(t(n)).

kde P je trieda jazykov akceptovanych deterministickym Turingovym strojom v
polynomidlnom case a L je trieda jazykov akceptovanych deterministickym Tu-
ringovym strojom v logaritmickom priestore. Na zavedenie logaritmického pries-
toru je nutné upravit model Turingovho stroja, pridat mu jednu vstupni pésku
na ktori nie je mozné zapisovat a v definicii priestorového ohranicenia brat do
uvahy iba obsah pracovnych pasok.
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