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Uvod

V mnoha odvétvich pramyslu a védy se setkavame s problémem proudéni tekutin.
K jeho Teseni existuji tfi cesty: praktické experimenty, analytické reseni a poci-
tacova simulace. Praktické experimenty v aerodynamickych tunelech jsou vsak
jak casové, tak i finanéné narocné a analytické feSeni Navier-Stokesovych rovnic,
které proudéni tekutin popisuji, lze nalézt jen pro velmi jednoduché problémy.
Proto maji metody pocitacové simulace proudéni tekutin (Computational Fluid
Dynamics, CFD) jiz dlouho své nezastupitelné misto v mnoha oborech, jako je
letectvi, automobilovy primysl ¢i strojirenstvi.

Se zvysujicim se vykonem dostupného hardware se vSak také neustale zvét-
Suji problémy prichéazejici z prumyslové praxe. Problémy s miliony elementi jiz
nejsou ni¢im neobvyklym a je tedy nutné hledat postupy, pomoci kterych je moz-
né narocné ulohy fesit v rozumném case. V soucasné dobé jsou trendem paralelni
vypocty na vypocetnich clusterech, na kterych se nartst vykonu a dostupné pa-
méti realizuje pridavanim dalsich vypocetnich jednotek. Zvyseni vykonu je tak
mnohonasobné levnéjsi, nez kdybychom se snazili zvySovat vykon jednotlivych
procesoru.

Tyto vypocetni clustery se mohou sklddat z desitek az tisicli procesorovych
jader propojenych komunika¢ni siti. Proto je k simulaci nutné vybrat dobte para-
lelizovatelnou numerickou metodu, u které 1ze potiebné vypocty efektivné rozdélit
mezi velké mnozstvi procesorti. Pri snaze o efektivni paralelizaci programii nam
totiz v cesté stoji dvé prekazky: velké mnozstvi nutné komunikace mezi procesory
a nevyvazené mnozstvi prace jim pridélené. Nasim cilem by tedy mélo byt rozdélit
problém na nékolik dil¢ich problémi, stejné vypocetné narocénych a na sobé v co
nejveétsi mozné mire nezavislych.

Jak v praci ukdZzeme, nespojita Galerkinova metoda (Discontinuous Galerkin
Method, DGM ), kterou se v préci zabyvame, je pro tento postup velmi vhodna.
DGM v sobé kombinuje myslenky metody kone¢nych prvki a metody konecnych
objemil a z obou si bere to lepsi - predevsim libovolny fad aproximace a kom-
paktnost vzniklého numerického schématu. Za to platime cenu v podobé vyssich
vypocetnich narokii.

Hlavnim cilem této prace byla paralelizace programu ADGFEM [1] pro feSeni
parcialnich diferencidlnich rovnic pomoci nespojité Galerkinovy metody. Tento
program je vyvijen na Katedfe Numerické Matematiky MFF UK pod vedenim
doc. Vita Dolejstho. Prace volné navazuje na diplomovou praci Mgr. Michala
Zajace [18], obhajenou v roce 2008.

V préci se zabyvame nésledujicimi tématy: v kapitole 1 formulujeme Navier-
Stokesovy rovnice, které popisuji proudéni stlacitelnych tekutin a popiSeme je-
jich zakladni vlastnosti. V kapitole 2 se vénujeme popisu DGM, jejimu srovnani
s dalsimi metodami pouzivanymi v CFD, diskretizaci Navier-Stokesovych rov-



nic pomoci DGM a numerickému feSeni vzniklého problému. Zptisob paralelizace
programu pomoci rozdéleni vypocetni sité na ¢asti je podrobné rozebran ve tieti
kapitole. Numerické vysledky ukazujici, jak se paralelizace programu zdarila, jsou
prezentovany v kapitole 4.



Kapitola 1

Navier-Stokesovy rovnice

1.1 Formulace

Chovani vazkych stlacitelnych tekutin je popsano tzv. Navier-Stokesovymi rov-
nicemi. Navier-Stokesovy rovnice jsou nelinearni parcidlni diferencialni rovnice
a my je zformulujeme v nasledujicim textu. Jejich tvar lze odvodit ze zakonu
zachovani, toto odvozeni lze nalézt napt. v [10].

Méjme omezenou oblast Q € R d = 2,3 a ¢as T > 0. Oznaéme &asoprosto-
rovy véalec Qr = 2 x (0,7) a uvazujme nasledujici fyzikalni veli¢iny:

e hustotu p;
e rychlost v = (vq, -+, vg);

e celkovou energii e;

o tlak p.
Navier-Stokesovy rovnice muzeme zapsat v bezrozmérném tvaru
8w — —
E + V- f('w) =V R(w, V'w) v QT. (1.1)
Na levé strané rovnice stoji ¢asova derivace hledaného stavového vektoru,
p
pU1
w = :
PUd
e

a dale divergence nevazkych (Eulerovych) toki,

—

.f(w) = (-fl(w)v e 7fd(w))

s jednotlivymi slozkami
PUs
pUsUL + 01D
f.= : , s=1,---,d.
PUsV4 + Osap
(e + p)us



Ve vyrazu na pravé strané vidime

—

R(w,Vw) = (Ry(w,Vw), -+ , Ry(w, Vw))

coz jsou vazké toky s

R, (w,Vw) = : , s=1,---,d.

d v 06
> k1 TskUk + RePr 0z,

Zde jsme pouzili znacCeni: v Poissonova konstanta, Re Reynoldsovo ¢islo, Pr
Prandtlovo ¢islo, 6 teplota, 7 vazka ¢ast tenzoru napéti a d,; Kroneckerovo delta.
Symboly V a V- oznacujeme gradient a divergenci. Uvazujeme Newtonovskou
tekutinu, pro kterou je vazka c¢ast tenzoru napéti symetricka a jednotlivé prvky

maji tvar
1 dvs  Oug 2 < ov;
sk — 5 . _58 .
Tk Re (axk + (%8> 3 ; ox; k]
Navic predpokladéame idealni plyn, pro ktery miizeme tuto soustavu doplnit o
rovnici
p=(v—1)(e—plvf*/2) (1.2)
a definici celkové energie
e = cypl + plvf*/2, (1.3)

kde ¢y je specifické teplo pfi konstantnim objemu. Tuto soustavu rovnic musime
doplnit vhodnou poc¢atecni podminkou

w(z,0) = w’(z) € (1.4)

a okrajovymi podminkami. Rozdélme 02 = 0€; U ), U Q,,, kde €2;,Q, a 2, jsou
postupné vstup, vystup a nepropustna sténa. Na téch predepisujeme podminky

d d
00
a) p=pp, vU=uvp, Z (Zl lenl> v + Rgpr% =0 na 09; (1.5)

k=1 =

d
00
b) ZTsknk:Qs:l,---,d, 0_71:0 na 0,, (1.6)
k=1

00
¢c) v=0, — =0 na 09,, 1.7
) o (17)
kde pp a vp jsou predepsané funkce a n je jednotkova norméla OS2 orientované
ven z oblasti.
Poznamenejme zde, Ze vynechanim vazkych toku v Navier-Stokesovych rov-
nicich (1.1), tedy pro Re — oo, dostaneme nevazké Eulerovy rovnice

%—‘;’+v.f(w):o v Qr.



Problém urceny Navier-Stokesovymi rovnicemi (1.1), stavovymi rovnicemi (1.2)
a (1.3), pocateéni podminkou (1.4) a okrajovymi podminkami (1.5) - (1.7) nazy-

vame problémem proudent stlacitelnych tekutin.

Jesté zde doplnime platné vztahy pro vazké i nevazké toky, které vyuzijeme v

dalsi casti. Nevazké toky f, mizeme vyjadrit jako

fs:AS(w)wJ SZlv”'ad?

e Df (w)

w

A, =3 7

(w)=—p5
jsou Jacobiho matice zobrazeni f,.
Vazké toky miuzeme vyjadrit jako

d ow
R, (w,Vw) = K, . (w)—,
(. V0) =3 Kalw)z

(1.8)

(1.9)

(1.10)

kde K jsou matice rozméra (d + 2) x (d + 2), jejich tvar lze nalézt napiiklad v

[10].



Kapitola 2

Diskretizace problému

2.1 Tradi¢ni metody

V této kapitole se budeme zabyvat diskretizaci problému z prvni kapitoly pomoci
nespojité Galerkinovy metody (Discontinuous Galerkin Method, DGM).

Jesté nez se zacneme vénovat aplikaci DGM na Navier-Stokesovy rovnice,
vénujme par odstaved hlavnim myslenkam DGM a srovnani této metody s meto-
dami ostatnimi pouzivanymi v oblasti CFD: metodou kone¢nych objemu (Finite
Volume Method, FVM) a metodou kone¢nych prvka (Finite Element Method,
FEM). Obé tyto metody maji své vyhody i nevyhody, a nevyhody obou poméha
prekonat pravé nespojitd Galerkinova metoda.

Metoda konecnijch objemii vychézi z integralniho tvaru zakonu zachovani. Za-
kladni myslenka spoc¢iva v diskretizaci vypocetni oblasti na jednotlivé elementy
a aproximaci feSeni konstantni hodnotou na kazdém elementu. Nejednoznacnost
feSeni na hranici dvou elementii je feSena pomoci tzv. numerického toku. Mezi
vyhody FVM patii moznost pouziti na oblastech se slozitou geometrii, jelikoZ
neni omezena jen na strukturované sité. Dale pak relativni jednoduchost imple-
mentace a také kompaktnost této metody: v kazdém casovém kroku potfebujeme
spocitat hodnotu hledané funkce na vSech elementech. Pro tento vypocet nam
na kazdém elementu znaci znat hodnotu funkce z predchézejiciho kroku jen na
elementu samotném a hodnoty na hranach elementu. To je velkou vyhodou pro
efektivni paralelizaci této metody: je-li sit rozdélena mezi vice procesoru, mezi
jednotlivymi procesory neni tfeba vyménovat prili§ mnoho informaci. Podstatnou
nevyhodou je obtiznost pouziti vyssich radt aproximace. Toho se da dosdhnout
pomoci riznych metod rekonstrukce, pii kterych je feseni vyssiho fadu zkonstru-
ovano s vyuzitim hodnot funkce na sousednich elementech. To je ovSsem zvlasté
na nestrukturovanych sitich technicky obtizné. Navic tim castecné prichazime o
vySe zminovanou vyhodu kompaktnosti schématu.

Metoda konecnijch prvki je zalozena na slabé formulaci daného problému, kde
priblizné feSeni hledame jako linearni kombinaci spojitych bazovych funkei. Ty se
konstruuji pomoci sité kone¢nych prvki tak, ze funkce jsou na kazdém elementu
polynomialni. Stejné funkce oby¢ejné pouzivame i jako testovaci funkce.

Vyhodou metod koneénych prvki zistava vhodnost pro pouziti na oblastech
se slozitou geometrii. Oproti FVM je nasazeni vyssich fadu aproximace jednodu-
ché a prirozené, je to pouze otézkou volby stupné bazovych funkci. Nevyhodou
pak je, ze i pti pouziti explicitni diskretizace v case musime v kazdém casovém



kroku tesit soustavu rovnic. To je zptsobenou prekryvajicimi se nosi¢i bazovych
a testovacich funkei a pozadavkem na spojitost téchto funkei na hranici elementt.
Navic, pouziti FEM se spojitymi bazovymi funkcemi na problémy z mechaniky
tekutin, zejména pokud je feSeni nejspojité (napf. razové viny), mize vést k os-
cilacim nefyzikalniho puvodu v pfiblizném fteseni. Tento problém lze vSak Tesit
pridanim stabiliza¢nich ¢lent.

2.2 Nespojita Galerkinova metoda

Nevyhody obou vyse zminénych metod pomahé piekonat nespojitd Galerkino-
va metoda konecnijch proki. Na nésledujicich fadkach struéné popiSeme historii
DGM a nastinime jeji myslenku.

Nespojita Galerkinova metoda byla poprvé pouzita v [16] pro feSeni rovnice
transportu neutront v roce 1973, v oblasti mechaniky tekutin se DGM zacala
prosazovat v devadesatych letech. V roce 1989 byla DGM prvné aplikovana na
nelinarni rovnice zakoni zachovani v [4] a prvni pouziti na Navier-Stokesovy rov-
nice se objevilo v roce 1997 v praci [3]. V nasledujicich letech se objevila dalsi fada
praci tykajici se DGM a mechaniky tekutin. My v nasem dalsim textu vychazime
z praci [6], [7], [8] a [9]. Tam lze také nalézt nékteré podrobnéjsi informace o
pouzitych metodach, které v tomto textu vynechavame.

P1i popisu nespojité Galerkinovy metody opét vyjdeme ze slabé formulace
daného problému. Vypocetni oblast, stejné jako u FEM, rozdélime na jednot-
livé elementy. AvSak narozdil od FEM, u DGM na hledané feseni nekladame
podminku spojitosti mezi elementy. Bazové i testovaci funkce volime jako funkce
nespojité, polynomialni vzdy na jednom elementu a nulové vsude jinde. Podobné
jako u FVM, nejednoznacnost feseni mezi elementy obchazime pomoci pouziti
numerického toku.

Vyhod tohoto pristupu je nékolik: Diky volbé baze jako po ¢astech polyno-
miélnich funkei miZzeme pouzit vyssi rady aproximace bez problému, sta¢i nam
zvysit stupen bazovych funkei. Protoze béazové funkce jsou nenulové vzdy jen na
jediném elementu, dostaneme kompaktnéjsi schéma, u kterého nejsou rovnice tak
vzajemné provazané. Stejné jako u FVM, kompaktnost schématu zajistuje, ze
pro nutné vypoc¢ty ndm staci znat hodnoty funkce jen na daném elementu a na
hranici se sousednimi elementy. Pti paralelizaci nam staci mezi procesory posi-
lat jen malé mnozstvi informaci. Navic volba vhodného numerického toku nam
umozni zohlednit smér toku informaci u daného problému. Mezi dalsi vyhody
patii i slabsi podminky na pouzitou triangulaci, narozdil od FEM se v siti mohou
vyskytovat tzv. hanging nody a mtzeme libovolné kombinovat elementy riznych
typu - trojihelniky, ¢tyithelniky i jiné polygony. Stejné tak mtzeme kombinovat
rizné stupné aproximace na ruznych elementech.

Za tyto prijemné vlastnosti ovSem musime platit cenu. Tou jsou predevsim
zvySené vypocetni naroky. Protoze hledand funkce je mezi elementy nespojité,
musime na hrané elementu pouzit dvakrat vice stupnii volnosti nez u FEM. Pocet
neznamych se tak muze v zavislosti na stupni aproximaci i vice nez zdvojnasobit.



2.3 Prostorova diskretizace

Zavedme si nyni oznaceni a nékteré dalsi pojmy nutné pro prostorovou diskreti-
zaci rovnic.

2.3.1 Triangulace

Rozdélme oblast € na kone¢ny pocet vzajemné disjunktnich, polygonélnich ele-
mentu K.

Definice. Rekneme, Ze systém n polygondinich elementis K;,i = 1,--- ,n je tri-
angulace oblasti 2, pokud:

CL) ﬁ = U Ki,
i=1
b) int(K;)Nint(K;) =0 pro i # j.
Tuto triangulaci budeme znacit Ty, kde h = maxger, hx o hx = diam(K).

Zavedme nyni oznac¢eni Fj, pro viechny hrany (ve 2D) ¢i stény (ve 3D) ele-
mentu K dané triangulace 7;,. Dale znac¢ime

e F! vnitini hrany;

e FP hrany s predepsanou Dirichletovskou podminkou (pro alespoii jednu
slozku w);

e FY hrany s piedepsanou Neumannovskou podminkou (pro vechny slozky
w);

o FPY < FPURY:
o FIP =FlUFP;
o Fi ={l' € F,, I C oV}
o Fr={l'eF, TIcCo};
o F={T'eFy, I CO};
o Fi°=F UF;
Pfipomeneme-li si okrajové podminky (1.5) - (1.7), pak lze vidét, ze plati
FP=FUF,
Fi = Fr.

Navic ziejmé F, = FL U FPN.

Pro kazdou hranu I' € Fj, definujme jednotkovy normalovy vektor mr. Pro
I' € F} volime orientaci normélového vektoru libovolnou, ale pevnou. Pro I' €
FPN necht se orientace nr shoduje s orientaci vngjsi normaly 9.

10



2.3.2 Prostor funkci po ¢astech polynomialnich

Nespojita Galerkinova metoda nam nebrani v pouziti riznych stupii aproximace
na ruznych elementech. Pro kazdy element K € 7T, ozna¢me lokilni polynomialni
stupent px a definujme vektor p = {pg, K € T,}. Pak mizeme zavést prostor
funkci po ¢astech polynomialnich piislusny vektoru p jako

Shp = {v;v € L*(Q),v|x € Py, VK € Ty}
Resen{ rovnic budeme hledat v prostoru
Shp = (Shp)d”‘

Pro potieby dalsiho textu jesté definujeme skok a priamér funkce na hranici
elementti. Pro kazdou hranu I' € F} existuji dva elementy K,, K,, takové, Ze
I' c K,NK,. K, budeme znacit ten z elementt, ktery lezi ve sméru normaly np,
K, ten v opacném smeéru. Pak znacime

0[P = stopa v|k, na I';

vl = stopa vk, na I’

1 n
(v = 5 @l +ol);
ol = ol = olf”.

Je zfejmé, ze hodnota [v]r zévisi na orientaci normély nr, ale hodnota [v]rnr je
na ni nezavisla.

Pro hranu I' € FPV, tedy hranu na hranici oblasti 2, existuje element K,
takovy, ze I' C K,N0SL. Pro tuto hranu definujeme (v)r = [v|p = v|(rp). Symbolem
v|(Fn) oznacujeme stopu v z vnéjsku €2 danou bud'to okrajovymi podminkami nebo
extrapolaci z vnitiku.

Z davodu pirehlednosti budeme v dalsim textu u symbolu (-)r a [-]r vypoustét
index I, bude-li zfejmé, na jaké hrané pracujeme (typicky napt. [.[v]dS).

2.4 Formulace DGM pro Navier-Stokesovy rovni-
ce

V této sekci se zamérime na zpusob diskretizace Navier-Stokesovych rovnic. Né-
které detaily zde vynechéavame, pro podrobnosti ¢tenare opét odkazeme na |[7]
nebo [8].

Méjme w € H?(Q)%"2. Vynédsobime rovnici (1.1) testovaci funkef ¢ € S, (2),
zintegrujeme pies K € 7T, a posCitame pres vechny K € 7T,. Vénujme se nyni
postupné vazkym a nevazkym clentim.
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2.4.1 Vazké cleny

Po vynasobeni vazkého ¢lenu V - R(w, Vw) z pravé strany rovnice, zintegrovani,
pouziti Greenovy véty a nasledném uziti vztahu (1.10) obdrzime

_ R,(w, Vw) 9P 4y
Z Z Oz,

KeTh

+ Z /Z (w, Vw))n, - [¢]dS
_Z/Z<ZKM SZ) gfsdx (2.1)

KeT;

+Z/Z<§:Kk 8xk> s - [plds.

rerip

Integraly pies I' € F} se zde nevyskytuji kvili okrajové podmince (1.6).
K témto ¢lentim pfiddme ¢len zajistujici stabilitu odvozovaného schématu

'y Z<ZK w) o > , - [w]ds. (22)
rerlP g
Abychom toto vyrovnali, na druhou stranu rovnice pfi¢teme
> / S KT, S, wids, (2.3)
Lerp 7" sk=1

kde vektor wp je zadan okrajovymi podminkami. Tento ¢len slouzi jako kom-
penzace stabiliza¢niho ¢lenu v tomto smyslu: Je-li funkce w € H%(Q)4*? feSenim
(1.1) splitujicim okrajové Dirichletovy podminky, pak [w]|r =0 pro I' € F} a

n . /FZ<ZK o(w >§:Z>” - [w]ds

2% [3{w >§;’;> ol
—UZ/ZK ns wpdS

rerp s,k=1

a uvedené ¢leny se rovnaji.
Podle hodnoty parametru 7 rozliSujeme typ schématu. Obvyklé jsou hodnoty

e n = —1: non-symetric interior penalty Galerkin, NIPG,
e 1 = 1: symetric interior penalty Galerkin, SIPG,

e 1 = 0: incomplete interior penalty Galerkin, IIPG.
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Na zékladé téchto tvah definujeme pro wy, wy, ¢, € Sh, nasledujici formy.
Na zéakladé ¢lent z vyrazi (2.1) a (2.2) zavadime formu ay,

d d
. _ Ow 0
ap(wp, wp, @),) = Z / Z (Z K57k<wh)87:> . (‘;;hdx

a vzhledem k (2.3) definujeme formu a,,

d
. _ .0
an(wy, ) = —n g /F E KST,k(wh)%ns ~wpdS.

rerp 8,k=1
Tyto formy vyuzijeme pozdéji v sekci 2.4.4 pro semiimplicitni diskretizaci problé-
mu.

2.4.2 Nevazké c¢leny

Postupujeme jako piedtim: nevazky ¢len V- f(w) nasobime funkci ¢ € S4,(€2),
integrujeme pies K € T, a poséitame pres vsechny K € 7T;,. Po pouziti Greenovy
véty pak obdrzime

> /BK;fs(w)ns-sodS— > /K;f(w)-gzdm

KeTy, KeTy,

Pro druhy ¢len pouzijeme vztah (1.8) a dostaneme

) /K;f(w)’g—zdxz > /K;As(w)w-g—;idx. (2.4)

KeTy KeTy
V prvnim ¢lenu pouzijeme techniku zndmou z metody kone¢nych objemi: apro-
ximaci pomoci numerického toku,

d
3 s gas ~ [ Gl ) - elis

Diky této upravé mizeme druhy c¢len upravit nasledovneé:

Z /8K2fs(’w)ns <pdS = Z /szs(w)”s [ldS

KeTy, TeF,

=3 [ Hl? wl ) e 25)

rer, /T

13



Zde pouzivame Vijayasundaramiiv numericky tok,

Hwwym) = P (20 0w P (U0 )

kde P* jsou kladna a zaporna ¢ast matice

Pfipomenme, Ze matice A, jsou definovany vztahem (1.9).
Specialni oSetieni si zadaji ¢leny, kde integrujeme pfes I' lezici na hranici
oblasti Q. Pro I' € F}° definujeme

w|(F”) = LRP(w|(Fp),'wD,np), (2.6)

kde LRP(-,-,) znadi feSeni lokdlntho Riemannova problému s predepsanou okra-
jovou podminkou wp.
Pro I' € F}¥ pak uvazujeme

[ Bl wl? ) pldS = [ Pulw.nr) - pds 2.7)
I I

kde
FW(wa ’I’L) = (O7pn1> c, PN, O>T

Podobné jako pro vazké, i pro nevazké ¢leny zavedeme pro wp,, wp, @, € Shp
dvé formy. Na zékladé vztaha (2.4), (2.5) a (2.7) definujeme

by (W, wy, @) = Z/ZA wy, - &Phdﬂf

KeTh

+Z/wwth “((wn), n)wl () - [, ]S

rer}

= 3 [ (Pt mw?) -leds

reFje

+ Z /FW whvwhv ) SohdS

Lery

buini) == 3 [ (P ((wa)mjwnli”) - [pilds:

reFio
Zde Fyy (wy,wy,,n) volime jako linearizaci Fy (w,n), pro kterou plati

Fw(’a)h,’u)h,’n) = ("}/ — 1)DFw(’&)h, n)wh.

Matice DFw (w,n) je tvaru (d + 2) x (d + 2), ziskana derivaci Fy . Jeji tvar lze
nalézt napf v [8].
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2.4.3 Vnitini a okrajova penalizace

Jako vnitini a okrajovou penalizaci definujeme pro wy, ¢, € Sp, formy

T (wh, @p) Z/ olw] - [p)d

reFlP

Jh (Ph Z /UwB (PhdS
r

rerp

kde penaliza¢ni parametr o volime pro I' € F/P jako

Cw
diam (") Re

0'|1" =
a Cy je vhodna konstanta.

Je snadno vidét, Ze pro w € H?*(Q)*? fesici (1.1) a spliwjici Dirichletovy
okrajové podminky plati [w]|r =0 na I' € F/ a plati

Tiwe) = 3 [ owl-lolis = 3 [ ofu)

NSV rerp
= Z /U"UB PpdS = Jh(Soh)
rerp

2.4.4 Semiimplicitni diskretizace

Slozme nyni dohromady vSe vySe odvozné. Definujme pro wy,, wp, @;, € Sh, formy
Ch('L_Uha Wh, Soh> = a’h(ﬁjfu Wh, 90h> + bh<ﬂ)h7 Wh, Soh> + JZ(’UJ}«H (Ph)7
Ch(Wh, py) = an(Wn, @) + ba(wn, @) + T (P4)-

V prechozim textu jsme formy ¢y, ¢, odvodili tak, Ze pro dostate¢né hladkou
funkei w : Qp — R¥2, ktera fesi Navier-Stokesovy rovnice (1.1), plati

d _
W) ta(ww o) =cy(w,e) VoS,
Prostorové diskretizovany problém muzeme tedy zapsat nasledujicim zptisobem:

Definice. Rekneme, Ze funkce w;, € CH([0,T); Syp) je semidiskrétnim FeSenim
problému proudéni stlacitelnych tekution, pokud

a) (M,¢h) + en(wa(t), wa(t), ¢,) = en(wi(t), ¢y) Ve, € Shp,

ot
vt e (0,7),
b)  wi(0) = wj,

kde w$) € Sy, je Sh, aprozimace pocdtecni podminky.
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Otéazkou ztstéava c¢asova diskretizace této soustavy obycejnych diferencialnich
rovnic. Tento problém je typu stiff a tudiz bychom pfi pouziti explicitni ¢asové
diskretizace museli brat velmi kratké casové kroky a vypocet by se tak stal velmi
neefektivnim. Nasazeni implicitniho schématu je ovSem také problematické: v
kazdém casovém kroku bychom museli Tesit soustavu nelinedrnich rovnic, a to je
velmi vypocetné drahé. Proto budeme v dalsim pouzivat takzvané semiimplicitni
schéma predstavené v [6] a [8].

Vratme se zpét k formé ¢;(-, -, ). Protoze formy ap(-,-,-),bn(-,-, ) a J7(-,-)
jsme konstruovali tak, ze jsou linedrni ve svych druhych a tfetich argumentech
(popf. prvnim a druhém pro J7), je i forma ¢, linearni ve svém druhém a tietim
argumentu. Muzeme tedy postupovat nasledujicim zptsobem: ¢asovou derivaci
budeme aproximovat zpétnou Eulerovou metodou a s jednotlivymi argumenty ¢y,
budeme zachazet odlisné. Prvni budeme aproximovat explicitné a druhy implicit-
neé.

Mgmé 0 =ty < t; < --- < t, = T rozdéleni ¢asového intervalu (0,7) a
ozna¢me ¢asové kroky 7, := t;, — tx_1. Pro zjednoduSeni znacime wi = wy(ty) €
Shp. Pak miiZeme zapsat tvar diskrétniho problému.

Definice. Rekneme, e funkce {wl}r_, jsou pribliZznym feSenfm problému prou-
dénf stlacitelnych tekutin, pokud

a) wy € Shy

1 _ _ _ _
b) T_k(wi - wﬁ la Qoh) + Ch(wi 17 wzv Soh) = Ch(wi la Soh)

Ve, € Shpy k=1, .1, (2.8)
c) w) € Sy, je aprozimace w°.

Oproti zcela implicitnimu schématu nyni musime v kazdém kroku feSit jen
vypocetné levnéjsi soustavu linearnich rovnic, jeji tvar a zpisob FeSeni si popiSeme
v dalsi sekci. Navic, semiimplicitni schéma je numericky stabilni, vyhneme se tedy
omezeni na délku ¢asového kroku, jaké bychom méli u plné explicitniho schématu.

2.5 Numerické reseni

V této sekci se budeme vénovat numerickému feseni diskrétniho problému (2.8).
Ozna¢me jako dof dimenzi prostoru Sj, a dofx lokalni stupeii volnosti pro
element K € T,

d
d+2 ,
TH(?KJrJ)-

j=1

dOfK =

Plati dof = >y dof.

Méjme bazi B prostoru Sp,. Prostor S}, je prostorem funkci nespojitych, po
¢astech polynomialnich, a bazi B muzeme slozit z funkci nenulovych vzdy na
jediném elementu, tedy

B= [ {¢]}2r,
KeTh

kde z,ij jsou linearné nezavislé funkce takové, ze supp(z,bf ) € K. Pro jednodu-
chost zapisu v dalsim textu si sefadme vSechny funkce zij tak, abychom mohli
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psat
B = |J (el h = (),

KeTh
Pak kazdou funkci w? € Sy, miizeme vyjadrit jako linearn{ kombinaci bazovych
funkei 1, (x),

dof

=1

Oznacme € = (&b &b, ¢k ) € R Pak problém (2.8) miZzeme zapsat ve
tvaru

(ZM+CE D)€ = Tme D 4a@@ ) k=1 @9

Tk Tk
Zde znac¢ime M blokové diagonalni matice hmotnosti,

M = diag{M g r, K € Tp},
MK,K = {M;%j}dOfK

7,5=1>

MY = / P e,
K

jejiz diagonalni bloky M g x maji maji velikost dof x x dof . Matice C' odpovida
formé ¢y,

C(&"") = {Cxp i, (6" )}k KneTn

Cxk,, K, (&1 = {Ci{n,Kn(gk_l)}i:l,m,dome,j:I,v--,dofKna

Ok, (877) = en(wy ™! i ).
Matice C se sklada z blokt C'x,, g, velikosti dofg,, xdof g, . Protoze bazové funkce
'l,/JJK jsou nenulové jen na elementu K, je ziejmé, Ze blok Ck,, g, je nenulovy

pouze tehdy, pokud elementy K,, a K, maji spole¢cnou hranu nebo K,, = K,.
Tvar matic pro jednoduchou triangulaci M a C' je znazornén na obrazku 2.1.

9 M, Ci1 |Cra Cis
1 Mo o Co1 |Co2|Cos
\ M 3 C3.2|Cs3,3[Ch 4
My 4 Cy3|Cay| Cus
5
A Ms 5 Cs1 Cs4 Cs5 |Cs
6
M g Css |Coe
(a) Triangulace (b) Matice M (¢) Matice C

Obrazek 2.1: Tvar matic M a C. Na elementech 1 a 5 je pouzit vyssi stupen
aproximace.
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Vektor m(fk_l) € R¥f odpovida zbylé ¢asti po aproximaci ¢asové derivace,

i) = ME! = {mic (€)Y icky

mi (8871 = (wi 1),
€ R%f odpovida formé ¢,

- i —1yyi=1,-dof
Q(Sk 1) = {QK(Ek 1) KeTh, “
1

a vektor g(&"71)

g (€71 = & (wi ) .
Oznacme nyni
A, = Y +C(&" ),
Tk
1 _ _
dp = —m(&") + (7Y,
Tk

a napiSme algoritmus pro feSeni problému (2.8):
Algoritmus 1.
.- v dof
1. Méjme €° tak, 7e w) = > 7% &9, (x).
2. Prok=1,---,r

(a) Uréeme .
(b) Spocitejme Ay a dy.

(c) Vyiesme soustavu linedrnich rovnic Agx€), = di.

3 &£:=¢".

Vzhledem k blokovému tvaru matic M i C lze vidét, Ze i matice A; maji
blokovou strukturu. Navic pfi vhodném sefazeni jednotlivych elementi je vétsina
blokii matice umisténa blizko diagonély, coz pro vhodné algoritmy usnadnuje
feSeni soustavy linearnich rovnic.
ka 7 musime provést (tedy za jakych okolnosti ukonéit vypocet), jakym zpisobem
volit délku ¢asového kroku 73 a jak Fesit soustavy lineédrnich rovnic. Tyto problémy
byly detailné zkoumany v [9] a my se jimi nebudeme zde zabyvat. K nékterym
vySe zminénym bodim se vSak jesté vratime v dalsich kapitole, az budeme dis-
kutovat paralelni algoritmus.

2.6 Reseni stacionarniho problému

V predeslém textu jsme popisovali algoritmus pro reSeni nestacionarnich problé-
mi. Ten lze Gspésné pouzit i pro feseni problémi stacionarnich. Uvazme diskre-
tizovany stacionarni problém: najit w; € S}, takové, ze

Ch(whvwm‘»oh) = éh(wha#’h) Ve, € Shy.
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To miizeme zapsat jako systém nelinearnich rovnic pro &€ € R,

C(&)€ = q(8). (2.10)

Reseni tohoto problému budeme hledat pomoci nestacionarni formulace. Mé&jme
pocatecni odhad TeSeni £, a pro malé 7, feSme problém

(iM + C(g’“)) e = im(g’H) +q(& Y, k=1,2,3---. (2.11)

Tk Tk

Jak se postupné zpfesiiuje feseni &, zvétsujeme krok 7, abychom tak pro 7, — oo
dostali itera¢ni schéma pro nalezeni feseni staciondrniho problému

C(e1E" = q(e"). (2.12)

Tento postup pouzivame proto, ze kdybychom problém (2.10) fesili iterativni
metodou (2.12) s nepfesnym pocateénim odhadem, snadno bychom dostali nefy-
zikdlni TeSeni. Takto 1ze napred priblizné feseni dostatecné zpfesnit pii malych
¢asovych krocich a ty pak postupné zvétSovat.

Jako zastavovaci kritérium pouzivame podminku SSres < T'OL, kde SSres je
tzv. steady state residuum, definované jako

||C<£k)€k - Q(fk)Hl?
SSres :=
T ICE)E, — aly)l

(2.13)

a T'OL je dana tolerance.
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Kapitola 3

Paralelizace

V této kapitole se budeme zabyvat tim, jakym zptisobem jsme paralelizovali pro-
gram. Samotny zdrojovy kod paralelizovaného programu je k praci prilozen, ko-
mentované ukazky z néj jsou k nalezeni v priloze A, navod k instalaci je v priloze
B.

Pted nadchéazejicim vykladem si napred ujasnime terminologii tykaji se para-
lelntho poéitani. Systémy s distribuovanou paméti, kterych se préace dotyka, jsou
slozeny z mnoha procesorii spojenych vysokorychlostni komunika¢ni siti. Dnes
se obvykle setkdvame s vicejadrovymi procesory, které obsahuji nékolik vypocet-
nich jader sdilejicich stejnou lokélni pamét s pfimym pristupem (RAM). My vsak
budeme pro zjednoduseni vykladu slovem procesor oznacovat samostatnou vy-
pocetni jednotku s vlastni lokalni paméti, a terminu jddro se budeme vyhybat.
Rikéme—li, ze data jsou ulozena na procesoru, myslime tim, Ze jsou uloZena v pa-
méti prislusné zminénému procesoru. Cluster je skupina procesori s paméti (uzli
¢i nodi), schopnych vzajemné komunikace kazdého s kazdym.

Paralelizace programu ma dvé zasadni vyhody pro béh programu. Zaprvé je
to zrychleni doby béhu, nebot potfebna préce je rozdélena mezi vice procesort,
kazdy tak dostane mensi mnozstvi prace, se kterym je diive hotov. Zadruhé, a
to je neméné podstatné, paralelizace umoznuje pocitani i mnohem vétsich tloh,
nez je vubec na jediné vypocetni jednotce mozné. Velké tulohy totiz vyzaduji
velké mnozstvi RAM, které nemusi byt na pocitaci dostupné. Misto obtizného
a drahého navysovani vykonu a paméti na jednom pocitaci je tak snazsi pridat
dalsi vypocetni jednotky s vlastni paméti. Tim objem celkové paméti vzroste a

Z tohoto popisu vyplyva, co si od paralelizace programu slibujeme: dobrou
skalovatelnost ve smyslu ¢asové i pamétové narocnosti. Na to, jak se podafilo
tyto cile naplnit, se podivame v dalsi kapitole.

Hlavni myslenka paralelizovaného programu je nasledujici: rozdélime vypocet-
ni sit na p ¢asti, kde p je pocet procesori, které mame k dispozici. Kazdou ¢ast
sité prifadime jednomu procesoru. VSechny procesory v kazdém casovém kroku
spocitaji jednotlivé prvky matice A, a vektoru d, prislusné elementum z dané
¢asti sité, a poté vhodnym paralelnim fesicem vytesi vzniklou soustavu linearnich
rovnic.

7 tohoto stru¢ného popisu plynou hlavni t¥i témata, kterymi se budeme za-
byvat v nasledujicich sekcich:

e Rozdéleni sité;
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e Vypocet prvku matice Ay a vektoru dy;
e Paralelni vypocet soustavy linearnich rovnic.

Pro komunikaci mezi procesory jsme pouzili technologii MPI - Message Pas-
sing Interface, viz [15]. MPI je rozhrani pro zasilani zprav na systémech s distri-
buovanou paméti a v soucasné dobé je de facto standardem pro meziprocesorovou
komunikaci na pocitacovych clusterech.

3.1 Znacdeni

Stejné jako dfive znacime 7T, triangulaci oblasti Q, T, = {K;,i = 1,--- ,n}, n
pocet elementii této triangulace a K; jednotlivé elementy. Mé&me k dispozici p
procesori. Budeme se drzet v oboru paralelniho programovani zavedeného znaceni
a jednotlivé procesory ¢islovat 0,1,--- ,p — 1.

Uvazujme rozdéleni sité na p ¢asti prislusnych jednotlivym procesoriim. Pak
znacime

e 7 i=0,---,p—1, i-tou ¢ast sitg,
en;, i=0,---,p—1, pocet elementi v T’

Piitom plati 7, = /"y T an = >y ni.

i

3.2 Rozdéleni sité

Vylozme si napted, co od rozdéleni sité o¢ekdvame. Mame dva zakladni pozadav-

ky:

1. Potfebujeme, aby vSechny procesory mély piiblizné stejné velky objem pré-
ce béhem vypoctu prvki matice a nasledném fteSeni soustavy linedrnich
rovnic. V opa¢ném piipadé by procesory s mensim mnozstvim prace muse-
ly v kazdém ¢asovém kroku zbytecné c¢ekat na procesory s vétsim mnozstvim
prace. Pokud je na vSech elementech pouzita aproximace stejného stupné,
pak tohoto vyvazeni mizeme docilit pozadavkem na priblizné stejny pocet
elementti v kazdé ¢asti sité, idealné n; = n/p.

Pokud bychom pouzivali rizné stupné aproximace na ruznych elementech,
formulujeme pozadavek na vyvéazenost jinak. Po¢et nenulovych prvki matic
A, roste priblizné se sou¢tem druhych mocnin stupnu volnosti na elemen-
tech. Stejné roste i ¢asova naro¢nost vypoctu, jak potvrzuji numerické ex-
perimenty v sekci 4. Proto pozadujeme, aby soucet druhych mocnin stupni
volnosti byl na vSech ¢astech sité priblizné stejny, tedy idealné

5 (toi? = Znen (o

B D

KeT)!
2. Protoze meziprocesorova komunikace je ¢asové drahé, chceme minimalizo-

vat objem dat, které si musi procesory vyménovat v kazdém casovém kroku.
Jak si popiSeme v dalsi sekci, pro kazdy element K € 7T, budeme podcitat
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maticové bloky Mk x a Ck g pro vSechny sousedy K’ elementu K. Pro
vypocet téchto bloki prislusnych elementu K tedy potfebujeme znat hod-
noty funkce w¥ na elementu K a sousedech K’. Sousedni elementy K’ ale
jiz mohou leZet v jiné ¢asti sité a proto musime hodnoty funkce wf na vech
elementech, které lezi na hranici dvou riznych casti sité, v kazdém kroku
mezi procesory vymeénovat. Nasim cilem tedy bude najit takové rozdéleni
sité, aby pocet elementu lezici na hranici dvou ¢ésti sité byl co nejmensi a
my tak museli posilat co nejméné dat.

Samoziejmé oc¢ekavame také rozumnou rychlost vypoctu déleni. Vzhledem ke
komplexnosti problému jsme pro rozdéleni sité pouzili volné dostupny software
METIS [13]. Tento balik uréeny k déleni grafi a siti pouziva algoritmy zalozené na
viceuroviiovych schématech pro déleni grafii, podrobnéjsi informace lze nalézt v
[12]. Vytvorena déleni sité pomoci tohoto baliku se ukazala jako kvalitni a spliujici
oba pozadavky vyslovené vyse. Konkrétni ukazky rozdéleni siti jsou prezentovany

v kapitole 4.3.

3.3 Vypocet c¢lent

V kazdém casovém kroku potiebujeme spocitat ¢leny matice Ay a vektoru dy, tvar
této matice a vektoru jsme popsali v sekci 2.5. Kazdému procesoru ¢ prifadime
fadky odpovidajici elementim z ¢asti sité 7,'. Tedy pro kazdy element K takovy,
ze K € T;!, bude procesor i pocitat diagonélni blok C r a bloky Ck x pro
vechny elementy K’ které sousedi s K. K tém pak pfi¢te (vhodné pfindsobny)
diagonalni blok matice hmotnosti M g x. Tento blok je konstantni v pribéhu
celého vypoctu a proto ho lze spocist jen jednou na zacatku. Ukézka rozdéleni
jednoduché sité a zobrazeni ¢asti matic prislusnych jednotlivym procesorim je
na obr. 3.1.

0 9 0 MLI 0 Cl,l Cl,? Cl,5
1 M o Cy1 [Cop|Coy
M, C32|C33/Cs 4
3 1 1
My 4 Cy3|Cua| Cus
2 5 1
M;s 5 Cs1 Cs4| Cs5 |Cs
6 4 2 2
M, Cos |Co
(a) Triangulace (b) Matice M (¢) Matice C

Obrazek 3.1: Rozdéleni sité z obr. 2.1 na tii Gasti

Dale musi procesor ¢ spocitat vSechny prislusné ¢asti vektoru dj, tedy prvky
{m%((ﬁk_l)}?iff‘ a {qi{(ﬁk_l)}?ff{ pro viechny K € T}
Pro vypocet mimodiagonalnich blokii matice C' potfebujeme znat hodnoty

funkce wy na viech sousednich elementech, nékteré z nich oviem mohou byt v

casti sité prislusné jinému procesoru. Protoze na zacatku kazdého casové kro-

ku méme na procesoru k dispozici jen hodnoty funkce w? na elementech z nasi
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¢asti sité, musime vSechny hodnoty ze sousednich ¢ésti napied ziskat meziproce-
sorovou komunikaci. Aby nés ¢asové naroéna komunikace zbyteéné nezdrzovala,
vyuzivame v programu moznosti prekryti komunikace a vypocti, a to nasleduji-
cim zpusobem:

1. Kazdy procesor zacne odesilat potifebné data sousediim a zaroven zacne
prijimat data od sousedii.

2. Zatimco probihd komunikace, procesor spocte veskeré objemové integraly
na elementech v jeho ¢asti site, které jsou potifebné pro vypocet. Pro tyto
totiz nejsou potieba data ze sousednich elementi.

3. Procesor dokon¢i pfijimani potfebnych dat od sousedi.

4. Procesor spocte zbylé integraly pfes hrany, sestavi piislusnou ¢ast matice
Ay, a spocte prislusnou ¢ast vektoru dy.

Pomoci tohoto postupu zabranime situacim, kdy procesor ¢eké na prijem dat od
jiného zanepréazdnéného procesoru, a sam nic nepocita, prestoze by mohl. Mezi
zacatkem a koncem prijimani dat od sousednich procesorii bychom mohli pocitat i
ty integréaly pfes hrany elementii, které nelezi na rozhrani dvou ¢ésti sité, protoze
pro né jiz mame veskera potiebné data. To se ale ukazalo jako nepotiebné, nebot
¢as nutny pro spoc¢itani objemovych integrali bohaté postacuje pro vyménu dat
mezi sousednimi procesory.

3.4 Reseni soustavy

Poslednim tkolem v k-tém ¢asovém kroku je paralelné vytesit soustavu linearnich
rovnic A€, = di. Prvky matice Ay i vektoru dj, jiz mame na jednotlivych proce-
sorech spocteny z predchoziho kroku. Pro samotny vypocet soustavy jsme pouzili
jiz. hotové FeSeni, knihovnu PETSc (Portable, Extensible Toolkit for Scientific
Computation, [2]).

PETSc je knihovna zamérena na programovani aplikaci pro feSeni parcialnich
diferencialnich rovnic v paralelnim prostiedi. Umoziuje préaci s vektory a matice-
mi, FeSeni soustav linearnich i nelinearnich rovnic. Pro komunikaci mezi procesory
pouziva diive zminény standard MPI.

PETSc nabizi velké mnozstvi nepfimych fesi¢i soustav linearnich rovnic za-
lozenych na Krylovovych podprostorech. My jsme v naSem programu vyzkouseli
metody GMRES (Generalized minimal residual method) a BiCGStab (Biconjuga-
te gradient stabilized method) spolu s Jacobiho a ASM (Additive Schwarz Method)
predpodminovacem. Srovnéni jejich ¢asové a pamétové narocnosti jsme zaradili
do dalsi kapitoly.

3.4.1 Paralelni predpodminovace
Regenf soustavy linearnich rovnic
Au=1>

se obvykle sklada ze dvou krokt. Prvnim je aplikace pfedpodminovace, tedy ma-
tice T takové, ze T ~ A~! a pritom ji lze (na rozdil od A™1) rychle a relativné
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jednoduse spocitat. Druhym krokem je potom vypocet predpodminéné soustavy
s nizkym ¢islem podminénosti

TAu =Tb.

Pro samotny vypocet soustavy je vhodné pouzit néjakou z itera¢nich metod za-
loZzenych na Krylovovych podprostorech.

Pracujeme-li v paralelnim prostiedi, je mezi témito dvéma kroky podstatny
rozdil. Implementace Krylovovskych metod obvykle nevyzaduji znalost matice A,
v jejich algoritmech se tato matice pouziva jen v operacich typu souc¢inu matice
s néjakym vektorem. Tyto metody jsou tedy zcela nezavislé na zptusobu ulozeni
matice, je-li dostupna funkce pro sou¢in matice s vektorem. Proto i pfi paralelnim
vypoctu, kdy jsou ¢asti matice ulozené na riznych vypocetnich jednotkach, muze-
me tyto metody pro vypocet soustavy pouzit beze zmén. Jediné, co potrebujeme,
je efektivni paralelni implementace sou¢inu matice s vektorem.

Nékteré obvykle uzivané predpodminovace ovsem pro aproximaci inverzni ma-
tice A™! potiebuji znat viechny prvky matice a jejich implementace pro béh v
paralelnim prostfedi by byla velmi neefektivni. Proto pouzivame predpodmino-
vace vyvinuté specialné pro paralelni béh.

Jednodussi ze dvou, které popiseme, je blokovy Jacobiho predpodmirniovac. Pro
jeho popis zaved me néasledujici znaceni. Predpokladejme, Ze méame jiz nas problém
rozdéleny na p procesorti. Ozna¢me D;, i = 0,--- , p—1, indexové mnoziny takoveé,
ze D; obsahuji ¢isla fadkt matice uloZené na procesoru 7. Na stejném procesoru
jsou uloZeny téz i ¢asti vektoru w piislusné indexim z D;, tyto oznacme up,.

Fyzikalni interpretace je nasledujici: mnoziny D; popisuji stupné volnosti na
elementech z ¢asti sité 7. Veskera data pat¥ici k této ¢asti sité jsou uloZena na
procesoru 1.

Oznacme jesté m velikost matice A a m; velikost mnoziny D;.

Pro nasledujici popis zavedme matice RY. To jsou obdélnikové matice tva-
ru m; X m obsahujici pouze nulové a jednotkové prvky a takové, ze z vektoru
neznamych separuji koeficienty nélezici procesoru 2, tedy

up, = R)u.

Pokud jsou koeficienty nalezici jednomu procesoru sefazeny za sebou, pak maji
R tvar
RC=1[0---010---0].

)

Nyni mizeme definovat

A= R?A(R?)T>

coz je vyseparovany ¢tvercovy blok matice A prislusny céasti D;. Protoze cle-

ny matice A; jsou uloZeny na jednom procesoru i, miizeme jiz lokdlné spocitat
. . 1 .- PO, . A | .. vl s P .
inverzi A; ', ¢ spiSe jeji aproximaci A; . Tu jiz poc¢itame pomoci predpodmi-

niovace urceného pro béh na jednom procesoru, napi. ILU(k). Blokovy Jacobiho
predpodminovac pak dostaneme jako soucet

I
—

P
T =S (R)"A, R’

i

Il
o

: ~ L . .4 ~—1
Matice (R))T A, R jsou opét tvaru m x m a s jedinym nenulovym blokem A; .
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Blokovy Jacobiho pfedpodminovac tedy spocte inverze jednotlivych blokt bez
jakékoliv komunikace mezi procesory. V tom je jeho vyhoda i nevyhoda - usetii
se na naro¢né komunikaci, jednotlivé inverzni bloky jsou vSak spocteny zcela
odtrzené od ostatnich, ¢imz se zanedbava velké mnozstvi informace.

Podotknéme, Ze matice T' nam zde slouzi pouze pro vyklad, v programu sa-
motném nemusi byt viibec formovana. Namisto toho stac¢i funkce pro soucin této
matice s vektorem.

Zobecnénim blokového Jacobiho predpodminovace je aditivni Schwarziv pred-
podminovac (zkracovan jako ASM - additive Schwarz method). Pro jeho popis
induktivné zavedeme indexové mnoziny D? pro celociselné § > 0. V mnoziné D}
jsou indexy odpovidajici prvkiim ulozenych na procesoru i a nebo jejich souse-
dim, tedy

D} ={j, j € D; V as, # 0 pro ndjaké k € D;}.
Mnoziny D¢ pro 6 vyssi jak 1 pFidavaji i prvky sousedici vzdélendji, popsat je
muzeme induktivné A ‘
DI = (D),
Poznamename, Ze a¢ je zde sousednost definovana pres nenulové prvky matice
A, v naSem pripadé to pfesné odpovida sousednosti dvou elementii ve fyzikalnim
smyslu - viz popis tvaru matice v sekei 2.5.

Podobné jako u popisu blokového Jacobiho predpodminovace zavadime ob-
délnikové matice Rf tak, ze z vektoru neznamych tyto matice separuji prvky
odpovidajici indexovym mnozindm D?, tedy

ups = Rlu.
I dale je postup obdobny: konstruujeme matice

5 5 5\T

A = RJA(R;)",
. .. . . ~6 . .

a k témto podmaticim jiz poc¢itame aproximace inverzi (A;)~" stejné jako d¥ive,
stejné také sestrojime samotny predpodminovaé

p—1 5

T =) (R))"(A;)'R].
i=0

Rozdil je ovem ten, Ze nyni je (vzhledem k tomu, Ze matice Af obsahuji i prvky
uloZené na jinych procesorech) potieba i jista meziprocesorova komunikace. Vy-
hodou v8ak je, ze dochézi k jistému toku informaci mezi jednotlivymi bloky. Jak
velkému, to zéalezi na velikosti prekryvu 9.

3.5 Paralelni algoritmus

Na zavér této kapitoly si pfedstavme paralelni verzi algoritmu 1 ze sekce 2.5. V
tomto algoritmu jsou kroky, které vyzaduji komunikaci mezi procesory, oznaceny
symbolem *.

Algoritmus 2.

1. Rozdélme sit na p casti.
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2. Méjme €° tak, Ze wi) = Z?ifl E9;(x), a necht jsou cdsti £ pritomné na
prislusnych procesorech.

3. Pro kaZdy procesor a prok =1,---r
(a) *Urceme 7.
(b) *Zacénéme rozesilat data sousedim.
(c) Spoctéme objemové integrdly prislusné elementim z cdsti sité.
(d) *Ukonceme prijimdni dat od sousedi.
(e) Spocitejme zbylé integrdly pres hrany a zkonstruujme cdsti Ay a dy.

(f) *Vyresme soustavu linedrnich rovnic Ai€) = dy.

4. £:=¢".
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Kapitola 4

Numerické vysledky

4.1 Popis testovaci tlohy

Vénujme se nyni otézce skalovani paralelné bézictho programu. Veskeré testy jsme
spoustéli na vypodetnim clusteru Snéhurka matematické sekce MFF UK!. Ten se
sklada ze stroji s 24 procesory Intel Core i7 bézicimi na frekvenci 2266.745 MHz.
Kazdy z nich ma 12 GB RAM a obsahuje 4 jadra.

Zde prezentované vysledky jsme obdrzeli pii feSeni problému obtékani letec-
kého profilu NACA 0012 (M = 0.5, « = 0°, Re = 5000). Tuto ulohu jsme resili

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Obrézek 4.1: Obtékani profilu - isokfivky Machova ¢isla

na dvou raznych sitich: jednou na siti o 6876 elementech (tu budeme dale znacit
jako sit 1), podruhé na jemnéjsi siti o 29040 elementech (tu oznaime sit' 2). Na
téchto sitich jsme pocitali postupné s Py, P, a P3 aproximaci. Velikost matic Ay,
vznikajicich v pribéhu vypoctu, je pro vSechny fesené pripady uvedena v tabulce
4.1.

Thttp://cluster.karlin.mff.cuni.cz/

27



Sit 1 Sit 2
P | 82512 348 480
P, | 165 024 696 960
Py | 275 040 | 1 161 600

Tabulka 4.1: Velikost matic A,

4.2 Volba resSice a predpodminovace

Knihovna PETSc nabizi mnoho fesSic¢i soustav linearnich rovnic a pfedpodmino-
vac¢l. My jsme v nasem programu ozkouseli fesice GMRES a BiCGStab spolu s
blokovym Jacobiho pfedpodminovacem a predpodminovac¢em ASM (které jsme
popsali v predchozi kapitole). Jejich kombinace jsme otestovali na stacionarnim
problému obtékani profilu NACA 0012. Testy jsme provedli na obou popsanych
sitich a s riznymi stupni aproximace, zde ukazujeme vysledky pii pocitani na
jemnéjsi siti 2 a s P, aproximaci. U predpodminovace ASM jsme pouzili piekryv
0 = 1. Pocitali jsme na 16 procesorech.

\ BiCGStab, Block Jacobi ——
Y BiCGStab, ASM
™ GMRES, Block Jacobi -
01 ¥ GMRES, ASM
§ 0.01 |
)
%)
0.001 |
0.0001
0O 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Cas [s]
1 — r y —
\ BiCGStab, Block Jacobi ——
BiCGStab, ASM
GMRES, Block Jacobi -
GMRES, ASM
g 0.01 f
)
%)
0.001
0.0001 |
0 20 40 60 80 100 120 140
Iterace

Obrazek 4.2: Porovnani rychlosti konvergence
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Jak je vidét na obr. 4.2, kde ukazujeme zavislost residua SSres (viz (2.13))
na vypocetnim ¢ase a poctu iteraci, oba zkousené fesi¢e i oba predpodminovace
funguji stejné dobfe. Regen{ konverguji podobnou rychlosti, metoda BiCGStab
sice konverguje trochu rychleji co se tyce poc¢tu iteraci, vypocetni cas vSak ziistava
priblizné stejny. Testy s rozdilnymi stupni aproximace, na odlisné siti i na rizném
poctu procesort ukazaly podobné chovani.

Testovali jsme jesté vliv prekryti 6 u pfedpodminovace ASM na rychlost kon-
vergence. Na obr. 4.3 lze vidét zavislost SSres na vypocetnim case a poctu iteraci
pro ruzné hodnoty parametru §, véetné § = 0, tedy blokového Jacobiho predpod-
minovace. Residuum klesa takika stejné rychle (dle po¢tu iteraci), ale vypocetni

"delta=0 ——
delta=1
delta=3 e
01 delta=5
o 0.01
N
n
0.001
0.0001 F
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Cas [s]
1p : . . . . |
\ delta=0 —
™ delta =1
‘\ & delta =3 —em
01 ¥ delta=5
4 0.01 f
N
N
0.001 f
0.0001 f

0 20 40 60 80 100 120
Iterace

Obrazek 4.3: Vliv prekryti 6 na rychlost konvergence

¢as se pro zvétsujici se ¢ zvySuje. Vyssi prekryv nam tedy v tomto piipadé prinasi
hlavné zvysené naroky (Casové i pamétové) kvili komunikaci mezi procesory, ale
ne uz oc¢ekdvany pozitivni efekt.

Vyraznéjsi rozdil jiz byl v pamétovych nérocich. V tabulce 4.2 ukazujeme ma-
ximéalni spotfebu paméti na jednom procesoru, opét pro vypocet na siti 2 s Py
aproximaci. I na ostatnich ptfikladech se ukazalo, ze blokovy Jacobiho pfedpodmi-
novac¢ je zna¢né uspornéjsi nez predpodminova¢ ASM, stejné jako mensi naroky
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GMRES | BiCGStab
Blokovy Jacobi | 160 MB 150 MB
ASM 201 MB 195 MB

Tabulka 4.2: Srovnani spotieby paméti

reSice BiCGStab. Protoze rychlost konvergence byla u vSech zkoumanych variant
podobna, vybrali jsme pro dal$i vypoc¢ty v naSem programu pamétové nejuspor-
néjsi kombinaci feSi¢e BiCGStab spolu s blokovym Jacobiho pfedpodminovacem.

4.3 Rozdéleni siti

Zde detailné popiseme rozdéleni siti, které dostaneme pii vypoctech na 1 az 32
procesorech. Rozdéleni siti je nezavislé na pouzitém stupni aproximace, pokud je
ten na vSech elementech stejny.

V tabulce 4.3 je uvedeno vzdy minimum a maximum z po¢tu elementi v jedné
¢asti sité n;. Dale je vypsan pocet hran triangulace, které lezi na hranici dvou ¢asti
sité (#F7) a podil tzv. ghost cells, tedy fiktivnich elementi, které jsou uméle
vytvoreny na hranicich ¢asti sité, ku celkovému poctu elementi (GC'). Protoze
ke kazdé hrané lezici na hranici ¢éasti sité nalezi pravé dva fiktivni elementy, plati

cut
Go =277
n
kde n znac¢i celkovy pocet elementii v siti. Pro ilustraci jsou na obrazcich 4.4 a
4.5 zobrazena rozdéleni siti mezi jednotlivé procesory.

Sit 1
p || min n; | max n; | #F GC | GC/p
1 6876 6876 0 0.00% | 0.00 %
2 3438 3438 45 1 1.31 % | 0.76 %
4 1719 1719 107 | 3.11 % | 0.78 %
8 859 860 195 | 5.67 % | 0.71 %
16 428 431 311 ] 9.05% | 0.57 %
32 214 216 518 | 15.07% | 0.47 %

Sit 2
p || min n; | max n; | #F GC | GC/p
1| 29040 | 29040 0] 0.00% | 0.00 %
2 14520 14520 103 | 0.71 % | 0.36 %
4 7260 7260 214 | 1.47 % | 0.42 %
8 3630 3630 415 | 2.86 % | 0.36 %
16 1814 1816 669 | 4.61 % | 0.29 %
32 907 908 1101 | 7.58 % | 0.24 %

Tabulka 4.3: Rozdéleni siti
Jak je vidét z tabulky, rozdéleni sité pomoci baliku METIS funguje velmi dobie
a vysledné ¢asti sité maji takika stejné pocty elementt, coz je zakladem pro load

balancing, tedy pro vyvazeny objem préce na jednotlivych procesorech béhem
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nasledného vypoctu. O samotném rozdéleni sice nelze jednoduse prohlasit, zda
je optimalni a zda je hodnota #F7* minimalni, pfesto lze z obrazka a z hodnot
#F(" usuzovat, ze vytvorend déleni kvalitni jsou a Ze splituji pozadavky, které
jsme na né kladli v sekci 3.2.

To, 7ze podil fiktivnich elementi pro zvySujici se pocet procesoru roste, je
problémem jen zdénlivym. Zde je nutné si uvédomit, ze pridané fiktivni elementy
jsou rozdéleny mezi procesory, takze pocet fiktivnich elementi (a s tim i mnozstvi
pridané potfebné paméti a mnozstvi komunikace) nélezici jednomu procesoru
spise klesa, coz ukazuji hodnoty GC/p uvedené v tabulce.

4.4 Skalovani programu

4.4.1 Casové naroky

P1i zkouméni ¢asovych narokt nés zajimala predevsim doba béhu programu na
p procesorech T}, zrychleni S,

Ty
Sy, = —
p Tp )
a efektivita £,
S,
E,= -2
p

Zrychleni nazyvame ideélni, pokud S, = p, a tedy E, = 1.

Programem jsme tesili testovaci tlohu a ukoncili jsme ho po stech iteracich,
kdy jiz bylo dosazeno pozadované tolerance. Namérené hodnoty lze nalézt v ta-
bulce 4.4, rychlost vypoctu je znazornéna na obr. 4.6. Zrychleni lze vidét na obr.
4.7, efektivitu na obr. 4.8.

1400 - 6000 F -
Sitl, P1 —— Sit2, P1 ——
Sit 1, P2 Sit 2, P2
1200 . Sit1, P3 e ] 5000 | . Sit 2, P3 e
1000 | ° '
4000
@ 800 w
a @ 3000 |
(@] 600 | (]
2000 |
400 | ‘
200 | ] 1000
0 0
1 2 4 8 16 32 1 2 4 8 16 32
Pocet procesoru Pocet procesoru

Obrazek 4.6: Doba béhu programu

Podivejme se na vysledky detailné. Je vidét, Ze maly pocet procesort (1 — 4)
program skéluje velmi dobfe i pro tilohy s mensim objemem dat. Se zvySujicim se
poctem procesort se efektivita snizuje, a to v zavislosti na velikosti tilohy. Tento
pokles je zptsoben tim, ze stale vétsi ¢ast celkové doby béhu je ¢as potiebny pro
inicializaci a ukon¢eni programu. Ten je pro jednu tlohu konstatni a nezavisly na
poctu procesort, a tudiz pridavani dalSich procesoru tento ¢as nemiize zkratit.

Je vidét, ze mame-li vypocetné naroénéjsi ulohu (tedy pocitame-li na hustsi
siti ¢ s vy$8im stupném polynomialni aproximace), tak efektivita klesa pro zvy-
Sujici se pocet procesori pomaleji. To odpovidéa zdivodéni vyse: ¢im vétsi tloha
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Zrychleni

Siﬁl,Pl Sﬂ?’2,P1
P T, S, | E T, S, | E
1] 102.43s| 1.00 | 1.00 | 539.73s | 1.00 | 1.00
2 50.75s | 2.02 | 1.01 || 258.16s | 2.09 | 1.05
4 25.90s | 3.950.99 131.49s | 4.10 | 1.03
8 15.07s | 6.80 | 0.85 65.80s | 8.20 | 1.03
16 9.79 s | 10.46 | 0.65 35.21s | 15.33 | 0.96
32 7.77s | 13.19 | 0.41 26.75 s | 20.18 | 0.63
Sit 1, P, Sit 2, P,
j% T, Sy | Ep T, Sp | Ep
1] 357.20s | 1.00 | 1.00 || 1846.29 s | 1.00 | 1.00
2| 179.08 s | 1.99 | 1.00 || 886.30s | 2.08 | 1.04
4 90.19s | 3.96 | 099 || 461.60s | 4.00 | 1.00
8 4913 s | 7271091 | 238.03s| 7.76 | 0.97
16 27.01s | 13.22 | 0.83 131.04 s | 14.09 | 0.88
32 16.33 s | 21.87 | 0.68 79.88 s | 23.11 | 0.72
Sit 1, P Sit 2, P
P T,] S, | E T, S, | E
11 1278.27s | 1.00 | 1.00 || 5988.53 s | 1.00 | 1.00
2] 651.42s| 196 | 0.98 || 3026.76 s | 1.98 | 0.99
41 310.50s | 4.12 | 1.03 || 1526.50 s | 3.92 | 0.98
8| 156.58s | 8.16 | 1.02 || 760.79s | 7.87| 0.98
16 87.28 s | 14.65 | 0.92 | 395.66 s | 15.13 | 0.94
32 50.07 s | 25.53 | 0.80 || 206.64 s | 28.98 | 0.91
Tabulka 4.4: Casové naroky vypoctu
3 Idealni zrychl'eni 32 Idealni zrychl'eni
Sit1, P1 Sit 2, P1
16 f Stips 16 | Sizps
8t z 8}
4t r% 4t
2t / 2t
1 < . . . 1 . . .
1 2 4 8 16 32 1 2 4 8 16 32

Pocet procesoru

Obréazek 4.7: Zrychleni

Pocet procesoru

(¢imZ zde rozumime tlohu s vySSim poc¢tem nenulovych prvka matic Ay), tim vi-
ce Casu program stravi dobie paralelizovatelnym vypoctem a Casu na inicializaci
pripadne tak mensi dil. Proto nejlepsi skalovani vidime pii pocitani na hustsi siti
2 s P53 aproximaci, kde efektivita ani pro 32 procesori neklesne pod 0.9.

Musime zde ovSsem doplnit jesté dvé poznamky: Zaprvé, v tabulce miizeme na-
lézt i hodnoty E, > 1. To lze vysvétlit tim, Ze pro rtzny pocet procesorti probiha
vypocet vzdy trochu odlisné. Pro rizné rozdéleni sité jsou totiz elementy sefazeny
v jiném potadi a matice A, se lisi usporadanim bloku, vzdy se tedy resi odlisSnéa
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Obrazek 4.8: Efektivita

soustava linedrnich rovnic. Kromé toho, algoritmus pouzitého predpodminovace
je zavisly na poc¢tu procesortu (viz sekce 3.4.1). Odlisny vypocet, prestoze vede
k jen nepatrné rozdilnym vysledktim, tedy miize trvat i o néco kratsi dobu. Prti
pocitani na vice procesorech muzeme obcas navic tézit z tzv. cache efektu, kdy
se do rychlych cache paméti na procesorech nacte vice pouzivanych dat, coz béh
programu urychli.

Zadruhé, z tabulky 4.4 je vidét, Ze pfi pocitani na siti 2 s P, aproximaci klesa
efektivita rychleji nez na siti 1 s P3 aproximaci, prestoze prvni tloha je vétsi nez
druha a vypocet prvni zminéné tlohy trva na jednom procesoru déle. To je ziejmeé
zpusobeno tim, ze béhem inicializace a ukonceni programu probihaji i neparaleli-
zované Casti programu, zavislé na velikosti sité (ale ne uz na stupni aproximaci).
Je to predevsim vypis vysledkli na konci béhu programu a téz rozdéleni sité na
zacatku. Na vetsi siti tedy bézi program v neparalelizované ¢asti programu déle,
coz efektivitu snizuje. Tento efekt zde sice neni tak vyznamny, pfi pocitani pod-
statné vétsich dloh na vys$im pocétu procesort uz by vSak mohl vykon nepfiznivé
ovliviovat. Tyto ¢asti programu by bylo tedy tifeba prepracovat.

4.4.2 Pamétové naroky

U stejnych vypocti jsme jesté zmétili pamétové naroky programu. Naprosta vét-
Sina alokované paméti slouzi strukturdm knihovny PETSc pro uklddani matic
Ay a strukturdm pro vypocty soustav A&, = di. Mnozstvi potfebné paméti a
rozlozeni dat mezi procesory tedy nemuzeme prilis ovlivnit, nicméné pro tplnost
zde namétfené hodnoty uvadime. Mérili jsme mnozstvi paméti alokované na jed-
notlivych nodech (pii pouziti celkem p nodi), v tabulce 4.5 je z téchto hodnot
uvedeno maximum 77, minimum m,,, jejich podil m, / m,, a celkové mnozstvi po-
tiebné paméti m/*. V tabulce je dale uveden faktor skalovani pamétovych naroki
M,,

M, = L

mp
Tento koeficient fika, kolikrat méné pameéti je potieba na jednom nodu, poc¢itame-
li na p procesorech misto jednoho. Faktor skalovani pamétovych naroku pro vsech

Sest pocitanych tuloh je zobrazen na obr. 4.9.
Jak vidno z obrazku i z tabulky, skalovani programu v oblasti pamétovych
narokd neni idedlni a celkové mnozstvi alokované paméti pii zvySovani poctu
vypocetnich jednotek nartsta, presto vSak pri kazdém zvySeni poc¢tu procesori
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Sit ]_, P1 Sﬂ?’Q,Pl
p| my | m, Z—Z mt M, | m,| m, Z—Z m* M,
1 111|111 ]1.00 | 111| 1.00 425 | 425 1 1.00 | 425 | 1.00
2 71 71]11.00| 146 | 1.57 249 | 249 | 1.00 | 497 | 1.71
4 50| 49]1.04 ] 197 | 2.20 159 | 156 | 1.02 | 629 | 2.67
81 39| 37|1.05| 299 | 285 115 | 111 |1.04| 892 | 3.70
16| 33| 321|104 521 | 3.35 92 89 | 1.03 | 1441 | 4.63
32| 31| 30[1.05| 973 | 3.58 87 77| 1.13 | 2568 | 4.88
Sit 1, P2 SiﬁQ, P2
pll mp | m, Z—Z mt | M, | W, | m, Z—Z mt | M,
1336|336 | 1.00| 336 | 1.00 | 1260 | 1260 | 1.00 | 1260 | 1.00
21831183 1.00 | 365 | 1.85| 669 | 668 | 1.00 | 1337 | 1.88
4105|104 | 1.01 | 418 | 3.20 | 399 | 396 | 1.01 | 1589 | 3.15
81 67| 65]1.03| 525 | 5.00| 234 | 231 |1.02 | 1851 | 5.37
16 || 47| 461|103 | 736 | 7.15| 150 | 148 | 1.02 | 2374 | 8.38
32| 38| 37|1.02|1189 | 891 | 117 | 109 | 1.07 | 3512 | 10.80
Slf]., P3 Sft’Q, Pg
p| my | m, Z—Z mt | M, || m, | m, Z—z mit | M,
1| 779|779 | 1.00 | 779 | 1.00 || 3259 | 3259 | 1.00 | 3259 | 1.00
2 || 404 | 403 | 1.00 | 808 | 1.93 | 1659 | 1657 | 1.00 | 3316 | 1.96
41237235 |1.01 | 944 | 3.29 | 865 | 861 | 1.00 | 3452 | 3.77
8| 133 | 131 | 1.01 | 1050 | 5.87 | 470 | 465 | 1.01 | 3736 | 6.94
16 79| 78| 1.02 | 1258 | 9.81 | 289 | 286 | 1.01 | 4591 | 11.28
32| 54| 52 |1.02|1690 | 14.55 | 180 | 178 | 1.01 | 5730 | 18.07
Tabulka 4.5: Pamétové naroky vypocta (v MB)
% Idealni skalovani 32 Idealni skalovani
Sit1, P1 Sit 2, P1
8 8t
s =
4 4
2 2t
1 . . . . N . . . .
1 2 4 8 16 32 1 2 4 8 16 32
Pocet procesoru Pocet procesoru

Obrazek 4.9: Faktor skadlovani paméti

dochazi k podstatnému snizeni pamétovych naroki na jediném procesoru. Navic,
koeficient m,,/ m,, blizky 1.00 pro vSechny hodnoty p ukazuje, Ze distribuce paméti
je rovnomérné a neni tfeba ocekavat odlisné pamétové naroky na ruznych nodech.
Stejné jako u ¢asovych naroku, i zde plati, Zze program skaluje 1épe pro veétsi
mnozstvi dat.

Vyse uvedené hodnoty nam tedy potvrzuji, Ze rozlozeni paméti paralelné bé-
zictho programu mezi jednotlivé vypocetni jednotky nam umozni resit tlohy, pro
které RAM na jediném procesoru nedostacuje.
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Vysledky testi tedy jasné ukazuji, kde lezi vyhody paralelizovaného progra-
mu: jsou to tlohy s velkym objemem dat a nutnych vypocéti. Teprve u téch se
jasné ukéaze dobré skalovatelnost programu i pro vyssi poc¢ty procesori. Navic, po-
kud mnozstvi potfebné paméti prevysuje pamét dostupnou na jediné vypocetni
jednotce, je paralelni program diky rozdéleni paméti jedinou moznosti, jak tilohu
spocitat.
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Javer

Hlavnim cilem prace byla paralelizace softwarového baliku pro feSeni parcialnich
diferencialnich rovnic, ktery pouziva nespojitou Galerkinovu metodu. Tento cil
se podafilo naplnit.

Jak se ukazalo, postup zalozeny na rozdéleni sité na ¢asti prislusné jednotlivym
procesorim je pro paralelizaci velmi vhodny. Za pomoci nespojité Galerkinovy
metody jsme dostali kompaktni schéma, u kterého je objem komunikace mezi
jednotlivymi ¢astmi sité (a tedy procesory) rozumné maly. K uspésné paralelizaci
programu nam pomohl i vybér efektivniho predpodminovace a fesice vznikajicich
soustav linearnich rovnic z pouzité knihovny PETSc.

Experimenty v kapitole 4 ukazuji, Ze program dobfe vyuziva vykonu dostup-
ného diky pouziti vice procesort. 7 testi na nékolika sitich s riznymi stupni
aproximace je vidét, ze vétsi efektivity program dosahuje na vétsich problémech,
kdy se naprosta vétsina vypocetniho ¢asu stravi v samotném dobie paralelizova-
ném vypoctu a podstatné méné béhem inicializace a ukon¢ovani programu. Tyto
naroc¢né dlohy jsou tedy idealné vhodné pro paralelni pocitani. VSechny provede-
né testy jasné ukazuji, ze paralelizace nd&m umozni mnohonésobné urychleni béhu
programu.

7 experimentt lze také vidét, Ze mnozstvi potfebné paméti na jediném proce-
soru pii béhu na mnoha procesorech podstatné klesé. Proto miuzeme diky para-
lelizaci pocitat i problémy podstatné vétsi, nez jaké je mozno pocitat na jediném
procesoru, kde jsme omezeni velikosti paméti.

I ptes dosazené cile ztistava v programu nékolik zalezitosti, kterymi by se bylo
vhodné pii dalsi rozvoji zabyvat. Pro vylepseni efektivity programu pii pocitani
podstatné vétsich tloh, nez jaké jsme tesili v této praci, a na podstatné vétsich
clusterech (o stovkach nodi), by bylo nutné zamérit se na dosud neparalelizované
¢asti programu béhem inicializace a ukonc¢ovani programu, zvlasté téch, které jsou
zévislé na velikosti tlohy. Mezi ty patfi vstupné-vystupni operace (tedy ¢teni a
zépis velkého mnozstvi dat) a také rozdélovani sité. Ty doposud bézi jen na
jediném procesoru a zatimco bézi, blokuji ostatni nec¢inné procesory. Na tlohéch,
které jsme pocitali, toto zdrzeni neni nijak zasadni, u tloh vyrazné vétsich uz by
vSak mohlo byt.

Dalsim zajimavym tématem je i paralelni implementace hp-adaptivity v pro-
gramu. V soucasném stavu program muze pocitat jen na pfedem dané siti a jeji
adaptivni zjemnovani neni mozné. PTi implementaci hp-adaptivity by bylo nutné
vyTesit otdzku komunikace mezi procesory béhem zjemnovani sité. Nezbytné je
také zabyvat se migraci elementii mezi jednotlivymi ¢astmi sité, abychom udrzeli
stejné mnozstvi prace na vSech procesorech.

37



Seznam pouZzité literatury

1

2l

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

ADGFEM - Adaptive Discontinuous Galerkin Finite FElement Me-
thod. Dostupné z WWW: <http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/
~dolejsi/adgfem/>, 2011.

BArLAy, S., BROwN, J., BuscHELMAN, K., GRorpP, W. D., KAUSHIK, D.,
KNEPLEY, M. G., McINNES, L.C., SmiTH, B. F., ZHANG, H. PETSc -
Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation. Dostupné z WWW:
<http://www.mcs.anl.gov/ petsc/>, 2011.

Basst, F., REBAY, S. A high-order accurate discontinuous finite element me-
thod for the numerical solution of the compressible Navier-Stokes equations.

J. Comput. Phys., 131: 267-279. 1997.

COCKBURN, B., SHU, C.-W. TVB Runge-Kutta local projection discontinu-
ous Galerkin finite element method for scalar conservation laws II: General
framework. Math. Comput., 52: 411-435, 19809.

DEVINE, K. D., FLAHERTY, J. E., WHEAT, S. R., MACCABE, A. B. A mas-
siwely parallel adaptive finite element method with dynamic load balancing.
Proceedings of Supercomputing '93: 2-11. 1993.

DoLEJSI, V., FEISTAUER, M.. Semi-implicit discontinuous Galerkin finite
element method for the numerical solution of inviscid compressible flow. J.
Comput. Phys., 198 (2): 727-746, 2004.

DoLEJSI, V. On the discontinuous Galerkin method for the numerical solu-
tion of the Navier-Stokes equations. Int. J. Numer. Meth. Fluids, 45: 1083-
1106, 2004.

DoLEesst, V. Semi-implicit interior penalty discontinuous Galerkin methods
for wviscous compressible flows. Commun. Comput. Phys., 4 (2): 231-274,
2008.

Doressi, V., HoLik, M., HozZzMAN, J. Efficient solution strategy for the
semi-implicit discontinuous Galerkin discretization of the Navier-Stokes
equations. J. Comput. Phys., 230: 4176-4200, 2011.

FEISTAUER, M., FELCMAN, J., STRASKRABA, I. Mathematical and Compu-
tational Methods for Compressible Flow. Clarendon Press, Oxford, 2003.

HESTHAVEN, J. S., WARBURTON, T. Nodal Discontinuous Galerkin Methods.
Springer, New York, 2008.

38



[12]

[13]

[15]

[16]

[17]

[18]

Karypis, G., KUMAR, V. A fast and high quality multilevel scheme for
partitioning irreqular graphs. SIAM Journal of Scientific Computing, 20: 359-
392, 1998.

Karypis, G., KUMAR, V. METIS - A Software Package for Par-
titioning Unstructured Graphs, Partitioning Meshes, and Computing
Fill-Reducing Orderings of Sparse Matrices, version 4.0. Dostupné
z WWW: <http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/metis/metis/
overview>, 2011.

LANDMANN, B. A parallel discontinuous Galerkin code for the Navier-Stokes
and Reynolds-averaged Navier-Stokes equations. Dissertation. Stuttgart: Uni-
versitat Stuttgart, 2008.

MPI FoRrRuUM. Message Passing Interface Forum. Dostupné z WWW:
<http://www.mpi-forum.org/>, 2011.

ReEED, W. H., HiLL, T. R. Triangular mesh methods for the neutron trans-
port equation. Tech. report, LA-UR-73-479, Los Alamos National Laboratory,
1973.

SMITH, B., BJORSTAD, P., GROPP, W.. Domain Decomposition: Parallel
Multilevel Methods for Elliptic Partial Differential FEquations. Cambridge
University Press, New York, 1996.

ZAJAC, M. Numerické Tesent problému simulace proudéni stlacitelngch teku-
tin pomoci paralelnich vypocti. Diplomova prace. Praha: UK, 2008.

39



Priloha A

Ukazky paralelniho koédu

Uvedeme zde néekolik ukazek z paralelizovaného kédu ilustrujicich pouziti nastroju
MPI a PETSc pro paralelni vypocty. Z kédu jsou vybrany jen nékteré ¢asti,
kompletni kod programu je k préci prilozen. Program je psan v jazyce Fortran
95.

A.1 Pouziti knihovny PETSc

Na nékolika ptikladech si ukazeme piiklady pouziti knihovny PETSc v progra-
mu. Nejprve je tfeba inicializovat matici, vektor pravé strany, vektor feseni a
reSic. Proménné bs, locM, locN, globM, globN, d_nnz a o_nnz popisuji tvar
a zaplnéni matice, jejich nastaveni zde preskakujeme. Pro vytvofeni ridké matice
s blokovym usporadanim slouzi funkce MatCreateMPIBAIJ, k vytvoreni vektoru
funkce vecCreateMpPI.

Vse tykajici se feSeni soustavy obstarava objekt typu ksp, jeho inicializace je
provedena funkci kspcreate. Volani funkce KSpPSetFromoptions nam umoziuje
specifikovat parametry tykajici se feSeni soustavy linearnich rovnic (jako napft.
volba fesi¢e, predpodminovace ¢i tolerance) z pitkazové rfadky pii spousténi pro-
gramu. Chceme-li tfeba pouzit fesi¢ BiCGStab misto v programu nastaveného
GMRES, staci program spustit piikazem
mpirun -np 4 ./Adgfem input.ini -ksp_type bcgs

Makro cekERRQ slouzi ke kontrole chybového kodu ierror. Nyni samotnéa ukazka
kodu.

! matrix creation

call MatCreateMPIBAIJ (MPI_COMM_WORLD, bs, locM, 1locN, globM, globN, &
0,d_nnz,0,o0_nnz,A,ierror)

CHKERRQ (ierror)

call MatSetOption (A, MAT_ROW_ORIENTED, PETSC_FALSE, ierror)

CHKERRQ (ierror)

! vectors

call VecCreateMPI (MPI_COMM_WORLD, locM, globM, b, ierror)
CHKERRQ (ierror)

call VecCreateMPI (MPI_COMM_WORLD, locM, globM, x, ierror)
CHKERRQ (ierror)

! KSP
call KSPCreate (MPI_COMM_WORLD, ksp, ierror)
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CHKERRQ (ierror)

! setting the tolerances
! args: ksp, relative tolerance, absolut tolerance, &
! divergence tolerance, maximum number of iterations, ierror

call KSPSetTolerances (ksp, statesMtol, &
PETSC_DEFAULT_DOUBLE_PRECISION,
PETSC_DEFAULT_DOUBLE_PRECISION, &
PETSC_DEFAULT_INTEGER, ierror)

°g)

CHKERRQ (ierror)

! setting the method
call KSPSetType (ksp, KSPGMRES, ierror)
CHKERRQ (ierror)

call KSPSetFromOptions (ksp, ierror)

CHKERRQ (ierror)

V kazdém casovém kroku musime vektor pravé strany b a matici A naplnit da-
ty. Zde ukazujeme vklddani blokt prislusnych elementiim z casti sité do ma-
tice, samotny vypocet ¢lent preskakujeme. V poli submesh%elem(:) jsou ulo-
zeny indexy element z ¢asti sité piislusné procesoru, kazdy procesor tedy v
cyklu prochazi pres vSechny své elementy. Pro kazdy element spoc¢te diagonalni
(elBlock (0) ¥Mb) a mimodiagonéalni (e1Block (1:elem$flen)Mb) bloky. Ty pak
volanim funkce Mat SetvaluesBlocked vklada do matice. Kdyz jsou vSechna data
vlozena, pripravi se matice k dalsimu pouziti volanim funkci MatAssemblyBegin
a MatAssemblyEnd.

do i = 1, submesh%nelem
elem => grid%elem(submesh%elem(i))

! Terms evaluation
! do j=0,elem%flen
! elBlock (j)%Mb =
! end do

! insertion into the matrix
! diagonal blocks - adding terms

idxm = elem%i - 1 ! row index, zero numbering
idxn = elem%i - 1 ! column index, zero numbering
call MatSetValuesBlocked(A,1,idxm, 1, idxn,elBlock (0) %$Mb, &

ADD_VALUES, ierror)
CHKERRQ (ierror)

! non-diagonal blocks - insertion
do j=1,elem%flen
id = elem%face (neigh, j)
if(id > 0) then
! idxm stays the same for all neighbours
idxn = id - 1 ! zero numbering
call MatSetValuesBlocked(A,1,idxm,1,idxn,elBlock (j)%Mb, &
ADD_VALUES, ierror)
CHKERRQ (ierror)
end if
end do
enddo
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! Final assembly

call MatAssemblyBegin (A,MAT_FINAL_ASSEMBLY, ierror)
CHKERRQ (ierror)

call MatAssemblyEnd (A, MAT_FINAL_ASSEMBLY, ierror)
CHKERRQ (ierror)

Samotné FeSeni soustavy rovnic je uz pak mozno zapsat na par fadku. Napred
funkci KsPsetoOperators k TeSi¢i prifadime matici a voldnim funkce KspsSolve
spustime TeSeni. Nasleduje jen zjisténi poctu iteraci a normy residua.

! set the matrix (A) and the matrix for constructiong

! ... the preconditioner (also A)

call KSPSetOperators (ksp,A,A, SAME_NONZERO_PATTERN, ierror)
CHKERRQ (ierror)

! solving the system
call KSPSolve (ksp,b,x,ierror)
CHKERRQ (ierror)

! get the number of iterations
call KSPGetIterationNumber (ksp,iter,ierror)
CHKERRQ (ierror)

! get the residual norm
call KSPGetResidualNorm(ksp,resid, ierror)
CHKERRQ (ierror)

A.2 Vyména dat pomoci MPI

V kazdém casovém kroku musi kazdy procesor rozeslat spoc¢tena data z elementi

lezicich na hranici sousedicim procesortim a od nich naopak data pfijmout. Tato

ukézka demonstruje pouziti nékterych funkci MPI. V prvni ¢asti napied zabalime

odesilan& data pomoci MPI_Pack a poté zahajime neblokujici odesilani volanim

MPI_ISend a pfijiméni volanim MPI_IRecv.

! sending myElems

bufPos = 1

do proc =
pos = 0
! pack the elements

do 1 =1,size (submesh%neighSubmesh (proc) $myElem)
elem => grid%elem (submesh%neighSubmesh (proc) $myElem(i))

1,size (submesh%neighSubmesh)

call MPI_Pack (elem%w(0,1),1,a%MPIvector, a%outBuffer (bufPos), &
submesh%neighSubmesh (proc) $numOfMyBytes, pos, a%Comm, ierror)
end do

! send the buffer with nonblocking send

call MPI_ISend(a%outBuffer (bufPos), &
submesh%neighSubmesh (proc) $numOfMyBytes, MPI_PACKED, &
submesh%neighSubmesh (proc) $num, tag, a%Comm, a%$sendReq (proc), &
ierror)

! increase bufPos

bufPos = bufPos + submesh%$neighSubmesh (proc) $numOfMyBytes
end do
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! recieving neighElems

bufPos =1

do proc=1l, size (submesh%neighSubmesh)
! start recieving

call MPI_TIRecv (a%inBuffer (bufPos), &
submesh%neighSubmesh (proc) $numOfNeighBytes, MPI_PACKED, &
submesh%neighSubmesh (proc) $num, tag, a%$Comm, &

a%$recvReqg(proc),ierror)

! increase bufPos

bufPos = bufPos + submesh%neighSubmesh (proc) $numOfNeighBytes
end do

Po zahajenim odesilani se mizeme vénovat jiné préaci, v naSem piipadé vypo-
¢tu objemovych integrali. Poté se miizeme vratit zpét ke komunikaci. Na ukon-
¢eni prenost pockdme volanim MPT_waitall a pfenaSend data rozbalime pomoci
MPI_Unpack.

! wait for all the recv requests
call MPI_Waitall (size(a%recvReq), a%recvReq,statuses,ierror)

! wait for the send requests
call MPI_Waitall (size(a%sendReq), a%$sendReq, statuses,ierror)

! unpack the data

bufPos =1
do proc=1, size (submesh%neighSubmesh)
pos 0

do i=1,size (submesh%neighSubmesh (proc) %$neighElem)
elem => grid%elem(submesh%neighSubmesh (proc) $neighElem (1))

call MPI_Unpack (a%$inBuffer (bufPos), &
submesh%neighSubmesh (proc) $numOfNeighBytes, pos, &
elem%w(0,1),1,a%$MPIvector,a%Comm, ierror)
end do

bufPos = bufPos + submesh%neighSubmesh (proc) $numOfNeighBytes
end do
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Priloha B

Instalace programu Adgfem

B.1 Instalace

Program je urc¢en pro systémy unixového typu. K instalaci je zapotiebi mit v sys-
tému nainstalovanou implementaci MPI (napfiklad OpenMPI), knihovnu PETSc
a knihovnu ParMETIS.

B.1.1 Instalace PETSc a ParMETIS

Pro instalaci PETSc stahnéte balik z nttp: //www.mcs.anl.gov/petsc/petsc-as/

a postupujte podle pokynii k instalaci. Pokud nemate v systému nainstalovany

baliky BLAS, LAPACK a OpenMPI (potfebné pro béh knihovny PETSc), in-

stalator PETSc je muze sam stdhnout a nainstalovat. Timto zpisobem také do-

porucujeme nainstalovat knihovnu ParMETIS. Rozbalte stazeny archiv napt. do

/home /username/soft/ a pokracujte piikazy (pfi pouziti bash shellu)

export PETSC_DIR=/home/username/soft/petsc-3.1-p0

cd $PETSC_DIR

./config/configure.py —-—-download-f-blas-lapack=1 \
—-—download-openmpi=1 --download-parmetis=1

make
make test

B.1.2 Instalace programu Adgfem

Ujistéte se, ze cesta k MPI kompilatorim je v proménné paTH. Pokud jste insta-
lovali OpenMPI spolu s PETSc, pouzijte pro to piikaz

export PATH=$PATH:/home/username/soft/petsc-3.1-p0/PETSC_ARCH/bin

kde PETSC_ARCH je nézev sestaveni (napf. linux-gnu-c-debug). Presuiite se do
slozky s programem Adgfem a nainstalujte program piikazy

cd /PATH_TO_ADGFEM/Adgfem
make Adgfem

To vytvori ve slozce Adgfem/bin/ spustitelny soubor adgfem.

B.1.3 Spusténi programu

Presunte se do slozky se spoustécem a spustte vypocet

44



cd /PATH_TO_ADGFEM/Adgfem/run
./run.sh

B.2 Zména parametri vypoctu

Pocet pouzitych procesort (¢i pocet vlaken programu) miiZzete nastavit v souboru
Adgfem/run/run.sh. Parametry vypoc¢tu je mozné nastavit ve vstupnim souboru
Adgfem/data/param.ini, nebo je mozné v souboru Adgfem/run/run.sh nastavit
jiny vstupni soubor.
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