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Kapitola 1

Uvod

Tato prace se zabyva aplikaci funkciondlni datové analyzy na data popisujici prubéh
objemové aktivity radonu (ddle OAR) méfené v testovacim objektu. Cilem je najit
model popisujici vztah mezi OAR, ktera byla namérena ve dvou ruznych mistnostech,
popiipadé ukazat, ze prubéhy OAR spolu nesouvisi. Dale se budu zabyvat tes-
tovanim citlivosti metod funkciondlni datové analyzy na nesplnéni predpokladu
apod.. K dispozici mam hodnoty OAR namétené Statnim istavem radiac¢ni ochrany
béhem osmnacti dnt v roce 2008. Prace je rozdélena do tii myslenkovych celku.

V prvni ¢asti je uveden popis dat, aby bylo zfejmé, na jakou situaci ma byt
popsana teoria aplikovana. V dalsi kapitole jsou uvedené obecné definice zédkladnich
pojmu. Neni vSak cilem ¢tenare sezndamit s podrobnou teorii funkcionalni datové
analyzy (ddle FDA), ale pouze zadefinovat znaceni a zakladni pojmy pouzivané v
dalsim textu. Podrobné se této problematice vénuje kniha [6], na kterou navazuje
kniha [5]. Druhd zminéna pdublikace obsahuje popis praktické aplikace FDA v
programovacim jazyku R (resp. S+) véetné konkrétnich prikladu. Obé tyto knihy
jsou napsany velmi srozumitelnym a prehlednym zpusobem.

Druhd cast prace se zabyva tim, jak prevést diskrétni ¢asovou tadu na funk-
cionalni pozorovani. Nezabyvam se dopodrobna vSemi moznostmi provedeni, ale
podrobné analyzuji a srovnavam dvé moznosti provedeni. Odhad funkcionalniho
pozorovani konstruuji jako linedrni kombinaci spojitych diferencovatelmych funkei.
Pro srovnani jsem vybrala dva typy baze s odlisnymi vlastnostmi a sleduji vliv volby
baze na vysledny model. Vybér bazi je proveden tak, aby mély odlisné vlastnosti
a jejich srovnani bylo zajimavé. Moznosti je cela tada, ale vybrala jsem dvé s co
nii), proto jsem se drzela co mozna nejobecnéjsiho feseni.

Treti ¢ast obsahuje simulacni studie, které testuji poruseni predpokladu pouzitych
metod apod.

Ctvrtd ¢ést je pro tuto préaci klicovd. Snazim se v ni najit vhodny model pro
prubéh OAR a zaroven si vyzkousSet aplikaci funkcionalni datové analyzy. Data,



ktera jsem méla k dispozici nejsou zcela typicka pro aplikaci FDA, proto se v
nékterych situacich jedna spise o aproximaci. Prubéh OAR béhem jednoho dne (k
dispozici je vice pozorovani) povazuji za funkcionalni pozorovani. Vystupem této
¢asti je model pro zavislost OAR mezi dvéma sledovanymi pokoji.

Vypocty byly provedeny za pomoci softwaru R 2.12.0 a jejich podrobné kédy
jsou k dispozici na prilozeném CD.



Kapitola 2

Data

Data byla namérena ve dnech 3.10.2008 az 20.10.2008 v rodinném domé Lazny
v ramci studie vlivu uzivani stavby na vysledné hodnoty objemové aktivity ra-
donu. Méfila se OAR (Rn'm™2) a teplota (°C). Méfeni probihalo v péti ruznych
mistnostech v daném objektu, ale jednotlivé ¢asové fady se liSl v ¢asech méteni.
Pro détsky pokoj, kuchyn a chodbu je interval méteni 30 minut, ale po¢atek méteni
je pro kazdou mistnost jiny. Navic doslo v jednom okamziku k prodlouzeni inter-
valu méteni, proto neni mozné predpokladat, ze je déleni ¢asového intervalu méreni
ekvidistantni. Ve zbylych dvou mistnostech je interval méteni 2 minuty a 60 minut.
Ptehled casové struktury meéfeni je shrnut v tabulce (2.1).

Pro vyvoj modelu jsem pouzila pouze data namérend v détském pokoji (déle
znacéim pl) a na chodbé (déle znacim p2), proto se v dalsich odstavcich budu vénovat
popisu pouze téchto dvou datovych tad. Z fyzikalniho pohledu hraje dulezitou roli
relativni vlhkost, kterda muze hodnoty OAR vyznamné ovlivnit. Tuto informaci
bohuzel nemam k dispozici, proto ji nemohu zahrnout do modelu. Vybrala jsem
détsky pokoj a chodbu, protoze méteni probihala v podobnych ¢asovych okamzicich.
Interval méteni je v obou ptipadech 30 minut. Navic prodlouzeni casového inter-
valu nastalo mezi odpovidajicimi si méfenimi (tato podminka neni pro konstrukei
modelu nutna).

Misto méreni Pocatek méreni Konec méreni Interval méreni
Détsky pokoj - pl 3.10.2008 16:10  20.10.2008 13:56 30 min
Chodba - p2 3.10.2008 16:04  20.10.2008 13:55 30 min
Kuchyn - p3 3.10.2008 15:58  20.10.2008 13:52 30 min
Kuchyn 1 - p4 3.10.2008 16:24  20.10.2008 15:00 2 min
Obyvaci pokoj - p5 | 3.10.2008 17:00  20.10.2008 15:00 60 min

Tabulka 2.1: Casovéa struktura méient



2.1 Zakladni charakteristiky dat

Jak jsem jiz zminila, méfeni probihalo od 3.10.2008 do 20.10.2008, tedy v prubéhu
18 dni. Celkoveé bylo provedeno 812 méfeni v kazdé mistnosti. Pro 16 dni je k
dispozici méfeni popisujici vyvoj OAR v prubéhu celého dne (48 méreni pro kazdy
den). Prvni a posledni den je netplny (prvni den probéhlo 16 méfeni a posledni den
28 méteni). Tato data jsem pro odvozeni modelu nepouzila (a to ani v piipadé, ze
neiplnost dnu nebyla podstatnd), protoze jsem chtéla ziskat vzajemné porovnatelné
vysledky. Z celkovych 812 pozorovani pro jednotlivé mistnosti pouziji tedy pouze
pozorovani 16 az 784. V obou mistnostech doslo v jednom okamziku k prodlouzeni
intervalu mezi mérenimi. V détském pokoji i na chodbé nastalo toto prodlouzeni
intervalu mezi 529. a 530. méfenim. Pro détsky pokoj se prodlouzil na 46 minut a
pro chodbu na 51 minut.

Na data budu pohlizet dvéma odlisnymi zpusoby. Nejprve je budu povazovat
za jednu datovou fadu (v tomto piipadé by nebylo nutné vytazovat pozorovani z
prvniho a posledniho dne). Pro kazdy pokoj mam tedy k dispozici préavé jedno funk-
cionalni pozorovani. Druha moznost je data rozdeélit na jednotlivé dny a pohlizet na
né jako na opakované pozorovani prubéhu OAR béhem jednoho dne. Tento pohled
s sebou nese velkou miru zjednoduseni. Podrobnéji se tim zabyvé kapitola (6).

Na obrazku (2.1) jsou pomoci krabicového grafu znazornény zékladni statistické
vlastnosti dat (bez rozliseni dnu métren{) namétrenych v détském pokoji a na chodbé.
Je vidét, ze pl ma vyssi prumér i smérodatnou odchylku nez p2. Prubéh OAR
(namétfené ve zminénych mistnostech) v case je vykreslen na obrazku (2.2). OAR
namérend v détském pokoji je zndzornéna cervené a OAR naméfena na chodbé
oranzové. Prubéh OAR v obou mistnostech je na prvni pohled znacné podobny. Ale
pii podrobnéjsim prozkoumani je vidét, ze pricinou vyssiho prumeéru a smérodatné
odchylky u pl je nékolik vykyvu (kladnym smérem) v prvni poloviné méfeni a
celkové vyssi namérené hodnoty v zavéru meéreni.

Na obrazku (2.3) je krabicovy graf OAR naméfené v jednotlivych mistnostech
rozdélenych podle dne méteni (okraje vyznaceného obdélniku odpovidaji prvnimu
a tretimu kvartilu). Z obrazku (2.3) je patrné, ze data vykazuji podobné vlastnosti.
Soubor pl vykazuje o néco vyssi hodnoty pruméru a smérodatnych odchylek, ale
nejedna se o vyrazné rozdily. V obou piipadech vykazuji méfeni z 8. a 12. dne
vyrazné vyssi smérodatnou odchylku i prameér nez data odpovidajici zbylym dnum.
Odlignost 8. a 12. dne je dobfe patrné z obrazku (2.4), na kterém je vykreslen vyvoj
OAR béhem jednotlivych dni. Vykyv se bohuzel nedd vysvétlit napt. nahlou zménou
teploty apod. Pravdépodobné je zpusoben zménou vnéjsich podminek, ktera v da-
tech neni zachycena (napf. zména relativni vlhkosti).
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Obréazek 2.1: Krabicovy graf pro data naméfena v détském pokoji a na chodhé
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Obrazek 2.2: Prubéh OAR v détském pokoji (pl) a na chodbé (p2) bez rozliseni
dnti méfent



OAR (Rn/m”3)

Obrazek 2.4: Prubeh OAR naméreny v détském pokoji a na chodbé - zobrazeno po
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Obrézek 2.3: Krabicovy graf (podle pokoju a dnu méteni)

OAR po dnech - det. pokoj
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dnech méteni. Zvyraznén 8. a 12. den pro jejich odlisné vlastnosti.
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Kapitola 3

Odhad spojité funkce na zakladeé
diskrétnich pozorovani

Cilem této kapitoly je popsat postup odhadnuti spojité funkce na zakladé diskrétnich
pozorovani. Odhady budeme konstruovat jako linearni kombinace spojitych dife-
rencovatelnych funkci. Prvni ¢ast kapitoly se zabyva vybérem vhodného modelu a
odhadem koeficientu linedrni kombinace. Druha ¢ast se zabyva volbou vhodného
typu baze. Kapitolu jsem doplnila o ptiklad, na kterém demonstruji zakladni rozdily
mezi pouzitymi bazemi.

Necht y (¢;) jsou diskrétni pozorovani odpovidajici modelu

y(t;) = [ () + €(t)), (3.1)

kde t; € (0,T) pro j = 1,...,J a €(t;) jsou nezavislé, ndhodné chyby s nulovou
stfedni hodnotou a koneénym konstantnim rozptylem. Za pozorovani y (¢;) budeme
povazovat hodnoty OAR naméfené v détském pokoji (resp. na chodbé). Casovy
interval (0,7) odpovida bud jednomu dni vyjddfenému v hodindch (pak T' = 24),
nebo celkové dobé méfeni (pak 7' = 384).

Predpokladejme, ze funkce f je prvkem prostoru spojitych diferencovatelnych
funkei, proto je mozné ji vyjadrit jako linedrni kombinaci funkei bdze tohoto pro-
storu, kterou budu znacit {¢;},°,. Odhad f budeme konstruovat jako prvek pod-
prostoru prostoru spojitych diferencovatelnych funkei.

Ft)=> oty a, (3.2)

kde L je pocet funkeci béze a ¢ = (c1,...,cr) je vektor linedarnich koeficientu. V
piipadeé, ze jsou funkce baze linedarné nezavislé, je poc¢et parametru modelu L. Déle
pro linedrné nezavislou bazi plati, ze pokud L = J, jedna se o saturovany model
a plati f(t;) = y(t;). Takovy model je obykle nepouzitelny. Zpravidla obsahuje
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vysoky pocet parametru a nevykazuje dobré vlastnosti. Velmi ¢asto vsak slouzi
jako vychozi model pii hledani optimalniho modelu.

3.1 Volba vhodného modelu

Kvalitu modelu budeme posuzovat podle stiedni ¢tvercové chyby (chceme, aby byla

co nejmensi)

1< ~ 2

=3 () = F ) (3.3)
=1

J

MSE (}) -

jejiz stiedni hodnotu je mozné vyjadrit nasledujicim zpusobem:

2

E{MSE(?)} = %XJ;E@(%)—J?(Q)),

12



Stredni hodnotu stiedni ¢tvercové chyby je mozné zapsat jako:

E {MSE </f')} = % ‘ (var (y (t;)) + bias® (f(t])) + var <J/c\(t])))

J=1

= war (e(t;)) + bias® <J/C\(t])) + var (f(t])) . (3.5)

Jedna se o soucet rozptylu nahodné chyby, vychyleni odhadu f a rozptylu tohoto
odhadu. Odhad f je konstruovan na zakladé pozorovaného prubéhu OAR v dané
mistnosti. Pro ruzné prubéhy ziskdme ruzné hodnoty odhadu f. Vysoka hodnota
vychyleni tika, ze sttedni hodnota vysledného odhadu se zna¢né lisi od odhadované
funkce f, ale ze pro ruznd pozorovani prubéhu OAR bude ddvat stabiln{ vysledky
(to odpovida nizké hodnoté rozptylu odhadu f). V opaéném piipadé (vychyleni je
nizké, ale rozptyl vysoky) bude stfedni hodnota odhadu blizkd odhadované funkci
f, ale jednotlivé realizace odhadu (pro ruzné prubéhy OAR) budou velmi nesta-
bilni. Dobry model budeme tedy hledat tak, ze budeme chtit co nejmensi stredni
¢tvercovou chybu, ale zaroven se budeme snazit o dosazeni kompromisu mezi roz-
ptylem a vychylenim odhadu f.

V pripadé, ze je odhadovana funkce f znama, budeme k ohodnoceni modelu
pouzivat kritérium

wse (7) = 330 (re)-Fu)’ (36)

J=1

které je mozné vyjadrit jako soucet druhé mocniny vychyleni odhadu f a jeho
rozptylu.

3.2 Odhad parametri modelu

V této kapitole se budeme vénovat odhadu vektoru parametru ¢ modelu (3.1).
Jednou z moznosti, jak odhadnout vektor ¢ je minimalizovat soucet ¢tvercu (SSE),

J

I 2
SSE(e) =) [y (t;) = > o (t) cl] (3.7)
7j=1 =1
pies viechna moznd c. Dédle budeme pouzivat oznaceni y = (y (t1),...,y(ts)),

/

F=0),....f)), f= <f(t1) ey f(ty)) a ® necht je matice, jejiz sloupce
tvoii funkce ¢; v bodech ty,...,t; prol =1,...,L,. Vyraz (3.7) je mozné zapsat
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jako

SSE(c) = (y—®c) (y—Pc) =
= Yy—yPc- Py + e (3.8)

Tento vyraz je minimédlni pro € = (®'®) ' ®'y, pokud existuje inverzni matice.
Pti pouziti bohaté baze bude stiedni ¢tvercova chyba vysoka diky vysokému roz-
ptylu odhadu, coz zpusobi jeho nestabilitu. Aby k tomuto efektu nedochazelo a
zaroven jsme nemuseli priliS omezit prostor funkei nad kterym odhad konstruu-
jeme, pouzijeme tzv. penalizovany soucet ¢tvercu

2

J
PSSEy(e) = Y |y Z@ )| +APEN =
=1

= (y—®c) (y — <I>c) + APEN =
= SSE(c)+ APEN, (3.9)

kde parametr A nabyva hodnot z intervalu (0, co) a uréuje miru vlivu penalizaéniho
clenu PEN:

2

PEN = / [sz(t)} dt =
T
= / (D*®* (1) ¢)dt =
T
- / (D@ (1)) (D*®" (1) c)di =
T
= c V (D*®* (1)) (D*®* (t))dt| c =
T
2 ¢Re, (3.10)
kde D? zna¢i druhou derivaci a ®* = (¢ (t),..., ¢ (t)). Matice R mé& dimenzi
L x L a jeji prvky jsou tvaru R;; = fT D?¢; (t) D*¢; (t)dt, kde i,j = 1,..., L.
Prostiednictvim parametru A je mozné ur¢it vliv penalizacniho clenu PEN na

penalizovany soucet ¢tvercu PSSE) (¢), a tim regulovat kiivost vysledného odhadu
f (resp. jeho stabilitu).

e \ = 0: Efekt penalizacniho ¢lenu je nulovy a pro dostatetné bohatou bazi
plati, ze f (t;) =y (;)-

e )\ — oo: Vysledny odhad je primka.
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Dale plati

PSSE\(¢) = (y—®c) (y— ®c)+ \cRe
= Yy — 2Py + ' ®c+ A\c'Re (3.11)
D (PSSE\(c)) = —2®'y+2®'®c+2)\Rc (3.12)

Ozna¢me ¢ = argmin (PSSE) (c)), potom plati D (PSSE) (¢)) = 0 a ¢ vyjadiime
z rovnice

—2®'y + 28'®¢ + 2ARé = 0,
d'y = (®'®+I\R)C,
(®'® + \R) ' ®'y = ¢ (3.13)
Odhad ? lze zapsat jako
f=®(@®+\R) '®y L Sey. (3.14)

Hodnotu penalizacniho parametru je mozné stanovit dle vlastniho tsudku na
zakladé velmi dobré znalosti dat nebo pomoci automatickych metod.

Za predpokladu, ze pozorovani y (¢;) jsou vzdjemné nezavisld, lze pouzit me-
todu cross-validace nebo zobecnéné cross-validace. Prvni metoda je zde popsana na
zékladé informaci z knihy [3] a popis druhé je ¢erpan z knihy [6].

Cross-validace (CV):

e Principem této metody je hledani odhadu, ktery bude co nejméné citlivy na
vynechani jednotlivych pozorovani pti jeho konstrukei.

e Na zéklade datovych bodu y_; = (y(t1),...,y (t-1),y (tj41) -,y (t5))

o~ o~ o~ /
urc¢ime pro j = 1,...,J odhady f_;, = <f_j (t1), .-, [ (tJ)) . Oznacme
symbolem ®_; matici ® s vynechanym j-tym fddkem, pak

f;=®(® ,® ;+\R) &y

e Definujme
J 2
vy = S [y - T )
= % > [y (t;) — @) (®,;®_; + AR) @Ljy_j} 2, (3.15)

kde ®; ) znaci j-ty radek matice P.
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e Optimélni A ziskdme minimalizaci C'V ().
Zobecnéna cross-validace (GCV):

e Definujme

Gevin = [n - “”n(SA@)} [n —ff(iw)} ’ (3.16)

kde tr (+) znaci stopu matice.
e Optimélni A ziskdme minimalizaci vyrazu GCV (A).

Metoda GCV byla poprvé popsana v clanku [2] a puvodné slouzila jako aproximace
metody CV.

Vztah mezi CV a GCV: )
V predchozim textu (viz vyraz 3.14) jsme odvodili vyjadieni odhadu f = (f (t1), ..., (tJ)> :

~

f= 5wy

Cross-validac¢ni kritérium pro hledani optimalni hodnoty parametru A je tvaru

OV (\) =

i i)~ 7))

j=1

1
J

Zobecnéné cross-valida¢ni kritérium jsme definovali

GOV (\) = [J_ trj(sm)} [J—frsém)] '

V obou piipadech je dosazeno optimalni hodnoty parametru A prave kdyz kritérium
dosahuje minimalni hodnoty. R

Pokud nahradime j-té pozorovani vektoru y hodnotou odhadu f_; (¢;), oznac¢ime
vysledny vektor jako

gy = (v () () Ty (1) 9 (1) o (1)

Odhad spojité funkce zkonstruovany na zdkladé vektoru y; budeme znacit }’_j.

Daéle budeme predpokladat, ze plati
f-i @) = f=; (&)
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pro vSechna 7 =1,...,J.

Pokud na pravé strané rovnice /j\" = S, ey nahradime y za '[j] a S)a budeme dile
znacit jako S, plati

(7)o s 1) = 55

Dale plati

J
ft) = Zsﬁy = " Sy (1) + Siy (L),

i#]

f-i ;) = Z Sjiy; (¢ Z Sjiy; (L) + S]Jf— Z Syiy (t:) + S]Jf— (t5) -
i#] i#]
Odectenim téchto dvou rovnic ziskdme rovnici

Pt =Fit) = Sy (vt - T ().

Ft =yt = S (v) = Fs @) + F ) ),
Fn—y) = =8 (F) -y).
VLB — ) -Faty),

Potom je mozné cross-validacni kritérium zapsat jako:
J —~ 2
1 y (t;) — [ (&)
CV (N =—= ] 4
3 (M,

. P . C e tr(S) .1«
Pokud diagonalni ¢len S;; nahradime prumérnym diagondlnim ¢lenem % ziskame
zobecnéné cross-validacni kritérium

;oS (e - Fu)
—tr(S)] J —tr(S)

GCV (\) = {J

SN2
Dale je ziejmé, ze pokud oznacime (%) jako C'V; (X), plati

V() =530V ()
1< J2(1—8;)°
Gov =70V

17



3.3 Vybér baze

V predchozi ¢éasti jsme popsali konstrukci odhadu funkce f na zakladé diskrétnich
pozorovani y (¢;), j = 1,...,J. Piipomenme, ze

Fe)=> at;)a (3.17)

kde L je pocet funkei dané béze a ¢ = (cy, . . ., cp) je vektor linearnich koeficientu. V
této kapitole uvedeme dva typy baze, které se dale pouzivaji pti konstrukci odhadu
prubéhu OAR. Jak jiz bylo feceno diive, predpokladame, ze funkce f je prvkem
prostoru spojitych, diferencovatelnych funkci. Jednotlivé bazické funkce ¢; jsou
tedy také spojité a diferencovatelné. Pro konstrukci odhadu prubéhu OAR budeme
pouzivat Fourierovu bazi a B-spline. Kromé nich by bylo mozné pouzit napiikad
jadrové funkce, bazi vhodnou specialné pro monoténni odhady apod..

Fourierova baze se sklada z periodickych funkci. Neni tedy pfrilis vhodna pro
neperiodicka data a nemusi vykazovat dobré vlastnosti zejména v okrajovych bo-
dech definiéniho oboru odhadované funkce. B-spline ma polynomialni charakter a
je vhodny pro neperiodicka i periodicka data.

3.3.1 Fourierova baze

Tato béze je odvozena od Fourierovych fad. V knize [6] je definovana nésledovné:

Definice 3.3.1 Fourierova bdze je definovina jako {¢, (t)}lel. Jednotlivé funkce
¢y (t) maji tvar

¢1 (t) = 17
¢or (1) = sinrwt,
¢2r+1 (t) = Co8 TWt>

kde r je celé ¢islo a w parametr, ktery urcuje délku periody 2m/w.

Funkce ¢; prol = 1,2, 3 jsou zobrazeny na obrazku (3.1). Tato baze je periodickd
a je vhodna hlavné pro data, kterd jsou stabilni v case, poptipadé maji periodicky
charakter.

3.3.2 B-spline baze

Spline definujeme jako spojitou po ¢astech polynomidlni redlnou funkci. Existuje
velké mnozstvi ruznych typu splinu. Jak jiz bylo fe¢eno, budeme se zabyvat B-
splinem.
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Fourierova baze
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Obréazek 3.1: Prvni tii funkce Fourierovy béze.

Uvazujme interval (tq,t;) (v nasem piipadé se jednd o interval (0,7")) s vnitinimi
body (uzly) to,...,t;—1. Obecné se polynomialni spline konstruuje tak, ze na sub-
intervalech mezi libovolnymi dvéma sousednimi uzly je definovan polynom stupné
S a v kazdém uzlu maji sousedni polynomy stejnou hodnotu (vyslednd funkce je
spojitd). Pokud chceme hladkou (nejen spojitou) p-tou derivaci, musi byt stupen
polynomu alespon p+2. Nejbéznéji pouzivany je kubicky spline, tj. S = 3. Podrobny
popis teorie splinu je mozné nalézt v knize [1], ze které pochazi také nasledujici
definice.

Definice 3.3.2 Necht je s = (so,...,sm_1) neklesajici posloupnost bodi z inter-
valu (s, spr—1). Pak pomoct rekurzivniho vzorce definujeme funkce By, i, které tvori
B-spline bazi stupne k =10,..., M — 2.

o 1 pro s, <s<Ssui1, m=0,....M —2
Bno(t) = { 0 jinak,
S — Sm Sm - S
Bui(t) == —— "™ By 1y (s) + — k] Bg1(s), m=0,....M—k—2.
Sm4k — Sm Sm4k+1 — Sm+1

V pripadé, ze se ve séitanci vyskytuje vyraz %, polozime ho roven 0 (tato situace
nastdva v piipadé vicendsobnych uzlu).
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Nésledujici schéma popisuje rekurzivni zavislost B, x na By, x—1 & Byt1 -1 (pro
m=0,...,4ak=0,...,4). Jezfejmé, ze By, (s) jsou nenulova pro s € (S, Sm+1)
@o%mvk (s) pro s € (Sm,Smar). Tato vlastnost je pro B-spline charakteristickd.

0,1

Bl,O/ ~ BO,2
™~ Bi1~ ™ Boyg
BZO/ ~ Bl,2/ ~ 0,4
™~ 271/ ™~ Bl,S/
B3,0/ ~ B2,2/
™ B3,
By~

V naSem piipadé budeme predpokladat, ze pocet uzlu je J + 2k, sg = ... =
Sp =t1, Sgyj_1 =t;proj =2,...,J —las, ;1 =...=Syys_1 = t;. Znamena
to, ze mnozinu uzlu konstruujeme z (¢4, ...,t,) tak, ze krajni uzel se v ni vyskytuje
(k + 1)-krat.

Na obrazku (3.2) jsou vykresleny B-spliny stupné 0, 1 a 2. Déle plati, ze pocet
funkci baze = stupen splinu + pocet vnitinich uzlu +1. V nasledujici vété jsou
shrnuty zékladni vlastnosti B-splinu.

Véta 3.3.1 Necht By, (s) je B-spline z definice (3.3.2) definovany na intervalu
(80, Sm-1), potom pro vSechna k =0, ..., M — 2 plati nasledujici vlastnosti.

e B-spline je sloZen z nezdpornich funkct, tj.

Bk (s) =0, & (Sm,Smiks1) a zdroveri B (s) >0, s € (Spm, Smikt1) -
(3.18)

e Soucel vSech funkci baze je v kazdém bodé intervalu (so, spr—1) roven 1, tj.

> Bui(s)=1, s€ (s0.5m-1)- (3.19)
Dukaz:
Necht k = 0:
)1 pro s, <s<spi,
B (5) _{ 0 jinak,
pro véechna m = 0,..., M — 2. Je ziejmé, ze plati B,,o(s) =0, s & (S, Smt1) @

zarovenn By, o (s) >0, s € (Spm, Smi1)-
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Obréazek 3.2: Jednotlivé B-spliny stupné 0, 1 a 2



V dalsim textu budeme pouzivat znaceni By, (s) = s, 5.0 (5), kde s €
(80, 8M-1)-

Necht k = 1:
— _S5=Sm _Sm+4278
Bm’l (S) - Sm+1—Sm Bm70 (8) + Sm+2—Sm+1 Bm—i—l,O
S — Sm Sm+2 — S

- H(5m75m+1) (8) + ]:[<5m+175m+2) (8) N
Sm+1 — Sm Sm+2 — Sm+1
NS ~~ > NS ~~ >

>0 >0

Prvni séitanec je nenulovy pouze na intervalu ($,,, s;,,+1) (na intervalu (s,,, 1)

je to zaruceno funkef Irs, 5. 1) (8)). Citatel i jmenovatel zlomku ——"m_ nabyvaji

m+1—Sm
na intervalu (S, S;me1) hodnot > 0 (v krajnim bodé s, je ¢itatel roven 0). Ob-
dobny vztah plati i pro druhy s¢itanec. Tim je dokdzano, ze plati By, 1 (s) =0, s ¢

(Sms Sm+2) a zarovenl By, o (s) > 0, s € (Spm, Smi2)-
Predpokladejme, ze véta plati pro k =i,1 > 2:
Ukazeme, ze plati i pro k =7+ 1,i > 2:

Simiito — S
Bn,i (s) + miee Byt

)

vV vV
>0 >0

Prvek B,,; (s) je vétsi nez 0 na intervalu (S,,, Smit1). Na tomto intervalu nabyva
¢itatel i jmenovatel zlomku —=*2— hodnot > 0 (pficemz pro s = s, je Citatel

m4+i+1—Sm

roven 0). Tim je tvrzeni véty dokazéano.

Pii dokazovani druhé ¢asti véty je dulezité si uvédomit, ze s rostoucim fadem splinu
roste i pocet multiplikativnich kotent pouzitych ke konstrukei baze (viz véta 3.3.1).

Necht &k = 0:
Pocet funkei baze: J — 1
Pocet uzlu: J

Uzly: so < ... < sy

S Bro (8) = 0 s (8) = Lisoss 1 (5)

Necht k = 1:
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Pocet funkci bdaze: J
Pocet uzlu: J + 2
Uzly: sp =951 < ...<s5=5511

Zin_zlo Bm,l (S) = 27{1_:10 MBm,O (S) + MBWL—H,O (S)}

Sm+1—Sm Sm+42—Sm+1

_ J-1 5—Sm Sm+42—S
- Zm:O Sm+1—5m ]:[<5m73m+1) (S> + sm+2_sm+1ﬂ<3m+178m+2) (S>

S— 50 J—2 Smia—8
- _ H<80751) (S) + Zm:O Sm+2—Sm+1 H<8m+1,8m+2) (S)
51— S0
~
=0
- sS— Sy
S—Sm+1
+ Sm+2—8m+l]:[<sm+17sm+2) (S)} + Syt — SJ]I(SJ,SJH) (3)
vV
=0

J—2
= Zm:O H<8m+178m+2) (S) = ]I[Sl,SJ) (S) = ]I[SO,SJ-H) (S)

Necht k = i:

Pocet funkci bdaze: J+1—1

Pocet uzlu: J + 21

Uzly: sop=...=8 < ...<Sjii1=...= S8ji91

Predpokladejme, ze

Z Bm,i (S> = ]:[<5078J+2i—1) (8)

Necht k =i + 1:

Pocet funkci baze: J +1

Pocet uzli: J +2(i+ 1)

Uzly: sop= ... =81 < ... < Sj1i = ...= Sji9i11

S0 B (5) = S {5 B (5) + 72 B () }

Sm+i+1—Sm Sm+i+2 " Sm+1
S — 50 J+i—2 Sm4it2—S8
_ TN g4y Smiinns B ()
) = . — —‘rl,l
Sit1 — S0 m=0 s msme

J/

-~

=0

— SJ+2i+1 — S
S—Sm+1
bz SJ+2i+1 — SJ+i

7

~
J+i—2
= Zm:ZO Bm+17i (S) = H<3075J+2i+2) (3)
Posledni rovnost plyne z predpokladu pro k = ¢ v ptipadé, ze precislujeme uzly

splinu Sq, ..., 8719 —> S1,...,S749;:+1. L1m je i druhé tvrzeni véty dokazano.
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Kapitola 4

Concurrent model

4.1 Popis modelu

Tento model popisuje vztah dvou (poptipadé vice) funkciondlnich nahodnych velicin.
V podstaté se jednd o rozsiteni klasického regresnitho modelu. Namisté diskrétnich
pozorovanych hodnot vsak stoji funkce se shodnym definicnim oborem. Oznaceni
concurrent je mozné do cestiny prelozit jako soubézny nebo paralelni. Bézné se
vSak tento vyraz nepouzivd, proto je v dalsim textu pouzivana anglicka varianta.
Oznaceni je odvozeno od toho, ze pomoci vysvétlujicich proménnych v case t je
modelovana zavisla proménna rovnéz v case t. Formalné model zapiseme takto

P

i () =D hip (1) B, (1) + 45 (1), (4.1)

p=1

kde 1); (t) jsou nezéavislé, normélné rozdélené chyby s nulovou stfedni hodnotou a
koneénym, konstantnim rozptylem. Realizace vysvétlované funkciondlni nahodné
veli¢iny znacime g;. Jednotlivé realizace vysvétlujicich proménnych znacime h;p,
pricemz p = 0, ..., P je index vysvétlujici proménné a ¢ = 1,..., [ znaci jednotliva
pozorovani. VSechny funkce jsou definované na redlném intervalu 7. Pokud plati,
ze h;; = 1, jedna se o analogii regresniho modelu s absolutnim ¢lenem. Maticovy
zapis modelu je nasledujici

gt)=H@)B )+ (1), (4.2)

kdeg (t) = (g1 (t) ..., 9r (1)), BE) = (B (8) ..., Bp (), 9 () = (b1 (t) ..., ¥r (1))
a H () = (hiy (1)) -

Nyni se budeme vénovat souvislostem mezi modelem 4.1 a sledovanymi prubchy
OAR. V predchozi kapitole jsme popsali konstrukci odhadu spojité funkce na zakladé
diskrétnich pozorovani. Ve strucénosti (podrobny popis modelu je mozné najit v
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kapitole 3). Pfipomenme, ze vysledny odhad byl konstruovany penalizovanou mi-
nimalizaci nejmensich étvercu za predpokladu platnosti modelu

y (t;) = f(t;) + €(ty), (4.3)
kde y (t;) jsou hodnoty OAR nameéfené v casech ¢, kde j = 1,...,.J a €(t;) jsou
nezavislé, ndhodné chyby s nulovou stfedni hodnotou a koneénym konstantnim
rozptylem. Nyni budeme navic ptedpokladat, ze chyby jsou normalné rozdélené.
Veskeré proménné tykajici se OAR namétrené v détském pokoji budeme dale znacit
pomoci hornfho indexu ! a proménné tykajici se prubéhu OAR na chodbé pomoci

horntho indexu 2. Nejjednodussi model popisujici vztah mezi pribéhem OAR v
detském pokoji (ddle f!(¢)) a na chodbe (ddle f? (¢)) je nésledujiciho tvaru

fi(t) = f7(6) Bo (t) + i (1), (4.4)
kde ; () jsou nezdvislé, normélné rozdélené chyby s nulovou stfedni hodnotou
a koneénym, konstantnim rozptylem. Index i oznacuje jednotlivé napozorované
prubéhy a t € T' = (t1,t,).

4.2 Vybér vhodného modelu

To jak je model dobry, budeme posuzovat podle stredni ¢tvercové chyby. Definujeme
ji jako rozsiteni jednorozmérné stiedni ¢tvercové chyby pro funkcionalni pozorovani.
Nejprve vsak definujeme prumeér a rozptyl funkcionalnich pozorovani.

Definice 4.2.1 Necht fi(t), ..., fx (t) je K realizaci funkciondlni ndhodné veliciny
f(t), kde t € T. Potom jeji priumeér a (f (t)) definujeme jako

a vgbérovy rozptyl v (f (t)) je definovd jako

TUOEESY <fk(t)—%2fz(t)> .

K
k=1
Nyni jiz muzeme pfistoupit k vlastni definici stfedni ¢tvercové chyby MSE):

MSE;@(1) = 73 (0.0 -3 (0)
B{MSE; @)} = 5D {var (5:(0) +var (3. (1) + bias? (G ()} (4

2
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Dukaz tohoto rozkladu je analogicky s jednorozmérnym piipadem, proto ho nebu-
deme uvadét. Dale definujeme stiedni ¢tvercovou chybu v piipadé, kdy jsou funkce
B (t) znamé. Budeme ji znacit MSE*.

I

MSE; @) = ;3 (HOB®-H®B) -
1 I

= 5 {var @ (1)) + bias® G (1)} (4.6)

7 definic je ztejmé, ze vSechna kritéria jsou funkce s definiécnim oborem T'. Jejich
porovnanim muzeme ziskat v ruznych bodech definicniho oboru ruzné vysledky.
Proto zavedeme jesté integrované stiedni ctvercové chyby IMSEy a IMSES.

[MSE; (§ (£)) = /T MSE (§ (1)) dt (A7)

IMSE; (§ (1)) = /T MSE; (§ (1)) dt (4.8)

Na zaveér této kapitoly zadefinujeme funkcionalni verzi Akaikeho kritéria AIC/:

<C +1n (Z @) — g (t))"’) +2(k+ 1)) dt, (4.9)

i=1

ALC; Gilt) = |

T
kde k je pocet parametru a C' je konstanta, kterd zavisi pouze na g (t). Pro vzdjemné
porovnani modelu ji tedy neni nutné explicitné vyjadrit. Stejné jako v predchozim
pripadé prosté rozsiteni AIC integruji, abych ziskala jeho jednoznacnou porovna-
telnost. Aby bylo mozné toto kritérium pouzit, musi byt splnéna normalita a ho-
moskedasticita nahodnych chyb modelu.

4.3 Odhad funkci 54,...,0p

Optimalni vektor funkci 8 budeme hledat obdobné jako v klasickém regresnim mo-
delu pomoci minimalizace souc¢tu ¢tvercu rezidui. Situace je vsak komplikovanéjsi,
protoze jednotlivé [; nejsou konstanty, ale funkce definované na intervalu (¢1,%;).
Minimalizacni kritérium se odvodi jako rozsiteni SSE. Stejné jako v jednorozmérné
regresi hledame optimalni B tak, abych minimalizovala soucet ¢tvercovych chyb.
Prostym rozsitenim by vyslednym kritériem byla funkce s definicnim oborem (¢, t )
a nebylo by mozné jednoznaéné urcit, zda je minimélni. Z tohoto duvodu ho inte-
grujeme podle casu t.

SSE;(B) = / (g(t)—H )3 (1) (g(t)— H(t)B(t))dt (4.10)

T
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Pfi pouziti pfimého rozsifeni souctu c¢tverci rezidui klasického regresniho modelu
(budeme ho znacit jako SSEf) muze byt vysledny odhad B (t) mélo stabilni. V
takovém piipadé je dobré pouzit rozsiteni penalizovaného souctu ¢tvercu (budeme
ho znacit jako PSSEy).

PSSE;(B) = /T(g(t)—H(t)ﬂ(t))'(g(t)—H(t)ﬂ(t))dH

+ ZA/ LB, (1)) dt, (4.11)

kde L je oznaceni diferencialniho operatoru a A je vektor penaliza¢nich parametru.
Toto kritérium uvadi J. O. Ramsay v knize [6].

Funkce 5, (t) je mozné vyjadrit jako linedrni kombinace funkei béze 6y, (t) pro-
storu hladkych diferencovatelnych funkei, nad kterym odhad konstruujeme.

0= bigfi (1) = 6, (1) b, (112)

kde K, je pocet funkei baze {6y, }. Déle zavedeme znaceni

b,
b= b?
bp

Tento vektor ma Kz = 25:1 K, tadku. Potom © (t) je definovana jako

0,(t) 0 0
0o 6, 0
O (t) = |
0o 0 0, (1)

Déle B (t) = © (t) b a vyraz (4.2) je mozné zapsat jako

g(t)=H()O )b+ (t).

Definujme blokovou diagonélni matici R s P bloky

R, =, [ 126,00 (L6, ()] dr.
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Minimaliza¢ni kritérium PSSE; (4.11) se da pfepsat jako

PSSE;(b) = / (9(t) ~ H(1)© (1)b) (g (1) ~ H (1)© (1)b) dt + 3 b,R,b, =

p=1

= L(Q’ tgt)—g (H{#)O[)b-bO (t)H (t)g(t) +
+ YO (t)H'(t)H (1)© (t)b)dt + b'Rb.

Odhad parametru b je feSenim soustavy normalnich rovnic.

Platf tedy b — arg min (PSSE, (b)) a
/T (-0 () H' (1) (1) + © (1) ' (1) H (1)© (1)) di + BB = 0,

/T (& () H' () H (1)© (1)B) di + R = /T (© (t) H' (t) g (1)) dt.
Pokud oznacime

A= / (© () H' (1) H (1)© (1)) dt + R, (4.13)

a- [ (@ WH ®gw)d (414)
T
pak soustavu norméalnich rovnic je mozné zapsat jako
Ab = d. (4.15)

V nékterych piripadech je mozné feseni soustavy (4.15) vyjadiit explicitné, ale
obecné je vhodné tuto soustavu feSit numerickymi metodami integrace. Odhad
jednotlivych realizaci funkciondlni ndhodné veliciny g (t) je mozné tedy vyjadrit
jako R

g(t)=H (t)© (t)b. (4.16)
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Kapitola 5

Simulac¢éni studie

V této kapitole uvadim simulacni studie. Prvni studie se zaméiuje na nevhodnost
Fourierovy baze pro modelovani neperiodickych dat. Druha fesi chovani zobecnéné
cross-valida¢ni metody v piipadé poruseni predpokladu nezavislosti dat.

5.1 Simulac¢ni studie I - Porovnani Fourierovy a
B-spline baze

Tento ptiklad ukazuje rozdilné chovani Fourierovy baze a B-spline béze pro perio-
dicka a neperiodicka data.

1. Uvazuji periodickou fukci

fi(t) =sin(t) +cos(nt), te (0,2m).

2. Uvazuji neperiodickou funkeci

3

fa(s)=¢€¢", s€(0,1).

Vygenerovala jsem 1000 replikaci dat podle kazdého z nasledujicich modelu:

12

1. yl(t]‘):fl(tj)+€1(tj),kdetj:%, jZO,,100a€1NN<O,% )

2. yQ(Sj) :fg(sj)+e2(sj),kde Sj = ﬁ, ij,,lOO a €9 NN(O,%2>
Odhadla jsem funkce f; a fo pomoci Fourierovy baze a pomoci B-splinu. Vysledné

odhady odpovidajicf jednotlivym simulacim znacfm fy, (t;) (resp. For (s4)), kde r je
index simulace. K porovnani vysledku jsem pouzila rozdéleni M SE*.
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Typ béze f1 (periodickd) | fo (neperiodickd)
| RE f(@)) 0,00734 0,00758
Fourierova bize | 1577 piq2f (1)) 0,00230 0,02512
E <MSE (} ) 0,00964 0,03269
| Ly var f(g)) 0,00825 0,00273
Bespline | 1577 pias (1)) 0,00102 0,00054
E <MSE (})) 0,00926 0,00326

Tabulka 5.1: Odhad stfedni hodnoty a rozptylu RMSE

Fourierova baze se sklada z 101 funkci. Pro urcéeni penaliza¢niho parametru A
jsem pouzila metodu GCV a jako penaliza¢ni ¢len jsem zvolila PEN (viz (3.10)).

Kubicky B-spline mé uzly v bodech ¢; (resp. s;), kde j =0,...,100. Pro pena-
lizaci jsem, stejné jako u Fourierovy baze, pouzila PEN a hodnotu parametru A
jsem stanovila na zdklade GCV metody.

Na obrazku (5.2) jsou graficky znazornény vysledné odhady. Zelené je vyznacen
odhad stfedn{ hodnoty f; (t;) (resp. fg (sj)) a cervené prerusované funkce f; (resp.
f2). Déle je v grafu vyznacena obalka simulovanych odhadu, ktera je definovana jako
nejmensi konvexni mnozina obsahujici hodnoty flr (tj) (resp. };T (sj)), a mnoziny
obsahujici 95% dat, které jsou zkonstruované nasledovné. Dolni mez pro kazdé t;
(resp. s;) je 2,5%tni vybérovy kvantil z { fi, (tj)}le (resp. { far (sj)}le) a horni
mez je 97,5%tni vybérovy kvantil. Dale uvadim histogramy charakterizuji rozdéleni
MSE*.

Pro periodicka data jsou vysledky sice srovnatelné, ale B-spline baze dava odhad
s nizsi prumérnou M SE* a mensim vychylenim na tkor vysstho rozptylu odhadu
(viz tabulka (5.1)). U neperiodickych dat se potvrdilo to, ze funkéni hodnoty od-
povidajici krajnim bodum defini¢niho intervalu mohou byt pii pouziti Fourierovy
baze velmi vychylené. Prumérna stfedni ¢tvercova chyba je v tomto pfipadé da-
leko vyssi nez pri pouziti B-splinu. Rozptyl odhadu je srovnatelny s rozptylem
odhadu periodické funkce, ale vychyleni je daleko vyssi. Odhad zkonstruovany po-
moci B-spline baze vykazuje pro neperiodickda data vyrazné lepsi vlastnosti. Po-
drobné vysledky simulace jsou shrnuty v tabulce (5.1), kterd obsahuje rozklad
sttedni ¢tvercové chyby pro periodicka i neperiodicka data a oba typy baze.
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Periodicka funkce Neperiodicka funkce

N 7 I
Te}
e
— 4 2N
< e
~N
> © >
n
©
- _
|
o |
—
o~ ]
|
T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T 1
0.00 0.70 1.40 2.09 279 349 419 489 559 6.28 0.00 0.11 0.22 0.33 044 056 0.67 0.78 0.89 1.00
t s
Periodicka funkce Neperiodicka funkce
~ o
1
Te}
e
-
o
Q -
> © >
n
©
- _
|
o
S
o~ ]
|
T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T 1
0.00 0.70 140 2.09 279 3.49 419 489 559 6.28 0.00 0.11 0.22 0.33 044 056 0.67 0.78 0.89 1.00
t s

Obrézek 5.1: Odhad (ﬁ) aF (fg) (zelene), f1(t;) a fo(s;) (Cervené carkovane),

mnozina obsahujici 95% dat (Sedé) a obalka simulaci (Sedé ¢arkovaneé).
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Obréazek 5.2: Histogramy MSE*
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5.2 Simulacni studie 11

Tato studie ma za kol zjistit, zda je lepsi urcit parametr A v penalizovaném souctu
¢tvercu pomoci metody GC'V nebo na zakladé vlastniho tsudku v ptipadé, kdy je
porusen predpoklad nezavislosti vstupnich dat a predpoklad normality nahodnych
chyb. Vychézela jsem z méteni provedenych v détském pokoji. Na zdkladé téchto
dat jsem zkonstruovala odhad funkce f! (viz kapitola (3)), ktery jsem pouzila jako
sttedni hodnotu simulovanych dat.

o~

ys (t5) = f (t;) +€(t5) . (5.1)

Déle jsem vygenerovala R replikaci (kazdd obsahuje J prvku) ndhodnych chyb,
které jsem usporadala do matice E.

€11 ... €1R
FE =
€j1 ... €JR

Simulovand data jsem zkonstruovala jako soucet generovanych ndhodnych chyb a
hodnot funkce f! v ¢asech méreni

~

Yo (01) .. ysr (t1) ) ... Fit)
Y, = r ; = : : +E.

ya (t1) . yer(ts) ity ..o fity)

Na zakladé pseudodat zkonstruuji odhady funkce fA1 (budu je znacit indexem repli-
kacf).

~

Yo= (fi®),... 7)) + .

kde t = (t1,...,t;), f:l jsou odhady funkce fA1 odpovidajici jednotlivym simulacim
a E je odhad matice E.

Ke konstrukci odhadu ﬁ jsem pouzila Fourierovu bazi, ktera se sklada z 301
funkci. Optimalni linearni kombinaci funkci baze jsem spocitala na zdkladé mini-
malizace penalizovaného souctu ctvercu, a to pro dvé hodnoty parametru A:

1. Ay = 0: visledny odhad (v dalsim textu ho znacim f1, = (fAlAl (t),..., f1,, (tj))

je pomérné variabilni (d4 se ocekdavat, ze odhad nebude piilis stabilni). Z
analyzy rezidui modelu za predpokladu vylou¢eni prvni a posledni hodnoty
(jednd se o odlehld pozorovéni) je patrné, ze nelze zamitnout hypotézu nor-
mality rezidui (p-hodnota Shapirova-Wilkova testu normality je 0.1). Rezidua
modelu jsou korelovand;
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2. Ay = 2:vysledny odhad (v dalsim textu ho zna¢im f1, = <f1/\2 (t1) - [l (tJ))
se zda stabilnéjsi nez v prvnim piipadé, rezidua jsou méné korelovana, ale je-
jich rozdéleni ma ve srovnani s normalnim rozdélenim tézké chvosty.

Na obréazku (5.3) jsou zelené zobrazeny vysledné odhady ﬁ A& ﬁ », & na obrazku
(5.4) jsou histogramy rezidui modelu 5.1, jejich Q-Q grafy a empirické autokova-
rianéni funkce. Obrazky potvrzuji vlastnosti rezidui popsané v predchozim odstavci
(nizsi korelace rezidui pro As a tézké chvosty jejich rozdéleni).

Pocet simulaci R je 600 (ovéfovala jsem dostatecnost poctu simulaci pomoci
stability rozptylu odhadu). Nahodné chyby jsem generovala tfemi zpusoby:

1. €, ~ N (0,17%), pro véechna j =1,...,.Jar=1,...,R.

2. Vektory E(.,) (timto znacenim mam na mysli sloupce matice E) konstruuji
pro véechna r = 1,..., R jako permutace vektoru rezidui €,, (tento vektor
jsem vybrala, protoze jeho slozky jsou méné korelované).

3. Vektory E.,) konstruuji pomoci tzv. blokového bootstrapu (viz [4]). Vychozi
mnozina pro bootstrap je €y,. Pouzivam klouzavé bloky a délka bloku je 12
pozorovani (coz odpovida 6 hodindm). Naprogramovand procedura je soucasti
prilozeného CD. Tuto metodu jsem zvolila proto, abych byla schopnd mode-
lovat korelovand data a ptitom se co nejvice priblizila korelacni struktute
originalnich dat.

V prvnim piipadé ocekavam, ze metoda GCV bude pracovat pro simulovana data
dobte (jsou splnény predpoklady modelu). V druhém piipadé budu porovnévat,
jaky vliv mé pouziti rozdélent s tézkymi chvosty (ve srovnani s normélnim rozdélenim).
V obou téchto pripadech se jedna o nezavisla pozorovani. V poslednim ptipadeé si-
mulovana data castecné zachovavaji puvodni korelac¢ni strukturu modelu. Jelikoz
se mi jednd hlavné o testovani GCV pro korelovana data, mohu tento zjednoduseny
pristup pouzit. V tabulce (5.2) je piehled vsech zpusobu generovéni pseudodat Y.

Déle jsem pro Jednothve modely spocitala odhady fukel f} A fi \, & porovnala
JeJICh vlastnosti. Funkce f P! f x, jsou spolu s Q-Q grafy a histogramy reziduf €y,
a €, graficky zndzornény na obrézku (5.3).

7 grafu je patrné, ze vyssi hodnota penalizacniho parametru dava vyssi hladkost
vyslednych odhadu. Histogramy ukazuji, ze rezidua modelu jsou symetricka, stredni
hodnota je nulova a rozptyl je vyssi pro vyssi hodnotu penalizacniho parametru.
7 Q-Q grafu je vidét, ze rozdéleni rezidui se nejvice podoba normalnimu rozdéleni
pro nepenalizovanou variantu (s vylou¢enim odlehlych pozorovéni). Testovala jsem
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r=1,...,600 Stfedni hodnota vy, (¢,)
Zpusob generovani matice E 1 (&) I, (t5)

nl 1 nl n2 1 n2
N (07 172) YS('vr) - i& + E('7r) YS(.J) - IQ + E('vr)
Permutace €, l’s?lr) = f%\l + Ef.lr) Ys‘z’?r) = f}\2 + Ef.zr)
Blokovy bootstrap €, Ysl(’,{,n) = fi\, + El(’,l,r) Ysl(’?,r) =f\, + El(’%r)

Tabulka 5.2: Prehled znaceni simulaci pro ruzné hodnoty parametru A a ruzné
zpusoby generovani ndhodnych chyb

Odhad funkce f — det. pokoj - lambda = 0 Odhad funkce f — det. pokoj — lambda = 2
o o
8 ] 3 ]
o o
n n -
N N
g o g o
£ a7 A7
o o
8 s |
— —
o _| o _|
n n
e - T T T T e - T T T T
100 200 300 400 100 200 300 400
cas cas
(a) A=0 (b) A=2

Obrazek 5.3: Zobrazeni funkce ]/“\(t) , t € T, pro ruzné hodnoty parametru A

ruzné kombinace poctu funkei baze a vyse penaliza¢niho parametru a obecné se dé
fici, ze modely konstruované za pomoci penalizace maji rezidua s tézkymi chvosty
(ve srovnani s normélnim rozdélenim). Vyzkousené transformace dat tento efekt
zvyrazni, popiipadé zpusobi zesikmeni rozdéleni rezidui modelu.

7 vysledku je patrné, ze metoda GCV pro rozdéleni s tézkymi chvosty dava
vychylené odhady, ale celkova stiedni ¢tvercova chyba je srovnatelna s hodnotou
pro model s normélnim rozdélenim (pro A = 2 dosahuje dokonce nizsi hodnoty).
7 porovnani modelu s korelovanymi a nekorelovanymim nahodnymi chybami je
vidét, ze poruseni predpokladu nezavislosti dava vychylené odhady, ale rozdil oproti
varianté se splnénymi predpoklady neni tak vyrazny (predevsim v piipadé, kdy data
odpovidaji hladsimu modelu), abychom nemohli metodu aplikovat i na korelovana
data.

35



Q-Q plot - det. pokoj — lambda = 0

lambda=0

o
=) e° = 7
2
(%]
L o
= « n
] s 7
3 ° S
[
E- $ — o “‘ T el sl ik e
g S] R e R L J-----
(%] _
3 _lo° g —
[ T T T T T T T 1 T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 0 5 100 15 20 25
Theoretical Quantiles Lag
(a) A=0
Q-Q plot - det. pokoj - lambda = 2 lambda=2
5 g -
o _| -
0 0
)
= ©
g S
3 o 3 .
2 < N
E o
({/)B c |\ =« | i h’”‘l"”’"ﬁi ””””
0 ,,{,M ,,,,,,,,,,,, | I | I
° o
o oW ? 7
T T T T T T T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 0 5 100 15 20 25
Theoretical Quantiles Lag
(b) A =2

Frequency
50 100 150 200

0

L

Frequency
100 150

50

|

|

|

|

lambda=0
1T 1
-50 0 50
resid_origl
lambda=2
11
-50 0 50
resid_orig2

Obrazek 5.4: Zakladni charakteristiky rezidui modelu (5.1)

Model MSE; wvar  bias?
Y.l fAl ehy| 114,39 102,96 11,60
Y "2 =fyt E"2 | 42,14 4213 0,08
Y”l fAl + E”l . | 11885 92,98 26,02
stfr) =i, + Effr) 40,71 39,89 0,89
Y = fi, + B, | 155,90 7153 8448
Y, "2 fAQ + Eb2 o | 4051 3747 3,10

Tabulka 5.3: Srovnani sttedni ¢tvercové chyby (a rozklad na jednotlivé komponenty)
odhadu pro ruzné hodnoty penalizaéniho parametu (A; a As) a ruzné zpusoby ge-
nerovani nahodnych chyb.
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Kapitola 6
Model zavislosti OAR

Predpokladejme, ze prubéhy OAR béhem jednotlivych dnu jsou nezavisla funk-
cionalni pozorovani. Uvédomuji si, ze to neni zcela korektni predpoklad, protoze
data jsou vzajemné korelovand, a proto se nedd vylouc¢it ani korelace mezi jednot-
livymi dny. Z tohoto duvodu je vysledny model spiSe aproximativni. Predpokladam,
ze OAR se méni v prubéhu dne, ale toto chovani je pro jednotlivé dny podobné.
Data rozdélime podle dnu méfeni a pozorovani z jednotlivych dnu budu povazovat
za nezavislé realizace funkcionalni ndhodné velic¢iny popisujici prubéh OAR v jed-
nom dni. V rozporu s timto predpokladem je skutecnost, ze pozorovani s blizkym
casem méteni jsou korelovand. Tento fakt v tomto piipadé zanedbame (korelace
je prokazatelnd pouze pro nékolik blizkych pozorovani). Predpoklad nezédvislosti
se projevi ve vlastnostech odhadu denniho prubéhu OAR, které nebudou spliovat
podminku névaznosti mezi jednotlivymi dny. Pro jednoduchost vytadime prvni a
posledni den, protoze méreni neprobihalo v prubéhu celého dne.

6.1 Funkcionalni pozorovani

6.1.1 Model pro odhad funkcionalniho pozorovani

Tato ¢ast popisuje nékolik modelu vhodnych k popisu denniho prubéhu OAR. Budu
predpokladat, ze denni priubéh OAR je mozné popsat funkcemi f; (¢) (i je index jed-
notlivych dnu) a ze tyto funkce jsou vzajemné nezdvislé. Diky tomuto predpokladu

nebudu pozadovat, aby na sebe odhady f; navazovaly.
Obecny model je mozné zapsat nasledovné

Yi (ti) = [i (tiy) + € (tij) (6.1)

kde €; jsou nezavislé, normalné rozdélené chyby se sttedni hodnotou 0 a koneénym,
konstantnim rozptylem. Dale ¢;; € T = (0,24), j = 1,...,J a i = 1,...,16.
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ty; 10:04 0:34 ... 16:04 16:34 17:04 ... 23:34
ti1; | 0:04 0:34 ... 16:04 16:55 17:25 ... 23:55
tig; | 0:25 0:55 ... 16:25 16:55 17:25 ... 23:55

Tabulka 6.1: Casy méfeni

Predpokldddme, ze ¢asy méreni v prubéhu jednotlivych dnt mohou byt rizné (ne-
musi byt ani ekvidistantni).

Odhady funkei f; muzeme vyjadiit jako linearni kombinaci funkei baze podpro-
storu prostoru spojitych, diferencovatelnych funkei:

filty) = o (k) e, (6.2)

kde linearni koeficienty c¢; spoc¢itame pomoci minimalizace penalizovaného souctu
¢tvercu (3.9). Tyto odhady neni mozné pomoci standardnich funkei knihovny fda
spocitat, protoze nelze zadat rizné argumenty ¢;; pro ruznd . Snazila jsem se najit
alternativni metodu. Pouziji nédsledujici rozklad do podmodelu

Y (tlj) = fz (tlj)+€i (tlj)a Z = 1,...,10,

yi (tiy) = fi(tug) + e (ty), i =11,

Y (t12j) = fz (tlgj) + €; (tlgj) 3 1= 12, ey 16, (63)
kde tlj c T, tllj S T, t12j S T, j = 1, cuy 48. HOdIlOty tlja tllj a t12j jSOLl shrnuty

v tabulce (6.1) (pro modelovani jsou tyto hodnoty prevedeny na hodiny). Odhady
funkei f; muzeme zapsat jako

L
filty) = 29251 (tij) s i=1,...,10, (6.4)
. lzl
filtig) = ) ity cy, i= 11, (6.5)
A lzl
filtig) = > o (tinj)cy, i=12,...,16. (6.6)
=1

Pii pouziti standardnich metod knihovny fda vsak budu mit pro kazdy podmo-
del zvlastni proménnou a nebude mozné tato funkciondlni pozorovani pouzit jako
realizace jedné nahodné veli¢iny pfi konstrukei concurrent modelu.

Tento problém fesim nasledujicim zpusobem:
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e Uvazujme mnozinu (ti,...,tx), kterd je tvorena uspordadanym sjednocenim
ti; pro vSechna i a j. Zaroven vektory y; (t5) rozsifim o nedefinované hodnoty
(dale znaceno jako NA) pro vSechna t;, pro ktera nejsou definovany.

e Standardnim postupem knihovny fda nelze spocitat koeficienty c;; pro repli-
kace obsahujici hodnoty NA (v tomto piipadé se to tyka vsech replikaci),
proto koeficienty ¢; nahradime koeficienty c,. Je nutné ovétit vlastnosti re-
zidui takto zkonstruovaného modelu. Aby bylo mozné tuto aproximaci pouzit,
museji byt rezidua stejné rozdélena.

Odhad funkce f; bude mit tvar

Filte) = (1) & (6.7)

Posledni model, se kterym budu pracovat, predpokldada shodné ¢asy méteni pro
vsechny replikace. Je pouze aproximativni. Nahradime ¢;;, j = 1,...,J proi > 1
hodnotami ;. Jednd se o znacné zjednoduSeni skutecnych dat a v dalsich od-
stavcich budu porovnavat, jak velky vliv toto zjednoduseni ma na celkové vysledky.
Model ma nasledujici tvar

yi (tyy) = fi(ty) +ea(ty), (6.8)

kde €7 jsou nezavislé, normalné rozdélené chyby s nulovou stfedni hodnotou a
konetnym rozptylem. Déle t,; € T, j = 1,...,48, « = 1,...,16. Diky tomu, ze
posunuti neni prilis velké, lze ocekavat, ze vysledky budou pouze posunuté.

6.1.2 Simulaé¢éni studie IV.

V této simula¢ni studii se budu zabyvat tim, nakolik se mohou zménit vysledné
odhady, pokud se v datech vyskytuji nedefinované hodnoty. Budu testovat zménu
odhadu v zavislosti na po¢tu nedefinovanych hodnot a na jejich poloze vuci ostatnim
pozorovanim

Jako vychozi funkci pro testovani budu pouzivat odhad prubéhu OAR béhem
pvniho dne méteni. Pseudodata pro testovani vygeneruji podle nésledujiciho predpisu

Yr (tk) = [ (te) + ¢ (L) = Z G (te) ¢y + r (), (6.9)

kde pro prehlednost pismenem f znac¢im odhad J/C\l (odhad prubéhu OAR béhem
prvniho dne), pricemz koeficienty ¢}, spoc¢itdm pomoci minimalizace penalizovaného
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souc¢tu ¢tvercu (hodnota penalizacniho parametru je stanovena metodou GCV).
Nahodné chyby generuji jako bootstrapovy vybér z mnoziny odhadu (€ (t11) , ..., € (t17))-
Pomoci indexu r ¢isluji jednotlivé simulace. Index nabyva hodnot 1,..., R, kde
R = 800. Defini¢ni obor (t1,...,tx) C T = (0,24). Vypocty provedu pro dva typy
béaze {gbl}f:l: Fourierova baze o 47 funkcich a b-spline s uzly v bodech t;;.

Nyni budu testovat citlivost odhadu

Fr(te) =" o (t) du, (6.10)

zkonstruovaného na zékladé pseudodat y;, na chybéjici pozorovani. Oznaceni d,;
jsem zavedla pro odhady koeficientu ¢};. Pro hodnoceni jednotlivych efektu budu
pouzivat opét stredni ¢tvercovou chybu MSFE*.

Nejprve budu volit t; ekvidistantné. Testovanym faktorem v tomto ptripadé bude
pocet nedefinovanych hodnot a jejich poloha. Dalsi moznosti je neekvidistantni
rozlozeni t;. V tomto pripadé mé zajimé zavislost chyby na poloze chybéjici hodnoty
v ramci intervalu definovaného sousednimi hodnotami. Budu testovat néasledujici

situace:

1. Definiénf obor {t;},>, definuji jako ekvidistantni déleni intervalu (t1, ;).
Pocet nedefinovanych hodnot je postupné 1, 2, 3, 4, 5, 6, 12, 24 a 48 a
jsou rovnomeérné rozmisténé v definicnim oboru. Rovnomérnym rozmisténim

mam na mysli, Ze se nedefinovand hodnota nachazi na pozicich s poradim

. .., (pocet nedefinovanijch hodnot
cela cast 5

1 hodnota, uvazuji dvé moznosti umisténi. Prvni je standardni dle vyse uve-
deného vzorce (poradi 96, dale zna¢im jako 1a) a druhd moznost je pozice 48
(dale znacim jako 1b).

. V ptipadé, ze je nedefinovand prave

2. V tomto piipadeé pii konstrukei hodnot ¢, vychazim {ty; };.]:1. Mezi t1, a t1(p41)

(p = 24) dodefinuji novy bod definiéniho oboru tak, ze vzdalenost mezi novym
prvkem a t;, bude postupné %, %, e 1% délky tohoto intervalu. Pravé tyto
vlozené casy budou odpovidat nedefinovanym hodnotam.

Vysledky analyzy predchozich dvou situaci obsahuji tabulky (6.2) a (6.3). V tabulce
(6.2) srovnavam rozdil prumérné stiedni ¢tvercové chyby M SE* odhadu, ktery byl
zkonstruovén na zékladé vsech dat (z/riaéeni }’E, kde r je index simulace), a odhadu
s chybéjicimi pozorovanimi (znaceni f., kde r je index simulace). Déle sleduji rozdil
v rozptylu a vychyleni téchto odhadu.

Na obrazku (6.1a) je zobrazena zavislost rozdilu MSE*, rozptylu a vychyleni
na poctu vynechanych hodnot.
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Fourier la | 1b | 2 3 4 | 5 | 6 | 12 | 24 | 48
EMSE* f¢ 38,42
biasf° -0,02
UCL’/‘}\C 33,95
EMSE*f' | 38,57 | 38,82 | 38,97 | 39,05 | 39,89 | 40,17 | 40,02 | 42,37 | 49,01 | 69,71
bias f" -0,02 | -0,02 | -0,03 | -0,03 | -0,01 | 0,04 | -0,03 | 0,01 | 0,02 | 0,12
var ' 34,10 | 34,33 | 34,48 | 34,56 | 35,18 | 35,58 | 35,48 | 37,61 | 43,59 | 62,44

Tabulka 6.2: Vliv vynechanych pozorovani

e diff MSE
e diff bias
diff var

20 30

Poc

et NA hodnot

40

(a) Zavislost na poctu NA

Obrazek 6.1: Zavislost rozdilu MSE*, rozptylu a vychyleni na poc¢tu vynechanych
hodnot (vychyleni je zobrazeno jako 100 nasobek puvodnich hodnot) a na poloze
vynechaného pozorovéani (vychyleni je zobrazeno jako 10 nésobek puvodnich hod-

not).
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Fourier 1:9]2:8|3:7[4:6[5:5|/6:4[7:3[8:2]|9:1
EMSE" f° 76,76
bias f¢ 0,27
var f° 72,37
EMSE*f* | 76,43 | 76,39 | 76,37 | 76,36 | 76,37 | 76,39 | 76,42 | 76,47 | 76,53
bias f* -0,31 | -0,30 | -0,28 | -0,27 | -0,26 | -0,25 | -0,24 | -0,23 | -0,21
var f' 72,28 | 72,26 | 72,25 | 72,23 | 72,22 | 72,20 | 72,20 | 72,18 | 72,17

Tabulka 6.3: Vliv polohy vynechaného pozorovani

V pripadé pouziti Fourierovy baze byla ve vSech vypoctech pouzita maximalni
béaze (47 fukei). Pro vSechny vypocty byl pouzit penaliza¢ni parametr A = 0, 32 (op-
timalni hodnota stanovena metodou GCV pro zakladni model bez vynechanych po-
zorovéani). Vysledky ukazuji, ze stiedni ¢tvercova chyba odhadu roste s mnozstvim
nedefinovannych pozorovani rychleji nez linearné. Rozdil vychyleni odhadu je ve
srovnani s rozdilem stfednich ¢tvercovych chyb velmi maly. Simulace jsem pro-
vedla i pro b-spline bézi, ale rozdil mezi vysledky byl zanedbatelny, proto je zde
neuvadim.

Druhym bodem zkoumani je vliv polohy vylouc¢eného meéteni vuéci sousednim
hodnotdam. Tato analyza byla provedena pouze pro Fourierovu bazi (se shodnymi
vlastnostmi jako v predchozim piipadé). Na obrazku (6.1b) je zobrazena zavislost
zmény MSE* (resp. rozptylu a vychyleni) v dusledku vynechani jednoho pozorovani
na poloze tohoto pozorovani (odpovidajici hodnoty je mozné nalézt v tabulce (6.3),
pricemz sloupce odpovidaji délicimu poméru intervalu, ktery je dan umisténim
vynechaného pozorovani). Konkdvni charakter iika, ze s klesajici vzdélenosti NA
hodnoty od okraje sledovaného intervalu klesa i celkova stiedni ¢tvercova chyba.
Ale neda se tici, ze by to nezaviselo na vybéru sledovaného intervalu (o tom svedéi
rozdilné okrajové hodnoty a nesymetricky tvar funkce).

6.1.3 Odhad funkcionalniho pozorovani

V této kapitole popisu postup vypoctu odhadu denniho prubéhu OAR. Zvolila jsem
dva ruzné odhady. Prvni je odhad (6.6) (dale ho budu znacit jako odhad 1) a druhy
vychézi z modelu (6.8), ktery zanedbavé ¢asovy posun pozdéjsich méreni (déle
odhad 2). Parametry modelu jsem uréila na zékladé minimalizace penalizovaného
souctu ctvercu. Hodnotu penalizaéniho parametru jsem stanovila za pomoci me-
tody GCV, pricemz jsem se rozhodovala na zékladé souctu hodnot GCV kritéria
jednotlivych krivek.

Pti pouziti metody GCV je vysledna hodnota parametru A silné ovlivnéna dny
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osm a dvandct, které prokazuji vyrazné odlisné vlastnosti od zbytku souboru. Z
toho duvodu jsem tyto dny do vypoctu nezahrnula.

Pro d = 11 (den, ve kterém nastal posun v ¢asech méfeni) jsem hodnotu pa-
rametru A, kterou dava metoda GCV navysila. A to proto, ze pro odhad pena-
lizacniho parametru byla k dispozici pouze jedna replikace. V takovém piipadé
metoda nedava srovnatelné vysledky se situaci, kdy je k dispozici vice replikaci.
Je to patrné jiz pri vizualni kontrole, protoze vysledny odhad dne 11 se zd& vice
variabilni nez odhady pro ostatni dny. Navic jsou rezidua modelu silné korelovana.
Potvrzuje to i fakt, ze pti pouziti odhadu 2, je odhad jedenédctého dne daleko méné
variabilni (A je v tomto piipadé odhadovéna na zékladé vsech 16 replikaci). Statis-
ticky test nezamitd na 5% hladiné vyznamnosti hypotézu normality rezidui.

Odhad 1 - Fourierova baze versus B-spline baze

Rozdéleni rezidui vyslednych modelu vesmeés vykazuji tézsi chvosty (ve srovnani
s normalnim rozdélenim), ale na zékladé Shapirova-Wilkova testu normality (po-
drobny popis testu je popsan v [7]) neni mozné hypotézu normality na 5% hladiné
vyznamnosti zamitnout. Navic jsou rezidua daleko méné korelovand nez v pripadé,
kdy je A uréeno na zakladé vsech dat.

Vysledné Q-Q grafy jsou na obréazcich (6.2) (Fourierova baze) a (6.3) (b-spline
béze). Pfesné p-hodnoty Shapirova-Wilkova testu pro jednotlivé ¢asti modelu (6.3)
jsou v tabulce (6.4). Shodnost rozdéleni rezidui jednotlivych ¢dsti modelu (6.3)
jsem dale testovala pomoci dvouvybérového Kolmogorova-Smirnova testu. Nulovou
hypotézu na 5% hladiné vyznamnosti nezamitdm pro zadné dvé kombinace testo-
vanych dat. Mohu tedy pfedpokladat, ze ¢; (t;) jsou stejné rozdélend. Totéz plati
pro data naméfend na chodbé.

Odhad 2 - Fourierova baze versus B-spline baze

Postupovala jsem obdobné jako v predchozim piipadé, ale vynechanim odlehlych
dnu 8 a 12 vyrazné zlepseni vysledku nenastalo (viz tabulka (6.4)) a hypotézu
normality na 5% hladiné vyznamnosti zamitam.

Q-Q grafy reziduif modelu (6.8) maji ve srovnani s normalnim rozdélenim tézké
chvosty. Vysledky formalniho testu jsou shrnuty v tabulce (6.4).

Vlastnosti odhadu jsou lepsi v piipadé vylouceni odlehlych pozorovéni (dnt).
K dispozici je vsak velmi malo dni, proto budu déle pracovat i s témito daty. Do
vypoctu penalizacniho parametru A\ vSak tato pozorovani nevstupuji. Je to kvuli
tomu, abych ziskala model vhodny pro vétsinu dni, i za cenu, ze pro modelovani
dnu 8 a 12 je nevhodny. Je vsak nutné brat v tvahu, ze dalsi vysledky mohou byt
zahrnutim téchto dnu deformovany.
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>

Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

(a) Odhad (6.5) (d # 8) (b) Odhad (6.6)
Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot
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Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

(¢) Odhad (6.6) (d # 12) (d) Celkovy odhad (d # 8) a (d # 12)

Obrazek 6.2: Q-Q grafy rezidui modelu (6.3) pro prubéh OAR v détském pokoji
(Fourierova béze) - nejprve jsem testovala normalitu pro kazdy podmodel separatné,
posledni graf ukazuje charakter celkového rozdéleni rezidui.
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Obrazek 6.3: Q-Q grafy rezidui modelu (6.3) prubéh OAR na chodbé (b-spline
béze) - nejprve jsem testovala normalitu pro kazdy podmodel separatné, posledni
graf ukazuje charakter celkového rozdéleni rezidui.
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Pokoj 1 Pokoj 2

Typ baze | Podmodel Odhad 1 | Odhad 2 | Odhad 1 | Odhad 2
Odhad (6.5) (d # 8) 0,586 — 0,002 —

Fourier Odhad (6.6) 0,051 — 0,056 —
Odhad (6.6) (d # 12) 0,087 — 0,900 —
Celkem 0,109 0,119 0,004 1-107°
Odhad (6.5) (d # 8) 0,063 — 2-107° —

B-spline Odhad (6.6) 0,052 — 0,371 —
Odhad (6.6) (d # 12) 0,194 — 0,621 —
Celkem (d #8) a (d #12) | 0,007 — 2-107° —

Tabulka 6.4: Vysledné p-hodnoty Shapirova-Wilkova testu normality pro jednotlivé
modely

Konkrétni predpoklady pro konstrukeci odhadu jsou shrnuty v tabulce (6.5). Na
obrazku (6.4) je zobrazen prumér ¢tvercu rozdilu odhadu 1 pii pouziti Fourierovy

béze a b-splinu (1 e ( 2t — fF (tj))2, kde ff je odhad prubéhu OAR béhem
d—tého dne zkonstruovany pomoci Fourierovy baze a f# pomoci b-splinu). Rozdil je
patrny hlavné v okrajovych bodech definiéniho oboru. Nejvyssich rozdilu dosahuji
odhady dnu 8 a 12.

Déle jsem srovnavala odhady 1 a 2. Rozdil mezi nimi je velmi maly. Jelikoz
zjednoduseni spociva v pouziti shodnych casu méfeni pro vSechna data, ackoli v
nékterych dnech doslo k ¢asovému posunu, jsou i vysledné odhady vzajemné po-

sunuté. Jelikoz zjednoduseny odhad vykazuje horsi statistické vlastnosti (MSE,
vyrazna nenormalita rezidui pro pokoj 2), nebudu ho déle pouzivat.

6.2 Concurrent model

6.2.1 Prehled modela

V této kapitole budu modelovat zavislost OAR v détském pokoji na prubéhu OAR
na chodbé pomoci concurrent modelu (4.2). Budu uvazovat nasledujici modely
(prehled viz tabulka (6.7)):

Model 1: Bez konstantniho ¢lenu + odhad 1 + Fourierova baze
p1; (t) = p3; () B (1) + 9 (t)

Pro odhad funkce 3} byla pouzita Fourierova béze o 47 funkcich, penalizatni pa-
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Pokoj 1 Pokoj 2

Typ baze Fourier ‘ B-spline | Fourier ‘ B-spline
Pocet prvku baze 47 100 47 100
Defini¢ni obor baze [0,1667;23,9333] [0,1667;23,9333]
Penalizaéni ¢len Jr {D‘l]?(t)w i dt Iz [D‘l]?(t)w i dt
A-odhad 1 (d=1,...,10) 2,57 9,55 0,09 9,55
A -odhad 1 (d =11) 0,80 6,00 2291 9,55
A-odhad 1 (d=12,...,17) | 4,47 12,02 15,49 1,58
MSFE - odhad 1 420,58 | 426,44 | 408,99 | 467,11
A - odhad 2 3,72 — 5,25 —
MSE - odhad 2 428,71 — 482,34 —

Pokoj 1

OAR
300 400 500
I I I

200
I

100
I

OAR
100 150 200 250 300 350

50

(a) Pokoj 1

Pokoj 2

Tabulka 6.5: Vysledny odhad denniho prubéhu OAR. Ozna¢enim MSE mam v
tuto chvili na mysli prumérnou hodnotu MSFE pro jednotlivé dny.

(b) Pokoj 2

— —~ 2 —
Obrazek 6.4: £ 3216 ( FEt) — fF (tj)) , kde fF je odhad pribehu OAR béhem

i—tého dne zkonstruovany pomoci Fourierovy baze a f pomoci b-splinu
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Pokoj 1 Pokoj 2

Fourier | B-spline | Fourier | B-spline
den 1 | 396,39 | 404,48 | 178,02 | 274,17
den 2 | 467,61 | 490,22 | 356,23 | 399,32
den 3 234,26 | 180,52 | 291,05 | 360,65
den 4 387,60 | 370,25 | 424,74 | 540,92
den 5 | 529,37 | 552,77 | 538,18 | 624,99
den 6 286,60 | 265,48 | 263,90 | 382,43
den 7 516,45 | 486,98 | 376,14 | 426,24
den 8 | 978,33 | 1235,05 | 511,39 | 1057,99
den 9 386,31 | 384,51 | 397,71 | 467,79
den 10 | 398,02 | 408,80 | 343,25 | 501,73
den 11 | 241,82 | 245,04 | 415,90 | 380,09
den 12 | 708,48 | 743,61 | 1097,.84 | 861,16
den 13 | 237,43 | 240,54 | 391,14 | 330,13
den 14 | 262,33 | 254,18 | 258,20 | 232,80
den 15 | 234,71 | 230,30 | 403,45 | 368,00
den 16 | 463,62 | 330,34 | 296,66 | 265,31

Tabulka 6.6: M SE odhadu 1 a 2 pro oba typy baze.

Model | Béze (data) | Baze (funkce )
Nodel 1 ot 1| P =P AT B 010
NModel 2| Fourie PR (1) = 53 0+ 72,0) 92 (0) + 42 ()
Model 3 Odhad 2 | pf; (t) = 5 (t) + p3; (t) BT (t) + 7 (¢)
Model 5 B-spline Odhad 1 | p3; (t) = 55 (t) + p5; (¢) B7 () + 47 (¢)
Model 4 | B-spline | B-spline Odhad 1 | pi; (t) = G5 (t) + p3; (¢) BY () + o} (¢)

Tabulka 6.7: Piehled modelu
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Regression function 1 Regression function 1

16

14

12

10

(a) A=0 (b) A = 10°

Obrazek 6.5: Model 1 - funkece 3] (¢)

rametr A = 0 a A = 10°. Vysledné funkce 3! je na obrézku (6.5). Dle ocekavéni
ma funkce B\ll hladsi priubéh pro vyssi hodnotu parametru Ag. Sitka intervalu je pro
obé varianty velmi podobna. Na obrazku 6.6 je srovnani fiti obou variant modelu.
Je vidét, ze model nefituje ptilis dobfe. Ptehled hodnot M SE* a AIC je v tabulce
(6.8).

Model 2: S konstantnim ¢lenem + odhad 1 + Fourierova baze
pii (t) = B3 (t) +p3; (1) BT () + 7 (1)

Pro dhad funkei 32 a 37 byla pouzita Fourierova baze o 47 funkcich, penalizaéni pa-
rametry Ag = (0,0), Ag = (103,10%) a Ag = (10°, 10°). Vysledné funkce 52 a 32 jsou
na obrazku (6.7). Podobné jako v pfedchozim piipadé plati, ze pro vyssi hodnoty Ag
maji funkce 302 a 312 hladsi pribéh. V tomto pifpadé je znaény rozdil v &ffce inter-
valu spolehlivost. V prvnim piipadé je interval spolehlivosti oproti druhym dvéma
moznostem velmi Siroky. Pro druhé dvé varianty je Sitka intervalu spolehlivosti
srovnatelnd. Na obrazku (6.9b) je zobrazen prubéh MSFE pro jednotlivé hodnoty
parametru Ag.

Na obrdzku (6.8) je porovnani modelu s konstantnim ¢lenem a bez ného. Byl
pouzit parametr Ag. Pickvapivé dobré vysledky davaji oba odhady pro den 8,
ackoli OAR nabyvala extrémnich hodnot. Ani jeden z modelii nedokézal postihnout
prubéh OAR béhem 2. dne méreni a oba podhodnocuji mnozstvi OAR namérené
béhem poslednich dvou dni. Porovndni MSFE (pi,) a MSE (p;) (viz obrdzek (6.9a))
ukazuje, ze nejvyssi rozdil mezi vyslednymi odhady nastava kolem paté a desaté
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hodiny dopoledni a naopak témeér stejné odhady ziskdme mezi ctvrtou a patou
hodinou odpoledne. Na zdkladé porovnani AIC je lepsi model 1. Znamena to, ze
zlepseni vlastnosti modelu pridanim konstantniho ¢lenu je nedostatecné.

Model 3: S konstantnim ¢lenem + odhad 2 + Fourierova baze
Pl (t) = B3 (t) +p3; (t) BT (t) + 3 (1)

Pro dhad funkei 83 a 53 byla pouzita Fourierova bdze o 47 funkcich, penaliza¢ni
parametr Ag = (0,0). Vysledné funkce 33 a 33 je na obrdzku (6.10). Hodnoty
stiedni ¢tvercové chyby a AIC jsou v tabulce (6.8). Vstupni data pro tento model
jsou tvorena odhady prubéhu OAR typu 2 (doslo k zanedbani ¢asového posunu,
ke kterému doslo 11. den, ale odhady byly konstruovany na zakladé vsech repli-
kaci a nedoslo k rozdéleni do ti{ podmodelu). Je vidét, ze vysledky tohoto modelu

jsou lepsi nez vysledky modelu 2. Je to pravdépodobné zpusobeno vyssi stabilitou
odhadu prubéhu OAR.

Model 4: S konstatnim clenem + odhad 1 4+ B-spline baze

pi () = By () +pa; (1) B (£) + 07 (2)

Pro dhad funkei 8f a 8f byla pouzita b-spline béze s uzly v ¢asech méfeni, pe-
nalizaéni parametr Ag = (0,0). Vysledné funkce 5% a 5 je na obrazku (6.11).
Vyznacuji se uzsimi intervaly spolehlivosti nez odhady ostatnich modelu. Tento
model ve srovnani s modelem 2 lépe fituje (nizsi stfedni Ctvercova chyba). Na
obrédzku (6.13) je srovnéni prubéhu stiedni ¢tvercové chyby modelu 2 a modelu
4. Pro vétsinu definovanych hodnot dévé b-spline baze (model 4) lepsi vysledky.
Funkcionalni data vSak v tomto piipadé byla konstruovana pomoci b-spline baze.
Predchozi analyza ukazala, ze Fourierova baze je v tomto ptipadé pro konstrukci
odhadu funkcionalnich pozorovani vhodnéjsi, proto uvazuji nasledujici model.

Model 5: S konstatnim ¢lenem 4+ odhad 1 + B-spline baze pro odhad
regresni funkce 4+ Fourierova baze pro odhad dat

Pl (8) = B () + p3; (1) BT (1) + 47 (1)
Pro odhad funkei 37 a 37 byla pouZzita b-spline baze s uzly v ¢asech méieni, pe-
nalizaéni parametr Ag = (0,0). Vysledné funkce 35 a /37 je na obrdzku (6.12) a je

patrné, ze model selhava v okrajovych bodech defini¢niho oboru.

Protoze predchozi vysledky nejsou piilis dobré, snazila jsem se zvysit kvalitu
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Obrazek 6.8: Srovnani fiti modelu s konstatnim ¢lenem (tmavé modie) a modelu
bez konstantniho ¢clenu (svétle modie) s puvodnimi pozorovanimi (oranzove).
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Obrazek 6.13: Srovnani MSE* (p3;) a MSE (p};) pro A= 0

modelu zahrnutim dalsi vysveétlujici proménné. V tomto pripadé to byla teplota
(vhodnéjsi by byla vlkost, ale bohuzel jeji hodnoty jsem nemeéla k dispozici). Ukézalo
se, ze kvalita modelu se nezlepsila.

Dalsi cestou, kterou jsem vyzkousela bylo vylouceni kritickych pozorovani ze
dne 8 a 12. Domnivala jsem se, ze tato dvé pozorovani piilis ovliviuji celkovy
charakter modelu a mohou zpusobovat to, ze model nefunguje dobfe pro ostatni
data. Na obrazku (6.13) je prubéh stfedni ¢tvercové chyby modelu s vylouc¢enymi
pozorovanimi (dale model 2*), modelu 2 a stfedni ¢tvercové chyby modelu 2, pii
jejimz vypoctu byly vynechéany dny 8 a 12. Z porovnani vychézi, ze model 2* 1épe
fituje kolem desaté hodiny dopoledni. V tuto dobu dosahoval prubéh OAR ve dnech
8 a 12 extrémnich hodnot, a tudiz ovlivnily i vysledny model. Kdyz vSak porovnam
prubéh stiedni ¢tvercové chyby modelu 2 (varianta poc¢itand ze vsech data versus
varianta pocitand bez dnu 8 a 12), jsou vysledky prekvapivé podobné. Vyloucenim
kritickych dnu dokonce docilim zhorseni sttedni ¢tvercové chyby (model 2 kritické
dny fituje velmi dobie). Da se fici, ze vliv kritickych dnt je pouze lokélni a jejich
vylou¢enim nedojde ke zlepseni celkového chovani modelu.

Z vysledku shrnutych v tabulce (6.8) a z poznatku ziskanych testovdnim obmén
puvodnich modelu, které nepfinesly zadny uzitek, jsem dospéla k zavéru, ze ¢ast
variability prubéhu OAR naméfené v prvnim pokoji je vysvétlitelnd hodnotami z
druhého pokoje. Toto mnozstvi je ale malé a bylo by dobré zaradit vhodnéjsi regre-
sor. Navic residua zadného z modelt nevykazuji normalni charakter. Zkousela jsem
konstruovat model, ktery by popisoval vztah mezi prubéhy OAR v rtuznych casech
(se zpozdénim), ale ani toto rozsifeni puvodniho modelu nedavéa dobré smysluplné
vysledky:.

Prubéh stredni hodnoty obou souboru dat je velmi podobny (viz obr. (6.14a))
stejné jako smérodatnd odchylka (viz obr. (6.14b)), ktera vsak dosahuje vysokych
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MSE | AIC
Model I (A =0) | 24869,3 | 1383,2
Model 1 (A = 10°) | 25417,4 | 13838
Model 2 (A= 0) | 19766,5 | 2529,4
Model 2 (A = 10%) | 20276,1 | 2530,0
Model 2 (A = 10%) | 20670,0 | 2530,5
Model 3 (A =0) | 19454,2 | 2529,2
Model 4 (A\=0) | 19515,9 | 2529,3
Model 5 (A =0) | 19766,5 | 2529,4

Tabulka 6.8: Porovnani modelu: Do vypoétu AIC jsem nezahrnula clen C', ktery
zavisi pouze na vstupnich datech. Z tohoto duvodu nejsou vSechny modely porov-
natelné.

hodnot.
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Obrazek 6.14: Prumér a smérodatna odchylka prubéhu OAR v pokoji 1 a 2.
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Kapitola 7
Zaveér

Funkcionalni datova analyza je rychle se rozvijejici smér a jeji moznosti jsou velmi
siroké. Ve svoji praci jsem se zabyvala aplikaci concurrent modelu na realnéd data a
testovanim citlivosti metod na nesplnéni predpokladi. Vhodnost vybéru concurrent
modelu jsem si ovérila pomoci klasickych regresnich modelu. Za ndhodné veliciny
jsem povazovala métfeni provedend v jednom ¢asovém okamziku a modelovala jsem
zavislost jejich ruznych kombinaci. Na zédkladé vyhodnoceni koeficientu determinace
jsem zjistila, ze nejvice variability modelované proménné vysvétlim pomoci hodnot
vysvétlujici proménné namérenych ve stejném okamziku. Je nutné poznamenat, ze
zavislost mezi sledovanymi velicinami nebyla prokazatelna ve vSech ¢asech méfeni a
nebyla prilis silna. Tato skutecnost se pozdéji odrazila i ve vlastnostech vysledného
concurrent modelu.

Kapitola (3) se zabyvé obecnym postupem vyhlazeni fady diskrétnich hodnot
a vytvorenim funkcionalniho pozorovani. Odhady konstruuji jako linearni kom-
binaci funkci, které tvoti bazi podprostoru prostoru spojitych diferencovatelnych
funkci. Na vlastnim piikladu jsem ukazala dulezitost spravného vybéru baze. Po-
rovnala jsem chovani Fourierovy béaze a b-splinu pro periodicka a neperiodické data.
Zavérem je, ze b-spline je mozné pouzit pro oba typy dat, ale periodicka Fourierova
béze pro neperiodicka data selhava v okrajovych hodnotach definiéniho oboru. Déle
v této kapitole zminuji moznosti odhadu koeficientu linearni kombinace. Vysledky
cerpané z literatury jsem doplnila o postupy jejich odvozeni (napiiklad odvozeni
minimalizaénich kritérii (3.14), dukaz véty shrnujici zdkladni vlastnosti b-splinu,
vztah mezi CV a GCV metodou).

V kapitole (4) uvadim rozsiteni linedrné regresntho modelu pro funkcionalni
nahodné veliciny. Zékladni vysledky jsem ptevzala z literatury, ale doplnila jsem
je o postupy odvozeni (viz (4.13)) a o kritéria pro vzdjemné porovnavani mo-
delu (étvercové chyby, AIC). Ta jsem ziskala jako vhodné rozsiteni jejich jedno-
rozmérnych variant (bylo nutné ziskat jejich jednoznacnou porovnatelnost).

V dalsich kapitolach se vénuji aplikaci diive popsané teorie na konrétni data. Ka-
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pitola (2) shrnuje vlastnosti pouzitych dat. Prosttednictvim simula¢nich studif jsem
porovnavala chovani modelu s normélné rozdélenymi nahodnymi slozkami proti
rozdéleni s tézsimi chvosty. Ukéazalo se, ze metoda neni prilis citlivd na poruseni
normality ndhodnych slozek modelu. Dale mé zajimalo, zda je metodu mozné pouzit
i pro korelovana data. V tomto ptipadé jsou vysledné odhady sice vychylené, ale
ne tolik, abych mohla prohlasit, ze metoda selhala. V dalsi simulacni studii po-
rovnavam chovani concurrent modelu pro ruzné hodnoty parametru .

Pro tcely hledani vhodného modelu popisujici vztah mezi prubéhem OAR v
détském pokoji a na chodbé povazuji data za realizaci ndhodné veliciny, ktera po-
pisuje prubéh OAR béhem jednoho dne. Tento pristup neni zcela korektni, protoze
data jsou ve skutecnosti korelovana. Proto se jedna spise o aproximaci. Nezavislost
se projevi v tom, ze prubéhy OAR v jednotlivych dnech na sebe nenavazuji. V této
kapitole jsem mimo jiné testovala jaky vliv mohou na vyhlazeni mit nedefinované
hodnoty. Pristupovala jsem k tomu dvéma zpusoby. Prvni je kvantitativni a ukézal,
ze s linearné rostoucim poctem nedefinovanych hodnot roste sttedni ¢tvercova chyba
rychleji nez linedrné a ze je tvotrena prevazné rozptylem odhadu (vychyleni je malé).
Druhy ptistup byl kvalitativni a jeho vysledky ukazuji, ze zavisi nejen na tom, jak
daleko se nedefinovana hodnota nachazi od sousedniho pozorovéani, ale také na
konkrétnich hodnotach sousednich pozorovani.

Ve zbylé casti této kapitoly jsem se snazila zkonstruovat model vhodny k po-
pisu vztahu mezi sledovanymi ndhodnymi velicinami. Porovnavam nékolik variant
(testovala jsem pridani dalsiho regresoru, odlehld pozorovéni, rizné varianty kon-
strukce odhadu funkciondlnich dat apod.) a jako nejlepsi se mi jevi nejjednodussi
model bez konstantniho ¢lenu (jeho pfidénim nedoslo k dostatetnému zlepseni mo-
delu). Neda se vsak prohlésit, ze by pro modelovani zavislé proménné byl vhodny,
protoze vysvétluje prilis malé mnozstvi variability. Potvrdila se tedy silna souvislost
s klasickou linearni regresi.
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