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V Praze dne 4.8.2011 Barbora Vaňková
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3.3 Výběr báze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.3.1 Fourierova baze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Kapitola 1

Úvod

Tato práce se zabývá aplikaćı funkcionálńı datové analýzy na data popisuj́ıćı pr̊uběh
objemové aktivity radonu (dále OAR) měřené v testovaćım objektu. Ćılem je naj́ıt
model popisuj́ıćı vztah mezi OAR, která byla naměřena ve dvou r̊uzných mı́stnostech,
popř́ıpadě ukázat, že pr̊uběhy OAR spolu nesouviśı. Dále se budu zabývat tes-
továńım citlivosti metod funkcionálńı datové analýzy na nesplněńı předpoklad̊u
apod.. K dispozici mám hodnoty OAR naměřené Státńım ústavem radiačńı ochrany
během osmnácti dn̊u v roce 2008. Práce je rozdělena do tř́ı myšlenkových celk̊u.

V prvńı části je uveden popis dat, aby bylo zřejmé, na jakou situaci má být
popsaná teoria aplikovaná. V daľśı kapitole jsou uvedené obecné definice základńıch
pojmů. Neńı však ćılem čtenáře seznámit s podrobnou teoríı funkcionálńı datové
analýzy (dále FDA), ale pouze zadefinovat značeńı a základńı pojmy použ́ıvané v
daľśım textu. Podrobně se této problematice věnuje kniha [6], na kterou navazuje
kniha [5]. Druhá zmı́něná pdublikace obsahuje popis praktické aplikace FDA v
programovaćım jazyku R (resp. S+) včetně konkrétńıch př́ıklad̊u. Obě tyto knihy
jsou napsány velmi srozumitelným a přehledným zp̊usobem.

Druhá část práce se zabývá t́ım, jak převést diskrétńı časovou řadu na funk-
cionálńı pozorováńı. Nezabývám se dopodrobna všemi možnostmi provedeńı, ale
podrobně analyzuji a srovnávám dvě možnosti provedeńı. Odhad funkcionálńıho
pozorováńı konstruuji jako lineárńı kombinaci spojitých diferencovatelmých funkćı.
Pro srovnáńı jsem vybrala dva typy báze s odlǐsnými vlastnostmi a sleduji vliv volby
báze na výsledný model. Výběr báźı je proveden tak, aby měly odlǐsné vlastnosti
a jejich srovnáńı bylo zaj́ımavé. Možnost́ı je celá řada, ale vybrala jsem dvě s co
neǰsirš́ım uplatněńım. Data nevykazuj́ı nějaký speciálńı charakter (např. monoto-
nii), proto jsem se držela co možná nejobecněǰśıho řešeńı.

Třet́ı část obsahuje simulačńı studie, které testuj́ı porušeńı předpoklad̊u použitých
metod apod.

Čtvrtá část je pro tuto práci kĺıčová. Snaž́ım se v ńı naj́ıt vhodný model pro
pr̊uběh OAR a zároveň si vyzkoušet aplikaci funkcionálńı datové analýzy. Data,
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která jsem měla k dispozici nejsou zcela typická pro aplikaci FDA, proto se v
některých situaćıch jedná sṕı̌se o aproximaci. Pr̊uběh OAR během jednoho dne (k
dispozici je v́ıce pozorováńı) považuji za funkcionálńı pozorováńı. Výstupem této
části je model pro závislost OAR mezi dvěma sledovanými pokoji.

Výpočty byly provedeny za pomoćı softwaru R 2.12.0 a jejich podrobné kódy
jsou k dispozici na přiloženém CD.
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Kapitola 2

Data

Data byla naměřena ve dnech 3.10.2008 až 20.10.2008 v rodinném domě Lažný
v rámci studie vlivu už́ıváńı stavby na výsledné hodnoty objemové aktivity ra-
donu. Měřila se OAR (Rn·m−3) a teplota (◦C). Měřeńı prob́ıhalo v pěti r̊uzných
mı́stnostech v daném objektu, ale jednotlivé časové řady se lǐśı v časech měřeńı.
Pro dětský pokoj, kuchyň a chodbu je interval měřeńı 30 minut, ale počátek měřeńı
je pro každou mı́stnost jiný. Nav́ıc došlo v jednom okamžiku k prodloužeńı inter-
valu měřeńı, proto neńı možné předpokládat, že je děleńı časového intervalu měřeńı
ekvidistantńı. Ve zbylých dvou mı́stnostech je interval měřeńı 2 minuty a 60 minut.
Přehled časové struktury měřeńı je shrnut v tabulce (2.1).

Pro vývoj modelu jsem použila pouze data naměřená v dětském pokoji (dále
znač́ım p1) a na chodbě (dále znač́ım p2), proto se v daľśıch odstavćıch budu věnovat
popisu pouze těchto dvou datových řad. Z fyzikálńıho pohledu hraje d̊uležitou roli
relativńı vlhkost, která může hodnoty OAR významně ovlivnit. Tuto informaci
bohužel nemám k dispozici, proto ji nemohu zahrnout do modelu. Vybrala jsem
dětský pokoj a chodbu, protože měřeńı prob́ıhala v podobných časových okamžićıch.
Interval měřeńı je v obou př́ıpadech 30 minut. Nav́ıc prodloužeńı časového inter-
valu nastalo mezi odpov́ıdaj́ıćımi si měřeńımi (tato podmı́nka neńı pro konstrukci
modelu nutná).

Mı́sto měřeńı Počátek měřeńı Konec měřeńı Interval měřeńı
Dětský pokoj - p1 3.10.2008 16:10 20.10.2008 13:56 30 min
Chodba - p2 3.10.2008 16:04 20.10.2008 13:55 30 min
Kuchyň - p3 3.10.2008 15:58 20.10.2008 13:52 30 min
Kuchyň 1 - p4 3.10.2008 16:24 20.10.2008 15:00 2 min
Obývaćı pokoj - p5 3.10.2008 17:00 20.10.2008 15:00 60 min

Tabulka 2.1: Časová struktura měřeńı
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2.1 Základńı charakteristiky dat

Jak jsem již zmı́nila, měřeńı prob́ıhalo od 3.10.2008 do 20.10.2008, tedy v pr̊uběhu
18 dńı. Celkově bylo provedeno 812 měřeńı v každé mı́stnosti. Pro 16 dńı je k
dispozici měřeńı popisuj́ıćı vývoj OAR v pr̊uběhu celého dne (48 měřeńı pro každý
den). Prvńı a posledńı den je neúplný (prvńı den proběhlo 16 měřeńı a posledńı den
28 měřeńı). Tato data jsem pro odvozeńı modelu nepoužila (a to ani v př́ıpadě, že
neúplnost dn̊u nebyla podstatná), protože jsem chtěla źıskat vzájemně porovnatelné
výsledky. Z celkových 812 pozorováńı pro jednotlivé mı́stnosti použiji tedy pouze
pozorováńı 16 až 784. V obou mı́stnostech došlo v jednom okamžiku k prodloužeńı
intervalu mezi měřeńımi. V dětském pokoji i na chodbě nastalo toto prodloužeńı
intervalu mezi 529. a 530. měřeńım. Pro dětský pokoj se prodloužil na 46 minut a
pro chodbu na 51 minut.

Na data budu pohĺıžet dvěma odlǐsnými zp̊usoby. Nejprve je budu považovat
za jednu datovou řadu (v tomto př́ıpadě by nebylo nutné vyřazovat pozorováńı z
prvńıho a posledńıho dne). Pro každý pokoj mám tedy k dispozici právě jedno funk-
cionálńı pozorováńı. Druhá možnost je data rozdělit na jednotlivé dny a pohĺıžet na
ně jako na opakované pozorováńı pr̊uběhu OAR během jednoho dne. Tento pohled
s sebou nese velkou mı́ru zjednodušeńı. Podrobněji se t́ım zabývá kapitola (6).

Na obrázku (2.1) jsou pomoćı krabicového grafu znázorněny základńı statistické
vlastnosti dat (bez rozlǐseńı dnu měřeńı) naměřených v dětském pokoji a na chodbě.
Je vidět, že p1 má vyšš́ı pr̊uměr i směrodatnou odchylku než p2. Pr̊uběh OAR
(naměřené ve zmı́něných mı́stnostech) v čase je vykreslen na obrázku (2.2). OAR
naměřená v dětském pokoji je znázorněna červeně a OAR naměřená na chodbě
oranžově. Pr̊uběh OAR v obou mı́stnostech je na prvńı pohled značně podobný. Ale
při podrobněǰśım prozkoumáńı je vidět, že př́ıčinou vyšš́ıho pr̊uměru a směrodatné
odchylky u p1 je několik výkyv̊u (kladným směrem) v prvńı polovině měřeńı a
celkově vyšš́ı naměřené hodnoty v závěru měřeńı.

Na obrázku (2.3) je krabicový graf OAR naměřené v jednotlivých mı́stnostech
rozdělených podle dne měřeńı (okraje vyznačeného obdélńıku odpov́ıdaj́ı prvńımu
a třet́ımu kvartilu). Z obrázku (2.3) je patrné, že data vykazuj́ı podobné vlastnosti.
Soubor p1 vykazuje o něco vyšš́ı hodnoty pr̊uměr̊u a směrodatných odchylek, ale
nejedná se o výrazné rozd́ıly. V obou př́ıpadech vykazuj́ı měřeńı z 8. a 12. dne
výrazně vyšš́ı směrodatnou odchylku i pr̊uměr než data odpov́ıdaj́ıćı zbylým dn̊um.
Odlǐsnost 8. a 12. dne je dobře patrná z obrázku (2.4), na kterém je vykreslen vývoj
OAR během jednotlivých dńı. Výkyv se bohužel nedá vysvětlit např. náhlou změnou
teploty apod. Pravděpodobně je zp̊usoben změnou vněǰśıch podmı́nek, která v da-
tech neńı zachycena (např. změna relativńı vlhkosti).
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Obrázek 2.1: Krabicový graf pro data naměřená v dětském pokoji a na chodbě
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Obrázek 2.2: Pr̊uběh OAR v dětském pokoji (p1) a na chodbě (p2) bez rozlǐseńı
dn̊u měřeńı
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Obrázek 2.3: Krabicový graf (podle pokoj̊u a dn̊u měřeńı)
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Obrázek 2.4: Pr̊uběh OAR naměřený v dětském pokoji a na chodbě - zobrazeno po
dnech měřeńı. Zvýrazněn 8. a 12. den pro jejich odlǐsné vlastnosti.
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Kapitola 3

Odhad spojité funkce na základě
diskrétńıch pozorováńı

Ćılem této kapitoly je popsat postup odhadnut́ı spojité funkce na základě diskrétńıch
pozorováńı. Odhady budeme konstruovat jako lineárńı kombinace spojitých dife-
rencovatelných funkćı. Prvńı část kapitoly se zabývá výběrem vhodného modelu a
odhadem koeficient̊u lineárńı kombinace. Druhá část se zabývá volbou vhodného
typu báze. Kapitolu jsem doplnila o př́ıklad, na kterém demonstruji základńı rozd́ıly
mezi použitými bázemi.

Necht’ y (tj) jsou diskrétńı pozorováńı odpov́ıdaj́ıćı modelu

y (tj) = f (tj) + ǫ(tj), (3.1)

kde tj ∈ 〈0, T 〉 pro j = 1, . . . , J a ǫ(tj) jsou nezávislé, náhodné chyby s nulovou
středńı hodnotou a konečným konstantńım rozptylem. Za pozorováńı y (tj) budeme
považovat hodnoty OAR naměřené v dětském pokoji (resp. na chodbě). Časový
interval 〈0, T 〉 odpov́ıdá bud’ jednomu dni vyjádřenému v hodinách (pak T = 24),
nebo celkové době měřeńı (pak T = 384).

Předpokládejme, že funkce f je prvkem prostoru spojitých diferencovatelných
funkćı, proto je možné ji vyjádřit jako lineárńı kombinaci funkćı báze tohoto pro-
storu, kterou budu značit {φl}

∞
l=1. Odhad f̂ budeme konstruovat jako prvek pod-

prostoru prostoru spojitých diferencovatelných funkćı.

f̂ (tj) =
L∑

l=1

φl (tj) cl, (3.2)

kde L je počet funkćı báze a c = (c1, . . . , cL) je vektor lineárńıch koeficient̊u. V
př́ıpadě, že jsou funkce báze lineárně nezávislé, je počet parametr̊u modelu L. Dále
pro lineárně nezávislou bázi plat́ı, že pokud L = J , jedná se o saturovaný model
a plat́ı f̂ (tj) = y (tj). Takový model je obykle nepoužitelný. Zpravidla obsahuje
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vysoký počet parametr̊u a nevykazuje dobré vlastnosti. Velmi často však slouž́ı
jako výchoźı model při hledáńı optimálńıho modelu.

3.1 Volba vhodného modelu

Kvalitu modelu budeme posuzovat podle středńı čtvercové chyby (chceme, aby byla
co nejmenš́ı)

MSE
(
f̂
)

=
1

J

J∑

j=1

(
y (tj)− f̂ (tj)

)2
, (3.3)

jej́ıž středńı hodnotu je možné vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem:

E
{
MSE

(
f̂
)}

=
1

J

J∑

j=1

E
(
y (tj)− f̂ (tj)

)2
,

kde

E
(
y (tj)− f̂ (tj)

)2
= E

(
y (tj)− Ey (tj) + Ey (tj)− f̂ (tj)

)2
=

= E (y (tj)−Ey (tj))
2 + E

(
Ey (tj)− f̂ (tj)

)2
+

+ (Ey (tj))
2 −E

(
y (tj) f̂ (tj)

)
− (Ey (tj))

2 + Ey (tj)Ef̂ (tj) .

Dále plat́ı, že

E
(
y (tj) f̂ (tj)

)
= E

(
f̂ (tj) (f (tj) + ǫ (tj))

)
=

= E
(
f̂ (tj) f (tj)

)
+ E

(
f̂ (tj) ǫ (tj)

)
=

= E
(
f̂ (tj) f (tj)

)
+ 0 = Ey (tj)Ef̂ (tj) ,

E
(
Ey (tj)− f̂ (tj)

)2
= E

(
f (tj)− f̂ (tj)

)2

= E
(
f (tj)− Ef̂ (tj) + Ef̂ (tj)− f̂ (tj)

)2
=

= E
(
f (tj)− Ef̂ (tj)

)2
+ E

(
Ef̂ (tj)− f̂ (tj)

)2
=

= bias2
(
f̂ (tj)

)
+ var

(
f̂ (tj)

)
.

(3.4)
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Středńı hodnotu středńı čtvercové chyby je možné zapsat jako:

E
{
MSE

(
f̂
)}

=
1

J

J∑

j=1

(
var (y (tj)) + bias2

(
f̂ (tj)

)
+ var

(
f̂ (tj)

))

= var (ǫ (tj)) + bias2
(
f̂ (tj)

)
+ var

(
f̂ (tj)

)
. (3.5)

Jedná se o součet rozptylu náhodné chyby, vychýleńı odhadu f̂ a rozptylu tohoto
odhadu. Odhad f̂ je konstruován na základě pozorovaného pr̊uběhu OAR v dané
mı́stnosti. Pro r̊uzné pr̊uběhy źıskáme r̊uzné hodnoty odhadu f̂ . Vysoká hodnota
vychýleńı ř́ıká, že středńı hodnota výsledného odhadu se značně lǐśı od odhadované
funkce f , ale že pro r̊uzná pozorováńı pr̊uběhu OAR bude dávat stabilńı výsledky
(to odpov́ıdá ńızké hodnotě rozptylu odhadu f̂). V opačném př́ıpadě (vychýleńı je
ńızké, ale rozptyl vysoký) bude středńı hodnota odhadu bĺızká odhadované funkci
f , ale jednotlivé realizace odhadu (pro r̊uzné pr̊uběhy OAR) budou velmi nesta-
bilńı. Dobrý model budeme tedy hledat tak, že budeme cht́ıt co nejmenš́ı středńı
čtvercovou chybu, ale zároveň se budeme snažit o dosažeńı kompromisu mezi roz-
ptylem a vychýleńım odhadu f̂ .

V př́ıpadě, že je odhadovaná funkce f známá, budeme k ohodnoceńı modelu
použ́ıvat kritérium

MSE∗
(
f̂
)

=
1

J

J∑

j=1

(
f (tj)− f̂ (tj)

)2
, (3.6)

které je možné vyjádřit jako součet druhé mocniny vychýleńı odhadu f̂ a jeho
rozptylu.

3.2 Odhad parametr̊u modelu

V této kapitole se budeme věnovat odhadu vektoru parametr̊u c modelu (3.1).
Jednou z možnost́ı, jak odhadnout vektor c je minimalizovat součet čtverc̊u (SSE),

SSE (c) =

J∑

j=1

[
y (tj)−

L∑

l=1

φl (tj) cl

]2
(3.7)

přes všechna možná c. Dále budeme použ́ıvat označeńı y = (y (t1) , . . . , y (tJ))
′,

f = (f (t1) , . . . , f (tJ))
′, f̂ =

(
f̂ (t1) , . . . , f̂ (tj)

)′
a Φ necht’ je matice, jej́ıž sloupce

tvoř́ı funkce φl v bodech t1, . . . , tJ pro l = 1, . . . , L,. Výraz (3.7) je možné zapsat
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jako

SSE (c) = (y −Φc)′ (y −Φc) =

= y′y − y′Φc− c′Φ′y + c′Φ′Φc. (3.8)

Tento výraz je minimálńı pro ĉ = (Φ′Φ)
−1

Φ′y, pokud existuje inverzńı matice.
Při použit́ı bohaté báze bude středńı čtvercová chyba vysoká d́ıky vysokému roz-
ptylu odhadu, což zp̊usob́ı jeho nestabilitu. Aby k tomuto efektu nedocházelo a
zároveň jsme nemuseli př́ılǐs omezit prostor funkćı nad kterým odhad konstruu-
jeme, použijeme tzv. penalizovaný součet čtverc̊u

PSSEλ (c) =
J∑

j=1

[
y (tj)−

L∑

l=1

φl (tj) cl

]2
+ λPEN =

= (y −Φc)′ (y −Φc) + λPEN =

= SSE (c) + λPEN, (3.9)

kde parametr λ nabývá hodnot z intervalu 〈0,∞) a určuje mı́ru vlivu penalizačńıho
členu PEN :

PEN =

∫

T

[
D2f̂ (t)

]2
dt =

=

∫

T

(
D2Φ∗ (t) c

)2
dt =

=

∫

T

(
D2c′Φ∗′ (t)

) (
D2Φ∗ (t) c

)
dt =

= c′
[∫

T

(
D2Φ∗′ (t)

) (
D2Φ∗ (t)

)
dt

]
c =

ozn.
= c′Rc, (3.10)

kde D2 znač́ı druhou derivaci a Φ∗ = (φ1 (t) , . . . , φL (t)). Matice R má dimenzi
L × L a jej́ı prvky jsou tvaru Rij =

∫
T
D2φi (t)D

2φj (t) dt, kde i, j = 1, . . . , L.
Prostřednictv́ım parametru λ je možné určit vliv penalizačńıho členu PEN na
penalizovaný součet čtverc̊u PSSEλ (c), a t́ım regulovat křivost výsledného odhadu

f̂ (resp. jeho stabilitu).

• λ = 0: Efekt penalizačńıho členu je nulový a pro dostatečně bohatou bázi
plat́ı, že f̂ (tj) = y (tj).

• λ→ ∞: Výsledný odhad je př́ımka.
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Dále plat́ı

PSSEλ (c) = (y −Φc)′ (y −Φc) + λc′Rc

= y′y − 2c′Φ′y + c′Φ′Φc+ λc′Rc (3.11)

D (PSSEλ (c)) = −2Φ′y + 2Φ′Φc+ 2λRc (3.12)

Označme ĉ = argmin (PSSEλ (c)), potom plat́ı D (PSSEλ (ĉ)) = 0 a ĉ vyjádř́ıme
z rovnice

−2Φ′y + 2Φ′Φĉ+ 2λRĉ = 0,

Φ′y = (Φ′Φ+ λR) ĉ,

(Φ′Φ+ λR)
−1

Φ′y = ĉ. (3.13)

Odhad f̂ lze zapsat jako

f̂ = Φ (Φ′Φ+ λR)
−1

Φ′y
ozn.
= SλΦy. (3.14)

Hodnotu penalizačńıho parametru je možné stanovit dle vlastńıho úsudku na
základě velmi dobré znalosti dat nebo pomoćı automatických metod.

Za předpokladu, že pozorováńı y (tj) jsou vzájemně nezávislá, lze použ́ıt me-
todu cross-validace nebo zobecněné cross-validace. Prvńı metoda je zde popsána na
základě informaćı z knihy [3] a popis druhé je čerpán z knihy [6].

Cross-validace (CV):

• Principem této metody je hledáńı odhadu, který bude co nejméně citlivý na
vynecháńı jednotlivých pozorováńı při jeho konstrukci.

• Na základě datových bod̊u y−j = (y (t1) , . . . , y (tj−1) , y (tj+1) , . . . , y (tJ))
′

urč́ıme pro j = 1, . . . , J odhady f̂−j =
(
f̂−j (t1) , . . . , f̂−j (tJ)

)′
. Označme

symbolem Φ−j matici Φ s vynechaným j-tým řádkem, pak

f̂−j = Φ
(
Φ′

−jΦ−j + λR
)−1

Φ′
−jy−j

• Definujme

CV (λ) =
1

J

J∑

j=1

[
y (tj)− f̂−j (tj)

]2

=
1

J

J∑

j=1

[
y (tj)−Φ(j,·)

(
Φ′

−jΦ−j + λR
)−1

Φ′
−jy−j

]2
, (3.15)

kde Φ(j,·) znač́ı j-tý řádek matice Φ.
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• Optimálńı λ źıskáme minimalizaćı CV (λ).

Zobecněná cross-validace (GCV):

• Definujme

GCV (λ) =

[
n

n− tr (SλΦ)

] [
SSE

n− tr (SλΦ)

]
, (3.16)

kde tr (·) znač́ı stopu matice.

• Optimálńı λ źıskáme minimalizaćı výrazu GCV (λ).

Metoda GCV byla poprvé popsána v článku [2] a p̊uvodně sloužila jako aproximace
metody CV.

Vztah mezi CV a GCV:

V předchoźım textu (viz výraz 3.14) jsme odvodili vyjádřeńı odhadu f̂ =
(
f̂ (t1) , . . . , (tJ)

)′
:

f̂ = SλΦy.

Cross-validačńı kritérium pro hledáńı optimálńı hodnoty parametru λ je tvaru

CV (λ) =
1

J

J∑

j=1

[
y (tj)− f̂−j (tj)

]2
.

Zobecněné cross-validačńı kritérium jsme definovali

GCV (λ) =

[
J

J − tr (SλΦ)

] [
SSE

J − tr (SλΦ)

]
.

V obou př́ıpadech je dosaženo optimálńı hodnoty parametru λ právě když kritérium
dosahuje minimálńı hodnoty.
Pokud nahrad́ıme j-té pozorováńı vektoru y hodnotou odhadu f̂−j (tj), označ́ıme
výsledný vektor jako

ỹj =
(
y (t1) , . . . , y (tj−1) , f̂−j (tj) , y (tj+1) , . . . , y (tJ)

)
.

Odhad spojité funkce zkonstruovaný na základě vektoru ỹj budeme značit f̃−j .

Dále budeme předpokládat, že plat́ı

f̃−j (tj) = f̂−j (tj)
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pro všechna j = 1, . . . , J .

Pokud na pravé straně rovnice f̂ = SλΦy nahrad́ıme y za ỹj a SλΦ budeme dále
značit jako S, plat́ı (

f̃−j (t1) , . . . , f̃−j (tJ)
)′

= Sỹj.

Dále plat́ı

f̂ (tj) =

J∑

i=1

Sjiy (ti) =
∑

i 6=j

Sjiy (ti) + Sjjy (tj) ,

f̂−j (tj) = f̃−j (tj) =
J∑

i=1

Sjiỹj (ti) =
∑

i 6=j

Sjiỹj (ti) + Sjjf̂−j (tj) =
∑

i 6=j

Sjiy (ti) + Sjj f̂−j (tj) .

Odečteńım těchto dvou rovnic źıskáme rovnici

f̂ (tj)− f̂−j (tj) = Sjj

(
y (tj)− f̂−j (tj)

)
,

f̂ (tj)− y (tj) = Sjj

(
y (tj)− f̂−j (tj)

)
+ f̂−j (tj)− y (tj) ,

f̂ (tj)− y (tj) = (1− Sjj)
(
f̂−j (tj)− y (tj)

)
,

y (tj)− f̂ (tj)

1− Sjj

= y (tj)− f̂−j (tj) .

Potom je možné cross-validačńı kritérium zapsat jako:

CV (λ) =
1

J

J∑

j=1

(
y (tj)− f̂ (tj)

1− Sjj

)2

Pokud diagonálńı člen Sjj nahrad́ıme pr̊uměrným diagonálńım členem tr(S)
J

źıskáme
zobecněné cross-validačńı kritérium

GCV (λ) =

[
J

J − tr (S)

]


∑J

j=1

(
y (tj)− f̂ (tj)

)2

J − tr (S)


 .

Dále je zřejmé, že pokud označ́ıme
(

y(tj)−f̂(tj)

1−Sjj

)2
jako CVj (λ), plat́ı

CV (λ) =
1

J

J∑

j=1

CVj (λ)

a

GCV (λ) =
1

J

J∑

j=1

CVj (λ)
J2 (1− Sjj)

2

(J − tr (S))2
.
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3.3 Výběr báze

V předchoźı části jsme popsali konstrukci odhadu funkce f na základě diskrétńıch
pozorováńı y (tj), j = 1, . . . , J . Připomeňme, že

f̂ (tj) =

L∑

l=1

φl (tj) cl, (3.17)

kde L je počet funkćı dané báze a c = (c1, . . . , cL) je vektor lineárńıch koeficient̊u. V
této kapitole uvedeme dva typy báze, které se dále použ́ıvaj́ı při konstrukci odhadu
pr̊uběhu OAR. Jak již bylo řečeno dř́ıve, předpokládáme, že funkce f je prvkem
prostoru spojitých, diferencovatelných funkćı. Jednotlivé bazické funkce φl jsou
tedy také spojité a diferencovatelné. Pro konstrukci odhadu pr̊uběhu OAR budeme
použ́ıvat Fourierovu bázi a B-spline. Kromě nich by bylo možné použ́ıt např́ıkad
jádrové funkce, bázi vhodnou speciálně pro monotónńı odhady apod..

Fourierova báze se skládá z periodických funkćı. Neńı tedy př́ılǐs vhodná pro
neperiodická data a nemuśı vykazovat dobré vlastnosti zejména v okrajových bo-
dech definičńıho oboru odhadované funkce. B-spline má polynomiálńı charakter a
je vhodný pro neperiodická i periodická data.

3.3.1 Fourierova baze

Tato báze je odvozena od Fourierových řad. V knize [6] je definována následovně:

Definice 3.3.1 Fourierova báze je definována jako {φl (t)}
L

l=1. Jednotlivé funkce
φl (t) maj́ı tvar

φ1 (t) = 1,

φ2r (t) = sin rωt,

φ2r+1 (t) = cos rωt,

kde r je celé č́ıslo a ω parametr, který určuje délku periody 2π/ω.

Funkce φl pro l = 1, 2, 3 jsou zobrazeny na obrázku (3.1). Tato báze je periodická
a je vhodná hlavně pro data, která jsou stabilńı v čase, popř́ıpadě maj́ı periodický
charakter.

3.3.2 B-spline báze

Spline definujeme jako spojitou po částech polynomiálńı reálnou funkci. Existuje
velké množstv́ı r̊uzných typ̊u splin̊u. Jak již bylo řečeno, budeme se zabývat B-
splinem.
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Fourierova baze
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Obrázek 3.1: Prvńı tři funkce Fourierovy báze.

Uvažujme interval 〈t1, tJ〉 (v našem př́ıpadě se jedná o interval 〈0, T 〉) s vnitřńımi
body (uzly) t2, . . . , tJ−1. Obecně se polynomiálńı spline konstruuje tak, že na sub-
intervalech mezi libovolnými dvěma sousedńımi uzly je definován polynom stupně
S a v každém uzlu maj́ı sousedńı polynomy stejnou hodnotu (výsledná funkce je
spojitá). Pokud chceme hladkou (nejen spojitou) p-tou derivaci, muśı být stupeň
polynomu alespoň p+2. Nejběžněji použ́ıvaný je kubický spline, tj. S = 3. Podrobný
popis teorie splin̊u je možné nalézt v knize [1], ze které pocháźı také následuj́ıćı
definice.

Definice 3.3.2 Necht’ je s = (s0, . . . , sM−1) neklesaj́ıćı posloupnost bod̊u z inter-
valu 〈s0, sM−1〉. Pak pomoćı rekurzivńıho vzorce definujeme funkce Bm,k, které tvoř́ı
B-spline bázi stupně k = 0, . . . ,M − 2.

Bm,0 (t) :=

{
1 pro sm ≤ s < sm+1, m = 0, . . . ,M − 2
0 jinak,

Bm,k (t) :=
s− sm

sm+k − sm
Bm−1,k−1 (s) +

sm+k+1 − s

sm+k+1 − sm+1

Bm,k−1 (s) , m = 0, . . . ,M − k − 2.

V př́ıpadě, že se ve sč́ıtanci vyskytuje výraz 0
0
, polož́ıme ho roven 0 (tato situace

nastává v př́ıpadě v́ıcenásobných uzl̊u).
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Následuj́ıćı schéma popisuje rekurzivńı závislost Bm,k na Bm,k−1 a Bm+1,k−1 (pro
m = 0, . . . , 4 a k = 0, . . . , 4). Je zřejmé, že Bm,0 (s) jsou nenulová pro s ∈ 〈sm, sm+1 )
a Bm,k (s) pro s ∈ 〈sm, sm+k ). Tato vlastnost je pro B-spline charakteristická.B0,0

B1,0

B2,0

B3,0

B4,0

B0,1

B1,1

B2,1

B3,1

B0,2

B1,2

B2,2

B0,3

B1,3

B0,4

V našem př́ıpadě budeme předpokládat, že počet uzl̊u je J + 2k, s0 = . . . =
sk = t1, sk+j−1 = tj pro j = 2, . . . , J − 1 a sk+J−1 = . . . = s2k+J−1 = tJ . Znamená
to, že množinu uzl̊u konstruujeme z (t1, . . . , tJ) tak, že krajńı uzel se v ńı vyskytuje
(k + 1)-krát.

Na obrázku (3.2) jsou vykresleny B-spliny stupně 0, 1 a 2. Dále plat́ı, že počet
funkćı báze = stupeň splinu + počet vnitřńıch uzl̊u +1. V následuj́ıćı větě jsou
shrnuty základńı vlastnosti B-splinu.

Věta 3.3.1 Necht’ Bm,k (s) je B-spline z definice (3.3.2) definovaný na intervalu
〈s0, sM−1〉, potom pro všechna k = 0, . . . ,M − 2 plat́ı následuj́ıćı vlastnosti.

• B-spline je složen z nezáporných funkćı, tj.

Bm,k (s) = 0, s /∈ 〈sm, sm+k+1〉 a zároveň Bm,k (s) > 0, s ∈ (sm, sm+k+1) .
(3.18)

• Součet všech funkćı báze je v každém bodě intervalu 〈s0, sM−1〉 roven 1, tj.

∑

m

Bm,k (s) = 1, s ∈ 〈s0, sM−1〉 . (3.19)

D̊ukaz:

Necht’ k = 0:

Bm,0 (s) =

{
1 pro sm ≤ s < sm+1,
0 jinak,

pro všechna m = 0, . . . ,M − 2. Je zřejmé, že plat́ı Bm,0 (s) = 0, s /∈ 〈sm, sm+1〉 a
zároveň Bm,0 (s) > 0, s ∈ (sm, sm+1).
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(a) B-spline báze stupně 0
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(c) B-spline báze stupně 1
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(e) B-spline báze stupně 2

Obrázek 3.2: Jednotlivé B-spliny stupně 0, 1 a 2
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V daľśım textu budeme použ́ıvat značeńı Bm,0 (s) = I(sm,sm+1) (s), kde s ∈
〈s0, sM−1).

Necht’ k = 1:

Bm,1 (s) = s−sm
sm+1−sm

Bm,0 (s) +
sm+2−s

sm+2−sm+1
Bm+1,0

=
s− sm

sm+1 − sm
I(sm,sm+1) (s)

︸ ︷︷ ︸
≥0

+
sm+2 − s

sm+2 − sm+1

I〈sm+1,sm+2) (s)

︸ ︷︷ ︸
≥0

.

Prvńı sč́ıtanec je nenulový pouze na intervalu (sm, sm+1) (na intervalu 〈sm, sm+1)
je to zaručeno funkćı I〈sm,sm+1) (s)). Čitatel i jmenovatel zlomku s−sm

sm+1−sm
nabývaj́ı

na intervalu (sm, sm+1) hodnot > 0 (v krajńım bodě sm je čitatel roven 0). Ob-
dobný vztah plat́ı i pro druhý sč́ıtanec. T́ım je dokázáno, že plat́ı Bm,1 (s) = 0, s /∈
〈sm, sm+2〉 a zároveň Bm,0 (s) > 0, s ∈ (sm, sm+2).

Předpokládejme, že věta plat́ı pro k = i, i ≥ 2:

Ukážeme, že plat́ı i pro k = i+ 1, i ≥ 2:

Bm,i+1 (s) =
s− sm

sm+i+1 − sm
Bm,i (s)

︸ ︷︷ ︸
≥0

+
sm+i+2 − s

sm+i+2 − sm+1

Bm+1,i

︸ ︷︷ ︸
≥0

Prvek Bm,i (s) je větš́ı než 0 na intervalu 〈sm, sm+i+1). Na tomto intervalu nabývá
čitatel i jmenovatel zlomku s−sm

sm+i+1−sm
hodnot ≥ 0 (přičemž pro s = sm je čitatel

roven 0). T́ım je tvrzeńı věty dokázáno.

Při dokazováńı druhé části věty je d̊uležité si uvědomit, že s rostoućım řádem splinu
roste i počet multiplikativńıch kořen̊u použitých ke konstrukci báze (viz věta 3.3.1).

Necht’ k = 0:

Počet funkćı báze: J − 1
Počet uzl̊u: J
Uzly: s0 ≤ . . . ≤ sJ−1

∑J−1
m=0Bm,0 (s) =

∑J−1
m=0 I〈 sm,sm+1) (s) = I〈s0,sJ−1) (s)

Necht’ k = 1:
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Počet funkćı báze: J
Počet uzl̊u: J + 2
Uzly: s0 = s1 ≤ . . . ≤ sJ = sJ+1

∑J−1
m=0Bm,1 (s) =

∑J−1
m=0

{
s−sm

sm+1−sm
Bm,0 (s) +

sm+2−s

sm+2−sm+1
Bm+1,0 (s)

}

=
∑J−1

m=0

{
s−sm

sm+1−sm
I〈sm,sm+1) (s) +

sm+2−s

sm+2−sm+1
I〈sm+1,sm+2) (s)

}

=
s− s0
s1 − s0

I〈s0,s1) (s)
︸ ︷︷ ︸

=0

+
∑J−2

m=0

{
sm+2−s

sm+2−sm+1
I〈 sm+1,sm+2) (s)

+ s−sm+1

sm+2−sm+1
I〈sm+1,sm+2) (s)

}
+

s− sJ
sJ+1 − sJ

I〈sJ ,sJ+1) (s)

︸ ︷︷ ︸
=0

=
∑J−2

m=0 I〈sm+1,sm+2) (s) = I[ s1,sJ) (s) = I[ s0,sJ+1) (s)

Necht’ k = i:
Počet funkćı báze: J + i− 1
Počet uzl̊u: J + 2i
Uzly: s0 = . . . = si ≤ . . . ≤ sJ+i−1 = . . . = sJ+2i−1

Předpokládejme, že
J+i−2∑

m=0

Bm,i (s) = I〈s0,sJ+2i−1) (s)

Necht’ k = i+ 1:
Počet funkćı báze: J + i
Počet uzl̊u: J + 2(i+ 1)
Uzly: s0 = . . . = si+1 ≤ . . . ≤ sJ+i = . . . = sJ+2i+1

∑J+i−1
m=0 Bm,i+1 (s) =

∑J+i−1
m=0

{
s−sm

sm+i+1−sm
Bm,i (s) +

sm+i+2−s

sm+i+2−sm+1
Bm+1,i (s)

}

=
s− s0
si+1 − s0

B0,i (s)

︸ ︷︷ ︸
=0

+
∑J+i−2

m=0

{
sm+i+2−s

sm+i+2−sm+1
Bm+1,i (s)

+ s−sm+1

sm+i+2−sm
Bm+1,i (s)

}
+

sJ+2i+1 − s

sJ+2i+1 − sJ+i

BJ+i,i (s)

︸ ︷︷ ︸
=0

=
∑J+i−2

m=0 Bm+1,i (s) = I〈s0,sJ+2i+2) (s)

Posledńı rovnost plyne z předpokladu pro k = i v př́ıpadě, že přeč́ıslujeme uzly
splinu s0, . . . , sJ+2i −→ s1, . . . , sJ+2i+1. T́ım je i druhé tvrzeńı věty dokázáno.
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Kapitola 4

Concurrent model

4.1 Popis modelu

Tento model popisuje vztah dvou (popř́ıpadě v́ıce) funkcionálńıch náhodných veličin.
V podstatě se jedná o rozš́ı̌reńı klasického regresńıho modelu. Namı́stě diskrétńıch
pozorovaných hodnot však stoj́ı funkce se shodným definičńım oborem. Označeńı
concurrent je možné do češtiny přeložit jako souběžný nebo paralelńı. Běžně se
však tento výraz nepouž́ıvá, proto je v daľśım textu použ́ıvána anglická varianta.
Označeńı je odvozeno od toho, že pomoćı vysvětluj́ıćıch proměnných v čase t je
modelovaná závislá proměnná rovněž v čase t. Formálně model zaṕı̌seme takto

gi (t) =
P∑

p=1

hip (t) βp (t) + ψi (t) , (4.1)

kde ψi (t) jsou nezávislé, normálně rozdělené chyby s nulovou středńı hodnotou a
konečným, konstantńım rozptylem. Realizace vysvětlované funkcionálńı náhodné
veličiny znač́ıme gi. Jednotlivé realizace vysvětluj́ıćıch proměnných znač́ıme hip,
přičemž p = 0, . . . , P je index vysvětluj́ıćı proměnné a i = 1, . . . , I znač́ı jednotlivá
pozorováńı. Všechny funkce jsou definované na reálném intervalu T . Pokud plat́ı,
že hi1 = 1, jedná se o analogii regresńıho modelu s absolutńım členem. Maticový
zápis modelu je následuj́ıćı

g (t) =H (t)β (t) +ψ (t) , (4.2)

kde g (t) = (g1 (t) , . . . , gI (t))
′, β (t) = (β1 (t) , . . . , βP (t))′,ψ (t) = (ψ1 (t) , . . . , ψI (t))

′

a H (t) = (hip (t))
I P

i=1, p=1.
Nyńı se budeme věnovat souvislostem mezi modelem 4.1 a sledovanými pr̊uběhy

OAR. V předchoźı kapitole jsme popsali konstrukci odhadu spojité funkce na základě
diskrétńıch pozorováńı. Ve stručnosti (podrobný popis modelu je možné naj́ıt v
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kapitole 3). Připomeňme, že výsledný odhad byl konstruovaný penalizovanou mi-
nimalizaćı nejmenš́ıch čtverc̊u za předpokladu platnosti modelu

y (tj) = f (tj) + ǫ(tj), (4.3)

kde y (tj) jsou hodnoty OAR naměřené v časech tj , kde j = 1, . . . , J a ǫ(tj) jsou
nezávislé, náhodné chyby s nulovou středńı hodnotou a konečným konstantńım
rozptylem. Nyńı budeme nav́ıc předpokládat, že chyby jsou normálně rozdělené.
Veškeré proměnné týkaj́ıćı se OAR naměřené v dětském pokoji budeme dále značit
pomoćı horńıho indexu 1 a proměnné týkaj́ıćı se pr̊uběhu OAR na chodbě pomoćı
horńıho indexu 2. Nejjednodušš́ı model popisuj́ıćı vztah mezi pr̊uběhem OAR v
dětském pokoji (dále f 1 (t)) a na chodbě (dále f 2 (t)) je následuj́ıćıho tvaru

f 1
i (t) = f 2

i (t) β0 (t) + ψi (t) , (4.4)

kde ψi (t) jsou nezávislé, normálně rozdělené chyby s nulovou středńı hodnotou
a konečným, konstantńım rozptylem. Index i označuje jednotlivé napozorované
pr̊uběhy a t ∈ T = 〈t1, tJ〉.

4.2 Výběr vhodného modelu

To jak je model dobrý, budeme posuzovat podle středńı čtvercové chyby. Definujeme
ji jako rozš́ı̌reńı jednorozměrné středńı čtvercové chyby pro funkcionálńı pozorováńı.
Nejprve však definujeme pr̊uměr a rozptyl funkcionálńıch pozorováńı.

Definice 4.2.1 Necht’ f1 (t) , . . . , fK (t) je K realizaćı funkcionálńı náhodné veličiny
f (t), kde t ∈ T . Potom jej́ı pr̊uměr a (f (t)) definujeme jako

a (f (t)) =
1

K

K∑

k=1

fk (t)

a výběrový rozptyl v (f (t)) je definová jako

v (f (t)) =
1

K

K∑

k=1

(
fk (t)−

1

K

K∑

l=1

fl (t)

)2

.

Nyńı již můžeme přistoupit k vlastńı definici středńı čtvercové chyby MSEf :

MSEf (ĝ (t)) =
1

I

I∑

i=1

(gi (t)− ĝi (t))
2

E {MSEf (ĝ (t))} =
1

I

I∑

i=1

{
var (gi (t)) + var (ĝi (t)) + bias2 (ĝi (t))

}
(4.5)
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Důkaz tohoto rozkladu je analogický s jednorozměrným př́ıpadem, proto ho nebu-
deme uvádět. Dále definujeme středńı čtvercovou chybu v př́ıpadě, kdy jsou funkce
β (t) známé. Budeme ji značit MSE∗.

MSE∗
f (ĝ (t)) =

1

I

I∑

i=1

(
H (t)β (t)−H (t) β̂

)2
=

=
1

I

I∑

i=1

{
var (ĝi (t)) + bias2 (ĝi (t))

}
(4.6)

Z definic je zřejmé, že všechna kritéria jsou funkce s definičńım oborem T . Jejich
porovnáńım můžeme źıskat v r̊uzných bodech definičńıho oboru r̊uzné výsledky.
Proto zavedeme ještě integrované středńı čtvercové chyby IMSEf a IMSE∗

f .

IMSEf (ĝ (t)) =

∫

T

MSE (ĝ (t)) dt (4.7)

IMSE∗
f (ĝ (t)) =

∫

T

MSE∗
f (ĝ (t)) dt (4.8)

Na závěr této kapitoly zadefinujeme funkcionálńı verzi Akaikeho kritéria AICf :

AICf (ĝi (t)) =

∫

T

(
C + ln

(
I∑

i=1

(ĝi (t)− gi (t))
2

)
+ 2 (k + 1)

)
dt, (4.9)

kde k je počet parametr̊u a C je konstanta, která záviśı pouze na g (t). Pro vzájemné
porovnáńı model̊u j́ı tedy neńı nutné explicitně vyjádřit. Stejně jako v předchoźım
př́ıpadě prosté rozš́ı̌reńı AIC integruji, abych źıskala jeho jednoznačnou porovna-
telnost. Aby bylo možné toto kritérium použ́ıt, muśı být splněna normalita a ho-
moskedasticita náhodných chyb modelu.

4.3 Odhad funkćı β1, . . . , βP

Optimálńı vektor funkćı β budeme hledat obdobně jako v klasickém regresńım mo-
delu pomoćı minimalizace součtu čtverc̊u rezidúı. Situace je však komplikovaněǰśı,
protože jednotlivé βj nejsou konstanty, ale funkce definované na intervalu 〈t1, tJ〉.
Minimalizačńı kritérium se odvod́ı jako rozš́ı̌reńı SSE. Stejně jako v jednorozměrné
regresi hledáme optimálńı β tak, abych minimalizovala součet čtvercových chyb.
Prostým rozš́ı̌reńım by výsledným kritériem byla funkce s definičńım oborem 〈t1, tJ〉
a nebylo by možné jednoznačně určit, zda je minimálńı. Z tohoto d̊uvodu ho inte-
grujeme podle času t.

SSEf (β) =

∫

T

(g (t)−H (t)β (t))′ (g (t)−H (t)β (t)) dt (4.10)
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Při použit́ı př́ımého rozš́ı̌reńı součtu čtverc̊u rezidúı klasického regresńıho modelu
(budeme ho značit jako SSEf) může být výsledný odhad β̂ (t) málo stabilńı. V
takovém př́ıpadě je dobré použ́ıt rozš́ı̌reńı penalizovaného součtu čtverc̊u (budeme
ho značit jako PSSEf).

PSSEf (β) =

∫

T

(g (t)−H (t)β (t))′ (g (t)−H (t)β (t)) dt+

+
P∑

p=1

λp

∫

T

[Lpβp (t)]
2 dt, (4.11)

kde L je označeńı diferenciálńıho operátoru a λ je vektor penalizačńıch parametr̊u.
Toto kritérium uvád́ı J. O. Ramsay v knize [6].

Funkce βp (t) je možné vyjádřit jako lineárńı kombinace funkćı báze θkp (t) pro-
storu hladkých diferencovatelných funkćı, nad kterým odhad konstruujeme.

βp (t) =

Kp∑

k=1

bkpθkp (t) = θp (t)
′
bp, (4.12)

kde Kp je počet funkćı báze {θkp}. Dále zavedeme značeńı

b =




b1
b2
...
bP


 .

Tento vektor má Kβ =
∑P

p=1Kp řádk̊u. Potom Θ (t) je definována jako

Θ (t) =




θ′1 (t) 0 . . . 0
0 θ′2 (t) . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . θ′P (t)


 .

Dále β (t) = Θ (t) b a výraz (4.2) je možné zapsat jako

g (t) =H (t)Θ (t) b+ψ (t) .

Definujme blokovou diagonálńı matici R s P bloky

Rp = λp

∫

T

[Lθp (t)]
′ [Lθp (t)] dt.

27



Minimalizačńı kritérium PSSEf (4.11) se dá přepsat jako

PSSEf (b) =

∫

T

(g (t)−H (t)Θ (t) b)′ (g (t)−H (t)Θ (t) b) dt+
P∑

p=1

b′pRpbp =

=

∫

T

(g′ (t) g (t)− g′ (t)H (t)Θ (t) b− b′Θ′ (t)H ′ (t) g (t) +

+ b′Θ′ (t)H ′ (t)H (t)Θ (t) b) dt+ b′Rb.

Odhad parametru b je řešeńım soustavy normálńıch rovnic.
Plat́ı tedy b̂ = argmin (PSSEf (b)) a

∫

T

(
−Θ′ (t)H ′ (t) g (t) +Θ′ (t)H ′ (t)H (t)Θ (t) b̂

)
dt+Rb̂ = 0,

∫

T

(
Θ′ (t)H ′ (t)H (t)Θ (t) b̂

)
dt+Rb̂ =

∫

T

(Θ′ (t)H ′ (t) g (t)) dt.

Pokud označ́ıme

A =

∫

T

(Θ′ (t)H ′ (t)H (t)Θ (t)) dt+R, (4.13)

d =

∫

T

(Θ′ (t)H ′ (t) g (t)) dt, (4.14)

pak soustavu normálńıch rovnic je možné zapsat jako

Ab̂ = d. (4.15)

V některých př́ıpadech je možné řešeńı soustavy (4.15) vyjádřit explicitně, ale
obecně je vhodné tuto soustavu řešit numerickými metodami integrace. Odhad
jednotlivých realizaćı funkcionálńı náhodné veličiny g (t) je možné tedy vyjádřit
jako

ĝ (t) =H (t)Θ (t) b̂. (4.16)
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Kapitola 5

Simulačńı studie

V této kapitole uvád́ım simulačńı studie. Prvńı studie se zaměřuje na nevhodnost
Fourierovy báze pro modelováńı neperiodických dat. Druhá řeš́ı chováńı zobecněné
cross-validačńı metody v př́ıpadě porušeńı předpokladu nezávislosti dat.

5.1 Simulačńı studie I - Porovnáńı Fourierovy a

B-spline báze

Tento př́ıklad ukazuje rozd́ılné chováńı Fourierovy báze a B-spline báze pro perio-
dická a neperiodická data.

1. Uvažuji periodickou fukci

f1 (t) = sin (t) + cos (πt) , t ∈ (0, 2π) .

2. Uvažuji neperiodickou funkci

f2 (s) = es
3

, s ∈ (0, 1) .

Vygenerovala jsem 1000 replikaćı dat podle každého z následuj́ıćıch model̊u:

1. y1 (tj) = f1 (tj) + ǫ1 (tj) , kde tj =
2πj
100
, j = 0, . . . , 100 a ǫ1 ∼ N

(
0; 1

25

2
)
.

2. y2 (sj) = f2 (sj) + ǫ2 (sj) , kde sj =
j

100
, j = 0, . . . , 100 a ǫ2 ∼ N

(
0, 1

25

2
)
.

Odhadla jsem funkce f1 a f2 pomoćı Fourierovy báze a pomoćı B-splinu. Výsledné
odhady odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým simulaćım znač́ım f̂1r (tj) (resp. f̂2r (sj)), kde r je
index simulace. K porovnáńı výsledk̊u jsem použila rozděleńı MSE∗.
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Typ báze f1 (periodická) f2 (neperiodická)

Fourierova báze

1
J

∑J

j=1 var
(
f̂ (tj)

)
0,00734 0,00758

1
J

∑J

j=1 bias
2f̂ (tj) 0,00230 0,02512

E
(
MSE

(
f̂
))

0,00964 0,03269

B-spline

1
J

∑J

j=1 var
(
f̂ (tj)

)
0,00825 0,00273

1
J

∑J

j=1 bias
2f̂ (tj) 0,00102 0,00054

E
(
MSE

(
f̂
))

0,00926 0,00326

Tabulka 5.1: Odhad středńı hodnoty a rozptylu RMSE

Fourierova báze se skládá z 101 funkćı. Pro určeńı penalizačńıho parametru λ
jsem použila metodu GCV a jako penalizačńı člen jsem zvolila PEN (viz (3.10)).

Kubický B-spline má uzly v bodech tj (resp. sj), kde j = 0, . . . , 100. Pro pena-
lizaci jsem, stejně jako u Fourierovy báze, použila PEN a hodnotu parametru λ
jsem stanovila na základě GCV metody.

Na obrázku (5.2) jsou graficky znázorněny výsledné odhady. Zeleně je vyznačen

odhad středńı hodnoty f̂1 (tj) (resp. f̂2 (sj)) a červeně přerušovaně funkce f1 (resp.
f2). Dále je v grafu vyznačena obálka simulovaných odhad̊u, která je definovaná jako

nejmenš́ı konvexńı množina obsahuj́ıćı hodnoty f̂1r (tj) (resp. f̂2r (sj)), a množiny
obsahuj́ıćı 95% dat, které jsou zkonstruované následovně. Dolńı mez pro každé tj
(resp. sj) je 2,5%tńı výběrový kvantil z {f1r (tj)}

R

r=1 (resp. {f2r (sj)}
R

r=1) a horńı
mez je 97,5%tńı výběrový kvantil. Dále uvád́ım histogramy charakterizuj́ı rozděleńı
MSE∗.

Pro periodická data jsou výsledky sice srovnatelné, ale B-spline báze dává odhad
s nižš́ı pr̊uměrnou MSE∗ a menš́ım vychýleńım na úkor vyšš́ıho rozptylu odhadu
(viz tabulka (5.1)). U neperiodických dat se potvrdilo to, že funkčńı hodnoty od-
pov́ıdaj́ıćı krajńım bod̊um definičńıho intervalu mohou být při použit́ı Fourierovy
báze velmi vychýlené. Pr̊uměrná středńı čtvercová chyba je v tomto př́ıpadě da-
leko vyšš́ı než při použit́ı B-splinu. Rozptyl odhadu je srovnatelný s rozptylem
odhadu periodické funkce, ale vychýleńı je daleko vyšš́ı. Odhad zkonstruovaný po-
moćı B-spline báze vykazuje pro neperiodická data výrazně lepš́ı vlastnosti. Po-
drobné výsledky simulace jsou shrnuty v tabulce (5.1), která obsahuje rozklad
středńı čtvercové chyby pro periodická i neperiodická data a oba typy báze.
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Periodicka funkce

t

y

0.00 0.70 1.40 2.09 2.79 3.49 4.19 4.89 5.59 6.28

−
2

−
1

0
1

2

Fourierova baze − prumerova funkce

Neperiodicka funkce

s

y

0.00 0.11 0.22 0.33 0.44 0.56 0.67 0.78 0.89 1.00

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

Fourierova baze − prumerova funkce

Periodicka funkce

t

y

0.00 0.70 1.40 2.09 2.79 3.49 4.19 4.89 5.59 6.28

−
2

−
1

0
1

2

B−spline baze − prumerova funkce

Neperiodicka funkce

s

y

0.00 0.11 0.22 0.33 0.44 0.56 0.67 0.78 0.89 1.00

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

B−spline baze − prumerova funkce

Obrázek 5.1: Odhad E
(
f̂1

)
a E

(
f̂2

)
(zeleně), f1 (tj) a f2 (sj) (červeně čárkovaně),

množina obsahuj́ıćı 95% dat (šedě) a obálka simulaćı (šedě čárkovaně).
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Histogram MSE*
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Obrázek 5.2: Histogramy MSE∗
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5.2 Simulačńı studie II

Tato studie má za úkol zjistit, zda je lepš́ı určit parametr λ v penalizovaném součtu
čtverc̊u pomoćı metody GCV nebo na základě vlastńıho úsudku v př́ıpadě, kdy je
porušen předpoklad nezávislosti vstupńıch dat a předpoklad normality náhodných
chyb. Vycházela jsem z měřeńı provedených v dětském pokoji. Na základě těchto
dat jsem zkonstruovala odhad funkce f 1 (viz kapitola (3)), který jsem použila jako
středńı hodnotu simulovaných dat.

ys (tj) = f̂ (tj) + ǫ̂ (tj) . (5.1)

Dále jsem vygenerovala R replikaćı (každá obsahuje J prvk̊u) náhodných chyb,
které jsem uspořádala do matice E.

E =




ǫ̂11 . . . ǫ̂1R
...

...
ǫ̂J1 . . . ǫ̂JR


 .

Simulovaná data jsem zkonstruovala jako součet generovaných náhodných chyb a
hodnot funkce f̂ 1 v časech měřeńı

Ys =




ys1 (t1) . . . ysR (t1)
...

...
ys1 (tJ) . . . ysR (tJ)


 =




f̂ 1 (t1) . . . f̂ 1 (t1)
...

...

f̂ 1 (tJ ) . . . f̂ 1 (tJ)


 +E.

Na základě pseudodat zkonstruuji odhady funkce f̂ 1 (budu je značit indexem repli-
kaćı).

Ys =
(
f̂ 1
1 (t) , . . . , f̂

1
R (t)

)
+ Ê,

kde t = (t1, . . . , tJ), f̂ 1
r jsou odhady funkce f̂ 1 odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým simulaćım

a Ê je odhad matice E.

Ke konstrukci odhadu f̂1 jsem použila Fourierovu bázi, která se skládá z 301
funkćı. Optimálńı lineárńı kombinaci funkćı báze jsem spoč́ıtala na základě mini-
malizace penalizovaného součtu čtverc̊u, a to pro dvě hodnoty parametru λ:

1. λ1 = 0 : výsledný odhad (v daľśım textu ho znač́ım f̂1
λ1

=
(
f̂ 1

λ1
(t1) , . . . , f̂ 1

λ1
(tJ)

)′

je poměrně variabilńı (dá se očekávat, že odhad nebude př́ılǐs stabilńı). Z
analýzy rezidúı modelu za předpokladu vyloučeńı prvńı a posledńı hodnoty
(jedná se o odlehlá pozorováńı) je patrné, že nelze zamı́tnout hypotézu nor-
mality rezidúı (p-hodnota Shapirova-Wilkova testu normality je 0.1). Rezidua
modelu jsou korelovaná;
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2. λ2 = 2 : výsledný odhad (v daľśım textu ho znač́ım f̂1
λ2

=
(
f̂ 1

λ2
(t1) , . . . , f̂ 1

λ2
(tJ)

)′

se zdá stabilněǰśı než v prvńım př́ıpadě, rezidua jsou méně korelovaná, ale je-
jich rozděleńı má ve srovnáńı s normálńım rozděleńım těžké chvosty.

Na obrázku (5.3) jsou zeleně zobrazeny výsledné odhady f̂1
λ1

a f̂1
λ2

a na obrázku
(5.4) jsou histogramy rezidúı modelu 5.1, jejich Q-Q grafy a empirické autokova-
riančńı funkce. Obrázky potvrzuj́ı vlastnosti rezidúı popsané v předchoźım odstavci
(nižš́ı korelace rezidúı pro λ2 a těžké chvosty jejich rozděleńı).

Počet simulaćı R je 600 (ověřovala jsem dostatečnost počtu simulaćı pomoćı
stability rozptylu odhad̊u). Náhodné chyby jsem generovala třemi zp̊usoby:

1. ǫ̂jr ∼ N (0, 172), pro všechna j = 1, . . . , J a r = 1, . . . , R.

2. Vektory E(·,r) (t́ımto značeńım mám na mysli sloupce matice E) konstruuji
pro všechna r = 1, . . . , R jako permutace vektoru rezidúı ǫ̂λ2

(tento vektor
jsem vybrala, protože jeho složky jsou méně korelované).

3. Vektory E(·,r) konstruuji pomoćı tzv. blokového bootstrapu (viz [4]). Výchoźı
množina pro bootstrap je ǫ̂λ1

. Použ́ıvám klouzavé bloky a délka bloku je 12
pozorováńı (což odpov́ıdá 6 hodinám). Naprogramovaná procedura je součást́ı
přiloženého CD. Tuto metodu jsem zvolila proto, abych byla schopná mode-
lovat korelovaná data a přitom se co nejv́ıce přibĺıžila korelačńı struktuře
originálńıch dat.

V prvńım př́ıpadě očekávám, že metoda GCV bude pracovat pro simulovaná data
dobře (jsou splněny předpoklady modelu). V druhém př́ıpadě budu porovnávat,
jaký vliv má použit́ı rozděleńı s těžkými chvosty (ve srovnáńı s normálńım rozděleńım).
V obou těchto př́ıpadech se jedná o nezávislá pozorováńı. V posledńım př́ıpadě si-
mulovaná data částečně zachovávaj́ı p̊uvodńı korelačńı strukturu modelu. Jelikož
se mi jedná hlavně o testováńı GCV pro korelovaná data, mohu tento zjednodušený
př́ıstup použ́ıt. V tabulce (5.2) je přehled všech zp̊usob̊u generováńı pseudodat Ys.

Dále jsem pro jednotlivé modely spoč́ıtala odhady fukćı f̂1
λ1
, f̂ 1

λ2
a porovnala

jejich vlastnosti. Funkce f̂λ1
a f̂λ2

jsou spolu s Q-Q grafy a histogramy rezidúı ǫ̂λ1

a ǫ̂λ2
graficky znázorněny na obrázku (5.3).

Z graf̊u je patrné, že vyšš́ı hodnota penalizačńıho parametru dává vyšš́ı hladkost
výsledných odhad̊u. Histogramy ukazuj́ı, že rezidua model̊u jsou symetrická, středńı
hodnota je nulová a rozptyl je vyšš́ı pro vyšš́ı hodnotu penalizačńıho parametru.
Z Q-Q grafu je vidět, že rozděleńı rezidúı se nejv́ıce podobá normálńımu rozděleńı
pro nepenalizovanou variantu (s vyloučeńım odlehlých pozorováńı). Testovala jsem
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r = 1, . . . , 600 Středńı hodnota ysr (tj)

Zp̊usob generováńı matice E f̂ 1
λ1
(tj) f̂ 1

λ2
(tj)

N (0, 172) Ys
n1
(·,r) = f̂

1
λ1

+En1
(·,r) Ys

n2
(·,r) = f̂

1
λ2

+En2
(·,r)

Permutace ǫ̂λ2
Ys

p1
(·,r) = f̂

1
λ1

+Ep1
(·,r) Ys

p2
(·,r) = f̂

1
λ2

+Ep2
(·,r)

Blokový bootstrap ǫ̂λ1
Ys

b1
(·,r) = f̂

1
λ1

+Eb1
(·,r) Ys

b2
(·,r) = f̂

1
λ2

+Eb2
(·,r)

Tabulka 5.2: Přehled značeńı simulaćı pro r̊uzné hodnoty parametru λ a r̊uzné
zp̊usoby generováńı náhodných chyb

100 200 300 400

0
50

10
0

15
0

20
0

25
0

30
0

Odhad funkce f − det. pokoj − lambda = 0

cas

O
A

R
[R

n/
m

^3
]

(a) λ = 0

100 200 300 400

0
50

10
0

15
0

20
0

25
0

30
0

Odhad funkce f − det. pokoj − lambda = 2

cas

O
A

R
[R

n/
m

^3
]

(b) λ = 2

Obrázek 5.3: Zobrazeńı funkce f̂ (t) , t ∈ T , pro r̊uzné hodnoty parametru λ

r̊uzné kombinace počtu funkćı báze a výše penalizačńıho parametru a obecně se dá
ř́ıci, že modely konstruované za pomoci penalizace maj́ı rezidua s těžkými chvosty
(ve srovnáńı s normálńım rozděleńım). Vyzkoušené transformace dat tento efekt
zvýrazńı, popř́ıpadě zp̊usob́ı zešikmeńı rozděleńı rezidúı modelu.

Z výsledk̊u je patrné, že metoda GCV pro rozděleńı s těžkými chvosty dává
vychýlené odhady, ale celková středńı čtvercová chyba je srovnatelná s hodnotou
pro model s normálńım rozděleńım (pro λ = 2 dosahuje dokonce nižš́ı hodnoty).
Z porovnáńı model̊u s korelovanými a nekorelovanýmim náhodnými chybami je
vidět, že porušeńı předpokladu nezávislosti dává vychýlené odhady, ale rozd́ıl oproti
variantě se splněnými předpoklady neńı tak výrazný (předevš́ım v př́ıpadě, kdy data
odpov́ıdaj́ı hladš́ımu modelu), abychom nemohli metodu aplikovat i na korelovaná
data.
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Obrázek 5.4: Základńı charakteristiky rezidúı modelu (5.1)

Model MSEf var bias2

Ys
n1
(·,r) = f̂

1
λ1

+En1
(·,r) 114,39 102,96 11,60

Ys
n2
(·,r) = f̂

1
λ2

+En2
(·,r) 42,14 42,13 0,08

Ys
p1
(·,r) = f̂

1
λ1

+Ep1
(·,r) 118,85 92,98 26,02

Ys
p2
(·,r) = f̂

1
λ2

+Ep2
(·,r) 40,71 39,89 0,89

Ys
b1
(·,r) = f̂

1
λ1

+Eb1
(·,r) 155,90 71,53 84,48

Ys
b2
(·,r) = f̂

1
λ2

+Eb2
(·,r) 40,51 37,47 3,10

Tabulka 5.3: Srovnáńı středńı čtvercové chyby (a rozklad na jednotlivé komponenty)
odhad̊u pro r̊uzné hodnoty penalizačńıho parametu (λ1 a λ2) a r̊uzné zp̊usoby ge-
nerováńı náhodných chyb.
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Kapitola 6

Model závislosti OAR

Předpokládejme, že pr̊uběhy OAR během jednotlivých dn̊u jsou nezávislá funk-
cionálńı pozorováńı. Uvědomuji si, že to neńı zcela korektńı předpoklad, protože
data jsou vzájemně korelovaná, a proto se nedá vyloučit ani korelace mezi jednot-
livými dny. Z tohoto d̊uvodu je výsledný model sṕı̌se aproximativńı. Předpokládám,
že OAR se měńı v pr̊uběhu dne, ale toto chováńı je pro jednotlivé dny podobné.
Data rozděĺıme podle dn̊u měřeńı a pozorováńı z jednotlivých dn̊u budu považovat
za nezávislé realizace funkcionálńı náhodné veličiny popisuj́ıćı pr̊uběh OAR v jed-
nom dni. V rozporu s t́ımto předpokladem je skutečnost, že pozorováńı s bĺızkým
časem měřeńı jsou korelovaná. Tento fakt v tomto př́ıpadě zanedbáme (korelace
je prokazatelná pouze pro několik bĺızkých pozorováńı). Předpoklad nezávislosti
se projev́ı ve vlastnostech odhad̊u denńıho pr̊uběhu OAR, které nebudou splňovat
podmı́nku návaznosti mezi jednotlivými dny. Pro jednoduchost vyřad́ıme prvńı a
posledńı den, protože měřeńı neprob́ıhalo v pr̊uběhu celého dne.

6.1 Funkcionálńı pozorováńı

6.1.1 Model pro odhad funkcionálńıho pozorováńı

Tato část popisuje několik model̊u vhodných k popisu denńıho pr̊uběhu OAR. Budu
předpokládat, že denńı pr̊uběh OAR je možné popsat funkcemi fi (t) (i je index jed-
notlivých dn̊u) a že tyto funkce jsou vzájemně nezávislé. Dı́ky tomuto předpokladu

nebudu požadovat, aby na sebe odhady f̂i navazovaly.
Obecný model je možné zapsat následovně

yi (tij) = fi (tij) + ǫ (tij) , (6.1)

kde ǫi jsou nezávislé, normálně rozdělené chyby se středńı hodnotou 0 a konečným,
konstantńım rozptylem. Dále tij ∈ T = (0, 24), j = 1, . . . , J a i = 1, . . . , 16.
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t1j 0:04 0:34 ... 16:04 16:34 17:04 ... 23:34
t11j 0:04 0:34 ... 16:04 16:55 17:25 ... 23:55
t12j 0:25 0:55 ... 16:25 16:55 17:25 ... 23:55

Tabulka 6.1: Časy měřeńı

Předpokládáme, že časy měřeńı v pr̊uběhu jednotlivých dn̊u mohou být r̊uzné (ne-
muśı být ani ekvidistantńı).

Odhady funkćı fi můžeme vyjádřit jako lineárńı kombinaci funkćı báze podpro-
storu prostoru spojitých, diferencovatelných funkćı:

f̂i (tij) =

L∑

l=1

φl (tij) cil, (6.2)

kde lineárńı koeficienty cil spoč́ıtáme pomoćı minimalizace penalizovaného součtu
čtverc̊u (3.9). Tyto odhady neńı možné pomoćı standardńıch funkćı knihovny fda
spoč́ıtat, protože nelze zadat r̊uzné argumenty tij pro r̊uzná i. Snažila jsem se naj́ıt
alternativńı metodu. Použiji následuj́ıćı rozklad do podmodel̊u

yi (t1j) = fi (t1j) + ǫi (t1j) , i = 1, . . . , 10,

yi (t11j) = fi (t11j) + ǫi (t11j) , i = 11,

yi (t12j) = fi (t12j) + ǫi (t12j) , i = 12, . . . , 16, (6.3)

kde t1j ∈ T, t11j ∈ T, t12j ∈ T, j = 1, . . . , 48. Hodnoty t1j , t11j a t12j jsou shrnuty
v tabulce (6.1) (pro modelováńı jsou tyto hodnoty převedeny na hodiny). Odhady
funkćı fi můžeme zapsat jako

f̂i (t1j) =

L∑

l=1

φl (t1j) c
′
il, i = 1, . . . , 10, (6.4)

f̂i (t11j) =
L∑

l=1

φl (t11j) c
′
il, i = 11, (6.5)

f̂i (t12j) =
L∑

l=1

φl (t12j) c
′
il, i = 12, . . . , 16. (6.6)

Při použit́ı standardńıch metod knihovny fda však budu mı́t pro každý podmo-
del zvláštńı proměnnou a nebude možné tato funkcionálńı pozorováńı použ́ıt jako
realizace jedné náhodné veličiny při konstrukci concurrent modelu.

Tento problém řeš́ım následuj́ıćım zp̊usobem:
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• Uvažujme množinu (t1, . . . , tK), která je tvořena uspořádaným sjednoceńım
tij pro všechna i a j. Zároveň vektory yi (tk) rozš́ı̌ŕım o nedefinované hodnoty
(dále značeno jako NA) pro všechna tk, pro která nejsou definovány.

• Standardńım postupem knihovny fda nelze spoč́ıtat koeficienty cil pro repli-
kace obsahuj́ıćı hodnoty NA (v tomto př́ıpadě se to týká všech replikaćı),
proto koeficienty cil nahrad́ıme koeficienty c′il. Je nutné ověřit vlastnosti re-
zidúı takto zkonstruovaného modelu. Aby bylo možné tuto aproximaci použ́ıt,
musej́ı být rezidua stejně rozdělená.

Odhad funkce fi bude mı́t tvar

f̂i (tk) =
L∑

l=1

φl (tk) c
′
il. (6.7)

Posledńı model, se kterým budu pracovat, předpokládá shodné časy měřeńı pro
všechny replikace. Je pouze aproximativńı. Nahrad́ıme tij , j = 1, . . . , J pro i > 1
hodnotami t1j . Jedná se o značné zjednodušeńı skutečných dat a v daľśıch od-
stavćıch budu porovnávat, jak velký vliv toto zjednodušeńı má na celkové výsledky.
Model má následuj́ıćı tvar

yi (t1j) = fi (t1j) + ǫi (t1j) , (6.8)

kde ǫ1 jsou nezávislé, normálně rozdělené chyby s nulovou středńı hodnotou a
konečným rozptylem. Dále t1j ∈ T, j = 1, . . . , 48, i = 1, . . . , 16. Dı́ky tomu, že
posunut́ı neńı př́ılǐs velké, lze očekávat, že výsledky budou pouze posunuté.

6.1.2 Simulačńı studie IV.

V této simulačńı studii se budu zabývat t́ım, nakolik se mohou změnit výsledné
odhady, pokud se v datech vyskytuj́ı nedefinované hodnoty. Budu testovat změnu
odhadu v závislosti na počtu nedefinovaných hodnot a na jejich poloze v̊uči ostatńım
pozorováńım

Jako výchoźı funkci pro testováńı budu použ́ıvat odhad pr̊uběhu OAR během
pvńıho dne měřeńı. Pseudodata pro testováńı vygeneruji podle následuj́ıćıho předpisu

y∗r (tk) = f (tk) + ψr (tk) =

L∑

l=1

φl (tk) c
′
1l + ψr (tk) , (6.9)

kde pro přehlednost ṕısmenem f znač́ım odhad f̂1 (odhad pr̊uběhu OAR během
prvńıho dne), přičemž koeficienty c′1l spoč́ıtám pomoćı minimalizace penalizovaného
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součtu čtverc̊u (hodnota penalizačńıho parametru je stanovena metodou GCV).
Náhodné chyby generuji jako bootstrapový výběr z množiny odhad̊u (ǫ̂1 (t11) , . . . , ǫ̂1 (t1J)).
Pomoćı indexu r č́ısluji jednotlivé simulace. Index nabývá hodnot 1, . . . , R, kde
R = 800. Definičńı obor (t1, . . . , tK) ⊂ T = (0, 24). Výpočty provedu pro dva typy
báze {φl}

L

l=1: Fourierova báze o 47 funkćıch a b-spline s uzly v bodech t1j .
Nyńı budu testovat citlivost odhadu

f̂r (tk) =

L∑

l=1

φl (tk) drl, (6.10)

zkonstruovaného na základě pseudodat y∗
r, na chyběj́ıćı pozorováńı. Označeńı drl

jsem zavedla pro odhady koeficient̊u c′1l. Pro hodnoceńı jednotlivých efekt̊u budu
použ́ıvat opět středńı čtvercovou chybu MSE∗.
Nejprve budu volit tk ekvidistantně. Testovaným faktorem v tomto př́ıpadě bude
počet nedefinovaných hodnot a jejich poloha. Daľśı možnost́ı je neekvidistantńı
rozložeńı tk. V tomto př́ıpadě mě zaj́ımá závislost chyby na poloze chyběj́ıćı hodnoty
v rámci intervalu definovaného sousedńımi hodnotami. Budu testovat následuj́ıćı

situace:

1. Definičńı obor {tk}
96
k=1 definuji jako ekvidistantńı děleńı intervalu (t11, t1J).

Počet nedefinovaných hodnot je postupně 1, 2, 3, 4, 5, 6, 12, 24 a 48 a
jsou rovnoměrně rozmı́stěné v definičńım oboru. Rovnoměrným rozmı́stěńım
mám na mysli, že se nedefinovaná hodnota nacháźı na pozićıch s pořad́ım

celá část
(
počet nedefinovaných hodnot

96

)
. V př́ıpadě, že je nedefinovaná právě

1 hodnota, uvažuji dvě možnosti umı́stěńı. Prvńı je standardńı dle výše uve-
deného vzorce (pořad́ı 96, dále znač́ım jako 1a) a druhá možnost je pozice 48
(dále znač́ım jako 1b).

2. V tomto př́ıpadě při konstrukci hodnot tk vycháźım {t1j}
J

j=1. Mezi t1p a t1(p+1)

(p = 24) dodefinuji nový bod definičńıho oboru tak, že vzdálenost mezi novým
prvkem a t1p bude postupně 1

10
, 2
10
, . . . , 9

10
délky tohoto intervalu. Právě tyto

vložené časy budou odpov́ıdat nedefinovaným hodnotám.

Výsledky analýzy předchoźıch dvou situaćı obsahuj́ı tabulky (6.2) a (6.3). V tabulce
(6.2) srovnávám rozd́ıl pr̊uměrné středńı čtvercové chyby MSE∗ odhadu, který byl

zkonstruován na základě všech dat (značeńı f̂ c
r, kde r je index simulace), a odhadu

s chyběj́ıćımi pozorováńımi (značeńı f̂ t
r, kde r je index simulace). Dále sleduji rozd́ıl

v rozptylu a vychýleńı těchto odhad̊u.
Na obrázku (6.1a) je zobrazena závislost rozd́ılu MSE∗, rozptylu a vychýleńı

na počtu vynechaných hodnot.
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Fourier 1a 1b 2 3 4 5 6 12 24 48

EMSE∗f̂ c 38,42

biasf̂ c -0,02

varf̂ c 33,95

EMSE∗f̂ t 38,57 38,82 38,97 39,05 39,89 40,17 40,02 42,37 49,01 69,71

biasf̂ t -0,02 -0,02 -0,03 -0,03 -0,01 0,04 -0,03 0,01 0,02 0,12

varf̂ t 34,10 34,33 34,48 34,56 35,18 35,58 35,48 37,61 43,59 62,44

Tabulka 6.2: Vliv vynechaných pozorováńı
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(b) Závislost na poloze NA

Obrázek 6.1: Závislost rozd́ılu MSE∗, rozptylu a vychýleńı na počtu vynechaných
hodnot (vychýleńı je zobrazeno jako 100 násobek p̊uvodńıch hodnot) a na poloze
vynechaného pozorováńı (vychýleńı je zobrazeno jako 10 násobek p̊uvodńıch hod-
not).
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Fourier 1 : 9 2 : 8 3 : 7 4 : 6 5 : 5 6 : 4 7 : 3 8 : 2 9 : 1

EMSE∗f̂ c 76,76

biasf̂ c -0,27

varf̂ c 72,37

EMSE∗f̂ t 76,43 76,39 76,37 76,36 76,37 76,39 76,42 76,47 76,53

biasf̂ t -0,31 -0,30 -0,28 -0,27 -0,26 -0,25 -0,24 -0,23 -0,21

varf̂ t 72,28 72,26 72,25 72,23 72,22 72,20 72,20 72,18 72,17

Tabulka 6.3: Vliv polohy vynechaného pozorováńı

V př́ıpadě použit́ı Fourierovy báze byla ve všech výpočtech použita maximálńı
báze (47 fukćı). Pro všechny výpočty byl použit penalizačńı parametr λ = 0, 32 (op-
timálńı hodnota stanovená metodou GCV pro základńı model bez vynechaných po-
zorováńı). Výsledky ukazuj́ı, že středńı čtvercová chyba odhadu roste s množstv́ım
nedefinovanných pozorováńı rychleji než lineárně. Rozd́ıl vychýleńı odhad̊u je ve
srovnáńı s rozd́ılem středńıch čtvercových chyb velmi malý. Simulace jsem pro-
vedla i pro b-spline bázi, ale rozd́ıl mezi výsledky byl zanedbatelný, proto je zde
neuvád́ım.

Druhým bodem zkoumáńı je vliv polohy vyloučeného měřeńı v̊uči sousedńım
hodnotám. Tato analýza byla provedena pouze pro Fourierovu bázi (se shodnými
vlastnostmi jako v předchoźım př́ıpadě). Na obrázku (6.1b) je zobrazena závislost
změnyMSE∗ (resp. rozptylu a vychýleńı) v d̊usledku vynecháńı jednoho pozorováńı
na poloze tohoto pozorováńı (odpov́ıdaj́ıćı hodnoty je možné nalézt v tabulce (6.3),
přičemž sloupce odpov́ıdaj́ı děĺıćımu poměru intervalu, který je dán umı́stěńım
vynechaného pozorováńı). Konkávńı charakter ř́ıká, že s klesaj́ıćı vzdálenost́ı NA
hodnoty od okraje sledovaného intervalu klesá i celková středńı čtvercová chyba.
Ale nedá se ř́ıci, že by to nezáviselo na výběru sledovaného intervalu (o tom svědč́ı
rozd́ılné okrajové hodnoty a nesymetrický tvar funkce).

6.1.3 Odhad funkcionálńıho pozorováńı

V této kapitole poṕı̌su postup výpočtu odhad̊u denńıho pr̊uběhu OAR. Zvolila jsem
dva r̊uzné odhady. Prvńı je odhad (6.6) (dále ho budu značit jako odhad 1) a druhý
vycháźı z modelu (6.8), který zanedbává časový posun pozděǰśıch měřeńı (dále
odhad 2). Parametry modelu jsem určila na základě minimalizace penalizovaného
součtu čtverc̊u. Hodnotu penalizačńıho parametru jsem stanovila za pomoci me-
tody GCV, přičemž jsem se rozhodovala na základě součtu hodnot GCV kritéria
jednotlivých křivek.

Při použit́ı metody GCV je výsledná hodnota parametru λ silně ovlivněna dny
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osm a dvanáct, které prokazuj́ı výrazně odlǐsné vlastnosti od zbytku souboru. Z
toho d̊uvodu jsem tyto dny do výpočtu nezahrnula.

Pro d = 11 (den, ve kterém nastal posun v časech měřeńı) jsem hodnotu pa-
rametru λ, kterou dává metoda GCV navýšila. A to proto, že pro odhad pena-
lizačńıho parametru byla k dispozici pouze jedna replikace. V takovém př́ıpadě
metoda nedává srovnatelné výsledky se situaćı, kdy je k dispozici v́ıce replikaćı.
Je to patrné již při vizuálńı kontrole, protože výsledný odhad dne 11 se zdá v́ıce
variabilńı než odhady pro ostatńı dny. Nav́ıc jsou rezidua modelu silně korelovaná.
Potvrzuje to i fakt, že při použit́ı odhadu 2, je odhad jedenáctého dne daleko méně
variabilńı (λ je v tomto př́ıpadě odhadována na základě všech 16 replikaćı). Statis-
tický test nezamı́tá na 5% hladině významnosti hypotézu normality rezidúı.

Odhad 1 - Fourierova báze versus B-spline báze

Rozděleńı rezidúı výsledných model̊u vesměs vykazuj́ı těžš́ı chvosty (ve srovnáńı
s normálńım rozděleńım), ale na základě Shapirova-Wilkova testu normality (po-
drobný popis testu je popsán v [7]) neńı možné hypotézu normality na 5% hladině
významnosti zamı́tnout. Nav́ıc jsou rezidua daleko méně korelovaná než v př́ıpadě,
kdy je λ určeno na základě všech dat.

Výsledné Q-Q grafy jsou na obrázćıch (6.2) (Fourierova báze) a (6.3) (b-spline
báze). Přesné p-hodnoty Shapirova-Wilkova testu pro jednotlivé části modelu (6.3)
jsou v tabulce (6.4). Shodnost rozděleńı rezidúı jednotlivých část́ı modelu (6.3)
jsem dále testovala pomoćı dvouvýběrového Kolmogorova-Smirnova testu. Nulovou
hypotézu na 5% hladině významnosti nezamı́tám pro žádné dvě kombinace testo-
vaných dat. Mohu tedy předpokládat, že ǫi (tj) jsou stejně rozdělená. Totéž plat́ı
pro data naměřená na chodbě.

Odhad 2 - Fourierova báze versus B-spline báze

Postupovala jsem obdobně jako v předchoźım př́ıpadě, ale vynecháńım odlehlých
dn̊u 8 a 12 výrazné zlepšeńı výsledk̊u nenastalo (viz tabulka (6.4)) a hypotézu
normality na 5% hladině významnosti zamı́tám.

Q-Q grafy rezidúı modelu (6.8) maj́ı ve srovnáńı s normálńım rozděleńım těžké
chvosty. Výsledky formálńıho testu jsou shrnuty v tabulce (6.4).

Vlastnosti odhad̊u jsou lepš́ı v př́ıpadě vyloučeńı odlehlých pozorováńı (dn̊u).
K dispozici je však velmi málo dńı, proto budu dále pracovat i s těmito daty. Do
výpočtu penalizačńıho parametru λ však tato pozorováńı nevstupuj́ı. Je to kv̊uli
tomu, abych źıskala model vhodný pro většinu dńı, i za cenu, že pro modelováńı
dn̊u 8 a 12 je nevhodný. Je však nutné brát v úvahu, že daľśı výsledky mohou být
zahrnut́ım těchto dn̊u deformovány.
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(a) Odhad (6.5) (d 6= 8)
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(b) Odhad (6.6)
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(c) Odhad (6.6) (d 6= 12)
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(d) Celkový odhad (d 6= 8) a (d 6= 12)

Obrázek 6.2: Q-Q grafy rezidúı modelu (6.3) pro pr̊uběh OAR v dětském pokoji
(Fourierova báze) - nejprve jsem testovala normalitu pro každý podmodel separátně,
posledńı graf ukazuje charakter celkového rozděleńı rezidúı.
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(a) Odhad (6.5) (d 6= 8)
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(c) Odhad (6.6) (d 6= 12)

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
60

−
40

−
20

0
20

40
60

Normal Q−Q Plot

Theoretical Quantiles

S
am

pl
e 

Q
ua

nt
ile

s

(d) Celkový odhad (d 6= 8) a (d 6= 12)

Obrázek 6.3: Q-Q grafy rezidúı modelu (6.3) pr̊uběh OAR na chodbě (b-spline
báze) - nejprve jsem testovala normalitu pro každý podmodel separátně, posledńı
graf ukazuje charakter celkového rozděleńı rezidúı.
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Pokoj 1 Pokoj 2
Typ báze Podmodel Odhad 1 Odhad 2 Odhad 1 Odhad 2

Fourier

Odhad (6.5) (d 6= 8) 0,586 — 0,002 —
Odhad (6.6) 0,051 — 0,056 —
Odhad (6.6) (d 6= 12) 0,087 — 0,900 —
Celkem 0,109 0,119 0,004 1 · 10−5

B-spline

Odhad (6.5) (d 6= 8) 0,063 — 2 · 10−5 —
Odhad (6.6) 0,052 — 0,371 —
Odhad (6.6) (d 6= 12) 0,194 — 0,621 —
Celkem (d 6= 8) a (d 6= 12) 0,007 — 2 · 10−5 —

Tabulka 6.4: Výsledné p-hodnoty Shapirova-Wilkova testu normality pro jednotlivé
modely

Konkrétńı předpoklady pro konstrukci odhad̊u jsou shrnuty v tabulce (6.5). Na
obrázku (6.4) je zobrazen pr̊uměr čtverc̊u rozd́ılu odhadu 1 při použit́ı Fourierovy

báze a b-splinu ( 1
16

∑16
i=1

(
f̂B
i (tj)− f̂F

i (tj)
)2
, kde f̂F

i je odhad pr̊uběhu OAR během

d−tého dne zkonstruovaný pomoćı Fourierovy báze a f̂B
i pomoćı b-splinu). Rozd́ıl je

patrný hlavně v okrajových bodech definičńıho oboru. Nejvyšš́ıch rozd́ıl̊u dosahuj́ı
odhady dn̊u 8 a 12.

Dále jsem srovnávala odhady 1 a 2. Rozd́ıl mezi nimi je velmi malý. Jelikož
zjednodušeńı spoč́ıvá v použit́ı shodných čas̊u měřeńı pro všechna data, ačkoli v
některých dnech došlo k časovému posunu, jsou i výsledné odhady vzájemně po-
sunuté. Jelikož zjednodušený odhad vykazuje horš́ı statistické vlastnosti (MSE,
výrazná nenormalita rezidúı pro pokoj 2), nebudu ho dále použ́ıvat.

6.2 Concurrent model

6.2.1 Přehled model̊u

V této kapitole budu modelovat závislost OAR v dětském pokoji na pr̊uběhu OAR
na chodbě pomoćı concurrent modelu (4.2). Budu uvažovat následuj́ıćı modely
(přehled viz tabulka (6.7)):

Model 1: Bez konstantńıho členu + odhad 1 + Fourierova báze

p11i (t) = p12i (t) β
1
1 (t) + ψ1

i (t)

Pro odhad funkce β1
1 byla použita Fourierova báze o 47 funkćıch, penalizačńı pa-
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Pokoj 1 Pokoj 2
Typ báze Fourier B-spline Fourier B-spline

Počet prvk̊u báze 47 100 47 100
Definičńı obor báze [0,1667;23,9333] [0,1667;23,9333]

Penalizačńı člen
∫
T

[
D4f̂ (t)

]2
dt

∫
T

[
D4f̂ (t)

]2
dt

λ - odhad 1 (d = 1, . . . , 10) 2,57 9,55 0,09 9,55
λ - odhad 1 (d = 11) 0,80 6,00 22,91 9,55
λ - odhad 1 (d = 12, . . . , 17) 4,47 12,02 15,49 1,58
MSE - odhad 1 420,58 426,44 408,99 467,11
λ - odhad 2 3,72 — 5,25 —
MSE - odhad 2 428,71 — 482,34 —

Tabulka 6.5: Výsledný odhad denńıho pr̊uběhu OAR. Označeńım MSE mám v
tuto chv́ıli na mysli pr̊uměrnou hodnotu MSE pro jednotlivé dny.
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Obrázek 6.4: 1
16

∑16
i=1

(
f̂B
i (tj)− f̂F

i (tj)
)2
, kde f̂F

i je odhad pr̊uběhu OAR během

i−tého dne zkonstruovaný pomoćı Fourierovy báze a f̂B
i pomoćı b-splinu
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Pokoj 1 Pokoj 2
Fourier B-spline Fourier B-spline

den 1 396,39 404,48 178,02 274,17
den 2 467,61 490,22 356,23 399,32
den 3 234,26 180,52 291,05 360,65
den 4 387,60 370,25 424,74 540,92
den 5 529,37 552,77 538,18 624,99
den 6 286,60 265,48 263,90 382,43
den 7 516,45 486,98 376,14 426,24
den 8 978,33 1235,05 511,39 1057,99
den 9 386,31 384,51 397,71 467,79
den 10 398,02 408,80 343,25 501,73
den 11 241,82 245,04 415,90 380,09
den 12 708,48 743,61 1097,84 861,16
den 13 237,43 240,54 391,14 330,13
den 14 262,33 254,18 258,20 232,80
den 15 234,71 230,30 403,45 368,00
den 16 463,62 330,34 296,66 265,31

Tabulka 6.6: MSE odhadu 1 a 2 pro oba typy báze.

Model Báze (data) Báze (funkce β)
Model 1

Fourier
Fourier

Odhad 1
p11i (t) = p12i (t)β

1
1 (t) + ψ1

i (t)
Model 2 p21i (t) = β2

0 (t) + p22i (t) β
2
1 (t) + ψ2

i (t)
Model 3 Odhad 2 p31i (t) = β3

0 (t) + p32i (t) β
3
1 (t) + ψ3

i (t)
Model 5 B-spline Odhad 1 p51i (t) = β5

0 (t) + p52i (t) β
5
1 (t) + ψ5

i (t)
Model 4 B-spline B-spline Odhad 1 p41i (t) = β4

0 (t) + p42i (t) β
4
1 (t) + ψ4

i (t)

Tabulka 6.7: Přehled model̊u
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Obrázek 6.5: Model 1 - funkce β1
1 (t)

rametr λ = 0 a λ = 106. Výsledná funkce β̂1
1 je na obrázku (6.5). Dle očekáváńı

má funkce β̂1
1 hladš́ı pr̊uběh pro vyšš́ı hodnotu parametru λβ. Š́ı̌rka intervalu je pro

obě varianty velmi podobná. Na obrázku 6.6 je srovnáńı fit̊u obou variant modelu.
Je vidět, že model nefituje př́ılǐs dobře. Přehled hodnot MSE∗ a AIC je v tabulce
(6.8).

Model 2: S konstantńım členem + odhad 1 + Fourierova báze

p21i (t) = β2
0 (t) + p22i (t) β

2
1 (t) + ψ2

i (t)

Pro dhad funkćı β2
0 a β2

1 byla použita Fourierova báze o 47 funkćıch, penalizačńı pa-

rametry λβ = (0, 0), λβ = (103, 103) a λβ = (106, 106). Výsledné funkce β̂2
0 a β̂

2
1 jsou

na obrázku (6.7). Podobně jako v předchoźım př́ıpadě plat́ı, že pro vyšš́ı hodnoty λβ

maj́ı funkce β̂2
0 a β̂2

1 hladš́ı pr̊uběh. V tomto př́ıpadě je značný rozd́ıl v š́ı̌rce inter-
valu spolehlivost. V prvńım př́ıpadě je interval spolehlivosti oproti druhým dvěma
možnostem velmı́ široký. Pro druhé dvě varianty je š́ı̌rka intervalu spolehlivosti
srovnatelná. Na obrázku (6.9b) je zobrazen pr̊uběh MSE pro jednotlivé hodnoty
parametru λβ.

Na obrázku (6.8) je porovnáńı modelu s konstantńım členem a bez něho. Byl
použit parametr λβ. Překvapivě dobré výsledky dávaj́ı oba odhady pro den 8,
ačkoli OAR nabývala extrémńıch hodnot. Ani jeden z model̊u nedokázal postihnout
pr̊uběh OAR během 2. dne měřeńı a oba podhodnocuj́ı množstv́ı OAR naměřené
během posledńıch dvou dńı. PorovnáńıMSE (p̂11i) aMSE (p̂12i) (viz obrázek (6.9a))
ukazuje, že nejvyšš́ı rozd́ıl mezi výslednými odhady nastává kolem páté a desáté
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hodiny dopoledńı a naopak téměř stejné odhady źıskáme mezi čtvrtou a pátou
hodinou odpoledne. Na základě porovnáńı AIC je lepš́ı model 1. Znamená to, že
zlepšeńı vlastnost́ı modelu přidáńım konstantńıho členu je nedostatečné.

Model 3: S konstantńım členem + odhad 2 + Fourierova báze

p31i (t) = β3
0 (t) + p32i (t) β

3
1 (t) + ψ3

i (t)

Pro dhad funkćı β3
0 a β3

1 byla použita Fourierova báze o 47 funkćıch, penalizačńı

parametr λβ = (0, 0). Výsledné funkce β̂3
0 a β̂3

1 je na obrázku (6.10). Hodnoty
středńı čtvercové chyby a AIC jsou v tabulce (6.8). Vstupńı data pro tento model
jsou tvořena odhady pr̊uběhu OAR typu 2 (došlo k zanedbáńı časového posunu,
ke kterému došlo 11. den, ale odhady byly konstruovány na základě všech repli-
kaćı a nedošlo k rozděleńı do tř́ı podmodel̊u). Je vidět, že výsledky tohoto modelu
jsou lepš́ı než výsledky modelu 2. Je to pravděpodobně zp̊usobeno vyšš́ı stabilitou
odhad̊u pr̊uběhu OAR.

Model 4: S konstatńım členem + odhad 1 + B-spline báze

p41i (t) = β4
0 (t) + p42i (t) β

4
1 (t) + ψ4

i (t)

Pro dhad funkćı β4
1 a β4

1 byla použita b-spline báze s uzly v časech měřeńı, pe-

nalizačńı parametr λβ = (0, 0). Výsledné funkce β̂4
0 a β̂4

1 je na obrázku (6.11).
Vyznačuj́ı se užš́ımi intervaly spolehlivosti než odhady ostatńıch model̊u. Tento
model ve srovnáńı s modelem 2 lépe fituje (nižš́ı středńı čtvercová chyba). Na
obrázku (6.13) je srovnáńı pr̊uběh̊u středńı čtvercové chyby modelu 2 a modelu
4. Pro většinu definovaných hodnot dává b-spline báze (model 4) lepš́ı výsledky.
Funkcionálńı data však v tomto př́ıpadě byla konstruována pomoćı b-spline báze.
Předchoźı analýza ukázala, že Fourierova báze je v tomto př́ıpadě pro konstrukci
odhadu funkcionálńıch pozorováńı vhodněǰśı, proto uvažuji následuj́ıćı model.

Model 5: S konstatńım členem + odhad 1 + B-spline báze pro odhad
regresńı funkce + Fourierova báze pro odhad dat

p51i (t) = β5
0 (t) + p52i (t) β

5
1 (t) + ψ5

i (t)

Pro odhad funkćı β5
1 a β5

1 byla použita b-spline báze s uzly v časech měřeńı, pe-

nalizačńı parametr λβ = (0, 0). Výsledné funkce β̂5
0 a β̂5

1 je na obrázku (6.12) a je
patrné, že model selhává v okrajových bodech definičńıho oboru.

Protože předchoźı výsledky nejsou př́ılǐs dobré, snažila jsem se zvýšit kvalitu
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Obrázek 6.8: Srovnáńı fit̊u modelu s konstatńım členem (tmavě modře) a modelu
bez konstantńıho členu (světle modře) s p̊uvodńımi pozorováńımi (oranžově).
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Obrázek 6.13: Srovnáńı MSE∗ (p̂21i) a MSE (p̂41i) pro λ = 0

model̊u zahrnut́ım daľśı vysvětluj́ıćı proměnné. V tomto př́ıpadě to byla teplota
(vhodněǰśı by byla vlkost, ale bohužel jej́ı hodnoty jsem neměla k dispozici). Ukázalo
se, že kvalita modelu se nezlepšila.

Daľśı cestou, kterou jsem vyzkoušela bylo vyloučeńı kritických pozorováńı ze
dne 8 a 12. Domńıvala jsem se, že tato dvě pozorováńı př́ılǐs ovlivňuj́ı celkový
charakter modelu a mohou zp̊usobovat to, že model nefunguje dobře pro ostatńı
data. Na obrázku (6.13) je pr̊uběh středńı čtvercové chyby modelu s vyloučenými
pozorováńımi (dále model 2∗), modelu 2 a středńı čtvercové chyby modelu 2, při
jej́ımž výpočtu byly vynechány dny 8 a 12. Z porovnáńı vycháźı, že model 2∗ lépe
fituje kolem desáté hodiny dopoledńı. V tuto dobu dosahoval pr̊uběh OAR ve dnech
8 a 12 extrémńıch hodnot, a tud́ıž ovlivnily i výsledný model. Když však porovnám
pr̊uběh středńı čtvercové chyby modelu 2 (varianta poč́ıtaná ze všech data versus
varianta poč́ıtaná bez dn̊u 8 a 12), jsou výsledky překvapivě podobné. Vyloučeńım
kritických dn̊u dokonce doćıĺım zhoršeńı středńı čtvercové chyby (model 2 kritické
dny fituje velmi dobře). Dá se ř́ıci, že vliv kritických dn̊u je pouze lokálńı a jejich
vyloučeńım nedojde ke zlepšeńı celkového chováńı modelu.

Z výsledk̊u shrnutých v tabulce (6.8) a z poznatk̊u źıskaných testováńım obměn
p̊uvodńıch model̊u, které nepřinesly žádný užitek, jsem dospěla k závěru, že část
variability pr̊uběhu OAR naměřené v prvńım pokoji je vysvětlitelná hodnotami z
druhého pokoje. Toto množstv́ı je ale malé a bylo by dobré zařadit vhodněǰśı regre-
sor. Nav́ıc residua žádného z model̊u nevykazuj́ı normálńı charakter. Zkoušela jsem
konstruovat model, který by popisoval vztah mezi pr̊uběhy OAR v r̊uzných časech
(se zpožděńım), ale ani toto rozš́ı̌reńı p̊uvodńıho modelu nedává dobré smysluplné
výsledky.

Pr̊uběh středńı hodnoty obou soubor̊u dat je velmi podobný (viz obr. (6.14a))
stejně jako směrodatná odchylka (viz obr. (6.14b)), která však dosahuje vysokých
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MSE AIC
Model 1 (λ = 0) 24869,3 1383,2
Model 1 (λ = 106) 25417,4 1383,8
Model 2 (λ = 0) 19766,5 2529,4
Model 2 (λ = 103) 20276,1 2530,0
Model 2 (λ = 106) 20670,0 2530,5
Model 3 (λ = 0) 19454,2 2529,2
Model 4 (λ = 0) 19515,9 2529,3
Model 5 (λ = 0) 19766,5 2529,4

Tabulka 6.8: Porovnáńı model̊u: Do výpočtu AIC jsem nezahrnula člen C, který
záviśı pouze na vstupńıch datech. Z tohoto d̊uvodu nejsou všechny modely porov-
natelné.

hodnot.
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Kapitola 7

Závěr

Funkcionálńı datová analýza je rychle se rozv́ıjej́ıćı směr a jej́ı možnosti jsou velmi
široké. Ve svoj́ı práci jsem se zabývala aplikaćı concurrent modelu na reálná data a
testováńım citlivosti metod na nesplněńı předpoklad̊u. Vhodnost výběru concurrent
modelu jsem si ověřila pomoćı klasických regresńıch model̊u. Za náhodné veličiny
jsem považovala měřeńı provedená v jednom časovém okamžiku a modelovala jsem
závislost jejich r̊uzných kombinaćı. Na základě vyhodnoceńı koeficient̊u determinace
jsem zjistila, že nejv́ıce variability modelované proměnné vysvětĺım pomoćı hodnot
vysvětluj́ıćı proměnné naměřených ve stejném okamžiku. Je nutné poznamenat, že
závislost mezi sledovanými veličinami nebyla prokazatelná ve všech časech měřeńı a
nebyla př́ılǐs silná. Tato skutečnost se později odrazila i ve vlastnostech výsledného
concurrent modelu.

Kapitola (3) se zabývá obecným postupem vyhlazeńı řady diskrétńıch hodnot
a vytvořeńım funkcionálńıho pozorováńı. Odhady konstruuji jako lineárńı kom-
binaci funkćı, které tvoř́ı bázi podprostoru prostoru spojitých diferencovatelných
funkćı. Na vlastńım př́ıkladu jsem ukázala d̊uležitost správného výběru báze. Po-
rovnala jsem chováńı Fourierovy báze a b-splinu pro periodická a neperiodická data.
Závěrem je, že b-spline je možné použ́ıt pro oba typy dat, ale periodická Fourierova
báze pro neperiodická data selhává v okrajových hodnotách definičńıho oboru. Dále
v této kapitole zmiňuji možnosti odhadu koeficient̊u lineárńı kombinace. Výsledky
čerpané z literatury jsem doplnila o postupy jejich odvozeńı (např́ıklad odvozeńı
minimalizačńıch kritéríı (3.14), d̊ukaz věty shrnuj́ıćı základńı vlastnosti b-splinu,
vztah mezi CV a GCV metodou).

V kapitole (4) uvád́ım rozš́ı̌reńı lineárně regresńıho modelu pro funkcionálńı
náhodné veličiny. Základńı výsledky jsem převzala z literatury, ale doplnila jsem
je o postupy odvozeńı (viz (4.13)) a o kritéria pro vzájemné porovnáváńı mo-
del̊u (čtvercové chyby, AIC). Ta jsem źıskala jako vhodné rozš́ı̌reńı jejich jedno-
rozměrných variant (bylo nutné źıskat jejich jednoznačnou porovnatelnost).

V daľśıch kapitolách se věnuji aplikaci dř́ıve popsané teorie na konrétńı data. Ka-
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pitola (2) shrnuje vlastnosti použitých dat. Prostřednictv́ım simulačńıch studíı jsem
porovnávala chováńı modelu s normálně rozdělenými náhodnými složkami proti
rozděleńı s těžš́ımi chvosty. Ukázalo se, že metoda neńı př́ılǐs citlivá na porušeńı
normality náhodných složek modelu. Dále mě zaj́ımalo, zda je metodu možné použ́ıt
i pro korelovaná data. V tomto př́ıpadě jsou výsledné odhady sice vychýlené, ale
ne tolik, abych mohla prohlásit, že metoda selhala. V daľśı simulačńı studii po-
rovnávám chováńı concurrent modelu pro r̊uzné hodnoty parametru λ.

Pro účely hledáńı vhodného modelu popisuj́ıćı vztah mezi pr̊uběhem OAR v
dětském pokoji a na chodbě považuji data za realizaci náhodné veličiny, která po-
pisuje pr̊uběh OAR během jednoho dne. Tento př́ıstup neńı zcela korektńı, protože
data jsou ve skutečnosti korelovaná. Proto se jedná sṕı̌se o aproximaci. Nezávislost
se projev́ı v tom, že pr̊uběhy OAR v jednotlivých dnech na sebe nenavazuj́ı. V této
kapitole jsem mimo jiné testovala jaký vliv mohou na vyhlazeńı mı́t nedefinované
hodnoty. Přistupovala jsem k tomu dvěma zp̊usoby. Prvńı je kvantitativńı a ukázal,
že s lineárně rostoućım počtem nedefinovaných hodnot roste středńı čtvercová chyba
rychleji než lineárně a že je tvořena převážně rozptylem odhadu (vychýleńı je malé).
Druhý př́ıstup byl kvalitativńı a jeho výsledky ukazuj́ı, že záviśı nejen na tom, jak
daleko se nedefinovaná hodnota nacháźı od sousedńıho pozorováńı, ale také na
konkrétńıch hodnotách sousedńıch pozorováńı.

Ve zbylé části této kapitoly jsem se snažila zkonstruovat model vhodný k po-
pisu vztahu mezi sledovanými náhodnými veličinami. Porovnávám několik variant
(testovala jsem přidáńı daľśıho regresoru, odlehlá pozorováńı, r̊uzné varianty kon-
strukce odhad̊u funkcionálńıch dat apod.) a jako nejlepš́ı se mi jev́ı nejjednodušš́ı
model bez konstantńıho členu (jeho přidáńım nedošlo k dostatečnému zlepšeńı mo-
delu). Nedá se však prohlásit, že by pro modelováńı závislé proměnné byl vhodný,
protože vysvětluje př́ılǐs malé množstv́ı variability. Potvrdila se tedy silná souvislost
s klasickou lineárńı regreśı.
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