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Uvod

Tato prace se vénuje modelovani tirokovych sazeb, které je velice dulezité zejména
pro aplikace ve finan¢ni matematice a aktuarskych védach. V soucasné dobé se
pouzivéa nékolika desitek modelu, které se snazi co nejvérohodnéji popsat chovani
vynosové kiivky, pficemz tyto modely ve vétsiné pripadi pouzivaji aparat z teorie
pravdépodobnosti a ndhodnych procesi. Z téchto znamych modelu se v prvni
¢asti podrobnéji zabyvame Vasickovym a Cox-Ingersoll-Rossovym (CIR) mode-
lem. Predevsim se vSak zabyvame v této praci nové navrzenym modelem, ktery
byl vyvinut vzhledem k urc¢itym nedostatkim bézné pouzivanych modeli.

Zasadnim nedostatkem modelovani rizikovych faktori, tedy trokovych sazeb,
ménovych kurzi, cen akcii ¢i komodit, atd. je chybné pouziti daného modelu
v situaci, kdy nejsou splnény jeho predpoklady: Model vzdy pracuje s néjakou
hypotézou, ktera popisuje vyvoj trokové sazby podle urcité rovnice s vétsinou
danym funkcionalnim zapisem. Ukolem kalibrace, tedy piizpisobeni daného mo-
delu trznim (—realnym) datim, pak byva odhad parametrii daného funkcional-
niho tvaru. Zde v8ak hrozi dvé rizika odklonu od skutecnosti: Prvnim jsou ne-
spravné hodnoty parametri (vétSinou pracujeme pouze s nejlep$imi odhady) a
druhym, zavaznéjsim, je chybny obecny funkcionalni zapis dané rovnice (tirokové
sazby se viibec nemusi vyvijet podle hypotézy konkrétniho modelu s jakymikoli
hodnotami parametri).

Je nutné si uvédomit, ze modely trokovych sazeb se v praxi pouzivaji pro
predikci vynosové kiivky, na jejimz zdkladé se provadi urc¢ita rozhodnuti s cilem
maximalizovat zisk ¢i minimalizovat (nebo obecnéji Fidit) riziko. Logicky plati, ze
¢im jsou veétsi nedostatky modeli, tim vétsi nastava riziko chybnych rozhodnuti,
coz muze vést ke snizeni o¢ekavaného zisku, piipadné dokonce ke ztraté.

Idealné bychom proto méli pracovat s modely, které stanovuji co nejslabsi
hypotézu na vyvoj trokovych sazeb. Slabd hypotéza totiz vétsinou lépe obsidhne
vSechny mozné realné vyvoje vynosové kiivky. Pokud neméame jistotu v analytické
parametrické podobé modelu, musime pouzit Sirsi t¥idu parametrickych modelu.
Pokud nemame 7adnou parametrickou predstavu, volime neparametricky pristup,
i kdy7 eficience odhadovych procedur pak prirozené klesa. V této praci se pouzitim
aparatu neparametrické statistiky zamétrime na konstrukci takového modelu pro
popis turokovych sazeb, ktery pouze predpokladé, ze jejich vyvoj je popsan ho-
mogenni stochastickou diferencidlni rovnici, avsak klade minimalni pozadavky
na funkce driftu a difaze a mnohem lépe tak zohlednuje informace obsazené
v historickych pozorovanich.

Prace je ¢lenéna nasledovné:

V prvni ¢asti se vénujeme konstrukei jadrovych odhadu funkei driftu a diftze
na zakladé znalosti historickych hodnot sazeb, které jsou pozorovany v diskrétnim
¢ase (piipad rizikovych faktora na finanénich trzich). Zavedeme odhady prvniho



a druhého taddu a metodu jednoduchého a dvojitého vyhlazovani. Provedeme
diskuzi, pro¢ je v piipadné bézné znamé délky historie (nékolik desitek let) a
bézné délky pozorovaciho intervalu (1 den) vhodné pouzivat odhady prvniho
fadu, i kdy7z odhady druhého radu se zdaji byt presnéjsi. Stejné tak diskutujeme
vhodnost pouziti jednoduchého nebo dvojitého vyhlazovani. V Dodatku jsou uve-
dena znéni vét, které se zabyvaji konvergenci takovych odhadii ke skutec¢né funkci.
Jejich zavéry pouzijeme pro modelovani rizikovych veli¢in ve druhé ¢asti a souc¢asné
diskutujeme splnéni predpokladi téchto vét.

Ve druhé casti pak teorii z kapitoly 1 pouzijeme pro vytvoifeni modelu pro
fizeni urokového rizika. Predpoklad o chovani podle stochastické diferencialni
rovnice 7 urcitych diuvodu nepouzijeme pouze pro tzv. okamzitou urokovou miru
(jak je bézné ve vétsiné modeli), ale pro vSechny kotované splatnosti. Pomoci
Monte Carlo simulace pak zkonstruujeme predikci budouci vynosové kiivky a na
jejim zakladé stanovime rizikové veliciny  VaR, TVaR a spektralni miru rizika
pro danou uzitkovou funkci. Ve druhém odstavci jsme kromé problému s pied-
pokladem funkcionalniho zapisu rovnice popisujici irokové sazby (ktery vyiesime
pouzitim teorie neparametrickych odhadi) zminili i problém nespravnych hod-
not parametri, ktery miize zpusobit v ptripadé fizeni rizik podhodnoceni rizika.
Jelikoz za urcitych podminek dokdzeme urcit intervalové odhady hledanych funkei,
pouzijeme meze téchto intervali v nasem modelu, a na zdkladé hornich odhadiu
rizikovych velic¢in tak zajistime s dostatec¢né vysokou pravdépodobnosti konzer-
vativni kvantifikaci irokového rizika. Zpétnym testovanim zjistime, Ze i béhem
krizového obdobi (zde rok 2008) poskytuji veli¢iny, které jsou spo¢tené pomoci
prezentované teorie, kvalitni a konzervativni odhady rizika. Rovnéz diskutujeme
vztah mezi vysledky tohoto modelu a nového regulatorniho pozadavku pro vypocet
kapitalového pozadavku k trznimu riziku obchodniho portfolia banky, ktery se
nazyva Stressovy VaR. Obecné lze kapitdlovy pozadavek mozné ziskat jako urcity
nasobek VaR. Podle novych pravidel regulace od Banky pro mezindrodni platby
[10] a Ceské narodni banky [12], kterd vznikla v ramci reakce na posledni fi-
nan¢ni krizi, bude banka muset od roku 2012 k tomuto VaR pfipoc¢itat zminény
Stressovy VaR, coz je VaR daného portfolia vypocteny na datech krizového ob-
dobi. To kapitalovy pozadavek piirozené minimalné zvojnasobni. Na zakladé
vysledki neparametrické Monte-Carlo simulace empiricky prokdzeme, ze takovy
pozadavek je jiz dostatecné konzervativni pro pokryti trznich rizik béhem krize.

Co se tyka rozdéleni na vlastni a prevzaté vysledky, kapitoly 1.1, 2.1.1 a 2.1.2
a uvod do kapitoly 2.1 vychazi z publikaci uvedenych na konci prace v seznamu
pouzité literatury a ostatni kapitoly jsou vysledkem vlastniho vyzkumu. Odkazy
na konkrétni literaturu jsou v praci uvedeny u prislusnych pievzatych ¢asti. Data
pro numerickou ilustraci jsou detailné popsany v kapitole 1.2.

Veskera numericka ilustrace v této praci byla provedena ve statistickém pro-
stfedi R. Prislusné kody se nachazi na prilozeném CD. Hlavni orientacni soubor se
nazyva "R kody pro jednotlivé soubory, tabulky a grafy.xls", ktery v§em tabulkam
a grafum z prace pritazuje prislusny kod.



Kapitola 1

Teorie neparametrickych odhadi

Vétsina pouzivanych modeli urokovych sazeb popisuje chovani takzvané okamzité
urokové sazby 1y, které lze za uréitych predpokladi (viz napt. Malek [27]) popsat
rovnici

dry = p(t,r)dt + o(t,re)dW;. (1.1)

Vyvoj okamzité urokové sazby tak zavisi na jedné deterministické a jedné
stochastické slozce. Bylo navrzeno nékolik modelu, které predpokladaji znalost
funkcionalniho zapisu p a o a tikolem kalibrace tak je na zakladé historickych po-
zorovani co nejvérohodnéji urcit jejich parametry. Empirické studie, napt. Chan,
Karloyi, Longstaff a Sanders [11] (pouZiti obecné momentové metody pro USD
sazby), Ait-Sahalia [3] (pouziti metody maximélni vérohodnosti por USD sazby)
a Petrik [32] (pouziti obecné momentové metody a metody maximalni vérohod-
nosti pro CZK sazby) vSak prokézaly, Ze vSechny zndmé parametrické zapisy jsou
natolik svazujici, Ze nedokdzou dostatecné popsat skutecné chovani veli¢iny 7.
Z toho divodu v této praci nepredpokladame zadny funkcionalni zépis obou
funkci a omezime se na jediny ptredpoklad, ktery nasi tlohu za7i na specialni
(avsak stéale dostateéné obecny) piipad rovnice (1.1), kdy funkce driftu i difuze
jsou Casové homogenni funkce, tzn. funkce, jejichz hodnoty nezavisi na poloze
v Case, ale pouze na hodnoté dané trokové sazby r. Ze zapisu obou funkei je
proto mozné odstranit argument ¢asu a psat pouze p(r) a o(r).

Zakladni rovnice pro vyvoj urokové sazby se tak zjednodusi na

dry = p(ry)dt + o(ry)dWy. (1.2)

1.1 Odvozeni neparametrickych odhadt funkce
driftu a diftze

Ptredpokladejme, ze mame k dispozici pozorovani daného procesu za dobu néko-
lika let s krokem A (A byva nejcastéji jeden den). Ulohou je na zékladé hypotézy
(1.2) odvodit funkce p(.) a o(.). V této ¢asti odvodime vzorce pro funkce driftu
a diftze nejprve v zavislosti na urcitych podminénych stfednich hodnotéach. Poté
navrhneme na zakladé myslenek neparametrické statistiky odhady téchto stied-
nich hodnot. Jak jiz bylo zminéno v Uvodu, jsou vysledky a myslenky kapitoly
1.1. pfevzaté zejména z ¢lanku Stanton [35] a Bandi-Phillips [5].



Nyni vypiSeme piedpoklady, které zarucuji (viz Bandi-Phillips [5]) existenci
rekurentniho (definice viz A.1) feSeni rovnice (1.2).

Predpoklady 1.

1. Mé&jme pravdépodobnostni prostor (£2, F,P). Necht proces (1.2), t € [0, 00)
je mnozinou ndhodnych veli¢in definovanych na tomto pravdépodobnostnim
prostoru indexovanych mnozinou [0, o0). Dale mé&jme filtraci (F;, ¢t > 0), pro
kterou podle jeji definice (viz nap¥. Dupacova, Hurt, Stépan [14]) plati, 7e
kazda F; C F je o—algebra a ze F, C F; pro vSechna s < t.

2. u(.) a o(.) jsou ¢asové homogenni, B-méfitelné funkce na intervalu © =
(l,u), kde —oo <1 < u < o0 a B je g-algebra generovana Borelovskymi
mnozinami na ®. Obé funkce necht jsou tiidy C? a spliuji lokalni
liptschitzovskou podminku a podminky ristu. Tedy pro kazdou kompaktni
podmnozinu J oboru hodnot procesu existuji konstanty C{ a Cy tak, Ze
pro kazdé x,y € J plati

u(z) — ()| +lo(z) —a(y)] < Cf |z —y|

p(@)] + o ()] < C5 (1 + []).
3. 0%(.) > 0na®.

4. Definujeme skalovou funkci S(«)

o el [ 2]

kde ¢ je pevné zvolena hodnota z ®. Pozadujeme, aby

liII?;S(Oé) = —00
lim S(a) = o0.

V dalsi ¢asti stanovime odhady funkei u(.) a o(.) pii platnosti Pfedpokladu
I a znalosti kone¢ného poc¢tu historickych hodnot daného procesu pozorovanych
v diskrétnich ¢asovych okamzicich.



1.1.1 Aproximace funkce driftu a difiize

Nejprve definujeme tzv. infinitezimalni generator Lf(r;,t) homogenniho procesu
r; uréeného rovnici (1.2)

Definice 1.1. Infinitezimdlni generdtor Lf(r,,t) homogenniho procesu ry definu-
jeme jako

Elf(rooat + A)|ry =1r] — f(r,1)

Lf(r,t) = lim

A—0 A
2
oD D100y LT ey

Za urcitych podminek (viz napf. Hurt [19]) je mozné zapsat podminénou
stfedni hodnotu E[f(rya,t + A)|F] (dale uvadime Ey[f(ria,t + A)]) ve formé
Taylorova rozvoje

EJf(riga, t+A)] = f(ry,t)+ Lf(r, t) A+ %L2f(7’t, t)A2 + ...
+%L”f(n,t)A” +O(A™). (1.4)

Rovnice (1.4) se vétsinou pouziva ke konstrukei numerické aproximace stiedni
hodnoty na levé strané rovnice pii znalosti funkci p a o. Na§ cil je opacny:
nezname funkce p a o, avsak mame k dispozici dostatecné dlouhou fadu arokovych
sazeb, ze které se snazime odhadnout levou stranu rovnice. Pro vhodné volby
funkce f pak ziskdme aproximace funkei p and o.

PfepiSme rovnici (1.4) na

Lfit) = Bl t+8) = flrot)] = 32 )A -

—éL?’f(rt,t)A2 — . (1.5)

Pocet c¢lent na pravé strané, se kterymi je potieba pocitat k dosazeni kvalit-
niho odhadu, zavisi na délce ¢asového okamziku mezi jednotlivymi pozorovanimi
(—kroku) A. Je-li A dostatené malé, sta¢i k ziskani spolehlivého odhadu pouze
prvni ¢len. V takovém piipadé pracujeme s aproximaci Lf prvniho fadu

Lfrt) = y Bl t+ )~ ]+ 0@A).  (16)

V ¢lanku Stanton [35] bylo navrzeno stanovit aproximace vy$Sich fada na-
vzdory tomu, Ze ¢leny vy$§ich fadua v rovnici (1.5) zahrnuji derivace p a o, které
jsou neznamé. Uvazujme rovnici (1.5) s ¢asovym krokem 2A,

LIot) = SeBilf(riees,t+28) = f(rt)] = SL2f(r1)(28) -

P A — . (L7)

10



Po vynéasobeni rovnice (1.5) ¢islem 2 a ode¢tenim rovnice (1.7), dostavame
aproximaci druhého radu

LIt) = So{AB{f e+ A) = [(rt)] -
B[ (riaa t +28) — [0} 4087 (19

Obdobny postup je mozné pouzit pro odvozeni aproximaci vyssich fadu.
K aproximaci konkrétni funkce g(r,t) nam stac¢i nalézt takovou funkei f(r,t),
aby platilo

Lf(r,t) =g(rt). (1.9)
Drift

K odvozeni aproximace driftu g(r,t) = p(r) uvazujme f(r,t) = r. Z definice
1.1 obdrzime

Lf(r,t) = pu(r). (1.10)
Dosazenim do rovnic (1.6) a (1.8) dostaneme aproximaci pu(.):

Definice 1.2. Pro libovolng bod ry € ® definujeme aprorimace pruniho a druhého
radu pro funkci driftu

1
pi(ry) = KEt [reva — 1] + O(A),
1

pa(ry) = ﬁ{‘lEt[TtJrA — 1) = Ey[reson — ri} + O(A?). (1.11)

Difaze

K odvozeni aproximace difiizni funkce o(.) uvazujeme f(r,t) = (r — r;)>

Z definice 1.1 pak obdrzime
Lf(re,t) = 2(ry — ro)p(re) + o2(r) = o?(ry).
Dosazenim do rovnic (1.6) a (1.8) dostaneme aproximaci o(.):

Definice 1.3. Pro libovolny bod ry € ® definujeme aprozimace pruniho a druhého
radu pro funkci difize

) = Bl — )]+ 0(A),

1
o3(r) = x{4B(reea —10)’] = Bl(ripas — 1))} + O(A%). (L12)
Analogickym zpusobem odvodime odhady fadua 3,4,5... Odhady vyssich fadu
na prvni pohled zmen3uji statistickou chybu. V kapitole 1.3 si vSak na piikladech

ukazeme, 7e tyto odhady neni vhodné pouzivat v praktickych aplikacich. Piejdéme
nyni k odhadu podminénych stfednich hodnot v pfedchozich rovnicich.

11



1.1.2 Jadrové odhady driftu a difaze

V této podkapitole pouzivame aparat neparametrické statistiky, kde pracujeme
s funkei K(.) (nazyvana jadro - angl. Kernel), ktera je obecné definovana jako sy-
metricka hustota. Jadrovy odhad hustoty je vlastné zobecnény histogram danych
dat. Zde se vsak nebudeme vénovat jadrovym odhadim hustoty, ale jadrovym
odhadum funkei driftu a diftze. Pro aplikaci vét A.1 - A.7 z Dodatku o konver-
genci takovych odhadu (potifebujeme v kapitole o jejich pouziti v fizeni rizik)
klademe na K(.) siln&jsi predpoklady:

Predpoklady II.

Funkei (jadrem) K (.) v této praci nazyvame symetrickou a nezédpornou funkci
se spojitou prvni derivaci, pficem? tato derivace K'(.) je absolutné integrovatelna
a dale plati

L [ K(s)ds=1,
2. Ky = [7_ K?(s)ds < oo,
3. 3C5 >0 sup K(s) < Cs,

B

7 SPK (s)ds < oo

Kombinaci rovnic (1.11) a (1.12) a myS$lenky jadrovych odhadi nyni pro po-
zorovanou historii daného procesu stanovime odhady pro funkce u(r) a o(r).
Tyto odhady spoc¢itame v libovolné zvoleném bodé r. Jak jiz bylo zminéno, mame
k dispozici diskrétni pozorovani r;,7 = 1,..., N historie trokovych sazeb béhem
¢asového obdobi T'. Tyto realizace podkladového procesu nastavaji v casovych
okamzicich ¢;,7 = 1,..., N. Piedpokladejme, 7e rozdil mezi t; a t;,1 je konstantni
hodnota A = T'/N. Podle logiky neparametrické statistiky stanovime pro dany
bod r vihy

wir) = K(T;Ti)/]if((r;rj), i=1,.,N—1  (1.13)

Proménna h se nazyva vyhlazovacim parametrem (bandwith  Sifka okénka).
Proménna w;(r) reprezentuje proporcionalni vliv pozorovani r; na bod r vzhle-
dem ke vSem pozorovanim r;,7 = 1,...,N. Zbyva ndm stanovit na zékladé vah
w;(r) odhady jednotlivych stfednich hodnot z (1.11) a (1.12). Tyto odhady se
daji ziskat bud tzv. jednoduchym vyhlazovanim single smoothing navrzenym

vvvvvv

padech efektivnéjsim) dvojitym vyhlazovanim double smoothing navrzenym
v ¢lanku Bandi-Phillips [5] z roku 2002. Vyhody dvojitého vyhlazovani oproti
jednoduchému rozebereme v podkapitole 1.4.2. Odhady ziskané jednoduchym
vyhlazovanim se nékdy rovnéz nazyvaji podle svého autora Stantonovy odhady
a odhady ziskané dvojitym vyhlazovanim se nazyvaji Bandi-Phillipsovy (BP)
odhady. Stantonovy odhady prvniho a druhého Fadu byly na zakladé (1.11)
(1.13) navrzeny nasledovné:
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Definice 1.4. (Stantonovy odhady)

Pro homogenni proces vy a jeho realizace r;,i = 1,..., N pozorovand s casovym
krokem A definujeme odhady funkce driftu a difize proniho vddu pro jednoduché
vyhlazovdani v bodé r € D

I
S
=
=
SN—
—~
33

+
_
3
S~—

Ay () A

2(r) = % > ) ries = i), (1.14)

Odhady funkce driftu a difize druhého Tddu pro jednoduché wvyhlazovdni
definujeme

Rar) = % 2wl —7) — (2 = 7]

) = x L ) - (115)

Dvojité vyhlazovani pouziva dva vyhlazovaci parametry: kromé standardni
Sitky okénka h jesté . Pro dané € definujeme casové okamziky ¢; ; a proménnou
my;:

Definice 1.5. Pro dané r; definujeme casové okamziky t; ; jako podmnoZinu vsech
casovych okamziki t; tak, Ze

tio = inf{t>0:|r, —r <e}

ti,j—i—l = 1nf{t 2 tz‘,j + A ‘Tt - ’f’Z'| S 6}. (116)

Proménnd m; urcuje pocet indexi j, pro které pro dané r; plati |r; —r;| <e,
7=1,...,N, tedy

N—1
m; = Zl{\rj—rﬂﬁ e} (1.17)
j=1

Néasledné definujeme BP odhady driftu a diftze pro dvojité vyhlazovani prvniho
a druhého fadu:

Definice 1.6. (Bandi-Phillipsovy odhady)

Pro homogenni proces vy a jeho realizace r;,i = 1,..., N pozorovand s casovym
krokem A definujeme odhady funkce driftu a difize proniho Fdadu pro dvojité vyh-
lazovdni v bodé r € ®

52r) — %Nl w<>(imz<—>) (1.18)



Odhady  funkce driftu o difize druhého tddu pro dvojité wvyhlazovdni
definujeme

N m;—1
. 1 1 ©
fa(r) = A sz’(r)ﬁ Z [4(re, 41— T4,) — (T, 42 — T,
i=1 v =0
m;—1

a5(r) = & XN: wlr)
2 A . ]
(1.19)

Srovnanim vztahu (1.14) s (1.18) a (1.15) s (1.19) zjistime, 7Ze rozdil mezi
jednoduchym a dvojitym vyhlazovanim je ten, 7e Stantonovy odhady vazi po-
zorovani r; (kvadratickou) variaci v ¢ase t, zatimco BP odhady vazi pozorovani
priumérnou (kvadratickou) variaci v8ech pozorovani, ktera jsou blizko r;.

Co se tyka konkrétni volby jadra, v dal§im jako funkci K(.) pouzivame Gaussovo
jadro, tzn.

1.2 Data

V nasledujici kapitole pracujeme s konkrétnimi daty, a proto v této kapitole
popiseme jejich zdroj. Veskera numerické ilustrace v praci je provedena na his-
torii CZK vynosové kiivky pro splatnosti O/N, 1W, 2W, 1M, 2M, 3M, 6M, 9M,
1Y-10Y, 12Y, 15Y a 20Y pozorovanych s denni frekvenci za béhem let 1997-
2008. Konkrétni hodnoty jsou uvedeny na ptilozeném CD v souboru "Sazby BBG
CZK.csv".

Sazby se splatnosti do jednoho roku (tedy sazby penézniho trhu, v nasem pfi-
padé PRIBORy) jsou ziskany ze systému Bloomberg pomoci kodu pro stahovani
PRIBOVN, PRIBO1W, PRIB02W, PRIBO1M, PRIB02M, PRIB03M, PRIBO6M,
PRIB09M, a PRIBO1Y. Tyto sazby poskytuje kazdy den ve 14:00 CNB na zéklads
kotaci 11 referencnich bank ptusobicich na ¢eském trhu.

Ze systému Bloomberg jsou rovnéz ziskany IRS sazby se splatnosti nad
1 rok (tedy sazby kapitalového trhu) pomoci kodu CKSW2, CKSW3, CKSW4,
CKSW5, CKSW6, CKSW7, CKSWS8, CKSW9, CKSW10, CKSW12, CKSW15
a CKSW20. Tyto sazby jsou systémem Bloomberg spoc¢teny na konci obchod-
niho dne jako prumér poslednich zndmych kotaci nékolika referencnich bank,
jejich7 pocet kolisa mezi tfemi a7 sedmi (zélezi na obchodovanosti dané sazhy).
7 téchto swapovych sazeb pak metodou Bootstraping ziskaime sazby odpovida-
jici vynosu dluhopisu s nulovym kupénem se splatnosti odpovidajici splatnosti
prislusné swapové sazby (byly tedy ziskany tzv. zero sazby).

Metoda Bootstraping stanovi zero sazby (ozna¢me je r1,72, ..., ¢isla odpovi-
daji splatnostem v letech) ze swapovych sazeb (ozna¢me je rsl,rs2;...) nejprve
pro splatnost jeden rok z ceny jednoletého dluhopisu nesouci urok rsl (jednoleta
swapova sazba udava kupon jednoletého dluhopisu, ktery v ¢ase 0 mé cenu 1),
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nebot plati

1 +rsl
(14 r1)t"
Poté odvodi dvouletou zero sazbu ze znalosti dvouleté swapové sazby a jednoleté

zero sazby (dvouleta swapova sazba udava kupon dvouletého dluhopisu, ktery
v ¢ase 0 ma cenu 1)

82 n 1+rs2
(I+r)t  (147r2)%

Obdobné odvodime pro libovolné prirozené N na zakladé znalosti zero sazeb do
roku N — 1 a swapové sazby pro rok N zero sazbu pro rok N.

1 =

1.3 Volba radu

V kapitole 1.1 jsou navrzeny v zésadé 4 druhy neparametrickych odhadi pro ho-
mogenni stochasticky proces (prvni versus druhy fad a jednoduché versus dvojité
vyhlazovani). Pro praktickou aplikaci bychom zfejmé méli zvolit takovou metodu,
ktera pro dana data (nékolikaleta historie arokovych sazeb, které jsou pozorovany
s frekvenci jednoho dne) poskytne nejlepsi vysledky. V této kapitole se zabyvame
volbou fadu. Nejprve popiSeme vlastnosti odhadi driftu na Vasickové procesu
a poté zavedeme kritéria, kterd ptiblizné urci, zda je vhodnéjsi pouzit odhad
prvniho nebo druhého radu. Jelikoz tato kritéria jsou aplikovatelna pouze na pro-
ces se znamymi tvary funkci p(r) a o(r), ilustrujeme jejich pouziti na Vasickové
a na CIR procesu. Zjistime, ze pro oba modely se pfi frekvenci pozorovani A = 1
den rozhodné nevyplati pouzivat odhady 2. faddu. Na zakladé téchto zavéru pak
pouzijeme pro nasi historii irokovych sazeb pouze odhady 1. fadu.

1.3.1 TIlustrace na piikladé Vasi¢kova procesu

[ustrujme rozdil mezi prvnim a druhym fadem na piikladu Vasickova procesu,
ktery vyvoj trokové sazby r; popisuje rovnici

dry = k(p—ry)dt+ odW,

se znamou hodnotou ry. Numerickou ilustraci provedeme pro parametry, které
ziskime metodou maximalni vérohodnosti (viz napi. Myska [29]) z uvedené his-
torie Sestimési¢ni CZK sazby (viz graf 1.13): p = 0.0218, k = 0.3646, 0 = 0.01474.
Aproximace funkei p(r) = k(p —r) a o(r) = o pak zkoumame v deseti bodech r;
(viz tabulky 1.1 a 1.2). Pfedpokladéame, 7e hodnoty procesu sledujeme s frekvenci
A =1den a A =1rok.

Aproximace p(.) prvniho a druhého fadu v libovolném pozorovaném bodé r;
oznacime p; a po,;. Vzhledem k (1.11) definujeme ndhodné velic¢iny

| I
i = I - T re=r;
M, A t+A tI L {ri=r;}
1
Hoi = E[‘l(rtw — 1) = (Ter2a — /rt)]l{rtzri}' (1.20)
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Uvédomme si, ze r; v (1.20) je proces, kdezto r; je konkrétni bod. Jelikoz pii
daném 7, je ve Vasickové modelu podminéné rozdéleni sazby v ¢ase t + A (je
odvozeno napf. v Myska [29])

Tien ~ N(rte_”CA + p(1

kA

02 _
) gl ),

(1.21)

snadno stanovime pfesnou stfedni hodnotu a rozptyl p;; a po ;. Vysledky prezen-
tujeme v tabulkich 1.1 a 1.2:

i | sty || Bl | V) | Bl | e || gl
1 1 0.000 | 0.00796 0.00795 0.23 0.00796 0.37 40674
2 10.005 | 0.00614 0.00613 0.23 0.00614 0.37 52760
3 10.010 | 0.00431 0.00431 0.23 0.00431 0.37 75065
4 10.015| 0.00249 0.00249 0.23 0.00249 0.37 130040
5 10.020 | 0.00067 0.00067 0.23 0.00067 0.37 485890
6 | 0.025 | —0.00116 || —0.00116 0.23 —0.00116 0.37 279816
7 10.030 | —0.00298 || —0.00298 0.23 —0.00298 0.37 108629
8 10.035 | —0.00480 || —0.00480 0.23 —0.00480 0.37 67397
9 | 0.040 | —0.00663 || —0.00662 0.23 —0.00663 0.37 48854
10 | 0.045 | —0.00845 || —0.00844 0.23 —0.00845 0.37 38312

Tabulka 1.1: Aproximace 1. a 2. fadu pro drift Vasickova procesu, A = 1 den

i | ) | EGu) | VAaGm) | Be) | e | gl
1 | 0.000 | 0.00796 0.00667 0.01 0.00769 0.02 12
2 10.005| 0.00614 0.00514 0.01 0.00593 0.02 16
3 10.010 | 0.00431 0.00361 0.01 0.00417 0.02 22
4 10.015 | 0.00249 0.00209 0.01 0.00240 0.02 39
5 | 0.020 | 0.00067 0.00056 0.01 0.00064 0.02 146
6 | 0.025 | —0.00116 || —0.00097 0.01 —0.00112 0.02 84
7 10.030 | —0.00298 || —0.00250 0.01 —0.00288 0.02 33
8 10.035 | —0.00480 || —0.00402 0.01 —0.00464 0.02 20
9 10.040 | —0.00663 || —0.00555 0.01 —0.00640 0.02 15
10 | 0.045 | —0.00845 || —0.00708 0.01 —0.00816 0.02 11

Tabulka 1.2: Aproximace 1. a 2. fadu pro drift Vasickova procesu, A — 1 rok
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V obou tabulkach jsou ve sloupcich zobrazeny hodnoty deseti zvolenych sazeb
i, hodnoty skutecné funkce driftu p(r;) = k(p—r;), stfedni hodnoty a smérodatné
odchylky aproximace prvniho fadu a stfedni hodnoty a smérodatné odchylky
aproximace druhého fadu. V poslednim sloupci pak je spoc¢teny podil smérodatné
odchylky aproximace 1. fadu a zlepSeni stiedni hodnoty aproximace 1. fadu oproti
2. radu.

Je patrné, 7e E(ug;) je oproti E(uy;) vzdy blize skutecné funkei p(r).
Pro A = 1 den je v8ak tento rozdil nepatrny, naopak pro A = 1 rok uz je
rozdil stfednich hodnot vyznamny. Nicméné smérodatné odchylky aproximaci
2. Tadu jsou vzdy vyssi. Je proto otazkou, zda méa smysl pouzivat odhady 2. fadu,
které jsou sice presnéjsi stfedni hodnotou, nicméné jejich vyssi rozptyl muze zpi-
sobit vétsi chybu. K ilustraci tohoto faktu slouzi posledni sloupec tabulky, ktery
priblizné udava, kolik pozorovani v daném bodé by bylo potieba, aby mélo smysl
pouzit
odhady 2. fadu misto odhadu 1. fadu (pro N pozorovani v daném bodé snizime
smérodatnou odchylku pro prvni fad na /var(ui;)/N a pro druhy fad na
V/var(ue;) /N, jeliko7 jsou y/var(u;) i \/var(ug) oproti E(uy;) - E(ug;) témér
stejné, pouzijeme pro naSe Ucely v citateli zlomku posledniho sloupce tabulky
\/var(uy;)/N). Je patrné, ze pro data podkladového Vagi¢kova procesu pozorovana
s frekvenci jednoho dne pro nahrazeni odhadu 1. fddu odhady 2. fadu potiebu-
jeme, aby podkladovy proces realizoval desetitisice navrati do bodu r.

Pro A = 1 rok pak podle hodnot v poslednim sloupci tabulky 1.2 pii rozumné
dlouhé Ffadé pozorovani miuzeme pouzit odhady 2. fadu, protoze tyto odhady
vétSinou prinesou rfadové takové zlepSeni, které odpovidd smérodatné odchylce
odhadi.

Poznamenejme, 7e ve vypoctech v obou tabulkidch predpokladame znalost
¢asu t, kdy proces realizuje hodnotu r a dale hodnotu v case t + A. Realné tyto
informace nemame, a proto pro vypocet fi(r) a o(r) pouzivime vzorce (1.14) a
(1.15) nebo (1.18) a (1.19) pro vypocet 1i(r) a o(r). Rozptyl odhadu 1. fadu pak
je ziejmé (plati i pro BP odhady s jinymi w;(r))

Nz: w?(r)var(%(rjﬂ — 73-)).

j=1
Pro dalsi uavahy dokazeme nasledujici jednoduché Lemma.

Lemma 1.1. Pro libovolnd w;(r),j =1,..., N — 1 plati

=2

- wj(r)zléi:w?(r) > Nl—l' (1.22)

1 j=1

.
Il

Diikaz. Definujme Lagrangeovu funkei L(wy, ..., wy_1,A) jako

—1 N-—1
L(wy,...,wn_1,\) = w?—A(ij—l).
1 j=1

=

<
I



Jednotlivé parcidlni derivace jsou

0
L(wl,...,wN_l,)\) = sz_)\ VZzl,,N—l,
8wi
37 N = Yo
a)\ Wiy ..., WN_1, == - w; .

Polozime-li derivace rovny nule, ziskame

N-1

W) =Wy = ... = WN-1 =

A 1
5=
Plati tedy, 7e minimum funkce Z;v:_ll w?(r) ma hodnotu -, coZ odpovida (1.1).
U

Za pouziti Lemmatu 1.1 dojdeme k zavéru, ze rozptyl odhadu 1. fadu je
vzdy vyssi nez rozptyl takového odhadu, ktery bychom ziskali z N — 1 realizaci
podkladového procesu, které nastaly v bodé r; a N — 1 realizaci, které nastaly
vidy za ¢as A (coZ je pravé <var(uy;)). Plati totiz (uvédomme si, Ze roztpyl
z (1.21) je stejny pro vSechna ;)

Var< (rjs1 — J)) > ﬁvar(%(riﬂ - rQ),Vi.

Proto plati, 7e pro pouziti odhadu 2. fadu je nutné znat minimadiné tolik realizaci
procesu, kolik jich je v poslednim sloupci tabulek. To vylucuje pouziti odhadi
2. fadu pii A = 1 den pro rozumné dlouhou fadu pozorovani.

Simulujme nyni jednu trajektorii Vasickova procesu s jiz uvedenymi paramet-
ry a spoc¢itejme stiedni hodnotu a rozptyl 1, (r) a Jiy(r) pro takto simulovany
proces. Piedpokladejme, 7e mame k dispozici N realizaci procesu r;, které oz-
nac¢ime rq, 79, ..., ry. Jelikoz pro Stantonovy i pro BP odhady v libovolném bodé
r plati (rozdil mezi témito odhady spo¢iva pouze v hodnotach vah w;(r), kde

S wi(r) = 1)

||P12

P

fy(r) = w; () pa g,

i=1

=
N

fia(r) = w; (1) pa i,

i=1

po chvili odvodime, 7e odhady maji normalni rozdéleni se stfedni hodnotou a
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rozptylem

var((r)) = var<N_1wi<r>u1,i) = 3w rvar ()

_ Pﬂ(l ek Z w?(r) (1.23)

pro prvni fad. Pro druhy fad pak plati

E(m(r) E(i wi<r>u2¢) = 3 (1) Eaa) =

% i=1

= 35 2w = e = 1) = (= p)(e S = 1))

N-2 1

var(fiy(r)) = Var(; wi(r)ﬁ[4(ri+l —7i) = (rig2 — Ti)])

= v (NZ:_2 wi(r)[3(rigr — 1) — (Tig2 — 7”z'+1)])

+ Z_:(—wz—1(7’) + 3w; (1)) (rign — 15) — wn—2(r)(ry — TN—1))
= <9w%(r) + 4_ (—wia(r) + 3wi(r))® + w?v_z(r))
) (1.24)

Do grafu (1.1) zobrazime odhady i, (r) a fi,(r) spolu s pasy spolehlivosti na
hladiné 95% stanovenymi na zakladé (1.23) a (1.24) pro simulovany podkladovy
Vasickuv proces, kde A =1 rok a N = 10000.
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Graf 1.1: Odhady funkei driftu 7, (r) a fiy(r) simulovaného Vasi¢kova procesu,
A=1 rok

Zelenou ¢arou je znazornéna skutecna funkce driftu k(p — 7). Plnou ¢ernou
¢arou je znazornén Stantonuv odhad 1. fadu (1.14) a pferuSovanymi ¢arami jsou
znazornény piislusné 95%-ni péasy spolehlivosti stanovené na zakladé znalosti
rozdéleni [, (r). Stejné veli¢iny jsou zobrazeny pro odhad 2. fadu ¢ervenou bar-
vou. Pasy spolehlivosti pro odhad 2. fadu jsou vyrazné blize ke skutecné funkci
(ta dokonce vzdy probiha timto pasem).

Pokud bychom podobny vypocet provedli pro A = 1 den, pak v souladu
s vysledky tabulky 1.1 zjistime, 7e pro takto kratké delta jsou rozdily mezi
E(f,(r)) a E(fiy(r)) minimalni, pro zvySujici se ¥ad se pouze trochu zvysuje
rozptyl - v grafu by pak plnd ¢erna a cCervena cara byly tézko rozeznatelné a
pasy spolehlivosti pro odhad 1. fadu by byly podmnozinou pasiu spolehlivosti
2. radu.

Obdobné bychom pro velice dlouha A mohli diskutovat i odhady vyssich fadu,
které jsou presnéjsi svou stfedni hodnotou (viz Stanton [35]), aviak s rostoucim
fadem roste i jejich rozptyl. Jelikoz nés vSak zajima pouzitelnost odhadi ve svété
finan¢ni matematiky, kde je vétsinou A = 1 den (nebo jesté kratsi) a pro A =1
rok mame vzdy k dispozici pouze kratkou fadu pozorovani, je zifejmé, ze nasim
tikolem je rozhodnout, zda pouzit 1. nebo 2. fad.
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1.3.2 Kritéria pro uréeni fddu odhadu driftu

Doposud jsme vSe ilustrovali na konkrétnim Vasickové procesu pro odhad driftu.
Na zakladé avah z predchozi kapitoly pak muzeme zavést kritéria, na jejichz zak-
ladé pro dané pozorované realizace libovolného procesu se znamym funkcional-
nim zapisem urcéime, ktery rad pouzit pro dany jadrovy odhad funkce driftu nebo
diftize. Zacnéme driftem — kvantifikujme zpresnéni odhadu driftu 2. fadu oproti
odhadu driftu 1. fadu: Z rovnice (1.5) plyne, Ze toto zpfesnéni je v bodé r rovno
%sz(r, t)A. Pro odvozeni funkce driftu je podle (1.10) f(r,t) = r, a proto je
odhad driftu 2. fadu v bodé r piesnéjsi o

P OA = S(0) + 3 (o)A
Tento soucet odpovida rozdilu E(7i,(r))—E (@, (r)). Jak jsme vSak vidéli, ma odhad
2. fadu vyssi rozptyl nez odhad 1. ¥adu (plyne z pfimo z jeho definice). Nema
proto smysl pouzivat odhad 2. fadu, jestlize jeho smérodatna odchylka je fadové
mnohem vyssi nez zlepseni tohoto odhadu. Teprve v pripadé, kdy smérodatna
odchylka odhadu 2. fadu rfadové odpovida zlepseni odhadu, ma smysl uvazovat
o vys$sim Fadu. Podminku pro volbu 2. fadu v daném bodé r proto zavedeme
tak, aby smérodatna odchylka — Krit2(r) — odhadu 1. fadu (pro nase ucely je
lhostejné, jestli pouzijeme odchylku odhadu 1. nebo 2. fadu) zpusobovala mensi
chybu nez absence zpfesnéni odhadu 2. fadem — Krit1(r).

Definice 1.7. Hodnoty kritérii pro uréent fddu driftu v daném bodé r definujeme

Kiitl(r) = 2 (W) + 5" (1)),

Krit2(r) = +/var(m(r)).
V daném bodé r pak s odhady 2. fadu pracujeme, jestlize
Kritl(r) > Krit2(r).

Nyni se zaméfime na odvozeni Krit1(r) a Krit2(r) pro odhad funkce difaze.

1.3.3 Kritéria pro urceni fddu odhadu diftize
Pii pouziti odhadii 2. ¥adu pro funkce diftze je pti f(r,t) = (r —r;)? tento odhad
presnéjsi o

1

§L2f(r, HA = %L(Q(r — r)p(r) + o*(r))A

= S (@ulr) +2(r = r)p' (r) + 20(r)a’ (r)p(r) +
+ 5(4//(7’) +2(r — )" (r) +2(c’(r))* + 20(7’)0"(7’)))02(7"))A.
V konkrétnim bodé r, pak plati

1L2f(7”ta DA = (P (re) + o(r)o’ (re)plre) + 1/ (re)o®(re) + %(Ul(rt))202(7’t)

2
303(”)0"(”))&

— | =

+
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Definice 1.8. Hodnoty kritérii pro urcent rdadu difize v daném bodé r definujeme

Kiitl(r) = (520r) + o(r)o’0)ulr) + ' (r)o*(r) + 5 (o' ()0 (r)

+ %U?’(r)a”(r)) A,

Krit2(r) = 1/var(a3(r)).

1.3.4 Numericka ilustrace

Vzhledem k tomu, ze se ve vypoc¢tu Krity (r) vyskytuje derivace funkce pu(r), nelze
rozhodovani provést pro proces, u kterého neni znamy funkcionalni zapis p(r).
Odhadovat /() z fi(r) nebo f(r) totiz neni mozné, nebot rozdil odhadované a
skutecné hodnoty muze byt v nékolika fadech. Z toho divodu provedeme numeric-
kou ilustraci na simulovaném Vasickové a Cox-Ingersoll-Rossové (CIR) procesu.
Pro oba modely je pfi znalosti hodnoty sazby v case ¢ znamé rozdéleni sazby
v ¢ase t + A. Pro Vasickav model je toto rozdéleni norméalni (1.21), v piipadé
CIR modelu pak pracujeme s necentralnim y? rozdélenim (podrobnosti viz Brigo,
Mercurio [9]). Pro odvozeni Krit1(r) a Krit2(r) konkrétné potfebujeme znat hod-
noty E[riialry = r| a var[rialry = r]. Pro Vagickav proces jsou uvedeny v (1.21).
Cox-Ingersoll-Rossiiv (CIR) model vyvoj trokové sazby popisuje rovnici

dry = k(0 —r)dt + o/ridW(t)

se znamou hodnotou 9. Pro hledané hodnoty pro tento proces pak plati (viz
Brigo, Mercurio [9])

Elrgialre=r] = re 4 p(1 — e_kA)a
2
g~ , _
var[reealre =r] = r?(e RA _em2RA) 4 ,0 ? (1 — A2, (1.25)

Vypocet Kritl(r) pro oba modely pro drift i difazi je snadny. Pfipomenime,
7e pro CIR proces je u(r) = k(p —r) a o(r) = o4/r. Pro oba modely plati

Kritl(r) = —%kz(p—r)A.

Krit2(r) pro drift Vasickova procesu jsme jiz odvodili v (1.23), plati tedy

1 o2 .
Krit2(r) = DT (1—e2a) Z w(r).
i=1

Krit2(r) pro CIR model odvodime obdobné, a tak pro dané r dostaneme

2 o2
Krit2(r) = é (r%[e—m — e A 4 p— k [1— k4] ) Z w?
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Krit2(r) pro diftzi obou procesi stanovime na zakladé rovnosti

var(@(r)) = Var(Zwl (i1 — r)z)

= A Z w; (r)2var(rig — ;)
(2(E(ri+1 —7))* 4 var(ri, — ri)), (1.26)

kde pii odvozovani rozptylu pouzijeme vztah var(X?) = EX* — (EX?)? =
= 2var(X)(2(EX)? + var(X)). Krit2(r) pak stanovime dosazenim (1.23) a (1.25)
do (1.26).

Pro difuzi Vagickova procesu obdrzime

Kritl(r) = (K*(p—7r)—ko*)A

a pro CIR proces

Kritl(r) = [k*(p—7r)>+ %k(p —r)o? — kro® + %04 — éaﬂA
= [FP(p—r)+ %k:(p —r)o” — kro®] A.

Parametry obou procesu ziskdme 7z desetileté historie 3M, 6M, 1Y a 5Y CZK
sazeb a nasledné simulujeme jednu trajektorii kazdého procesu s 10000 pozoro-
vanimi. Poté provedeme vypocet Kritl(.) a Krit2(.) pro odhad driftu a difize a
vysledky vykreslime do grafi 1.2-1.9. Na levém grafu je vzidy znazornén pribéh
Krit1(.) a Krit2(.) pro A = 1 den (10000 pozorovani tedy odpovida cca 40-leté
historii). Pro vSechny varianty vychazi, 7e pouziti odhadi druhého Fadu neni
vhodné. Pro vysledky pravého grafu byla zvolena takova frekvence, aby pro nék-
teré body vyslo Krit2(.) mensi nez Krit1(.). Pro oba modely je tato frekvence
1 rok. Plati tedy, ze pro data pozorovana s frekvenci 1 mésic, 3 mésice nebo
dokonce 6 mésicii je z hlediska kvality odhadu lepsi zistat u odhadu 1. rfadu.
Jesté silnéji to samoziejmé plati pro data pozorovana s jednodenni frekvenci (coz
je ve finanéni matematice nejbé&7néjsi pozorovaci frekvence) pro béZny pocet po-
zorovani (maximéalné desitky let). Jelikoz trzni data — hodnoty trokovych sazeb
— pouzitd v této praci mame k dispozici pravé s jednodenni frekvenci, v dalsim
pracujeme pouze s odhady prvniho radu.
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Graf 1.2: Pribéh Kritl a Krit2 pro drift Vasickova a CIR modelu s parametry
odhadnutymi na zakladé historie CZK 3M sazeb
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Graf 1.3: Prubéh Kritl a Krit2 pro diftzi Vasickova a CIR modelu s parametry
odhadnutymi na zakladé historie CZK 3M sazeb
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Graf 1.6: Pribéh Kritl a Krit2 pro drift Vasickova a CIR modelu s parametry
odhadnutymi na zakladé historie CZK 1Y sazeb
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1.4 Konvergence odhadii: vhodna volba parametri
a metody vyhlazovani

V kapitole 1.1. jsme kromé rozdéleni odhadii na 1. a 2. fad popisovali i rozdéleni na
dvojité vyhlazovani (BP odhady) a jednoduché vyhlazovéani (Stantonovy odhady).
Pro kvalitni aplikaci odhadi je nutné diskutovat konvergenci téchto odhadi
ke skute¢nym hodnotam, urc¢it metodu vyhlazovani a vhodné vyhlazovaci paramet-
ry.

Problematice konvergence neparametrickych odhadi je jiz vénovan c¢lanek
Florens-Zmirou [16] z roku 1993. V tomto ¢lanku autorka pro jeden konkrétni
typ neparametrického odhadu dokazala, za jakych podminek konverguje odhad
funkce diftize na fixnim ¢asovém tiseku pii zkracujicim se A. O ¢tyfi roky pozdéji
bylo napt. v ¢lanku Jiang-Knight [22] diskutovano, 7e obdobné konstruovany
odhad funkce driftu na fixnim c¢asovém tseku pro zkracujici se A diverguje a
neni jej tak mozné identifikovat. Vyzkum konvergence neparametrickych odhadu
pro stochastické procesy je zavr§en ve zminovaném c¢lanku Bandi-Phillips [5]
z roku 2002. Clanek definuje odhady funkei driftu i diftize pro Sirokou t¥idu jader
(viz Predpoklady I1.) a dokazuje, 7e tento obecny odhad (Stantontv i Bandi-
Phillipsuv) funkce difaze za ur¢itych podminek konverguje s.j. na fixnim ¢asovém
useku pro zkracujici se A a odhad funkce driftu v tomto piipadé diverguje.
Odhady driftu a difiize pak na prodluzujicim se ¢asovém tseku 7' se soucasné
se zkracujicim Gasovym krokem A za uré¢itych podminek (dilezita je zejména
rekurence procesu) konverguji s.j. Clanek uvadi i asymptotické rozdéleni téchto
odhadu. Znéni vSech téchto vét je uvedeno v Dodatku s oznacenim A.2 A.7.

Pro praktickou aplikaci je nutné si uvédomit, ze obé podminky nutné pro kon-
vergenci driftu, tedy zkracujici se A, a nade vSechny meze se zvysujici T i jedna
podminka pro konvergenci difuze, tedy zkracujici se A, jsou v praxi omezujici,
protoze v daném casovém okamziku, ke kterému chceme ziskat odhady, mame
k dispozici vzdy konecny pocet historickych pozorovani. Délku T nemuzeme
zvySovat do nekonec¢na, protoze jsme omezeni délkou historie pozorovanych sazeb,
ktera v nejlepsim pripadé byva nékolik desitek let. Interval mezi pozorovanimi lze
vét§inou zkratit na jeden pracovni den, v piipadé vysokofrekven¢nich dat (¢asova
fada jednotlivych kotaci tvirca trhu) pak i na nékolik sekund. Takovéa data jsou
vsak velice tézko dostupna, velmi zatézuji vypocetni prostiedi a vyskytuje se
v nich idiosynkraticka slozka, ktera narusuje kvalitu odhadu. Pokud tedy neméame
k dispozici vysokofrekvencni data, pouzivame vétSinou nékolikaletou historii
dennich fixaci jednotlivych pozorovani — dohromady tedy Ffadoveé tisice pozorovani
(jejich pocet mélokdy prekro¢i 10000, kdy je nutné mit k dispozici 40-letou his-
torii).

Co se tyka volby metody vyhlazovani, plyne z uvedenych vét, 7e pro vhodné
volby parametru v piipadé dvojitého vyhlazovani muzeme dosdhnout rychlejsi
asymptotické konvergence nez v piripadé jednoduchého vyhlazovani. V této kapi-
tole diskutujeme, jak zvolit parametry funkci odhadu tak, abychom docilili splnéni

predpokladu ptislusnych vét o konvergenci a docilili co nejrychlejsi konvergence
odhadu.
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1.4.1 Volba parametru h

Klicovym tikolem pii pouzivani neparametrickych odhadi je vhodné volba vyhla-
zovaciho parametru h (a v piipadé dvojitého vyhlazovani i €). Vzhledem
k dikazum vét A.1- A.7 v Dodatku odpovida h vyhlazovacimu parametru nepara-
metrického odhadu hustoty chronologického lokalniho c¢asu. Nejlépe vhodnost
pouziti konkrétni hodnoty posoudime opticky, nicméné v praxi to z kapacitnich
divodii neni mozné, a proto pro stanoveni parametru vyhlazovani pouzijeme
nékteré tzv. automatické metody (viz napi. Pagan, Ulah [30]). Takto ziskany
parametr pak pouzijeme i pro odhady funkci driftu a diftze. Na grafech 1.10
vidime odhady funkci driftu a diftze pro historii 6M CZK sazeb pro 4 metody
urceni parametru h:

1. Scott  Scottova metoda (parametr je téméi linearni funkei N_%).
2. Ucv  Metoda nevychylené kiizové validace (unbiased cross-validation).
3. Bev — Metoda vychylené kiizové validace (biased cross-validation).

4. SJ Metoda popsana autory Sheather & Jones v roce 1991.

Odhad driftu Odhad difaze
N
—
(=}
o S | |/ Scott
o ] o — Ucv
— Becv
8] |— s3
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£ 7 8 o
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Graf 1.10: Porovnani vysledkii pro rizné metody vypoc¢tu vyhlazovaciho
parametru

Na zékladé vyobrazenych odhadu dospéjeme k prekvapujicimu zjisténi,

vvvvvv

dosdhneme pouzitim nejjednodussi - Scottovy - metody, kdy

h = 1.06x min(\/var(rl, e TN, Qrsoa(r, -, ') — Qa1 ""TN))N—%’

1.34
(1.27)
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kde Q,(r1,...,mn) je vybérova kvantilova funkce v bodé p a pro vybér ry, ..., ry.
Parametr h proto stanovime pouze podle tohoto vzorce. Dodejme, ze v dalsim
kromé jednoduchého vyhlazovani pracujeme i s vyhlazovanim dvojitym. Na zak-
ladé analogické numerické studie dostaneme i pro dvojité vyhlazovani pro parametr
h stejné zavéry.

1.4.2 Jednoduché versus dvojité vyhlazovani, volba ¢

Ze znéni vét A.3 - A.7 plyne, Ze za urcitych podminek pro h a € Bandi-Phillipsovy
odhady konverguji ke skutec¢né funkci rychleji nez Stantonovy odhady. V uvedené
konvergené¢ni teorii vystupuje funkce 6(¢), kde pro ¢ plati hyr/enr — ¢ > 0.
Pro Gaussovo jadro K(s) mame

(+1)/¢  p(z41)/
0(p) = 05/ / / K(e)dzdade
(z (z
(Z+1 9 1 azd (=+1)/¢ €2d J
= 0.5/ / e 2da / e 2de |dz
—oo \J-1ys V2 -1/ V2T
2
> z+1 z—1
I NUCORICOIE (129

[e.e]

[ustrujme nyni rozdil mezi konvergenci jednoduchého a dvojitého vyhlazovani
na piikladu simulovaného Vasickova modelu s parametry z kapitoly 1.3.1 pro
dobu pozorovani 5 let. Parametry h a € jsou stanoveny podle teorie uvedené
v této kapitole. Na zakladé jadrovych odhadi pro funkci diftize vykreslime
v grafu 1.11 pribéh funkce difiize pro BP a Stantonovy odhady. Dale do grafu
vykreslime pasy spolehlivosti o spolehlivosti 99% pro jednoduché i dvojité vyhla-
zovani. Interval spolehlivosti podle A.6 pro a(r) (dvojité vyhlazovéani) je ve tvaru
(diftizni funkce je v ptripadé Vasi¢kova procesu konstanta, proto piSeme pouze o)

| A | A
(0—02 %u99%,0+02 %u%%), (1.29)

kde wuggy je kvantilova funkce normovaného norméalniho rozdéleni v bodé 99%.

o . « C i . L(T 5.3 :
Jelikoz pro striktné staciondrni proces plati % =5 f(r), kde f(r) je sta-
cionarni hustota daného procesu, a Vasickiv proces je striktné stacionarni se
stacionarni hustotou (viz napf Brigo, Mercurio [9])

1 _ (r=p)?
CE———
wo? [k

(odpovida hustoté norméalniho rozdéleni N (p, %)), je hledany interval spolehlivosti
v bodé r pro o(r) ve tvaru

26(¢) 20(¢)

1.30
5Nf(r U99%7 5Nf(7’ 99% ( )



Pro @(r) pak je interval spolehlivosti podle A.7

U—U u99%,a+a u99% (1.31)

hN f hN f
kde pro Gaussovo jadro K(.) plati Ky = f K?(s)ds = 5=

Jednoduché a dvoijité vyhlazovani pro odhad difize

el
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Graf 1.11: Srovnani odhadt dvojitého a jednoduchého vyhlazovani pro simulovany
Vagickiv proces

Je ztejmé, ze dodatecny parametr € poskytuje vyssi kvalitu odhadu, ktera je
patrné vizualné i za pouziti veli¢iny MSE (mean squared error), coZ je pramérna
kvadratickd odchylka mezi skute¢nou a odhadnutou hodnotou funkce v predem
definovanych hodnotach na ose ). Pro dvojité vyhlazovani jsou pasy spolehlivosti
pro kazdy bod na ose x uzsi nez pro jednoduchy piipad.

Obecné plati, ze dvojité vyhlazovani je vhodnéjsi pouiit pokud je smérodatna
odchylka asympotického rozdélent ziy 1y(r) — p(r) (nebo @, O'(N m(r)— o?(r)) mensi
nez pro jednoduché vyhlazovani, tedy kdyz (viz véty v Dodatku)

16(6) Ky _ 1

2 ¢ h  2h/T
Predpokladejme, ze ¢ = h/e (je to nejjednodussi zpusob, jak ziskat e, ktery lze
soucasné pouzit v konvergencni teorii). Zavedme veli¢inu R, ktera slouzi jako
kritérium pro volbu dvojitého vyhlazovani.

Definice 1.9. Velicinu R pro dané vyhlazovaci parametry h a € definujeme jako

h\ h
R = ﬁe(g)g — /70(6)é.
Dvojité vyhlazovani pak pouzijeme, pravé kdyz

R=m0(¢)p < 1.
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Graf 1.12: Prubéh funkce 0(¢)¢ pro Gaussovo jadro

V grafu 1.12 je znazornén prubéh funkce ()¢, ze kterého muzeme na prvni
pohled usuzovat, 7e pro fixni h 1ze minimalizace smérodatné odchylky (ktera
je v .daném bodé r linearni funkci pravé 6(¢)¢) odhadu dvojitého vyhlazovani
dosdhnout minimalizaci ¢. Uvédomime-li si vSak, ze pro ¢ — 0, plati ¢ — o0,
a ze pro velmi vysoké ¢ jsou BP odhady degenerované (odhad je konstanta Vr),
je zfejmé, ze ¢ nelze libovolné snizovat. Veli¢ina € by méla byt nastavena tak, aby
pro kazdy bod pokryvala rozumny pocet pozorovani. K vyjadieni miry tohoto
pokryti pouzijeme veli¢iny m;,i =1, ..., N definovanou v (1.17).

V dal$im pracujme s konkrétnimi hodnotami, tedy s historii CZK vynosové
kiivky z kapitoly 1.2. Veli¢in m; pak mame (pocet splatnosti)*N. Jednotlivé
m;,t = 1,...N pak zprumérujeme a podélime N a dostaneme tak jednoho reprezen-
tanta m miry pokryti pro celou historii vynosové kiivky.

Analyzujme nyni zavislost hodnoty R a hodnoty 77 na ménicim se ¢ pro dané
h stanovené podle (1.27). Poznamenejme, 7e prvni zavislost plati obecng, druha
zavislost je ovlivnéna konkrétnimi daty. Do tabulky 1.3 vypiSeme pro ¢=0.1, 0.2,
... 2.0 hodnotu pftislusného R a m a na jejich zakladé pak stanovime optimalni
volbu e v zavislosti na h.
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o | R |m(v%)
0.11]0.17 83.40
0.2 ]0.31 55.80
0.3 | 0.44 44.60
0.4 ]0.55 37.80
0.5 ] 0.64 32.70
0.6 | 0.71 28.90
0.7 1 0.76 25.60
0.8 1 0.80 23.40
0.9 ]0.84 21.60
1.0 | 0.86 19.70
1.1 ] 0.88 17.60
1.2°1 0.90 16.50
1.3 10.91 15.60
1.4 10.92 14.70
1.5 10.93 14.10
1.6 | 0.94 13.30
1.7 1 0.95 12.80
1.8 1 0.95 12.10
1.9 1 0.96 11.40
2.0 1 0.96 10.80

Tabulka 1.3: Hodnoty veli¢iny R a m v zavislosti na ¢

Vidime, ze pro ¢ > 1.7 je pridana hodnota dvojitého vyhlazovani velmi mala
intervaly spolehlivosti se zkrati o méné nez 5%. Pro velmi mala ¢ pak sice
muzeme docilit velmi vyznamného snizeni asymptotické smérodatné odchylky
odhadu, av8ak vysledny odhad uz je velmi piehlazeny (vysoké e zahrnuje i velmi
vzdalend pozorovani). Z toho divodu bychom méli zvolit na zikladé m takové
nejmensi ¢, kde ¢ = h/¢ poskytne rozumny odhad. Pokud za rozumny odhad
povazujeme odhad, ktery pro dané r pomoci € v pruméru zahrne piiblizné 25%
vSech pozorovani, vychézi, 7ze pro zvolenou historii jednotlivych sazeb zvolime ¢
rovno (.7, a proto
h
e = 0 (1.32)
Smérodatné odchylka se pak podle vét A.3 - A.7 oproti jednoduchému vyhlazovani
zmensi o 24%.

Pro nazornéjsi pochopeni, jak mohou odhady u(.) a o(.) vypadat, stanovime
podle diive uvedenych zavéri dvojitym vyhlazovanim odhady pro historii 6M
CZK sazby. Vyvoj této sazby je znazornén na grafu 1.13. Grafické znazornéni
odhadii obou funkei pak je zachyceno v grafech 1.14. Uvédomme si, jak slozité
tvary funkci dokéze tato metoda zachytit oproti jednoduchym predpokladim
Vagickova i CIR modelu, kdy drift je linearni funkce a difaze je konstanta (Vasickuv
model) nebo parabola (CIR model).
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Graf 1.13: Historie 6M CZK sazby
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Graf 1.14: Jadrové odhady driftu a difaze 6M CZK sazby stanovené dvojitym
vyhlazovanim
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1.4.3 Predpoklady vét o konvergenci

Pro precizni aplikaci zavéri vét A.3 a A.6 bychom méli ovétit vSechny jejich pied-
poklady. Z definice hyr podle (1.27) a ze stanoveni eyr podle (1.32)
(v ramci této kapitoly tyto veli¢iny uvadime s indexy N, T') je ziejmé, 7e Vr € ©

plati Ayt — 0,eyr — 0 a hyr/eyr — ¢ > 0. Tedy bychom méli jesté oveérit,
ze

1. L, (T,r)
N, T

(An,rlog(1/Ang)'? = 0s5.(1),

2. hN,Tzr(Ta ’l“) i o0,
3. h?V,TIT(Ta ’l“) = Os.j.(l)-

Tento problém byl zatim feSen pouze v ¢lanku Bandi, Corradi, Moloche [8],
ktery navrhuje urc¢ity empiricky aparat na ovéreni platnosti jednotlivych tvrzeni
o konvergenci — konkrétné pomoci riznych statistickych testi ovéruje, zda jsou
%T”TT)(AMT log(1/Anr))"Y? a b3 7 L. (T, r) dostateéns "malé", a zda hy L, (T, r)
je dostatecné "velké". Pro praktickou aplikaci tyto postupy vSak nejsou pouzitelné.
Uvédomme si, ze konvergenci daného odhadu potfebujeme kvili tomu, abychom
pro dostatecné vysoky pocet pozorovani ziskali odhad, ktery je dostatecné blizko
odhadované hodnoté. Pro konvergenci nasich odhadu potfebujeme malé A a velké
N. Hodnotu A méame pii praktickych aplikacich malou (1 den), av8ak konstantni
pro zvysujici se N. V takovém piipadé nikdy nemuzeme ovéfit platnost uvedenych
tTi tvrzeni o konvergenci, coz si ukdzeme na piikladé:

Uvazujme striktné stacionarni proces ry, ktery pozorujeme s libovolné kratkym,
nicméné konstantnim krokem A, avSak pocet pozorovani muzeme zvySovat do

nekonecna. Podle Véty A.2 plati w RZIN f(r). P¥i snaze o ovéfeni prvniho
tvrzeni o konvergenci pak dostaneme

L.(T T N
LAT.7) (Anrlog(1/Anr))/? ~ Mkonst. ~ O )konst. —— o0 (1.33)
hN,T h’N,T hN,T N—oo

Uvedend konvergence je ziejma, protoze pro zvySujici se pocet pozorovani plati
hnr — 0. Pak ovSem pro fixované (avSak libovolné malé) A dochéazi k para-
doxu, protoze zkoumany zlomek konverguje vzdy k nekoneénu misto k nule.
Pti konstantnim Ay 7 (které z hlediska konvergence muzeme povazovat za velmi
malé) a velmi dlouhé historii pozorovani pak dostaneme velmi vysokou hodnotu

%(AMT log(1/Ax7))2. Obdobny problém nastava i pii ovéfeni t¥eti kon-
vergence.

Zminéné predpoklady vét proto nemé smysl ovérovat a vérohodnost odhadu
funkci driftu a diftize je vhodné posuzovat jednak podle jejich grafického zna-
zornéni (viz grafy 1.14) a jednak podle celkovych zavéru nasi teorie — na zak-
ladé odvozenych neparametrickych odhadu vytvorime model pro fizeni irokového
rizika a vysledky této aplikace ovérime zpétnym testovanim, které potvrdi fun-

govani této teorie a tak i nepfimo prokdze konvergenci funkei driftu a diftze.
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Kapitola 2

Aplikace neparametrickych odhadu
v Fizeni rizik

2.1 Miry trzniho rizika a jejich vypocet

Mezi pouzivané miry rizika patii volatilita, citlivostni ukazatele (Delta, Gamma,
Vega, atd.), VaR, TVaR a spektralni miry rizika. Zatimco prvni dvé jmeno-
vané jsou relativné snadno spocitatelné, dalsi tii silné zavisi na predpokladech,
na jejichz zakladé je modelovano rozdéleni ceny prislusného instrumentu nebo
portfolia. V této kapitole na zakladé teorie z prvni kapitoly popiSeme novou
metodu, jak tyto veli¢iny stanovit a zpétnym testovanim pro VaR a TVaR ovétrime,
zda tyto odhady poskytuji kvalitni informaci o mife podstupovaného rizika.
Dale spocitame tzv. spektralni miru rizika pro danou funkci averze k riziku.

Pro pfipomenuti uvedme, 7e VaR (Value at Risk) je maximéalni ztrata na trzni
hodnoté instrumentu nebo portfolia, ktera muze nastat za dany c¢asovy interval
(napt. 1 den, 1 rok), odhadnuta s uré¢itou pravdépodobnosti spolehlivosti (napf.
99%). Ocekavana extrémni ztrata TVaR (Tail Value at Risk), nékdy téz zvany
CVaR (Conditional Value at Risk) nebo Expected Shortfall je pak doplikem
VaR slouzici ke kvantifikaci prumérné hodnoty téch ztrat, které jsou vétsi nez
VaR (nastanou tedy s mensi pravdépodobnosti nez napt. 1%).

Definice 2.1. Necht L je ndhodnd velicina reprezentujici ztraty na daném port-
foliu a F(x),—0c0 < x < o0 a q(p),0 < p < 1 jsou jeji distribucni a kvantilovd
funkce. Je-li F(x) spojitd, pak definujeme

VaR, = q(p),
1 1

TVaR, = B[L|L > VaR,] = —— / o(p)dp —
— )

1 (0.0
= — CdF(0). (2.1)
I-p VaR,,
Poznamenejme pro ptehlednost, 7e L v této praci znaci ztratu, zatimco PL
(profit & loss) znadi zisk, plati tedy L = -PL.
Existuje fada metod, jak tyto veli¢iny stanovit (viz napf. Jorion [24] z roku
2011. Pri kazdé z téchto metod musime pro piislusné rizikové faktory ovliviiujici
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ceny finan¢nich instrumentu stanovit hypotézu, ktera matematicky popisuje jejich
chovani. Vétsinou se jedné o parametrické metody, kdy hypotéza o vyvoji faktori
ma urcity matematicky zapis s neznamymi parametry a jednim z hlavnich tkoli
pro vypocet mér rizika tak je parametrizace téchto modeli vétSinou za pouziti
historickych dat. Napt. tradiéni Monte Carlo metody vyuzivaji pro modelovani
jednotlivych rizikovych faktori simulace na zakladé stochastickych diferencidlnich
rovnic, kde jsou v8ak konkrétni driftova a diftiizni funkce relativné jednoduché a
obsahuji vétSinou jen jeden nebo dva parametry. Jak jiz bylo uvedeno v tivodu této
prace, takovy pristup pfirozené snizuje presnost kone¢ného vysledku a muze vyz-
namné podhodnotit riziko daného portfolia, protoze dany model nemusi odpovi-
dat realité. Z toho diuvodu je zZadouci nalézt takovy model, ktery je postaven na
co nejslabsi hypotéze. Toho muzeme docilit pouzitim jadrovych odhadu driftu
a diftize z prvni kapitoly. Ani timto pristupem se vSak nevyhneme jesté jedné
zaludnosti pti kvantifikaci rizika: Vétsinou pracujeme s nejlepsimi odhady funkeci
driftu a difaze, které nemusi odpovidat skutecnym funkcim, a jejich pouzitim tak
opét muzeme riziko podhodnotit. Z toho divodu zavedeme intervalové odhady
téchto funkei a na jejich zékladé zkonstruujeme intervalovy odhad pro VaR, TVaR
i spektralni miru rizika. V dalsim proto popiSeme tzv. metodu neparametrické
MC' simulace. Nepouzivame néazev pouze neparametrickd simulace, protoze pro
vypocet VaR se jiz jedna neparametrickd metoda pouziva a nazyva se historickd
stmulace.

Obecné se vypocet VaR a TVaR (pfesnéji odhadi VaR a TVaR, nicméné
v dal§im pro prehlednost nerozlisujeme mezi odhadem a skute¢nou hodnotou VaR
a TVaR) pro simula¢ni techniky provadi v nékolika krocich: Nejprve nasimulu-
jeme rozdéleni jednotlivych rizikovych faktori, na zdkladé tohoto rozdéleni urcéime
rozdéleni PL; tedy zisku (je-li s kladnym znaménkem) nebo ztraty (je-li se za-
pornym znaménkem) ceny instrumentu nebo portfolia pii simulované zméné fak-
tori — i =1,..., N (N je pocet simulaci) a nakonec uré¢ime obé veli¢iny v bodé p
(tedy pro danou pravdépodobnost p):

VaR, = Q,(—PL;,i=1,..,N),
>y (=PL)I{provar,)

Zﬁil It pr,>vaR,} '
Spektralnim miram rizika se zde nevénujeme, nebot pro né nelze provadét zpétné
testovani. Je pro né vyclenéna specialni podkapitola 2.2.5.

Co se tykd vyvoje metod vypoctu VaR, pouzivaji se pomérné dlouho pouze
standardné uznavané metody. V odborné literatute se obc¢as objevuji teorie na
spocteni VaR, které vSak nejsou prakticky vyuzitelné. Napiiklad Park [31] se
teorii vypoc¢tu VaR vénuje v souvislosti s tzv. prostorovou analyzou (spatial
analysis) nestacionarnich procesi. Podstatou jeho ¢lanku je rozsifeni pojmu sta-
cionarni hustoty na nestacionarni procesy. Distribu¢ni funkce II(z) odpovida-
jici stacionarni hustoté pak ma ve svété nestacionarnich procesi sviij protéjsek
v podobé tzv. prostorové distribu¢ni funkce (spatial distribution function) A(T, z),
kterou pomoci lokdlniho ¢asu definujeme pro proces X

T T
A(T, {lf) = E(/O 1{Xt<x}dt> :/0 P(Xt S(E)dt,

TVaR, = (2.2)
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kde T je ¢as. Funkce A(T, z) pak odpovida integrovani jednotlivych distribu¢nich
funkci pro ndhodné veli¢iny X, které jsou realizovany v jednotlivych bodech
intervalu (0,7).

Jsou-li zmény v trzni cené portfolia reprezentovany stacionarnim procesem
PL;, stanovime snadno VaR, z rovnice

I(VaR,) = P(PL, < —VaR,)dt = p. (2.3)

Je-li vSak PL; nestacionarni proces, rovnice (2.3) neni pouzitelnd a my musime
pfejit k prostorovné analyze a urcit VaR, podle

1
A(1,VaR,) — / P(PL, < —VaR,)dt = p.
0

Clanek pak poskytuje nastroje, jak tuto rovnici fesit na zakladé znalosti his-
torickych pozorovani procesu PL;. Cela tato teorie je vSak z praktického hlediska
nepouzitelna, protoze Pl se neda pro tucely fizeni rizik povazovat za nahodny
proces, jehoz budouci realizace lze urcit z historickych pozorovani. Napf. pro ucely
zajistovani totiz potfebujeme urcit, jak se pii zméné slozeni portfolia méni PL;
(a nasledné VaR,), a proto teorie prostorové analyzy v takovém piipadé postrada
smysl.

Nyni ve struc¢nosti popiseme metodiku historické simulace, protoze jeji vysledky
pouzivime pti numerické ilustraci. V dalsi podkapitole pak obecné popiSeme
metodiku Monte Carlo simulaci a vyhody a nevyhody jednotlivych pfistupi
stanoveni VaR a TVaR. V podkapitole 2.1.3 pak popiSeme teoreticky ramec
navrhované Neparametrické MC simulace. V kapitole Numericka ilustrace za po-
moci zpétného testovani zkoumame jeho vlastnosti.

Jak je jiz uvedeno v Uvodu, je aparat podkapitol 2.1.1 a 2.1.2 pievzaty (jedna
se o standardné pouzivané metody vypoc¢tu VaR, viz napf. Jorion [24]), ¢ast
konvergen¢ni teorie je pak prevzata z Bandi-Phillips [5] (pouzité véty a definice
jsou v Dodatku). Ostatni myslenky jsou puvodni.

2.1.1 Historicka simulace

Algoritmus metody historické simulace je jednoduchy: V prvnim kroku se oceni
pozadovana pozice aktuadlnimi trznimi hodnotami tdroku, cen, volatilit atd.
Ve druhém kroku jsou z aktualnich hodnot trznich faktoru a jejich relativnich
historickych zmén (pertubaci) vypoc¢teny hypotetické hodnoty (soubor hodnot,
které by mohly nastat nésledujici den). Témito hypotetickymi hodnotami je
ocenéna pozadované pozice (v piipadé, ze je simula¢ni interval nastaven na 730
kalend&rnich dni, existuje asi 520 potencidlnich zmén pro kazdy rizikovy faktor
a tudiz i 520 novych realnych hodnot pozice). Naslednym ode¢tenim novych hy-
potetickych realnych hodnot od puvodni trzni hodnoty z prvniho kroku dostaneme
asi N = 520 potencidlnich zmén PL vysledku. Tato PL pak vytvari simulované
rozdéleni trznich zmén portfolia. Ve tietim kroku jiz stanovime podle (2.2) VaR i
TVaR, nicméné je nutné mit na paméti, ze pii dvouleté historii (520 pozorovani)
a 99% hladiné spolehlivosti je TVaR stanoven jako primér pouze péti hodnot.
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Mezi vyhody historické simulace patii zahrnuti historickych skoku rizikovych
faktoru (dulezité zejména béhem financéni krize) a jiz zminéna nezavislost na pied-
pokladech o jejich statistickém rozdéleni, tedy neni nutné odhadovat volatility a
korelace nebo jiné parametry.

Nevyhodou je, 7e se metoda nespoléha na specifické predpoklady o mode-
lech odhadii nebo na stochastické struktury trhu. Dalsi nevyhodou je nemoznost
stanoveni VaR na delsi obdobi nez 1 den. V praxi se VaR na takova obdobi
(1 mésic, 1 rok) ziskaji prostym preskalovanim jednodenniho VaR za predpokladu
norméalniho rozdéleni ztrat. Tento predpoklad vsak vétsinou neni piilis redlny a
je v metodickém rozporu s neparametrickym pristupem. Dale plati, 7e vysledek
muze velmi silné zaviset na délce zvoleného historického obdobi.

2.1.2 Monte Carlo simulace

Pro vypocet rizikovych velicin Monte Carlo metodami pouzivime k vypoctu
rizikovych veli¢in velké mnozstvi simulaci vyvoje ceny portfolia. Pocet simulaci
z (2.2) pak byvé na rozdil od Historické simulace velmi vysoky (min. 10000).

Urcitou nevyhodou této metody je jeji vypoc¢tova narocnost pii nevhodné
volbé vypocetniho software. Zejména pro ziskani spolehlivého odhadu TVaR na
hladiné spolehlivosti 99% je totiz potieba minimalné 10000 simulaci.

Mezi hlavni vyhody patii moznost odhadnout miry rizika pro delsi dobu
drzeni bez nutnosti predpokladu normalniho i.i.d. rozdéleni ztrat. Miry rizika pro
delsi dobu drzeni (1 mésic, 1 rok) se pouZivaji napi. pro fizeni rizika bankovni
knihy. Pozice banky lze rozdélit na obchodni a bankovni knihu. Obchodni kniha
zahrnuje takové nastroje, které jsou zamérné drzené pro kratkodoby opétovny
prodej nebo nastroje drzené se zamérem vyuzivat skuteénych nebo ocekavanych
kratkodobych cenovych rozdilii mezi kupni a prodejni cenou. Z definice vyplyva, ze
riziko obchodni knihy je vhodné sledovat ¢asto (kazdy den) a za pouziti mér rizika
s kratkou dobou drzeni (denni VaR, denni TVaR). Bankovni kniha v§ak zahrnuje
trzni riziko plynouci zejména z pozic klientskych vkladi a avéri. Je ziejmé, ze
toto riziko neni potieba monitorovat kazdy den, vétSina bank ho vyhodnocuje na
mési¢ni bazi na vyborech Rizeni aktiv a pasiv. Na tento vybor vSak nemé smysl
reportovat miry rizika s jednodenni dobou drzeni, avSak spiSe s mési¢ni, pripadné
rocni dobou drzeni. Jak uz bylo uvedeno, tyto miry rizika mizeme ziskat po-
moci Monte Carlo simulaci piimo (simulacemi ziskdame jednomésiéni ztraty, ze
kterych spo¢teme mési¢ni VaR a TVaR), zatimco napt. metodou historické simu-
lace musime nejprve stanovit denni VaR a z né&j dopocitat mési¢ni VaR (vétsinou
se tak déj pravé za prepodkladu normalniho i.i.d rozdéleni ztrat, tedy prena-
sobenim odmocninou z po¢tu pracovnich dni daného mésice).

Dalsi vyhodou pak je vypocet TVaR z dostate¢né vysokého po¢tu hodnot (na
rozdil od historické simulace k jeho urceni pti celkovém poctu 10000 simulaci na
99% hladiné pouzijeme 100 simulaci).

Neparametrickd MC simulace (podrobné je popséna v 2.1.3) pak ma jesté dalsi
vyhody: na rozdéleni rizikovych faktoru jsou kladeny minimélni predpoklady a
dale mame moznost stanoveni intervali spolehlivosti pro miry rizika (podrobné
je popsano v 2.1.4).
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Vyhody (+) a nevyhody (-) jednotlivych zminovanych metod jsou shrnuty v
tabulce 2.1.

Parametrické | Historickd | Neparametricka
MC simulace | simulace MC simulace
Hypotéza statistického rozdélent,
potieba parametrizace - + +
Existence stochastické slozky + - +
Vypocet VaR na delsi obdobi
bez skalovani odmocninou ¢asu + - +
Vypocet VaR pro velmi vysoké
hladiny spolehlivosti + - +
Vypoctova narocnost - + -
Vypocet TVaR z dostatecné
vysokého poc¢tu hodnot + - +
Stanoveni intervalu spolehlivosti
pro VaR a TVaR + - +
Zahrnuti skoku - + -

Tabulka 2.1: Vyhody a nevyhody jednotlivych metod pro vypocet VaR a TVaR

Prejdéme nyni k matematickému popisu vypoc¢tu mér rizika novou navrho-
vanou metodou.

2.1.3 Teoreticky rAmec neparametrické MC simulace

Hodnoty budoucich sazeb simulujeme pomoci Eulerovy diskretizace rovnice (1.2)
s BP odhady 1. fadu u(.) a o(.) stanovené pomoci teorie z kapitoly 1, kdy

Fesa =1+ (M)A +6(r)ZVA, Z ~ N(0,1), A = 1 den. (2.4)

Pro obecny vypocet mér rizika nevystacime pouze s teoretickou okamzitou
urokovou sazbou, piipadné s kratkou sazbou penézniho trhu, protoze potiebu-
jeme zkonstruovat rozdéleni celé vynosové kiivky. Teorie uvadi, ze libovolné sazby

se splatnosti T' — ¢ celé vynosové kiivky lze snadno odvodit z ceny ptislusného
dluhopisu P(¢,T), kde

T

P(t,T) = E |exp —/r(s)ds : (2.5)

t

Vétsina ¢lanka (napf. Fernandez [15], Stanton [35], atd.) o modelovéani arokovych
sazeb stanovuje model pro okamzitou trokovou sazbu a vynosovou kfivku pak
odvozuje pravé na zakladé vztahu (2.5). Je nutné si uvédomit, 7e takovy postup
v8ak pro endogenni modely (do této skupiny patii i model pouZity v neparamet-
rické MC simulaci) neni pouzitelny v praxi. Pro ¢t = 0 totiz ziskime ze vztahu (2.5)
sazhy, které vét§inou neodpovidaji sazbam pozorovanym na trhu (to neplati pro
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nehomogenni modely, nicméné témi se zde nezabyvame — teorie neparametrickych
odhadu je pouzitelnd pouze na homogenni modely).

Z toho divodu nepracujeme s teorii okamzité irokové sazby a s ni souvisejicim
vztahem (2.5) a radgji teorii neparametrickych odhadu aplikujeme na nékolik
reprezentanti vynosové kiivky. Zminénymi reprezentanty jsou sazby penézniho
a kapitalového trhu, pro CZK sazby tedy O/N, 1W, 2W, 1M, 2M, 3M, 6M, 9M,
1Y-10Y, 12Y, 15Y a 20Y sazby. Piedpokladejme, ze vyvoj kazdé takové sazby
odpovida rovnici (1.2).

Jelikoz sazby jsou vét§inou navzajem silné korelované, je tfeba do mode-
lovani zahrnout i ptislusnou korelacni strukturu, tedy stanovit korelace mezi
jednotlivymi Wienerovymi procesy, které generuji nahodné slozky modelovanych
sazeb. Tuto strukturu muzeme ziskat opét pomoci jadrovych odhadu (viz Bandi-
Phillips [7]), kdy sice ziskame korela¢ni strukturu pro kazdy mnohorozmérny bod,
nicméné takovy postup je velice ndroény na data a nekonverguje pro dimenzi
(v naSem piipadé odpovida dimenze po¢tu jednotlivych reprezentanti vynosové
kiivky) vyssi nez 3. Tato vlastnost souvisi s vlastnosti tranzience Brownova po-
hybu pro dimenzi vyssi nez 3 — pro konvergenci totiz potiebujeme, aby pocet
navrati daného procesu do libovolného bodu byl nekonec¢ny, pokud se tak nedéje
pro Browniv pohyb, nemiize se tak dit ani pro proces popsany rovnici (1.2).
Proto je vhodné oslabit predpoklad korelac¢ni struktury na konstantni korelaci
mezi Wienerovymi procesy tvotici ndhodné slozky kazdych dvou splatnosti. Takova
korelace nezavisi v daném case na trovni jakékoliv sazby, a proto je relativné
snadno ziskatelna.

Zvolme dva procesy odpovidajici riznym splatnostem a tyto procesy, jejich
drifty, difaze a Wienerovy procesy oznac¢me indexy m a n. Vyvoj téchto sazeb
pak odpovida dvéma stochastickym diferencialnim rovnicim

drm,t - ,U/m(rm,t)dt +om (Tm,t>dWm,t7
drn,t = Mn(rn,t)dt + on (Tn,t)de,ta

kde
E(dW,, :dW,, 1) = p(m, n)dt. (2.6)

V predchozim jsme sazby pozorované v ¢asovych okamvzicich ¢, ..., ¢y znacili
ri,...,rn. Kvili zavedeni druhého indexu m pro prehlednost piejdeme ke znaceni
Trtrs s Tty

Korelace p(m,n) mezi W,,, a W, lze pti Pfedpokladech I. (dilezita je ze-
jména spojitost u(.) a o(.)) odhadnout vyrazem

Om (Tm,ti) V AN Onp (Tn,ti) V AN

Jelikoz misto skute¢nych funkei mame k dispozici pouze odhady i a o, nahradime
skutecné funkce témito odhady.

N
i z : rm,ti—FAN - Tm,ti - /J“m(/rm,ti)AN rn,ti-i-AN - rn,ti - Mn(rn,ti)AN
N

i=1
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Definice 2.2. Odhad korelace p(m,n) stanoveny na zikladé N pozorovdni procesi
T and r, pozorovanijch v c¢asovijch bodech t;,i = 1,..., N s krokem Ay definujeme
jako

pn(m,

n) =
N ~ ~
_ Z ( miti+An — T'myt; ,um,N(Tm,ti)AN ) Tnti+An — Tngt; — Hn,N (Tﬂ,ti>AN)
i—1 Um N(rmt ) V AN EH,N(TTL,Q) V AN
(2.7)

V dalsim pak dokazeme, 7ze za predpokladu s.j. konvergence funkci driftu a
diftize pn(m,n) konverguje skoro jisté k p(m,n).
Véta 2.1. (Konvergence s.j. odhadu korelace) Pro dva procesy ry, 7, kde ¥Vr € ©

piedpokldddme Jip, n(r) Ns—]> pn (), O (T) Ns—]> om(r),

Fin,n (1) T (1) a 0n N (T) =, on(r), plati
N—oo N—oo

pn(m,n) —=— p(m,n).

Diikaz. Piedpoklady Véty 2.1 ndm zarucuji s.j. konvergenci funkei driftu a diftize
pro 7, i r,. Upravujme nyni odhad (2.7)

pn(m,n) =
_ i (Tmt i+AN — Tmi; — ﬁm,N (Tm,ti>AN « Tnti+Any — T'nt; — ﬁn,N(rn,ti)AN)
N O'm,N('rm,ti> V AN z7-\11,N (Tn,ti> V AN

M=1I[M=:

==

(Tm,ti-l-AN —Tmt; — Mm(rm,ti)AN + Mm(rm,ti)AN - ﬁmyN(rmvti)AN .
‘ Om (Tm,ti)\/A—N%
Tnti+An = Tnjty — un(rn,ti)AN + Mn(rn,ti)AN - ﬁn,N(T"vti)AN)

On (Tn,tz)\/A—N%

N A~
N < Z{ (TmiﬁAN ~Tmts — Pt ) AN (T ) AN l’l’m,N(Tm,ti>AN) .
N O (Tt )V AN% O (P g, )/ By 2 Tmets)

Om (Tm.,t,b- )

(Tmti—i_AN — Mn(rn’ti)AN lun(rn,ti)AN - ﬁn,N(rn,ti)AN) }
ulrn ) VBN g )/ By et

On (rn,ti )

1

I
=i

@
Il
—

(Ain +Bin) - (Cin+ Din)

AZNCZN+NZAZND2N+ ZBZNOZN+NZBZND1N

=1 =1

1
N

||Mz

(2.8)
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y Lo N
Soustifedme se nyni na ¢len % Yoimg AinCine

<Tm,ti+AN —Tmt; — ,Um(rm,ti)AN) (rn,ti-l—AN —Tnt; — ,Un(rn,ti)AN)
O )V B Tt (VB )

m(rm,ti) U'n(rn,ti)

— . (Tm,ti—i-AN - Tm,ti - ,um(rm,tl)AN) (Tn,ti—i-AN - TTL,ti - ,un(rn,tl)AN)
N Om (Tm,ti) V AN Onp (Tn,ti) V AN

1N
=
1N

1—-1 + Ao—m(rm,ti) Ao—n(rn,ti) )
O—m,N(rm,ti) O—n,N(Tn,ti)
N
— i Z (Tm,tri-AN — Tm,t; — :um(rrmﬂfi)AN) (Tﬂ,tri-AN — Tnt, — M”(T"vti)AN) _
N i—=1 Om (Tm@') V AN Onp (Tn,ti> V AN

N
1 Z <Tm,ti+AN —Tmt; — ,Um(rm,ti)AN) (rn,ti-l—AN —Tnt; — ,Un(rn,ti)AN)
O (Tt ) VAN O (Tt ) VAN

1 _ O'm(rm,ti) Un('rn,ti> )

a—\m,N (Tm,ti) a—\n,N("ﬂn,ti)

s.7. s.7.

Jelikoz Vr plati 7, y(r) —=— 0,(r) a Tpn(r) —— 0 (r), dostavame
N—o0 N—o0

N

1 S.J.

N E Az’,NCi,N ﬁ’ P(ma")'
i=1

Jelikoz plati i i, v (7) NS—]> fn (1) & Lo N (T) NS—]> (1), dokdzeme obdobnymi

tvahami, 7e ostatni s¢itance z (2.8) konverguji s.j. k 0.
U

Na zakladé vyse vylozené teorie jiz jsme schopni simulovat vyvoj celé vynosové
kiivky s krokem jednoho dne a tak podle (2.2) ziskat i hodnoty VaR a TVaR.

Poznamenejme, Ze v ¢lanku Jiang, Sam [23] se autofi na rozdil od vétsiny praci
tykajicich se modelovani tirokovych sazeb nezaobiraji pouze okamzitou tirokovou
sazbou, ale stejné jako tato prace berou v tivahu nékolik reprezentantu (splatnosti)
celé vynosové kiivky. Stejné jako v modelu neparametrické MC simulace predpok-
ladaji, ze vybrané splatnosti jsou homogenni diftizni procesy, jejichz Wienerovy
procesy jsou navzajem korelované (viz (2.6)). Déle na zakladé jednotlivych funkei
driftu py(r), ...un(r) definuji funkei

N
po(r) = > uy(r)yuws(r).
j=1
Pro j =1 je dany reprezentant néjaka velmi kratki sazba, ktera se da povazovat

za okamzitou (v nasem piipadé O/N sazba). Vahy jsou stanoveny

g;(r)

Yy gir)
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kde g;(r),j =1,..., N je stacionarni hustota j-té irokové sazhy. Plati, ze

pa(r) = pg(r) = pg(r)e(r),

kde ¢initel ¢(r) se nazyva korekénim faktorem a je definovan vsude, kde p,(r) # 0.
Ve zminovaném ¢lanku jsou dale definovany odhady () a ¢(r) a odhad funkce
driftu 1 (r) okamzité arokové sazby je pak stanoven jako soucin odhadu p,(r) a
c(r). V ¢lanku je dokazano, ze navrzeny odhad ma nizsi vychyleni oproti standard-
nimu Stantonovu odhadu p(r). Tim je ziskan kvalitnéjsi odhad okamzité urokové
sazby, nicméné sazby na delsi obdobi jsou opét ziskdny ze vztahu (2.5), coz je
v rozporu s praktickym vyuzitim. Informace o celé ¢asové struktutfe vynosové
krivky je tak nedostatecné vyuzita.

2.1.4 Intervalové odhady pro veli¢iny VaR a TVaR

Jiz jsme uvedli, 7e jednou ze zdsadnich chyb, které muze risk manazer pfi stanoveni
rizikovych veli¢in udélat, je pouziti nespravného modelu pro vyvoj rizikovych fak-
tori. Tento problém vyfesime pouzitim teorie neparametrickych odhadi. Druhou
chybou pak je §patny odhad parametrii - na zakladé riznych statistickych metod
totiz ziskdme nejlepsi odhad parametru a ten dale pouzivime pro vypocty.
Skutecny parametr v§ak muze byt jiny, nicméné vét§inou je mozné ziskat interval
spolehlivosti daného parametru. Rizikové veli¢iny by se pak mély z konzerva-
tivnich divodi pocitat nékolikrat pro urcity vybér z tohoto intervalu a nakonec
by mél byt pouzit ten nejhorsi vysledek (tedy vysledek, ktery kvantifikuje riziko
maximalné). To se tykd i neparametrickych odhadi - odhadnuta funkce se od
skutecéné funkce muze vyznamné lisit a vypoc¢ty s nejlepsim odhadem tak mo-
hou zptsobit podhodnoceni rizika. V kapitole 1 jsme si ukéazali, ze za urcitych
podminek muzeme urcit intervalové odhady pro odhady funkci driftu a difuze,
a proto v dal§im pracuejem nejen s velicinami VaR a TVaR, které ziskime na
zékladé pouziti nejlepsich odhadn funkei p(r) a o(r), ale i s veli¢inami VaRH
a TVaRH (viz definice 2.9), které ziskime pouzitim téch hodnot v intervalu
spolehlivosti obou funkci, které obé rizikové veli¢iny maximalizuji. Zde predpokla-
dame, ze zavislost ceny daného portfolia na rizikovych faktorech je monotoénni,
coz v8ak v praxi plati témér vzdy. Tyto veli¢iny pak jsou mirami rizika, které
by z konzervativnich divodi mély finanéni instituce pouzivat pii vyhodnocovani
podstupovaného rizika.

Intervaly spolehlivosti VaR a TVaR stanovime na zakladé vét A.3 a A.6
(jelikoz & = %, pouzijeme bod 2). Oboustranné intervaly spolehlivosti na 98%ni
hladiné pro u(r) a o(r) pak jsou

(1) (1)) = (mr)—a(r) 05O)A o i) + () ww)
eL.(T,r) eL.(T,r)

<aL<r>,o—H<r>>:(6<r>—a2<r> 208 e 5(r) +52() Mw)
eL.(T,r) eL.(T,r)
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Na rozdil od podkapitoly 1.4.2 nyni nezname fT(T, ), a proto pro jeho stanoveni
pouzijeme L,(T,r) (vipocet viz Véta A.1).

Nyni stanovime dolni a horni mez intervalu spolehlivosti pro VaR a TVaR.
Je z¥ejmé, 7e horni mez rizikové veli¢iny vzdy odpovida horni mezi odhadu of(.)
(pro rostouci difazi se zvySuje i riziko). U driftu zéalezi na citlivosti trzni hodnoty
portfolia na danou sazbu. Proto je pred vlastnim vypoctem tieba zjistit, zda
se pro vypocet horni meze intervalu rizikovych veli¢in pouzije dolni nebo horni
mez trokovych sazeb (a naopak). Zavedme veli¢inu py;(r) (W znamena Worst,
jedna se o takovou driftovou funkei, kterd zpusobi vétsi ztratu nez fi(r)) pro i =
O/N,1W,2W, ..., 15Y,20Y, index i tedy prochazi viechny modelované splatnosti
vynosové kiivky:

. .. OMV
pw,i(r) = prg(r), je-li o >0

... OMV
pwi(r) = pmi(r), je-li s < 0.

Ve vzorci (2.2) zavisi VaR i TVaR na hodnotach PL;. Uvédomime-li si, 7e hod-
noty PL; pfi zafixovaném portfoliu a aktualni vynosové kiivce stanovime pouze
prostfednictvim hodnot funkef p(r) a o(.), zadefinujeme v souladu s touto ttvahou

VaR a TVaR.

Definice 2.3. Horni mez jednostraného intervalu o spolehlivosti 99% velicin VaR
a TVaR definujeme

VaRH = VaR,(,uW’Z'(’FO/N,...,7”203/),0'[{7@'(7’0/]\7,...,T20y),i: 1,,N)
TV&RH = TV&R,(MW’Z'(’F()/N,...,7”203/),0'[{7@'(7’0/]\/,...,T20y),i = 1,,N)
(2.9)

Obdobné jako VaRH je mozné stanovit i VaRL, tedy dolni mez jednostranného
intervalu spolehlivosti veliciny VaR. Tato veli¢ina vSak neméa pfiliSnou interpre-
tac¢ni hodnotu. Nyni piejdeme k numerické ilustraci.

2.2 Numericka ilustrace

2.2.1 Modelové portfolio

Pro numerickou ilustraci muzeme uvazovat libovolné portfolio jakékoliv financ¢ni
instituce, tzn. obchodni i bankovni knihu banky, pozice pojistovny, penzijniho
fondu atd. V této praci se pfirozené zaméiime pouze na jeho trokovou ¢ast,
i kdyz pro ostatni rizikové faktory by popsané teorie Sla pouzit také. V pii-
padé obchodni knihy by toto portfolio mohlo byt sestrojeno 7 velkého mnozstvi
dluhopisu, pujcek, depozit, urokovych swapu, FRA kontraktu, urokovych opci
i riznych nestandardnich transakei (exotické opce, atd.) a dale urokovych pozic
z ménovych swapi, forwardi a opci. V pripadé bankovni knihy ma toto portfo-
lio podobu zejména reprezentace velkého mnozstvi klientskych depozit a uveéri,
dluhopisti a trokovych swapi pro fizeni ¢istého tirokového vynosu.
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Urokové pozice ze viech téchto instrument maji jednu spoleénou vlastnost
— kvantifikaci jejich trokového rizika lze prevést (vétSinou pomoci Delta, tedy
prvni derivace piecenéni v zéavislosti na vysi konkrétni tirokové sazby) na tlohu
kvantifikace irokového rizika pro portfolio s kone¢nym poctem fixnich penéznich
toki nastavajicich béhem danych casovych obdobi. Piesnéjsim popisem téchto
prevadécich metod se zde nebudeme zabyvat.

Uvazujme proto 100 modelovych portfolii, kterd jsou vSechna denominovina
v CZK. Predpokladejme, ze kazdé portfolio se sklada z deseti penéznich toki,
které maji splatnost v ¢ase y a hodnotu z. Takové zadani je dostatecné obecné,
nebot pro kazdé portfolio z prvniho odstavce muzeme najit modelové portfolio,
které ma priblizné stejné riziko. Hodnoty 2z jsou generovany z rozdéleni
R(—100,100) a jednotlivé splatnosti y z rozdéleni R(1/12,15) (tedy od 1 mésice
do 15 let).

Na zékladé popsanych metod a historie CZK sazeb z let 1998 - 2008 stanovime
pro kazdé portfolio podle podkapitoly 2.1.3 jednodenni VaR, jednodenni TVaR a
jejich intervalové odhady na hladinach 95% a 99%. V dalsi ¢asti pak piejdeme ke
spektralnim miram rizika téchto portfolii. Nejprve se zaméfime na VaR.

2.2.2 Vysledné hodnoty VaR

Pro srovnavaci ucely pracujeme s modifikovanym VaR, ktery ziskAme podélenim
absolutniho VaR trzni hodnotou portfolia. Jelikoz trzni cena nékterych vyge-
nerovanych portfolii miize byt velice nizka, coz by snizovalo interpretaci tohoto
modifikovaného VaR, zvySujeme pro takova portfolia velikost toki o hodnotu 5,
dokud neni trzni hodnota vzdalena od nuly alespon o 10.

Nyni se vénujme vysledkim k 31. 12. 2007, tzn. spoctenych z historie 1998-
2007.

VaR, VaRH, VaRL

0.030
L

= 1D VaR 99%
-- 1D VaR 99%, Horni mez
1D VaR 99%, Dolni mez

|

0.020
L

|

Relativni ztrata

0.010
L

|

0 20 40 60 80 100
100 portfolii

0.000

Graf 2.1: Prubéh 1D-VaR, 1D-VaRH, 1D-VaRL pro jednotliva portfolia
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V grafu 2.1 jsou pro 100 modelovych portfolif zndzornény jednotlivé setiidéné
hodnoty modifikovaného VaR (bodovy odhad) spolu s jeho intervalovym odha-
dem. Na ose y je tedy vzdy vyznacena relativni ztrata z drzeni portfolia. Tyto
odhady maji vysokou interpretacni hodnotu, protoze horni mez intervalu indikuje
v ur¢itém smyslu lepsi, konzervativngjsi VaR na 99% hladiné.

Abychom ilustrovali, o kolik se miizeme pii stanoveni bodového odhadu VaR
odchylit od horniho odhadu VaR, zobrazime do grafu 2.2 setfidéné poméry horniho
odhadu VaRH a VaR. Z hodnot vnesenych do grafu lze urcit, ze primér téchto
poméri je roven 1.36 a maximélni hodnota je rovna 1.73, coz indikuje, 7e skutec¢ny
VaR miize vzhledem ke svému bodovému odhadu byt o nékolik desitek procent
VySSi.

VaRH/VaR
© |
—
0 |
i
x
<
2
I <
o <
<
>
:6 ™
£ 7
N
i
T T T T T T
0 20 40 60 80 100
100 portfolii

Graf 2.2: Settidéné podily VaRH a VaR

V nasledujicich dvou podkapitolach ovéiime vérohodnost veli¢in VaR i TVaR
zpétnym testovanim.

2.2.3 Zpétné testovani VaR

Zpétneé testovani (backtesting) slouzi k ovéieni, zda je riziko spravné odhadovéno,
konkrétné porovnava hodnotu VaR se skuteéné dosazenym vysledkem PL (ziskem
nebo ztratou). Zpétné testovani tak provéfuje kvalitu vypo¢tu hodnoty VaR. Jeho
cilem je otestovat, zda pozorovany pocet pirekroceni je v souladu s nastavenou
hladinou spolehlivosti VaR v naSem ptipadé 95% a 99%. ZjednoduSené lze ¥ici,
7e pocet piekroc¢eni VaR pro 99% by mél byt asi 3 za rok a pro 95% asi 13 za rok.
V této kapitole provedeme testovani ¢etnosti prekroceni velic¢iny VaR a grafické
porovnani hodnot TVaR za obdobi jednoho roku 2008. Praveé tento rok byl zvolen
zamérné, nebot béhem néj zacala financni krize.
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Definice 2.4. Méjme portfolio, jehoz VaR a skutecny realizovany zisk/ztrdtu (PL)
pozorujeme behem I dni. Oznacme Ix ndhodnou velicinu, kterd reprezentuje pocet
prekroceni VaR za sledované obdobi, tedy

Iy = #[-PL;>VaR;, i=1,.. 1],
kde VaR,; je VaR odhadnutij pro i-ty sledovany den.

Pokud veli¢iny VaR,; skutec¢né reprezentuji maximéalni ztratu na daném port-
foliu, kterd muze nastat s danou pravdépodobnosti pg, musi platit
Ix ~ Bi(I,1 — pg). Vzhledem k definici Ix plati Iy ~ Bi(l,1 — p). Formulujme
hypotézu a alternativu:

Hy : p=po
Hy @ p# po.

Test parametru binomického rozdéleni je popsan nap¥. na str. 82 v Andél [4].
V dalsim na zakladé myslenky tohoto testu ziskame interval (ppin, Pmaz)s
podle néhoz vyhodnotime zamitnuti nebo nezamitnuti Hy. Pokud H, zamitneme,
vyhodnotime VaR model jako nepfesny, protoze spoc¢itané hodnoty VaR jsou sys-
tematicky niz$i nez skuteénd maximalni ztrata na portfoliu, kterda mize nastat
s danou pravdépodobnosti py.

V Andél [4] se uvadi, 7e nejprve vypocteme hodnoty k; a ky. Hypotézu Hy
potom nezamitneme, pokud

ki < Ix < ks.

Hodnoty Ky a ko jsou funkci hladiny spolehlivosti, poc¢tu pozorovani I a testo-
vané pravdépodobnosti pg. Pro vyssi interpreta¢ni hodnotu veli¢in py;, = ki /1 a

Pmaz = k2/1 podélime tyto nerovnosti I a dostaneme, 7ze Hy nezamitame, pravé
kdyz
Ix
Pmin < T < Pmaz-
Pokud tedy plati

Ix Ix
— < mzn\/—Z max |
(5 o F 200

je pocet prekroceni bud prili§ vysoky nebo pfilis nizky a Hy zamitame.

Hladinu spolehlivosti pro test uvazujme 95%. Zkonstruujeme pak
(Prmin, Pmaz ), tedy interval spolehlivosti pro pozorovanou ¢etnost po¢tu piekroceni
Ix/I. Pokud neni Ix/I € (pPmin,Pmaz), vyhodnotime dany VaR model jako
nepiesny.

V tabulkach 2.2 a 2.3 jsou zobrazeny vysledky zpétného testovani pro 100 mo-
delovych portfolii: v prvnim a druhém fadku primeér a median jednotlivych podili
Ix /I pro vsech 100 portfolii, ve 3.-5. fadku podily Ix /I pro 1., 5. a 10. nejhorsi
portfolio (z pohledu ptekroceni VaR). V prvnim sloupci je vysledek testovani
pro VaR spocteny metodou neparametrické MC simulace. Druhy sloupec pak
odpovida testovani horni mezi intervalového odhadu VaRH spoctené podle (2.9).
Ve tiretim sloupci je pak zpétné testovani pro standardni historickou simulaci
(veli¢cina VaRHS). Pro doplnéni informaci o rozdéleni hodnoty jsou v 6. az 9.
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fadku zobrazeny hodnoty pro 91., 96. a 100. nejhorsi portfolio (tedy pro 10., 5.
a 1. nejlepsi) a v grafu 2.3 jsou zobrazeny jadrové odhady Ix/I pro jednotlivé
metody stanoveni VaR.

Pro VaRHS na hladiné 95% pro prumér a pro median vSech portfolii je na hla-
diné 95% zamitnuta hypotéza H,, VaRHS tedy systematicky podhodnocuji trzni
riziko. Pro VaR je Hy pro prumér a median vSech portfolii nezamitnuta, nicméné
pro vybrana "$patna" portfolia (3. az 5. fadek) jiz k zamitnuti hypotézy dochazi a
trzni riziko portfolia je proto v takovém piipadé opét podhodnoceno. Pouze VaRH
dava pro vSechna portfolia piijatelné vysledky, hypotéza o parametru p—95% neni
na hladiné 95% zamitnuta pro zadné portfolio.

Pro 99% hladinu spolehlivosti VaR plati téméF stejné zavéry: Na zakladé
priméru a medianu piekroceni vSech portfolii zamitadme hypotézu Hy. Vysledky
pro veli¢cinu VaRH naopak ukazuji, ze k zamitnuti pro priimér ani medidn vSech
portfolii nedojde. Pro nékolik malo vybranych portfolii je sice H, zamitnuta,
avSak piislusné Iy /I je jen o malo vétsi nez horni mez piislusného intervalu
spolehlivosti.

VaRH se tak ukazuje jako velice kvalitni mira rizika, kterd i v krizovém roce
dobfe kvantifikuje (pfipadné nadhodnocuje — to v8ak neni na skodu) podstupo-
vané trzni riziko.

VaR | VaRH | VaRHS (Pmins Pmaz)
Prumér 100 portfolii || 6.02% | 2.65% | 8.6% | (2.38%, 7.54%)
Median 100 portfolii 6.35% | 2.38% | 8.33% | (2.38%, 7.54%)
1. nejhorsi portfolio || 11.11% | 5.56% | 11.51% | (2.38%, 7.54%)
5. nejhorsi portfolio || 9.92% | 3.97% | 11.11% | (2.38%, 7.54%)
( )
( )
( )
( )

10. nejhorsf portfolio || 9.13% | 2.78% | 12.3% | (2.38%, 7.54%
91. nejhorst portiolio || 2.78% | 0.79% | 6.75% | (2.38%, 7.54%
96. nejhorst portfolio | 1.98% | 0.79% | 5.56% | (2.38%, 7.54%
100. nejhorsi portfolio || 0.4% 0% 7.54% | (2.38%, 7.54%

Tabulka 2.2: Zpétné testovani pro 95% VaRy.

VaR | VaRH | VaRHS | (pmin, Pmaz)
Pramér 100 portfolii || 2.58% | 1.46% | 2.48% | (0%, 1.98%)
Median 100 portfolii || 2.38% | 1.59% | 2.38% | (0%, 1.98%)
1. nejhorsi portfolio || 4.76% | 1.98% | 4.76% | (0%, 1.98%)
5. nejhorsi portfolio | 3.97% | 2.78% | 3.97% | (0%, 1.98%)
10. nejhorsi portfolio || 3.97% | 2.38% | 3.17% (0%, 1.98%)
( )
( )
( )

91. nejhorsi portfolio || 1.19% | 0.4% | 0.79% | (0%, 1.98%
96. nejhorsi portfolio || 0.79% | 0.4% | 1.19% | (0%, 1.98%
100. nejhorsi portfolio || 0% 0% 0.4% 0%, 1.98%

Tabulka 2.3: Zpétné testovani pro 99% VaRy.
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Graf 2.3 znazoriiuje jadrovy odhad (jadrovy odhad byl zvolen zdmérné, pro-
toze v histogramu by neslo porovnat vysledky pro tii pouzité metody, vyhlazovaci
parametr byl stanoven podle Scottovy metody) hustoty rozdéleni Iy /I stanoveny
ze 100 hodnot. Z jadrového odhadu odpovidajicimu VaR a VaRHS (zelena a cer-
vena ¢ara) je patrna vysoka Cetnost hodnot, které jsou vyssi nez ppa. = 7.54%.
Pro odhad odpovidajici VaRH (modra ¢ara), ktery je nalevo od VaR a VaRHS,
neni nikdy ptekrocen tolerovany pocet 19 piekroceni za rok (19 je ko pro dany
test, plati, ze 19 = 252 pracovnich dni krat Ix/I = 7.54%).

Rozdé leni I_X/I pro 100 portfolii

—— |_X/I pro VaR
—— |_X/I pro VaRH
—— |_X/I pro VaRHS

C etnost

0.00 0.05 0.10 0.15
I_X/I (v procentech)

Graf 2.3: Jadrové odhady pro veli¢inu Iy /I pro 95% VaR.

Pro ilustraci vyvoje 99% VaR jednoho portfolia béhem jednotlivych dnu
v roce 2008 zdmérné vybereme portfolio s nejhor§im vysledkem zpétného testovani
(v tabulce 2.3 je oznaceno jako 1. nejhorsi portfolio). Graf 2.4 pak znazoriiuje hod-
noty ztrat béhem pozorovaného roku a hodnoty p¥islugnych 99% VaR spo¢tenych
vSemi tfemi metodami. VaRH je pfirozené nejvyse a béhem krizového roku zpi-
sobuje tolerovanych 5 piekroceni.
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Graf 2.4: Zpétné testovani 99% VaR pro 1. nejhorsi portfolio

Novy regulatorni kapitalovy pozadavek pro trzni riziko

Veli¢inu VaR mohou banky za predpokladu schvéleni lokalnim regulatorem
pouzivat pro vypocet kapitdlového pozadavku za trzni rizika. Vzhledem k tomu,
ze zminovany problém s podhodnocenim rizika kviili Spatnému odhadu parametrii
se projevil zejména béhem roku 2008 a kapitalovy pozadavek vétSiny bank tak byl
podhodnocen oproti skute¢nosti (hodnoty VaR byly o mnoho nizsi ne7 skuteéné
ztraty, coz jsme si ukéazali i p¥i zpétném testovani v této praci), byla Ceskou
narodni bankou v roce 2010 novelizovana vyhlagka ¢. 123/2007 [12] (znéni vyh-
lasky vychazi z evropské regulace, viz BIS [10]), ktera od roku 2012 vyznamné
méni metodiku pro vypocet kapitalového pozadavku za trzni riziko. Zatimco do
konce roku 2011 platilo

60
RC; = max(VaR;; Y VaR,_;),

i=1

kde RC; (risk charge) je kapitalovy pozadavek za obecné nebo specifické riziko,
k nabyva hodnoty z intervalu [3,4] v zavislosti na vysledku zpé&tného testovéani
a VaR; je VaR spocteny ke dni t pro dobu drzeni 10 dni a hladinu spolehlivosti
99%, nova regulace tento pozadavek od roku 2012 méni na

60 60
RC, = max(VaRy; Y VaR,;) + max(SVaR,; » SVaR,_;).
i=1 i=1

SVaR; je Stressovy VaR, tzn. VaR s parametry stanovenymi za historické obdobi
v délce souvislych 12 mésicu, které bylo charakterizovano vyznamné stresovymi
podminkami na trhu vzhledem ke slozeni portfolia. Obecné se ptredpoklada,
ze toto obdobi odpovida ¢asti roku 2008 a navazujici ¢asti roku 2009.

Novy kapitalovy pozadavek se pak priblizné zdvojnasobi. Z naseho modelu
plyne, ze VaR a VaRHS skutec¢né nedokadzi zachytit ztraty z krizového roku,
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na druhé strané zpétné testovani VaRH vychéazi dobie. Maximalni pomér mezi
VaRH a VaR je 1.73. Novy kapitalovy pozadavek pozadavek stanoveny ze stan-
dardniho VaR (tzn. VaR, ktery neni stanoven jako horni intervalovy odhad) mi-
nimalné zdvojnasobi. Proto muzeme tvrdit, 7e od roku 2012 banky pouzivajici
pro vypocet kapitalové primérenosti VaR modely konzervativné kvantifikuji pod-
stupované trzni riziko.

2.2.4 Zpétné testovani TVaR

Stejné jako v pripadé VaR zpétné testovani v piripadé TVaR provadime za ob-
dobi roku 2008. Porovname skuteéné realizované ztraty, které nastaly v (1 —p)%
pripadi s modelovymi TVaR.

Prd bé& h veli¢ in 95% TVaR

1
™
o |
™
—— Empiricky TVaR
0o — TVaR
o — TVaRH
—— TVaRHS
o
=
N Te)
i
o
S
Te)
Q0

T
0 20 40 60 80 100
Portfolia

Graf 2.5: Zpétné testovani 95% TVaR
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Graf 2.6: Zpétné testovani 99% TVaR

Na grafech 2.5 a 2.6 je provedeno porovnéni teoretického TVaR,, a empirického

TVaR, setfidéné pro jednotlivi modelova portfolia podle TVaR,
pro p = 95%, 99%, kde pro skute¢né realizované zisky a ztraty na jednom portfoliu
PL;,i=1,..., N plati

VaR, = Q,(=PL;i=1,..,N),
N

TVaR, = Y (=PL)I 5 v, (2.10)

i=1

Na hladiné 95% jsou TVaR i TVaRHS na prvni pohled podhodnocené oproti
skutecnym ztratdm. Naproti tomu TVaRH pomérné kvalitné osciluje kolem

—~—— e~

TVaRgsy. Pro nizsi TVaRgsy je TVaRH spiSe vyssi nez empiricky TVaR, pro

vyssi TVaRgsy je pak TVaR oproti empirickému TVaR trochu podhodnoceny,
nicméné stile vyssi nez TVaR a TVaRHS.

Pro hladinu 99% davaji na pravé strané grafu (zachycujici rizikovéjsi port-
folia) vSechny t¥i metody podhodnocené vysledky. Pro takto vysokou hladinu
spolehlivosti totiz nastavaji ztraty zpisobené nahlymi skoky hodnot trznich fak-
toru v krizovém roce 2008. TVaR ani TVaRH jsou schopny tyto skoky reflektovat
pouze Castecné a jesté s urcitym c¢asovym zpozdénim, béhem néhoz vzroste odhad
funkce o(.). Veli¢ina TVaRHS se chova o néco lépe, nicméné ani tak vétsinou ne-

dosahuje hodnot T'VaRggy. Regenim by bylo zahrnout do zakladni rovnice naseho
modelu (1.2) skoky J; v rizikovych faktorech (je ¢aste¢né feseno napt. v Bandi,
Corradi, Moloche [8]), nicméné takto ziskané odhady skokt nejsou piilis spolehlivé
a pro tento model by nebylo mozné pourzit teorii odhadu korelaci podle véty 2.1
ani teorii asymptotické konvergence z Dodatku.

Ze zpétného testovani pro TVaR plyne, ze v modelu neparametrické MC si-
mulace je vhodné TVaR pouzivat spiSe pro nizsi hladinu spolehlivosti, pro vyssi
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hladiny spolehlivosti TVaRH nedokéze reflektovat ptipadné skoky rizikovych fak-
tort, které nastavaji béhem krizovych let.

2.2.5 Spektralni miry rizika

Ackoliv je VaR nejpouzivanéjsi mirou rizika, nespliuje vzdy vlastnost koherence.
Z tohoto duvodu byva jako dal§i mira rizika pouzivain bud TVaR anebo jeho
zobecnéni, tzv. spektralni mira rizika. Tato veli¢ina je nap¥. v Hurt [20] definovana
nasledovné:

Definice 2.5. Predpoklidejme, Ze Q(p) je nezdpornd, neklesajici, redlnd funkce
definovand na [0,1] a fol Q(p)dp = 1 (tedy se jednd o neklesajici hustotu s de-
finicnim oborem [0,1]). Pak spektralni mira rizika SMRq pro Q(p) a pro qr(p)
kvantilovou funkci dané ndhodné veliciny reprezentujici ztraty L je

SMRo(L) = /0 e (0)2A0)dp. (2.11)

Funkce €(p) reprezentuje averzi k riziku daného investora. Z definice plyne,
ze spektralni mira rizika je rovna pruméru VaR pro vSechny pravdépodobnostni
hladiny s vahami odpovidajicimi funkci averze k riziku. Spektralni mira rizika je
teoretiky povazovina za nejlepsi miru rizika, nicméné v praxi se prilis nepouziva,
jelikoZ pro jeji stanoveni je potieba urcit funkci €2(p) souvisici s rizikovou averzi
dané instituce, na coz neexistuje zadna vSeobecné uznavana metoda. Za platnosti
predpokladii kladenych na (p) v definici 2.5 lze dokéazat, ze piislusné spektralni
mira rizika je koherentni mirou rizika (viz napt. Dowd, Cairns, Blake [13]).

K numerické ilustraci pouzijeme funkci

6_(1_p)k
1—ek
s Arrow-Prattovym parametrem k£ = 1. Souc¢asti numerické ilustrace neni zpétné

testovani, protoZe v piipadé spektralni miry rizika s vahovou funkei (2.12) neméa
smysl toto testovani provadét. Vypocet je proveden k 31. 12. 2007.

Qp) = k (2.12)

Poznamka 2.1. Jak jiz bylo uvedeno, je TVaR spektralni mira rizika a to
konkrétné pro

1

Qp) = T o Hesp<1}- (2.13)

Tato funkce nicméné nezohlediuje miru averze vudi riziku daného investora.
Jeliko7 (2.13) spliuje podminky uvedené v odstavci pod vzorcem (2.11), je TVaR
koherentni mirou rizika.

Pro simulované hodnoty PL (reprezentuji zisk, ztraty tedy reprezentuji hod-

noty -PL) stanovime SMR jako

1 (-p)k

V souladu s definici 2.9 zavedeme horni odhad spektralni miry rizika SMRH.
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Definice 2.6. SMRH, tedy horni mez intervalu spolehlivosti veliciny SMR. defi-
nujeme

SMRH = SMR(ILLW77;(’/’0/N,...,Tgoy),O'H7Z'(’f’0/N,...,’l“goy),i:1,...,N).

Obdobné stanovime i spektralni miru rizika stanovenou na zakladé historické
simulace SMRHS.

V tabulce 2.4 jsou zobrazeny vysledky pro 100 modelovych portfolii, cela dis-
tribuce je pak znazornéna v grafu 2.7, kde jsou vykresleny jadrové odhady spek-
tralnich mér rizika SMR, SMRH a SMRHS. Je patrné, Ze v souladu s tabulkou
2.4 SMR a SMRHS nabyvaji podobnych hodnot, naproti tomu SMRH nabyva
hodnot podstatné vyssich, konkrétné prumér SMRH je oproti priméru SMR 2.2
krat vétsi a oproti priuméru SMRHS 2.7 krat vétsi.

SMR | SMRH | SMRHS
Priamér 100 portfolii 0.14 0.28 0.13
Median 100 portfolii 0.12 0.25 0.11
1. nejhorsi portfolio 0.46 0.72 0.41
5. nejhorsi portfolio 0.27 0.49 0.24
10. nejhorsi portfolio || 0.25 0.39 0.24
91. nejhorsi portfolio | 0.06 0.24 0.05
96. nejhorsi portfolio || 0.04 0.14 0.03

100. nejhorsi portfolio || 0.03 0.10 0.02

Tabulka 2.4: Spektralni miry rizika pro 100 portfolii.

Rozdé leni spetralni miry rizika pro 100 portfolii

C etnost

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
SMR

Graf 2.7: Jadrové odhady pro spektralni miry rizika.
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Graf 2.8 zobrazuje hodnoty SMR a SMRH pro 100 modelovych portfolii
v zavislosti na 95% VaR. Je patrné, ze v souladu s o¢ekdvanim piiblizné plati,
ze vyssi VaR implikuje vy$§i SMR a SMRH a ze SMRH nabyvaji vyssich hodnot
nez SMR.

Spektralni miry rizika v zavislosti na VaR
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Graf 2.8: Zavislost SMR. a 95% VaR pro 100 portfolii
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2.3 ZAvér

Predpokladame-li, 7ze urokové sazby odpovidajici jednotlivym splatnostem vyno-
sové kiivky se jednotlivé chovaji podle zakladni rovnice (1.2), pficem?z jejich
vzajemnd zavislost je urcena korelaci mezi jednotlivymi Wienerovymi procesy,
miizeme na pozorované historické hodnoty vynosové ktivky aplikovat vylozenou
teorii:

Na zékladeé teorie neparametrickych odhadt stochastickych procesu jsme pro-
vedli diskusi o vhodnosti pou7iti jednotlivych metod (1. fad versus 2. ¥ad, jedno-
duché versus dvojité vyhlazovani) pii znalosti nékolikaleté historie jednotlivych
trznich trokovych sazeb pozorovanych s ¢asovym krokem 1 dne. Diskutovali jsme,
jak co nejvhodnéji urcit vyhlazovaci parametry tak, abychom docilili vérohodnych
odhadii a jejich co nejrychlejsi konvergence. Poté jsme tyto odhady pouzili pro vy-
budovani modelu pro Fizeni urokového rizika, kdy jsme pomoci simulac¢nich metod
stanovili rizikové veliciny VaR, TVaR a spektralni miru rizika pro nejlepsi odhady
funkei driftu a difaze. Jelikoz nejlepsi odhady nemusi odpovidat skuteénym hod-
notam, stanovili jsme i horni odhady téchto veli¢in, VaRH, TVaRH a SMRH na
zakladé mezi intervali spolehlivosti odhadi driftu a difize. Vysledky jsme testo-
vali na dostatec¢né obecném portfoliu a zdmérné na datech krizového roku 2008 a
zjistili jsme, 7e vysledky navrzeného postupu, kdy nepracujeme s nejlepsim odha-
dem, ale horni mezi jeho intervalového odhadu, vétSinou poskytuji kvalitnéjsi
miry rizika nez bézné uzivané metody.

Jako dusledek zkusenosti z finan¢éni krize vstoupi v roce 2012 na tirovni Evrop-
ské Unie v platnost zakon mimo jiné stanovujici, aby banky vykazovaly kapitalovy
pozadavek pro kryti trzniho rizika obchodni knihy, ktery je linearni funkci trzniho
VaR a to priblizné ve vysi dvojnéasobku dnesniho pozadavku. Vysledky v této
praci tento pozadavek ospravedlnuji, protoze podil VaRH (tedy hodnoty, ktera
by méla brat v uvahu i turbulence béhem finané¢ni krize) a VaR (hodnoty, ktera
tyto turbulence v ivahu nebere) vychazi maximalné 1.73.
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Dodatek A

Pouzité definice a véty

A.1 Definice

Definice A.1. Méjme stochasticky proces {ry : t € [0,00)}, ktery je mnoZi-
nou ndhodnijch velicin definovanijch na stejném pravdépodobnostnim prostoru
(Q, F,P) indexovangch mnoZinou [0,00). Takovy stochasticky proces nazveme
rekurentnim, jestliZe pro libovolné € > 0 a pro libovolny bod a patrici do oboru
hodnot procesu

/ P(||r: — a]| < €|ro = a)dt = 0.
0

Poznamka A.1. Rekurence je slabsi vlastnost nez stacionarita. VSechny sta-
cionarni procesy jsou rekurentni, avSak rekuretni proces obecné nemusi byt sta-
cionarni.

Véta a definice A.1. Pro kazZdy spojity semimartingal vy existuje neklesajici

ndhodny proces (neklesajici v t) L.(t,a), ktery nazgvdme lokdlnim casem r
v bodé a. Plati

1
L.(t,a) = lim = 0 Lia,ate](75)d[r]s,

kde [r]s je kvadratickd variace procesu 1.

Lokalni ¢as L, (t,a) reprezentuje dobu, kterou proces r; stravi v okoli bodu a.
Cas je méfen v jednotkich kvadratické variace procesu r;.

Véta a definice A.2. Predpoklddejme, Ze ry je proces s infinitezimdlnimi druhijmsi
momenty o*(rs),s = 0, ...,t. Pak pro lokdlni ¢as z véty a definice (A.1) plati

t

1
L.(t,a) =lim = [ 1jgate(rs)o’(rs)ds
e—0 & 0

a za tohoto predpokladu definujeme chronologicky lokdlni cas

To(ta) — U%@Lr(t,a) _ 02#@ (nm1 /0 tl[a7a+5}(rs)a2(rs)ds).

e—0 ¢

Chronologicky lokalni ¢as je standardizovanou verzi lokalntho ¢asu a udava
skutecnou dobu, kterou proces r; stravi v okoli bodu a.
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A.2 Konvergencni teorie

Ptredpokladejme, 7e proces r; pozorujeme v ¢asovych okamzicich ¢;,i =1,..., N v
¢asovém intervalu [0, 7. Ozna¢me tyto realizace r,...,ry. Rozdil mezi ¢; a t;4
je pro dany vzorek konstantni hodnota Ay = T/N. Tato hodnota se nicméné
miize ménit s rostoucim poctem pozorovani N a zvySujicim se casem T'. Dale
predpokladejme, Ze pro tento proces plati Predpoklady I. a II., které jsou uvedeny
k prvni ¢asti prace. V dalsim ukdzeme, za jakych podminek konverguji odhady
chronologického lokalniho ¢asu a zejména odhady funkce drifu a diftze defino-
vané v (1.14)-(1.19). V téchto definicich nebyla pro ptehlednost uvedena zavislost
odhadi na N a T'. Tuto zavislost v dalsim jako pravy dolni index umistime do
znaceni odhadi. Znéni vSech sedmi vét jsou pfevzata z Bandi-Phillips [5] (Theo-
rem 1-5, Remark 5 a 9), kde jsou uvedeny i jejich diikazy.

Véta A.1. (Konvergence s.j. k chronologickému lokdlnimu casu) Necht N —
oo, T — oo, Axr — 0 a hyr — 0 (pro N,T — o0) tak, Ze Vr € © plati

LY;’TT)(ANT log(l/An,T))l/2 = 05,.(1), pak

ZK(

hNT -

f Tr
( I

) N Ly(sup{t:r, =71},7).
Dale, je-li vy rekurentni, pak ¥r € ® L.(sup{t : 7, = r},r) = 00 s pravdépodob-
nosti 1.

Poznamka A.2. JelikoZ pro striktné stacionarni proces plati # SN f(r), kde
f(r) je stacionarni hustota procesu, plati za predpokladii véty A.1 pro stacionarni
proces i

hnr

AN,T iK(TZ_T)i (T)
Thyr '

Véta A.2. (Konvergence s.j. odhadu driftu, dvojité vyhlazovini) Necht N — oo,
T — oo, Ay — 0 ahyr — 0 (pro N,T — o) tak, Ze ¥r € ©

LrlTr) N, lo N, T = 0, a ddle ey — r0 — 00) tak, Ze
L@ (A rlog(1/Anr))Y? = 0,;(1), a ddle exr — 0 (pro N,T — o0) tak,
L;NTT (ANTIOg(l/ANT))l/2 = 05;.(1) a gN,TZT(Ty T) 2Ty sV € ®, pak odhad

Lny(r) konverguje k pu(r) s pradépodobnosti 1.

Véta A.3. (Limitni rozdéleni odhadu driftu, dvojité vyhlazovdni) Necht N — oo,
T — oo, Ay — 0 ahyr — 0 (pro N,T — o0) tak, Ze Vr € ©

L’" Tor) (ANTlog(l/ANT))1/2 =05,(1), a ddle ey — 0 (pm N, T — ) tak, Ze
L’" Tr L(Anrlog(1/Ans)? = 0, (1), ena Ly (T, r) 25 00 a el Le(T,7) = 05;(1)

EN,T

Vr € ®, pak asymptotické rozdéleni odhadu driftu je

1. pro hyr = o(enr) ve tvaru

\/gNTL (T, r){fiew,r) () — p(r) } = N(0,0.50%(x)).
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2. pro hno = O(enr), hnr/enr — ¢ > 0 ve tvaru

\/gNTL T, r){Fiv,ry(r (r)} = N(0,0.50(¢)o?(x)),

kde 0(¢) = 0.5 [~ f(Zerll/f f((ZZJrll//(j K(a)K(e)dz da de.

Poznamka A.3. Odhad konverguje i pro €N7TL7«(T, r) = Os,; (1)Vr € ©, nicméné
v takovém piipadé vykazuje asymptotické vychyleni.

Véta A.4. (Limitni rozdéleni odhadu driftu, jednoduché wvyhlazovdni)
Necht’n — 00, T'— 00, Ay — 0 a gny — 0 (pron,T — o0) tak, Ze Vr € ©

(L) (ANTlog(l/ANT))l/Q = 04;.(1), gN,Tzr(T>T) ~5 0 a gjr’v,Tfr(Tﬂ’) =

9N, T

0s.5.(1), pak asymptotické rozdéleni odhadu driftu je ve tvaru

\/ gNTL (T,r {M NT }:>N(0 Kyo?(r ))

kde Ky = [ K?(s)ds.

Véta A.5. (Konvergence s.j. odhadu difize, dvojité vyhlazovdni) Necht N — oo,
T — oo, Ay — 0 ahyr — 0 (pro N,T — o) tak, Ze ¥r € ©

—LhZ(VTT (Anrlog(1/An7))Y? = 0,,(1) , a ddle exr — 0 (pro N,T — 00) tak, Ze

L;NTTT (Anrlog(1/Anr)Y? = o,,(1), pak odhad Gn1)(r) konverguje k o(r) s

pmvdepodobnostz 1.

Véta A.6. (Limitni rozdéleni odhadu difize, dvojité vyhlazovdni) Necht n — oo,

T — oo, Ay — 0 ahyr — 0 (pro N,T — o0) tak, Ze Vr € ©

M(ANTlog(l/ANT))l/2 =05,.(1), a dile ey — 0 (pro N, T — o0) tak, Ze
e pLr(T,r)

LTTT (ANTlOg(l/ANT))l/Q = Os.j.(l) q XL —"- = os,j.(l)Vr S @,

EN,T AnT

pak asymptotické rozdéleni odhadu difize je

1. pro hyr = o(enr) ve tvaru

enale®) (32 (1) 52(r)} = N(0,204(1)),

AN T (N,T)

2. pro hnr = O(enr), hnr/ent — ¢ > 0 ve tvaru

> fT(Tv ) -~

- 2N,T - U(2N,T) (T) o 02(T>} = N<07 28¢U4(r))'

E?V’TET(T,T)
AN,T

v takovém piipadé vykazuje asymptotické vychyleni.

Poznamka A.4. Odhad konverguje i pro = O;,.(1) Vr € ®, nicméné

Véta A.7. (Limitni rozdéleni odhadu difize, jednoduché wvyhlazovdni)
Necht N — 0o, T'— o0, Ay — 0 a gnr — 0 (pro n,T — o0) tak, Ze

L, T,r 95, ET(T:T)

#(AMT log(1/An))? = 0,,(1) @ BECZZ = o (1)Vr € 9,
pak asymptotické rozdéleni odhadu difize je ve tvaru

T 2 )~ 02 = N(0, 40t (r).

AN
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f=0(g9) 3IK >0 lim|%\ < K jsou-li f a g funkce definované na okoli a
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