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Abstract

If we want to study abilities of certain pupils or other people in a given area, we can give them a
didactial test, which would consist of items testing the abilities in question. The goal is then to
determine the qualities of the people (ability parameter) and the relative difficulty of the questions
(parameters of the questions) on the basis of the answers. Further we estimate how would a pupil,
who have passed just one part of the test (assuming we have the item parameters of the whole
test), would perform in the rest of the test. This is the research area of the Item Reponse Theory
(IRT). In the introductory section the reasons are given for why we should use the IRT rather
than the classical test theory for evaluating didactical test results, althought it’s not regulary
done in our country. The dichotomous Rasch model, which is one of the main IRT models, is
described in detail. First the model is derived and then its main features presented. For the case
of Rasch models we also demonstrate the most used methods of estimation of the ability and
difficulty parameters. In the conclusion a possible continuation of the work is drafted.
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Abstrakt

Pokud chceme zjistit, jak schopni jsou néjaci zaci ¢i jiné osoby, muzeme jim zadat didakticky test,
ktery bude sestaven z otazek testujicich danou schopnost. Cilem pak je, na zakladé odpovédi zakua
¢l jinych osob, odhadnout jejich schopnost (parametr schopnosti) a vlastnosti otdzek (parametry
otézek) v testu. Ddle predpoviddme, jak by zdk, kterému jsme zadali jen nékolik otdzek v testu
(méjme pro néj zjistény parametry otézek), odpovidal na zbylé otdzky v testu. Touto problema-
tikou se zabyvé teorie odpovédi na polozky (zkratka TOP, anglicky ekvivalent je “Item Response
Theory”). V tvodu diplomové prace jsou popsany duvody, proé¢ je k vyhodnocovéani didaktickych
testu lepsi vyuzivat modely u nds méalo pouzivané teorie odpovédi na polozky nez klasickou teorii
testi. Podrobné je popsan Raschuv model pro dichtomickou veli¢inu, coz je jeden z hlavnich
modelu TOP. Nejprve je ukdzano jeho odvozeni a nésledné jsou uvedeny jeho zakladni vlastnosti.
Na Raschovych modelech pro dichotomickou veli¢inu jsou ukazany nejpouzivanéjsi metody od-
hadu parametru obtiznosti otdzek v didaktickém testu a parametru schopnosti zkouseného, které
pouziva TOP. V zavér je naznaceno, jak by Slo na tuto préci navazat a prozkoumat tak i jiné
modely TOP.

Klicova slova: Raschuv model pro dichotomickou veli¢inu, charakteristickd kiivka polozky, parametr
obtiznosti polozky, parametr schopnosti.



Kapitola 1

Uvod

Predpokladejme, Ze Clovek m4 jisté vlastnosti (napf. IQ, aritmetické schopnosti, étenafské
dovednosti atd.), které nejsou pfimo méFitelné, navenek se zcela projevujici. Tyto vlast-
nosti nazveme latentnimi vlastnostmi. Déile pfedpoklddejme, Ze latentni viastnosti miZeme
odvodit z odpovédi na dobfe zvoleny soubor otdzek, tj. latentni vlastnosti lze odvodit na
zékladé dobfe sestavenych didaktickych testd. (Testem v této praci nebude mySlen statis-
ticky test, pokud to nebude explicitné napsano. Testem bude myS$len didakticky test, ¢i

jiny test o k otdzkach, ktery je uréen ke zjisténi latentni vlastnosti dotazovanych Zaki.)

V obdobi mezi roky 1940 a 1980 byla velmi roz$ifend tzv. klasické teorie testd (zkratka
KTT), ktera byla zaloZena na myslence rozkladu testového skére na pravdivé skére a chybu.
Postupné se viak stavala stale rosifenéjsi teorie odpovédi na polozku (zkratka TOP), kterd

umoznila zvysit kvalitu testovéni.

(V tomto odstavci uvedeme nékteré myslenky z [6].) Blahu§ P. ve svém &lanku upozorituje,
Ze sice mnohé z principt klasické teorie testl jsou platné, ale "béZné psychologicka praxe
v tuzemskych podminkéch potdd setrvava ponékud strnule u jeho nékterjch korelacnich a
regresnich metod vyvinutych témér pied sto lety.” V praxi se dle néj u nds maélo pracuje s
modely teorie odpovédi na poloZky. Pfitom tato teorie a dal$i moderni teorie testii umoznuji
plnit na vysSi-rovni hlavni praktické a klinické cile nejen psychometrie: byt teoretickym
a interdisciplindrnim néastrojem pro vytvafeni kvalitnich diagnostickjch metod.” Casto
se v praxi charakterizuji vlastnosti testu pomoci statistickych ukazateli a pak se mezi
nimi zkoumaji matematické vztahy. Napf. validita testu X vzhledem k cilovému kritériu

Y se béZzné méfi pomoci absolutni hodnoty korelaniho koeficientu rxy. Dilezité vsak je

&
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"prakticky pisobit na nékteré ovlivnitelné vlastnosti a tim zménit jiné, cflové vlastnosti
testu.” Je proto napf. diileZité sledovat u otazek jejich obtiZnost. Vidime-li, %e test je

pro danou populaci pfili§ obtiZny, ¢i naopak pfili§ snadny, nemé témé¥ Zadnou rozlisovaci

schopnost, a proto ani validitu k jakémukoli iéelu.

Teorie odpovédi na polozku explicitné modeluje odpovéd subjektu na tirovni polozky, za- ¢
timco klasické modely testu kladou diraz na odpovédi na trovni skére testu. TOP se tedy
explicitné zabyva charakteristikou jednotlivych poloZek a zkouma napf. jejich obtiZnost.

Malo ¢&i prili§ obtizné otdzky lze pak z analyzy vyfadit a zvysit tak validitu testu.

Dalsim a pravdépodobné tim nejpodstatnéjsim rozdilem mezi klasickou teorii testii a teorii
odpovédi na polozku je to, Ze zatimco v KTT existuje tzv. » circular dependency” - tj.
odhad obtiZnosti polozky zavisi na mife znalosti subjektu a obricené odhady miry znalosti
subjektu zavisi na obtiZnosti polozek, v TOP mohou byt tyto odhady vzijemng& nezévislé

- viz podkapitola 2.3.

Abychom vsak klasickou teorii testii pouze nekritizovali, uvedme jeji pfednosti pfed teo-
rii odpovédi na polozku. KTT se pouZivd s pomérné dobrymi vysledky pfi zpracovani u
nas béZné aplikovanych testl typu multiple-choice na relativné velmi malych souborech,

zatimco TOP se vice pouZiva na soubory o tisicich testovanych subjekti.

Zaméfme se nyni vice na teorii odpovédi na poloZku. Jeji hlavni my$lenka spoéiva v tom, ?
ze pravdépodobnost odpovédi osoby na polozku v testu miZe byt (idedlné) popséna funkci
latentnich vlastnosti osoby a nékolika parametri charakterizujici danou poloZku. Tato
pravdépodobnost je pro kazdou polozku nazvdna charakteristickd k¥ivka poloZzky (ang-
licky ekvivalent je item characteristic curve, zkratka ICC). Popisu této k¥ivky je vénovana
podkapitola 2.3.

Jednou z hlavnich linii TOP pifedstavuji Raschovy modely. Tato prace je zam&fena na
dichotomické Rachovy modely, v nichZ jsou odpovédi na jednotlivé polozky v testu ské-
rovany bud 1 (spravnd odpovéd) nebo 0 (nespravnd odpovéd). Druhd forma Rachovych
modeli jsou polytomické Rachovy modely, které jsou zaméfeny na vice nez dvé kategorie
odpovédi. Existuji i jiné modely TOP s vice obecné&j$imi pfedpoklady neZ maji Raschovy
modely (pfedpoklady Rachovych modeld - viz podkapitola 2.1), a proto je lze lépe uZit
na jiz existujici testy. Na druhou stranu se u nich néro¢néji odhaduji parametry a hire

interpretuji vysledky.

V ptipadé dichotomickych Raschovych modelli je charakteristickd kfivka polozky v testu
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funkei parametru schopnosti za pevnych parametrii charaktrizujicich vlastnosti této po-
lozky. Popisuje, s jakou pravd&podobnosti odpovi testovani s uréitym parametrem schop-
nosti 8 na polozku spravné. V TOP vSak existuji dva moZné pohledy na interpretaci této

pravdépodobnosti v dané hodnoté latentni vlastnosti 6 p¥i dané obtiznosti polozky £:

1. Z hlediska jednoho testovaného subjektu - pravdépodobnost popisuje, s jakou prav-
dépodobnosti odpovi dané osoba s latentni vlastnosti # na danou otazku s obtiZnosti
B spravné. Jako ptiklad vezméme p = 0, 6. Teoreticky: osobé bychom ”vymyli” mo-
zek pokazdé, kdyZz odpovi na otdzku. Pak by platilo, Ze v Sedesati procentech odpovi

spravné a ve Ctyficeti procentech chybné.

2. Z hlediska ndhodného vybéru testovan}"fch subjektu - pravdépodobnost popisuje pocet
osob, které spravné odpovi na otazku s obtiznosti # ku poétu vech osob odpovida-

jicich na tuto otazku a majicich stejnou latentni droveti vlastnosti 6.

Ani autofi v rdmci jedné knihy tykajici se TOP se neshoduji na pravé jedné z téchto

interpretaci.

S ¢im se musime vypofadat, kdyZ chceme vysledek didaktického testu zobecnit? Pokusme
se néjakym testem zjistit, zda jsou chlapci lepsi &tenéfi nez divky. Necht vysledky méfeni
ukazuji, Ze divky jsou lepsi ¢tendfi neZ chlapci. Tento vysledek miiZeme zobecnit, jestliZe

zlstava platny:

1. pro méfeni stejnych déti stejnym testem v jiny den (lze t&Zko ovéfit, déti si odpovédi

pamatuji, coz zkresluje vysledek);
2. pro jiné chlapce a divky ze stejné populace;
3. pro jiné otazky méFici Ctenarskou schopnost.

Vybér osob a vybér otdzek jsou dva zdroje nidhodnosti, se kterymi se musime pfi zobec-
flovani vyrovnat. Teorie odpovédi na polozky nabizi lep$i moZnosti zobectiovani vysledkt
na jiné osoby ze stejné populace testovanych jedinct neZ klasickd teorie testd, ktera vice
zavisi na slozeni skupiny pravé testovanych jedincti.

Teorie odpovédi na polozku se v kruzich ¢eskych pedagogh ani psychologli moc nepéstuje.
Divodem miize byt, ze TOP je pro nematematika pfili§ obtiZna. Pravé témto uzivatelim

je vénovéana podkapitola 2.3.



Kapitola 2
Odvozeni Raschova modelu

Tato kapitola bude vénovana odvozeni dichotomického Raschova modelu (zkratka DRM).
Na zékladé podobné mysSlenky se odvozuji i polytomické Raschovy modely, které jsou

zobecnénim dichotomickych Raschovych modelt.

Nejprve se zamyslime, jak DRM vysvétluji vyskyt dichotomicky skérovanych odpovédi

(odpovédi skérované 0 nebo 1) n osob na k otdzek zaznamenanych v datové matici x typu

n X k.
Mé&jme n zkouSenjych osob (testovanych subjektl), oznaéme je Si, Ss,. .., Sp. Déile m&jme
k otdzek (polozek) v testu, méfici stejnou latentni vlastnost 6, oznaéme je I, Ip,..., I.

Pfedpokladejme, Ze kazda osoba S, ma sviij parametr 6, oznacujici jeji uroven latentni
vlastnosti. Déle pfedpoklidejme, Ze kazda otdzka I; méa sviij parametr §; oznadujici jeji
obtiznost. Necht § = (61,6,,...,60,) oznafuje n-rozmérny vektor latentnich vlastnostni
osob S1,83,...,5, a 8 = (B1,B2,-..,0k) oznaCuje k-rozmérny vektor obtiZnosti otézek
I, I, ..., Ix. Odpovéd v-té osoby na i-tou otdzku oznalme z,;, pfifem? z,; = 1, pokud
osoba odpovi spravné a z,; = 0, pokud osoba odpovi chybné. VSechny odpovédi n osob na
k otazek zaznamenejme do matice x,xk. Pravdépodobnost kazdého prvku této matice je v
Raschovych modelech uréena nésledovné (X,; oznatuje ndhodnou veliéinu, z,; pozorovanou

hodnotu):
odnotu) explz,i(6, — Bi)]
1+ ezpl(6, — B)]

Abychom vyjadfili pravdépodobnost celé matice Xpxk s prvky X, (ZTnxk mé prvky z.:)

P(Xui = Iuileuaﬁi) = (21)

ufinme nasledujici pfedpoklady nezavislosti:
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1. Vektory odpovédi i-té a j-té osoby jsou nezdvislé pro v8echna i # j, 4,7 =1,2,...n.
V praxi mlze byt tento pfedpoklad porusen tim, Ze jeden dotazovany zna odpovédi
jiného dotazovaného. Uéilime pfedpoklad, Ze mame nejen ndhodny vybér osob, ale i

vektorii odpovédi.

v

2. Vezméme v tvahu odpovédi jedné osoby na k otazek, které vSechny méfi latentni
vlastnost 8. Necht jsou odpovédi na vSechny otdzky jedné osoby za podminky 6 na
sobé nezédvislé. Tj., veskerd zavislost mezi odpovédmi jedné osoby lze vysvétlit pouze
a jen pritomnosti §. Tento pfedpoklad se obvykle nazyva lokalni nezévislost. V jistém
smyslu maji byt tedy otézky homogenni (mé&it stejnou latentni vlastnost) a zéroveii

heterogenni (nemaji nic vice spoleéného nez latentni vlastnost).

Za téchto pfedpokladt vyjadfeme pravdépodobnost, Ze matice X, «x je rovna pozorovanym

hodnotdm x, i nasledovné:

n k
P(Xnxk = Xnxk|0,8) = H H exp[xl/i(au - ,81)]

oo L+ expl(6, — B)] (2.2)

Nyni popidme vyhodu Raschovych modeld v rdmci modela teorie odpovédi na polozku.
Raschovy modely vychézi z pfedpokladu, Ze pocet spravnych odpovédi osoby S, je su-
ficientni statistikou pro jeji nezndmy parametr latentni vlastnosti 8, a podéet sprévnych
odpovédi osob na otdzku I; je suficientni statistikou pro jeji obtiZnost §;. Toto znamena,
7e v obou pfipadech ziskdme hodnoty, které obsahuji veSkerou statistickou informaci o

parametrech. Je to zdroveil dileZité pfi odhadovani parametrt.

Na zakladé technického predpokladu lokalni nezavislosti a fadkového skére R, (R, ozna-
¢uje soucdet prvkl v v-tém Fadkd matice X, xi) jako suficientni statistiky pro 6, odvodime
v nasledujici pokapitole 2.1 jednorozmérny (zkoumame jen jednu latentni vlastnost) dicho-

tomicky Raschliv model.

2.1 Odvozeni z predpokladu suficience

Oznac¢me si v ivodu této podkapitoly parametr latentnich vlastnosti jako &, obtiZnost ¢-té
otézky jako 6; a charakteristickou kfivku polozky (zkratka ICC) 7 jako g;(£). Dosud jsme

nefesili, na jaké skale (stupnici) jsou € a §; méfeny. Kdykoli mohou byt tyto parametry
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zménény monoténni transformaci (napf. je miZeme mé¥it na logaritmické skéle), coz vede
ke zmé&né tvaru ICC. Necht i = 1,2,..., k. Model s charakteristickymi k¥fivkami polozky ve
tvaru g;(§) nazveme ekvivalentnim s modelem s charakteristickymi k¥ivkami f;(6), v ném#
je parametr latentnich vlastnosti oznacen 8 a obtiZnost i-té polozky oznacCena (3;, jestlize
budou existovat takové ryze monoténni transformace (funkce) 6 = ¢(§) a B = ¥(&),
ze g;(€) = fi(6). V nésledujici vété 1 bude ukézino, Ze 8 a f; vystupuji ve funkci f ve
tvaru rozdilu, coz bude implikovat, jak ukdZeme v lemmatu 2, Ze 6 a § jsou méfeny na
intervalovych $kalach. Stru¢nd charakteristika zdkladnich typa $kdl tak, jak jsou uvadény

v literatufe (napf. [9]), nésleduje za lemmatem 2.

Véta 1
Necht jsou splnény ndsledujici pfedpoklady:

1. charakteristické kiivky poloZek ¢;(€) jsou spojité ryze rostouct funkce & pro vSechny
Ii;
2. dolni limita g;(§) je lime._oo gi(€) = 0 a hornt limita g;(§) je lime .o g:(§) = 1;

3. ”lokdini nezdvislost” viech odpovédi, tj. za podminky testu o k otdzkdch plati, Ze

k
PXn =20, X02 = Tug,.. ., Xpp = xuk) = H[gi(gu)]zw[l - gi(fu)]l—-zyi;

=1
4. za podminky testu o k otdzkdch je statistika R, = % | X,; suficientni statistikou pro

€,

pak plati, Ze model teorie odpovédi na polozku je ekvivalentni s Raschovym modelem s

charakteristickymi kitvkami poloZek:

o) = 72202 )

T 1+exp(d - B) 23)

Pozndmka: Pfedpoklad 4 je kli¢ovym pfedpokladem.

Dukaz:

Pro ptehledngjsi zapis odstrafiime index v. Ndhodny vektor odpovédi oznaéme X = (X, Xo, . ..

pozorovany vektor odpovédi oznaime x = (23, T3, . ., Zk). (V celém textu nebudeme uzivat

L o T .. . (.
oznaCovani vektoru zplsobem: (z,%s,...,Zk) , tj. nebudeme oznafovat transponovani.)

,Xk)1
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Vzhledem k tomu, Ze R je suficientni statistika pro € a r je pozorovana hodnota suficientni

statistiky R, pak dle definice suficientni statistiky uvedené v [4] pfi daném & plati, Ze:

_ _y L PX=x5X)=r)  p(r,ax)  _
P =xisx)=r) = LE=XS@ 1) poluld
{x:8(x)=r}
prné)ex) __ ax)
PrOa > 4w 24
{x:5(x)=r} {x:8(x)=r}

kde p(r,€) a ¢(x) jsou nezdporné funkce. 2.4 plati, je-li P(S(X) = r) > 0. Déle 2.4 plati,
je-li S(X) = r, jinak je P(X = x|S(X) = ) rovna nule. PodrZme tyto dvé podminky v
paméti a ve zbytku prace ji neuvidéjme.

Podminéné rozdéleni vektoru X pfi zndmé hodnoté postadujici statistiky S(X) = r tedy

nezévisi na &, je zavislé pouze na x. Plati (£ je danéd hodnota):

P(X = x|S(X) = 1) = FJ(%%% ~ (). (2.5)

Necht k& > 2 a poloZka I; je jakdkoli polozka s indexem 2 < ¢ < k. Definujme:

x jako vektor odpovédi s fadkovym skérem r, pro néjz plati, Ze z; = 1, z; = 0;

x4 jako vektor x, v ném? chybi prvni a i-t4 slozka, tj. (Ta,...,Ti 1, Tit1,- - -, Tk), kde
k> 2

y jako vektor odpovédi s fadkovym skérem 7, pro néjz plati, Ze y; = 0, y; = 1 a v ostatnich
pfipadech y; = zy;

y19 jako vektor y, v némz chybi 1-ni a i-t4 slozka, tj. (v2, . - ., Yie1, Yit1, - - - » Yk), kde k > 2;
Vzhledem k predpokladiim plati (misto X = x piSme x, misto S(X) = r piSme 7):

P(x|€) = P(x"91€)g1(O)[1 — g:(8)). (2.6)

Jestlize k = 2, pak P(x()|¢) := 1 (z := y znamena v celém textu, ¥e y vloZime do z).

Dosadime-li 2.6 do 2.5 dostaneme:

P(XIT) — P(X(l’l)lg)gl(f)[l - gl(&)]

o = ¢(x). (2.7)

Podobné pro vektor y plati:
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Plylr) = PE2ON = 0:(©)la(©)

= c(y). 2.8
Délime-li pravdépodobnost 2.7 pravdépodobnosti 2.8 dostaneme:
P(X(l'l:)lf)gl(é)[l " g’t(g)] — C(X) (2 9)
Py — g1(§)]g:(6)  c(y)
Vzhledem k definici (%) = y(149) plati
P(x91g) = P(y™[¢). (2.10)
Dosadime-li 2.10 do 2.9 dostaneme:
91(6)[1 _gi(é)] — C(X) = di(x). (211)

[1-g:1(©)]a(€)  cly)

Prozatim jsme nic nepfedpoklddali o 8kale latentni vlastnosti £. Pomoci vhodné ryze mo-
noténni transformace £ — 6§ vyjadiime prozatim nespecifikovanou charakteristickou kfivku

polozky g;(€) ve tvaru

£1(6) = _exp(6)

1+ exp(8) (212)
Dosadme do 2.11 za g1(£) a ¢:(§) postupné f1(8) a f;(6).
T2O-(1- f:0)) (1 — f(8))exp(8)
1+ezp(6) — 7 P _ di 213
(1— Z22)7.0) 0 () (213)

Provedme transformaci §; = In(d;(x)). Je zfejmé, Ze §; zévisi pouze a jen na vektoru x.

Vyuzijme této transformace a pokrafujme v Upravach 2.13:

fi(@)[exp(6) + exp(B:)] = exp(6)
o exp(6)
KO = Zpi) + exp(B)
£(6) ezpl(6 — ) (2.14)

1+ ezp(d — G;)
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Libovolny model spliiujici pfedpoklady véty 1 miZe byt transformovan do Raschova modelu

s parametry otdzek 5y =0 a [; proi = 1,...,k. Timto médme vétu dokzanou.

Sodd

Motivace k nasledujicimu lemmatu 1:

Jestlize R = Z?:l X; je suficientni statistika pro test s otdzkami I, I,...,Ix, pak i R' =
Y51 X; je suficientni statistika pro test s otdzkami Iy, I, . .., Ir_;. Tento z4vér je intuitivni,
protoze jedina cesta, jak vstupuje informace o otdzkach I, Io,...,Ix_; do R= R + X} je

skrz R'. Formalni diikaz suficience R’ by byl bez pouZiti véty 1 netrivialni.

Lemma 1

Necht plati piedpoklady 1., 2., 3. véty 1. Jestlize je v testu Iy, Io,..., I} Tddkové skore
R= E{;l X suficientni statisttkou pro §, pak Rs = 3 1,c5 X; je suficientni statistikou pro
€ v testu S, kde S oznacuje neprdazdnou podmnoZinu otdzek I, I, ..., Ix.

Dikaz:

(Oznaéme X' = (X, Xa, ..., Xk-1), X' = (z1,22,...,%k-1), R = Ek 1X ar = Zk 1 Ti.)
Budeme chtit dokdzat, ze P(X' = x'|R’ = r') je nezdvisld na §. Pak bude platit, ze v’
je suficientni statistikou pro € v testu Iy, I,...,I;_;. Po provedeni tohoto diikazu bude

zjevné, proC je podminénd pravdépodobnost nezéavisla na £ i v libovolném testu S.

Necht x je pozorovany vektor odpovédi v testu I, I, . . . , I se skérem r. Necht z je libovolny
vektor odpovédi se stejnym skérem, tj. se skérem 7. ProtoZe R je suficientni statistika,
plati nédsledujici (stejné jako v dukazu véty 1 budeme v celém nésledujicim textu znadit
P(X =x|R =) jako P(x|r) a P(X' =x'|R =7) jako P(xX'|*")):

i

H g (§)(1 - gz(g))l z‘ (1 —g,(&))(l (5))

Px|r) = = 1 = =
;gg O -g() ™ ?El( - 6:(6))(:255)"
EIGI PAlG
- —=L = =L = ¢(x), (2.15)
Sr LA T AN

kde 7 = [T5,(1 — g:(€)) a hs(€) = T%;(%. Déle ozna¢me

¥e (h1(€), ha(8), .- m@%ZHM@ (2.16)

z =1
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Tato funkce je nazyvéna v [7] elementdrni symetrickou funkci. Déle se s ni setkdme v

podkapitole 3.2 pfi odvozovani odhadu parametrii obtiZnosti otazek v testu.

Z215a 2.16 vyplyva, Ze

k
I1A5(6) = c(x) ¥ (ha(€), ha(§), - - -, hk(£))- (2.17)
i=1
Vezméme jiny vektor odpovédi y s fadkovym skérem r v testu I, ls,...,I;. Vztah 2.17
plati zfejmeé i pro y, tj.
k .
L1 A (€) = c(¥)1r(ha(€), ha(€), - - -, A (€))- (2.18)
=1

Podélme vztah 2.18 vztahem 2.17, pak dostavame:

0O o)
JIEAGERG

(2.19)

Polozme z; = y; = 1; ; = y; = 0 a v ostatnich pfipadech z; = y;. Necht je fddkové skére
téchto vektorti rovno r. Po dosazeni téchto vektord do vztahu 2.19, ktery plati pro vSechny

vektory odpovédi s fadkovym skérem r, dostavame

h;(€) c(y)
m© e
Timto jsme si ptipravili piidu pro dikaz, ze P(x'|r') je nezévisla na &, (necht 2’ = (21, 23, . . ., 2k—1)

je libovolny vektor odpovédi s fadkovym skérem 7'):

l

TE0-g@)'™  TreE
, _

> I g )(1—gi(£>)1‘x* > n hE ()

1=} 2z i=1

T Gem©®  A© T )

£ @eom©)* WO T &6

2.20,d;=1

2z =1
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I
(), B, A ) (2.21)

coz je funkce pouze a jen x.

Je zfejmé, ze diikaz plati pro jiné subtesty délky k — 1 stejné jako pro testy délky k — 2
atd. Timto je lemma 1 dokédzéno.

hodd

Ve vét€ 1 jsme dosli k zavéru, Ze jakykoli model spliiujici pfedpoklady této véty, mtiZe
byt transformovan do Raschova modelu. V charakteristickych kiivkich poloZek vystupuji
pravé v Raschov€ modelu parametry 6 a 8 v podobé rozdilu (8 — §). Pfedpoklddejme, Ze

bychom se hned od poc¢atku rozhodli pfidat nésledujici pfedpoklad.

Predpoklad 5.: Necht existuje systém otdzek s charakteristickymi k¥ivkami poloZek ve tvaru
f(6—p5) proV8 € R aVg € R, kde  je obtiznost polozky. Funkce f(z) je spojitd, rostouci
funkce f : R — (0,1).

Motivace k lemmatu 2: Jakd je pak obecnd tfida transformaci mé¥itka 6 a (3, kterd by vyho-

vovala tomu, Ze by po ni vystupovali transformované parametry 6 a 3 v charakteristickych

kiivkach polozek v podobé rozdilu?

Lemma 2

Necht pravdépodobnosti P(+|6,8) = f(8 — B) jsou pevné ddny pro V8 € R a VB € R.
Pak z predpokladu 5. vypljvd, e viechny transforamce 6 o f lze zapsat ve tvaru af + by a
a3+ by, kdea > 0,b, € R aby, € R.(Tj. 6 a 8 jsou méfené na intervalovich kdldch se

spoleénou jednotkou mérend.)

Dukaz:
Predpokladejme model s charakteristickymi kiivkami ve tvaru f(6 — ). Z toho vyplyva,
ze P(+|6,0) je pevné dana proVf € r a V3 € R.

Domnivejme se, Ze existuje jiné vyjadieni P(+]6, ) s novymi transformovanymi parametry
k(6) a l(8) ve tvaru m(k(8) — l[(3)), pro né&jZ plati

m(k(6) - 1(3)) = f(6 = B) V9 € R,V6 €R, (2.22)



KAPITOLA 2. ODVOZENI RASCHOVA MODELU 15

kde k(8) a I(B) jsou spojité rostouci transformace méfitka 6 a B a m(z) je definovina
vztahem 2.22. Vime tedy, Ze m(z) je ryze monoténni, a proto k ni existuje inverzni funkce,
¢ehoz vyuzijeme:

k(6) = 1(8) =m0 f(6 - B), ' (2.23)

kde symbol o znamend sklddani funkci. PoloZzme § = 0, pak fipravou 2.23 dostavame:

k(6 = m o f(8)+1(0)
k(6) h(8) + lo, (2.24)

fI

kde h =m0 f a ly = 1(0). Podobné poloZme 6 = 0, pak tpravou 2.23 dostavame:

1(B)
ey

—m~" o f(=B8) + k(0)
—h(=B) + ko, (2.25)

It

kde ko = £(0). PoloZme 6 = 0 a zaroveni # = 0, pak tpravou 2.23 dostavame:

k‘o - lo = ho, (226)

kde hg = h(0). Dosadme 2.24 a 2.25 do 2.23 a zdroveii vyuZijme vztahu 2.26, pak dostavame:

R(8) + 1o+ h(—=B) —ko = h(6—P)
h(8) — ho+ h(=8) —ho = h(0— ) — ho. (2.27)
Polozme pro zjednodu$eni s := 6, t := —f3 a h*(z) := h(z) — hg, dosazenim do 2.27

dostavame:

h*(s) + h*(t) = h*(s +1) (2.28)
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Dostali jsme funkciondlni rovnici, kterd mé dle [1] obecné feSeni ve tvaru

h* =ax a>0, (2.29)

pfiCemz a > 0, protoZe h je rostouci funkce (vznikla sloZenim dvou rostoucich funkei). Pro
funkci tedy h(z) plati

h(z) = az + hy. (2.30)

Konec¢né, transformaéni funkce k(6) a {(3) dostaneme dosazenim 2.30 do 2.24 a 2.25:

k(9) = ab+ho+lp=a0+b (2.31)
l(ﬂ) = (J,ﬂ - ho + ko = aﬁ + bz. (232)

Vidime, Ze vSechny pfipustné transformace stupnic, na nichZ méfime 6 a 3, jsou ve tvaru
ab+baaf+by,kdea>0,ho+lg=0 € Ra—hy+ky=by € R. Timto jsme dokdzali

lemma 2.

dodd

Zjistili jsme, Ze pro modely spliiujici pfedpoklady 1. aZ 4. véty 1 plati, Ze 6 a § jsou mé&feny

na intervalovych skalach se spole¢nou méfici jednotkou.

Jaké typy Skal jeSté zname a jaké z nich jsou nejpFesné&jsi? V knize [9] jsou uvedeny

¢tyTi zakladni irovné méfeni:

1. nomindlni méfeni
Neéktefi autofi nepovazuji nominalni méfeni za méfeni, ale hovofi spise o kategorizaci.
V tomto pfipadé se data roztfidi do vzajemné se vyluCujicich kategorii. KaZzdy prvek

vvvvvv

na dvé kategorie.

2. pofadové (ordindlni) méfeni
V fadé ptipadl nedokdzeme v pedagogickém vyzkumu zméfit pfesné hodnoty. Napf.

se jednozna¢né nepodafi zméfit pili Zakd, jejich snahu atd. LepS$im FeSenim pak je
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porovnat snahu Z4ka s ostatnimi zaky. Zaci se sefadi podle kritéria a na tomto zdkladu
je jim pfidéleno pofadi. Lze stanovit pofadovy vztah, tj. jev B je mensi nez jev C,

ale vétsi nez jev A. Nevime vSak, jak velky je interval mezi jevy A,B a B,C.

3. intervalové méfeni
Tento typ méfeni pfedstavuje jiz typ metrického méfeni, lze stanovit (zméfit), o kolik
je A lepSi nez B, lze zmé¥it jejich vzdalenost. Tento zpisob méfeni neméa nulovy bod.
Nula v8ak miiZe byt stanovena vyzkumnikem. Napf. u schopnosti lze té€zko stanovit
nulovou schopnost, kazdy ¢lovék je néjak échopny. ProtoZe se jedné o metrické mérent,
1ze ¢&isla ziskand timto typem méfeni mezi sebou séitat a odéitat, nikoliv vSak nasobit
a délit. Nelze Fici, Ze n&kdo je "dvakrat schopnéjsi nez nékdo jiny”. Pfipojme typovy
piiklad intervalového méfeni - méfeni teploty. P¥i méfeni ve stupnici Celsiové bychom
mohli jeden den naméfit 10 stupii@i, ve stupnici Fahrenheita 50 stupifid. Dalsi den
bychom mohli ve stupnici Celsiové naméfit 20 stupiii, ve stupnici Fahrenheita 68
stupiil. Zatimco teplota na stupnici Celsiové byla druhy den dvakrat vétsi nez prvni

den, ve stupnici Fahrenheita tomu rozhodné tak neni.

4. pomérové méteni
Tento typ méfeni je ze v8ech uvedenych méfeni nejpfesnéjsi. Naméfené hodnoty jsou
ukazatelem mnoZstvi, miry vlastnosti. Patfi sem napf. méfeni vysky, véhy, elektric-
kého proudu atd. Hodnoty, které ziskdme timto typem méfeni lze mezi sebou nasobit
a délit.

Pomérové méfeni je sice nejpfesnéjsi, ale ve spoleCenskych védach ho lze vyuzit jen velmi
maélo. Parametry naSeho modelu lze méfit na intervalovych skalach, coz odpovida pomérné

velké kvalité méfeni.
PouZijeme-li pfedpokladi 1. az 5. ziskdme rodinu Raschovych modeld ve tvaru:

_ expla(f, — B;) +b]
P18, 1) = = czplalls — A+ ) (2.33)

kde a > 0 a b := b; — by je prvkem R. Interpretace parametrii je nasledujici (podrobnéji v
podkapitole 2.3):

a ... diskrimina&ni parametr viech otazek, ktery rozhoduje o tom, jak dob¥e rozlisuji otdzky
mezi horsimi a lep§imi studenty;

b... definuje vztah mezi poCatky (- a 6- skdly. Je zfejmé, Ze libovolny posun 6- Skaly muize
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byt kompenzovan posunem [- $kdly a naopak, tj. b mlZe byt rovno nule. Kdybychom
dosadili do 2.33 prévé hodnotu b = 0, dostali bychom model, ktery je v literatufe (napf. v
(5], {7] a [12]) znadm jako dvouparametricky logisticky model.

Predchazejici tivahy shriime do nésledujici véty 2.

Véta 2
Predpoklady 3. a 4. ve vété 1 a predpoklad 5. implikuji, Ze model je Raschiv model a para-
metry 8 a B jsou jedineéné aZ na kladné linedrni transformace se spoleénou multiplikativni

konstantou, tj. maji vlastnosti intervalovych $kdl se spoleénou jednotkou mérent.

Poznamka: Pfedpoklad 5. zahrnuje pfedpoklady 1. a 2. ve vété 1.

Dikaz:
Vyplyva z pfedchazejicich Gvah.

dodod

Motivace k nasledujicimu lemmatu 3.: Pfedpoklad 5. je obecné velmi silny, ”potfebuje”
systém otdzek s charakteristickymi k¥ivkami ve tvaru f(# — 8) pro V6 € R a V3 € R.
Pokusme se tento pfedpoklad zeslabit a uvazujme systém, ktery se sklddd z konecného
po¢tu otdzek. Vysledek o vlastnostech kil 6 a § pak bude nepatrné oslaben, avsak z
praktického hlediska nemé téméf Zadny vyznam. Pro tplnost odvozeni Rachovych modeld

a jeho vlastnosti si tento vysledek-budeme presné formulovat a dokazovat.

Predpoklad 6.: Nechf je systém otdzek sloZen z konefného poltu otdzek k& > 3, které
maji charakteristické kfivky polozek ve tvaru f(§ — ;) pro V6 € R a i = 1,2,...,k,
f R — (0,1) je spojitd rostouci funkce.

Lemma 3
Nechf plati predpoklad 6..

1. Jestlize viechny koeficienty gj—fﬁi (B: # B; a By # Py) jsou raciondlni cisla, pak
ve vSech bodech Qi = 0; + An plati, Ze § jsou jedineéné aZ na kladné linedrni
transformace. Ve vsech bodech mezi Qi jsou 0 jedinecné aZ na spojité, ryze mo-
notdnni transformace. Body Qi;x = B; + An jsou definovdny pro n = 0,1,..., ddle
W5h,p,qg=1,2,...,k, 1% j # p+#q. A je nejuétsi rediné ¢islo spliugici B;—fB; = wyl,
kde w;; € Z.
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2. Jestlize mdme alespori tii otdzky I;, I;, I; takové, Ze %}_lg; ( Bi < B; < Bi) jsou iraci-

ondlni éisla, pak 0-skdla je intervalovd skdla.

Dikaz: -
Funkcionalni rovnici 2.22 pfepidme pro pfipad konetného podtu otdzek I, lo, ...,k s pev-
nymi parametry obtiznosti g1, 5, . .., Bk do tvaru

m(k(8) — b)) = f(6 — B) VoeR i=1,2,...,k, (2.34)

kde b; jsou konstanty. Zaméfime se na hleddni k(6). Nejprve viak odvodime vlastnost

funkce h(z), ktera stejn& jako v lemmatu 2 je rovna sloZeni funkci m~! a f, tj. (upravime
2.34):

k@) = m™of(6-4)+b VWeR i=1,2...k
h(6 — Gi) + b VoeR i=12,... k. (2.35)

a3
—

D
~—

i

Pro libovolny par otézek I;, I;, s obtiznostmi f3; # (; diky 2.35 plati (budeme uvaZovat
V8 € R ati#j, pfifemZ 4,5 =1,2,...,k):

R(@—B:)+b; = h(6—pB;)+b,
h(6—B) = h(6—0)+ (bj - b;)
hz) = h(z—(8;— B)) + (b; — by). - (2.36)

Pokud budeme A aplikovat samu na sebe v tom smyslu, Ze y := z — (8; — §;) a dosadime

do 2.36 dostaneme:

hMy) = hly—(B; — Bi)) + (b — b)
h(z = (8; — B)) = hlz—2(8; — B)) + (b; — by)
h(z) = (b;—b) = h(z—2(8; — B)) + (b — br)

h(z) = h(z—2(8; - B:)) +2(bj — bi)

(2.37)
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Provedeme-li tento krok n-krat, dostaneme:

h(z) = h(z — n(B; — B)) + n(b; — b;) n=0,1,... (2.38)

Kdybychom vzali z := z — (; — ;) a aplikovali bychom na né&j n-krét h, stejné jako jsme

aplikovali h na y, dostaneme:
h(z) = h(z +n(B; — B;)) — n(b; — b;) n=0,1,.... (2.39)
Spojenim 2.38 a 2.39 dostavame:
h(z) = h(z — n(B; — B;)) + n(b; — b;) n € Z. (2.40)

Méjme jiny par otdzek I,, I s B, # B, vzhledem k 2.36 a 2.40 plati:

h(z) = h(z—n(8;—B;) —m(By— Bp)) +n(b;j —b;) +m(bg—by) neZ meZ (241)
2.41 lze zobecnit na tvar:

h(:t) = h(z — ani(ﬁj - 6))+ ani(bj - bl) Ny € Z (242)

i<y i<
2.42 11k, ze pokud se posuneme z bodu z o Y. n;i(B8; — B;) zvétsi se funkéni hodnota A o
1<j

> nji(b; —b;), kde nj; € Z. RozliSime dva pripady dle toho, zda je zlomek gg:—g}‘, raciondlni
i<y
¢i iracionalni ¢islo a vyuZijeme 2.42.

1. Pfedpokladejme, Ze nejprve plati:

576 q VI, Vi, I, (2.43)
)Bq - }9;;

Tvrzeni 1

Polozme A > 0 nejvétsi rediné Cislo spliiujici 5; — B; = wjiA pro vSechny pdry I, I;,

kde wj; € Z, pak nejuétsi spoleény délitel wj; je 1.

Konstrukce:

Zkonstruujme si pro ndzornost takové A a takové wj;, o kterych se hovofi ve tvrzeni:
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Necht Ay = |3, — ;| je nejmensi vzdélenost hodnot dvou obtiZnosti. Z pfedpokladu
2.43 vyplyva, ze YiVj plati, Ze B; — B; = Tjigp(Bq — Bp), piiCemiZ rj;; = 1. ProtozZe
|B; = B} > |Bq — Byl je |Tjigp| > 1. Prevedme 7;4, na zlomky se stejnym jmenovatelem
J. Maji-li ¢itatelé téchto zlomki spoleéného délitele vétsiho nez jedna, naleznéme toho
nejvétsiho z nich a oznaéme ho D. Vzhledem k tomu, Ze D je délitel i jmenovatele J

. (jeden ze zlomki je %), podélime timto D cCitatele i jmenovatele kazdého ze zlomki.
Pak uZ maji Citatelé nejvétsiho spoleného délitele 1. Tito Citatelé necht jsou wy; a
A= J—A/lf). Kdyby existovalo A* > A spliiujici pfedpoklad tvrzeni, pak A* = kA, kde
k > 1, coz implikuje, Ze wj; = 2%, Kdyby k € R — Z, pak wy; € Z. Kdyby k € Z— 1,
pak w} € Q. Kdyby k = 1, pak w}; = wj;. Tudiz Aj; = Aj;. Timto jsou A a wy
jednoznaéné zkounstruovina.

¢

V 2.42 nahradme (6; — §;) vyrazem w;; A, dostaneme:

hz) = h(z — A njiw;s) + ) njub; — bi). (2.44)

i<j i<j

Dle Scholz [10] m4 diofantovské rovnice
aniwji =1 (245)
i<j

celo¢iselné feSeni n};, jestlize wj; nemaji vétsiho spole¢ného délitele nez 1. Dle tvrzeni

"nade” wj; skuteéné nemaji vétsiho spoleéného délitele nez jedna. Dosadme 2.45 do

2.44:
h(z) = h(z — A) + d, (2.46)
kde d = ¥ nj;(b; — b;). Upravou 2.46 zjistime periodu h*(z) = h(z) — $z:
i<j
d d
h(z) — N h{z — A) — Z(z - A)
h*(z) = h*(z—-A4), (2.47)

tak¥e je zfejmé, Ze perioda h* je A. Funkce h(z) je souet h*(z) a linedrni funkce

%x. Funkce "h” vypada jako ”nekonein& mnoho stejnych obloukfi spojenych body
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(nazveme je Qi ), které leZi na pFimce se smérnici:

4 _ Ejn;i(bj—bi) _bi—b b b
A i;jn;i(ﬁj -B) Bi—B Bi—5

C =

VI I, L, 1" (2.48)

Vzhledem k tomu, Ze transformaéni funkce k(6) ma tvar 2.35, plati pro ni, Ze ve
viech bodech Qi = f; + An, n € Z, i = 1,2,...,k lze provadét pouze kladnou
line4rni transformaci, mezi body Qi je transformace libovolnd (pfedpokladé se jen
jeji ryze monoténni vlastnost). Jinymi slovy, plati zavér uvedeny v lemmatu 3 v bodu

1. Timto je bod 1 lemmatu 3 dokazén.

2. Mé&jme nejméné t¥i otdzky I;, I;, I; s B; < B; < () takové, Ze

Bi — Bi _
5=5 ER-Q. (2.49)

Dokazeme, Ze neexistuje A > 0. h je pak ve tvaru h(z) = cz + hy jako v lemmatu 2.

Definujme A(n,m). =n(B; —6:;) —m(B — B;) pron € Zam € Z. S pouZitim 2.46 a
2.48 dostavame
h(z) = h(z — A(n,m)) + cA(n,m). (2.50)

|A(n,m)]| je perioda h*(z). Neexistuje viak kratsi perioda? Pokud zjistime, Ze funkce:
My :=min{]A(n,m)|: 1< |n|< N, 1<|m|< N} (2.51)

jde k 0 pro N — oo, mame dokdzano, Ze transformadéni funkce je skuteéné pouze

linedrni funkei.

Je zifejmé, Ze My je nerostouci funkce a ze My > 0. Existuje dolni mez této funkce
inf My. Dle definice infima plati, Ze pokud zvolime libovolné &islo vétsi neZ infimum
(BUNO zvolme inf My + 107! inf My), mfZeme nalézt hodnotu My mezi inf My a
inf My + 10 !inf My. Zvolme

ng, Mo : inf My < A(ng, me) < inf My + 107! inf My (2.52)

Piedpokladejme (pro spor), ze inf My > 0. Najdeme takovou periodu, kterd je mensi

nez inf My. BUNO zvolme ng > 1 (s opagnou nerovnosti analogicky). Definujme

A= no(ﬁj - ﬂl) - [t[A(nO’m0)> (2'53)
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kde t € Z je nejvétsi takové Cislo, aby A* > 0 (¢ > 1). ProtoZe (8; — f;) je perioda a
A(ng,mg) je perioda je i A* perioda, tj. plati

h(z) = h(z F A*) £ cA*. (2.54)

Definujme p : A* = pA(ng, mo), pak pro p plati 0 < p < 1. Pro&?

e p > 0, protoze A* > 0;
e Jeli p > 1, pak A* — A(ng,mo) > 0, tj. ¢t neni nejvetsi;

e Zbyvaji dvé moznosti p=1a 0 < p < 1. Kdyby p =1, pak A* = no(B; — 6;) —
tA(ng, mg) = A(ng, mp), piitemz A(ng, mo) = no(B; — Bi) — mo(B — £;). Jinymi
slovy tng(8; — B;) — (t+ 1)mo(8 — B;) = 0, coz nelze protoze -g—l’—fg—] je iracionélni.
Tedy 0 <p< 1.

Nalezli jsme novou periodu pA(ng, mo), tj.

h(z) = h{z F pA(ng, mo)) £ cpA(ng, mp). (2.55)

Toto implikuje, Ze

h(z) h(z — pA(ng, mo) + A(ng, mp)) + cpA(ng, mo) — cA(ng, mg) =

h(z + (1 = p)A(no, mo)) — c(1 — p)A(no, ma), (2.56)

Il

i

tedy (1 — p)A(no, mp) je téz perioda.

Provedme nasledujici avahu: ode¢teme-li od A(ng,mp) &islo v&tsi nez 107! inf My
bude vzhledem k 2.52 platit, Ze se dostaneme pod &islo inf My. KdyZz pA(ng, mp) <
10~ tinf My, pak (1 — p)A(ng,mo) > (1 — 1071)inf My > 10~!inf My. Kdyz (1 —
p)A(ng, mg) < 1071 inf My, pak pA(ng, mp) > A—10"tinf My > (1-1071) inf My >
10~ inf My. Z toho vyplyva, ze bud pA(ng, mo) < inf My nebo (1 — p)A(ng, mp) <
inf My, tj. nalezli jsme periodu mensi neZ infimum, coZ je spor. Z toho vyplyvi, Ze
inf My = 0, tj. pokud N — oo tak My — 0, tj. h(z) = cz + ho. Timto je dokdzan

bod 2 v lemmatu 3.

Timto je lemma 3 dokazano.

Sodd
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Timto jsme odvodili Raschiiv model pro dichotomické veli¢iny ze suficience a popsali jeho
zékladni vlastnosti.

Modely latentni struktury byly ddleZitym krokem vpfed v klasické teorii testovani. Jejich
zékladend byla analyza skdlogramu testu ¢i Guttmanova Skala. Dalsi pokapitola je vénovéna
pravé ji, protoze obsahuje dilezité myslenky pro vznik ”dokonalejsi” teorie Raschovjch
modeld. ”Dokonalej$i” v tom smyslu, Ze se stanovuji nezavisle na sob& parametry schopnosti

subjektu a obtiZnosti tloh.

2.2 Guttmaniv model - ”predchudce” Raschova mo-

delu

Vznik Guttmanova modelu byl ovlivnén nékterymi méfenimi ze sociologickych & psycho-
logickych dotazniki, kde se sledované znaky nedaly uchopit metricky. Klasick4 teorie testti

" vyzaduje uchopovani znakd metrickym zpisobem.

Guttman vychézi z toho, Ze dana uroveii vlastnosti jedince by se méla, s pfihlédnutim k
obtiZnosti feSené tlohy, manifestovat v chovani subjektu. Tedy - na zdkladé reakce subjektu
s uréitou irovni schopnosti na rizné otazky by se mélo dat zpétné usoudit na jeho iroveii

schopnosti. Na zédkladé toho formuloval model vychazejici z téchto pfedpokladi:

1. Vychézi se z mnozZiny k dichotomickych veli¢in Xi, Xo,..., X (poloZek v testu)

schopnych méfit stejnou latentni vlastnost;

2. Kazdému testovanému pfislusi ve vztahu k latentni vlastnosti parametr s;, ktery lze

interpretovat jako ur€ity stupen latentni vlastnosti;

3. Kazda veli¢ina (polozka v testu) j je doprovazena parametrem o;, ktery lze interpre-

tovat jako troven obtiZnosti dlohy j.

S ohledem na tyto pfedpoklady formuluje Guttman sviij model: Subjekt ¢ vyfesi ulohu j
pravé tehdy, kdyz jeho parametr schopnosti s; je vétsi nez parametr obtiZnosti polozky o;,
tj.
P(XJ = 1’31') =1 S; Z 0j,
= 0 §i < 05. (257)
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Timto polozka j rozd€luje testované jedince na dv€ skupiny - ty, ktefi maji s; > o; a ty, ktefi
maji s; < o0;. Uspofadava je tak zplisobem odpovidajicimu ordinilnimu $kélovani. Je totiz
jasné, Ze pfi uZiti vice veli¢in (Gloh, polozek) bude latentni dimenze (na ni méfime latentni
vlastnost) rozdélena na vét§ podet ¢asti. KaZd4 ¢ast by pak odpovidala uritému typu
chovéani (odpovédi) zkouSeného: ti dokaZi Fesit Glohy niZSiho stupné obtiZnosti a nedokaZi

Tesit Glohy vyssitho stupné obtiZnosti.

Vysledek méfeni, tj. pfifazeni zkouSenému urcitou oblast schopnosti, zdvisi zfejmé jen na
jeho chovani a ne na chovani ostatnich zkouSenych. V tomto smyslu je vysledek méfeni

nezdvisly na souboru zkouSenych, cozZ je velice dileZity vysledek v oblasti mé&feni.

Gutmanovo méfeni je v jistém smyslu deterministické. Odpovéd subjektu na jakoukoli
polozku je zcela uréena jeho tirovni schopnosti. Néas by vSak zajimalo: zvétSi-li se parametr
schopnosti o néjakou hodnotu, o kolik pak vzroste pravdépodobnost spravné odpovédi na

ur¢itou polozku. Toto Fesi teorie odpovédi na polozky.

Guttman podpofil novy smér méfeni psychickych vlastnosti, ktery je zaloZen na bindrnich
datech a z kterého Cerpa teorie odpovédi na polozky. Na zdkladé jeho modelu si miZeme

uvédomit souvislosti mezi manifestnimi pozorovanimi a latentnimi vlastnostmi.

2.3 Vlastnosti charakteristické kiivky polozky

(V této pokapitole budeme ¢isla v intervalu oddélovat stfednikem, desetinnou éarku bu-
deme znacit jako ”,”, ve vyctu ¢isel budou éisla oddélena stfednikem.) V podkapitole 2.1
jsme se vénovali formélnimu odvozeni Raschovych modeld, které by méli vyuzivat nasi
pedagogové. Je jasné, ze pedagog nematematik se v odvozovani ztrati Gplné. Ucitelé ma-

tematici to zfejmé také po nékolika strankach vzdaji.

Chtéla bych proto tuto podkapitolu vénovat pravé pedagogické vefejnosti a teoretické za-

klady dulezité pro pochopeni této teorie sepsat co nejjednoduseji to ptijde.

Test mé méfit uréitou schopnost u lidi. Je sestaven z k otdzek mé¥icich praveé tuto schopnost.
Kazdy testovany disponuje uréitou trovni této schopnosti. Cilem vidy je, zjistit (odhad-
nout) tuto schopnost. Oznalme si v souladu s piedchozim textem parametr schopnosti
(troveti schopnosti) 6. Pro testovaného s urcitou Grovni schopnosti existuje jistd prav-
dépodobnost, %e odpovi na danou otdzku spravné. Tuto pravdépodobnost si ozname v

souladu s pfedchozim f(6). Tato pravdépodobnost ma byt mala pro testovaného s malou
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trovni schopnosti (s malym ) a velkd pro testovaného s vysokou trovni schopnosti (tj.
¢im schopnéjsi je testovany, tim spiSe odpovi na danou otézku spravné.)

Tvar této kiivky je pro kazdou otdzku jiny, coz je dano uréitymi vlastnostmi otazek, jako je
jejich obtiZnost, diskriminaéni vlastnost atd. Pravé na zikladé toho, jaké vlastnosti otdzek
bereme v Gvahu pfi charakterizovani této kfivky, rozliSujeme v toerii odpovédi na polozky

tfi zakladni modely:

1. Jednoparametricky logisticky model - p¥i popisu charakteristické kfivky polozky bere
v tivahu jeji obtiZnost. (Zndme-li jeji obtiZnost, vime jednoznacénég, jak bude tato
kiivka vypadat.)

Pro modelovani tvaru charakteristické k¥ivky polozky se uZiva logisticka funkce, ktera -

pfipomina pismeno ”S” - viz obrazek 2.1. Poprvé byla v TOP pouzita roku 1950 véd-

P(theta)

Obrazek 2.1: Typicky tvar charakteristické k¥ivky

cem Birnbauem. Logisticka funkce nahradila do té doby oblibenou distribuéni funkei
normalniho rozdéleni, protoze (jak uvidime na obrazkach 2.2, 2.3 a 2.4) parametry
polozky lze graficky dobfe interpretovat. Jak je uvedeno v [11], logistickd funkce byla
poprvé odvozena roku 1844 belgickym matematikem Verhulstem, kterj se zabyval

otézkou ristu populace a formuloval tzv. logisticky zdkon ristu - rist obyvatelstva
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Ize modelovat logistickou kfivkou. Navézal tak na pfedchozi snahy matematikt a fi-
lozoft, ktefi se zabyvali touto problematikou. Verhulst své prace nikdy nepublikoval.
O zvefejnéni jeho dila se zaslouzil statistik Quételet. Verhulstova teorie vSak upadla
na urdity ¢as v zapomenuti. Jeho préce byly ”znovuobjeveny” a7 za valky roku 1916,
kdyZ na né upozornil Francouz Mansion americké biology Lowella, Reeda a Pearla. Ti
. totiZ pfi studiu biologickych pochodil a autokatickych zdkoni objevili téZ (nezévisle
na Verhulstovi) logisticky zdkon ristu. Od té doby se Verhulstova teorie logistického
ristu stala stfedem zdjmu mnoha statistiki. V soudasné dobé je Siroce uZivana v

biologickych védach napf. k modelovani ristu rostlin a Zivo€ichd.

Polozme si otdzku: Pro¢ se charakteristické kfivky polozky 1i$i na zékladé rtznych

parametri obtiZnosti?

Situci 1ze vysvétlit slovng: Cim lehé&i bude otézka, tim spise na ni odpovi testovany s
uréitou trovni schopnosti spravné, tj. pravdépodobnost spravné odpovédi se bude s

klesajici obtiZnosti pro dané § zvySovat.
Situaci lze vysvétlit matematicky: PouZijme logistickou funkci, pomoci niZz budeme
modelovat charakteristickou kfivku polozky v jednoparametrickém modelu

1
17 exp[—(0 — B))’

- £(6) (2.58)

kde 6 je parametr schopnosti, 8 je parametr obtiZnosti, (¢ — ) se nazyva logit. Je-li

Pr < By Pak T mm) > Trem@m

Situaci lze vysvétlit graficky: Na obrdzku 2.2, vidime &ty¥i charakteristické kfivky s
parametrem obtiZnosti § = —2;0;1;2. Kfivka pro § = —2 "lezi” nad kfivkou pro
B = 0 atd. Pravé na zakladé tohoto obrazku je dobfe vidét, Ze definice parametru
obtiZnosti zni: Parametr obtiZnosti je takovd hodnota na 8kéle schopnosti, v niZ je
pravdépodobnost spravné odpovédi rovna 0,5. Matematicky lze toto ovéfit snadnym
dosazenim 6 = 3 do 2.58: mm = 1. Slovné lze situaci vysvétlit tak, Ze pokud
obtiZnost otazky je tak velkd jako jsou naSe schopnosti, tak nemtZeme Fici, jestli na

ni odpovime spiSe spravné nebo spiSe chybné - "je to tak pil na ptl”.

Poznamenejme, Ze teoreticky miize parametr 8 nabyvat hodnot z intervalu (—o0; 00),

v praxi jsou bé&zné hodnoty z intervalu (—3; 3).

2. Dvouparametricky logisticky model - pfi popisu charakteristické kfivky polozky bere
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P(thets)

Obrézek 2.2: Jednoparametricky model — charakteristickd kfivka obtiZnosti s
parametry obtiZnosti 8 = —2;0;1;2.

v tvahu jeji obtiZnost a diskrimina¢ni schopnost. Druhou jmenovanou vlastnost po-

lozky jsme zavadéli jiz v podkapitole 2.1. PopiSme ji je$t€ podrobnéji.

Charakteristické kfivky polozky se budou li§it pro rizné diskrimina¢ni parametry.

Opét bychom se mohli zeptat proc.

Situaci lze vyvétlit slovné: Intuitivné by mélo platit, Ze pokud se zvy$uje diskriminaéni
schopnost otazky, tj. jak dobfe otdzka rozliSuje mezi dobrymi a Spatnymi zdky, tim

]

"zakiivenéjsi” by funkce méla byt.

Situaci lze vysvétlit matematicky: PouZijme logistickou funkci, pomoci niZ budeme
modelovat charakteristickou k¥ivku polozky v dvouparametrickém modelu:

1
1+ ezp|—a(f — B)]’

/(6) (2.59)

kde € a B jsou definoviny u jednoparametrického modelu a « je diskriminaéni pa-
rametr. Jak jsme si vysvétlili u jednoparametrickych modeld, je vidy v bodé€ 8 =
funkéni hodnota rovna 1/2. Derivace kfivky se li§i pro riznd «. Pro jedno dané «
nabjva derivace 2.59 maxima v bodé 8 = 6, hodnota této derivace je /4. Definice

tohoto parametru o« tedy zni, Ze a/4 je rovno derivaci 2.59 v bodé& 6 = 3.

Situaci lze vysvétlit graficky. Na obrazku 2.3 vidime pét charakteristickfch k¥ivek,
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s diskrimina¢nim parametrem a = —2;0;1;2;1000. U vSech k¥ivek byla zvolena

alpha=-
= alpha=0
E ................. a]pha=1
L=
alpha=1000

Obrazek 2.3: Dvouparametricky model — charakteristickd kfivka obtiZnosti s

diskrimina¢nim parametrem o = —2;0;1;2; 1000 (parametr § = 0.)
obtiznost rovna nule. Pravé v této hodnoté se viechny kfivky protinaji. o = —2 je

pfikladem otazky se zdpornym diskriminaénim parametrem, k¥ivka je klesajici, tj.
s vétsi pravdépodobnosti fesi otdzky spravné méné schopnéjsi testovani. Je zfejmé,
ze takové otazky jsou v testu neZadouci. & = 0 je pfikladem otdzky s nulovym
dikrimina¢nim parametrem, tj. s nulovou schopnosti rozliSovat mezi dobrymi a $pat-
nymi zaky. Z tohoto divodu je funkce konstantni. Pfipady a = 1;2 je pfikladem
otazky s v praxi b&znym kladnym diskrimina¢nim parametrem, kfivka je rostouci,
tj. s vétsi pravdépodobnosti fesi otazky spravné vice schopnéjii testovani. o = 1000
je prikladem otazky, ktera téméf dokonale rozliSuje mezi testovanymi, zda jsou jejich
schopnosti vétsi ¢i mensi nez nula, ale nerozliSuje téméF nijak mezi testovanymi se
schopnostmi pod nulou a ziroven nijak nerozli$uje mezi testovanymi se schopnostmi

nad nulou. Vidime, Ze zak¥iveni roste, pokud se |a| zvySuje.
Poznamenejme, Ze teoreticky miZe o nabyvat hodnot z intervalu (—o0; 00), v praxi

jsou b&Zné hodnoty z intervalu (—3; 3).

3. Ttiparametricky logisticky model - pfi popisu charakteristické k¥ivky polozky bere

v uvahu jeji obtiZnost, diskriminaéni schopnost a tzv. parametr uhodnuti spravné
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odpovédi.

Charakteristické kfivky polozky se budou li$it pro rtizné parametry uhodnuti spravné

odpovédi. I zde bychom se mohli zeptat pro¢ tomu tak je.

Situaci lze vysvétlit slovné: Parametr uhodnuti spravné odpovédi A je definovén jako
pravdépodobnost ziskani spravné odpovédi pouhym hadanim. A neni funkei parame-
tru schopnosti, tj. zkouSeni s malou i velkou hodnotou parametru schopnosti maji stej-
nou pravdépodobnost ziskani spravné odpovédi pouhym hadénim. Zaroveii je jasné,
Ze nejnizsi moZnéd pravdépodobnost spravné odpovédi bude A, tj. charakteristické

kfivky budou zdola omezeny timto parametrem.

Situaci 1ze presnéji vysvétlit matematicky: PouZijme funkci, pomoci niz budeme mo-

delovat charakteristickou k¥ivku polozky v t¥iparametrickém modelu
1

1+ exp[—a(6 — B))’

kde parametry a, § a 8 jsou postupné diskrimina¢ni parametr, parametr obtiZnosti

f@) =2+ (1-2) (2.60)

a parametr schopnosti; A je parametr ziskani spravné odpovédi pouhym hadanim.
ZkouSeny tedy bud zna spravnou odpovéd s pravd&podobnosti 2.59 nebo hada s
pravdépodobnosti uspéchu A. Je-li @ > 0, f(8) je rostouci funkce a pro § — —oo
plati, ze f(6) — A. Je-li @ < 0, f(6) je klesajici funkce a pro § — oo plati, Ze
f(6) = X Jeli a =0je f(6) = (1+ A)/2, tj. f(0) je konstantni funkce. Pokud o
neni rovno nule, je dolni hranici f(#) pravé parametr A, ¢éimZ opravujeme pfedchozi

slovni vysvétleni.

U pfedchozich jedno- a dvouparametrickych modelii byl parametr obtiZnosti 3 defi-
novan jako takova hodnota na Skéle schopnosti, v niZ je pravdépodobnost spravné od-
povédi rovna 0, 5. Vzhledem k tomu, Ze dolni hranice charakteristické kfivky polozky
neni 0, ale A (opét a # 0), zméni se i interpretace parametru obtiZnosti. Dosadme do
2.60 6 = 3, dostaneme f(f) = A+ (1 — X)3 = -”2—’\ Tedy parametr obtiZnosti je defi-
novan jako hodnota na Skale schopnosti, v niz je pravdépodobnost spravné odpovédi

rovna 1—'*21, coz je v poloviné mezi hodnotami A a 1.

U dvouparametrického modelu je diskrimina¢ni parametr o umérny zakfiveni cha-
rakteristické kfivky v bodé 6 = 3. Toto plati i u tfiparametrickjch modeld, zména je
pouze v hodnoté derivace v bodé 8 = 3, je rovna ﬂl;—’\z.

Prestoze 2.60 nedefinuje logistickou funkci, je tento model v literatufe (napf. [5])

nazyvan jako t¥iparametricky logisticky model.
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Situaci lze vyvétlit graficky: Na obrazku 2.4 vidime pé&t charakteristickjch kfivek

s parametrem A = 0;0,2;0,5;0,8;1. U vSech kfivek byla zvolena obtiZnost rovna

lam bda=0
lam boa=0,2
lambda=05
e iy bla=0,8
lam bda=1

Obréazek 2.4: Ttiparametricky model ~ charakteristicka kfivka obtiZnosti s
parametrem uhodnuti A = 0;0,2;0,5;0,8;1 (parametry 8 =0 a a = 1)

nule a diskriminacni parametr roven jedné. U vSech kfivek je dolni mez rovna pravé
hodnoté A. Otédzka s parametrem A = 1 je extrémni, v8ichni by na ni odpovédéli

spravné.

Poznamenejme, Ze teoreticky miZe A nabjyvat hodnot z intervalu [0;1], v praxi jsou

bézné hodnoty z intervalu {0;0, 35].

Dtlezité je, z pozorovanych dat odhadnout parametry otdzek a hlavné parametry schop-
nosti jednotlivych lidi. Popisu jednotlivych metod odhadt, jsou v&novéany kapitoly 3 a 4.
Pro nematematika je postacujici védeét, Ze existuji procedury na odhadovéni téchto para-
metrl a Ze vyzaduji praci s poditatem (musime totiZ fe$it soustavy nelinedrnich rovnic).
Vime, co je charakteristickd kfivka polozky, a Ze jeji parametry lze odhadovat.

Na zéavér této podkapitoly bychom mohli na pfikladu naznadit vysvétleni nezévislosti od-
had& parametru schopnosti a parametru obtiZnosti otazky jako jedné z jejich vlastnosti.
Pfedstavme si situaci, kdy parametry schopnosti testovanych v jedné skupiné jsou z inter-

valu (—3; —1) a v druhé skupiné z (1;3). Obéma skupinim je pfedloZena stejna otdzka. Po
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odhadu obtiZnosti otdzky bychom méli dojit k zavéru, Ze je v obou skupinéch stejny. Kdyz
si pfedstavime mozZny tvar charakteristické kfivky, viz obrazek 2.1, tak v prvni skuping by
mél odhad charakteristické kiivky odpovidat jeji dolni ¢asti (pro 6 € (—3;—1)) a v druhé
skupiné by mél odhad charakteristické k¥ivky odpovidat jeji horni &asti (pro 8 € (1;3))
charakteristické kfivky. Pozorované podily sprédvnych odpovédi bychom v prvni skupiné
nalezli kolem dolni ¢asti a v druhé skupiné kolem horni ¢asti charakteristické kfivky. Pofad

v8ak mluvime o jedné charakteristické kfivce s jednim parametrem obtiZnosti.



Kapitola 3
Odhad parametru obtiznosti polozky

Cilem této kapitoly bude prezentovat nejcastéjsi metody odhadu parametru obtiZnosti po-
lozky. Tyto metody jsou uZivdny nejen k odhadim dalSich parametri polozky (pfipady
dvou- a t¥iparametrickych modelt), ale i k odhadtim parametrt otazek v jinjch modelech,
které uziva teorie odpovédi na polozky. Abychom si situaci algebraicky zjednodusili, bu-
deme prezentovat jednotlivé metody odhadu pro pfipad jednoparametrického modelu, tj.

zaméFime se na odhad parametru obtiZnosti.

K odhadiim parametru obtiZnosti uzZijeme metodu maximalni vérohodnosti, pfi¢em? rozli-

Sime:

¢ metodu spoleéné maximalni vérohodnosti - parametry schopnosti jsou odhadovany

spole¢né s parametrem obtiZnosti, podrobnéji viz podkapitola 3.1;

¢ metodu podminéné maximélni vérohodnosti - parametry schopnosti jsou eliminovany

podminénim, podrobnéji viz podkapitola 3.2;

e metodu marginlni maximalni vérohodnosti - parametry schopnosti jsou ” vyintegro-

vany”, podrobnéji viz podkapitola 3.3.

3.1 Metoda spoleéné maximalni vérohodnosti

Abychom ziskali jednoznaéné feSeni, musime ufinit nésledujici omezeni:
Y Bi=0. (3.1)
; .

33
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Parametr b v 2.33 je nyni roven nule, tj. po&tky [-8kdly a 6-8kdly jsou totoZné. Abychom
upevnili po¢atek [-8kaly zvolili jsme omezeni 3.1.

V kapitole 2 jsme vyjadfili za pfedpokladt nezévislosti odpovédi i-té a j-té osoby a lok4lni
nezavislosti pravdépodobnost matice X, xx jako

n

vt 6
P(ank = ankle,ﬁ I]:l 1:[ ]_eipia;:p[( 0, — ,Bz))]]

Cilem bude odvodit odhady obou vektor parametr 8 = (61,6s,...,60,) a8 = (61,52, -,5)
pomoci vérohodnostni funkce L(6, B|Xnxk), kterd je rovna P(Xnxx = Xnxkl|6,3). Pro zis-

kéni odhadd poloZime derivaci (dle nezndmyjch parametri) logaritmu vérohodnostni funkce
rovau nule:

n k

n k
lnL(G,,lenxk) = ZZIW‘(@V—/@:’)—Zzln(1+eXP(9u—ﬂi))=

v=1i=I v=11i=1

n k n k .
Z l‘uﬂu - Z x-iﬂi - Z Zln (1 + €Xp (0,, - ﬂz))a (32)
v=1 i=1

v=1i=1

kde z,. = Z T,;, coZ je suficientni statistika pro 6, a z; = Z Z,;, coZ je suficientni
statistika pro ﬁl Derivujme 3.2 dle 8, a G;:

dIn L(6, 8) k. exp(6, - B)
—_— = I, — =12,...,
26, * Z; 1+exp(B, — B) "
dIn L(6, B) 2. exp (6, — ) .
—et =1,2,...,k. 3.3
6 x+zl+exp0-—ﬁz) PEH A (33)
Polozime-li derivace rovny nule ziskdme nésledujici rovnice:
= exp (6, — Gi)
. = - =1,2,... 3.4
Il/ ; 1+exp(6u—ﬂz) 1727 7n ( )
T > exp (6, = ) 1=1,2,...,k. (3.5)

T 1+exp(6, - 6)

Dostavame specilni pfipad obecného vysledku pro exponencidlni rodiny (viz [7]): Véro-

hodnostni rovnice pro odhady parametri 6y,6s,...,60,, a (1, 0s,..., 0 ziskdme tak, Ze
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pozorované hodnoty suficientnich statistik pro tyto parametry (vlevo v rovnicich 3.4 a 3.5)

polozime rovné jejich ocekdvanym hodnotdm (vpravo v rovnicich 3.4 a 3.5), tj.
z,, = EX,] v=12...,n (3.6)
T, = E[Xt] 1= 1,2,...,]6. (37)

Celkové mizeme z 3.6 a 3.7 dostat nejvyse 2k — 2 nezdvislych rovnic. z,. miZe totiZ nabjvat
hodnot 0,1,...,k, ale pfipady 0, k z analyzy vyloudime, coz bude zdiivodnéno v nasledu-
jicim odstavci. Dale mame k otézek, ale jedna rovnice je nadbytena vzhledm k omezeni
3.1. Tedy dostavame skutecné nejvyse (k — 1) + (k — 1) nezévislych rovnic.

Specidlni pfipad je z.;, = 0, formdlni FeSeni 3.7 diverguje k 3; = oo. Mohli bychom pfed-
pokladat, Ze vSichni budouci testovani tuto polozku nezodpovi spréavng, je obtizn&jsi nez
ostatni otazky, ale dany vybér zkouSenych neposkytuje dostateénou informaci k odhadnuti
jejiho umistnéni na 8-8kile. Podobné je tomu s pfipadem z.; = n. Formaln{ feSeni diverguje
k B; = —o0, z ¢ehoZ bychom mohli odvodit, Ze je otdzka ménd obtiZznéjsi neZ ostatni, ale
opé€t nemame dostateénou informaci pro jeji umistnéni na [-8kale. Podobné situace nasta-
vaji pro pfipady z,. = 0 a z,. = k, formélni feSeni 3.6 konverguje postupné k 8, = —~o0o a
k 8, = co. Toto naznacuje, ze zkouseni s 8, = —oco v budoucnu nikdy neodpovi spravné na
otdzky testujici schopnost 8 a zkouseni s 8, = o naopak vzdy odpovi na tento typ otazek
spravné. Tyto &tyfi pfipady (nulové a maximélni moZné soudty v fadcich a sloupcich matice
dat) odstrafime z datové matice. Pak se miZe stat, Ze opét bude n&jaky soudet v fadku &
sloupci datové matice nulovy ¢i maximalni, tento fadek ¢i sloupec opét. vypustime. Toto
odstrafiovani fadki a sloupci konéi vét§inou nastésti po druhém ¢&i t¥etim kole. Zbytek dat

vstupuje do itera¢niho procesu.

Bylo zjisténo (Andersen [2]), Ze odhady metodou spoleéné maximalni vérohodnosti jsou
nekonzistentni pro k£ pevné a n — 00, coZ je jejich znacna nevyhoda. Vét§inou mdame velky
vybér testovanych a pevné dany pocet otdzek. Z toho divodu se dava pfednost metodam

uvedenych v pokapitolach 3.2 a 3.3, které ”odstrafiuji” rusivé parametry.

3.2 Metoda podminéné maximalni vérohodnosti

Jako druhou metodu na odhadovani parametrii obtiZnosti si pfedstavime metodu podmi-
néné maximalni vérohodnosti. Jak je uvedeno v {7}, na zédkladé obecné vlastnosti expo-

nencidlnich rodin vime, Ze rozdéleni podminéné suficientni statistikou pro rusivy parametr
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(v naSem pf¥ipadé je rusivy parametr ,) nezévisi na tomto parametru. Maximalizace vé-
rohodnostni funkce podminéné fadkovymi skéry z,. (suficientni statistika pro 6,) vede ke
zlepSeni odhad@ parametrt obtiZnosti (pro k¥ pevné a n — oo jsou odhady §; konzistentni).
V této podkapitole si oznaéme §, = exp 8, a ¢; = exp(—p;), pak pravd&podobnost prvku v

matici X« za podminky &, a ¢; ma tvar

P(Xyi = 2ol &) = %—éigT (3.8)

Odvodme pravdépodobnost matice Xy xx za podminky znalosti fadkovych skérir = (ry, 72,
kde r, = z,.. Nahodné veliiny R, = X,. zaznamenejme do vektoru R = (Ry, Ry, ..., Ry).

_ k
Libovolny vektor odpovédi y = (y1,¥2, - - -, Yk), pro ktery plati }° y; = r,, oznacme (y|r,):
=1

P(ank = ank) —
PR =r)

!é,, !Tm‘ e,;)zm‘
_ I H (1+€ve:) _

n k . .
ng!y‘”fﬁzy"’
LR
k 1 k )
n (I ) (6)™ I (6)™
=1 =1
v=1 (El e &)™ X I (e)v

(ylre) =1

P(ank = xnxk|R = I‘) =

= (3.9)

kde .
T lenea,- o ) = 3 [L(e)® (3.10)

(ylr,) =1

oznatuje symetrickou funkci, o které jsme se zmiiovali v ditkazu lemmatu 1 (misto funkei

hi(€) v 2.16 mame parametry ¢;). vy, mé pror, =0,1,...,k tvar

ey Ta),
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Y1 = €1+€x+ ...+ €,
Yo = €163+ €163+ ...+ €x_1€k,
Tk = €1€2...€k. (3.11)

Vidime, ¢ P(Xnxk = Xnxk|/R = r) skutedné neni zavisl4 na parametrech schopnosti,
podminéné rozdéleni je zavislé jen na parametrech obtiZnosti. Ozna¢me pfislu§nou véro-
hodnostni funkci jako L(e|r), kde € = (€1, €2, . . ., k). Rovnice pro odhady téchto parametri

nalezneme derivovanim dle ¢; logaritmu vérohodnostni funkce, kterou polozime rovnu nule:

k
I (€)™ n
InL(er) = mWE— = Zx Ing — > Invy,,
11 v=l
v=1
Oln Le|r) T & 1 0% .
— ) = N =12,...,k, 3.12
9¢; & ,; Vr, ¢ ! (412
kde
k .
0¥ Il(e)*
O, _ _Gm)i=l _
afj 8ej
k .
= > w J] €=
(ylrv)  #5=1
k
= Z Z Ely"i =
(yiry—1) i#j=1
= 12, j=1,2,...,k | (3.13)
kde 7((334) je symetricka funkce proménnjch ¢;, pfiéemz i = 1,2,...,k a ¢ # j. Dosadime

3.13 do 3.12 a pak 3.12 polozime rovno nule, dostaneme

n )

ﬁ_ ’77‘,,—-1 — 0
ej v=1 Tro
i e-'yrm_ .
r; = y L=t i=12,...,k (3.14)
, v=1 Tro

| Rozd8leni matice X« za podminky znalosti pozorovanych hodnot minimélnich suficient-

nich statistik 71,72, ..., 75 pro 61,6s, ..., 0, patii do exponencialni rodiny. z; je pozorovana
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hodnota suficientni statistiky pro §;. Dostdvame opét specidlni p¥ipad pro exponencialni
rodiny: v€rohodnostni rovnice pro odhad f; ziskdme tak, Ze poloZime pozorovanou hodnotu
suficientni statistiky pro ; rovnu jeji oéekdvané hodnoté za podminky znalosti pozorova-

nych hodnot suficientnich statistik pro 6;,6,,...,60,, tj.
12.j=E[X‘j|T1,T2,...,T‘k] j'—— 1,2,...,]{2. (315)
Vzhledem k tomu, Ze plati

E[XJIRl = T'1,R2 =T9,.. .,Rn = T‘n] = E[Z X,,j'Rl = Tl,Rg =Tg,.. .,Rn = ’I‘n] =
v=1

I
NE

E[X,,le,, = T',,] =

N
Il
Jn

It
B

1P(X,; =1|R, =1,) =

<
n

P(X,,j = 1,RV = T,,) _
1 P(R,, = 7”,,)
5]‘79—1

v=1 ’yru

i
M=

1%

31

I
g

i=12,...,k, (3.16)

v 3.14 jsme dospéli skutecné k zdvéru v 3.15.

Stejné jako v metodé spoledné maximalni vérohodnosti vyloudime z analyzy nulové a maxi-
malni souéty v fadcich a sloupcich datové matice xpxy. Vzhledm k tomu, Ze drZzime omezeni
3.1, vylou¢ime jednu rovnici v 3.15. Do iteraéniho procesu vstupuje tedy k — 1 rovnic z 3.15

a omezujici podminka 3.1. Po jejich vyfeSeni dostdvame odhady parametrt 8y, o, .., Bk

3.3 Metoda marginalni maximalni vérohodnosti

Jestlize chceme poukédzat na rozdéleni schopnosti bud v celé skupiné testovanych nebo v
jeji velké podskupiné, je vyhodnéjsi pouZit metody marginilni maximéalni vérohodnosti
oproti metodam spoleéné a podminéné maximalni vérohodnosti. Na druhou stranu, pokud
je rozdéleni nespravné odhadnuto nebo nespravné predem uréeno, je metoda marginalni

maximalni vérohodnosti nejméné vyhodna.

Necht rozdéleni schopnosti v populaci mé distribuéni funkci G(6). Pfedpokladejme, Ze

parametry schopnosti pozorovanych osob (testovanych) jsou nédhodnym vybérem z této
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distribuéni funkce. Existuji rizné p¥istupy k volb& G(6). Prvnim p¥istupem je predpoka-
dat, Ze G(0) je distribuéni funkce dané parametrické rodiny rozdéleni s omezenym podtem
neznamych parametri, které musi byt odhadovany spole¢né s 8 = (81, 5s,.-.,58). Casto
se piedpoklada, Zze G(6) je distribuéni funkce normélniho rozd&leni s nezndmou stfedni

hodnotou a nezndmym rozptylem. Druhy pfistup je odhadnout G(6) 'z pozorovanych dat.

V nésledujicim odvozeni rovnic, jejichZ numerickym vyfeSenim dostaneme odhad 3, budeme

pfedpokladat, Ze G(6) je distribu¢ni funkce normalniho rozdgleni se stfedni hodnotou p a

rozptylem o2.

Pravdépodobnost odpovédi z,; zkouseného S, na polozku I; je dana

~ B T exp[zi(f ~ 5:)]
P(X.,i = z.) —_Zo (1+exp(6—5))

0(8)d9, (3.17)

kde () je hustota normélniho rozdéleni N(u,o?), tj.

o0) =~ o (- L)

Vzhledem k lokalni nezavislosti, tj. nezavislosti odpovédi na urovni 8, dostavame, Ze prav-

(3.18)

dépodobnost vektoru odpovédi zkouSeného S, je vzhledem k 3.17

Tk exp [z,:(60 — 5;)]
f==q = e — ALy, ‘ : ‘1
P(Xul o1, Xu2 = Ty, Xup=¢z k [og 1+exp (9 ,Bz))(P(G)de (3 9)
Oznaéme
PZy=n,Zy=2,.... 2, = ) =
T explz(6 - ﬂl)]
6)do =
Zo*l;ll 1+exp(f— ﬂz)(p( )
= exp(—Zziﬁi)C’,(ﬁ), (3.20)
kde z = (z1,2,...,2;) oznacuje libovolny vektor odpovédi, téchto vektord je tedy 2*;
k
r= 3 z akde
1=1
7 6
8= [ =) 6)ds, (3.21)

S iljl(l +exp(6—5)
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Déle necht n, oznauje pocet zkousenych, ktef! maji vektor odpovédi z a n, oznaduje podet
zkousSenych se skérem 7.

Vzhledem k tomu, Ze budeme odhadovat i parametry normalniho rozdéleni spoleéné s

vektorem f = (By, fBa, . .., Bk) oznalme si hledané parametry vektorem «, tj.
o = (ﬁl,ﬁz,...,ﬁk,y,d). (322)
Vérohodnostni funkce L bude vzhledem 3.20 k rovna

L=]]=". (3.23)

Logaritmus vérohodnostni funkce L zderivujme dle jednotlivych proménnjch v «. Pak

poloZme vSechny derivace nule, ¢imZ ziskdme rovnice pro odhadovani parametri v a.

InL = lnH = Z In7,™ =) n,lnm, (3.24)
I nglnT,
OlnL z 5z ng OT,
= = =)y Z2Z2=90 =1,2,...,k,k+1,k+2, (3.25
Baj BCYJ' g Tz Ba]- J T T * ’ + ’ ( )

kdeproj=1,2,...,k

co k exp [z:(6-B;
87(a) 6_[ Hl Tt+exp (6— ﬂ)‘P(G)d&
aaj - aaj -

exp [z:(6 — B;)] k explz(0—B)] exp(6-B;) B
/(H 1+exp(f— ﬂ)( %) +il;[1 1+exp(6—5;)(1+exp (0 —ﬂj)))(’o(e)de -

(=2) / H————-—-———e"p 200 = Bl )0

1 1+exp (6 ,{3,)

exp [zi(0 — B;)] exp (0 — 5;) _
+ [o H 14+exp(d—5;)(1+expf— 5j)(p(6)d9 B

k
= (—z)exp( Zz,ﬁl )CH(B) +
i=1

7 exp (rf) exp (0 — B;)
oo JI(1+exp(6—5)) (1 +exp (6= 5))

i=1

+exp ( Z 25;) 0(6)d9, (3.26)
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proj=k+1

0ok 1+ exp (0 — i) )(p(&)d& N

o, 715[ exp [zi(6 — B;)] p (
pexp (— Z zi3;)
= S8 -

o2

k
_ exp (— ;_541 z:0;) /°.° . exp (r6)

ol k
o [I(1+exp (6 5)

©(6)do (3.27)

aproj=k+2

0Ty 00 exp [21(0 ﬁ@)] (9 /1')
Baksr Lgm("(,+ s 3 )p(0)d =

T explz(d—pB)] 62 20 2_ g2
/Hle-fixp(ﬁ ﬁﬁ)])( a_?fl_*—(u 030))(p(0)d6=

(u? = o®)exp (— El 2:3:)
= 03 — Cr(ﬂ) -
2pexp (— E zifB;) o
_ [o—=2 %) 6)a0+

-0 Hl(l + exp (6 — i)

T 782 exp (r6)

n 0(8)d8. (3.28)
o [(1+ep(- )

Dosadime-li do 3.25 postupné 3.26, 3.27 a 3.28 dostaneme pro j = 1,2,...,k

Ny 7 xp (r6) exp (0 — B;)
PILETEDS = 1) o(6)de
z - Cr(B) _[C iljl(l +exp (6~ 5) (1+exp (60— p;))

k

_En T et ew@-5)
R e ) Fs o0 0700~

0(6)dd, (3.29)
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proj=k+1
S = / f— P () 0)as
z —oo H1 (1+exp(6—5i))
np = / o— R0 ova, (3.30)

ro )4, ﬁ(1+exp(e 8))

pouzijeme-li 3.30, pak pro j = k + 2 dostaneme

ny

f

2uz xi 7 —20 __ 6)a0—n(u? - 0%) =

=0 G (B) 11"911(1 +exp (6 — 1))
g R0 o
= C (ﬂ) / l'k[l (14 exp (60— B;))
k - 6 '
w4 o) = g [ e peas (331)
r=o riP) I H1 (1+exp (80— B))
Plati nasledujici vztahy:
o
S nezy (3.32)
{z:z;=1}
° proj: 1,2,...,k
BIX,16] = B[Y Xslf) = 3 BIX,516) =

_ i exp(0—5;) exp (60 — 5;)

=n ; 3.33
Lrep@-5) "TrepC-g) %
¢ z rozdéleni vektoru odpovédi x za podminky 6, tj. z
k
E exp (z:(6 — ) exp (1) exp (— ;ﬂixi)
9) : = 3.34
1600 = i ep =4y ~ (8:34)

L0 +exp(@- 6))
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az 3.21 vyplyva, Ze

Foclo)el®) _
T 16x10)0(0)

= oxp (r6)¢(0) = f(OIr). (3.35)
Cr(B) I1 (1 + exp (6 — i)

i=1

f(6lx)

Rovnice 3.29, 3.30 a 3.31 upravime pomoci 3.32, 3.33, 3.34 a 3.35 do nésledujictho koneg-
ného tvaru:

k

z; = %ZnTE[E[X.jIGHT] =12,k (3.36)
=0
k
ny = ZOnTE[GM (3.37)
n(p? + 0% = ian[Gzlr] (3.38)

r=0

Rovnice 3.36, 3.37 a 3.38 vstupuji do itera¢niho procesu, jejich vyfeSenim dostédvame od-
hady parametrd £;, s, ..., Bk, 4, 0. Poznamenejme, Ze z analyzy nevyludujeme Fadky &
sloupce matice Xpxk, které maji nulovy ¢ maximélni mozny souéet oproti pfedchozim

metodam. I zde pocitdme s omezenim 3.1.



Kapitola 4

Odhad parametru schopnosti

zkouseného

Prvotnim cilem p¥i vyhodnocovini didtaktickych testd nejsou odhady parametri otazek,

ale zjisténi odhadu parametri schopnosti jednotlivych testovanych. Abychom vyfesili tento

problém, pouZijeme:

1. metodu maximalni vérohodnosti - v pfipadé, kdy nic nepfedpokldddme o tvaru roz-

déleni schopnosti;

2. bayesovské metody - v pripadé, kdy pfedpokldddme nebo méme odhadnuty tvar

rozdéleni schopnosti.

4.1 Metoda maximalni vérohodnosti

Odhad 6 je ziskdn z maximalizace logaritmu pravdépodobnosti fddkového skére r za pod-

minky 6. Tato pravdépodobnost je nepfimo uvedend v 3.9, kdyZ jsme odvozovali pravdé-

podobnost matice X, xx za podminky znalosti jejich fadkovych skéri, tj.

koo
f(r)=(H1+&i

i=1

HE i (e).

Zlogaritmovanim 4.1 dostaneme (pfipometime, Ze £ = exp () a ¢; = exp (—5;)):

k
Inf(r) == In(1+exp(d — B;)) + 76 + Invy(exp Br,exp Ba, . . . ,exp PB)-

i=1
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Derivovanim 4.2 a poloZenim nule dostaneme rovnici

. 5 exp(8—6)
- ; (1+ezp(6 — )’

kam za (; dosadime jejich odhady ziskané metodou podmin&né maximélni vérohodnosti

(4.3)
(viz podkapitola 3.2). Odhady neexistuji pro nulové a maximalni skére.

4.2 Uziti bayesovskych metod

Jestlize méme odhadnuto rozdé&leni schopnosti (nechf mé hustotu g(#)), miZeme odvodit
bayesovsky modélni odhad tim, Ze budeme maximalizovat vzhledem k § apostriorni hustotu

f(8|r) , kterou jsme odvodili v 3.35, tj. maximalizujeme vzhledem k 6 vyraz

exp (r6)g(8) o XD (r6)g(8)

- - , (4.4)
C-(B) I—I1(1 +exp (6 — 6;)) 'I:I1(1 +exp (6 — 6:))
kam za §3; i = 1,2,...,k dosadime jejich odhady, které jsme ziskali metodou marginalni

maximalni vérohodnosti (viz podkapitola 3.3), pfi¢em? pfedpokladame, Ze hustota g(6) je

hustota normélniho rozdéleni ¢(6).

Dalsi moZnosti vyuziti bayesovskych metod pro odhad 6 je ofekdvany aposteriorni odhad
8, tj.
8 = E[6]|datal). (4.5)

Vzhledem k tomu, Ze r je suficientni pro 6 staél odvodit podobné jako u bayesovského

modéalniho odhadu oéekdvanou hodnotu 6 pouze za podminky r, tj.

1 ® exp (r6)g(6)
. ) o, (4.6)
C.(8) _Zo il (1+exp (6 — Bi))

i=1

kam dosadime (jako u bayesovského modalniho odhadu) za f; jejich odhady, které jsme
ziskali metodou margindlni maximalni vérohodnosti (rozdéleni schopnosti je pfedpoklddéno
normalni, g(#) je opét i zde p(h)).

Pfijemnou vlastnosti téchto dvou bayesovskych odhzidﬁ je, Ze existuji pro nulové i maxi-

mélni skére 7 oproti odhadu metodou maximéalni vérohodnosti.



Kapitola 5

Priklad odhadt parametru na

realnych datech

Abychom nezistali jen u teoretického odvozovani, budeme demonstrovat odhad parame-
tru obtiznosti a parametru schopnosti na konkrétnich datech datech. Parametr obtiZnosti
odhadneme pomoci metody podminéné maximalni vérohodnosti (viz podkapitola 3.2) a

parametr schopnosti pomoci metody maximélni vérohodnosti (viz podkapitola 4.1).

Pouzijeme vysledky pfijimaciho fizeni na PedF UK v roce 2002 na obor specidlni peda-
gogika. Test, ktery byl pfi pfijimacich zkouSkach na specidlni pedagogiku zaddvéin, mél
zjigtovat pfedpoklady uchaze¢t k vysokoZkolskému studiu oboru speciilni pedagogika a

zaroven predpoklady k budoucimu vykondvani profese specidlniho pedagoga.

Test byl sloZen z dvaceti otdzek a Feilo ho celkem 144 uchazeéu. V tabulce 5.1 jsou shrnuty
udaje vyplyvajici z dat, které pouZijeme pfi odhadovéni parametri obtiZnosti a parametra
schopnosti. (Data nalezneme na disketé pfiloZené k diplomové praci.) Tabulka obsahuje
Cislo otazky (je oznadeno jako "otdzka j”); podet testovanych, ktefi spravné odpovédeéli
na danou otdzku (v souladu s pfedchozim textem je tento podet v tabulce oznalen "z.;”);
skére, kterého mohli testovani dosdhnout, tj. mame-li 20 otdzek, dosaZena skére mohou byt

0,1,...,20 (oznageno jako "r”); poet testovanych se skérem r (oznadeno jako "n,”).

Nejprve odhadneme parametry obtiZnosti pomoci jiZz zminéné metody podminéné maxi-
malni vérohodnosti, tj. vyuZijeme rovnic 3.15 a 3.1. Aby metoda konvergovala je nutné
vylouéit nulové a maximalni souéty v fadcich a sloupcich datové matice, kterda ma v nasem

pfipadé rozméry 144 x 20. V naSem pfipadé bylo nutné vyloudit jeden fadek v datové matici
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otdzkaj i 1 | 2| 3 | 4| 5 |6 | 7|8 ]| 910
T 109 | 65| 50 | 67 | 70 | 100 | 89 | 115 [ 99 | 123
otazka j || 11 | 12| 13 | 14| 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
T 133 | 12 |1 127 | 89 | 109 | 134 | 112 | 122 [ 124 | 73
r (01142314567 |89(10|11 12|13 {1415 16|17 ]18|19|20
n.f|1]0}j0jo0{0f0|2]{1]|7]|5]|9|12|{20]|15]|18(14{14|16] 4|5 |1

Tabulka 5.1: Shrouti vstupnich dat

- jeden z testovanych dosdhl maximalniho skdre.

Samotné numerické feSeni rovnic 3.15 je problematické a to zejména s ohledem na vydisleni

funkei «;. Pro vypocet ; je nutné vygenerovat vSechny vektory o délce k = 20 obsahujici

nuly a jedni¢ky a to tak, aby soucet jednifek byl roven i. Pro k = 20 trvd vypodet v; a

nasledné 'yf proi=12...,kaj=12, ... k nékolik minut. Odvodme proto nasledujici

vztahy:

Tvrzeni 2

Pro definované veliciny v v 8.10 plati ndsledujici rekurentni vztahy (proi = 1,2,...,k a

j=1,2,...,k):

¥

i

)

Yi-n)N — 2

k

2,.,(9)

i=1%Vi-2)

0]

7

= % T €Y1y

)

(5.1)
(5.2)

priemZy; =1 proi=0 avy =0 proi < 0. Stejné€ vztahy plati pro 'yi(j), tj. pro libovolné j

jey? =1, jelii=0a+ =0, je-lii < 0.

Konstrukce:

Z definice 3.10 vyplyvaji nasledujici vztahy

Y

Yi-1

M

k
> 1«

(i) 7=1

k
> e,

(vli—1) j=1

k
ZEJ'.
j=1

(53)

(5.4)

(5.5)
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Vynéasobime-li v;_; a <;, dostavame vztah

k k

Yi-1N = Z Z €; H E?j (5-6)

=1 (yli-1) j=1

Jak se 1is 5.3 od 5.67 Vyraz 5.6 obsahuje v8echny i-tice epsilontl, které jsou i v 5.3, protoZe
v8echny (i—1)-tice pronédsobuje viemi epsilony. Kazda i-tice viak mtZe vzniknout z (i—1)—
tic ¢ zptisoby. Napf. pro k = 7 trojice €; - €3 - ¢, miiZe vzniknout pfindsobenim ¢; ke dvojici
€3 - €7 nebo pfindsobenim €3 ke dvojici €; - €; a nebo pfindsobenim €7 ke dvojici ¢; - €3. Tedy
tfema zplisoby. Proto je kazda i-tice v 7,_;7; reprezentovéna ¢ krat. Pod&lme proto ;-1

hodnotou 1.

V 5.6 oproti 5.3 jsou i vyrazy, kde se pfinasobens ¢; seslo s (1—1)~tici, ktera jiZ ¢; obsahovala.
Tyto typy vyrazi jsou v ;-1 jednou. Po podéleni +;_;; hodnotou i je tfeba odedist jejich
i—tinu. Uvédomme si, Ze jde o vyrazy, kde je jeden prvek z €3, €s, . . . , € reprezentovan pravé
dvakrat a zbylych je i —2. Pro v8echna ¢; odpovidaji tyto vyrazy vyrazu 3, 6?’7((22). Timto

jsme zkonstruovali vztah 5.1. Podobnym zplisobem lze ukézat spravnost vztahu 5.2.

¢

Pouzijeme-li pro vy¢isleni funkce v rovnice 5.1 a 5.2, trv4 jejich numerické vyd&isleni jen
nékolik sekund, &imZ jsme se vyrovnali s problémem rychlosti konvergence. K FeSeni sa-

motnych rovnic 3.15 a 3.1 byla vyuzita metoda Newtonova typu programovand v systému
Oz 8.30.!

Odhady parametr obtiZnosti jsou uvedeny v tabulce 5.2, v niZ je uvedeno &islo otdzky
(oznadeno jako "otazka j”) a odhad parametru §; vypoéteny pomoci metody podminéné

maximalni vérohodnosti (oznacen jako ”3;”).

Déle se zamé&Fime na odhad parametru schopnosti jednotlivjch testovanych, k ¢emuZ vyu-
Zijeme rovnici 4.3. Pfipomenme, Ze pouzivame metodu maximalni vérohodnosti. V tabulce
5.3 je uvedeno skére, kterého mohl testovany dosdhnout (oznadeno jako ”7”) a odhad
parametru schopnosti vypo¢teny pomoci metody maximaln{ vérohodnosti (oznaceno jako
” 5”). Pro skére r = 0 a r = 20 odhady parametru # neexistuji - policka v tabulce jsou

proskrtnuta.

!Ox je registrovanou znackou spole¢nosti Timberlake consultants. Pro akademické téely je k dispozici

zdarma.
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otézka j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B; 0,943 | 1,088 | 1,589 | 1,023 | 0,928 | -0,064 | 0,316 | -0,948 | -0,028 | -0,963

otdzka j || 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
B; -0,969 | 3,578 | -0,966 | 0,316 | -0,938 | -0,970 | -0,952 | -0,963 | -0,964 | 0,832

Tabulka 5.2: Odhad parametru obtiZnosti pomoci metody podminéné maximalni

vérohodnosti
r 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 - -3,354 | -2,579 | -2,086 | -1,703 | -1,379 | -1,086 | -0,813 | -0,549 | -0,289 | -0,029
r 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 -
8 0,245 | 0,529 | 0,833 | 1,170 | 1,553 | 2,012 | 2,602 | 3,424 | 4,666 - -

Tabulka 5.3: Odhad parametru schopnosti pomoci metody maximélni vérohodnosti

Pfedstavme si nyni, Ze zaddme né&jaké osob& pouze vybér otdzek, které byly v nami analy-
zovaném testu. Jinymi slovy ji zaddme néjaky subtest naseho testu. Na zékladé jejich odpo-
védi mizZeme odhadnout jeji parametr schopnosti (pouZzijeme rovnici 4.3, v niZ bude suma
pfes indexy otdzek v subtestu). MiZeme pfedpovidat, s jakou pravd&podobnosti odpovi
spravné na otédzky, které nebyly v subtestu (ale byly v testu). VyuZijeme k tomu charakte-

ristickou kfivku polozky jednoparametrického modelu, tj. funkei f(8) kam

-1
T l+exp(-(6-5))°
za (3 dosadime parametr obtiZnosti otézky, kterd v subtestu nebyla (ale byla v testu) a za
6 dosadime parametr schopnosti diskutované osoby. Takto lze vysledky odhadt obtiZnosti

polozek dile vyuzit.

U otézky &islo 12 nabyl parametr obtiZnosti velké hodnoty. Lze proto doporuéit, aby byla

tato otazka pfi dalsim pouzivéani pfijimaciho testu vyfazena.



Kapitola 6
Slovo zavérem

Komenda ve své knize (8] piSe: ”Schopnost méfit je pro proces vzdélavani otdzkou Zivota
a smrti.” S timto heslem musi snad kaZdy pedagog souhlasit. Vyjimky by mohly tvo-
fit pedagogové vyznévajici rizné alternativni sméry, mezi néZ by $la fadit waldorfska &
montessoriovskd pedagogika. Méfeni znalosti slouZi nejen hodnotiteli - pedagogovi, aby si
utvorfil pfedstavu o znalostech testovanych - zZakQ, ale jesté vice ho potfebuji pravé testo-
vani - Zaci, ktefi se dozvidaji, jak pokrodili ve svych znalostech (n€kdy to mtZe byt Spatné
zji§téni). Pro Zaky je to zarovefi motivaéni &initel. Rodide déti ziskavaji pfestavu, jak na
tom jejich déti se znalostmi jsou.

Meéfeni znalosti, schopnosti a dovednosti je dileZité nejen ve kolnim prostfedi, ale i pfi p¥i-
jimani novych zaméstnancid atd. Je proto dulezité rozvijet rizné metody na zkvalitfiovani

méteni znalosti, schopnosti, ¢ jinych latentnich vlastnosti.

Jednou z cest je pravé teorie odpovédi na polozky, kterd obsahuje modely pro vyhodno-
covani testd méficich néjakou latentni vlastnost testovanjch. V této praci byly popséany

dichotomické Raschovy modely, jejichz rozsifenim jsou polytomické Raschovy modely.

Slovo autora této prace: "Vidéla bych urdity aspéch této prace, kdyby se nékdo zadal
podrobné v Ceské republice vénovat pravé témto modelfim a navézal tak na teorii sepsanou
v této praci.

Je vSak dilezité, aby se zpracovand teorie dostdvala k uZivatelim v praxi. Aby ti védéli,
Ze tyto metody existuji a aby znali alespoil jejich zdkladni mySlenky. Matematici by méli

tuto teorii prvotné zpracovat, protoze je pravé z tohoto hlediska naro¢néjsi, ale nemél by

.....
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v naro¢nych matematickjch vzorcich se ztraceji.”
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Priloha A

Program ke zpracovani dat

#include <oxstd.h>
#include <oxprob.h>
#import <maximize>
#import <solvenle>
#import <database>

decl K, n, x, rv,gamma,vyradit,r,beta;

//

// funkce gamma pocitana rekurentnim vzorcem ...
//

gmafnc(const eps)

{

decl i,j,ifact;

gamma = zeros(K+1,K+1);

// Nasledujou ty pocatecni hodnoty

// pro i =0
for (j=0;j<=K;j++) gammal0] [j] = 1;

// proi=1
gamma{1][0] = O;

for (j=1;j<=K;j++) gamma([1][0] += eps[jl;

for (j=1;j<=K;j++) gamma[1][j] =gamma[1][0] - eps[j];
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// pro i =2
gamma[2] [0] = (sumc(eps)~2 - sumc(eps.”2))/2;

for (j=1;j<=K;j++) gamma[2][j] = ((sumc(eps)-eps[j])~2 - sumc(eps.~2)+eps[j]1~2)/2;

// a pro zbytek budou platit nasledujici rekurzivm vztahy ...
ifact = 2;

for (i=3; i<=K; i++){
ifact *= i;
gamma[i] [0} = gamma[i-1] [0]*gamma[1][0]/i;
for (j=1;j<=K;j++) gamma[i] [0] -= eps[jl*eps[j}*gammali-2][j1/1i;

for (j=1;j<=K;j++){
gamma [i] [j] = gamma[i] [0] - eps[j]*gammali-1][j];
}

rovnice(const epsilon, const j, const x, comst rv,const n, const X)
{
decl v,vys=0;

for (v=1;v<=n;v++){ .
vys += epsilon[j]*gammalrvv]-1][j]/gamma[rv[v]] [0];
}

vys=vys-x[j];
return vys;

}

systemrovnic(const aF, const epsilon)
{

decl j,jl,pocet = 0, soucin = 1;

aFf0] = 1;
for (j=1;j<=20;j++) aF[0] *= epsilon[jl;

aF[0] -= 1;
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gmafnc (epsilon);

for (j=1;j<=K;j++){
if ('=1)
aF[01=aF[0] | rovnice(epsilon,j,x,rv,n,kK);
}

return 1;

}

poslednirovnice(const aF, const theta)

{
decl hlp,i;
hlp = r;

for (i=1;i<=K;i++) hlp -= exp(theta-betal[il)/(1+exp(theta-betal[i]));

aF[0] = hlp;
return 1;

}

main()

{

56

decl AF=<0>,epsilon,dbase,x1,x2,x3,x4,rvl,rv2,rv3,rv4,KK=<0,121,71,142,65>,v,theta,X, j,razeni,rhelp;

decl i;

X=loadmat ("c:/Documents and Settings/vonkad/dokumenty/ostatni/dh/Varianta2.xls",&X);

>4
]

0 IX;
0 " X;

>
)

K=columns(X)-1;
n=rows(X)-1;
x=sumc (X) ;rv=sumr (X) ;
epsilon=ones(1,K+1)*0.1;

print(K,"\n",n,"\n",x,"\n",rv);

SolveNLE(systemrovnic,&epsilon,1,1,1e-3,5e~4,10000,20,5000);
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for (v=1;v<=K;v++) print(rovnice(epsilon,v,x,rv,n,K),"
print(" \n A ted ty thety: \n");

beta = sumc(-log(epsilon[1:1))/K;

epsilon = -log(epsilon)-beta;

beta = 0 | epsilon;

for (r=1;r<=K-1;r++){

theta = 1;

SolveNLE(poslednirovnice,&theta);

print (theta,"\n");

}

rv=<0>;

for (i=1;i<=K;i++) rv = rv | i;
razeni = rv ~ x’ 7 epsilon;
// print(razeni,"\n");

for (i=1;i<=K-1;i++)
for(j=2; j<=K+1-1i;j++)
if (razeni[j][1]<razeni[j-1][11){
rhelp = razeni[j][0:2];
razeni{j]1[0:2] = razeni[j-1][0:2];
razeni[j-1][0:2]=rhelp;

print(razeni);

AF=<0>;
}

")

57



