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Abstrakt: Tato prace sleduje vyvoj modalit od modalnich postoji zakladateli analytické
filozofie a moderni logiky, pfes prvni axiomatiku modélni logiky C. I. Lewise a sémantiku
R. Carnapa az po prvni sémantiky moznych svéti. Vedle jejich vyvoje v pracich S. Kripka
obsahuje také dalsi sémantiky, které zhruba ve stejném obdobi vyvijeli S. Kanger, J. Hintikka

a R. Montague a které se k Kripkovym vysledkiim pfiblizovaly.

Klicova slova: historie modalni logiky, sémantika moznych svétt, Carnap, Kripke

Abstract: This thesis traces the development of modal logic from modal attitudes of the
founders of analytical philosophy and modern logic, through the first axiomatization of C. 1.
Lewis and the semantics of R. Carnap to the first possible worlds semantics. In addition
to its development in the work of S. Kripke, there are also discussed semantics of S. Kanger,
J. Hintikka and R. Montague that appear at about the same time and came close to Kripke’s

results.
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Uvod

Vyrazy ,,mozZnost®, ,,nutnost*, nebo ,,moznd pravda* a ,,nutnd pravda‘ jsou béZnou soucdsti
kazdodenni mluvy i odbornych jazyki. Ale pravé kvili Siroké oblasti pouziti neni jejich
vyznam snadno zachytitelny. Snaha o jejich formdlni definici sahd az k Aristotelovi, ktery
aletickou moddlni logiku, tedy zkoumani moZnosti a nutnosti, zacal rozvijet soucasné s logi-
kou klasickou. Ale zatimco se jeho nauka o kategorickych sylogismech stala zdkladem kla-
sického vzdélani, naopak ohledné modélni logiky se Aristoteles dostal do sporu uz se svym
zakem Theofrastem, protoZe davala fadu neintuitivnich a matoucich vysledki a byla téZko
interpretovatelna.

Népady jak pojmout nutnost a moznost mély i dalsi fecké Skoly a pozdéji ucenci jako
William Ockham nebo Duns Scotus. Ale od stfedovéku zdjem o n€ upadal s vyjimkou Leib-
nizova napadu, Ze existuji i jiné moZné svéty mimo naSeho skutecného a vrétil se az ve stoleti
dvacatém s pocatkem moderni logiky. Prvni kapitola je proto vénovana zakladateliim mo-
derni logiky a analytické filozofie. Ackoli dost Casto byli vii¢i modalitdm nepratelsti, byly to
pravé jejich myslenky, které pozdéjsi rozvoj umoznily. Druha kapitola se vénuje pocatkim
modalit v moderni logice. Jedna se predevSim o prvni axiomatiku C. 1. Lewise a jeji zjed-
noduseni Kurtem Godelem, které se stalo standardem pro modélni syntaxi a prvni moddln{
sémantiky, které rozvijel Rudolf Carnap.

Treti kapitola je vénovdna vyvoji sémantiky moznych svétd. Ackoli je po pravu bran
jako autor moderni modalni sémantiky Saul Kripke, mél fadu predchidcd, ktefi se nezavisle
na sob¢ k jeho vysledkdm pfiblizovali a pfi tom stali Casto u zrodu modernich verzi nékterych
druhit modélnich logik, jako Jaakko Hintikka u epistemické logiky, nebo Arthur Prior u tem-
poralni logiky. A pravé riiznému rozdéleni modalnich logik podle vyznamu, ktery prisuzujeme
modalnim operatorim, je vénovana Ctvrta kapitola této prace.

Poznamka k notaci: Pro zjednoduseni je pouzitd jednotna notace - negace —, konjunkce
A, disjunkce V, implikace —, ekvivalence = a ekvivalence na meta-trovni <. Proménné jsou
znaceny X, y, 7. .., vyrokové formule p, g, r..., libovolné formule ¢, v, x,... pfipadné s in-
dexy. ProtoZze modalni systémy se Casto jmenuji po axiomech, které obsahuji, jsou znaceny

tucné a axiomy nezvyraznéné.



Kapitola 1
Pocatky moderni logiky

Tato kapitola je vénovéana zakladatelim analytické filozofie - Fregovi, Russellovi a Witt-
gensteinovi a jejich vztahu k modaélni logice. Ackoli Zadny z nich explicitné modalni lo-
giku neformuloval, méli vSichni obrovskou zasluhu na jejim pozdéjsim formovani. To jak
nepiimo diky logickému aparatu nebo formalnimu systému zapisu, ktery Frege s Russellem
vyvijeli, tak pfimo diky nékterym podnétnym myslenkam, které fungovali jako zékladni ka-
meny, na kterych stavéli dalsi, jako v piipad¢é Wittgensteinova chapéani nutnosti, které prevzal

a zformalizoval Rudolf Carnap.

1.1 Gottlob Frege

Gottlob Frege se k modalnim soudim ve svém obsdhlém dile téméf nevyjadiuje. Zminku
o nich nalezneme v §4 jeho prvni knihy Begriffsschrift (1967, prvni vydani 1879). Hlavnim
cilem této knihy je vytvofit jazyk, ktery by umozioval formulovat dikazy jasnéji nez v pfiro-
zeném jazyce a tak, aby o jejich platnosti nebylo mozné vést spory. Moddlni rozdéleni odmitl
jako irelevantni k t€émto dcelim. Pokud nékdo prohlasi né€jaky vyrok za nutny, pak podle

Frega se tim pouze odkazuje ke svym dal§im znalostem:

Apodikticky soud se 1i$i od asertorického v tom, Ze naznaCuje existenci uni-
verzalnich soudd, ze kterych dand véta miZe byt odvozena, zatimco v piipadé
asertorického soudu takovy naznak chybi. Reknu-li, Ze véta je nutnd, naznaluji
tak divody mého soudu. Ale protoZe toto nemd vliv na pojmovy obsah soudu,

neni pro nds forma apodiktického soudu podstatnd.EI

[Frege, 1967, §4, s. 13]



Terminy apodikticky a asertoricky soud pochdzeji od Kanta. Ten ve své Kritice Cistého ro-
zumu (2001, prvni vydani 1781) zavadi ctyii kategorie soudu - kvalitu, kvantitu, relaci a mo-
dalitu. Podle té posledni se soudy déli na apodiktické (tvrzeni nebo popirdni jejich obsaht je
brano jako nutné), asertorické (jejich obsah je bran jako pravdivy nebo nepravdivy) a proble-
matické (jejich tvrzeni a popirani je brano jako mozné). O modalité potom Kant tvrdi, Ze ,,je
zcela zvl1astni funkci, jeZ se vyznacuje tim, Ze ni¢im nepfispiva k obsahu soudu, ..., nybrz se
tyké pouze hodnoty kopuly ve vztahu k mysleni Vﬁbec.’

Frege pro své ucely zavadi specidlni termin pojmovy obsah [begriffliche Inhalt], ktery
oznacuje néco, co maji dvé véty se stejnym vyznamem spole¢ného. To, co je podle ného
dilezité z hlediska smyslu je pravé pojmovy obsah. A zatimco zavrhuje tradi¢ni katego-
rie soudu a nahrazuje je vlastni dvojici predmét [Gegenstand] a pojem [Begriff], shoduje se
s Kantem na tom, Ze modalita nema vliv na pojmovy obsah soudu. Pokud je vyrok oznacen
jako mozny, fika Frege, fe¢nik naznacuje bud to, Ze v danou chvili neznd zadné zikony,

ze kterych by plynula negace daného vyroku - jako v tvrzeni

Je mozné, Ze Zemé se jednou srazi s jinym nebeskym télesemﬂ

a nebo Ze negace vyroku je obecné neplatnd - jako v tvrzeni

Nachlazeni méiZe mit za nasledek smrt [

1.1.1 Sémantika vyznamu a smyslu

Frege tedy modality do svého systému nepousti, ale i tak se zaslouzil o pozdéjSimu vyvoj
modélnich sémantik a to pfedevs§im rozdélenim vyznamu na dvé drovné. UZ v Begriffsschriftu
Frege v dvahach nad identitou pozoruje, Ze ,,stejny obsah miZe byt zcela uren riiznymi
zpﬁsoby.’ﬂ Potom je mozné uvazovat identitu obsahli dvou znakd, které odpovidaji pravé
dv&ma zplsobiim uréeni obsahu. Tuto teorii dale rozviji ve svém ¢lanku Uber Sinn und Be-
deutung (1960, prvni vydani 1892). V ném si zpocatku v§ima4, Ze identity ,,a =a” a ,,a =b"
maji o€ividné jinou vypovédni hodnotu. Zatimco ,,a = a” plati trivialné, ,,a = b” v sobé nese
néjakou informaci. Kdyby to byla informace o objektu, ktery tyto znaky oznacuji, potom by
mezi ,,a =a’ a ,,a= b” (je-li to pravda) nemél byt rozdil. Zd4 se, Ze se tedy jednd o vztah

mezi dvéma znaky, které néco oznacuji.

2[Kant, 2001, §9]
3[Frege, 1967, §4, s. 13]
“Ibid.

3[Frege, 1967, §8, s. 21]



Pokud se znak ,,a” odliSuje od znaku ,,b” jen jako pfedmét (svym tvarem), ne
jako znak (tj. ne zpisobem, kterym néco oznacuje), kognitivni hodnota a = a
se stane v podstaté stejnou jako a = b, pokud a = b je pravda. Rozdil se miize
objevit jen pokud rozdil mezi znaky odpovidad rozdilu ve zplisoby prezentace

toho, co oznaéujiﬁ

To ilustruje ptikladem trojuhelnika, jehoz kazdy vrchol je spojeny pfimkou s bodem uprostied
trojuhelnika. ,,Bod, ve kterém a protind b” je tedy stejny jako ,,bod, ve kterém b protina c”
a odpovida také ,,bodu, ve kterém se ¢ protina a”. To v ¢em se 1isi je zpiisob popisu, jak tohoto
bodu dosdhnout a vSechny tim padem obsahuji i ur€itou skute¢nou znalost. Mame-li tedy
gramaticky spravné utvoreny vyraz, mizeme u néj rozlisit smysl [Sinn], ktery v sob€ obsahuje
zpuisob danosti [die Art des Gegebenseins] a vyznam [Bedeutung], ktery odpovida tomu,
co oznacuje - reprezentaci v aktudlnim svété. Respektive Frege fikd, ze vyraz ,,svij smysl
vyjadfuje” a ,,0znacuje ¢i jmenuje svuj V)’/znam” Smyslem véty je mySlenka (objektivni
obsah), kterou vyjadfuje a jejim vyznamem je pravdivostni hodnota.

Jak z toho i plyne, kazdy gramaticky spravné utvoreny vyraz ma vzdy smysl, ale nemusi
mit nutné vyznam - mizeme mluvit o nejvétsim prvocisle, jednorozcich, nejvzdalenéjsim
nebeském objektu od zemé, prestoZe jim v naSem svété nic neodpovida. V pfirozeném ja-
zyce podle Frege mluvime bézné€ o vyznamu. Jinak je tomu v nepiimych kontextech, kde se

na misto vyznamu posouva smysl.

1.2 Bertrand Russell

Ani dalsi ze zakladateli moderni logiky Bertrand Russell nebyl modalni logice pfiznivé na-
klonén. Ve svych spisech ji obvykle bere jako zmateni v pojmech. Bylo to do jisté miry, stejné
jako u Frega, jeho snahou pfistupovat k logicko-filozofickym problému z matematického po-
hledu, ve kterém se zd4 nesmysIné rozliSovat pravdivé a nutné pravdivé véty. UZ ve svych

prvnich dilech o matematic kritizuje pojeti modalit Leibnize a Kanta:

Teorie nutnosti prosazovand Kantem, ..., se zda radikalné bludna. VS3e je v né¢jakém

smyslu pouhy fakt... neexistuje Zadné pravdivé tvrzeni, o kterém dava smysl

®[Frege, 1960, s. 37]
"[Frege, 1960, s. 40]
8[Russell, 1900] a [Russell, 1903]



fikat, Ze by mohlo byt nepravdivé. Nékdo by stejné dobfe mohl fict, Ze Cervenost
by mohla byt chuf a ne barva. Co je pravdivé, je pravdivé; co je nepravdivé, je ne-
pravdivé; a co se tyCe zdkladul, neni uz nic co by o nich mohlo byt feceno. Jediny
logicky vyznam nutnosti se zda byt odvozen z implikace. Tvrzeni je viceméné
nutné podle toho, jak je velka ¢i mala tfida tvrzeni, pro které je premisou. V tomto
smyslu maji tvrzeni logiky nejvétsi nutnost a ty geometrické maji vysoky stupen

nutnosti@

1.2.1 Nutnost jako predikat propozice

Jeho nejrozsédhlejsi prace vénovand modalitdm byla Necessity and Possibility (1994), kterou

Russell prednasel roku 1905 Oxfordské filozofické spoleCnosti. V ni se na definicich nutnosti

od rliznych autorti snazi demonstrovat, Ze nutnost a moznost mezi zdkladni logické pojmy

nepatii a ,,pfedmét modality by mél byt z logiky Vyhnén.”m Uvadi nasledujici Ctyfi charak-

teristické druhy definice nutnosti:

. Nutnost je chdpana jako poznani a priori a moZnost jako empirické poznani. Zde je
problém najit logicky par, ktery by témto dvéma kategoriim odpovidal. Russell navr-
huje jako jednu z moznych definic vyrazy ,,vyrok, ktery nepredikuje existenci v prislus-
ném Case” a ,,vyrok, ktery predikuje existenci v prislusném Case”. Ale existuji i véty
které plati nezdvisle na Case a pfitom nejsou apriorni - napt. fyzikalni zdkony. MnoZina
vyrokd, kterd nepredikuje existenci v prisluSném Case, by potom byla zajimava pouze
zpusobem ziskdni znalosti a nutnost definovana jeji pomoci by tedy méla Cisté epis-
temologicky vyznam. To podle Russella dobie odpovida lidskému psychologickému
pocitu nutnosti, ale urcité nepatii mezi pojmy, kterymi by se méla zabyvat logika. Nut-

nost by neméla byt brana jako ,,vé¢na pravda’ méla by byt zcela nezavisla na Case.

. Nutnost tvrzeni je chdpana jako jeho dokazatelnost. To demonstruje na intepretaci
nutnosti v pracich Bradleyho, Bosanqueta nebo G. E. Moorea. Breadley oznacuje
vétu za nutnou, pokud je disledkem jiné véty. Pritom neklade pozadavky na pravdi-
vost ani jedné z téchto vét a tedy je tato definice hodné bizarni a prakticky kterdkoli

véta je podle ni nutna. Bosanquet zase tvrdi, Ze vSechny hypotetické, nebo disjunktivni

°[Russell, 1903, sekce 430]

10[Russell, 1994, s. 519]

Russell, 1994, s. 511]

127iskat zmitiované prace Bradleyho, Bosanqueta a G. E. Moorea se bohuZel ukézalo jako znaén& ndrocny
ukol a tak zde budou popsdny pouze tak, jak je podava Russell. K ilustraci Russellovy myslenky by to ale snad
mélo byt dostacujici.

10



véty jsou nutné a Zadné jiné. Ale i pravdivé hypotetické véty jako ,,Pokud bude prset,
vezmu si deStnik.” nebo pravdivé disjunktivni véty jako ,,Caesar zemfel o bieznovych
idach, nebo zemfel na prejedeni naklddanymi okurkami.” budou sotva povazovany
za nutné véty, na rozdil tieba od véty “Caesar zemiel o bieznovych idach, nebo ne-
zemrel o breznovych idéch.’ﬂ G. E. Moore definuje nutnost véty relativné podle toho,
jak velkd je mnozina vét, které ji implikuji a soucasné ji nejsou implikovany. Nicméné
podle Russella maji vSechny pravdivé véty stejnou nutnost a neni je mozné na zakladé

nutnosti rozliSovat.

3. Nutnost tvrzeni je chidpdna jako analyti¢nost - véta je odvoditelnd logickymi zdkony.

Ani s timto pojetim neni spokojen, protoZe nebere v tivahu nutnost mimo logiku.

,-.. mnoZstvi vét, které nejsou analytické, je chdpano jak nutné. Takové jsou:
,Pokud je néco dobré, pak to neni Spatné‘, ,Pokud je néco Zluté, neni to
ervené‘, atd. Spatné neznamend to samé jako ne dobré a pouh4 logika proto
nikdy nedokdze, Ze dobré a Spatné jsou o nic vic nespojitelné nez kulaté
a modré. 9]

4. Tvrzeni je chapano jako nutné, pokud se jednd o piipad urcitého druhu tvrzeni, které
jsou vSechny pravdivé, tj. je mozné za urcitého Clena véty substituovat jiny pfi za-
chovani pravdivosti véty. To je napiiklad véta “Pokud Sokrates je clovék, pak Sokrates
je smrtelny.” ktera zGstava pravdivd, kdyZz nahradime oba vyskyty slova ,,Sokrates*
jinym objektem. Ale tato definice nutnosti je jednak velice vagni a jednak tato véta
prestane byt nutnd, pokud dojde k nahrazeni pouze jednoho vyskytu slova ,,Sokrates*.
Pri nékterych substitucich navic vede k nesmyslnym vysledkim. Kvili exaktni definici
je treba, aby se v tomto pfipadé nutnost nevztahovala k vété, ale k vyrokové funkci,
kterou Russell charakterizuje jako ,,vétu s neurcitym pfedmétem.’ Nésledujici de-
finice prevzal z prace Hugha MacCollﬁ s tim rozdilem, Ze MacColl mezi vyroky

a vyrokovymi funkcemi nerozliSoval:

Vyrokova funkce ,,x mé vlastnost ¢* je nutnd, pokud plati pro v§echno; je

nutnd v tridé u pokud plati pro kazdy ¢len u.

B[Russell, 1994, s. 513]
14[Russell, 1994, s. 517]
I5[Russell, 1994, s. 518]
16[MacColl, 1896]

11



Vyrokové funkce ,,x ma vlastnost ¢ je moZnd, pokud plati pro néco; je

moznd v tridé u pokud plati pro néjaky Clen u

Ale ani tyto definice Russellovi nevyhovuji. Vadi mu, Ze pfifazuji nutnost a mozZnost

vyrokovym funkcim, zatimco Russell je presvédCen, Ze se jedna o predikaty vyroka.

Vsechny tyto piiklady povazuje za dostatecné k dosvédceni toho, Ze nutnost je nejasny
a zmatedny pojem. Zadny z piedchozich zptisobti definice nutnosti neni zcela intuitivni a

neproblematicky a proto Russell dospivé k presvédCeni, Ze neexistuje Zadna logickd nutnost.

Véty jsou jednoduse pravdivé nebo nepravdivé a neexistuje Zadny takovy kom-

parativ a superlativ pravdivosti jako je neznaceno pojmy kontingence a nutnostm

1.2.2 Nutnost jako predikat propozi¢ni funkce

Pozdé&ji Russell svoje nepratelstvi k modalnim logikdm o néco zmirnil a posledni pojeti nut-
nosti z Necessity and Possibility ptepracoval ve své praci Introduction to Mathematical Phi-
losophy (1967, prvni vydani 1919) do definice modalnich konstant. K tomu musel provést
nékolik zmén. Jednak uZ netvrdi, Ze je nutnost predikdtem vyroku, ale pravé naopak, ze
pri¢ina zmatkd a nejasnosti pii snaze o zachyceni nutnosti je pravé pripisovani nutnosti
vyrokiim. Vyrok ma jasné danou pravdivostni hodnotu a je nesmyslné tvrdit, Ze je to tak
nutné, nebo Ze by to mohlo byt jinak. Filozofické problémy s modalitami spocivaji v zaméné
vyrokovych funkci a vyrokili. Vyroky jsou jen pravdivé, nebo nepravdivé a neni pfilis jasné,
co by nutnost pfidavala pravdivé vété navicm Vyrokové funkce naopak mohou platit pro cely
svij defini¢ni obor (,,x = x”), jen pro nékteré jeho hodnoty (,,x je ¢lovék™) a nebo neplatit pro

Zadnou (,,x je jednorozec”). Pfedchozi problém s hodnotami, na kterych vyrokové funkce

7[Russell, 1994, s. 518]

18[Russell, 1994, s. 520]

19V tomto sméru se Russell pondkud popira v daliich &astech Introduction to Mathematical Philosophy,
ve kterych pravdivé véty umoZiuje oznacit jako logicky nutné. PouZiva terminy nutny a mozZny jako predikaty
vyrokii a logickou nutnost ztotoZiiuje s pravdivosti ve viech moznych svétech. Rika:

Cistd logika a &istd matematika (coZ je totéZ), usiluji o to byt pravdivé, Leibnizovymi slovy,
ve vSech moZnych svétech, ne pouze v tomto ndhodném svété bez ladu a skladu, ve kterém nds
uvéznénila ndhoda. Logik by si mél zachovat urlitou distojnost: nesmi se snizovat k vyvozovani
zavérua z véci, které o ném vidi. [Russell, 1967, s. 192]

Tato definice vyvoldva fadu dalSich otdzek, které na Russell uz dale nijak neodpovidd, napf. jak by to bylo
s logicky nutnou vyrokovou funkci, kdyZ Russell dovoluje dosazovat do vyrokovych funkci pouze aktudlni
individua.

12



davaji nesmyslné vysledky, Russell vyfesil ve své slavné Mathematical Logic as Based on
the Theory of Types (1908). UZ nepovoluje do propozi¢nich funkci substituovat libovolné
pres celé univerzum predmétd, ale pouze pres specialni mnozinu - logicky typ. Ten neobsa-
huje ty hodnoty, které by davaly nesmysIné vysledky. Véta vznikl4 z funkce dosazenim prvku

jejiho logického typu je tedy vZdy smysluplnd, tj. pravdiva nebo nepravdiva.
Russell vyrokovou funkci ¢ (x) oznaéujﬂ jako

nutnou < (Vx) ¢ (x)

¢ (x)

moZnou < (3Ix)

|

¢ (x)

nemoznou < (Vx)

Toto je ptiklad takzvaného statistického pojeti modalit - modalni pojmy jsou nahraditelné
kvantifikatory a Russell si tak potvrzuje svoje presvédceni, Ze se nejednd o fundamentélni
logické pojmy. I tak je jeho chapdni modalit vyznamny posun od Frega a Kanta, ktefi chapali
pravdivost jako jednu z modalnich kategorii, zatimco Russell ji stavi zcela mimo né. A ackoli
Russell Zddnou dalsi teorii modélni logiky nerozviji, ma velkou zasluhu na pozdé;jSim vyvoji
modaélnich logik. Byla to pravé nesouhlas s jeho a Whiteheadovou interpretaci tzv. materidlni
implikace v Principia Mathematica (1962, prvni vydani 1910), ktery motivoval C. I. Lewise
k vytvorfeni vlastni teorie striktni implikace, ze které se pozdéji vyvinula standardni syntaxe
moderni modalni logiky a soucasné jejich formalni systém, ktery mu vibec jeji axiomatizaci

umoznil.

1.2.3 Implicitni modalni logika

Na Russellova chapini modalni logiky existuje i opacny nézor, Ze Russell byl modalnim
logikdm nejen piiznivé naklonén, ale dokonce rozvijel 1 svoje vlastni modélni systémy. To
napiiklad tvrdi Jan Dejnozka (2010). Podle néj pravé diky tomu, zZe Russell definuje modalni
spojky pomoci kvantifikatori na funkcich, je mozné chapat Russellovy prace v klasické pre-
dikétové logice jako v modalni logice s eliminovanymi modalnimi symboly, které jsou na-
hrazeny kvantifikatory. V tom chédpe ono Russellovo ,,vyhnani modalit z logiky” - v redukci
modalnich pojmi a entit. Potom je mozné chapat celou logiku z Principia Mathematica jako
modalni.

Dejnozka vybira z mnoha prevazné nelogickych Russellovych textu citaty, které naznacuji

axiomy modélniho systému S a dale na jejich zdkladé tvrdi, Ze Russell mél dokonce sedm

20[Russell, 2004, s. 81] nebo [Russell, 1967, s. 165]
2ITento systém je definovén v oddilu 2.1.2
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riznych implicitnich modalnich logik a to nejen aletické, ale také epistemické a deontickéF_ZI

Dejnozka také uvadi tfi hlavni divody, pro¢ je stale vétsina lidi presvédCena, Ze Russelltiv
vztah k modalitim byl negativni. Prvni je, Ze vétSina ¢tenaid Russellova rozsahlého dila, ktera
se zajimé o logiku, nemd obvykle pfili§ velkou znalost knih, které nejsou vénovéany logice
a pravé v nich se Russell zaobira modalitami nejcastéji. Druhy divod je podle Dejnozky praveé
to, Ze Russellova prace Necessity and Possibility nebyla béhem jeho Zivota publikovéna, i
kdyZ se zdd minimalné podivné, Ze zrovna z této prace by jakymkoli zpisobem plynul Rus-
sellav kladny vztah k modalitim. Jako posledni diivod Dejnozka uvadi to, Ze ,,zatimco mozZna
logika bez metafyziky a ontologie je moznd, adekvatni badani o Russellové modalni logice

bez adekvatniho badani o jeho metafyzice a ontologii mozné nem’.’

1.3 Ludwig Wittgenstein

Ludwig Wittgenstein se ve své knize Tractatus logico-philosophicus (2007, prvni vydani
1921) pokousi objasnit logiku jazykovych vyjadieni a souCasné s tim i pojem nutnosti, mo-
Znosti a nemoznosti. Pritom kritizuje Frega a Russella a jejich pojeti logické pravdivosti jako
univerzalni platnosti vyroku. Podle Wittgensteina ale obecnd platnost neni zarukou nutnosti,
miZe existovat vyrok, ktery je empiricky a pfitom obecné platny jen v disledku ndhody.
Ve své teorii proto stanovuje podminky, podle kterych se vyroky rozdé€li na ty, které jsou
pravdivé nutné a na ty, které jsou pravdivé pouze kontingentné. Tyto myslenky se staly in-
spiraci pro mnoho dal$ich logikti a vychazely z nich i prvni modalni sémantiky. K jejich
objasnéni je ale nejprve tieba strucné priblizit Wittgensteinovo pojeti svéta a vztahu svéta a

jazyka.

1.3.1 Ontologie a teorie jazyka

Uplny popis svéta neni dan souhrnem viech jednotlivin, ale souhrnem viech fakni, které
v ném plati. Fakta existuji v logickém prostoru, ( 1.13@ ktery obsahuje vSe, co je logicky
mozné. Zakladnim druhem faktl jsou stavy véci, ty jsou na sobé vzajemné nezavislé. (2.061)
,»Stav véci je propojeni predmétit”, (2.01) které jsou natolik jednoduché, (2.02) Ze neni mozné
je uz dale rozlozit. (2.021) Povaha pfedmétt neni tplné jasnd, vzhledem k tomu, Ze Wittgen-

stein nikde nedéava priklad toho, co povazuje za predmét. Predméty neni mozné spojovat

22Epistemickym a deontickym logikdm jsou vénovéany oddily 4.1 a 4.2

23[Dejnozka, 2010, s. 1]

24V této kapitole jsou v zavorkdch uvadény &isla komentafi z [Wittgenstein, 2007]. Pokud nejsou v uvo-
zovkach, tak se nejedna se o piimé citace, ale jsou zde uvedeny pro usnadnéni orientace ve struktute Tractatu.
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svévolné, kazdy predmét mé logickou formu, kterd urCuje jak a v kterych stavech véci se
muze vyskytovat. (2.0141) ,,Ve stavu véci jsou do sebe predméty zaklesnuty jako Clanky
retézu”, (2.03) nejsou tedy tfeba navic zadné relace mezi predméty. Znalosti predmétu je
dand i znalost v§ech moZnosti jeho vyskytu ve stavech véci. (2.0123) Predméty dohromady
tvoti substanci svéta. (2.021) ta ,,existuje nezavisle na tom, co je zkratka tak.” (2.024)

Svét si zobrazujeme v izomorfismu s jazykem. Pfedméty v jazyce zastupuji jména, stavy
véci elementdrni véty a fakty pravdivé véty. Véta a jeji obraz sdileji stejnou formu zobra-
zovdni. Stejné jako nelze spojovat libovolné predméty, také libovolnym, 1 kdyz tieba grama-
ticky spravnym, shlukiim jmen ve svét€ nic neodpovida a jsou tedy nesmyslné. Analogicky
jako stavy véci i jejich obraz - elementarni véty jsou vzdjemné nezdvislé a souhrn vSech
pravdivych tvoii Uplny popis svéta. (4.26) Podstatné je, Ze véty sice mohou popsat veskerou
realitu, ale nemohou popsat nic, co by bylo mimo svét jako naptiklad formu zobrazeni nebo
metafyziku.

,, Véta je pravdivostni funkci elementarnich vét.” (5) Pravdivostni moZnosti elementarnich
vét Wittgenstein schematizuje pomoci pravdivostni tabulky. Pravdivostni moZnosti, pii kterych
je véta pravdiva, se nazyvaji ditvody pravdivosti (5.10) a jsou-li divody pravdivosti jedné véty
také diivody pravdivosti druhé véty, tak z druhé véty ta prvni vyplyva.

Mezi vétami mohou nastat dva extrémni pfipady a to jsou véty, které jsou pravdivé pro
vSechny pravdivostni moznosti - tautologie a véty, které jsou naopak pro vSechny pravdivostni

moZznosti nepravdivé - kontradikce.

1.3.2 Moznost a nutnost v Tractatu

Proti Russellovu pojeti nutnosti a moZnosti jako obecné, respektive existencné kvantifikované

propozi¢ni funkce se Wittgenstein v Tractatu vymezuje:

Je nespravné parafrazovat vétu ,,(3x).f(x)” pomoci ,,fx je mozné” - jako to déla
Russell.

Jistota, moZnost nebo nemoZnost n¢jaké situace se nevyjadfuje vétou, nybrz tim,

Ze je vyraz tautologii, smysluplnou vétou nebo kontradikci.

Onen precedens, na ktery bychom se chtéli odvoldvat, musi byt uz v samotném
symbolu@

25[Wittgenstein, 2007, 5.525]
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Podle Wittgensteina tedy tautologie odpovida nutné pravdé, kontradikce nemozné pravde
a vSechny ostatni smysluplné véty moZné pravdé. Kontradikce a tautologie nejsou smyslu-
plné véty, protoze nic nefikaji o svété a jejich pravdivost je nezdvisla na elementarnich vétach,
které obsahuji. Nutné pravdivé a nutné nepravdivé véty tedy nemohou byt elementarni, ale
musi se jednat o sloZené logické struktury, ve kterych jsou elementéarni véty spojeny tak, aby
jejich vyslednd hodnota v pravdivostni tabulce ddvala pouze jednu hodnotu. Ale vzhledem
k tomu, Ze se jedna o spravné utvorené véty, nejsou ani nesmyslné.

Wittgenstein tak ostfe oddélil logické a empirické. Neni Zddnd empirickd nutnost, i obecné
platné kontingentni véty jsou obecné platné nahodile v disledku stavu svéta. Nutnost a nemoznost
nastavaji pouze jako disledky sémantickych pravidel a nema smysl je hledat mimo jazyk.
Existuje pouze logicka nutnost a logickd nemoZnost. (6.37, 6.375) ,,Véty logiky jsou tauto-
logie.” (6.1) To, Ze nic netikaji o svété, je v poradku, protoZe logika musi obsahovat pouze

analytické véty.
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Kapitola 2
Prvni moderni modalni logiky

Na rozdil od hledani zakladi mnoha jinych obort Ize pocatek moderni modalni logiky urcit
pomérné presné. VSeobecné za néj byva povazovana prace C. 1. Lewise A Survey of symbo-
lic logic (1918), ve které byl publikovana prvni axiomatika modalni syntaxe. Samoziejmé
i Lewis mél své predchiidce, na pifelomu stoleti se modalitam vénovali napiiklad C. S. Peirce,
ktery se zabyval grafickym vyjadienim modality ve svych Gamma systémech, nebo Hugh
MacColl. Ten se ve svych pracicfE] zabyvd vyznamem a zavadi pét pravdivostnich hodnot
vyrokil pravda, nepravda, mozZnost, nemoznost a proménnost, které Siroce popisuje. Jinak ale
jeho prace svym obsahem nezapadaji do ,,moderni logiky‘ - neobsahuji formélni definice
formuli, rigor6zni odvozovani z mnoZiny axiomu, atd. Pro Lewise ale nejspi$ nebyl velkou
inspiraci, v ivodnim historického ptehledu z A Survey of symbolic logic ho viibec nezminuje
a jen pozdéji dodava, ze navrhl néco trochu podobného jako jeho vlastni systém striktni impli-
kaceﬂ Daleko vétsi inspiraci pro néj byla Principia Mathematica, jen nékteré operace v jejim
systému povaZoval za nevhodné definované. Lewisovou primdrni snahou tedy nebylo rozsifit
systém klasické logiky, ale zdokonalit logicky formalismus Russella a Whiteheada.
Lewisovy systémy byly ale Cisté syntaktické a tak bylo nesmirné obtiZné je porovnavat
nebo urdit, zda-li viibec generuji rizné mnoziny formuli. Tarski sice vyvinul sémantiku pro
klasickou logiku kratce po vydani Lewis (1932), ale pro modalni logiky Zddnd sémantika
dlouho neexistovala. Rozvijela se ale modélni algebra a v jejim ramci bylo dosaZeno vyznam-
nych vysledkti. W. T. Parry (1934) dokazal, Ze Lewisovy systémy jsou vzajemné odli$né;
McKinsey analyzoval dva z nich S2 a S4 a dokdzal, Ze jsou rozhodnutelné; byly tvofeny
dalsi nové logiky. Nejpozoruhodnéjsi z algebraickych vysledki je spolecnd prace Jonssona
a Tarského z roku 1951. V nf ukézali, jak reprezentovat rozsitené Booleovské algebry s ope-
ratory jako modelové struktury. Operator ¢ definovali pomoci binarni relace R a poukézali

na to, jak vlastnosti relace ovliviiuji vlastnosti operatoru. Jejich prace je v zdsad¢ alge-

! [MacColl, 1896], [MacColl, 1906]
2[Lewis, 1918, s. 108]
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braicka analogie pozdéjsiho Kripkova dikazu tplnosti. Ale ackoli se Tarski pfedtim vénoval
modélnim algebrdm ve spoluprici s McKinseyem, nikde ve své praci svoje vysledky nevztahl
k modélni logice a dokonce si blizké podobnosti mezi obéma systémy pravdépodobné ani ne-
byl védomf]

DalSim podstatnym datem pro modalni logiku byl rok 1946, ve kterém byly publikovéany
prvni predikatové modalni logiky. Obvykle je jako autorka prvni kvantifikované modalni lo-
giky uvadéna Ruth Barcan Marcusova, jeji piispévek byl pfijat do Journal of Symbolic Logic
o mésic dfive neZ ten od Rudolfa Carnapa. Nicméné jejich prace nejsou dost dobfe porov-
natelné. Zatimco prace Barcan Marcusové (1946) je zcela syntaktickd - jedna se pievazné
o velké mnozstvi dikazi vytaZzenych z jeji rozpracované doktorské prace, Carnapovi §lo
o vic. SnaZzi se o objasnéni modalni pojmu a jeho piispévek ,,byl zalozeny na Meaning and
Necessity, knize na které pracoval od roku 1942, prvni verzi dokoncil roku 1943 a, po dlouhé
korespondenci s Quinem a Churchem, publikoval roku 1947.‘ﬂ Proti spojeni modalnich logik
a kvantifikatort se zahy objevilo mnozstvi kritiky. Zcela je odmitd W. V. O. Quine a pfitom
poukazuje na mnohé problémy, které z tohoto spojeni plynou jako napfiklad ten, Ze vzhledem
k selhdvani substituovatelnosti individui s identickymi hodnotami v modélnich kontextech,

pres né neni smysluplné kvantifikovat jako pres skutecné objekty.

2.1 Modalni axiomatika

2.1.1 Lewisovy systémy

Roku 1910 vydavaji Bertrand Russell a Alfred North Whitehead prvni dil svého tfisvazkového
monumentédlniho dila Principia Mathematica. V prvni kapitole jsou zavedeny zdkladni lo-
gické spojky - negaci a disjunkci a jejich pomoci je definovana dalsi spojka - materidlni
implikace: ,,p — q =4 —pV q”. Tu potom navrhuji Cist ,,z p vyplyva q’ﬂ a vysvétluji to
pomoci standardniho odvozovaciho pravidla - pokud je pravdivé p i p — ¢, pak musi byt
pravdivé i g. Lewis poukazuje na to, Ze se nejedna o vhodnou definici, protoze vlivem stavu
svéta ze sebe mohou vyplyvat zcela nezavislé véty. Navic ma fadu podivnych disledk, které
nijak nepfispivaji spravnému odvozovani. Mezi né patfi i tzv. paradoxy materidlni implikace
- pravdiva véta je implikovana libovolnou vétou a z nepravdivé véty plyne jakdkoli véta.

Formalné se zapisuji:

0= (W—0)ap— (- — )

3Kripke v rozhovoru s Jackem B. Copelandem uvedl, ,,Ze na konferenci ve Finsku v roce 1962 zdurazioval
dilezitost této prace [Jonsson a Tarski, 1951]. Tarski byl pfitomen a fekl, Ze nebyl s to vidét jakékoli spojeni
s tim, co jsem délal j4!” [Copeland, 2002, s. 105]

4[Jacquette, 2002, s. 288]

5[Russell a Whitehead, 1962, s. 94]
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Lewis namitd, Ze takto definovand implikace je ,,0€ividné relace mezi pravdivostnimi hod-
notami vyrokl, ne mezi jakymkoli pfedpokladanym obsahem nebo logickym vyznamem
V}”I‘Okﬁ,’ﬂ Nedava tedy dost dobfe smysl mluvit o vyplyvani, protoze bézny vyznam ,,z p
vyplyvd ¢” ma podle néj byt synonymni s ,,q je odvoditelné z p’ﬂ Chce proto navrhnout
novou relaci, kterd by brala v tivahu i vyznam vyroki a kterd by 1épe reprezentovala vztah
mezi premisou a zavérem. A sta¢i mu k tomu mald zména - nepozadovat pouze, aby v piipadé
p — ¢q nebylo p pravdivé a g nepravdivé, ale aby viibec nebylo mozné, aby p bylo pravdivé
a g nepravdivé.

V [Lewis, 1918] proto zavadi zakladni modalni operaci pro moznost (symbolicky Qﬂ
Jeji pomoci potom definuje strikini implikaci p < q =45 —~O(p A —q) a strikini ekvivalenci
P=q=qr p=<q N\ q= p.Proti striktni implikaci n€ktefi namitali, Ze neni o nic mén¢ pa-
radoxni nez materidlni implikace, protoze ma vlastni paradoxy striktni implikace - nemozZna
véta implikuje jakoukoli vétu a nutnou vétu implikuje jakdkoli véta. Podle Lewis ale tyto
disledky uZ nejsou nijak paradoxni a striktni implikace intuitivné zachycuje logické od-
vozovéni. Lewis potom pouze na jejim zakladé, bez pouziti materidlni implikace, definuje
systém s osmi axiomy. Jak ale brzy poukdzal E. L. Post, byl tento systém chybny a kvuli

axiomu
(1.8) (p=<q) < (=0q=<—-0p)

a jeho dal$im alternativnim formam v ném bylo dokazatelné —Qp < —p. Lewis v [Lewis,

1920] z (1.8) ponechal jen stranu zleva doprava - axiom
(2.2) (p<4q) < (=0g <—=0p)

a odstranil ostatni axiomy, které vedly ke kolapsu modalit. Vysledny systém byl potom ekvi-
valentni jeho pozdé€jsimu systému S3, zahrnutému do jeho a Langfordovi prace Symbolic
Logic (1932). V jejim Appendixu bylo uvedeno pét systému, sefazenych podle vyjadfovaci

sily. Nejslabsi z nich S1 ma nasledujici axiomy:
Bl. pAg=<qgAp,

B2. pAg < p,

B3. p<pAp,

B4. (pAgq)ANr<pA(gNr),

[Lewis, 1918, s. 326]
"[Lewis a Langford, 1932, s. 122]
8Respektive v [Lewis, 1918, s. 292] je jako zdkladni mod4lni operace zavedena nemoZnost (symbolicky

~). Ale kvili lepsi prehlednosti a vétsi jednoduchosti zde bude pouZita jeho pozdéjsi notace z [Lewis, 1932],
ve které pouziva jako zakladni moddlni operaci moZnost (symbolicky ¢, pfi¢emZ plati (@ <45 — ~ @).
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BS5. p < —|—|pEI
B6. [(p=<q)N(g=r)]=(p=r),
B7. [pA(p=<9q)] <q.

Plati v ném odvozovaci pravidla uniformni substituce formuli za proménné, substituce striktné

—If AQQ a verze modu ponens se striktni implikaci 2224, V S1

q
neni dokazatelné ani celkem vérohodné zné&jici pravidlo - ¢ (p A q) < O p, které ptidanim k S1

ekvivalentnich vyrazi, adjunkce

vytvoii systém S2. Systém S3 ze Survey of Symbolic logic vznikne pravé obohacenim S1 o
axiom (2.2).

V téchto systémech nebylo mozné redukovat iterované modality a bylo tedy nekonecné
mnoZzstvi riznych modalit. To vedlo Oskara Beckera (1930) k navrhu axiomt, které by
umoznily omezit mnozstvi riznych modalit na kone¢né Cislo. Jedna se o tzv. princip slabé re-
dukce OO p < Op a princip silné redukce $—Op < ~Op. Témto principiim se fika také axiom
4 a axiom 5 podle ndzvli modalnich systému ze Symbolic Logic. Systém S4 je S1 plus axiom
4 a obsahuje pravé 12 riiznych modalit, logika S5 odpovida S1 s pfidanym axiomem 5 a ma
pouze 4 riizné modality - moZnost, nutnost (symbolicky [, plati (1@ ;¢ =0—@) a jejich
negace. Ale i Becker samotny mél o principu silné redukce pochyby, nékteré jeho disledky
jako O = Oe, se mu ,,zdaly lehce paradoxm”m Lewis je nepfijal viibec, nejvice se mu
zamlouval systém S1. Ukéazalo se totiZ, Ze v jeho pivodnim systému je dokazatelny teorém
(p=<q) < ((g=<r)=<(p=<r)), ktery se mu zdél neintuitivni a obdval se, Ze je dokazatelny
uz v S2. Kdyz roku 1934 W. T. Parry dokdzal, Ze to tak nenf a systémy S2 a S3 jsou rozdilné,
Lewis si zvolil S2 jako idedlni systém striktni implikace, tj. ten ktery nejlépe reprezentuje

implikaci tak, jak se béZné pouZziva.

2.1.2 Godelova uprava

Nazvy Lewisovych moddlnich systémi se sice pouZivaji dodnes, ale jejich standardni podoba
je jina. Misto sady modélnich axiomil se definuji jako rozsiteni klasické logiky o modaln{ axi-
omy a odvozovaci pravidla. Prvni moduldrni modalni systém byla logika S4, kterou formulo-
val roku 1933 Kurt Godel s pouzitim opét materidlni implikace a s [] jako primitivnim symbo-
lem. Jeho logika obsahuje vyrokovou logiku z Principia Mathematica (tj. obsahuje vSechny
tautologie klasické vyrokové logiky a pravidla modus ponens a substituce) a nasledujici

modalni axiomy:

T. Up — p,

9McKinsey roku 1934 dokazal, Ze je tento axiom nadbyteény.
10[Kneale a Kneale, 1962, s. 551]
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K. O(p—¢q) — (Op— Og)
4. Op — OOp,

a pravidlo necesitace - je-li p teorémem systému , tak je jim i [lp. Godel dokazal, ze tato

logika je ekvivalentni s Lewisovou S4. Logika S5 vznikne nahrazenim axiomu 4 axiomem

5. Op — UOp.

Godeluav pristup ale oteviel dvefe i pro celou fadu novych systémil. Modalni logiky S4 a S5
a dalsi, které obsahuji axiom K, se nazyvaji normdlni. Zékladni normdlni logika K obsahuje
pravé jediny modélni axiom K, ale obvykle se jako minimélni normdlni logika bere TE],
tj. logika K plus axiom T. T obsahuje S2 a je obsaZen v S4 a je pfitom nezavisly na S3. Logika
S4 a SS jsou tedy jednoduse T s axiomem 4, respektive 5. Pro malo béZné ne-normalni logiky
S1-S3 se modularni axiomatiku podafilo najit aZ v roce 1957 Lemmonem, ktery také zavedl
epistemické protéjsky Lewisovych systémut E1-ES.

Mezi axiomy, které tvoii dalsi modalni logiky, patii naptiklad:

D. Lp — O,

B. p—OOp,

Gl. OOp — O0p,

N1. OO (p—Up) — p) — (O0p — p)
DI. O(Cp—q)vO (g — p)

R1. O0p — (p— Op)

Jejich pomoci se tvoii napiiklad tzv. Brouwertv systém B =T + BEL nebo pocetna mnoZina
logik mezi S4 a S5, jako jsou S4.1 =S4 + N1, S4.2 =S4 + G1, S4.3 =S4 + D1, S4.3 =S4 +
R1. Na radu Lewisovych systému navazal Alban, ktery zavedl systém S6 = S2 + axiom (O p
a Halldén, ktery pridal ten samy axiom k S3 a vysledny systém nazval S7. Jako S8 potom

oznacil 83 s axiomem IO p.

! Jako logiku T ji inspirovan Godelem zavedl poprvé Feys (1937), nezdvisle na ném ji zavedl i Wright (1951)
a nazval ji M. Ze jsou jejich systémy ekvivalentni dokdzal Sobociriski (1953).

12Jména axiomd a systémii se dost Casto li§f autor od autora. Mnoho systémi je mozné navic definovat
nékolika zpisoby. Vétsina zde uvedenych systémii a axiomu je pievzata z [Hughes a Cresswell, 1996]
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2.1.3 Predikatova modalni logika

Systém Barcan Marcusové (1946) je pfimé rozsiteni Lewisova systému S2 o nésledujici axi-

omy pro kvantifikatory:

BS. Vx@ < @x(t), pokud je term ¢ substituovatelny za proménnou x ve Q.
B9. Vx (@ — y) < (Vx¢ — Vxy)
B10 @ < Vx@, pokud x neni volné ve @

a specialni axiom, jediny ve kterém pouZiva materidlni implikaci:
B11. Odxep — Ix0e.

Ten se dnes standardné oznacuje formule Barcanové a obvykle se uvadi v ekvivalentni verzi
Vade(x) — OVxe(x).

Jak bylo uz zmin€no, price Carnapa (1946) je velice odliSna. Carnapovi jde v prvni
fad€¢ o zachyceni vyznamu nutnosti a teprve potom, co ho dosdhne, se snazi formalizovat
systém, ktery by mu odpovidal. Jedna se o rozsifeni S5, které nazyva MFC. Carnap na rozdil
od Barcan Marcusové nepouziva Lewisovu notaci, ale vychdzi z klasické predikatové logiky,
ke které pridava velké mnoZstvi axiomu pro nutnost Také v MFC je dokazatelnd formule
Barcanové a i tzv. druhd formule Barcanové - OVx¢(x) — VaxO@(x).

I dalsi systémy modalni predikatové logiky, které zde budou zminény, jsou obvykle de-
finovany jako rozsiteni predikdtové logiky o charakteristické modélni axiomy a pravidlo ne-
cesitace. Napiiklad Kripke (1959a) definuje S5*~, tj. kvantifikovanou S5 s identitou, jako ja-
koukoli formalizaci klasického prvoradového predikatového kalkulu s identitou s dodate¢nymi
schématy K, T, 5 a odvozovacimi pravidly modus ponens (pokud - ¢ a - ¢ — v, pak - y)
a necesitaci (pokud - @, pak - L@).

2.2 Rudolf Carnap

Rudolf Carnap uz byl zminén jako autor prvni modalni sémantiky. Ale jesté pred tim, nez
Carnap totiZ ve svém mysleni prodélal pozoruhodny obrat, kdyZ z pocatecniho rozhodného
odmitani formdlni sémantiky pod vlivem nové vzniklé sémantiky klasické predikatové logiky

zcela zménil ndzor a rozsitil ji o modalni operétory.

13[Carnap, 1946, s. 54-55]
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2.2.1 Syntaktické obdobi

Carnapova nediivéra k sémantice, ktera se mu zdéla formalné nezachytitelnd, byla do velké
miry zpisobena Godelovou vétou o nedplnosti. Toto jeho obdobi reprezentuje Logische Syn-
tax der Sprache (1934). V ni se s Wittgensteinem shoduje v redukci problému filozofie na lo-
gickou syntax jazyka, nesdili ale nazor, Ze by se logickd struktura svéta nedala zobrazit,
ale pouze vykdzat. Riké, Ze je dileZité rozliSovat mezi dvéma jazyky - objektovym, kterym
muiZeme mluvit o skuteCnosti a metajazykem, kterym je mozné hovofit o logickém rozboru
a formach objektového jazyka.

Véty se tak v rdmci syntaktické analyzy rozdé€li na tyto kategorie:

1. predmétné véty, které vypovidaji o néjakém predmétu urcitou vlastnost, napr. ,,Ba-

bylon bylo velké mésto®,

2. syntaktické véty, které nevypovidaji o objektu, ale o vyrazu jazyka, napft. ,,,A V

—A‘ je kontradiktoricka véta“.

Potom existuje jesté¢ smiSena kategorie mezi nimi:

3. pseudopredmétné véty neboli kvazisyntaktické véty vécného zplisobu mluvy,
,.které jsou formulované jako kdyby hovofili (Castené nebo vyhradné) o pred-
métech, ale ve skute¢nosti odkazuji na jejich syntaktické formy.’ Napt. ,,Vce-

rej$i pfednéaska byla o Babyloné.”

Carnap prebird Fregiiv vyznam a oznacuje ho extenze. Extenziondlni véty jsou zjednodusené
ty, ve kterych je mozné substituovat jejich Casti (tj. jejich podvéty ¢i vlastnosti/mnoZziny)
za takové, které maji ve svéte stejnou reprezentaci, beze zmény pravdivosti celé véty. Ty véty,
které nejsou extenziondlni, nazyva intenziondlni. Ty ale nejsou v logickém systému potieba
podle Carnapovi teze extenzionality, kterd ik, Ze vSechny intenzionalni véty jsou kvazisyn-
taktické a je mozné je prevést na odpovidajici extenziondlni véty. Véty modalni logiky patii

mezi intenzionalni véty a proto je prevadi nasledujicim zptisobem:

4[Carnap, 1934, s. 285]
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intenziondlni moddlni véta | extenziondlni syntaktickd véta
A je mozZné ,,A“ neni kontradikce
A je nemozné ,»A“ je kontradikce
A je nutné A je analytickd véta
A je kontingentni ,»A“ je syntetickd véta

,»Jinymi slovy: syntax uz obsahuje celou logiku modalit a konstrukce specidlni inten-
ziondlni logiky modalit neni tfeba.’ Obdobné je mozné odstranit i dalsi intenziondlni véty,

jako jsou véty o vite nebo nepfimé kontexty.

Vsechny otazky v poli logiky mohou byt formélné vyjadfeny a poté prevedeny
na syntaktické otazky. Specidlni logika smyslu je nadbyte¢na; ,,neformélni lo-

gika® je contradictio in adjecto. Logika je syntax

To pfitom neznamend, Ze by Carnap modalni konstrukce zcela zavrhoval. Naopak sam fiké, ze
,.systémy logiky modalit jsou (obecné) formalné sprévné.‘ Proto zavadi princip tolerance,

podle kterého si kazdy si mize svij jazyk zvolit arbitrarné podle toho, co v ném chce vyjadfit.

V logice neexistuje moradlka. Kazdy ma svobodu vystavét si vlastni logiku, tj. svo-
ji vlastni formu jazyka, jak si pfeje. VSechno co od néj vyzadovéano, pokud si
pfeje o ni diskutovat, je, Ze musi uvadét své metody jasné€ a podavat syntakticka

pravidla misto filozofickych argumentﬁ

Pro nékteré ucely mize byt vyhodné, aby jazyk obsahoval modalni spojeni. Ale je pfitom
tfeba mit na mysli, Ze takovéto intenziondlni struktury jsou v jazyce nadbytecné. Protoze
kazdou kvazisyntaktickou vétu je mozné preloZit na vétu syntaktickou, je jasné Ze syn-
tax uZz obsahuje vSe, co je vyjadritelné modalnimi i1 ostatnimi intenziondlnimi systémy. Lo-
gika modalit tedy nijak nezvySuje vyjadiovaci potencidl systému syntaxe. Rozhodnuti, jestli
pro vyjadfeni modalit zvolit konstrukci kvazisyntaktickou, nebo syntaktickou je zcela prag-

matické.

S[Carnap, 1934, s. 256]
16[Carnap, 1934, s. 259]
7[Carnap, 1934, s. 253]
18[Carnap, 1934, s. 52]
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2.2.2 Obrat k sémantice

Carnap sviij ndzor na sémantiku se zménil vlivem Tarského. V predmluvé k Introduction to
Semantics (1959, prvni vydéani 1942), Carnap uvadi: ,,[ Tarski] poprvé obratil moji pozornost
k faktu, Ze formdlni metoda syntaxe musi byt doplnéna sémantickymi pojmy, kdyZ najed-
nou ukdzal, Ze tyto pojmy mohou byt definovany pomoci néceho o nic méné exaktniho nez
ty syntaktické. Tedy tato kniha dluZi velmi mnoho Tarskému, vice nez kterémukoli jinému
jednotlivci.’m [Tarski, 1936] také vyuziva metodu dvou jazyki - predmétového jazyk a me-
tajazyka a je velice blizkd t€ z Logische Syntax der Sprache Zasadni rozdil mezi nimi je,
Ze Carnapova evaluace je nahrazovani jazykovych vyrazi jinymi vyrazy, zatimco Tarského
relace splnitelnosti plati mezi vyrazy a mimojazykovymi entitami.

Jak tedy vypada Carnaptiv obrat? Velkou ¢ést systému nechava nezménénou, princip to-
lerance prejmenovava na princip konvencnosti a dostava nové znéni: ,,Konstrukce kalkulu
a vybér jeho ptipadnych vlastnosti je zdleZitosti konvence.’EfI Dulezitd zména je rozdéleni
pravdy na logickou a faktickou. Analyza jazyka se uz neskladd z pouhé syntaktické analyzy,
ale pridava jesté analyzu sémantickou a pragmatickou. Pragmatiku definuje jako zkoumani
jazyka, které obsahuje explicitni odkaz k mluvéimu; sémantiku jako takové, kde je odka-
zovano k oznaCovanému, ale ne k fecnikovi a konecné syntax jako takové, ve kterém neni
odkazovano k fe¢nikovi ani oznaCovanému, ale zabyvdme se pouze vyrazem samotnym.
,--. UZ s nemyslim, Ze logika vyznamu je nadbyte¢nd; nyni povaZzuji sémantiku za splnéni
starého patrani po logice vyznamu, kterd predtim nebyla naplnéna Zadnym pfesnym a uspo-
kojivym zpﬁsobem.’@ Dochézi proto k zavéru, Ze ucelem filozofie je sémiotickd analyza -
tedy analyza vSech tif vrstev jazyka.

Ve svych dalSich pracich Modalities and Quantification (1946) a Meaning and Necessity
(1956, prvni vydani 1947) Carnap podava prvni formalni sémantiku pro modalni logiky. Jeho
snaha byla nejen vybudovat sémantiku pro modalni logiku, ale pfedev§im vyjasnit povahu
modalnich operatori. Domnival se, Ze velky pocet riznych modalnich systému plyne pravé

z nejasné interpretace modalit.

Byly navrzeny rtizné systémy modalni logiky riznymi autory. Zda se mi, Ze neni
mozné zkonstruovat uspokojivy systém, dokud nebudou dostate¢né objasnény
vyznamy modalit. Dale véfim, Ze objasnéni je mozné nejlépe dosahnout korelaci

kazdého modélniho pojmu s odpovidajicim sémantickym pojmem (napf. nutnost

19[Carnap, 1959, s. x]

20podrobny vycet podobnosti jejich systémii je uveden v [Coffa, 1991, s. 300]
2I[Carnap, 1959, s. 247]

22[Carnap, 1959, s. 249]
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s L-pravdou). @

Hlavni inspiraci pro Carnapovu praci v tomto obdobi byli Frege, Leibniz a Wittgenstein.
Od Frega prevzal predevSim rozdéleni sémantiky na dvé urovné, které v Meaning and Ne-
cessity rozpracoval do vétsi hloubky nez ve svych predchozich knihach. Od Leibnize si
vzal mySlenku chdpat nutnost jako pravdu ve vSech moZnych svétec a od Wittgensteina,
kterého Carnap sdm ve svém intelektudlnim iivotopise@ oznacil jako filozofa, ktery kromé
Frega a Russella nejvice ovlivnil jeho chdpani, si vzal myslenku o popisech stavi, jeho po-
jeti logicky pravdivych vét a nezavislosti logické pravdy na kontingentnich faktech. Carna-
pova snaha zkonstruovat definici logické pravdy proto balancovala mezi ,,na jedné strané
Leibnizovym pohledem, Ze nutné pravdy jsou ty, které plati ve vSech moZnych svétech,
a na druhé strané Wittgensteinovym pohledem, Ze logické pravdy neboli tautologie jsou cha-
rakterizovany tim, Ze plati pro vSechny moZné distribuce pravdivostnich hodnot.’ Hled4
proto takovou exaktni definici, kterd by spliiovala oboje. Pfed tim neZ se k ni dostaneme,
je tieba vysvétlit Carnapovu metodu extenze a intenze, ktera je pravé uzce spojena s jeho

snahou nalézt presné rozdéleni pravdivosti na faktickou a logickou.

2.2.3 Extenze a intenze

Popis stavu [state description] Carnap nejprve neformdlné popisuje jako tiidu vét, kterd
pro kazdou uzavienou atomickou formuli obsahuje bud ji a nebo jeji negaci a Zddnou jinou
vétu. Je to analogie Wittgensteinovych stavli véci a Leibnizovych moZnych svétl, protoze
tato definice dava uplny popis néjakého mozného stavu svéta na zakladé individui, vlastnosti

arelaci. Platnost formuli v popisu stavu S je definovana:

— atomicka véta @ plati v popisu stavu S pravé tehdy, kdyz ¢ € S.
— - plati v S pravé tehdy, kdyZ v S neplati ¢,

— @V yplativ S pravé tehdy, kdyz v S plati ¢ nebo kdyZz v S plati y a obdobn€ pro ostatni
Booleovské spojky.

23[Carnap, 1956, s. iii]

24Leibniz nebyl prvni, koho napadlo chapat nutnost jako pravdivost ve viech moznych svétech. Jesté pfed nim
byla tato myslenka zminéna pii vysvétlovani modalit napf. v dilech Dunse Scota nebo Luise de Moliny. Zadny
z nich ji ale neformuloval tak jasné a systematicky jako Leibniz.

23[Schilpp, 1963, s. 25]

26[Schillp, 1963, s. 63]
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— Vx@ux plati v S pravé tehdy, kdyZ v ném plati v§echny substitu¢ni instance ¢(a), ¢(b),...

Obor [range] dané véty je tfida vSech popist stavu, ve kterych véta plati. Véta je pravdivd, po-
kud plati v pravé tom jednom popisu svéta, ktery je pravdivy, tj. obsahuje vSechny atomické
formule, které plati v aktudlnim svété a negace téch, které zde neplati. Logickou pravdivost
zavadi Carnap nejprve neformdlné: Véta ¢ je L-pravdivd v sémantickém systému S tehdy
a jen tedy, pokud je ¢ pravdiva pouze na zdkladé sémantickych pravidel systému S, bez od-
kazovani k mimojazykovym fakttim. Této konvenci potom vyhovuje i vlastni definice: Véta @
je L-pravdivd pravé tehdy, kdyZ ¢ plati v kazdém popisu stavu. Podstatné je, Ze L-pravdivost
je definovéna bez pouZiti slova ,,pravdivy”, se kterou nema co spolecného, protoze pravdivost
se vztahuje k naSemu svétu, zatimco L-pravdivost je na ném nezavisla.

Symbol ekvivalence ,,=" Carnap rozSifuje i na ostatni designitory - dva individuové
vyrazy jsou ekvivalentni, jestlize oznacuji stejné individuum; dva n-arni predikaty jsou ekvi-
valentni, pokud plati pro stejné n-tice individui. Designatory jsou L-ekvivalentni, pokud je-
jich ekvivalence je L-pravdivd véta. Individuum ,,Walter Scott” je ekvivalentni s individuem
,,autor Waverley”, predikat ,,clovék™ je ekvivalentni s predikatem ,,rozumné zvite”. ,,Walter
Scott” nicméné neni L-ekvivalentni s ,,autorem Waverley”, neni téZké si predstavit, ze Walter
Scott viibec nebyl spisovatelem nebo, Ze roman s nazvem Waverley napsal nékdo tplné jiny
- tato skutecCnost zcela zdvisi na faktech naseho svéta. Ale predikéty ,,Clovék™ a ,,rozumné
zvite” L-ekvivalentni jsou, protoze se jedna o klasickou definici élovék a Clovék je tedy
rozumnym zvifetem jen na zdkladé sémantickych pravidel a tim padem i ve vSech moZnych
popisech stavu.

Pokud dva designatory jsou ekvivalentni, miizeme také fict, Ze maji stejnou extenzi. Po-
kud jsou navic i L-ekvivalentni, fekneme Ze maji také stejnou intenzi. Extenzi je tedy mozné
chédpat jako shodu v rdmci aktudlniho svéta, nebo néjakého alternativniho popisu stavu, za-
timco intenze designatoru je ve vSech moZnych popisech stavu stejnd. Intenze je ocividné
siln€j$i pojem nez extenze - maji-li dva designatory stejnou intenzi, tak maji i stejnou extenzi.
Obréacené to neplati. Na rozdil od Frega u néjz byl smysl ¢imsi mlhavym a nevyjadfitelnym,
je Carnapova intenze schopnd formdlni explikace, i kdyZ zatim pouze ve tvaru ,,a m4 stejnou

intenzi jako b”. Proto hledd vhodné objekty, se kterymi je mozné extenze a intenze ztotoZnit:

designétor extenze intenze
predikat tiida individui, o nichz je pravdivy | vlastnost, kterou vyjadiuje
véta pravdivostni hodnota propozice, kterou vyjadiuje
individuovy vyraz | individuum, ke kterému odkazuje individuovy pojem

?7Samoziejmé o opravnénosti této definice lze pochybovat, viz slavny aforismus, ktery tidajn& pronesl Ber-
trand Russell: ,,Rikd se, Ze ¢lovék je rozumné zvite. Cely svij Zivot hleddam dikaz, ktery by to mohl podpofit.”
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Vétu nazveme extenziondlni vzhledem k néjakému designétoru, ktery se v ni objevuje,
pokud nahrazeni designatoru jemu ekvivalentnim, zméni vétu na ekvivalentni vét€ ptivodni.
Véta je intenziondlni vzhledem k designatoru, ktery se v ni objevuje, pokud neni exten-
zionalni a pokud nahrazeni toho designétoru L-ekvivalentnim pfeméni vétu na L-ekvivalentni.
Modalni véty jsou intenzionalni vzhledem ke svym podvétam, zatimco véty o vite jako ,,Jifi

veri, Ze se Sefi.” nejsou vzhledem ke své podvété ani extenziondlni ani intenziondlni.

2.2.4 Modalni logika C

Predpokladejme, Ze mame prvoradovy predikatovy jazyk L a doménu individui D. L zahrnuje
Booleovské spojky, kvantifikatory a identitu =, symbol A pro operaci abstrakce, modaln{
operatory [] a { pro logickou nutnost a moznost. L. obsahuje individuové konstanty a pre-
dikatové symboly, ale Zadné funkcnich symboly. Mezi individuovymi konstantami z L a prvky
D existuje vzdjemné jednoznacnd korespondence, tj. kazdé individuum v D m4 pravé jednu
individuovou konstantu jako své kanonické jméno.

Formalné je tedy popis stavu S definovan jako tfida takovd, Ze pro kazdou uzavienou
atomickou sentenci P(ay,...,a,), kde P je n-arni predikdt z L a ajy,...,a, jsou individuové
konstanty z L, plati P(ay,...,a,) € S nebo =P(ay,...,ay), ale ne oboje a nic vic.

,,»Za hodnoty proménnych povazujeme vSechny individuové pojmy, ..., kazdy z nich je
reprezentovany prifazenim individuovych konstant popisem stavu.’ Individuovy pojem je
tedy mozné chépat jako funkci f, kterd kazdému popisi stavi S prifadi néjaké individuum
f(S) € D. Prifazeni mizeme definovat jako funkci g, kterd pfifazuje kazdému popisu stavu
S a kazdé individuové proménné x individuovou konstantu g(x,S) a je ho mozné tedy chapat
jako hodnotu extenze x v S vzhledem ke g. Kazdé proménné je pfifazena nejen hodnota ex-
tenze ale i hodnota intenze. Jako hodnota intenze je bran individuovy pojem (AS)g(x,S), ktery
obsahuje hodnotu extenze x vzhledem ke g vSech popist stavu. Lze z ni tedy urcit hodnota
extenze proménné, je to jednoduse hodnota intenze proménné aplikované na konkrétni popis

stavu.

Tyto pojmy jsou dostatecnd k definici pravdivosti formule @ v popisu stavu S p¥i ohodno-
ceni g (symbolicky S = ¢|g]):

a. SEP(t1,....tn)[8] & P(S(t1,8),...,5(tn, g)) € S, kde S(¢;,g) je extenze termu £; v S
vzhledem ohodnoceni g. Je-li tedy #; individuova proménnd, potom S(f;,g) = t;

a pokud je ¢; proménnd, potom S(#;,g) = g(#;, ).

2[Carnap, 1956, §41, s. 183]
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b. SE(r1 =t)g <S(t1,g) = S(t,g), tj. pokud se shoduji jejich extenze.

c. SkE-vlgl < S¥ yigl.

d. SEwVlsl < Sk ylg]nebo S |= x[g].

e. SEwAxlgl < SEwvlglaskxlgl

f. S = Vxy[g] < pro kazdé a € D S |= y[g(x/a)], kde g(x/a) je ptitazeni shodné

s g, mimo proménné x, které pfifazuje hodnotu a. g a g(x/a) pfifazuji viem

proménnym mimo x stejnou hodnotu intenze.

g S &= Oyg| < pro kazdy popis stavu S”: §' = y/[g]

Formule ¢ je pravdivd v popisu stavu S (symbolicky S = ¢), je-li pravdiva v S vzhledem
ke kazdému ohodnoceni. Formule ¢ je logicky pravdivd (psano |= ¢ ), je-li pravdiva v kazdém
popisu stavu.

Je snadné dokazat, Ze v Carnapové sémantice plati |= ¢ pravé tehdy, kdyZz = Oo a tedy
v ni nejsou Zadné navrstvené neredukovatelné modality jako Ll ¢, O @, OU@, nebo (O ¢.
Také jsou v ni splnéné vSechny tautologie klasické predikdtové logiky, plati zde pravidlo
necesitace (¢/C@). Ddle v této sémantice plati v§echny zakony systému S5 i obé formule
Barcanové. V Modality and Quantification Carnap ukazuje i ditkkaz korektnosti pro S5, dikaz
uplnosti nechavé otevieny, resp. ukazuje ho pouze v omezené verzi pro formule, které ne-
obsahuji [J a =. Pozd¢ji bylo dokdzano, poprvé nejspiSe Montaguem a Kalishem,@ 7e Car-
napova sémantika uplna neni a je siln¢js$i nez S5. Navic ma nékteré neobvyklé vlastnosti,

napfiklad v ni plati néktera nemonotonni pravidla nebo neni uzaviena na substituci

Diikaz, Ze C neni tplnd, je moZné formulovat takto: Nechf I'(L) je mnoZina vSech logicky
pravdivych vét Carnapovy sémantiky v jazyce L. Potom I'(L) neni rekurzivné spocetn4 a tedy
neexistuje formalni systém, ktery by mél pravé tuto mnoZzinu jako své teorémy.

Diikaz: Sporem - predpoklddame, 7e I'(L) je rekurzivné spocetnd. Necht ¢ je jakdkoli
formule, kterd neobsahuje moddln{ operatory. Potom = (¢ nebo |= =@ je pravdiva. Podle
predpokladu existuje efektivni enumerace logicky pravdivych vét a je tedy mozné efektivné
urdit, kterd z vét = @ nebo = —Oe plati. Protoze z = ¢ plyne = ¢ az = —-O@ plyne ¥ ¢,

muiZeme také efektivné rozhodnout i kterd z F ¢ nebo ¥ ¢ plati. Ale podle véty o tplnosti

?[Copeland, 2002, s. 104]

30Dals{ informace o Carnapové sémantice jsou k nalezeni napt. v [Hendry a Pokriefka, 1985] nebo [Schurz,
2000]. Ten ji ptes jeji neklasické vlastnosti obhajuje a dokonce tvrdi, Ze je to jedina Uplnd modalni logika, kdyz
je O chapana opravdu jako logicka nutnost.
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pro predikdtovou logiku je formule platnd pravé tehdy, kdyZ je dokazatelnd v prvorddové
predikatové logice. Existuje tedy efektivni zptisob jak zjistit, jestli je ¢, nebo —¢ dokazatelna

a to je ve sporu s Churchovou vétou, podle které je predikatova logika nerozhodnutelna. QED
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Kapitola 3
Sémantika mozného svéta

Za autora prvni moderni sémantiky modalni logiky, tzv. sémantiky moznych svéti, je vSe-
obecné bran Saul Kripke a také se jim proto tika kripkovské sémantiky. Ale Kripke mél fadu
predchidci, ktefi se k jeho vysledkiim také blizili a udé€lali pfitom mnoho vyznamné prace
i v sémantikach pro jiné nez aletické modalni logiky. Vyvoj sémantiky moznych svétd je
mozné sledovat pomoci tfi vyznamnych krokii. Prvni z nich - definice modalnich operatorti
kvantifikovanim pfes mozné svéty se objevila uz u Carnapa. Ale pozdéji Carnapovo po-
jeti mozZnych svétd vylepsil Kripke, kdyZ definoval mozné svéty jako libovolné indexové
mnoziny.

Druhy zasadni krok bylo zavedeni binarni relace na moznych svétech, coZ umoZznilo
vytvéret sémantiky i pro logiky slabsi nez je SS. Tzv. relace dosaZitelnosti se nezévisle obje-
vila v pracich Kangera, Hintikky, Montaguea i Kripka. UpIné& poprvé se ve spojeni s modalni
logiku objevila pravdépodobné v praci A. Priora (1956), ktery se zabyval casovou logikou
a relace dosazitelnosti na moZznych svétech v ni pfirozené reprezentovala naslednost dvou
Casovych okamzik.

Tteti je dlikaz uplnosti, ktery by explicitné vyuzival pojmi mozného svéta a relace dosa-
zitelnosti k definici riznych sémantik. Ten se pro vyrokovou modalni logiku objevil poprvé
nejspiSe v praci T. J. Smileyho (1957), pro predikatovou poprvé uveden v Kripkové praci
z roku 1959, ve které ovSem zase chybéla relace dosaZzitelnosti. VSechny tfi tyto kroky pro-
pojeny az v jeho pozdé¢jSich a také nékterych Hintikkovych pracich. V této podobé potom
kripkovské sémantiky zaZily nevidany vzestup, krom&€ moddlni logiky je vyuZivd i logika

intuicionisticka a stavi na nich i logika intenziondlni.
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3.1 Stig Kanger

V poloviné padesatych let dvacatého stoleti nezavisle na sobé n€kolik logiki vyvijelo nové
dokazovaci procedury pro predikdtovou logiku. Patfil mezi né patfi Ewert Willem Beth, Ja-
akko Hintikka, Kurt Schiitt a Stig Kanger. Ten ve své dizertacni praci Provability in Logic
(2001a, prvni vydani 1957) podava elegantni ditkkaz véty o uplnosti i dal$i vyznamnych vét
a predstavuje efektivni diikazovou proceduru zaloZenou na beziezovém gentzenovském kal-
kulu. Mensi ¢4st této prace je vénovana i moddlni logice. A v ni se objevila jedna z nej-
ranéjSich modelové-teoretickych sémantik pro predikatovou modalni logiku.

Kanger vysel z Tarského sémantiky a rozsifil ji pro libovolny pocet modalnich operatora.
Zavedl relace dosazitelnosti do sémantickych ohodnocovacich klauzi pro modalni operatory.
Pfipisovani rtiznych formalnich podminek relaci dosaZitelnosti mu umoZznilo vytvorit fadu
riznych operatord nutnosti jako nutnost analytickou, logickou, ale i mnozinové-teoretickou
¢i geometrickou. Ukdzal, Ze je timto zpisobem mozné nasimulovat rizné modalni logiky.
Podle poznamky pod éarmﬂ byla jednou z jeho inspiraci prace Jonssona a Tarského z roku
1951.

Nutno fici, Ze Kangerova prace nevzbudila ptiliSny ohlas - nebyla publikovana ve véde-
ckych Casopisech a byla prakticky nezndma mimo Skandinavii. M€lo to své diavody. Jednak
to bylo ,,neokdzalym zplisobem jejiho Vydém” a jednak dost nepfehlednou a nestandardni
notaci. Kanger nepouZzival klasické podminky na relaci dosazitelnosti, ale definoval si svoje

vlastni.

3.1.1 Kangerova modalni sémantika]

L je prvofadovy jazyk s identitou a undrnimi modalnimi operdtory {{J;; i € I}. Formule
jsou tvorené klasickym zptisobem. D je neprazdna mnozina individui - doménaﬂ Interpre-
tace I je binarni operace, ktera mimologickym symboliim z L pfifazuje jejich hodnoty v D,
tj. pro kazdou konstantu ¢ € L, I(D,¢) € D a pro kazdy n-arni predikdtovou konstantu P € L,
I(D,P) C D". Pfifazeni g je binarni operace, ktera kazdé doméné D a kazdé proménné x
pfitazuje hodnotu g(D,x) € D. Dohromady spolu tvofi tzv. primdrni ohodnoceni v =1Ug.
Systém § je usporadana dvojice < D,v >, respektive < D,I,g > podle toho, co se hodi
1épe k danému ucelu. Mezi systémy je pro kazdy modélni operator [J; dand kvarterni re-

lace dosaZitelnosti R;(D,v,D’',V'). Formule ¢ je pravdivd v systému S (symbolicky, S = @)

l[Kanger, 2001a, s. 39]

2[Bull a Segerberg, 2001, s. 14]

3 7 [Kanger, 2001a] a [Kanger, 1957]

4Respektive v [Kanger, 2001a] a [Kanger, 1957] Kanger pouziva jako r jako range. Termin ,,rozsah* nahradil
terminem ,,doména individui* az pozdéji.
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pokud splituje nasledujici podminkyf

1. SEP(ty,....ty) & <v(D,ty),...,v(D,t,) > € v(D,P).
2. SE(t1 =1) < v(D,t;) =v(D,t).

3. SE L.

4. SE-@ & SE .
5.S5F(p—>y) & SE@nebo SE .

6. SE(pAy)=SEpaSky

7. < D,I,g >EVx¢p & < D,I,¢g >F ¢, pro kazdé g’ takové, 7e g=,g', kde g=,¢’ zna-
mend, 7e g’ je stejné prifazeni jako g kromé moZnd na proménné x. Jinymi slovy,

pro kazdou D a kazdou proménnou y riznou od x, g'(D,y) = g(D,y).

8. < D,v>F ;0 < pro jakykoli systtm < D',V > pokud R;(D,v,D’,V'), tak < D',/ >
Fo.

Formule ¢ je platnd, pokud je pravdiva v kazdém systému. Propozice je usporadand dvojice
< @,v >, kde ¢ je sentence a v ohodnoceni. Propozice < @,v > je pravdivd v doméné D, po-
kud plati < D,v >F ¢ a analytickd, pokud je pravdiva v kazdé doméné D. Obecnou (nerelati-
vizovanou) pravdu Kanger definuje jako pravdivost vzhledem k mnoziné vSech ,,redlnych” in-
dividui Dy a primarnimu ohodnoceni v, které kazdé doméné prirazuje denotace podle ,,stan-
dardniho pouZziti L.’ﬂ Tedy sentence @ je pravdivd, pokud je propozice < ¢,vy > pravdiva
a analytickd, pokud < @, v > je analyticka.

Déle Kanger definuje podminky na relaci dosazitelnosti pro nékteré vyznamné nutnosti
- analytickou nutnost [y a logickou nutnost [J;. Ry musi byt reguldrni - Ry (D,v,D’ V') —

(v=1)) a pokazdé plati Ry (D,v,D’,v) a R (D,v,D’,V') nastdvé vzdy. Potom plati, Ze:

< D,v >F Oy¢ < pro kazdou doménu D', < D',v >F o.

< D,v >F U < pro kazdy systém S, S F ¢.

>Jedni se o zjednoduSeni Kangerovi notace. Kanger oznaluje spliiovani jako sekunddrni ohodnocent a je
definovéno jako libovoln4 terndrni relace T, kterd dané doméné D a ohodnocené v a formuli ¢ pfifazuje pravdi-
vostni hodnotu T'(D, v, @) € {0, 1} podle danych tfindcti podminek. Kvili vétsi pfehlednosti je notace ptiblizena
té, kterd je pouzitd v [Lindstrom, 2001b].

®[Kanger, 1957, s. 4]
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Logicka spojka [y tedy znamend ,,pravdiva ve vSech systémech”, coz pfipomind Carnapovo

pojeti nutnosti. Z pfedchozich definic tedy plyne, Ze:

Uno je pravdivé < ¢ je analyticka,

L@ je pravdiva < @ je platnd.

Kanger ukazuje, Ze kladenim riznych podminek na relaci dosazitelnosti je mozné dosédhnout,
aby operator nutnosti spliioval riizné axiomy modalni logiky nebo formule Barcanové. Teo-
rémy systému T jsou platné, pokud [J; je realizovand, tj. vzdy plati R;(r,V,r,V). Pokud je R;
navic i pozitivné semi-iterativni, tj. plati o ni

Ri(Dl,vl,Dz,VQ)—> (Ri(D3,V3,D1,V1) — Ri(D3,V3,D2,V2)) a 3D23V2R5(D2,VZ,D1,\/1),
pak takova [J; spliiuje i vSechny axiomy S4. Aby spliioval i vSechny teorémy S5, mé R; jesté
navic spltiovat R;(Dy,vi,D7,v2)— (R;i(D3,v3,D2,v2) — R;(D3,v3,D1,v1)). Tvrdi korektnost,
ale nedokazuje ji. S ohledem na pozdé&;si Kripkovi podminky na relaci dosazitelnosti, ale neni
t&7ké dokdzat, Ze ty Kangerovi z nich vyplyvaji. Obracené to ale vzdy platit nemusi. Uplnost

modalnich logik ale také Kanger nechavd zcela otevienou.

3.2 Jaakko Hintikka

Hintikkova sémantika pro modalni logiky vychazi z jeho pfedchozi prace Form and content in
quantification theory (1955), ve které vyvinul alternativni sémantiku predikdtové logiky po-
moci tzv. modelovych mnoZin. Ty se dnes nékdy nazyvaji také Hintikkovy mnoZiny. Modelova
mnozina na doméné konstant U je definovana jak mnoZina formuli u, ktera ma nasledujici

uzaveérové vlastnosti :

(C.m) Pokud —¢ € u, pak ¢ ¢ U,

(C.N) pokud pAy e u,pakpecpayey,

(C.v) pokud @V y € u, pak ¢ € u nebo y € U,

(C.3) pokud (Ix)¢ € u, potom @(a/x) € u pro alesponi jednu a € U;
(C.Y) pokud (Vx)p € u, potom ¢(a/x) € p pro kazdou a € U,
(C.self#)  pro Zadnou a € U neplati ~(a = a) € u;
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(C.=) pokud ¢ je atomicka formule a ¢ (a/x) € paa=>b € u, pak ¢(b/x) € .

Pritom plati, Ze Zadné jiné logické spojky formule neobsahuji a Ze negace je distribuovana az
k atomickym formulim. Zdkladnim sémantickym pojmem je splnitelnost. MnoZina formuli
I' je splnitelnd, pravé tehdy, pokud je mozné ji vnofit do modelové mnoziny. Formule ¢ je
splnitelnd, pokud {¢@} je splnitelnd a platnd tehdy, kdyz {—¢} neni splnitelna.

Hintikka dokdzal, Ze mnoZina formuli I" je splnitelnd v klasickém slova smyslu (tj. exis-
tuje model, ktery ji spliiuje) pravé tehdy, kdyz je mozné vnofit I' do modelové mnoZiny pies
néjakou neprazdnou mnozinu U (novych) individuovych konstant. Navic popsal efektivni
proceduru k ovéfovani splnitelnosti/platnosti formuli vnofovanim do modelové mnoZiny,
ktera odpovidd obricené aplikaci beziezového gentzenovského kalkulu pro predikdtovou lo-

giku a kterd je ekvivalentni té Kangerové z Provability in Logic.

3.2.1 Sémantika deontické logiky

Mezi pracemi Kangera a Hintikky je vibec fada zajimavych shod. Ve stejném roce Kanger
vydava New Foundations for Ethical Theory (2001b, prvni vydéani 1957) a Hintikka Quanti-
fiers in Deontic Logic (1957a), které se obé zabyvaji deontickou logikou. Jsou si podobné co
se tyCe obsahu - oba se vénuji problému pravdivosti a vyplyvani v normativnim diskurzu a je-
jich vyuziti k feSeni etické problémd a v teorii prava. Zkoumaji pouZzivani kvantifikatort spolu
s deontickymi operatory a vénuji se i reprezentaci akci a agenta. Zcela se ale liSi svym pro-
vedenim. Zatimco Kanger vysel ze Tarského sémantiky, Hintikka rozSifuje svoji sémantiku

modelovych mnoZzin o deontické modality a tu potom jesté ve své pozdéjsi praci zobeciiuje

na aletickou modalni logiku.

... zvazme formule tvaru P@. Co minime tim, kdyz fekneme, Ze ¢ je dovolené?
Ocividné obsah tohoto tvrzeni neni mozné vycerpat tim, co se ve skute¢nosti
déje. Kdyz mluvime o povolenich, nemluvime ve skutecnosti viibec o aktualnim
stavu véci. SpiSe mluvime o néem, co by se mohlo stat: fikdme, Ze by to nékdo
mohl u€init, aniZ by porusil svoje povinnosti. Jinymi slovy, fikame, Ze stav véci
jiny od toho aktudlniho je konzistentné myslitelny a to stav véci, ve kterém je ¢

provedeno, nicméné ve kterém jsou vSechny povinnosti splnény[]

"[Hintikka, 1957a, s. 11]
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Na zékladé toho je jasné, Ze si pro vyjadfeni povinnosti a moznosti jednodusSe nevystaci s je-
dinou nastdvajici modelovou mnoZinou. Ale je mozné ji chipat jako aktudlni mezi dalSimi
imaginarnimi modelovymi mnozinami, které jsou s tou pivodni ,,bezesporné myslitelné”,
respektive spolupripustné [copermissible] v Hintikkové terminologii. Pomoci relace spo-

lupripustnosti R potom definuje podminky pro operatory povoleni P a povinnosti O:

(C.5) Pokud P¢ € u, potom existuje pt* takové, Zze URU™ a ¢ € u*.
(C.6) Pokud O¢ € u a pokud uRu*, potom O € u*.
(C.7) Pokud O¢ € u* a pokud uRu*, potom ¢ € ,u*ﬂ

Modelovy systém je par < Q, R >, kde € je mnoZina modelovych mnozin a R je binarni relace
na Q, ktera spliiuje (C.5)-(C.7). Hintikka nevyzaduje jako Carnap a Kanger, aby byl mode-
lovy systém maximdlni, ale mtze se liSit model od modelu. Mnozina formuli I" je splnitelnd
tehdy a jen tehdy, pokud existuje modelovy systém < ,R > takovy, Ze 4 2 I' pro néjaky
prvek u z Q. Formule ¢ je platnd, pokud {—¢} neni splnitelnd v tomto smyslu.

I pro tuto platnost poskytuje Hintikka efektivni metodu ovéfovani, kterd spociva v tom,
Ze vyjde z dané mnoZiny I" a postupné a opakované aplikuje stanovené podminky, které
Ji rozSifuji do mnoZiny p. Pokud je aplikovano pravidlo (C.5) je do Q pfiddna nova mo-
delovd mnozina. Pokud je v néjakém okamziku poruSeno pravidlo (C.—) a pro libovolné
¢ plati, Ze @ € 4 a =@ € U, znamena to, Zze pivodni mnozina I" neni splnitelnd. Hin-
tikka ilustruje fungovani této procedury na piikladu formule [Oa A (o — OfB)] — O, kterou
Prior oznacil za ,,docela prostou pravdu’ﬂ Hintikka konstruuje dvojici modelovych mnozin
{Oa, ~aV OB, P-B, ~a} a {Oa, -, a}, které spliiuji jeji negaci. Pokud se ale k dané
formuli pridé jest€ jeden operdtor povinnosti - O{[Oa A (a — OB)] — OB}, tak tato for-
mule uZ je platnd a jakykoli pokus postavit spliiujici strukturu pro jeji negaci vede k poruSeni

pravidla konzistence (C.—).

Quantifiers in Deontic Logic neobsahuji Zadné podminky na relaci spolupfipustnosti.
Nicméné Copeland uvadi, Ze v debatich s nim Hintikka zminil, Ze na mySlenku ziskani

riznych systémid modalni logiky pozadovanim rtiznych podminek na binarni relaci pfiSel

8§ definici povinnosti pomoci podminky,
(C.0) Pokud O € pu a pokud pRu*, pak @ € u*,

Hintikka nebyl spokojen, zdédla se mu prili§ slaba. (C.6) se postard o to, Ze existujici povinnosti se pfenesou i do
alternativnich svétd a (C.7) navic zajisti, Ze budou splnény i povinnosti, které by mohly vyvstat ze splnéni ¢.
Navic dohromady z nich (C.O) vyplyva.

°[Hintikka, 1957a, s. 16]
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,,ve stejnou dobu”, kdy zavedl pojem spolupfipustnosti a Ze uz pocatkem roku 1957 ,,mél
vagni predstavu dikazu ﬁplnosti.’m Také ve své dalSi prici z téhoZz roku Hintikka jako
prvni naznacuje zptusob dikazu dplnosti pomoci metody tabel, rozsifené pro modalni lo-
giku. O néco pozdé€ji Hintikka pfedndsi o své sémantice na univerzité¢ v Bostonu, v téchto
prednaSkich dokazuje vétu o uplnosti pro kvantifikované T, S4 a SS pomoci dnes stan-
dardnich podminek na relaci mezi modely. Pozndmky z tohoto seminéfe se ale nedochovaly
a tak nelze urcit presnou formu jeho diikazl. Hintikka pozdéji uvadi, Ze tyto dikazy byly pro-
vedeny pravdépodobné nécim podobnym jako je metoda tabel. Neni zndmo ani presné datum
téchto pfednééeklﬂ a tedy ani jestli se Hintikka dikazu tplnosti nepfibliZil jesté pred Krip-

kem.

V Modality and Quantification (1969, prvni vydani 1961) Hintikka svij systém upravil
na aletickou modalni logiku. Modelovou mnozinu je podle néj tfeba chapat jako formalni
protéjSek ¢asteCného carnapovského popisu stavu. Relaci mezi modelovymi mnoZinami pre-
jmenoval na relaci alternativnosti a upravil pozadavky na ni. Pro logickou moznost vyzaduje

stile (C.5), pro nutnost vyZaduje (C.O) a deonticky nevhodny princip

(C.N) Pokud U¢ € u, potom ¢ € u.

Tvrdi korektnost a dplnost této sémantiky vzhledem k systému T. Omezeni modelovych
systémil na ty s tranzitivni relaci alternativnosti dava sémantiku pro logiku S4, ty se sy-
metrickou urcuji systém B a ty, jejichZ relace alternativnosti je tranzitivni i symetricka od-
povidaji S5. Dalsi omezeni pravidla (C.5) v sémantikach pro systémy T a S4 potom dava
vhodné sémantiky pro Lewisovy systémy S2 a S3. VSechna tato tvrzeni jsou vSak ponechdna

bez dukazu.

3.2.2 Referen¢ni mnohonasobnost

Jak uz nézev Hintikkova ¢lanku (1969) napovida jeho velka Cast je dale vénovana kvan-
tifikatorim a divodiim, pro¢ by je deontickd logika méla obsahovat. Ukazuje jak jejich
pouziti zjednodusuje interpretaci modalnich operatort. V Hintikkové podéani kvantifikatory
kvantifikuji pfes opravdové individua, ne néjaké podezielé intenziondlni entity, jak byvaji
oznacovany Carnapovy individuové pojmy. To Hintikka bliZe vysvétluje v Modality as refer-

ential multiplicity (1957). V ni objasiiuje selhdvani substituce v intenziondlnich kontextech

197Copeland, 2002, s. 124]
P¥iblizné se jednalo o zimni semestr akademického roku 1958-59.

37



pomoci tzv. referencni mnohondsobnosti [referential multiplicity], tedy tim, Ze termy v inten-
zionalnich kontextech odkazuji do riznych alternativnich stavii véci soucasné. Tuto myslenku

ilustruje nasledujicim piikladem:

. Casto shleddme velice uzite¢né pokusit se napldnovat rizné béhy udalosti,
které se mohou pfiihodit, piestoZze nevime ktery z téchto diagramti nakonec vy-
uzijeme... Tato analogie je hodnd rozpracovani. Generalni $tab se nestara pouze
o0 to, co se doopravdy stane. Jeho tkol neni jen pfedpovédét chod planovaného
vojenského taZeni, ale spiSe byt pfipraven na vSechny nepfedvidané skutecnosti,
které se mohou béhem néj objevit... Vétsina map pripravenych generdlnim Stdbem
reprezentuje situace, které se nikdy neodehraji... Ve vétsiné pripadui existuji sku-
te¢né jednotky, které zndzornuji znacky na mapé a vzdjemnd pozice jednotek je
takova, Ze dand situace by mohla teoreticky nastat... Ale poloha jednotek na mapé
muZe byt odlisnd od polohy, které dané jednotky maji nebo i kdy budou mit.
Nékteré znacky mohou predstavovat jednotky, které dosud nebyly zformované,
jiné mapy mohou byt pfipravené pro situace, ve kterych je néktera z existujicich

jednotek znicena. VSechny tyto vlastnosti maji analogie v modalni logice

Aplikaci tohoto prirovnani na modalni logiku jesté vysvétluje:

s Nz

MiuZzeme mozna Fict, ze kdyz délame modalni logiku, délame vic nez jednu véc
v jednom a tom samém Case. Pouzivame urcité symboly - konstanty a proménné,
abychom odkazovali k existujicim predmétim v nasi doméné diskurzu. Ale pouzi-
vame je také abychom odkazovali k prvkim urcitého jiného stavu véci, ktery
nemusi byt realizovan. Nebo, cozZ vede k témuz, pouZivdme tyto symboly k bu-
dovéni ,,map* nebo modell za tucelem zakreslovani uritych situaci, které se
moznd nikdy nestanou. Pokud bychom mohli omezit naSi pozornost najednou
na jeden z t€chto moznych stavu véci, vyskyt nasich symboli by byl Cisté re-
feren¢ni. Vzdjemné propojeni mezi riznymi modely tomu prekazi. Ale protoze
symboly jsou Cisté referencni v kazdém prisluSném modelu, odchylka od &isté
referencnosti neni dostatecné silnd, aby znicila moZnost pouZzivat kvantifikitory
se skoro stejnymi pravidly jako v béZné teorii kvantifikace. Pokud bych mél cha-
rakterizovat tuto situaci stru¢né, fekl bych, Ze vyskyty nasich termi modalnim

kontextu nejsou obvykle ¢isté referencni, ale spise jsou referencné mnohondsobné.ﬁ

12 indstrém, 2001a, s. 17]
B[Lindstrém, 2001a, s. 18]
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V tomto se zdé, Ze Hintikka zde popisuje jednu z nejranéjSich intuitivnich interpretaci modalni
logiky pomoci moznych svétd, ackoli toto oznaceni nepouziva. V jeho sémantice je kvantifi-
kovano pies opravdova individua v riznych svétech, které mohou mit rizné domény a urcité
individuum se v nich objevit miZe, ale nemusi. Je proto pfirozené, Ze v ni neplati princip

nerozlisitelnosti identickych VxVy(x =y — O(x =y)).

3.3 Richard Montague

Jesté pred Kangerem mél nédpad, jak vytvofit sémantiku moddlni logiky pomoci relace mezi
modely, Richard Montague. Svoji praci Logical necessity, physical necessity, ethics, and
quantifiers (1974) prednesl poprvé na Vyrocni filozofické konferenci v Los Angeles v kvétnu
1955, ale publikoval ji teprve roku 1960. V pozniamce pod Carou tikd, Ze to bylo z toho
diivodu, Ze ,,neobsahuje Zadné vysledky skvélého technického zéjmu’ﬂ a rozhodl se ji zve-
fejnit az vlivem obdobnych praci Kangera a Hintikky. Montagueova sémantika je i té Kange-
rové podobnd. Montague také rozsifuje Tarského sémantiku pro fadu modalnich operatort.
Jako hlavni cil si pfitom stanovuje najit interpretace pro logickou a fyzikalni nutnost a deon-
tickou modalitu takové, aby je bylo mozné je spojovat s kvantifikatory. Pfitom si Montague
stejné jako pred nim von Wrigh v§ima podobnosti mezi chovanim modélnich operatort

a kvantifikatora a bere Vx jako jednu z moznych interpretaci [].

3.3.1 Syntax a sémantika

Predpokladdme jazyk L s individuovymi proménnymi, konstantami a predikaty, logickymi
spojkami, kvantifiktory a symbolem [J]. Formule se tvoii standardné. Montague nepouziva

zadny z Lewisovych systémt, ale voli si vlastni, ktery obsahuje nasledujici axiomy:

(1a) Kazda tautologie je axiom.

(1b) Pokud ¢ je tautologie, pak L1 je axiom.
(2a) (e = y) = (Do = DOy)

(2b) H0(e = ) — (Do — Ly)]

(3a) e =00e

4“[Montague, 1974, s. 71]
15[von Wright, 1951]
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(3b) 0(Oe = O0g)
(4a) —|D(p = DﬁD(p

(4b) 0 (-O¢ = 0-0¢)

Kdyby se k nému pridal axiom T: Lo — ¢, byl by ekvivalentni S5. Jak ale Montague
vysvétluje v ¢asti nazvané A Missing La tento princip vynechdva, aby axiomy systému
spliovaly vSechny interpretace symbolu [J. Axiom T sice plati pro logickou a existencni
nutnost, ale selhava pro nutnost fyzikdlni a deontickou.

Model je definovan jako usporddand trojice S =< D, 1, g >, kde D je neprazdna mnoZina,
I je prirazeni extenzi vzhledem k D, tj. funkce, kterd pfifazuje vhodné denotace z D mi-
mologickym konstantdm z L a g je ohodnocent, které prifazuje proménnym hodnoty z D.
Sémantickd hodnota je funkce, kterd kazdému individuovému znaku &, pfifazuje hodnotu

S(&) nasledovné:

S(&) I1(&) pokud € je individuové konstanta
g(&) pokud & je proménnd

Pojem platnosti relativni k S je definovén:

(1) SEP(t1,....tn) & < S(tn),...,S(t,) >€ S(P)
(2) SE(t =nr)< SH)=Sh)

3) SE-@ & SEFo

4) SE (@ — y) < SE@nebo SE v

Nyni hleda klauzi pro S F U@ tak, aby spliiovala vSechny moZné interpretace symbolu L.

Pro jednu z nich - kvantifikaci Tarski takovou ma:

(5) SEVxp < Va € D, S(a/x) E ¢, kde S(a/x) je stejnd funkce jako S, kromé

prifazovani hodnoty proménné x.

16 [Montague, 1974, s. 82-83]
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Montague pozoruje, Ze to samé lze alternativné vyjadiit pomoci relace Ry mezi modely, ktera
je definovana takto: < D,I,g >Ro <D'.I'.¢' > D=D',1=T,g(y) =g (y), pro kazdou

proménnou y jinou od x. Potom je mozné (5) preformulovat:

(57) S F U@ < pro kazdy model M takovy, Ze SRoM, M F ¢

Ostatni interpretace [] maji zcela analogickou spliujici klauzi, 1i$i se pouze podminky na re-
lace mezi modely pro logickou nutnost (Ry), fyzikalni nutnost (Rp) a etickou povinnosti(Rg).
To, Ze je formule logicky nutnd, 1ze chapat jako, Ze plati za jakéhokoli pfifazeni extenzi kon-

stantdm. Montague proto definuje relaci Ry :

<D, lL,g>R.<D\lI''gd >=D=D,g=¢.

Pro fyzikalni nutnost je nejprve tfeba fixovat mnoZzinu fyzikalnich zakond nemodélniho ja-
zyka K. Pro etickou nutnost se pevn¢ stanovi tiida idealnich modelu /d, tj. modeld ve kterych
prifazeni extenze I obsahuje pouze spravné hodnoty takové, které jsou ve shodé s vybranymi
etickymi principy, napf. s deklarativné formulovanym Desaterem. Potom je moZzné jejich re-

lace definovat takto:

<D,l,g>Rp<D. I g >=D=D,g=g a<D. I, g >spliuje (v Tarského

smyslu) vSechny sentence K.

<DIlg>Rpg<D.I'\gg >D=D,g=g a<D I g >cld

Stejné jako u Kangera je kazdy modélni operator spojen pravé s jednou pevné danou relaci
dosazitelnosti, ale u Montaguea se jednd o relaci mezi modely vychoziho jazyka bez modél-
nich operatord. Kdyz se tedy porovna jejich pfistup k logické nutnosti, je ten Montaguetv
jednodussi. Zatimco Kanger Tarského interpretaci modifikuje, tak aby mohl pfifazovat hod-
noty proménnym a denotace mimologickym konstantdm ve vSech doménach najednou, Mon-

tague ji ponechdva a jen pfidava klauze pro ohodnoceni modalnich operatora.

41



3.3.2 Korektnost a aplnost

Montague tvrdi korektnost svého systému: Pokud ¢ je teorém (1a)-(4b), pak ¢ plati ve vSech
modelech, pokud relace mezi modely R,, ktera je definovdna analogicky s predchozimi rela-

cemi, spliiuje nasledujici podminky:

1. pro kazdé M, existuje N tak, Ze MR\N,
2. pro vSechna M,N, P, pokud MR.N a NR,P, potom MR,P,

3. pro vSechna M, N, P, pokud MR.N a MR, P, potom NR,P.

Podminky (2) a (3) jsou analogické podminkam Kangera. Montague déle tvrdi i Uplnost
systému a existenci rozhodovaci metody s poukazem na to, Ze diikazy je mozné snadno ziskat
z [Wajsberg, 1933]. Ale neni to tak, Ze by mél Montague dikaz tplnosti predikatové modalni
logiky uz roku 1955. Montague mél na mysli tplnost pouze pro omezeny systém - bez kvan-

tifikatord a identity, coz potvrzuje i vypravéni Montagueova studenta Charlese Silvera:

Jednou po chvéle Kripkovi price, se Richard Montague zminil, Ze také mél
modalni systém jiz v roce 1955, ktery byl tomu Kripkovu podobny. Poté, co

to fekl, se odmlcel, podival se doli na stil a smutné fekl, ,,ale bez dikazi

ﬁplnosti.’

V dalsich letech Montague pokracoval v praci na dikazech tdplnosti modalni logiky ve spo-
lupraci s Donaldem Kalishem a ziskali se fadu ¢asteCnych vysledkd, které chtéli prezento-
vat na konferenci v prosinci 1959. Krétce pred tim ale vid€li abstrakt prosincového vydani
Journal of Symbolic Logic, ve kterém Kripke oznamoval ditkaz tplnosti pro fadu modélnich

systémi a svij prispévek stahli.

3.4 Saul Kripke

Kripke se o modalni logiku zacal zajimat uz na stfedni Skole a svoje metody vyvijel nezavisle

na Kangerovi, Hintikkovi a Montagueovi. Mezi jeho hlavni zdroje patfila price A. Priora

[Copeland, 2002, s. 111]
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Modality and Quantification in S5 (1955), prace McKinsey-Tarského nebo také A theory of
formal deducibility (1950) H. Curryho, se kterym vedl korespondenci a na jehoZ doporuceni
mu E. W. Beth zaslal svoji praci o metodé sémantickych tabel. V roce 1959 Kripke vydava
Completeness Theorem in Modal Logic (1959a), ktery obsahuje sémantiku a dikaz tplnosti

pro kvantifikovanou SS.

3.4.1 Kripkova prvni sémantika

Predpokladame neprazdnou mnoZinu D - doménu. Uplné prifazeni nad D je funkce G, ktera

pfifazuje:

(1) kazdé individuové proménné x hodnotu G(x) € D,

(2) kazdé vyrokové proménné p pravdivostni hodnotu G(p) € {T, L},
3) kazdému n-arnimu predikdtu P hodnotu G(P) C D".

G je mozné chapat neformalné jako aktudlni svét. I Kripke interpretuje nutnost jako prav-
divost ve vSech moznych svétech, ale mnoZina moznych svétli K miiZze byt zcela libovolna.
Model nad D je uspofddand dvojice M =< G, K >, kde K je mnoZina tplnych pfifazeni nad D
takovd, Ze G € K a vSechna pfifazeni v K pfifazuji individuovym proménnym stejné hodnoty

jako G. Potom je mozné definovat pravdivost ve G (vzhledem k M) rekurzivné:

(1) GE=P(t,....ty) ©<G(t),...,G(t,) >€ G(P),

(2) GEp e Glp)=T,

3) G (n1=n) e Gh)=G1n),

4) GE—¢ < GFy o,

(5) GE(p—2x)<=GF onebo G-y,

(6) G k= Vx¢ < pro kazdy prvek a € D, G = ¢(a/x), kde @(a/x) je formule vznikla

z @ ve dvou krocich. Nejprve pokud ¢ obsahuje libovolnou podformuli tvaru
Yay, kterd obsahuje volné x, nahradi se v ni proménné a takovou proménnou z,
ktera se v ¢ neobjevuje. Potom kdyZ uz se v ¢ Zadna takova neobjevuje, vSechny

volné vyskyty x se nahradi a.

(7) G EO¢ < pro kazdé ohodnoceni H € K, H |= ¢.
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Formule ¢ je pravdivd v modelu M vzhledem k G pravé tehdy, kdyz G |= ¢. Je platnd nad D
prave tehdy, kdyz je pravdiva ve vSech modelech nad D a univerzdlné platnd pravé tehdy,

kdyz je platnd nad vSemi neprazdnymi mnoZzinami D. K definici platnosti Kripke dodava:

Ve snaze vytvofit definici univerzalni logické platnosti, se zda redlné predpokla-
dat nejen to, Ze univerzum diskurzu miiZe obsahovat libovolny pocet prvki a Ze
predikatim mohou byt pfifazeny jakékoli dané interpretace v aktudlnim svété,
ale také to, zZe jakdkoli kombinace moznych svétii miZe byt propojena s redlnym
svétem vzhledem k néjaké skupiné predikatt. Jinymi slovy, je mozné predpo-
kladat, Ze 7zadné dal$i omezeni na D, G a K, mimo standardniho, aby D nebylo

prazdné, nejsou potieba. Tento pfedpoklad vede piimo k nasi definici univerzalni
platnostim

Kripke, stejné jako Hintikka pfed nim, klade pouze minimdlni pozadavky na mnoZinu uplnych
pfifazeni K a nechava ji liSit se model od modelu. Na proti tomu Carnap, Kanger i Montague
pozadovali, aby byla dana pro kazdy model a obsahovala pravé vSechny mozné popisy stav,
vSechny domény ¢i vSechny prvofddové modely nad danou doménou.

Soucasné s tim definuje jinak i univerzalni platnost, ne jako pravdu ve vSech svétech z ma-
ximalni struktury svéti, ale jako pravdu pies vSechny jeji podmnoZiny. Neni zde tedy spojena
platnost a nutnost - nutnost je relativni pouze k jednomu modelu s libovolnou K, zatimco
platnost se vztahuje k potenci v§ech moZnych tplnych pfifazeni. Interpretace L] jako logické
nutnosti na libovolné€ zvolené mnozin¢ ohodnoceni plsobi sice neintuitivné, ale pravé povo-
leni nestandardnich modeld mu umoznilo dokazat vétu o dplnosti, protoZe mnozina platnych
sentenci v standardnich sémantikach pro logickou nebo analytickou nutnost obecné neni re-

kurzivné spocetna.

3.4.2 Diukaz dplnosti kvantifikované S5

Vétu o dplnosti Kripke dokazuje pomoci metody sémantickych tabel od Betha, kterou rozsifil
pro modalni operatory. Formule y je sémanticky diisledek formuli @y, ..., @, pravé tehdy,
kdyz je formule ¢ A ... A ¢, — Y univerzalné platna. K ovéfeni toho, Ze ¥ neni sémanticky
disledek tedy sta¢i mit model ve kterém plati ¢y,...,¢, a neplati y. To lze reprezento-

vat tablem, které ma v levém sloupci, kam patii pravdivé formule, ¢y,...,¢, a v pravém

18 Kripke, 19594, s. 3]
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mezi nepravdivymi Y. Tablo je ddle stavéno pomoci pravidel, které odpovidaji definici lo-
gickych spojek - napf. pokud se —¢ objevi v jednom sloupci, je ¢ zaznamenino do druhého
sloupce. Pro n€které spojky, jako napiiklad v pripadé konjunkce v pravém sloupci, je nutné
tablo rozdélit na dvé, které budou mit kazdé v pravém sloupci jednoho ¢lena konjunkce.

Pro modalni formule Kripke zavadi nasledujici pravidla:

Yl Pokud L@ se objevi v levém sloupci tabla, ddime ¢ do levého sloupce kazdého

tabla v mnoziné.

Yr Pokud se L] objevi v pravém sloupci tabla, zavedeme nové pomocné tablo s ¢

v pravém sloupci.

Tablo je uzavrené pravé tehdy, kdyZ se né¢jaka formule objevi v obou jeho sloupcich, nebo
kdyz se formule formy a = a objevi na pravé strané. MnoZina tabel je uzaviend pravé tehdy,
kdyz obsahuje uzaviené tablo. Kripke postupné ukazuje, jak ze sémantickych tabel vystavét
model svoji sémantiky. Velmi zjednodusené feceno, dokazuje, Ze tablo pouZité k ovéreni toho,
ze Y je sémanticky dasledek formuli ¢y, ..., ¢,, je uzaviené pravé tehdy, kdyz ¢, ..., ¢, F @
a soucasné je uzaviené pravé tehdy kdyz v SS ¢y, ..., ¢, - v, dohromady tedy korektnost
a uplnost svoji sémantiky vuci S5.

Jiné systémy nez SS v této praci Kripke nezkoumad, ale v poslednich vétach slibuje po-
kraCovani, které bude zamétreno na alternativni sémantiky a jejich porovnani, véetné zkou-
mani kontroverznich vét jako jsou formule Barcanové nebo princip nerozliSitelnosti iden-
tickych. Sice se v této prici neobjevila bindrni relace mezi modely, ale jak Kripke pozdéji
uvedl, mySlenka na jeji pouZziti ho napadla kritce po jejim vydani pfi zkoumdni podminek
pro spojovani tabel v riznych podsystémech S5.

Také jesté koncem roku 1959 Journal of Symbolic Logic otisknul abstrakt planovaného
Clanku, ve kterém oznamuje dostupnost ,,vhodné modelové teorie’ﬂ a vét o tplnosti pomoci
metody tabel pro Lewisovy systémy S2, S3, S4, S5; Feys/von Wrightiv systém T/M; rtizné
Lemmonovy E-systémy; déle systémy naptil mezi S2 a T; systémy obsahujici Brouwertiv
axiom; S6, S7, S8; rtizné systémy deontické logiky a modifikace ve sméru Priorova Q. Jesté
v abstraktu Kripke poznamenavd, Ze: ,,Pro systémy zaloZené na S4, S5 a M, podobna prace
byla udélana nezdvisle a diive K. J. J. Hintikkou.’

19[Kripke, 1959b, s. 323]
20[Kripke, 1959b, s. 324]
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3.4.3 Zmény

Vydani téchto slibenych systému se ale dost opozdilo disledkem toho, Ze na podzim roku
1958 Kripke zacal studovat na Harvardské univerzité. Toto prostfedi nebylo jeho vyzkumu
priliS naklonéno a néktefi ucitelé mu doporucovali soustfedit se na matematiku a zkouméani
modalni logiky zanechat. Jeho dal$i praci bylo proto az Semantical Analysis of Modal Logic
I (1963), ktera byla zaméfena na vyrokové normdlni logiky a Kripke v ni dokdzal korekt-
nost a Uplnost T, S4, B a SS. Kratce poté vydal jest¢ Semantical Considerations on Modal
Logic (1973, prvni vydani 1963), kde svoje vysledky rozSifuje pro kvantifikované verze
téchto logik. Jsou to pravé tyto sémantiky, které jsou chdpana jako prvni opravdové sémantiky
moZnych svétii a které se staly standardem nejen pro modélni logiku.

V Kiripkovych ¢lancich z roku 1963 jeho teorie prodélala nékolik podstatnych zmén.
Hlavni Kripkova inovace se tyka pojeti mnoziny moznych svéti K. Kripke opousti predstavu,
ze by K méla byt jakymkoli souhrnem pfifazeni, ohodnoceni, nebo prvoradovych modeli.
Vadi mu, Ze v této definici moZné svéty a Uplna pfifazeni splyvaji a tedy nemohou ,,byt dva
svéty, ve kterych by byla stejnd pravdivostni hodnota prifazend kazdé atomické formuli.’
Tento predpoklad je podle néj vhodny pro S5, ale ne pro modalni logiky obecné.

Nové je tedy K libovolnd mnoZina, na které je definovana interpretacni funkce, kterd
ptifazuje vhodnou sémantickou hodnotu mimologickym symboliim relativné ke kazdému
prvku K. Kripke se nesnazi podat definici pojmu moZny svét, ale urcité obecné vysvétleni
je vidét z jeho pfistupu - mozny svét miize byt cokoli, na ¢em je mozné rozliSovat pravdi-
vostni hodnotu modélnich formuli.

Toto oddéleni prvkid K a ohodnoceni bylo zasadni pro spojeni modelové-teoretickych
sémantik a algeber modélni logiky a ddle otevielo dvefe k obecnému zvazovani moddlnich
rdmecii, tj. mnozin svéti s relaci dosazitelnosti mezi nimi. A to je pravé druha zména v Krip-
kové sémantice - zavedeni bindrni relace.

Je zde ale rozdil od pojeti binarni relace u Kangera, Hintikky nebo Montaguea, které
pfifazuje vZdy jednomu modélnimu operatoru pevné stanovenou relaci dosazitelnosti, zatimco
Kripke ji nechava se liSit od jedné modelové struktury k jiné. Operdtor nutnosti je tedy
u n€j mozné chapat spis jako mimologicky symbol s riznymi interpretacemi. Neformalné

vysvétluje Kripke bindrni relaci takto:

Jsou-li dany jakékoli dva svéty Hy, H, € K, ¢teme ,,H{RH;” jako H; je ,,moZny
vzhledem k H;”, ,moZzny v H;” nebo ,,spojeny s H{”; to znamend, Ze kazdy
vyrok pravdivy v H, je mozny v H;. Tedy ,,absolutni” pojem mozného svéta
v [Kripke, 1959a] (kde kazdy svét byl mozny vzhledem ke kazdému dalSimu)

21 [Kripke, 1963, s. 69]
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ustupuje relativnimu pojmu, jednoho svéta mozného vzhledem k jinému. Je jasné,
ze kazdy svét H je mozny vzhledem k sobg; to jednodusSe fika, ze kazda pravdivd
véta v H je i moznd v H. Ve shodé s timto modifikovanym pohledem na ,,mozné
svéty” ohodnocujeme formuli A jako nutnou ve svété Hp, pokud je pravdiva
ve vSech svétech moZznych vzhledem k Hj... Dudlné, A je mozné v H;| pravé
tehdy, kdyzZ existuje H, mozny k Hj, ve kterém je A praniVé

Kripke v [Kripke, 1963] pozoruje, jak je mozné rtizné modalni axiomy simulovat kladenim
poZzadavkid na relaci mezi nimi. Napf. tranzitivita - kdy z HRH, a HyRH3 plyne H;RH3?
HRH3; znamena, pro jakoukoli ¢ pravdiva v Hz, Q¢ je pravdivd v H;. Ale z predpokladu
plyne, Ze pro jakoukoli ¢ pravdivou v Hz, Q¢ je pravdivd v H, a pro jakoukoli ¢ pravdivou
v Hy, Q@ je pravdiva v H; a tedy, Ze pro jakoukoli ¢ pravdivou v Hz, OO @ je pravdiva v Hj.
Relace R je tedy tranzitivni pravé tehdy, kdyZ ve struktufe plati axiom GQ¢@ — Q.
Podobné je mozné si zpétn€ vSimnout, Ze v Kripkoveé sémantice z roku 1959 by uni-
verzalni relace mezi v§emi prvky K odpovidala pravé charakteristickému axiomu S5 ¢¢ —
OO . Jak ukazuje pozdéji, stejné tak dobie ho 1ze simulovat pomoci relace ekvivalence. Do-
kazuje totizZ, Ze staci omezit pozornost na modely, které jsou spojené, tj. vSechny svéty jsou
spojeny s aktudlnim opakovanym pouZitim relace R a v takovych modelech tyto dvé relace
splyvaji. Tim se otevird moznost k modelovani riiznych modalnich sémantik mnoziny po-

moci relace R.

3.4.4 Sémantiky z roku 1963

Kripke také hned v [Kripke, 1963] tato zkoumdni aplikuje na vyrokové normalni modalni
logiky. Pro nejjednodussi z nich T Kripke definuje normdini modelovou strukturu jako uspo-
fadanou trojici (G,K,R), kde K# 0, G € K, a R je reflexivni relace na K. Sémantiky ostatnich
normdlnich modalnich logik se potom tvofi pfiddnim dalSiho pozadavku na relaci R - tranziti-
vity pro S4, symetrie pro B a ekvivalence pro S5. Pomoci metody sémantickych tabel Kripke
dokazuje korektnost a uplnost. Také ukazuje rozhodnutelnost t€chto systému.

V této praci Kripke déle rozviji analogii s algebrami Jonssona a Tarského. K tomu tucelu
definuje propozici jako funkci funkci p : K — {T, 1} ze svéti do pravdivostnich hodnot. Ty
se potom daji uskupit do matic, které v podstaté¢ odpovidaji modalnim algebram vSech pro-
pozic, které davaji hodnotu T. Kripke tvrdi, Ze algebraickou analogii své vlastni sémantické

metody nezavisle na Jonssonovi a Tarském dokdzal hlavni teorém Boolean Algebras with

22[Kripke, 1963, s. 70]
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Operators (1951), ale diikaz nepublikuje. Zavérem prace si v§ima moznosti definovat dalsi
nové systémy, napr. vynechidnim pozadavku na reflexivitu relace R, ktery odpovida opusténi

modalniho axiomu [JA — A a nehodi se tak pro deontické logiky.

Zde se ale vic zaméfime na jeho druhou praci z t€hoZz roku Semantical Consideration on
Modal Logic, ve které se objevuje prvni verze moderni sémantiky moznych svétl pro pre-
dikatovou logiku s identitou, ve které je navic pojem mozného svéta explicitni slozkou sé-
mantické teorie. Vénuje se v ni opét normdlnim logikdm T, S4, B a S5, ale predikdtovym.

Na rozdil od své rané sémantiky, ve které Kripke predpokladal konstantni domény, nyni
se mohou néktera individua vyskytovat pouze v nékterych moznych svétech. Proto definuje
funkci y, ktera pfifazuje kazdé H € K mnoZinu objektt, které existuji ve svété H. Rik4, Ze
je to prirozenéjsi, protoze “ve svétech jinych nez je tento, mohou chybét nékteré existujici
individua a nékterd nova jako Pegas se mohou Objevit.’ Potom je mozné definovat kvantifi-

kovanou modelovou strukturu pro jazyk L jako pétici (G,K,R,D, ) o které plati, Ze:

(1) K je neprazdnd mnozina moznych svétu;

(>i1) G € K (aktualni svét);

(ii1) R C K x K je relace dosaZitelnosti;

(iv) D je neprazdnd mnozina - doména objekt;

(V) v je funkce z K do podmnoziny D a plati D = Jycx W(H), tj. kazdy objekt

existuje alesponi v jednom svété.

K definici modelu je potieba definovat interpretaci mimologickych symbolii, kazdy n-arni
predikét urcuje urcitou mnoZinu n-tic v kazdém svété - svoji extenzi. Co ale v pfipadé, kdy
predikat ma byt vyhodnocen na objektu, ktery v daném svété neexistuje? Na rozdil od Hin-
tikky a Priora, Kripke fikd, tvrzeni obsahujici volné proménné ma pravdivostni hodnotu
v kazdém svété pro kazdé ohodnoceni jeho volnych proménnych a pfitom predpoklida, ze
na neexistujicich individuich je takovy vyrok nepravdivy. Bylo by sice mozné pozadovat, aby
predikaty byly definované pouze na prvcich daného svéta, ale potom by selhavalo pravidlo
substituce.

Kvantifikovany model M je uspofadand dvojice (S,I), kde S = (G,K,R, D, y) je kvantifi-

kovana modelova struktura a I je funkce, kterd v kazdém svété H prifazuje kazdému n-arni

2 [Kripke, 1971, s. 65]
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predikatové konstanté P € L podmnozinu I(H,P) C D" a kazdé individuové konstanté ¢ € L
prvek I(c) € D. Individuové konstanty jsou brany jako rigidni designdtory, tj. maji pfifazenou
denotaci svétové-nezavislym zptisobem. Ohodnoceni g definujeme jako funkci, ktera kazdé
proménné x pfifazuje g(x) € D. Pro kazdy term ¢ definujeme M(z,g) jako g(), pokud je
t proménna a I(¢), pokud ¢ je individuova konstanta.

Na zdkladé téchto pojmi je mozné definovat, Ze formule @ je pravdivd ve svété H v mo-

delu M a p¥i pFifazeni g (symbolicky H Fys ¢[g]):

1. HEy P(t1, . tn)[g] & <M(t1,8),...,M(tn,g) > I(H,P).
2. HEy (11 =1)[g) © M(t1,8) = M(t2,8).

3. HEy —@[g] & HFEn ¢[g].

4. HEp (0 — x)[g] & HFEm @lg] nebo H Fyr xg].

5. HEm Vxo|g] < prokazdé a € w(H), H Fy @[g(a/x)].

6. H Fy Do[g] < prokazdé H' € K takové , ze HRH', H Fy ¢]g].

¢ je pravdivd v modelu M pFi prfifazeni g (symbolicky Fu ¢[g]), pokud ¢ je pravdiva
v aktudlnim svét€¢ K v modelu M pii piifazeni g. @ je pravdivd v modelu M (symbolicky
Fu @), pokud ¢ je pravdivd v modelu M pro kazdé ptifazeni g. ¢ je pravdivd v modelové
struktuie S, pokud je pravdivd v kazdém modelu zaloZeném na S. Rekneme, Ze ¢ je platné
v tfidé modelovych struktur K, pokud ¢ je pravdivé v kazdé jeji modelové strukture.

Dtikaz korektnosti a iplnosti pro tuto sémantiku neuvadi, tvrdi pouze, Ze dlikazy z [Kripke,
1963] na né mohou byt rozsifeny. Zpusob tohoto rozsiteni je naznacen v [Kripke, 1965],
ve které dokazuje tplnost sémantiky Heytingova intuicionistického predikdtového kalkulu
pomoci metody tabel.

Pro ilustraci prace s touto sémantikou predvadi Kripke pomoci protimodeld, Ze ani prvni
formule Barcanové, ani druha nejsou platné v S5. V nich pravé vyuziva riznych velikosti
domén - formule Barcanové je mozné falzifikovat ve strukturach se zvétSujicimi se doménami.
Miize to byt napiiklad model s dvéma svéty G s doménou {a} a H s doménou {a,b}, ta-
kovych, Ze Fa je pravdivé v obou svétech a F'b neni pravdivé v H. V tomto modelu je prav-
divé (Vx)OFx, ale ne J(Vx) Fx v G. Pro druhou formuli Barcanové je protipiiklad kom-
plikovanéjsi a vyuzivd se v ném, Ze hodnota F(x) je nepravda v piipadé, Ze individuum x

neexistuje v daném svete.
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Neplatnost formuli Barcanové je ale problematickd z toho divodu, Ze prvni formule
Barcanové je odvoditelnd v kvantifikované S5 a druha dokonce uz v kvantifikované T, jak
dokazal A. Prior. Kripke proto Prioriv dikaz pfezkoumdva a dochazi k zavéru, Ze Prior
se dopustil chyby, kdyz aplikoval necesitaci na formule obsahujici volné proménné. Kdyby
se volné proménné misto toho chdpaly jako univerzdlné vazané, tento krok by nebyl povo-
leny. Necesitace pfimo oteviené formule bez predchoziho uzavieni, tvrdi Kripke, se rovna
predpoklddani toho, co ma byt dokazano. Pfitom tvrzeni otevienych formuli je zdleZitosti
konvence - formule ¢(x) s volnym x je vzdy nahraditelna formuli Vx¢(x).

Kripke proto trva na tom, Ze v jeho teorii je povoleno tvrdit pouze uzaviené formule.
Pro formuli ¢, kterd obsahuje volné proménné, je definovan uzdvér ¢ jako formule ziskana
z ¢ zavedenim univerzalnich kvantifikatorti pro kazdou volnou proménnou a znaku nutnosti
v jakémkoli potadi pred ¢. Axiomy predikdtové T jsou tedy nové definovany jako uzavéry

nasledujicich schémat:

0) VSechny pravdivostné-funk¢ni tautologie
T Lo — ¢

K O(e — v) = (e — Qy)

3) ¢ — Vx@, kde x neni volné ve @

) V(@ = y)= (Vxg — Vay)

(5) vy (Vxo(x) = ¢(y))

Analogicky ziskdme kvantifikované S4, S5 a B pridanim uzavéru odpovidajiciho axiomu re-
dukce. V téchto systémech plati na rozdil tfeba od Hintikkovych pravidlo substituce bez ome-
zeni. Také tu plati zdkon identity Vx(x = x), princip nerozliSitelnosti identickych VxVy[x =
y — (@(x/z) — @(y/z)) a to i na moddlni kontexty ¢(z) a vSechny axiomy teorie kvantifi-
kace.
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Kapitola 4
Jiné interpretace modalniho operatoru

Predchozi kapitoly byly vénované predevsim aletickym modalitim moZnosti a nutnosti, i kdyz
v rdmci Hintikkovi a Kangerovi logiky uz byly zminéné i nékteré dalsi alternativni pojeti
modalnich operatori. Kripkovskd sémantika umoznila prave tak dobie rozkvét i dalSich in-
terpretaci modalnich operatort. Tato kapitola si klade za cil velmi stru¢né priblizit nejb&Zné&jsi
alternativni modality, jejich stru¢nou historii a systémy, které se ukdzaly jako vhodné pro je-

jich zkoumadni.

4.1 Deontické

Vyznam:

Deontickd logika se zabyva normativnimi vyjadfenimi - povinnostmi, povolenimi a zdkazy.
Misto operator L] se pouZiva obvykle operator O (z anglického slova [ought]) a O¢ je chdpdno
jako ,,¢ je povinné/pozadované” a obdobné misto operatoru {) se pouziva operator P (z ang-
lického slova [permitted]) a formule P se Cte ,,@ je povolené/ptipustné”. Plati P = ~0—¢.
Obcas je pouZzivan i operator F (z anglického slova [forbidden]), kde F ¢ se definuje F ¢ =
O—-¢ a znamend ,,Q je zakdzdno”. Zfidka se jeSté vyskytuje dalsi operdtor I (z anglického
slova [indifference]), definovany I¢ = (—O@ A —-O—), ktery se da chéapat jako ,,¢ je voli-

telné/dobrovolné”.

Historie:

Deontickd logika se zpocatku vyvijela v zavislosti na logice aletické. Jak naznacCuje i stejna
vzajemna definovatelnost jejich operatord, je mezi témito logikami mnoho analogii. Nékterych

z nich si povSimli uz u€enci ve Ctrnictém stoleti, které je tedy mozné chapat jako pocatky de-
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ontické logiky. V sedmndictém stoleti se jim vénoval G. W. Leibniz, ktery je nazyval legdini
modality [Modalia Iuris]. Také Leibniz navrhoval analyzovat je pomoci aletickych modalit
a pojmu dobry ¢lovek [vir bonus], ktery predstavuje logickou konstantu - moralné dokonalého
¢lovéka. Toho definuje podle nasledujicich tff podminek - Dobry clovék musi (1) dodrzovat
peclivé vSechny zakony, (2) chovat se vzdy se chova tak, aby nikomu neublizil (3) milovat
ostatni lidi, nebo k nim byt alespon shovivavy. Potom je povinné definovano jako to, ,,co je
nutné, aby délal dobry ¢loveék™ a povolené je to, ,,co je mozné, aby délal dobry élovék.’

Autorem prvni formalni deontické logiky je Ernst Mally, ktery roku 1926 vydal po-
zoruhodny systém, kterd nevychdzel z logiky aletické, ale jako prvni ji zaloZzil explicitné
na vyrokovém kalkulu. Tento systém ale nemél velky vliv na pozdéjsi vyvoj, sim Mally
prohlésil nékteré teorémy svého systému za podivné, i kdyZ obhajitelné. T€Zko obhajitelny
byl uz teorém P¢ <+ ¢, ktery dokédzal v Mallyho systému Karl Mengerﬂ

Za hlavniho inicidtora rozmachu deontické logiky byva proto povazovan az G. H. von
Wright, ktery v roce 1951 pro né predstavil tii vyrokové systémy. V nich deontické operatory
nevztahuje na vyroky, ale na akty jedndni, coz pusobilo fadu komplikaci. Akty jednani a itero-
vané modality nebyly spravné vytvorené formule, musel pouzivat dvé sady logickych spojek
pro vyroky a pro akty, atd. Z Wrightova systému se ale vyvinul dnes nejpouzivanéjsi stan-
dardni systém deontické logiky. Z deontické logiky se dale vyvinula mimo jiné soudni logika
jako napfiklad Kalinowski (1965)@

Bézné systémy:

Je pfirozené, Ze i v deontickych logikdach by mél platit axiom K: [O@ AO(¢ — y)] —
Ovy. Naopak axiom T: O¢ — ¢ v nich neddva velky smysl a proto byvéa nahrazovan axio-
mem T’: O (0@ — @), nebo D: O — P, ktery ve svém ekvivalentnim tvaru =(OA A O—-A)
ukazuje bezespornost systému. Standardni deontickd logika KD jsou axiomy K, D, vSechny
tautologie daného jazyka, modus ponens a necesitace, kterd sice v deontickém pojeti zni
mozna trochu podivné, ale jinak je zcela neproblematickd. KD se také nékdy fika deon-
tické T. Obdobné existuje i deontické S4 - KD4 a deontické S5 - KD4E, kde E je axiom
P@ — OP¢@. Okolo deontickych systémi se stale objevuje mnoho komplikaci, tzv. paradoxi
deontické logiky. Mezi n€ patii tieba Paradox dobrého samaritana, Chisholmuv paradox, nebo
Rosstv paradox. Ten ma formu O¢@ — O (¢ V y) a je dokazatelny uz v logice K. Pfi vhodné

interpretaci se ale jeho protiintuitivni znéni vytraci.

[Lenzen, 2005, s. 21, 22]

2Vice informaci o Mallyho systému, v&etné pii¢in chyb v jeho systému a zpiisobii jak je napravit, lze najit v
[Lokhorst a Goble, 2004]

3[Piéraut Le-Bonniec, 1980, s. 26]
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4.2 Epistemické

Vyznam:

Epistemické modality se zabyvaji reprezentaci znalosti. PouZivd se v nich obvykle operator
K (z anglického slova [know]), a to bud ve vSeobecném pojeti K¢ jako ,,K je vieobecné
znamé”, ,.K je zndmo jako pravdivé”, nebo s indexem, ktery oznacuje agenta - osobu, na jejiz
znalostech se odkazuje. V takovém piipadé K4 ¢ znamend ,,A vi, Ze ¢”. Dudlni znak ke K je

P a znamena predstavitelnost, sluCitelnost s ostatnimi znalostmi, ale pfili§ Casto se nevyuziva.

Historie:

Historie epistemické logiky je velice dlouhé Zminky o ni Ize nalézt v dilech Aristotela
a prvni pokusy o formulaci epistemického pojeti logického diisledku 1ze nalézt uz v 12. sto-
leti u Garlanda a Petera Abelarda. B€hem stfedovéku se objevovala riiznd zkoumani vztahu
pravdy k védéni a vife i ve spisech vyznamnych ucenct jako byl William Ockham nebo Duns
Scotus, byla zkouména i problematika iterovanych modalit nebo substituovatelnost do inten-
ziondlnich kontext. Za nejplodnéjsi stfedovéké obdobi epistemické modalni logiky byva
oznacovéno 15. stoleti, kdy byla rozvijena zeyména v Padové a dalSich severoitalskych uni-
verzitach v pracich Pavla z Benatek [Paulus Venetus], Pavla z Pergoly [Paolo da Pergola],
Antonia Frachantiana z Vicenzy a mnohych dalSich.

Zakladatel moderni epistemické logiky je Jaakko Hintikka, ktery v [Hintikka, 1962] po-
prvé exaktné vymezil sémantiku epistemickych a doxastickych logik pomoci modelovych
mnozin. Ale mél pocetnou skupinu pfedchidcii - ivahy o vétach o védomosti a o vife se obje-
vuji tfeba 1 v pracich Rudolfa Carnapa, Arthura Priora, Hilary Putnama, Nicholase Reschera,
ale predevsim Jerzyho LosSe a G. H. von Wrighta. L.os$ vyvinul tzv. logiku viry Ci presvédceni
s operatorem Lxp, ktery znamena ,,individuum x véii vyroku p”. Pro tento systém stanovil
axiomy, které byly t€ém Hintikkovym do jisté miry podobné. Hendrik von Wright v [Wright,
1951] podrobuje epistemické modality podrobnému zkoumani a tvoii jejich systémy, tak
systémy v kombinaci s modalitami aletickymi, nebo existen¢nimi.

Po Knowledge and Belief se epistemické logiky samozirejmé dale vyvijeji. Hintikka sdm
svoji praci prevedl do kripkovské sémantiky, ddle jsou zkoumény naptiklad spojeni episte-
mickych logik s jinymi modalnimi logiky, logické vlastnosti systémi s mnoZinami agentu,

epistemické vlastnosti tzv. multimodélnich kontextd, atd.

4Vy&erpévajici prehled pocatki historie epistemické logiky Ize najit v [Boh, 1993]
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Bézné systémy:

Vyrokova epistemicka logika ma nékolik variant, vS§echny zaloZené na systému K. Ten obsa-
huje pravé vSechny tautologie klasické logiky, modus ponens, necesitaci a axiom logické ra-
cionality agenta, ¢ili axiom K: [K@ AK(¢p — y)] — Ky. Ale obvykle je za nejslabsi systém
pro epistemické zdjmy povazovén systém T, tj. K + axiom T: K¢ — ¢, protoZe se nezda ro-
zumné uvazovat i systémy ve kterych ma agent znalost nepravdivého vyroku. Za nejvhodné;jsi
systém pro epistemické logiky se obvykle bere S4, ke kterému se ve své praci pfiklanél i Hin-
tikka, tj. T + axiom 4: K¢ — KK @, tzv. pozitivni introspekce. Nejsiln€jSim systémem episte-
mické logiky je SS, ktery vznikne z T pfiddnim axiomu 5: K¢ — K—K @, tzv. negativni in-
trospekce. Tento axiom je, ostatné stejné jako necesitace, asi téZko aplikovatelny na lidského
agenta, nebo umeélého agenta, ktery pracuje v ramci nerozhodnutelné teorie, ale mize byt
celkem neproblematicky aplikovdn na umélého agenta, ktery pracuje s kone€nym mnozZstvim
informaci. Casto se v epistemickych logikdch pracuje i se systémy mezi S4 a S5 prevazné
S4.2-S44.

4.3 Casova

Vyznam:

Casovi logika se zabyva reprezentaci a dvaham o ¢ase, do jisté miry se jedna o logiku gra-
matickych Casii. Patii mezi bimoddlini logiky, tj. ma dva vzajemné nedefinovatelné hlavni
operatory - F (z anglického [future]) a P (z anglického [past]). F ¢, P@ tedy znamena ,,Nékdy
v budoucnosti nastane ¢, respektive ,,Nékdy v minulosti nastalo ¢.“ Z nich jsou stan-
dardnim zpisobem definovatelné dudlni symboly G - vZdy v budoucnosti a HE] - vZzdy v mi-
nulosti. Vedle toho se né€kdy definuji znaky pro ,,vZdy“ - Ap =;r Ho A @ AG@ a ,,nékdy*
-E@ =47 POV @V F@. VSechny je samozfejmé moZné spolu fetézit - napf. PG@ znamena

,,Nékdy v minulosti nastalo, Ze vZdy v budoucnosti bude platit ¢.*

Historie@:

Zkouméni ¢asovych forem modélnich operétort se objevovalo uZ ve starém Recku v me-
garské a stoické Skole nebo u Aristotela a peripatetiki. Konkrétné€ se jednalo napiiklad o pro-
blematiku pravdivosti vét o budoucnosti, jako je pravdivostni hodnota véty ,,Zitra bude né-

morni bitva.” u Aristotela nebo tzv. argument viddce [Master argument], jehoZ autorem byl

°T tyto symboly byly voleny jako mnemotechnicka pomiicka - G reprezentuje ,,it is always Going to be the
case”, tedy Cesky ,,vzdy se tak stane* a H kvili ,,it always Has been the case” - ,,vZdy to tak bylo.“
5Podrobnou historii Casovych logik 1ze nalézt v [@hrstrgm a Hasle, 1995]
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pravd&podobné& Diodorus Cronus. Casovym modalitdm se dile ve sttedovéku vénovali arabsti
1 evropsti logikové a vylepsSili nékteré starsi postupy.

V moderni dobé zdjem o Casovou logiku prudce vzrostl v poloviné dvacatého stoleti
ve spojeni s pracemi Arthura Priora, ktery navrhl ¢asovou interpretaci kripkovské modalni
sémantiky. V sedmdesatych letech potom poprvé Burstall navrhl aplikace Casové logiky
v informatice. Jeho praci potom vyrazné vylepsSil Amir Pnueli, ktery ji aplikoval naptiklad
na oveérovani soubézné bézicich programi na nékolika procesorech. Kromé informatiky ma
Casova logika mnoho dalSich vyuZiti pfi zkoumani pfirozenych jazykt nebo v umélé inteli-

genci.

Bézné systémy:

Pro ¢asové logiky je Kripkova sémantika obzvlasté pfirozend, R si 1ze jednoduSe predstavit
jako relaci ¢asové ndslednosti a mozné svéty jako jednotlivé Casové okamziky. Sémantika F
a G je potom definovéana stejné jako pro odpovidajici aletické modality, pro P a H se v definici
R nahradi R~'. T na deontické logiky se bez problému dé aplikovat systém K, s axiomem K
a pravidlem necesitace pro ob¢ spojky G i H. K spolu s axiomy ¢ — HF ¢ a ¢ — GP@ tvori
tzv. minimdlni casovou logiku K. Ta je korektni a Gplna vici vSem casovym rdmciim, tj. krip-
kovskym ramctm pro Casovou logiku. To se mize zdat zvlastni, ale Kripke uz v [Kripke,
1963] dokazal, Ze je mozné bez Gijmy na obecnosti predpokladat pouze stromové modely a ty
se pro vyjadfeni Casu zdaji idedlni.

Dalsi systémy pak lze tvofit podle toho, jaké pozadavky jsou kladeny na Casovou linii.
Napf. mezi ptirozené patii tranzitivita ¢asu, které odpovidaji axiomy G — GG¢ E] aHp —
HH o, axiomy F¢o — FF@ a P — PP@ zase plati pravé tehdy, kdyz je Cas husty, tj. mezi li-
bovolnymi Casovymi okamZziky vZzdy existuje dals$i. Naopak Casovou diskrétnost je mozné
reprezentovat axiomy FO AG (¢ — F@) — GF ¢ do minulosti a P AH (¢ — P@) — HP@
do budoucnosti. Linearit€ do minulosti odpovida axiom FP¢ — (P V ¢V F¢) a do budouc-
nosti PF @ — (P@V ¢V F ). Dile je mozné pozadovat, aby ¢asové univerzum byl otevieny
nebo uzavfeny interval. Existence pocatku a konce se reprezentuje axiomy H L V PH L, re-

spektive GV FG 1, naopak jejich neexistence pomoci axiomiu Hp — Pp a GO — F .

4.4 Doxasticka

Vyznam:

Doxastické modality se zabyvaji presvédCenim, virou. PouZivd se v nich obvykle operétor

B (z anglického slova [believe]) s indexem pro agenta. Tedy B4 @ znamend ,,A véfi, Ze ¢*.

7Vétsina axiomi Casové logiky zde je prevzata z [Kolman, 2005, s. 82]
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Je velmi blizk4 logice epistemické, hlavni rozdil je v tom, Ze v ptipadé B4 ¢, nemusi byt ¢

pravdivé. V pripadé pouzivani obou operatort 1ze predpokladat K¢ — Be.

Historie:

Pojmy viry a znalosti byly obvykle zkoumany pohromadé a tedy historii doxastické logiky

lze povaZovat za shrnutou uZ v rdmci historie epistemické logiky.

Bézné systémy:

Vzhledem k tomu, Ze vira nemusi byt nutné pravdiva, nelze v doxastickych logikach pred-
pokladat axiom T. Obvykle byva nahrazovan axiomem D:—(B¢ A B—¢) tedy konzistenci
agentovi viry. I v doxastickych logikéch plati axiom K: B(¢ — w) — (B¢ — By), tzv. axi-
om bézného uvazvujz’cz’ho Pfirozeny je i axiom 4 : B¢ — BB, nékdy nazyvany axiom nor-
mdlniho uvaZujictho. Proto nejCastéjsi systém doxastické logiky je KD4, nebo KD45 jesté
roz§ifeny o axiom 5: =B¢ — B—~B@. KD45, nékdy zvan4 také slaba SS, je korektni a dplny
vzhledem k mnoziné kripkovskych modell s tranzitivni, euklidovskou a sériovou relaci do-

sazitelnosti.

4.5 Dokazatelnosti
Vyznam’k

V ramci logiky dokazatelnosti se nutnost interpretuje jako formdlni dokazatelnost v néjaké
axiomatické teorii prvniho fadu. Je zajimava i tim, Ze na rozdil od ostatnich modalit m4 doka-
zatelnost v néjaké stanovené teorii jednoznacné dany vyznam. Pro jeji vyjadieni se pouZzivaji
ruzné znaky, zde bude pouzita ptivodni Gédelova vyrokova spojka B (z némeckého [beweis-

bar]), B¢ tedy znamen4 ,, je dokazatelné”.

Historie:

Zkoumani dokazatelnosti jako moddlniho operatoru zacalo v tficatych letech dvacatého sto-

leti. Kurt Godel nejprve v recenzi ¢lanku Oskara Beckera zpochybnil spojeni intuicionistické

8Tyto charakteristiky osoby agenta podle platicich axiomi pochdzi z [Smullyan, 1986]. Mimo jiZ uve-
denych axiomt Smullyan déle uvadi pFesného uvaZujiciho (vie v co véfi, je pravdivé, tj. axiom T), nepresného
uvazujiciho (alespon jedna z formuli, které véii je nepravdivd), domyslivého (véfi, Ze neni takova véta ve kte-
rou by véril a byla nepravdiva), nebo zvldstniho (vEri, Ze je takova véta ve kterou veri a pritom nevéfi, Ze v ni
véii). Jejich pomoci ukazuje doxastickou variantu druhé Godelovy véty - logika, ktery nemuze véfit vlastni
bezespornosti, anizZ by se dostal do sporu.

9Mnoho informaci k logice dokazatelnosti 1ze nalézt v [Boolos a Sambin, 1991]
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a modalni logiky, aby se tohoto problému nakonec sam tspésné ujal a pfitom jesté zjednodusil
pivodni Lewisovu axiomatiku modalnich logik. Dal$im vyznamnym predstavitelem byl M.
H. Lob, ktery stanovil nékteré podminky, které je prirozené pozadovat od predikdtu dokaza-
telnosti a pfitom si povsiml, Ze jsou dostatecné k diikazu druhé Godelovy véty. Vyznamny
rozmach nastal v sedmdesatych letech zasluhou G. Boolose a R. M. Solovaye, ktery dokazal,
Ze logika dokazatelnosti GL je vhodna pro k zachyceni dokazatelnosti v Peanové aritmetice

a nasledné i v dalSich rozumnych teoriich.

Bézné systémy:

Godelav puvodni systém byl ekvivalentni S4. Ukdazalo se, ze logice dokazatelnosti ale neni
mozné pfijmout fadu zakladnich axiomti modalni logiky véetné axiomu T: B¢ — @, protozZe
jeho obecnou platnost vylucuje druhd Godelova véta. Naopak bezproblémové Ize prijmout
axiom K: B¢ — [B(¢ — y) — By, ktery je analogii pravidla modus ponens. Lob dokézal,
ze v Peanové aritmetice je dokazatelna i analogie axiomu 4: B¢ — BB¢. Standardni lo-
giku dokazatelnost je tedy K4 s Lobovym axiomem : B (B¢ — ¢) — Bo, jejiz preklad tzv.
Lobova véta je dokazatelnd v Peanové aritmetice. Tato logika se nazyvd K4W nebo GL
na pocest Godela a Loba a je rozhodnutelna a tplnd vici tiidé vSech tranzitivnich obracené

fundovanych kripkovskych ramci.

4.6 Dalsi

Vedle jiz vyjmenovanych existuje mnoho dalSich mozZnosti, jak chapat modalni operatory.
V ramci informatiky a tivah nad programy byla vyvinuta dynamickd logika, v ni [J;¢ a {;¢@
znamenaji ,,vZdy po vykondni instrukce i bude platit ¢, respektive ,,n¢kdy po vykondni in-
strukce i bude platit ¢”. V radmci sémantiky md potom kazd4 instrukce i svoji vlastni relaci
R;, ktera urcuje prechody mezi konfigurace pii vykonani instrukce. Rtizné relace je potom
mozné fetézit, skladat Ci iterovat a tak konstruovat sloZené modality, které odpovidaji pro-
gramuim slozenym z jednodussich instrukei.

Mezi chovanim kvantifikatori a modalnich operatort je mnoho podobnosti, napiiklad
jsou stejné vzajemné definovatelné, nebo také pravidla generalizace maji také modalni ana-
logii - axiom T. Z toho vychazeji existencni modality, které zkoumal napf. H. von Wright
a které se ale nyni mezi modality nepocitaji. Podle nich [J¢ znamena ,,¢ je vSeobecné” a Q@
,,¢ existuje”. Von Wright zkouma i jejich spojeni s epistemickymi modalitami - urcitd zna-
lost miZe byt univerzalni, piistupnd pouze omezenému mnozstvi individui, nebo ji nemusi
mit vibec nikdo[1]

10 ['Wright, 1951, s. 3]
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Diéle existuji dispozi¢ni modality, které se zabyvaji schopnostmi a potencidly; geomet-
rické modality, které maji dvé sady modélnich operétort pro body (L, ¢,) a pifmky (g, ).
Pokud A oznacuje bod, potom [J;A znamen4 ,,kazd4a pfimka prochizi bodem A’]' 'L Mezi malo
Casté v logice patfi jesSté naptiklad axiologické modality, ve kterych modélni operatory repre-

zentuji hodnoty jako ,,je dobré, Ze...”, nebo ,,je Spatné, Ze...”.

" Dupin, 2010, s. 149]
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Zaver

V této praci byla stru¢né shrnuta historie vyvoje moddlni logiky od pocatkd moderni lo-
axiomatiky a sémantiky az k sémantikim moznych svéti. Vyvoj kripkovskych sémantik byl
naznacen jak v pracich Saula Kripka, tak nékterych jeho soucasnikl. Také zde byly kratce
pfibliZzeny riizné interpretace modalniho operatoru.

Tento namét je velmi Siroky na to, aby se vtésnal do kapacity jedné diplomové prace a za-
slouzil by si jisté ddle rozvést. Mezi velmi zajimavé a zde opomenuté téma patfi napiiklad
Quineova kritika kvantifikovanych modalnich logik a to, jak se s ni Kanger, Montague,
Hintikka a Kripke vyporadali. Samoziejmé ani vycCet té€chto prikopnikd modalni sémantiky
neni zdaleka vycCerpavajici, za zminku urcité stoji ddle prace Priora s Meredithem, Geache,
Smileyho, Bayarta a dalSich. Pozoruhodny byl i vyvoj modalnich algeber, ve kterych bylo

dosazeno mnoho skvélych vysledki a zde jsou zminény pouze okrajove.
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