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Abstrakt: Tato práce sleduje vývoj modalit od modálnı́ch postojů zakladatelů analytické
filozofie a modernı́ logiky, přes prvnı́ axiomatiku modálnı́ logiky C. I. Lewise a sémantiku
R. Carnapa až po prvnı́ sémantiky možných světů. Vedle jejich vývoje v pracı́ch S. Kripka
obsahuje také dalšı́ sémantiky, které zhruba ve stejném obdobı́ vyvı́jeli S. Kanger, J. Hintikka
a R. Montague a které se k Kripkovým výsledkům přibližovaly.

Klı́čová slova: historie modálnı́ logiky, sémantika možných světů, Carnap, Kripke

Abstract: This thesis traces the development of modal logic from modal attitudes of the
founders of analytical philosophy and modern logic, through the first axiomatization of C. I.
Lewis and the semantics of R. Carnap to the first possible worlds semantics. In addition
to its development in the work of S. Kripke, there are also discussed semantics of S. Kanger,
J. Hintikka and R. Montague that appear at about the same time and came close to Kripke’s
results.
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Úvod

Výrazy ,,možnost“, ,,nutnost“, nebo ,,možná pravda“ a ,,nutná pravda“ jsou běžnou součástı́
každodennı́ mluvy i odborných jazyků. Ale právě kvůli široké oblasti použitı́ nenı́ jejich
význam snadno zachytitelný. Snaha o jejich formálnı́ definici sahá až k Aristotelovi, který
aletickou modálnı́ logiku, tedy zkoumánı́ možnosti a nutnosti, začal rozvı́jet současně s logi-
kou klasickou. Ale zatı́mco se jeho nauka o kategorických sylogismech stala základem kla-
sického vzdělánı́, naopak ohledně modálnı́ logiky se Aristoteles dostal do sporu už se svým
žákem Theofrastem, protože dávala řadu neintuitivnı́ch a matoucı́ch výsledků a byla těžko
interpretovatelná.

Nápady jak pojmout nutnost a možnost měly i dalšı́ řecké školy a později učenci jako
William Ockham nebo Duns Scotus. Ale od středověku zájem o ně upadal s výjimkou Leib-
nizova nápadu, že existujı́ i jiné možné světy mimo našeho skutečného a vrátil se až ve stoletı́
dvacátém s počátkem modernı́ logiky. Prvnı́ kapitola je proto věnována zakladatelům mo-
dernı́ logiky a analytické filozofie. Ačkoli dost často byli vůči modalitám nepřátelštı́, byly to
právě jejich myšlenky, které pozdějšı́ rozvoj umožnily. Druhá kapitola se věnuje počátkům
modalit v modernı́ logice. Jedná se předevšı́m o prvnı́ axiomatiku C. I. Lewise a jejı́ zjed-
nodušenı́ Kurtem Gödelem, které se stalo standardem pro modálnı́ syntaxi a prvnı́ modálnı́
sémantiky, které rozvı́jel Rudolf Carnap.

Třetı́ kapitola je věnována vývoji sémantiky možných světů. Ačkoli je po právu brán
jako autor modernı́ modálnı́ sémantiky Saul Kripke, měl řadu předchůdců, kteřı́ se nezávisle
na sobě k jeho výsledkům přibližovali a při tom stáli často u zrodu modernı́ch verzı́ některých
druhů modálnı́ch logik, jako Jaakko Hintikka u epistemické logiky, nebo Arthur Prior u tem-
porálnı́ logiky. A právě různému rozdělenı́ modálnı́ch logik podle významu, který přisuzujeme
modálnı́m operátorům, je věnována čtvrtá kapitola této práce.

Poznámka k notaci: Pro zjednodušenı́ je použitá jednotná notace - negace ¬, konjunkce
∧, disjunkce ∨, implikace→, ekvivalence≡ a ekvivalence na meta-úrovni⇔. Proměnné jsou
značeny x, y, z . . ., výrokové formule p, q, r . . ., libovolné formule ϕ, ψ, χ, . . . přı́padně s in-
dexy. Protože modálnı́ systémy se často jmenujı́ po axiomech, které obsahujı́, jsou značeny
tučně a axiomy nezvýrazněně.
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Kapitola 1

Počátky modernı́ logiky

Tato kapitola je věnována zakladatelům analytické filozofie - Fregovi, Russellovi a Witt-
gensteinovi a jejich vztahu k modálnı́ logice. Ačkoli žádný z nich explicitně modálnı́ lo-
giku neformuloval, měli všichni obrovskou zásluhu na jejı́m pozdějšı́m formovánı́. To jak
nepřı́mo dı́ky logickému aparátu nebo formálnı́mu systému zápisu, který Frege s Russellem
vyvı́jeli, tak přı́mo dı́ky některým podnětným myšlenkám, které fungovali jako základnı́ ka-
meny, na kterých stavěli dalšı́, jako v přı́padě Wittgensteinova chápánı́ nutnosti, které převzal
a zformalizoval Rudolf Carnap.

1.1 Gottlob Frege

Gottlob Frege se k modálnı́m soudům ve svém obsáhlém dı́le téměř nevyjadřuje. Zmı́nku
o nich nalezneme v §4 jeho prvnı́ knihy Begriffsschrift (1967, prvnı́ vydánı́ 1879). Hlavnı́m
cı́lem této knihy je vytvořit jazyk, který by umožňoval formulovat důkazy jasněji než v přiro-
zeném jazyce a tak, aby o jejich platnosti nebylo možné vést spory. Modálnı́ rozdělenı́ odmı́tl
jako irelevantnı́ k těmto účelům. Pokud někdo prohlásı́ nějaký výrok za nutný, pak podle
Frega se tı́m pouze odkazuje ke svým dalšı́m znalostem:

Apodiktický soud se lišı́ od asertorického v tom, že naznačuje existenci uni-
verzálnı́ch soudů, ze kterých daná věta může být odvozena, zatı́mco v přı́padě
asertorického soudu takový náznak chybı́. Řeknu-li, že věta je nutná, naznačuji
tak důvody mého soudu. Ale protože toto nemá vliv na pojmový obsah soudu,

nenı́ pro nás forma apodiktického soudu podstatná.1

1[Frege, 1967, §4, s. 13]

7



Termı́ny apodiktický a asertorický soud pocházejı́ od Kanta. Ten ve své Kritice čistého ro-

zumu (2001, prvnı́ vydánı́ 1781) zavádı́ čtyři kategorie soudu - kvalitu, kvantitu, relaci a mo-
dalitu. Podle té poslednı́ se soudy dělı́ na apodiktické (tvrzenı́ nebo popı́ránı́ jejich obsahů je
bráno jako nutné), asertorické (jejich obsah je brán jako pravdivý nebo nepravdivý) a proble-

matické (jejich tvrzenı́ a popı́ránı́ je bráno jako možné). O modalitě potom Kant tvrdı́, že ,,je
zcela zvláštnı́ funkcı́, jež se vyznačuje tı́m, že ničı́m nepřispı́vá k obsahu soudu, ..., nýbrž se
týká pouze hodnoty kopuly ve vztahu k myšlenı́ vůbec.”2

Frege pro své účely zavádı́ speciálnı́ termı́n pojmový obsah [begriffliche Inhalt], který
označuje něco, co majı́ dvě věty se stejným významem společného. To, co je podle něho
důležité z hlediska smyslu je právě pojmový obsah. A zatı́mco zavrhuje tradičnı́ katego-
rie soudu a nahrazuje je vlastnı́ dvojicı́ předmět [Gegenstand] a pojem [Begriff], shoduje se
s Kantem na tom, že modalita nemá vliv na pojmový obsah soudu. Pokud je výrok označen
jako možný, řı́ká Frege, řečnı́k naznačuje bud’ to, že v danou chvı́li nezná žádné zákony,
ze kterých by plynula negace daného výroku - jako v tvrzenı́

Je možné, že Země se jednou srazı́ s jiným nebeským tělesem.3

a nebo že negace výroku je obecně neplatná - jako v tvrzenı́

Nachlazenı́ může mı́t za následek smrt.4

1.1.1 Sémantika významu a smyslu

Frege tedy modality do svého systému nepouštı́, ale i tak se zasloužil o pozdějšı́mu vývoj
modálnı́ch sémantik a to předevšı́m rozdělenı́m významu na dvě úrovně. Už v Begriffsschriftu

Frege v úvahách nad identitou pozoruje, že ,,stejný obsah může být zcela určen různými
způsoby.”5 Potom je možné uvažovat identitu obsahů dvou znaků, které odpovı́dajı́ právě
dvěma způsobům určenı́ obsahu. Tuto teorii dále rozvı́jı́ ve svém článku Über Sinn und Be-

deutung (1960, prvnı́ vydánı́ 1892). V něm si zpočátku všı́má, že identity ,,a = a” a ,,a = b”
majı́ očividně jinou výpovědnı́ hodnotu. Zatı́mco ,,a = a” platı́ triviálně, ,,a = b” v sobě nese
nějakou informaci. Kdyby to byla informace o objektu, který tyto znaky označujı́, potom by
mezi ,,a = a” a ,,a = b” (je-li to pravda) neměl být rozdı́l. Zdá se, že se tedy jedná o vztah
mezi dvěma znaky, které něco označujı́.

2[Kant, 2001, §9]
3[Frege, 1967, §4, s. 13]
4Ibid.
5[Frege, 1967, §8, s. 21]
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Pokud se znak ,,a” odlišuje od znaku ,,b” jen jako předmět (svým tvarem), ne
jako znak (tj. ne způsobem, kterým něco označuje), kognitivnı́ hodnota a = a

se stane v podstatě stejnou jako a = b, pokud a = b je pravda. Rozdı́l se může
objevit jen pokud rozdı́l mezi znaky odpovı́dá rozdı́lu ve způsoby prezentace
toho, co označujı́.6

To ilustruje přı́kladem trojúhelnı́ka, jehož každý vrchol je spojený přı́mkou s bodem uprostřed
opačné strany. Výsledné přı́mky se nazývajı́ a, b, c a střetávajı́ se v jednom bodě - těžišti
trojúhelnı́ka. ,,Bod, ve kterém a protı́ná b” je tedy stejný jako ,,bod, ve kterém b protı́ná c”
a odpovı́dá také ,,bodu, ve kterém se c protı́ná a”. To v čem se lišı́ je způsob popisu, jak tohoto
bodu dosáhnout a všechny tı́m pádem obsahujı́ i určitou skutečnou znalost. Máme-li tedy
gramaticky správně utvořený výraz, můžeme u něj rozlišit smysl [Sinn], který v sobě obsahuje
způsob danosti [die Art des Gegebenseins] a význam [Bedeutung], který odpovı́dá tomu,
co označuje - reprezentaci v aktuálnı́m světě. Respektive Frege řı́ká, že výraz ,,svůj smysl
vyjadřuje” a ,,označuje či jmenuje svůj význam”.7 Smyslem věty je myšlenka (objektivnı́
obsah), kterou vyjadřuje a jejı́m významem je pravdivostnı́ hodnota.

Jak z toho i plyne, každý gramaticky správně utvořený výraz má vždy smysl, ale nemusı́
mı́t nutně význam - můžeme mluvit o největšı́m prvočı́sle, jednorožcı́ch, nejvzdálenějšı́m
nebeském objektu od země, přestože jim v našem světě nic neodpovı́dá. V přirozeném ja-
zyce podle Frege mluvı́me běžně o významu. Jinak je tomu v nepřı́mých kontextech, kde se
na mı́sto významu posouvá smysl.

1.2 Bertrand Russell

Ani dalšı́ ze zakladatelů modernı́ logiky Bertrand Russell nebyl modálnı́ logice přı́znivě na-
kloněn. Ve svých spisech ji obvykle bere jako zmatenı́ v pojmech. Bylo to do jisté mı́ry, stejně
jako u Frega, jeho snahou přistupovat k logicko-filozofickým problému z matematického po-
hledu, ve kterém se zdá nesmyslné rozlišovat pravdivé a nutně pravdivé věty. Už ve svých
prvnı́ch dı́lech o matematice8 kritizuje pojetı́ modalit Leibnize a Kanta:

Teorie nutnosti prosazovaná Kantem, ..., se zdá radikálně bludná. Vše je v nějakém
smyslu pouhý fakt... neexistuje žádné pravdivé tvrzenı́, o kterém dává smysl

6[Frege, 1960, s. 37]
7[Frege, 1960, s. 40]
8[Russell, 1900] a [Russell, 1903]

9



řı́kat, že by mohlo být nepravdivé. Někdo by stejně dobře mohl řı́ct, že červenost
by mohla být chut’ a ne barva. Co je pravdivé, je pravdivé; co je nepravdivé, je ne-
pravdivé; a co se týče základů, nenı́ už nic co by o nich mohlo být řečeno. Jediný
logický význam nutnosti se zdá být odvozen z implikace. Tvrzenı́ je vı́ceméně
nutné podle toho, jak je velká či malá třı́da tvrzenı́, pro které je premisou. V tomto
smyslu majı́ tvrzenı́ logiky největšı́ nutnost a ty geometrické majı́ vysoký stupeň
nutnosti.9

1.2.1 Nutnost jako predikát propozice

Jeho nejrozsáhlejšı́ práce věnovaná modalitám byla Necessity and Possibility (1994), kterou
Russell přednášel roku 1905 Oxfordské filozofické společnosti. V nı́ se na definicı́ch nutnosti
od různých autorů snažı́ demonstrovat, že nutnost a možnost mezi základnı́ logické pojmy
nepatřı́ a ,,předmět modality by měl být z logiky vyhnán.”10 Uvádı́ následujı́cı́ čtyři charak-
teristické druhy definice nutnosti:

1. Nutnost je chápána jako poznánı́ a priori a možnost jako empirické poznánı́. Zde je
problém najı́t logický pár, který by těmto dvěma kategoriı́m odpovı́dal. Russell navr-
huje jako jednu z možných definic výrazy ,,výrok, který nepredikuje existenci v přı́sluš-
ném čase” a ,,výrok, který predikuje existenci v přı́slušném čase”. Ale existujı́ i věty
které platı́ nezávisle na čase a přitom nejsou apriornı́ - např. fyzikálnı́ zákony. Množina
výroků, která nepredikuje existenci v přı́slušném čase, by potom byla zajı́mavá pouze
způsobem zı́skánı́ znalosti a nutnost definovaná jejı́ pomocı́ by tedy měla čistě epis-
temologický význam. To podle Russella dobře odpovı́dá lidskému psychologickému
pocitu nutnosti, ale určitě nepatřı́ mezi pojmy, kterými by se měla zabývat logika. Nut-
nost by neměla být brána jako ,,věčná pravda”11, měla by být zcela nezávislá na čase.

2. Nutnost tvrzenı́ je chápána jako jeho dokazatelnost. To demonstruje na intepretaci
nutnosti v pracı́ch Bradleyho, Bosanqueta nebo G. E. Moorea. Breadley označuje 12

větu za nutnou, pokud je důsledkem jiné věty. Přitom neklade požadavky na pravdi-
vost ani jedné z těchto vět a tedy je tato definice hodně bizarnı́ a prakticky kterákoli
věta je podle nı́ nutná. Bosanquet zase tvrdı́, že všechny hypotetické, nebo disjunktivnı́

9[Russell, 1903, sekce 430]
10[Russell, 1994, s. 519]
11[Russell, 1994, s. 511]
12Zı́skat zmiňované práce Bradleyho, Bosanqueta a G. E. Moorea se bohužel ukázalo jako značně náročný

úkol a tak zde budou popsány pouze tak, jak je podává Russell. K ilustraci Russellovy myšlenky by to ale snad
mělo být dostačujı́cı́.
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věty jsou nutné a žádné jiné. Ale i pravdivé hypotetické věty jako ,,Pokud bude pršet,
vezmu si deštnı́k.” nebo pravdivé disjunktivnı́ věty jako ,,Caesar zemřel o březnových
idách, nebo zemřel na přejedenı́ nakládanými okurkami.” budou sotva považovány
za nutné věty, na rozdı́l třeba od věty “Caesar zemřel o březnových idách, nebo ne-
zemřel o březnových idách.”13 G. E. Moore definuje nutnost věty relativně podle toho,
jak velká je množina vět, které ji implikujı́ a současně jı́ nejsou implikovány. Nicméně
podle Russella majı́ všechny pravdivé věty stejnou nutnost a nenı́ je možné na základě
nutnosti rozlišovat.

3. Nutnost tvrzenı́ je chápána jako analytičnost - věta je odvoditelná logickými zákony.
Ani s tı́mto pojetı́m nenı́ spokojen, protože nebere v úvahu nutnost mimo logiku.

,,... množstvı́ vět, které nejsou analytické, je chápáno jak nutné. Takové jsou:

’Pokud je něco dobré, pak to nenı́ špatné‘, ’Pokud je něco žluté, nenı́ to
červené‘, atd. Špatné neznamená to samé jako ne dobré a pouhá logika proto
nikdy nedokáže, že dobré a špatné jsou o nic vı́c nespojitelné než kulaté
a modré.”14

4. Tvrzenı́ je chápáno jako nutné, pokud se jedná o přı́pad určitého druhu tvrzenı́, které
jsou všechny pravdivé, tj. je možné za určitého člena věty substituovat jiný při za-
chovánı́ pravdivosti věty. To je napřı́klad věta “Pokud Sokrates je člověk, pak Sokrates
je smrtelný.” která zůstává pravdivá, když nahradı́me oba výskyty slova ,,Sokrates“
jiným objektem. Ale tato definice nutnosti je jednak velice vágnı́ a jednak tato věta
přestane být nutná, pokud dojde k nahrazenı́ pouze jednoho výskytu slova ,,Sokrates“.
Při některých substitucı́ch navı́c vede k nesmyslným výsledkům. Kvůli exaktnı́ definici
je třeba, aby se v tomto přı́padě nutnost nevztahovala k větě, ale k výrokové funkci,
kterou Russell charakterizuje jako ,,větu s neurčitým předmětem.”15 Následujı́cı́ de-
finice převzal z práce Hugha MacColla16 s tı́m rozdı́lem, že MacColl mezi výroky
a výrokovými funkcemi nerozlišoval:

Výroková funkce ,,x má vlastnost ϕ“ je nutná, pokud platı́ pro všechno; je
nutná v třı́dě u pokud platı́ pro každý člen u.

13[Russell, 1994, s. 513]
14[Russell, 1994, s. 517]
15[Russell, 1994, s. 518]
16[MacColl, 1896]
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Výroková funkce ,,x má vlastnost ϕ“ je možná, pokud platı́ pro něco; je
možná v třı́dě u pokud platı́ pro nějaký člen u.17

Ale ani tyto definice Russellovi nevyhovujı́. Vadı́ mu, že přiřazujı́ nutnost a možnost
výrokovým funkcı́m, zatı́mco Russell je přesvědčen, že se jedná o predikáty výroků.

Všechny tyto přı́klady považuje za dostatečné k dosvědčenı́ toho, že nutnost je nejasný
a zmatečný pojem. Žádný z předchozı́ch způsobů definice nutnosti nenı́ zcela intuitivnı́ a
neproblematický a proto Russell dospı́vá k přesvědčenı́, že neexistuje žádná logická nutnost.

Věty jsou jednoduše pravdivé nebo nepravdivé a neexistuje žádný takový kom-
parativ a superlativ pravdivosti jako je neznačeno pojmy kontingence a nutnost.18

1.2.2 Nutnost jako predikát propozičnı́ funkce

Později Russell svoje nepřátelstvı́ k modálnı́m logikám o něco zmı́rnil a poslednı́ pojetı́ nut-
nosti z Necessity and Possibility přepracoval ve své práci Introduction to Mathematical Phi-

losophy (1967, prvnı́ vydánı́ 1919) do definice modálnı́ch konstant. K tomu musel provést
několik změn. Jednak už netvrdı́, že je nutnost predikátem výroku, ale právě naopak, že
přı́čina zmatků a nejasnostı́ při snaze o zachycenı́ nutnosti je právě připisovánı́ nutnosti
výrokům. Výrok má jasně danou pravdivostnı́ hodnotu a je nesmyslné tvrdit, že je to tak
nutně, nebo že by to mohlo být jinak. Filozofické problémy s modalitami spočı́vajı́ v záměně
výrokových funkcı́ a výroků. Výroky jsou jen pravdivé, nebo nepravdivé a nenı́ přı́liš jasné,
co by nutnost přidávala pravdivé větě navı́c.19 Výrokové funkce naopak mohou platit pro celý
svůj definičnı́ obor (,,x = x”), jen pro některé jeho hodnoty (,,x je člověk”) a nebo neplatit pro
žádnou (,,x je jednorožec”). Předchozı́ problém s hodnotami, na kterých výrokové funkce

17[Russell, 1994, s. 518]
18[Russell, 1994, s. 520]
19V tomto směru se Russell poněkud popı́rá v dalšı́ch částech Introduction to Mathematical Philosophy,

ve kterých pravdivé věty umožňuje označit jako logicky nutné. Použı́vá termı́ny nutný a možný jako predikáty
výroků a logickou nutnost ztotožňuje s pravdivostı́ ve všech možných světech. Řı́ká:

Čistá logika a čistá matematika (což je totéž), usilujı́ o to být pravdivé, Leibnizovými slovy,
ve všech možných světech, ne pouze v tomto náhodném světě bez ladu a skladu, ve kterém nás
uvězněnila náhoda. Logik by si měl zachovat určitou důstojnost: nesmı́ se snižovat k vyvozovánı́
závěrů z věcı́, které o něm vidı́. [Russell, 1967, s. 192]

Tato definice vyvolává řadu dalšı́ch otázek, které na Russell už dále nijak neodpovı́dá, např. jak by to bylo
s logicky nutnou výrokovou funkcı́, když Russell dovoluje dosazovat do výrokových funkcı́ pouze aktuálnı́
individua.
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dávajı́ nesmyslné výsledky, Russell vyřešil ve své slavné Mathematical Logic as Based on

the Theory of Types (1908). Už nepovoluje do propozičnı́ch funkcı́ substituovat libovolně
přes celé univerzum předmětů, ale pouze přes speciálnı́ množinu - logický typ. Ten neobsa-
huje ty hodnoty, které by dávaly nesmyslné výsledky. Věta vzniklá z funkce dosazenı́m prvku
jejı́ho logického typu je tedy vždy smysluplná, tj. pravdivá nebo nepravdivá.

Russell výrokovou funkci φ(x) označuje20 jako

nutnou ⇔ (∀x)φ (x)

možnou ⇔ (∃x)φ (x)

nemožnou ⇔ (∀x)¬φ (x)

Toto je přı́klad takzvaného statistického pojetı́ modalit - modálnı́ pojmy jsou nahraditelné
kvantifikátory a Russell si tak potvrzuje svoje přesvědčenı́, že se nejedná o fundamentálnı́
logické pojmy. I tak je jeho chápánı́ modalit významný posun od Frega a Kanta, kteřı́ chápali
pravdivost jako jednu z modálnı́ch kategoriı́, zatı́mco Russell ji stavı́ zcela mimo ně. A ačkoli
Russell žádnou dalšı́ teorii modálnı́ logiky nerozvı́jı́, má velkou zásluhu na pozdějšı́m vývoji
modálnı́ch logik. Byla to právě nesouhlas s jeho a Whiteheadovou interpretacı́ tzv. materiálnı́

implikace v Principia Mathematica (1962, prvnı́ vydánı́ 1910), který motivoval C. I. Lewise
k vytvořenı́ vlastnı́ teorie striktnı́ implikace, ze které se později vyvinula standardnı́ syntaxe
modernı́ modálnı́ logiky a současně jejich formálnı́ systém, který mu vůbec jejı́ axiomatizaci
umožnil.

1.2.3 Implicitnı́ modálnı́ logika

Na Russellova chápánı́ modálnı́ logiky existuje i opačný názor, že Russell byl modálnı́m
logikám nejen přı́znivě nakloněn, ale dokonce rozvı́jel i svoje vlastnı́ modálnı́ systémy. To
napřı́klad tvrdı́ Jan Dejnožka (2010). Podle něj právě dı́ky tomu, že Russell definuje modálnı́
spojky pomocı́ kvantifikátorů na funkcı́ch, je možné chápat Russellovy práce v klasické pre-
dikátové logice jako v modálnı́ logice s eliminovanými modálnı́mi symboly, které jsou na-
hrazeny kvantifikátory. V tom chápe ono Russellovo ,,vyhnánı́ modalit z logiky” - v redukci
modálnı́ch pojmů a entit. Potom je možné chápat celou logiku z Principia Mathematica jako
modálnı́.

Dejnožka vybı́rá z mnoha převážně nelogických Russellových textů citáty, které naznačujı́
axiomy modálnı́ho systému S521 a dále na jejich základě tvrdı́, že Russell měl dokonce sedm

20[Russell, 2004, s. 81] nebo [Russell, 1967, s. 165]
21Tento systém je definován v oddı́lu 2.1.2
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různých implicitnı́ch modálnı́ch logik a to nejen aletické, ale také epistemické a deontické.22

Dejnožka také uvádı́ tři hlavnı́ důvody, proč je stále většina lidı́ přesvědčena, že Russellův
vztah k modalitám byl negativnı́. Prvnı́ je, že většina čtenářů Russellova rozsáhlého dı́la, která
se zajı́má o logiku, nemá obvykle přı́liš velkou znalost knih, které nejsou věnovány logice
a právě v nich se Russell zaobı́rá modalitami nejčastěji. Druhý důvod je podle Dejnožky právě
to, že Russellova práce Necessity and Possibility nebyla během jeho života publikována, i
když se zdá minimálně podivné, že zrovna z této práce by jakýmkoli způsobem plynul Rus-
sellův kladný vztah k modalitám. Jako poslednı́ důvod Dejnožka uvádı́ to, že ,,zatı́mco možná
logika bez metafyziky a ontologie je možná, adekvátnı́ bádánı́ o Russellově modálnı́ logice
bez adekvátnı́ho bádánı́ o jeho metafyzice a ontologii možné nenı́.”23

1.3 Ludwig Wittgenstein

Ludwig Wittgenstein se ve své knize Tractatus logico-philosophicus (2007, prvnı́ vydánı́
1921) pokoušı́ objasnit logiku jazykových vyjádřenı́ a současně s tı́m i pojem nutnosti, mo-
žnosti a nemožnosti. Přitom kritizuje Frega a Russella a jejich pojetı́ logické pravdivosti jako
univerzálnı́ platnosti výroku. Podle Wittgensteina ale obecná platnost nenı́ zárukou nutnosti,
může existovat výrok, který je empirický a přitom obecně platný jen v důsledku náhody.
Ve své teorii proto stanovuje podmı́nky, podle kterých se výroky rozdělı́ na ty, které jsou
pravdivé nutně a na ty, které jsou pravdivé pouze kontingentně. Tyto myšlenky se staly in-
spiracı́ pro mnoho dalšı́ch logiků a vycházely z nich i prvnı́ modálnı́ sémantiky. K jejich
objasněnı́ je ale nejprve třeba stručně přiblı́žit Wittgensteinovo pojetı́ světa a vztahu světa a
jazyka.

1.3.1 Ontologie a teorie jazyka

Úplný popis světa nenı́ dán souhrnem všech jednotlivin, ale souhrnem všech faktů, které
v něm platı́. Fakta existujı́ v logickém prostoru, (1.13)24 který obsahuje vše, co je logicky
možné. Základnı́m druhem faktů jsou stavy věcı́, ty jsou na sobě vzájemně nezávislé. (2.061)
,,Stav věcı́ je propojenı́ předmětů”, (2.01) které jsou natolik jednoduché, (2.02) že nenı́ možné
je už dále rozložit. (2.021) Povaha předmětů nenı́ úplně jasná, vzhledem k tomu, že Wittgen-
stein nikde nedává přı́klad toho, co považuje za předmět. Předměty nenı́ možné spojovat

22Epistemickým a deontickým logikám jsou věnovány oddı́ly 4.1 a 4.2
23[Dejnožka, 2010, s. 1]
24V této kapitole jsou v závorkách uváděny čı́sla komentářů z [Wittgenstein, 2007]. Pokud nejsou v uvo-

zovkách, tak se nejedná se o přı́mé citace, ale jsou zde uvedeny pro usnadněnı́ orientace ve struktuře Tractatu.
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svévolně, každý předmět má logickou formu, která určuje jak a v kterých stavech věcı́ se
může vyskytovat. (2.0141) ,,Ve stavu věci jsou do sebe předměty zaklesnuty jako články
řetězu”, (2.03) nejsou tedy třeba navı́c žádné relace mezi předměty. Znalostı́ předmětu je
daná i znalost všech možnostı́ jeho výskytu ve stavech věcı́. (2.0123) Předměty dohromady
tvořı́ substanci světa. (2.021) ta ,,existuje nezávisle na tom, co je zkrátka tak.” (2.024)

Svět si zobrazujeme v izomorfismu s jazykem. Předměty v jazyce zastupujı́ jména, stavy
věcı́ elementárnı́ věty a fakty pravdivé věty. Věta a jejı́ obraz sdı́lejı́ stejnou formu zobra-

zovánı́. Stejně jako nelze spojovat libovolně předměty, také libovolným, i když třeba grama-
ticky správným, shlukům jmen ve světě nic neodpovı́dá a jsou tedy nesmyslné. Analogicky
jako stavy věcı́ i jejich obraz - elementárnı́ věty jsou vzájemně nezávislé a souhrn všech
pravdivých tvořı́ úplný popis světa. (4.26) Podstatné je, že věty sice mohou popsat veškerou
realitu, ale nemohou popsat nic, co by bylo mimo svět jako napřı́klad formu zobrazenı́ nebo
metafyziku.

,,Věta je pravdivostnı́ funkcı́ elementárnı́ch vět.” (5) Pravdivostnı́ možnosti elementárnı́ch
vět Wittgenstein schematizuje pomocı́ pravdivostnı́ tabulky. Pravdivostnı́ možnosti, při kterých
je věta pravdivá, se nazývajı́ důvody pravdivosti (5.10) a jsou-li důvody pravdivosti jedné věty
také důvody pravdivosti druhé věty, tak z druhé věty ta prvnı́ vyplývá.

Mezi větami mohou nastat dva extrémnı́ přı́pady a to jsou věty, které jsou pravdivé pro
všechny pravdivostnı́ možnosti - tautologie a věty, které jsou naopak pro všechny pravdivostnı́
možnosti nepravdivé - kontradikce.

1.3.2 Možnost a nutnost v Tractatu

Proti Russellovu pojetı́ nutnosti a možnosti jako obecně, respektive existenčně kvantifikované
propozičnı́ funkce se Wittgenstein v Tractatu vymezuje:

Je nesprávné parafrázovat větu ,,(∃x). f (x)” pomocı́ ,,fx je možné” - jako to dělá
Russell.

Jistota, možnost nebo nemožnost nějaké situace se nevyjadřuje větou, nýbrž tı́m,
že je výraz tautologiı́, smysluplnou větou nebo kontradikcı́.

Onen precedens, na který bychom se chtěli odvolávat, musı́ být už v samotném
symbolu.25

25[Wittgenstein, 2007, 5.525]
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Podle Wittgensteina tedy tautologie odpovı́dá nutné pravdě, kontradikce nemožné pravdě
a všechny ostatnı́ smysluplné věty možné pravdě. Kontradikce a tautologie nejsou smyslu-
plné věty, protože nic neřı́kajı́ o světě a jejich pravdivost je nezávislá na elementárnı́ch větách,
které obsahujı́. Nutně pravdivé a nutně nepravdivé věty tedy nemohou být elementárnı́, ale
musı́ se jednat o složené logické struktury, ve kterých jsou elementárnı́ věty spojeny tak, aby
jejich výsledná hodnota v pravdivostnı́ tabulce dávala pouze jednu hodnotu. Ale vzhledem
k tomu, že se jedná o správně utvořené věty, nejsou ani nesmyslné.

Wittgenstein tak ostře oddělil logické a empirické. Nenı́ žádná empirická nutnost, i obecně
platné kontingentnı́ věty jsou obecně platné nahodile v důsledku stavu světa. Nutnost a nemožnost
nastávajı́ pouze jako důsledky sémantických pravidel a nemá smysl je hledat mimo jazyk.
Existuje pouze logická nutnost a logická nemožnost. (6.37, 6.375) ,,Věty logiky jsou tauto-
logie.” (6.1) To, že nic neřı́kajı́ o světě, je v pořádku, protože logika musı́ obsahovat pouze
analytické věty.
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Kapitola 2

Prvnı́ modernı́ modálnı́ logiky

Na rozdı́l od hledánı́ základů mnoha jiných oborů lze počátek modernı́ modálnı́ logiky určit
poměrně přesně. Všeobecně za něj bývá považována práce C. I. Lewise A Survey of symbo-

lic logic (1918), ve které byl publikována prvnı́ axiomatika modálnı́ syntaxe. Samozřejmě
i Lewis měl své předchůdce, na přelomu stoletı́ se modalitám věnovali napřı́klad C. S. Peirce,
který se zabýval grafickým vyjádřenı́m modality ve svých Gamma systémech, nebo Hugh
MacColl. Ten se ve svých pracı́ch1 zabývá významem a zavádı́ pět pravdivostnı́ch hodnot
výroků pravda, nepravda, možnost, nemožnost a proměnnost, které široce popisuje. Jinak ale
jeho práce svým obsahem nezapadajı́ do ,,modernı́ logiky“ - neobsahujı́ formálnı́ definice
formulı́, rigoróznı́ odvozovánı́ z množiny axiomů, atd. Pro Lewise ale nejspı́š nebyl velkou
inspiracı́, v úvodnı́m historického přehledu z A Survey of symbolic logic ho vůbec nezmiňuje
a jen později dodává, že navrhl něco trochu podobného jako jeho vlastnı́ systém striktnı́ impli-
kace.2 Daleko většı́ inspiracı́ pro něj byla Principia Mathematica, jen některé operace v jejı́m
systému považoval za nevhodně definované. Lewisovou primárnı́ snahou tedy nebylo rozšı́řit
systém klasické logiky, ale zdokonalit logický formalismus Russella a Whiteheada.

Lewisovy systémy byly ale čistě syntaktické a tak bylo nesmı́rně obtı́žné je porovnávat
nebo určit, zda-li vůbec generujı́ různé množiny formulı́. Tarski sice vyvinul sémantiku pro
klasickou logiku krátce po vydánı́ Lewis (1932), ale pro modálnı́ logiky žádná sémantika
dlouho neexistovala. Rozvı́jela se ale modálnı́ algebra a v jejı́m rámci bylo dosaženo význam-
ných výsledků. W. T. Parry (1934) dokázal, že Lewisovy systémy jsou vzájemně odlišné;
McKinsey analyzoval dva z nich S2 a S4 a dokázal, že jsou rozhodnutelné; byly tvořeny
dalšı́ nové logiky. Nejpozoruhodnějšı́ z algebraických výsledků je společná práce Jónssona
a Tarského z roku 1951. V nı́ ukázali, jak reprezentovat rozšı́řené Booleovské algebry s ope-
rátory jako modelové struktury. Operátor ♦ definovali pomocı́ binárnı́ relace R a poukázali
na to, jak vlastnosti relace ovlivňujı́ vlastnosti operátoru. Jejich práce je v zásadě alge-

1 [MacColl, 1896], [MacColl, 1906]
2[Lewis, 1918, s. 108]
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braická analogie pozdějšı́ho Kripkova důkazu úplnosti. Ale ačkoli se Tarski předtı́m věnoval
modálnı́m algebrám ve spolupráci s McKinseyem, nikde ve své práci svoje výsledky nevztáhl
k modálnı́ logice a dokonce si blı́zké podobnosti mezi oběma systémy pravděpodobně ani ne-
byl vědom.3

Dalšı́m podstatným datem pro modálnı́ logiku byl rok 1946, ve kterém byly publikovány
prvnı́ predikátové modálnı́ logiky. Obvykle je jako autorka prvnı́ kvantifikované modálnı́ lo-
giky uváděna Ruth Barcan Marcusová, jejı́ přı́spěvek byl přijat do Journal of Symbolic Logic

o měsı́c dřı́ve než ten od Rudolfa Carnapa. Nicméně jejich práce nejsou dost dobře porov-
natelné. Zatı́mco práce Barcan Marcusové (1946) je zcela syntaktická - jedná se převážně
o velké množstvı́ důkazů vytažených z jejı́ rozpracované doktorské práce, Carnapovi šlo
o vı́c. Snažı́ se o objasněnı́ modálnı́ pojmů a jeho přı́spěvek ,,byl založený na Meaning and

Necessity, knize na které pracoval od roku 1942, prvnı́ verzi dokončil roku 1943 a, po dlouhé
korespondenci s Quinem a Churchem, publikoval roku 1947.“4 Proti spojenı́ modálnı́ch logik
a kvantifikátorů se záhy objevilo množstvı́ kritiky. Zcela je odmı́tá W. V. O. Quine a přitom
poukazuje na mnohé problémy, které z tohoto spojenı́ plynou jako napřı́klad ten, že vzhledem
k selhávánı́ substituovatelnosti individuı́ s identickými hodnotami v modálnı́ch kontextech,
přes ně nenı́ smysluplné kvantifikovat jako přes skutečné objekty.

2.1 Modálnı́ axiomatika

2.1.1 Lewisovy systémy

Roku 1910 vydávajı́ Bertrand Russell a Alfred North Whitehead prvnı́ dı́l svého třı́svazkového
monumentálnı́ho dı́la Principia Mathematica. V prvnı́ kapitole jsou zavedeny základnı́ lo-
gické spojky - negaci a disjunkci a jejich pomocı́ je definována dalšı́ spojka - materiálnı́

implikace: ,,p→ q ≡d f ¬p∨ q”. Tu potom navrhujı́ čı́st ,,z p vyplývá q”5 a vysvětlujı́ to
pomocı́ standardnı́ho odvozovacı́ho pravidla - pokud je pravdivé p i p→ q, pak musı́ být
pravdivé i q. Lewis poukazuje na to, že se nejedná o vhodnou definici, protože vlivem stavu
světa ze sebe mohou vyplývat zcela nezávislé věty. Navı́c má řadu podivných důsledků, které
nijak nepřispı́vajı́ správnému odvozovánı́. Mezi ně patřı́ i tzv. paradoxy materiálnı́ implikace

- pravdivá věta je implikována libovolnou větou a z nepravdivé věty plyne jakákoli věta.
Formálně se zapisujı́:

ϕ → (ψ → ϕ) a ϕ → (¬ϕ → ψ)

3Kripke v rozhovoru s Jackem B. Copelandem uvedl, ,,že na konferenci ve Finsku v roce 1962 zdůrazňoval
důležitost této práce [Jónsson a Tarski, 1951]. Tarski byl přı́tomen a řekl, že nebyl s to vidět jakékoli spojenı́
s tı́m, co jsem dělal já!” [Copeland, 2002, s. 105]

4[Jacquette, 2002, s. 288]
5[Russell a Whitehead, 1962, s. 94]
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Lewis namı́tá, že takto definovaná implikace je ,,očividně relace mezi pravdivostnı́mi hod-
notami výroků, ne mezi jakýmkoli předpokládaným obsahem nebo logickým významem
výroků,”6 Nedává tedy dost dobře smysl mluvit o vyplývánı́, protože běžný význam ,,z p

vyplývá q” má podle něj být synonymnı́ s ,,q je odvoditelné z p”7. Chce proto navrhnout
novou relaci, která by brala v úvahu i význam výroků a která by lépe reprezentovala vztah
mezi premisou a závěrem. A stačı́ mu k tomu malá změna - nepožadovat pouze, aby v přı́padě
p→ q nebylo p pravdivé a q nepravdivé, ale aby vůbec nebylo možné, aby p bylo pravdivé
a q nepravdivé.

V [Lewis, 1918] proto zavádı́ základnı́ modálnı́ operaci pro možnost (symbolicky ♦)8.
Jejı́ pomocı́ potom definuje striktnı́ implikaci p ≺ q ≡d f ¬♦(p∧¬q) a striktnı́ ekvivalenci

p � q ≡d f p ≺ q ∧ q ≺ p. Proti striktnı́ implikaci někteřı́ namı́tali, že nenı́ o nic méně pa-
radoxnı́ než materiálnı́ implikace, protože má vlastnı́ paradoxy striktnı́ implikace - nemožná
věta implikuje jakoukoli větu a nutnou větu implikuje jakákoli věta. Podle Lewis ale tyto
důsledky už nejsou nijak paradoxnı́ a striktnı́ implikace intuitivně zachycuje logické od-
vozovánı́. Lewis potom pouze na jejı́m základě, bez použitı́ materiálnı́ implikace, definuje
systém s osmi axiomy. Jak ale brzy poukázal E. L. Post, byl tento systém chybný a kvůli
axiomu

(1.8) (p≺ q)� (¬♦q≺ ¬♦p)

a jeho dalšı́m alternativnı́m formám v něm bylo dokazatelné ¬♦p � ¬p. Lewis v [Lewis,
1920] z (1.8) ponechal jen stranu zleva doprava - axiom

(2.2) (p≺ q)≺ (¬♦q≺ ¬♦p)

a odstranil ostatnı́ axiomy, které vedly ke kolapsu modalit. Výsledný systém byl potom ekvi-
valentnı́ jeho pozdějšı́mu systému S3, zahrnutému do jeho a Langfordovi práce Symbolic

Logic (1932). V jejı́m Appendixu bylo uvedeno pět systémů, seřazených podle vyjadřovacı́
sı́ly. Nejslabšı́ z nich S1 má následujı́cı́ axiomy:

B1. p∧q≺ q∧ p,

B2. p∧q≺ p,

B3. p≺ p∧ p,

B4. (p∧q)∧ r ≺ p∧ (q∧ r),

6[Lewis, 1918, s. 326]
7[Lewis a Langford, 1932, s. 122]
8Respektive v [Lewis, 1918, s. 292] je jako základnı́ modálnı́ operace zavedena nemožnost (symbolicky

∼). Ale kvůli lepšı́ přehlednosti a většı́ jednoduchosti zde bude použitá jeho pozdějšı́ notace z [Lewis, 1932],
ve které použı́vá jako základnı́ modálnı́ operaci možnost (symbolicky ♦, přičemž platı́ ♦ϕ ⇔d f ¬ ∼ ϕ).
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B5. p≺ ¬¬p,9

B6. [(p≺ q)∧ (q≺ r)]≺ (p≺ r),

B7. [p∧ (p≺ q)]≺ q.

Platı́ v něm odvozovacı́ pravidla uniformnı́ substituce formulı́ za proměnné, substituce striktně
ekvivalentnı́ch výrazů, adjunkce P Q

P∧Q a verze modu ponens se striktnı́ implikacı́ p p≺q
q . V S1

nenı́ dokazatelné ani celkem věrohodně znějı́cı́ pravidlo - ♦(p∧q)≺♦p, které přidánı́m k S1
vytvořı́ systém S2. Systém S3 ze Survey of Symbolic logic vznikne právě obohacenı́m S1 o
axiom (2.2).

V těchto systémech nebylo možné redukovat iterované modality a bylo tedy nekonečné
množstvı́ různých modalit. To vedlo Oskara Beckera (1930) k návrhu axiomů, které by
umožnily omezit množstvı́ různých modalit na konečné čı́slo. Jedná se o tzv. princip slabé re-

dukce ♦♦p≺ ♦p a princip silné redukce ♦¬♦p≺¬♦p. Těmto principům se řı́ká také axiom
4 a axiom 5 podle názvů modálnı́ch systému ze Symbolic Logic. Systém S4 je S1 plus axiom
4 a obsahuje právě 12 různých modalit, logika S5 odpovı́dá S1 s přidaným axiomem 5 a má
pouze 4 různé modality - možnost, nutnost (symbolicky �, platı́ �ϕ ⇔d f ¬♦¬ϕ) a jejich
negace. Ale i Becker samotný měl o principu silné redukce pochyby, některé jeho důsledky
jako ♦�ϕ ≡ �ϕ, se mu ,,zdály lehce paradoxnı́”10. Lewis je nepřijal vůbec, nejvı́ce se mu
zamlouval systém S1. Ukázalo se totiž, že v jeho původnı́m systému je dokazatelný teorém
(p≺ q) ≺ ((q≺ r)≺ (p≺ r)), který se mu zdál neintuitivnı́ a obával se, že je dokazatelný
už v S2. Když roku 1934 W. T. Parry dokázal, že to tak nenı́ a systémy S2 a S3 jsou rozdı́lné,
Lewis si zvolil S2 jako ideálnı́ systém striktnı́ implikace, tj. ten který nejlépe reprezentuje
implikaci tak, jak se běžně použı́vá.

2.1.2 Gödelova úprava

Názvy Lewisových modálnı́ch systémů se sice použı́vajı́ dodnes, ale jejich standardnı́ podoba
je jiná. Mı́sto sady modálnı́ch axiomů se definujı́ jako rozšı́řenı́ klasické logiky o modálnı́ axi-
omy a odvozovacı́ pravidla. Prvnı́ modulárnı́ modálnı́ systém byla logika S4, kterou formulo-
val roku 1933 Kurt Gödel s použitı́m opět materiálnı́ implikace a s � jako primitivnı́m symbo-
lem. Jeho logika obsahuje výrokovou logiku z Principia Mathematica (tj. obsahuje všechny
tautologie klasické výrokové logiky a pravidla modus ponens a substituce) a následujı́cı́
modálnı́ axiomy:

T. �p→ p,

9McKinsey roku 1934 dokázal, že je tento axiom nadbytečný.
10[Kneale a Kneale, 1962, s. 551]

20



K. �(p→ q)→ (�p→�q)

4. �p→��p,

a pravidlo necesitace - je-li p teorémem systému , tak je jı́m i �p. Gödel dokázal, že tato
logika je ekvivalentnı́ s Lewisovou S4. Logika S5 vznikne nahrazenı́m axiomu 4 axiomem

5. ♦p→�♦p.

Gödelův přı́stup ale otevřel dveře i pro celou řadu nových systémů. Modálnı́ logiky S4 a S5
a dalšı́, které obsahujı́ axiom K, se nazývajı́ normálnı́. Základnı́ normálnı́ logika K obsahuje
právě jediný modálnı́ axiom K, ale obvykle se jako minimálnı́ normálnı́ logika bere T11,
tj. logika K plus axiom T. T obsahuje S2 a je obsažen v S4 a je přitom nezávislý na S3. Logika
S4 a S5 jsou tedy jednoduše T s axiomem 4, respektive 5. Pro málo běžné ne-normálnı́ logiky
S1-S3 se modulárnı́ axiomatiku podařilo najı́t až v roce 1957 Lemmonem, který také zavedl
epistemické protějšky Lewisových systémů E1-E5.
Mezi axiomy, které tvořı́ dalšı́ modálnı́ logiky, patřı́ napřı́klad:

D. �p→ ♦p,

B. p→�♦p,

G1. ♦�p→�♦p,

N1. �(�(p→�p)→ p)→ (♦�p→ p)

D1. �(�p→ q)∨�(�q→ p)

R1. ♦�p→ (p→�p)

Jejich pomocı́ se tvořı́ napřı́klad tzv. Brouwerův systém B = T + B12, nebo početná množina
logik mezi S4 a S5, jako jsou S4.1 = S4 + N1, S4.2 = S4 + G1, S4.3 = S4 + D1, S4.3 = S4 +
R1. Na řadu Lewisových systémů navázal Alban, který zavedl systém S6 = S2 + axiom ♦♦p

a Halldén, který přidal ten samý axiom k S3 a výsledný systém nazval S7. Jako S8 potom
označil S3 s axiomem �♦♦p.

11Jako logiku T ji inspirován Gödelem zavedl poprvé Feys (1937), nezávisle na něm ji zavedl i Wright (1951)
a nazval ji M. Že jsou jejich systémy ekvivalentnı́ dokázal Sobociński (1953).

12Jména axiomů a systémů se dost často lišı́ autor od autora. Mnoho systémů je možné navı́c definovat
několika způsoby. Většina zde uvedených systémů a axiomů je převzata z [Hughes a Cresswell, 1996]
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2.1.3 Predikátová modálnı́ logika

Systém Barcan Marcusové (1946) je přı́mé rozšı́řenı́ Lewisova systému S2 o následujı́cı́ axi-
omy pro kvantifikátory:

B8. ∀xϕ ≺ ϕx(t), pokud je term t substituovatelný za proměnnou x ve ϕ .

B9. ∀x(ϕ → ψ)≺ (∀xϕ →∀xψ)

B10 ϕ ≺ ∀xϕ , pokud x nenı́ volně ve ϕ

a speciálnı́ axiom, jediný ve kterém použı́vá materiálnı́ implikaci:

B11. ♦∃xϕ →∃x♦ϕ .

Ten se dnes standardně označuje formule Barcanové a obvykle se uvádı́ v ekvivalentnı́ verzi
∀x�ϕ(x)→�∀xϕ(x).

Jak bylo už zmı́něno, práce Carnapa (1946) je velice odlišná. Carnapovi jde v prvnı́
řadě o zachycenı́ významu nutnosti a teprve potom, co ho dosáhne, se snažı́ formalizovat
systém, který by mu odpovı́dal. Jedná se o rozšı́řenı́ S5, které nazývá MFC. Carnap na rozdı́l
od Barcan Marcusové nepoužı́vá Lewisovu notaci, ale vycházı́ z klasické predikátové logiky,
ke které přidává velké množstvı́ axiomů pro nutnost.13 Také v MFC je dokazatelná formule
Barcanové a i tzv. druhá formule Barcanové - �∀xϕ(x)→∀x�ϕ(x).

I dalšı́ systémy modálnı́ predikátové logiky, které zde budou zmı́něny, jsou obvykle de-
finovány jako rozšı́řenı́ predikátové logiky o charakteristické modálnı́ axiomy a pravidlo ne-

cesitace. Napřı́klad Kripke (1959a) definuje S5∗=, tj. kvantifikovanou S5 s identitou, jako ja-
koukoli formalizaci klasického prvořádového predikátového kalkulu s identitou s dodatečnými
schématy K, T, 5 a odvozovacı́mi pravidly modus ponens (pokud ` ϕ a ` ϕ → ψ , pak ` ψ)
a necesitacı́ (pokud ` ϕ , pak `�ϕ).

2.2 Rudolf Carnap

Rudolf Carnap už byl zmı́něn jako autor prvnı́ modálnı́ sémantiky. Ale ještě před tı́m, než
zde bude představena, si nejprve stručně přiblı́žı́me jeho vztah k modalitám z dřı́vějšı́ doby.
Carnap totiž ve svém myšlenı́ prodělal pozoruhodný obrat, když z počátečnı́ho rozhodného
odmı́tánı́ formálnı́ sémantiky pod vlivem nově vzniklé sémantiky klasické predikátové logiky
zcela změnil názor a rozšı́řil jı́ o modálnı́ operátory.

13[Carnap, 1946, s. 54-55]
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2.2.1 Syntaktické obdobı́

Carnapova nedůvěra k sémantice, která se mu zdála formálně nezachytitelná, byla do velké
mı́ry způsobena Gödelovou větou o neúplnosti. Toto jeho obdobı́ reprezentuje Logische Syn-

tax der Sprache (1934). V nı́ se s Wittgensteinem shoduje v redukci problémů filozofie na lo-
gickou syntax jazyka, nesdı́lı́ ale názor, že by se logická struktura světa nedala zobrazit,
ale pouze vykázat. Řı́ká, že je důležité rozlišovat mezi dvěma jazyky - objektovým, kterým
můžeme mluvit o skutečnosti a metajazykem, kterým je možné hovořit o logickém rozboru
a formách objektového jazyka.

Věty se tak v rámci syntaktické analýzy rozdělı́ na tyto kategorie:

1. předmětné věty, které vypovı́dajı́ o nějakém předmětu určitou vlastnost, např. ,,Ba-
bylón bylo velké město“,

2. syntaktické věty, které nevypovı́dajı́ o objektu, ale o výrazu jazyka, např. ,,,A∨
¬A‘ je kontradiktorická věta“.

Potom existuje ještě smı́šená kategorie mezi nimi:

3. pseudopředmětné věty neboli kvazisyntaktické věty věcného způsobu mluvy,
,,které jsou formulované jako kdyby hovořili (částečně nebo výhradně) o před-
mětech, ale ve skutečnosti odkazujı́ na jejich syntaktické formy.”14 Např. ,,Vče-
rejšı́ přednáška byla o Babylóně.”

Carnap přebı́rá Fregův význam a označuje ho extenze. Extenzionálnı́ věty jsou zjednodušeně
ty, ve kterých je možné substituovat jejich části (tj. jejich podvěty či vlastnosti/množiny)
za takové, které majı́ ve světě stejnou reprezentaci, beze změny pravdivosti celé věty. Ty věty,
které nejsou extenzionálnı́, nazývá intenzionálnı́. Ty ale nejsou v logickém systému potřeba
podle Carnapovi teze extenzionality, která řı́ká, že všechny intenzionálnı́ věty jsou kvazisyn-
taktické a je možné je převést na odpovı́dajı́cı́ extenzionálnı́ věty. Věty modálnı́ logiky patřı́
mezi intenzionálnı́ věty a proto je převádı́ následujı́cı́m způsobem:

14[Carnap, 1934, s. 285]
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intenzionálnı́ modálnı́ věta extenzionálnı́ syntaktická věta

A je možné ,,A“ nenı́ kontradikce
A je nemožné ,,A“ je kontradikce

A je nutné ,,A“ je analytická věta
A je kontingentnı́ ,,A“ je syntetická věta

,,Jinými slovy: syntax už obsahuje celou logiku modalit a konstrukce speciálnı́ inten-
zionálnı́ logiky modalit nenı́ třeba.”15 Obdobně je možné odstranit i dalšı́ intenzionálnı́ věty,
jako jsou věty o vı́ře nebo nepřı́mé kontexty.

Všechny otázky v poli logiky mohou být formálně vyjádřeny a poté převedeny
na syntaktické otázky. Speciálnı́ logika smyslu je nadbytečná; ,,neformálnı́ lo-
gika“ je contradictio in adjecto. Logika je syntax.16

To přitom neznamená, že by Carnap modálnı́ konstrukce zcela zavrhoval. Naopak sám řı́ká, že
,,systémy logiky modalit jsou (obecně) formálně správné.“17 Proto zavádı́ princip tolerance,
podle kterého si každý si může svůj jazyk zvolit arbitrárně podle toho, co v něm chce vyjádřit.

V logice neexistuje morálka. Každý má svobodu vystavět si vlastnı́ logiku, tj. svo-
jı́ vlastnı́ formu jazyka, jak si přeje. Všechno co od něj vyžadováno, pokud si
přeje o nı́ diskutovat, je, že musı́ uvádět své metody jasně a podávat syntaktická
pravidla mı́sto filozofických argumentů.18

Pro některé účely může být výhodné, aby jazyk obsahoval modálnı́ spojenı́. Ale je přitom
třeba mı́t na mysli, že takovéto intenzionálnı́ struktury jsou v jazyce nadbytečné. Protože
každou kvazisyntaktickou větu je možné přeložit na větu syntaktickou, je jasné že syn-
tax už obsahuje vše, co je vyjádřitelné modálnı́mi i ostatnı́mi intenzionálnı́mi systémy. Lo-
gika modalit tedy nijak nezvyšuje vyjadřovacı́ potenciál systému syntaxe. Rozhodnutı́, jestli
pro vyjádřenı́ modalit zvolit konstrukci kvazisyntaktickou, nebo syntaktickou je zcela prag-
matické.

15[Carnap, 1934, s. 256]
16[Carnap, 1934, s. 259]
17[Carnap, 1934, s. 253]
18[Carnap, 1934, s. 52]
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2.2.2 Obrat k sémantice

Carnap svůj názor na sémantiku se změnil vlivem Tarského. V předmluvě k Introduction to

Semantics (1959, prvnı́ vydánı́ 1942), Carnap uvádı́: ,,[Tarski] poprvé obrátil moji pozornost
k faktu, že formálnı́ metoda syntaxe musı́ být doplněna sémantickými pojmy, když najed-
nou ukázal, že tyto pojmy mohou být definovány pomocı́ něčeho o nic méně exaktnı́ho než
ty syntaktické. Tedy tato kniha dlužı́ velmi mnoho Tarskému, vı́ce než kterémukoli jinému
jednotlivci.”19 [Tarski, 1936] také využı́vá metodu dvou jazyků - předmětového jazyk a me-
tajazyka a je velice blı́zká té z Logische Syntax der Sprache.20 Zásadnı́ rozdı́l mezi nimi je,
že Carnapova evaluace je nahrazovánı́ jazykových výrazů jinými výrazy, zatı́mco Tarského
relace splnitelnosti platı́ mezi výrazy a mimojazykovými entitami.

Jak tedy vypadá Carnapův obrat? Velkou část systému nechává nezměněnou, princip to-
lerance přejmenovává na princip konvenčnosti a dostává nové zněnı́: ,,Konstrukce kalkulu
a výběr jeho přı́padných vlastnostı́ je záležitostı́ konvence.”21 Důležitá změna je rozdělenı́
pravdy na logickou a faktickou. Analýza jazyka se už neskládá z pouhé syntaktické analýzy,
ale přidává ještě analýzu sémantickou a pragmatickou. Pragmatiku definuje jako zkoumánı́
jazyka, které obsahuje explicitnı́ odkaz k mluvčı́mu; sémantiku jako takové, kde je odka-
zováno k označovanému, ale ne k řečnı́kovi a konečně syntax jako takové, ve kterém nenı́
odkazováno k řečnı́kovi ani označovanému, ale zabýváme se pouze výrazem samotným.
,,... už si nemyslı́m, že logika významu je nadbytečná; nynı́ považuji sémantiku za splněnı́
starého pátránı́ po logice významu, která předtı́m nebyla naplněna žádným přesným a uspo-
kojivým způsobem.”22. Docházı́ proto k závěru, že účelem filozofie je sémiotická analýza -
tedy analýza všech třı́ vrstev jazyka.

Ve svých dalšı́ch pracı́ch Modalities and Quantification (1946) a Meaning and Necessity

(1956, prvnı́ vydánı́ 1947) Carnap podává prvnı́ formálnı́ sémantiku pro modálnı́ logiky. Jeho
snaha byla nejen vybudovat sémantiku pro modálnı́ logiku, ale předevšı́m vyjasnit povahu
modálnı́ch operátorů. Domnı́val se, že velký počet různých modálnı́ch systémů plyne právě
z nejasné interpretace modalit.

Byly navrženy různé systémy modálnı́ logiky různými autory. Zdá se mi, že nenı́
možné zkonstruovat uspokojivý systém, dokud nebudou dostatečně objasněny
významy modalit. Dále věřı́m, že objasněnı́ je možné nejlépe dosáhnout korelacı́
každého modálnı́ho pojmu s odpovı́dajı́cı́m sémantickým pojmem (např. nutnost

19[Carnap, 1959, s. x]
20Podrobný výčet podobnostı́ jejich systémů je uveden v [Coffa, 1991, s. 300]
21[Carnap, 1959, s. 247]
22[Carnap, 1959, s. 249]
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s L-pravdou). 23

Hlavnı́ inspiracı́ pro Carnapovu práci v tomto obdobı́ byli Frege, Leibniz a Wittgenstein.
Od Frega převzal předevšı́m rozdělenı́ sémantiky na dvě úrovně, které v Meaning and Ne-

cessity rozpracoval do většı́ hloubky než ve svých předchozı́ch knihách. Od Leibnize si
vzal myšlenku chápat nutnost jako pravdu ve všech možných světech24 a od Wittgensteina,
kterého Carnap sám ve svém intelektuálnı́m životopise25 označil jako filozofa, který kromě
Frega a Russella nejvı́ce ovlivnil jeho chápánı́, si vzal myšlenku o popisech stavů, jeho po-
jetı́ logicky pravdivých vět a nezávislosti logické pravdy na kontingentnı́ch faktech. Carna-
pova snaha zkonstruovat definici logické pravdy proto balancovala mezi ,,na jedné straně
Leibnizovým pohledem, že nutné pravdy jsou ty, které platı́ ve všech možných světech,
a na druhé straně Wittgensteinovým pohledem, že logické pravdy neboli tautologie jsou cha-
rakterizovány tı́m, že platı́ pro všechny možné distribuce pravdivostnı́ch hodnot.”26 Hledá
proto takovou exaktnı́ definici, která by splňovala oboje. Před tı́m než se k nı́ dostaneme,
je třeba vysvětlit Carnapovu metodu extenze a intenze, která je právě úzce spojena s jeho
snahou nalézt přesné rozdělenı́ pravdivosti na faktickou a logickou.

2.2.3 Extenze a intenze

Popis stavu [state description] Carnap nejprve neformálně popisuje jako třı́du vět, která
pro každou uzavřenou atomickou formuli obsahuje bud’ jı́ a nebo jejı́ negaci a žádnou jinou
větu. Je to analogie Wittgensteinových stavů věcı́ a Leibnizových možných světů, protože
tato definice dává úplný popis nějakého možného stavu světa na základě individuı́, vlastnostı́
a relacı́. Platnost formulı́ v popisu stavu S je definována:

– atomická věta ϕ platı́ v popisu stavu S právě tehdy, když ϕ ∈ S.

– ¬ϕ platı́ v S právě tehdy, když v S neplatı́ ϕ ,

– ϕ∨ψ platı́ v S právě tehdy, když v S platı́ ϕ nebo když v S platı́ ψ a obdobně pro ostatnı́
Booleovské spojky.

23[Carnap, 1956, s. iii]
24Leibniz nebyl prvnı́, koho napadlo chápat nutnost jako pravdivost ve všech možných světech. Ještě před nı́m

byla tato myšlenka zmı́něná při vysvětlovánı́ modalit např. v dı́lech Dunse Scota nebo Luise de Moliny. Žádný
z nich ji ale neformuloval tak jasně a systematicky jako Leibniz.

25[Schilpp, 1963, s. 25]
26[Schillp, 1963, s. 63]
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– ∀xϕx platı́ v S právě tehdy, když v něm platı́ všechny substitučnı́ instance ϕ(a), ϕ(b),...

Obor [range] dané věty je třı́da všech popisů stavu, ve kterých věta platı́. Věta je pravdivá, po-
kud platı́ v právě tom jednom popisu světa, který je pravdivý, tj. obsahuje všechny atomické
formule, které platı́ v aktuálnı́m světě a negace těch, které zde neplatı́. Logickou pravdivost
zavádı́ Carnap nejprve neformálně: Věta ϕ je L-pravdivá v sémantickém systému S tehdy
a jen tedy, pokud je ϕ pravdivá pouze na základě sémantických pravidel systému S, bez od-
kazovánı́ k mimojazykovým faktům. Této konvenci potom vyhovuje i vlastnı́ definice: Věta ϕ

je L-pravdivá právě tehdy, když ϕ platı́ v každém popisu stavu. Podstatné je, že L-pravdivost
je definována bez použitı́ slova ,,pravdivý”, se kterou nemá co společného, protože pravdivost
se vztahuje k našemu světu, zatı́mco L-pravdivost je na něm nezávislá.

Symbol ekvivalence ,,≡” Carnap rozšiřuje i na ostatnı́ designátory - dva individuové
výrazy jsou ekvivalentnı́, jestliže označujı́ stejné individuum; dva n-árnı́ predikáty jsou ekvi-

valentnı́, pokud platı́ pro stejné n-tice individuı́. Designátory jsou L-ekvivalentnı́, pokud je-
jich ekvivalence je L-pravdivá věta. Individuum ,,Walter Scott” je ekvivalentnı́ s individuem
,,autor Waverley”, predikát ,,člověk” je ekvivalentnı́ s predikátem ,,rozumné zvı́ře”. ,,Walter
Scott” nicméně nenı́ L-ekvivalentnı́ s ,,autorem Waverley”, nenı́ těžké si představit, že Walter
Scott vůbec nebyl spisovatelem nebo, že román s názvem Waverley napsal někdo úplně jiný
- tato skutečnost zcela závisı́ na faktech našeho světa. Ale predikáty ,,člověk” a ,,rozumné
zvı́ře” L-ekvivalentnı́ jsou, protože se jedná o klasickou definici člověka27 a člověk je tedy
rozumným zvı́řetem jen na základě sémantických pravidel a tı́m pádem i ve všech možných
popisech stavu.

Pokud dva designátory jsou ekvivalentnı́, můžeme také řı́ct, že majı́ stejnou extenzi. Po-
kud jsou navı́c i L-ekvivalentnı́, řekneme že majı́ také stejnou intenzi. Extenzi je tedy možné
chápat jako shodu v rámci aktuálnı́ho světa, nebo nějakého alternativnı́ho popisu stavu, za-
tı́mco intenze designátoru je ve všech možných popisech stavu stejná. Intenze je očividně
silnějšı́ pojem než extenze - majı́-li dva designátory stejnou intenzi, tak majı́ i stejnou extenzi.
Obráceně to neplatı́. Na rozdı́l od Frega u nějž byl smysl čı́msi mlhavým a nevyjádřitelným,
je Carnapova intenze schopná formálnı́ explikace, i když zatı́m pouze ve tvaru ,,a má stejnou
intenzi jako b”. Proto hledá vhodné objekty, se kterými je možné extenze a intenze ztotožnit:

designátor extenze intenze

predikát třı́da individuı́, o nichž je pravdivý vlastnost, kterou vyjadřuje
věta pravdivostnı́ hodnota propozice, kterou vyjadřuje

individuový výraz individuum, ke kterému odkazuje individuový pojem

27Samozřejmě o oprávněnosti této definice lze pochybovat, viz slavný aforismus, který údajně pronesl Ber-
trand Russell: ,,Řı́ká se, že člověk je rozumné zvı́ře. Celý svůj život hledám důkaz, který by to mohl podpořit.”
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Větu nazveme extenzionálnı́ vzhledem k nějakému designátoru, který se v nı́ objevuje,
pokud nahrazenı́ designátoru jemu ekvivalentnı́m, změnı́ větu na ekvivalentnı́ větě původnı́.
Věta je intenzionálnı́ vzhledem k designátoru, který se v nı́ objevuje, pokud nenı́ exten-
zionálnı́ a pokud nahrazenı́ toho designátoru L-ekvivalentnı́m přeměnı́ větu na L-ekvivalentnı́.
Modálnı́ věty jsou intenzionálnı́ vzhledem ke svým podvětám, zatı́mco věty o vı́ře jako ,,Jiřı́
věřı́, že se šeřı́.” nejsou vzhledem ke své podvětě ani extenzionálnı́ ani intenzionálnı́.

2.2.4 Modálnı́ logika C

Předpokládejme, že máme prvořádový predikátový jazyk L a doménu individuı́ D. L zahrnuje
Booleovské spojky, kvantifikátory a identitu =, symbol λ pro operaci abstrakce, modálnı́
operátory � a ♦ pro logickou nutnost a možnost. L obsahuje individuové konstanty a pre-
dikátové symboly, ale žádné funkčnı́ch symboly. Mezi individuovými konstantami z L a prvky
D existuje vzájemně jednoznačná korespondence, tj. každé individuum v D má právě jednu
individuovou konstantu jako své kanonické jméno.

Formálně je tedy popis stavu S definován jako třı́da taková, že pro každou uzavřenou
atomickou sentenci P(a1, ...,an), kde P je n-árnı́ predikát z L a a1,...,an jsou individuové
konstanty z L, platı́ P(a1, ...,an) ∈ S nebo ¬P(a1, ...,an), ale ne oboje a nic vı́c.

,,Za hodnoty proměnných považujeme všechny individuové pojmy, ..., každý z nich je
reprezentovaný přiřazenı́m individuových konstant popisem stavu.”28 Individuový pojem je
tedy možné chápat jako funkci f, která každému popisů stavů S přiřadı́ nějaké individuum
f (S) ∈ D. Přiřazenı́ můžeme definovat jako funkci g, která přiřazuje každému popisu stavu
S a každé individuové proměnné x individuovou konstantu g(x,S) a je ho možné tedy chápat
jako hodnotu extenze x v S vzhledem ke g. Každé proměnné je přiřazena nejen hodnota ex-
tenze ale i hodnota intenze. Jako hodnota intenze je brán individuový pojem (λS)g(x,S), který
obsahuje hodnotu extenze x vzhledem ke g všech popisů stavu. Lze z nı́ tedy určit hodnota
extenze proměnné, je to jednoduše hodnota intenze proměnné aplikovaná na konkrétnı́ popis
stavu.

Tyto pojmy jsou dostatečná k definici pravdivosti formule ϕ v popisu stavu S při ohodno-

cenı́ g (symbolicky S |= ϕ[g]):

a. S�P(t1, ..., tn)[g]⇔P(S(t1,g), ...,S(tn,g))∈ S, kde S(ti,g) je extenze termu ti v S
vzhledem ohodnocenı́ g. Je-li tedy t i individuová proměnná, potom S(ti,g) = ti
a pokud je t i proměnná, potom S(ti,g) = g(ti,S).

28[Carnap, 1956, §41, s. 183]
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b. S |= (t1 = t2)[g]⇔S(t1,g) = S(t2,g), tj. pokud se shodujı́ jejich extenze.

c. S |= ¬ψ[g]⇔ S 2 ψ[g].

d. S |= ψ ∨χ[g]⇔ S |= ψ[g] nebo S |= χ[g].

e. S |= ψ ∧χ[g]⇔ S |= ψ[g] a S |= χ[g].

f. S |= ∀xψ[g]⇔ pro každé a ∈ D S |= ψ[g(x/a)], kde g(x/a) je přiřazenı́ shodné
s g, mimo proměnné x, které přiřazuje hodnotu a. g a g(x/a) přiřazujı́ všem
proměnným mimo x stejnou hodnotu intenze.

g. S |=�ψ[g]⇔ pro každý popis stavu S′: S′ |= ψ[g]

Formule ϕ je pravdivá v popisu stavu S (symbolicky S |= ϕ), je-li pravdivá v S vzhledem
ke každému ohodnocenı́. Formule ϕ je logicky pravdivá (psáno |=ϕ ), je-li pravdivá v každém
popisu stavu.

Je snadné dokázat, že v Carnapově sémantice platı́ |= ϕ právě tehdy, když |= �ϕ a tedy
v nı́ nejsou žádné navrstvené neredukovatelné modality jako ��ϕ , �♦ϕ , ♦�ϕ , nebo ♦♦ϕ .
Také jsou v nı́ splněné všechny tautologie klasické predikátové logiky, platı́ zde pravidlo
necesitace (ϕ/�ϕ). Dále v této sémantice platı́ všechny zákony systému S5 i obě formule
Barcanové. V Modality and Quantification Carnap ukazuje i důkaz korektnosti pro S5, důkaz
úplnosti nechává otevřený, resp. ukazuje ho pouze v omezené verzi pro formule, které ne-
obsahujı́ � a =. Později bylo dokázáno, poprvé nejspı́še Montaguem a Kalishem,29 že Car-
napova sémantika úplná nenı́ a je silnějšı́ než S5. Navı́c má některé neobvyklé vlastnosti,
napřı́klad v nı́ platı́ některá nemonotónnı́ pravidla nebo nenı́ uzavřená na substituci.30

Důkaz, že C nenı́ úplná, je možné formulovat takto: Necht’ Γ(L) je množina všech logicky
pravdivých vět Carnapovy sémantiky v jazyce L. Potom Γ(L) nenı́ rekurzivně spočetná a tedy
neexistuje formálnı́ systém, který by měl právě tuto množinu jako své teorémy.

Důkaz: Sporem - předpokládáme, že Γ(L) je rekurzivně spočetná. Necht’ ϕ je jakákoli
formule, která neobsahuje modálnı́ operátory. Potom |=�ϕ nebo |= ¬�ϕ je pravdivá. Podle
předpokladu existuje efektivnı́ enumerace logicky pravdivých vět a je tedy možné efektivně
určit, která z vět |=�ϕ nebo |=¬�ϕ platı́. Protože z |=�ϕ plyne |=ϕ a z |=¬�ϕ plyne 2ϕ ,
můžeme také efektivně rozhodnout i která z � ϕ nebo 2 ϕ platı́. Ale podle věty o úplnosti

29[Copeland, 2002, s. 104]
30Dalšı́ informace o Carnapově sémantice jsou k nalezenı́ např. v [Hendry a Pokriefka, 1985] nebo [Schurz,

2000]. Ten ji přes jejı́ neklasické vlastnosti obhajuje a dokonce tvrdı́, že je to jediná úplná modálnı́ logika, když
je � chápána opravdu jako logická nutnost.
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pro predikátovou logiku je formule platná právě tehdy, když je dokazatelná v prvořádové
predikátové logice. Existuje tedy efektivnı́ způsob jak zjistit, jestli je ϕ , nebo ¬ϕ dokazatelná
a to je ve sporu s Churchovou větou, podle které je predikátová logika nerozhodnutelná. QED
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Kapitola 3

Sémantika možného světa

Za autora prvnı́ modernı́ sémantiky modálnı́ logiky, tzv. sémantiky možných světů, je vše-
obecně brán Saul Kripke a také se jim proto řı́ká kripkovské sémantiky. Ale Kripke měl řadu
předchůdců, kteřı́ se k jeho výsledkům také blı́žili a udělali přitom mnoho významné práce
i v sémantikách pro jiné než aletické modálnı́ logiky. Vývoj sémantiky možných světů je
možné sledovat pomocı́ třı́ významných kroků. Prvnı́ z nich - definice modálnı́ch operátorů
kvantifikovánı́m přes možné světy se objevila už u Carnapa. Ale později Carnapovo po-
jetı́ možných světů vylepšil Kripke, když definoval možné světy jako libovolné indexové
množiny.

Druhý zásadnı́ krok bylo zavedenı́ binárnı́ relace na možných světech, což umožnilo
vytvářet sémantiky i pro logiky slabšı́ než je S5. Tzv. relace dosažitelnosti se nezávisle obje-
vila v pracı́ch Kangera, Hintikky, Montaguea i Kripka. Úplně poprvé se ve spojenı́ s modálnı́
logiku objevila pravděpodobně v práci A. Priora (1956), který se zabýval časovou logikou
a relace dosažitelnosti na možných světech v nı́ přirozeně reprezentovala následnost dvou
časových okamžiků.

Třetı́ je důkaz úplnosti, který by explicitně využı́val pojmů možného světa a relace dosa-
žitelnosti k definici různých sémantik. Ten se pro výrokovou modálnı́ logiku objevil poprvé
nejspı́še v práci T. J. Smileyho (1957), pro predikátovou poprvé uveden v Kripkově práci
z roku 1959, ve které ovšem zase chyběla relace dosažitelnosti. Všechny tři tyto kroky pro-
pojeny až v jeho pozdějšı́ch a také některých Hintikkových pracı́ch. V této podobě potom
kripkovské sémantiky zažily nevı́daný vzestup, kromě modálnı́ logiky je využı́vá i logika
intuicionistická a stavı́ na nich i logika intenzionálnı́.
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3.1 Stig Kanger

V polovině padesátých let dvacátého stoletı́ nezávisle na sobě několik logiků vyvı́jelo nové
dokazovacı́ procedury pro predikátovou logiku. Patřil mezi ně patřı́ Ewert Willem Beth, Ja-
akko Hintikka, Kurt Schütt a Stig Kanger. Ten ve své dizertačnı́ práci Provability in Logic

(2001a, prvnı́ vydánı́ 1957) podává elegantnı́ důkaz věty o úplnosti i dalšı́ významných vět
a představuje efektivnı́ důkazovou proceduru založenou na bezřezovém gentzenovském kal-
kulu. Menšı́ část této práce je věnována i modálnı́ logice. A v nı́ se objevila jedna z nej-
ranějšı́ch modelově-teoretických sémantik pro predikátovou modálnı́ logiku.

Kanger vyšel z Tarského sémantiky a rozšı́řil ji pro libovolný počet modálnı́ch operátorů.
Zavedl relace dosažitelnosti do sémantických ohodnocovacı́ch klauzı́ pro modálnı́ operátory.
Připisovánı́ různých formálnı́ch podmı́nek relaci dosažitelnosti mu umožnilo vytvořit řadu
různých operátorů nutnostı́ jako nutnost analytickou, logickou, ale i množinově-teoretickou
či geometrickou. Ukázal, že je tı́mto způsobem možné nasimulovat různé modálnı́ logiky.
Podle poznámky pod čarou1 byla jednou z jeho inspiracı́ práce Jónssona a Tarského z roku
1951.

Nutno řı́ci, že Kangerova práce nevzbudila přı́lišný ohlas - nebyla publikována ve věde-
ckých časopisech a byla prakticky neznámá mimo Skandinávii. Mělo to své důvody. Jednak
to bylo ,,neokázalým způsobem jejı́ho vydánı́”2 a jednak dost nepřehlednou a nestandardnı́
notacı́. Kanger nepoužı́val klasické podmı́nky na relaci dosažitelnosti, ale definoval si svoje
vlastnı́.

3.1.1 Kangerova modálnı́ sémantika3

L je prvořádový jazyk s identitou a unárnı́mi modálnı́mi operátory {�i; i ∈ I}. Formule
jsou tvořené klasickým způsobem. D je neprázdná množina individuı́ - doména.4. Interpre-

tace I je binárnı́ operace, která mimologickým symbolům z L přiřazuje jejich hodnoty v D,
tj. pro každou konstantu c ∈ L, I(D,c) ∈ D a pro každý n-árnı́ predikátovou konstantu P ∈ L,
I(D,P) ⊆ Dn. Přiřazenı́ g je binárnı́ operace, která každé doméně D a každé proměnné x

přiřazuje hodnotu g(D,x) ∈ D. Dohromady spolu tvořı́ tzv. primárnı́ ohodnocenı́ v = I ∪ g.
Systém S je uspořádaná dvojice < D,v >, respektive < D, I,g > podle toho, co se hodı́
lépe k danému účelu. Mezi systémy je pro každý modálnı́ operátor �i daná kvarternı́ re-

lace dosažitelnosti Ri(D,v,D′,v′). Formule ϕ je pravdivá v systému S (symbolicky, S � ϕ)

1[Kanger, 2001a, s. 39]
2[Bull a Segerberg, 2001, s. 14]
3 z [Kanger, 2001a] a [Kanger, 1957]
4Respektive v [Kanger, 2001a] a [Kanger, 1957] Kanger použı́vá jako r jako range. Termı́n ,,rozsah“ nahradil

termı́nem ,,doména individuı́“ až později.
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pokud splňuje následujı́cı́ podmı́nky:5

1. S � P(t1, ..., tn)⇔ < v(D, t1), ...,v(D, tn)>∈ v(D,P).

2. S � (t1 = t2)⇔ v(D, t1) = v(D, t2).

3. S 2⊥.

4. S � ¬ϕ ⇔ S 2 ϕ .

5. S � (ϕ → ψ)⇔ S 2 ϕ nebo S � ψ .

6. S � (ϕ ∧ψ)⇔ S � ϕ a S � ψ

7. < D, I,g >� ∀xϕ ⇔ < D, I,g′ >� ϕ , pro každé g′ takové, že g=xg′, kde g=xg′ zna-
mená, že g′ je stejné přiřazenı́ jako g kromě možná na proměnné x. Jinými slovy,
pro každou D a každou proměnnou y různou od x, g′(D,y) = g(D,y).

8. < D,v >� �iϕ ⇔ pro jakýkoli systém < D′,v′ > pokud Ri(D,v,D′,v′), tak < D′,v′ >

� ϕ .

Formule ϕ je platná, pokud je pravdivá v každém systému. Propozice je uspořádaná dvojice
< ϕ,v >, kde ϕ je sentence a v ohodnocenı́. Propozice < ϕ,v > je pravdivá v doméně D, po-
kud platı́ < D,v >� ϕ a analytická, pokud je pravdivá v každé doméně D. Obecnou (nerelati-

vizovanou) pravdu Kanger definuje jako pravdivost vzhledem k množině všech ,,reálných” in-
dividuı́ D0 a primárnı́mu ohodnocenı́ v0, které každé doméně přiřazuje denotace podle ,,stan-
dardnı́ho použitı́ L.”6 Tedy sentence ϕ je pravdivá, pokud je propozice < ϕ,v0 > pravdivá
a analytická, pokud < ϕ,v0 > je analytická.

Dále Kanger definuje podmı́nky na relaci dosažitelnosti pro některé významné nutnosti
- analytickou nutnost �N a logickou nutnost �L. RN musı́ být regulárnı́ - RN (D,v,D′,v′)→
(v = v′)) a pokaždé platı́ RN (D,v,D′,v) a RL (D,v,D′,v′) nastává vždy. Potom platı́, že:

< D,v >� �Nϕ ⇔ pro každou doménu D′, < D′,v >� ϕ .

< D,v >� �Lϕ ⇔ pro každý systém S, S � ϕ .

5Jedná se o zjednodušenı́ Kangerovi notace. Kanger označuje splňovánı́ jako sekundárnı́ ohodnocenı́ a je
definováno jako libovolná ternárnı́ relace T, která dané doméně D a ohodnocené v a formuli ϕ přiřazuje pravdi-
vostnı́ hodnotu T (D,v,ϕ)∈ {0,1} podle daných třinácti podmı́nek. Kvůli většı́ přehlednosti je notace přiblı́žena
té, která je použitá v [Lindström, 2001b].

6[Kanger, 1957, s. 4]
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Logická spojka �L tedy znamená ,,pravdivá ve všech systémech”, což připomı́ná Carnapovo
pojetı́ nutnosti. Z předchozı́ch definic tedy plyne, že:

�Nϕ je pravdivé⇔ ϕ je analytická,

�Lϕ je pravdivá⇔ ϕ je platná.

Kanger ukazuje, že kladenı́m různých podmı́nek na relaci dosažitelnosti je možné dosáhnout,
aby operátor nutnosti splňoval různé axiomy modálnı́ logiky nebo formule Barcanové. Teo-
rémy systému T jsou platné, pokud �i je realizovaná, tj. vždy platı́ Ri(r,V,r,V ). Pokud je Ri

navı́c i pozitivně semi-iterativnı́, tj. platı́ o nı́
Ri(D1,v1,D2,v2)→ (Ri(D3,v3,D1,v1) → Ri(D3,v3,D2,v2)) a ∃D2∃v2Ri(D2,v2,D1,v1),

pak taková �i splňuje i všechny axiomy S4. Aby splňoval i všechny teorémy S5, má Ri ještě
navı́c splňovat Ri(D1,v1,D2,v2)→ (Ri(D3,v3,D2,v2)→Ri(D3,v3,D1,v1)). Tvrdı́ korektnost,
ale nedokazuje jı́. S ohledem na pozdějšı́ Kripkovi podmı́nky na relaci dosažitelnosti, ale nenı́
těžké dokázat, že ty Kangerovi z nich vyplývajı́. Obráceně to ale vždy platit nemusı́. Úplnost
modálnı́ch logik ale také Kanger nechává zcela otevřenou.

3.2 Jaakko Hintikka

Hintikkova sémantika pro modálnı́ logiky vycházı́ z jeho předchozı́ práce Form and content in

quantification theory (1955), ve které vyvinul alternativnı́ sémantiku predikátové logiky po-
mocı́ tzv. modelových množin. Ty se dnes někdy nazývajı́ také Hintikkovy množiny. Modelová
množina na doméně konstant U je definována jak množina formulı́ µ , která má následujı́cı́
uzávěrové vlastnosti :

(C.¬) Pokud ¬ϕ ∈ µ , pak ϕ /∈ µ ,

(C.∧) pokud ϕ ∧ψ ∈ µ , pak ϕ ∈ µ a ψ ∈ µ ,

(C.∨) pokud ϕ ∨ψ ∈ µ , pak ϕ ∈ µ nebo ψ ∈ µ ,

(C.∃) pokud (∃x)ϕ ∈ µ , potom ϕ(a/x) ∈ µ pro alespoň jednu a ∈U ;

(C.∀) pokud (∀x)p ∈ µ , potom ϕ(a/x) ∈ µ pro každou a ∈U ,

(C.self6=) pro žádnou a ∈U neplatı́ ¬(a = a) ∈ µ;
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(C.=) pokud ϕ je atomická formule a ϕ(a/x) ∈ µ a a = b ∈ µ, pak ϕ(b/x) ∈ µ .

Přitom platı́, že žádné jiné logické spojky formule neobsahujı́ a že negace je distribuována až
k atomickým formulı́m. Základnı́m sémantickým pojmem je splnitelnost. Množina formulı́
Γ je splnitelná, právě tehdy, pokud je možné jı́ vnořit do modelové množiny. Formule ϕ je
splnitelná, pokud {ϕ} je splnitelná a platná tehdy, když {¬ϕ} nenı́ splnitelná.

Hintikka dokázal, že množina formulı́ Γ je splnitelná v klasickém slova smyslu (tj. exis-
tuje model, který ji splňuje) právě tehdy, když je možné vnořit Γ do modelové množiny přes
nějakou neprázdnou množinu U (nových) individuových konstant. Navı́c popsal efektivnı́
proceduru k ověřovánı́ splnitelnosti/platnosti formulı́ vnořovánı́m do modelové množiny,
která odpovı́dá obrácené aplikaci bezřezového gentzenovského kalkulu pro predikátovou lo-
giku a která je ekvivalentnı́ té Kangerově z Provability in Logic.

3.2.1 Sémantika deontické logiky

Mezi pracemi Kangera a Hintikky je vůbec řada zajı́mavých shod. Ve stejném roce Kanger
vydává New Foundations for Ethical Theory (2001b, prvnı́ vydánı́ 1957) a Hintikka Quanti-

fiers in Deontic Logic (1957a), které se obě zabývajı́ deontickou logikou. Jsou si podobné co
se týče obsahu - oba se věnujı́ problému pravdivosti a vyplývánı́ v normativnı́m diskurzu a je-
jich využitı́ k řešenı́ etické problémů a v teorii práva. Zkoumajı́ použı́vánı́ kvantifikátorů spolu
s deontickými operátory a věnujı́ se i reprezentaci akcı́ a agenta. Zcela se ale lišı́ svým pro-
vedenı́m. Zatı́mco Kanger vyšel ze Tarského sémantiky, Hintikka rozšiřuje svoji sémantiku
modelových množin o deontické modality a tu potom ještě ve své pozdějšı́ práci zobecňuje
na aletickou modálnı́ logiku.

... zvažme formule tvaru Pϕ . Co mı́nı́me tı́m, když řekneme, že ϕ je dovolené?
Očividně obsah tohoto tvrzenı́ nenı́ možné vyčerpat tı́m, co se ve skutečnosti
děje. Když mluvı́me o povolenı́ch, nemluvı́me ve skutečnosti vůbec o aktuálnı́m
stavu věcı́. Spı́še mluvı́me o něčem, co by se mohlo stát: řı́káme, že by to někdo
mohl učinit, aniž by porušil svoje povinnosti. Jinými slovy, řı́káme, že stav věcı́
jiný od toho aktuálnı́ho je konzistentně myslitelný a to stav věcı́, ve kterém je ϕ

provedeno, nicméně ve kterém jsou všechny povinnosti splněny.7

7[Hintikka, 1957a, s. 11]
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Na základě toho je jasné, že si pro vyjádřenı́ povinnosti a možnosti jednoduše nevystačı́ s je-
dinou nastávajı́cı́ modelovou množinou. Ale je možné ji chápat jako aktuálnı́ mezi dalšı́mi
imaginárnı́mi modelovými množinami, které jsou s tou původnı́ ,,bezesporně myslitelné”,
respektive spolupřı́pustné [copermissible] v Hintikkově terminologii. Pomocı́ relace spo-

lupřı́pustnosti R potom definuje podmı́nky pro operátory povolenı́ P a povinnosti O:

(C.5) Pokud Pϕ ∈ µ , potom existuje µ∗ takové, že µRµ∗ a ϕ ∈ µ∗.

(C.6) Pokud Oϕ ∈ µ a pokud µRµ∗, potom Oϕ ∈ µ∗.

(C.7) Pokud Oϕ ∈ µ∗ a pokud µRµ∗, potom ϕ ∈ µ∗8

Modelový systém je pár <Ω,R>, kde Ω je množina modelových množin a R je binárnı́ relace
na Ω, která splňuje (C.5)-(C.7). Hintikka nevyžaduje jako Carnap a Kanger, aby byl mode-
lový systém maximálnı́, ale může se lišit model od modelu. Množina formulı́ Γ je splnitelná

tehdy a jen tehdy, pokud existuje modelový systém < Ω,R > takový, že µ ⊇ Γ pro nějaký
prvek µ z Ω. Formule ϕ je platná, pokud {¬ϕ} nenı́ splnitelná v tomto smyslu.

I pro tuto platnost poskytuje Hintikka efektivnı́ metodu ověřovánı́, která spočı́vá v tom,
že vyjde z dané množiny Γ a postupně a opakovaně aplikuje stanovené podmı́nky, které
ji rozšiřujı́ do množiny µ . Pokud je aplikováno pravidlo (C.5) je do Ω přidána nová mo-
delová množina. Pokud je v nějakém okamžiku porušeno pravidlo (C.¬) a pro libovolné
ϕ platı́, že ϕ ∈ µ a ¬ϕ ∈ µ , znamená to, že původnı́ množina Γ nenı́ splnitelná. Hin-
tikka ilustruje fungovánı́ této procedury na přı́kladu formule [Oα ∧ (α → Oβ )]→Oβ , kterou
Prior označil za ,,docela prostou pravdu”9. Hintikka konstruuje dvojici modelových množin
{Oα, ¬α ∨Oβ , P¬β , ¬α} a {Oα, ¬β , α}, které splňujı́ jejı́ negaci. Pokud se ale k dané
formuli přidá ještě jeden operátor povinnosti - O{[Oα ∧ (α → Oβ )]→ Oβ}, tak tato for-
mule už je platná a jakýkoli pokus postavit splňujı́cı́ strukturu pro jejı́ negaci vede k porušenı́
pravidla konzistence (C.¬).

Quantifiers in Deontic Logic neobsahujı́ žádné podmı́nky na relaci spolupřı́pustnosti.
Nicméně Copeland uvádı́, že v debatách s nı́m Hintikka zmı́nil, že na myšlenku zı́skánı́
různých systémů modálnı́ logiky požadovánı́m různých podmı́nek na binárnı́ relaci přišel

8S definicı́ povinnosti pomocı́ podmı́nky,

(C.O) Pokud Oα ∈ µ a pokud µRµ∗, pak α ∈ µ∗,

Hintikka nebyl spokojen, zdála se mu přı́liš slabá. (C.6) se postará o to, že existujı́cı́ povinnosti se přenesou i do
alternativnı́ch světů a (C.7) navı́c zajistı́, že budou splněny i povinnosti, které by mohly vyvstat ze splněnı́ ϕ .
Navı́c dohromady z nich (C.O) vyplývá.

9[Hintikka, 1957a, s. 16]
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,,ve stejnou dobu”, kdy zavedl pojem spolupřı́pustnosti a že už počátkem roku 1957 ,,měl
vágnı́ představu důkazu úplnosti.”10 Také ve své dalšı́ práci z téhož roku Hintikka jako
prvnı́ naznačuje způsob důkazu úplnosti pomocı́ metody tabel, rozšı́řené pro modálnı́ lo-
giku. O něco později Hintikka přednášı́ o své sémantice na univerzitě v Bostonu, v těchto
přednáškách dokazuje větu o úplnosti pro kvantifikované T, S4 a S5 pomocı́ dnes stan-
dardnı́ch podmı́nek na relaci mezi modely. Poznámky z tohoto semináře se ale nedochovaly
a tak nelze určit přesnou formu jeho důkazů. Hintikka později uvádı́, že tyto důkazy byly pro-
vedeny pravděpodobně něčı́m podobným jako je metoda tabel. Nenı́ známo ani přesné datum
těchto přednášek11 a tedy ani jestli se Hintikka důkazu úplnosti nepřiblı́žil ještě před Krip-
kem.

V Modality and Quantification (1969, prvnı́ vydánı́ 1961) Hintikka svůj systém upravil
na aletickou modálnı́ logiku. Modelovou množinu je podle něj třeba chápat jako formálnı́
protějšek částečného carnapovského popisu stavu. Relaci mezi modelovými množinami pře-
jmenoval na relaci alternativnosti a upravil požadavky na nı́. Pro logickou možnost vyžaduje
stále (C.5), pro nutnost vyžaduje (C.O) a deonticky nevhodný princip

(C.N) Pokud �ϕ ∈ µ , potom ϕ ∈ µ .

Tvrdı́ korektnost a úplnost této sémantiky vzhledem k systému T. Omezenı́ modelových
systémů na ty s tranzitivnı́ relacı́ alternativnosti dává sémantiku pro logiku S4, ty se sy-
metrickou určujı́ systém B a ty, jejichž relace alternativnosti je tranzitivnı́ i symetrická od-
povı́dajı́ S5. Dalšı́ omezenı́ pravidla (C.5) v sémantikách pro systémy T a S4 potom dává
vhodné sémantiky pro Lewisovy systémy S2 a S3. Všechna tato tvrzenı́ jsou však ponechána
bez důkazu.

3.2.2 Referenčnı́ mnohonásobnost

Jak už název Hintikkova článku (1969) napovı́dá jeho velká část je dále věnována kvan-
tifikátorům a důvodům, proč by je deontická logika měla obsahovat. Ukazuje jak jejich
použitı́ zjednodušuje interpretaci modálnı́ch operátorů. V Hintikkově podánı́ kvantifikátory
kvantifikujı́ přes opravdová individua, ne nějaké podezřelé intenzionálnı́ entity, jak bývajı́
označovány Carnapovy individuové pojmy. To Hintikka blı́že vysvětluje v Modality as refer-

ential multiplicity (1957). V nı́ objasňuje selhávánı́ substituce v intenzionálnı́ch kontextech
10[Copeland, 2002, s. 124]
11Přibližně se jednalo o zimnı́ semestr akademického roku 1958–59.
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pomocı́ tzv. referenčnı́ mnohonásobnosti [referential multiplicity], tedy tı́m, že termy v inten-
zionálnı́ch kontextech odkazujı́ do různých alternativnı́ch stavů věcı́ současně. Tuto myšlenku
ilustruje následujı́cı́m přı́kladem:

... často shledáme velice užitečné pokusit se naplánovat různé běhy událostı́,
které se mohou přihodit, přestože nevı́me který z těchto diagramů nakonec vy-
užijeme... Tato analogie je hodná rozpracovánı́. Generálnı́ štáb se nestará pouze
o to, co se doopravdy stane. Jeho úkol nenı́ jen předpovědět chod plánovaného
vojenského taženı́, ale spı́še být připraven na všechny nepředvı́dané skutečnosti,
které se mohou během něj objevit... Většina map připravených generálnı́m štábem
reprezentuje situace, které se nikdy neodehrajı́... Ve většině přı́padů existujı́ sku-
tečné jednotky, které znázorňujı́ značky na mapě a vzájemná pozice jednotek je
taková, že daná situace by mohla teoreticky nastat... Ale poloha jednotek na mapě
může být odlišná od polohy, které dané jednotky majı́ nebo i kdy budou mı́t.
Některé značky mohou představovat jednotky, které dosud nebyly zformované,
jiné mapy mohou být připravené pro situace, ve kterých je některá z existujı́cı́ch
jednotek zničena. Všechny tyto vlastnosti majı́ analogie v modálnı́ logice.12

Aplikaci tohoto přirovnánı́ na modálnı́ logiku ještě vysvětluje:

Můžeme možná řı́ct, že když děláme modálnı́ logiku, děláme vı́c než jednu věc
v jednom a tom samém čase. Použı́váme určité symboly - konstanty a proměnné,
abychom odkazovali k existujı́cı́m předmětům v našı́ doméně diskurzu. Ale použı́-
váme je také abychom odkazovali k prvkům určitého jiného stavu věci, který
nemusı́ být realizován. Nebo, což vede k témuž, použı́váme tyto symboly k bu-
dovánı́ ,,map“ nebo modelů za účelem zakreslovánı́ určitých situacı́, které se
možná nikdy nestanou. Pokud bychom mohli omezit naši pozornost najednou
na jeden z těchto možných stavu věci, výskyt našich symbolů by byl čistě re-
ferenčnı́. Vzájemné propojenı́ mezi různými modely tomu překážı́. Ale protože
symboly jsou čistě referenčnı́ v každém přı́slušném modelu, odchylka od čisté
referenčnosti nenı́ dostatečně silná, aby zničila možnost použı́vat kvantifikátory
se skoro stejnými pravidly jako v běžné teorii kvantifikace. Pokud bych měl cha-
rakterizovat tuto situaci stručně, řekl bych, že výskyty našich termů modálnı́m
kontextu nejsou obvykle čistě referenčnı́, ale spı́še jsou referenčně mnohonásobné.13

12[Lindström, 2001a, s. 17]
13[Lindström, 2001a, s. 18]
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V tomto se zdá, že Hintikka zde popisuje jednu z nejranějšı́ch intuitivnı́ch interpretacı́ modálnı́
logiky pomocı́ možných světů, ačkoli toto označenı́ nepoužı́vá. V jeho sémantice je kvantifi-
kováno přes opravdová individua v různých světech, které mohou mı́t různé domény a určité
individuum se v nich objevit může, ale nemusı́. Je proto přirozené, že v nı́ neplatı́ princip

nerozlišitelnosti identických ∀x∀y(x = y→�(x = y)).

3.3 Richard Montague

Ještě před Kangerem měl nápad, jak vytvořit sémantiku modálnı́ logiky pomocı́ relace mezi
modely, Richard Montague. Svoji práci Logical necessity, physical necessity, ethics, and

quantifiers (1974) přednesl poprvé na Výročnı́ filozofické konferenci v Los Angeles v květnu
1955, ale publikoval ji teprve roku 1960. V poznámce pod čarou řı́ká, že to bylo z toho
důvodu, že ,,neobsahuje žádné výsledky skvělého technického zájmu”14 a rozhodl se jı́ zve-
řejnit až vlivem obdobných pracı́ Kangera a Hintikky. Montagueova sémantika je i té Kange-
rově podobná. Montague také rozšiřuje Tarského sémantiku pro řadu modálnı́ch operátorů.
Jako hlavnı́ cı́l si přitom stanovuje najı́t interpretace pro logickou a fyzikálnı́ nutnost a deon-
tickou modalitu takové, aby je bylo možné je spojovat s kvantifikátory. Přitom si Montague
stejně jako před nı́m von Wright15 všı́má podobnosti mezi chovánı́m modálnı́ch operátorů
a kvantifikátorů a bere ∀x jako jednu z možných interpretacı́ �.

3.3.1 Syntax a sémantika

Předpokládáme jazyk L s individuovými proměnnými, konstantami a predikáty, logickými
spojkami, kvantifikátory a symbolem �. Formule se tvořı́ standardně. Montague nepoužı́vá
žádný z Lewisových systémů, ale volı́ si vlastnı́, který obsahuje následujı́cı́ axiomy:

(1a) Každá tautologie je axiom.

(1b) Pokud ϕ je tautologie, pak �ϕ je axiom.

(2a) �(ϕ → ψ)→ (�ϕ →�ψ)

(2b) � [�(ϕ → ψ)→ (�ϕ →�ψ)]

(3a) �ϕ ≡��ϕ

14[Montague, 1974, s. 71]
15[von Wright, 1951]
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(3b) �(�ϕ ≡��ϕ)

(4a) ¬�ϕ ≡�¬�ϕ

(4b) �(¬�ϕ ≡�¬�ϕ)

Kdyby se k němu přidal axiom T: �ϕ → ϕ , byl by ekvivalentnı́ S5. Jak ale Montague
vysvětluje v části nazvané A Missing Law16 tento princip vynechává, aby axiomy systému
splňovaly všechny interpretace symbolu �. Axiom T sice platı́ pro logickou a existenčnı́
nutnost, ale selhává pro nutnost fyzikálnı́ a deontickou.

Model je definován jako uspořádaná trojice S =< D, I,g >, kde D je neprázdná množina,
I je přiřazenı́ extenzı́ vzhledem k D, tj. funkce, která přiřazuje vhodné denotace z D mi-
mologickým konstantám z L a g je ohodnocenı́, které přiřazuje proměnným hodnoty z D.
Sémantická hodnota je funkce, která každému individuovému znaku ξ , přiřazuje hodnotu
S(ξ ) následovně:

S(ξ ) =

I(ξ ) pokud ξ je individuová konstanta

g(ξ ) pokud ξ je proměnná

Pojem platnosti relativnı́ k S je definován:

(1) S � P(t1, ..., tn)⇔ < S(tn), ...,S(tn)>∈ S(P)

(2) S � (t1 = t2)⇔ S(t1) = S(t2)

(3) S � ¬ϕ ⇔ S2 ϕ

(4) S � (ϕ → ψ)⇔ S 2 ϕ nebo S � ψ

Nynı́ hledá klauzi pro S � �ϕ tak, aby splňovala všechny možné interpretace symbolu �.
Pro jednu z nich - kvantifikaci Tarski takovou má:

(5) S � ∀xϕ ⇔ ∀a ∈ D, S(a/x) � ϕ , kde S(a/x) je stejná funkce jako S, kromě
přiřazovánı́ hodnoty proměnné x.

16 [Montague, 1974, s. 82-83]
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Montague pozoruje, že to samé lze alternativně vyjádřit pomocı́ relace RQ mezi modely, která
je definována takto: < D, I,g > RQ < D′, I′,g′ >⇔ D = D′, I = I′, g(y) = g′(y), pro každou
proměnnou y jinou od x. Potom je možné (5) přeformulovat:

(5’) S � �ϕ ⇔ pro každý model M takový, že SRQM, M � ϕ

Ostatnı́ interpretace � majı́ zcela analogickou splňujı́cı́ klauzi, lišı́ se pouze podmı́nky na re-
lace mezi modely pro logickou nutnost (RL), fyzikálnı́ nutnost (RP) a etickou povinnosti(RE).
To, že je formule logicky nutná, lze chápat jako, že platı́ za jakéhokoli přiřazenı́ extenzı́ kon-
stantám. Montague proto definuje relaci RL:

< D, I,g > RL < D′, I′,g′ >⇔ D = D′, g = g′.

Pro fyzikálnı́ nutnost je nejprve třeba fixovat množinu fyzikálnı́ch zákonů nemodálnı́ho ja-
zyka K. Pro etickou nutnost se pevně stanovı́ třı́da ideálnı́ch modelů Id, tj. modelů ve kterých
přiřazenı́ extenze I obsahuje pouze správné hodnoty takové, které jsou ve shodě s vybranými
etickými principy, např. s deklarativně formulovaným Desaterem. Potom je možné jejich re-
lace definovat takto:

< D, I,g > RP < D′, I′,g′ >⇔D = D′, g = g′ a < D′, I′,g′ >splňuje (v Tarského
smyslu) všechny sentence K.

< D, I,g > RE < D′, I′,g′ >⇔D = D′, g = g′ a < D′, I′,g′ >∈ Id

Stejně jako u Kangera je každý modálnı́ operátor spojen právě s jednou pevně danou relacı́
dosažitelnosti, ale u Montaguea se jedná o relaci mezi modely výchozı́ho jazyka bez modál-
nı́ch operátorů. Když se tedy porovná jejich přı́stup k logické nutnosti, je ten Montagueův
jednoduššı́. Zatı́mco Kanger Tarského interpretaci modifikuje, tak aby mohl přiřazovat hod-
noty proměnným a denotace mimologickým konstantám ve všech doménách najednou, Mon-
tague ji ponechává a jen přidává klauze pro ohodnocenı́ modálnı́ch operátorů.
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3.3.2 Korektnost a úplnost

Montague tvrdı́ korektnost svého systému: Pokud ϕ je teorém (1a)-(4b), pak ϕ platı́ ve všech
modelech, pokud relace mezi modely Rx, která je definována analogicky s předchozı́mi rela-
cemi, splňuje následujı́cı́ podmı́nky:

1. pro každé M, existuje N tak, že MRxN,

2. pro všechna M,N,P, pokud MRxN a NRxP, potom MRxP,

3. pro všechna M,N,P, pokud MRxN a MRxP, potom NRxP.

Podmı́nky (2) a (3) jsou analogické podmı́nkám Kangera. Montague dále tvrdı́ i úplnost
systémů a existenci rozhodovacı́ metody s poukazem na to, že důkazy je možné snadno zı́skat
z [Wajsberg, 1933]. Ale nenı́ to tak, že by měl Montague důkaz úplnosti predikátové modálnı́
logiky už roku 1955. Montague měl na mysli úplnost pouze pro omezený systém - bez kvan-
tifikátorů a identity, což potvrzuje i vyprávěnı́ Montagueova studenta Charlese Silvera:

Jednou po chvále Kripkovi práce, se Richard Montague zmı́nil, že také měl
modálnı́ systém již v roce 1955, který byl tomu Kripkovu podobný. Poté, co
to řekl, se odmlčel, podı́val se dolů na stůl a smutně řekl, ,,ale bez důkazů
úplnosti.”17

V dalšı́ch letech Montague pokračoval v práci na důkazech úplnosti modálnı́ logiky ve spo-
lupráci s Donaldem Kalishem a zı́skali se řadu částečných výsledků, které chtěli prezento-
vat na konferenci v prosinci 1959. Krátce před tı́m ale viděli abstrakt prosincového vydánı́
Journal of Symbolic Logic, ve kterém Kripke oznamoval důkaz úplnosti pro řadu modálnı́ch
systémů a svůj přı́spěvek stáhli.

3.4 Saul Kripke

Kripke se o modálnı́ logiku začal zajı́mat už na střednı́ škole a svoje metody vyvı́jel nezávisle
na Kangerovi, Hintikkovi a Montagueovi. Mezi jeho hlavnı́ zdroje patřila práce A. Priora

17[Copeland, 2002, s. 111]
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Modality and Quantification in S5 (1955), práce McKinsey-Tarského nebo také A theory of

formal deducibility (1950) H. Curryho, se kterým vedl korespondenci a na jehož doporučenı́
mu E. W. Beth zaslal svojı́ práci o metodě sémantických tabel. V roce 1959 Kripke vydává
Completeness Theorem in Modal Logic (1959a), který obsahuje sémantiku a důkaz úplnosti
pro kvantifikovanou S5.

3.4.1 Kripkova prvnı́ sémantika

Předpokládáme neprázdnou množinu D - doménu. Úplné přiřazenı́ nad D je funkce G, která
přiřazuje:

(1) každé individuové proměnné x hodnotu G(x) ∈ D,

(2) každé výrokové proměnné p pravdivostnı́ hodnotu G(p) ∈ {>,⊥},

(3) každému n-árnı́mu predikátu P hodnotu G(P)⊆ Dn.

G je možné chápat neformálně jako aktuálnı́ svět. I Kripke interpretuje nutnost jako prav-
divost ve všech možných světech, ale množina možných světů K může být zcela libovolná.

Model nad D je uspořádaná dvojice M =<G,K >, kde K je množina úplných přiřazenı́ nad D

taková, že G ∈ K a všechna přiřazenı́ v K přiřazujı́ individuovým proměnným stejné hodnoty
jako G. Potom je možné definovat pravdivost ve G (vzhledem k M) rekurzivně:

(1) G |= P(t1, ..., tn) ⇔< G(t1), ...,G(tn)>∈ G(P),

(2) G |= p ⇔ G(p) =>,

(3) G |= (t1 = t2) ⇔ G(t1) = G(t2),

(4) G |= ¬ϕ ⇔ G 2M ϕ ,

(5) G |= (ϕ → χ)⇔G 2 ϕ nebo G |= χ ,

(6) G |= ∀xϕ⇔pro každý prvek a ∈D, G |= ϕ(a/x), kde ϕ(a/x) je formule vzniklá
z ϕ ve dvou krocı́ch. Nejprve pokud ϕ obsahuje libovolnou podformuli tvaru
∀aψ , která obsahuje volně x, nahradı́ se v nı́ proměnná a takovou proměnnou z,
která se v ϕ neobjevuje. Potom když už se v ϕ žádná taková neobjevuje, všechny
volné výskyty x se nahradı́ a.

(7) G |=�ϕ⇔pro každé ohodnocenı́ H ∈ K, H |= ϕ .
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Formule ϕ je pravdivá v modelu M vzhledem k G právě tehdy, když G |= ϕ . Je platná nad D
právě tehdy, když je pravdivá ve všech modelech nad D a univerzálně platná právě tehdy,
když je platná nad všemi neprázdnými množinami D. K definici platnostı́ Kripke dodává:

Ve snaze vytvořit definici univerzálnı́ logické platnosti, se zdá reálné předpoklá-
dat nejen to, že univerzum diskurzu může obsahovat libovolný počet prvků a že
predikátům mohou být přiřazeny jakékoli dané interpretace v aktuálnı́m světě,
ale také to, že jakákoli kombinace možných světů může být propojena s reálným
světem vzhledem k nějaké skupině predikátů. Jinými slovy, je možné předpo-
kládat, že žádná dalšı́ omezenı́ na D, G a K, mimo standardnı́ho, aby D nebylo
prázdné, nejsou potřeba. Tento předpoklad vede přı́mo k našı́ definici univerzálnı́
platnosti.18

Kripke, stejně jako Hintikka před nı́m, klade pouze minimálnı́ požadavky na množinu úplných
přiřazenı́ K a nechává jı́ lišit se model od modelu. Na proti tomu Carnap, Kanger i Montague
požadovali, aby byla daná pro každý model a obsahovala právě všechny možné popisy stavů,
všechny domény či všechny prvořádové modely nad danou doménou.

Současně s tı́m definuje jinak i univerzálnı́ platnost, ne jako pravdu ve všech světech z ma-
ximálnı́ struktury světů, ale jako pravdu přes všechny jejı́ podmnožiny. Nenı́ zde tedy spojená
platnost a nutnost - nutnost je relativnı́ pouze k jednomu modelu s libovolnou K, zatı́mco
platnost se vztahuje k potenci všech možných úplných přiřazenı́. Interpretace � jako logické
nutnosti na libovolně zvolené množině ohodnocenı́ působı́ sice neintuitivně, ale právě povo-
lenı́ nestandardnı́ch modelů mu umožnilo dokázat větu o úplnosti, protože množina platných
sentencı́ v standardnı́ch sémantikách pro logickou nebo analytickou nutnost obecně nenı́ re-
kurzivně spočetná.

3.4.2 Důkaz úplnosti kvantifikované S5

Větu o úplnosti Kripke dokazuje pomocı́ metody sémantických tabel od Betha, kterou rozšı́řil
pro modálnı́ operátory. Formule ψ je sémantický důsledek formulı́ ϕ1, ...,ϕn právě tehdy,
když je formule ϕ1∧ ...∧ϕn→ ψ univerzálně platná. K ověřenı́ toho, že ψ nenı́ sémantický
důsledek tedy stačı́ mı́t model ve kterém platı́ ϕ1, ...,ϕn a neplatı́ ψ . To lze reprezento-
vat tablem, které má v levém sloupci, kam patřı́ pravdivé formule, ϕ1, ...,ϕn a v pravém

18[Kripke, 1959a, s. 3]
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mezi nepravdivými ψ . Tablo je dále stavěno pomocı́ pravidel, které odpovı́dajı́ definici lo-
gických spojek - např. pokud se ¬ϕ objevı́ v jednom sloupci, je ϕ zaznamenáno do druhého
sloupce. Pro některé spojky, jako napřı́klad v přı́padě konjunkce v pravém sloupci, je nutné
tablo rozdělit na dvě, které budou mı́t každé v pravém sloupci jednoho člena konjunkce.
Pro modálnı́ formule Kripke zavádı́ následujı́cı́ pravidla:

Y l. Pokud �ϕ se objevı́ v levém sloupci tabla, dáme ϕ do levého sloupce každého
tabla v množině.

Y r. Pokud se �ϕ objevı́ v pravém sloupci tabla, zavedeme nové pomocné tablo s ϕ

v pravém sloupci.

Tablo je uzavřené právě tehdy, když se nějaká formule objevı́ v obou jeho sloupcı́ch, nebo
když se formule formy a = a objevı́ na pravé straně. Množina tabel je uzavřená právě tehdy,
když obsahuje uzavřené tablo. Kripke postupně ukazuje, jak ze sémantických tabel vystavět
model svojı́ sémantiky. Velmi zjednodušeně řečeno, dokazuje, že tablo použité k ověřenı́ toho,
že ψ je sémantický důsledek formulı́ ϕ1, ...,ϕn, je uzavřené právě tehdy, když ϕ1, ...,ϕn � ψ

a současně je uzavřené právě tehdy když v S5 ϕ1, ...,ϕn ` ψ , dohromady tedy korektnost
a úplnost svojı́ sémantiky vůči S5.

Jiné systémy než S5 v této práci Kripke nezkoumá, ale v poslednı́ch větách slibuje po-
kračovánı́, které bude zaměřeno na alternativnı́ sémantiky a jejich porovnánı́, včetně zkou-
mánı́ kontroverznı́ch vět jako jsou formule Barcanové nebo princip nerozlišitelnosti iden-
tických. Sice se v této práci neobjevila binárnı́ relace mezi modely, ale jak Kripke později
uvedl, myšlenka na jejı́ použitı́ ho napadla krátce po jejı́m vydánı́ při zkoumánı́ podmı́nek
pro spojovánı́ tabel v různých podsystémech S5.

Také ještě koncem roku 1959 Journal of Symbolic Logic otisknul abstrakt plánovaného
článku, ve kterém oznamuje dostupnost ,,vhodné modelové teorie”19 a vět o úplnosti pomocı́
metody tabel pro Lewisovy systémy S2, S3, S4, S5; Feys/von Wrightův systém T/M; různé
Lemmonovy E-systémy; dále systémy napůl mezi S2 a T; systémy obsahujı́cı́ Brouwerův
axiom; S6, S7, S8; různé systémy deontické logiky a modifikace ve směru Priorova Q. Ještě
v abstraktu Kripke poznamenává, že: ,,Pro systémy založené na S4, S5 a M, podobná práce
byla udělána nezávisle a dřı́ve K. J. J. Hintikkou.”20

19[Kripke, 1959b, s. 323]
20[Kripke, 1959b, s. 324]
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3.4.3 Změny

Vydánı́ těchto slı́bených systémů se ale dost opozdilo důsledkem toho, že na podzim roku
1958 Kripke začal studovat na Harvardské univerzitě. Toto prostředı́ nebylo jeho výzkumu
přı́liš nakloněno a někteřı́ učitelé mu doporučovali soustředit se na matematiku a zkoumánı́
modálnı́ logiky zanechat. Jeho dalšı́ pracı́ bylo proto až Semantical Analysis of Modal Logic

I (1963), která byla zaměřena na výrokové normálnı́ logiky a Kripke v nı́ dokázal korekt-
nost a úplnost T, S4, B a S5. Krátce poté vydal ještě Semantical Considerations on Modal

Logic (1973, prvnı́ vydánı́ 1963), kde svoje výsledky rozšiřuje pro kvantifikované verze
těchto logik. Jsou to právě tyto sémantiky, které jsou chápána jako prvnı́ opravdové sémantiky

možných světů a které se staly standardem nejen pro modálnı́ logiku.
V Kripkových článcı́ch z roku 1963 jeho teorie prodělala několik podstatných změn.

Hlavnı́ Kripkova inovace se týká pojetı́ množiny možných světů K. Kripke opouštı́ představu,
že by K měla být jakýmkoli souhrnem přiřazenı́, ohodnocenı́, nebo prvořádových modelů.
Vadı́ mu, že v této definici možné světy a úplná přiřazenı́ splývajı́ a tedy nemohou ,,být dva
světy, ve kterých by byla stejná pravdivostnı́ hodnota přiřazená každé atomické formuli.”21

Tento předpoklad je podle něj vhodný pro S5, ale ne pro modálnı́ logiky obecně.
Nově je tedy K libovolná množina, na které je definována interpretačnı́ funkce, která

přiřazuje vhodnou sémantickou hodnotu mimologickým symbolům relativně ke každému
prvku K. Kripke se nesnažı́ podat definici pojmu možný svět, ale určité obecné vysvětlenı́
je vidět z jeho přı́stupu - možný svět může být cokoli, na čem je možné rozlišovat pravdi-
vostnı́ hodnotu modálnı́ch formulı́.

Toto oddělenı́ prvků K a ohodnocenı́ bylo zásadnı́ pro spojenı́ modelově-teoretických
sémantik a algeber modálnı́ logiky a dále otevřelo dveře k obecnému zvažovánı́ modálnı́ch

rámců, tj. množin světů s relacı́ dosažitelnosti mezi nimi. A to je právě druhá změna v Krip-
kově sémantice - zavedenı́ binárnı́ relace.

Je zde ale rozdı́l od pojetı́ binárnı́ relace u Kangera, Hintikky nebo Montaguea, které
přiřazuje vždy jednomu modálnı́mu operátoru pevně stanovenou relaci dosažitelnosti, zatı́mco
Kripke ji nechává se lišit od jedné modelové struktury k jiné. Operátor nutnosti je tedy
u něj možné chápat spı́š jako mimologický symbol s různými interpretacemi. Neformálně
vysvětluje Kripke binárnı́ relaci takto:

Jsou-li dány jakékoli dva světy H1, H2 ∈ K, čteme ,,H1RH2” jako H2 je ,,možný
vzhledem k H1”, ,,možný v H1” nebo ,,spojený s H1”; to znamená, že každý
výrok pravdivý v H2 je možný v H1. Tedy ,,absolutnı́” pojem možného světa
v [Kripke, 1959a] (kde každý svět byl možný vzhledem ke každému dalšı́mu)

21[Kripke, 1963, s. 69]
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ustupuje relativnı́mu pojmu, jednoho světa možného vzhledem k jinému. Je jasné,
že každý svět H je možný vzhledem k sobě; to jednoduše řı́ká, že každá pravdivá

věta v H je i možná v H. Ve shodě s tı́mto modifikovaným pohledem na ,,možné
světy” ohodnocujeme formuli A jako nutnou ve světě H1, pokud je pravdivá
ve všech světech možných vzhledem k H1... Duálně, A je možné v H1 právě
tehdy, když existuje H2 možný k H1, ve kterém je A pravdivé.22

Kripke v [Kripke, 1963] pozoruje, jak je možné různé modálnı́ axiomy simulovat kladenı́m
požadavků na relaci mezi nimi. Např. tranzitivita - kdy z H1RH2 a H2RH3 plyne H1RH3?
H1RH3 znamená, pro jakoukoli ϕ pravdivá v H3, ♦ϕ je pravdivá v H1. Ale z předpokladu
plyne, že pro jakoukoli ϕ pravdivou v H3, ♦ϕ je pravdivá v H2 a pro jakoukoli ϕ pravdivou
v H2, ♦ϕ je pravdivá v H1 a tedy, že pro jakoukoli ϕ pravdivou v H3, ♦♦ϕ je pravdivá v H1.
Relace R je tedy tranzitivnı́ právě tehdy, když ve struktuře platı́ axiom ♦♦ϕ → ♦ϕ .

Podobně je možné si zpětně všimnout, že v Kripkově sémantice z roku 1959 by uni-
verzálnı́ relace mezi všemi prvky K odpovı́dala právě charakteristickému axiomu S5 ♦ϕ →
�♦ϕ . Jak ukazuje později, stejně tak dobře ho lze simulovat pomocı́ relace ekvivalence. Do-
kazuje totiž, že stačı́ omezit pozornost na modely, které jsou spojené, tj. všechny světy jsou
spojeny s aktuálnı́m opakovaným použitı́m relace R a v takových modelech tyto dvě relace
splývajı́. Tı́m se otevı́rá možnost k modelovánı́ různých modálnı́ch sémantik množiny po-
mocı́ relace R.

3.4.4 Sémantiky z roku 1963

Kripke také hned v [Kripke, 1963] tato zkoumánı́ aplikuje na výrokové normálnı́ modálnı́
logiky. Pro nejjednoduššı́ z nich T Kripke definuje normálnı́ modelovou strukturu jako uspo-
řádanou trojici (G,K,R), kde K 6= /0, G∈K, a R je reflexivnı́ relace na K. Sémantiky ostatnı́ch
normálnı́ch modálnı́ch logik se potom tvořı́ přidánı́m dalšı́ho požadavku na relaci R - tranziti-
vity pro S4, symetrie pro B a ekvivalence pro S5. Pomocı́ metody sémantických tabel Kripke
dokazuje korektnost a úplnost. Také ukazuje rozhodnutelnost těchto systémů.

V této práci Kripke dále rozvı́jı́ analogii s algebrami Jónssona a Tarského. K tomu účelu
definuje propozici jako funkci funkci ρ : K→{>,⊥} ze světů do pravdivostnı́ch hodnot. Ty
se potom dajı́ uskupit do matic, které v podstatě odpovı́dajı́ modálnı́m algebrám všech pro-
pozic, které dávajı́ hodnotu >. Kripke tvrdı́, že algebraickou analogiı́ své vlastnı́ sémantické
metody nezávisle na Jónssonovi a Tarském dokázal hlavnı́ teorém Boolean Algebras with

22[Kripke, 1963, s. 70]

47



Operators (1951), ale důkaz nepublikuje. Závěrem práce si všı́má možnostı́ definovat dalšı́
nové systémy, např. vynechánı́m požadavku na reflexivitu relace R, který odpovı́dá opuštěnı́
modálnı́ho axiomu �A→ A a nehodı́ se tak pro deontické logiky.

Zde se ale vı́c zaměřı́me na jeho druhou práci z téhož roku Semantical Consideration on

Modal Logic, ve které se objevuje prvnı́ verze modernı́ sémantiky možných světů pro pre-
dikátovou logiku s identitou, ve které je navı́c pojem možného světa explicitnı́ složkou sé-
mantické teorie. Věnuje se v nı́ opět normálnı́m logikám T, S4, B a S5, ale predikátovým.

Na rozdı́l od své rané sémantiky, ve které Kripke předpokládal konstantnı́ domény, nynı́
se mohou některá individua vyskytovat pouze v některých možných světech. Proto definuje
funkci ψ , která přiřazuje každé H ∈ K množinu objektů, které existujı́ ve světě H. Řı́ká, že
je to přirozenějšı́, protože “ve světech jiných než je tento, mohou chybět některé existujı́cı́
individua a některá nová jako Pegas se mohou objevit.”23 Potom je možné definovat kvantifi-

kovanou modelovou strukturu pro jazyk L jako pětici 〈G,K,R,D,ψ〉 o které platı́, že:

(i) K je neprázdná množina možných světů;

(ii) G ∈ K (aktuálnı́ svět);

(iii) R⊆ K×K je relace dosažitelnosti;

(iv) D je neprázdná množina - doména objektů;

(v) ψ je funkce z K do podmnožiny D a platı́ D =
⋃

H∈K ψ(H), tj. každý objekt
existuje alespoň v jednom světě.

K definici modelu je potřeba definovat interpretaci mimologických symbolů, každý n-árnı́
predikát určuje určitou množinu n-tic v každém světě - svojı́ extenzi. Co ale v přı́padě, kdy
predikát má být vyhodnocen na objektu, který v daném světě neexistuje? Na rozdı́l od Hin-
tikky a Priora, Kripke řı́ká, tvrzenı́ obsahujı́cı́ volné proměnné má pravdivostnı́ hodnotu
v každém světě pro každé ohodnocenı́ jeho volných proměnných a přitom předpokládá, že
na neexistujı́cı́ch individuı́ch je takový výrok nepravdivý. Bylo by sice možné požadovat, aby
predikáty byly definované pouze na prvcı́ch daného světa, ale potom by selhávalo pravidlo
substituce.

Kvantifikovaný model M je uspořádaná dvojice 〈S, I〉, kde S = 〈G,K,R,D,ψ〉 je kvantifi-
kovaná modelová struktura a I je funkce, která v každém světě H přiřazuje každému n-árnı́

23[Kripke, 1971, s. 65]
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predikátové konstantě P ∈ L podmnožinu I(H,P)⊆ Dn a každé individuové konstantě c ∈ L

prvek I(c)∈D. Individuové konstanty jsou brány jako rigidnı́ designátory, tj. majı́ přiřazenou
denotaci světově-nezávislým způsobem. Ohodnocenı́ g definujeme jako funkci, která každé
proměnné x přiřazuje g(x) ∈ D. Pro každý term t definujeme M(t,g) jako g(t), pokud je
t proměnná a I(t), pokud t je individuová konstanta.

Na základě těchto pojmů je možné definovat, že formule ϕ je pravdivá ve světě H v mo-

delu M a při přiřazenı́ g (symbolicky H �M ϕ[g]):

1. H �M P(t1,..., tn)[g]⇔ < M(t1,g), . . . ,M(tn,g)>∈ I(H,P).

2. H �M (t1 = t2)[g]⇔ M(t1,g) = M(t2,g).

3. H �M ¬ϕ[g]⇔ H 2M ϕ[g].

4. H �M (ϕ → χ)[g]⇔ H 2M ϕ[g] nebo H �M χ[g].

5. H �M ∀xϕ[g]⇔ pro každé a ∈ ψ(H), H �M ϕ[g(a/x)].

6. H �M �ϕ[g]⇔ pro každé H ′ ∈ K takové , že HRH ′, H �M ϕ[g].

ϕ je pravdivá v modelu M při přiřazenı́ g (symbolicky �M ϕ[g]), pokud ϕ je pravdivá
v aktuálnı́m světě K v modelu M při přiřazenı́ g. ϕ je pravdivá v modelu M (symbolicky
�M ϕ), pokud ϕ je pravdivá v modelu M pro každé přiřazenı́ g. ϕ je pravdivá v modelové

struktuře S, pokud je pravdivá v každém modelu založeném na S. Řekneme, že ϕ je platné

v třı́dě modelových struktur K, pokud ϕ je pravdivé v každé jejı́ modelové struktuře.
Důkaz korektnosti a úplnosti pro tuto sémantiku neuvádı́, tvrdı́ pouze, že důkazy z [Kripke,

1963] na ně mohou být rozšı́řeny. Způsob tohoto rozšı́řenı́ je naznačen v [Kripke, 1965],
ve které dokazuje úplnost sémantiky Heytingova intuicionistického predikátového kalkulu
pomocı́ metody tabel.

Pro ilustraci práce s touto sémantikou předvádı́ Kripke pomocı́ protimodelů, že ani prvnı́
formule Barcanové, ani druhá nejsou platné v S5. V nich právě využı́vá různých velikostı́
domén - formule Barcanové je možné falzifikovat ve strukturách se zvětšujı́cı́mi se doménami.
Může to být napřı́klad model s dvěma světy G s doménou {a} a H s doménou {a,b}, ta-
kových, že Fa je pravdivé v obou světech a Fb nenı́ pravdivé v H. V tomto modelu je prav-
divé (∀x)�Fx, ale ne �(∀x)Fx v G. Pro druhou formuli Barcanové je protipřı́klad kom-
plikovanějšı́ a využı́vá se v něm, že hodnota F(x) je nepravda v přı́padě, že individuum x

neexistuje v daném světě.
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Neplatnost formulı́ Barcanové je ale problematická z toho důvodu, že prvnı́ formule
Barcanové je odvoditelná v kvantifikované S5 a druhá dokonce už v kvantifikované T, jak
dokázal A. Prior. Kripke proto Priorův důkaz přezkoumává a docházı́ k závěru, že Prior
se dopustil chyby, když aplikoval necesitaci na formule obsahujı́cı́ volné proměnné. Kdyby
se volné proměnné mı́sto toho chápaly jako univerzálně vázané, tento krok by nebyl povo-
lený. Necesitace přı́mo otevřené formule bez předchozı́ho uzavřenı́, tvrdı́ Kripke, se rovná
předpokládánı́ toho, co má být dokázáno. Přitom tvrzenı́ otevřených formulı́ je záležitostı́
konvence - formule ϕ(x) s volným x je vždy nahraditelná formulı́ ∀xϕ(x).

Kripke proto trvá na tom, že v jeho teorii je povoleno tvrdit pouze uzavřené formule.
Pro formuli ϕ , která obsahuje volné proměnné, je definován uzávěr ϕ jako formule zı́skaná
z ϕ zavedenı́m univerzálnı́ch kvantifikátorů pro každou volnou proměnnou a znaků nutnosti
v jakémkoli pořadı́ před ϕ . Axiomy predikátové T jsou tedy nově definovány jako uzávěry
následujı́cı́ch schémat:

(0) Všechny pravdivostně-funkčnı́ tautologie

T �ϕ → ϕ

K �(ϕ → ψ)→ (�ϕ →�ψ)

(3) ϕ →∀xϕ , kde x nenı́ volné ve ϕ

(4) ∀x(ϕ → ψ)→ (∀xϕ →∀xψ)

(5) ∀y(∀xϕ(x)→ ϕ(y))

Analogicky zı́skáme kvantifikované S4, S5 a B přidánı́m uzávěru odpovı́dajı́cı́ho axiomů re-
dukce. V těchto systémech platı́ na rozdı́l třeba od Hintikkových pravidlo substituce bez ome-
zenı́. Také tu platı́ zákon identity ∀x(x = x), princip nerozlišitelnosti identických ∀x∀y[x =

y→ (ϕ(x/z)→ ϕ(y/z)) a to i na modálnı́ kontexty ϕ(z) a všechny axiomy teorie kvantifi-
kace.
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Kapitola 4

Jiné interpretace modálnı́ho operátoru

Předchozı́ kapitoly byly věnované předevšı́m aletickým modalitám možnosti a nutnosti, i když
v rámci Hintikkovi a Kangerovi logiky už byly zmı́něné i některé dalšı́ alternativnı́ pojetı́
modálnı́ch operátorů. Kripkovská sémantika umožnila právě tak dobře rozkvět i dalšı́ch in-
terpretacı́ modálnı́ch operátorů. Tato kapitola si klade za cı́l velmi stručně přiblı́žit nejběžnějšı́
alternativnı́ modality, jejich stručnou historii a systémy, které se ukázaly jako vhodné pro je-
jich zkoumánı́.

4.1 Deontické

Význam:

Deontická logika se zabývá normativnı́mi vyjádřenı́mi - povinnostmi, povolenı́mi a zákazy.
Mı́sto operátor � se použı́vá obvykle operátor O (z anglického slova [ought]) a Oϕ je chápáno
jako ,,ϕ je povinné/požadované” a obdobně mı́sto operátoru ♦ se použı́vá operátor P (z ang-
lického slova [permitted]) a formule Pϕ se čte ,,ϕ je povolené/přı́pustné”. Platı́ Pϕ ≡¬O¬ϕ .
Občas je použı́ván i operátor F (z anglického slova [forbidden]), kde Fϕ se definuje Fϕ ≡
O¬ϕ a znamená ,,ϕ je zakázáno”. Zřı́dka se ještě vyskytuje dalšı́ operátor I (z anglického
slova [indifference]), definovaný Iϕ ≡ (¬Oϕ ∧¬O¬ϕ), který se dá chápat jako ,,ϕ je voli-
telné/dobrovolné”.

Historie:

Deontická logika se zpočátku vyvı́jela v závislosti na logice aletické. Jak naznačuje i stejná
vzájemná definovatelnost jejich operátorů, je mezi těmito logikami mnoho analogiı́. Některých
z nich si povšimli už učenci ve čtrnáctém stoletı́, které je tedy možné chápat jako počátky de-
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ontické logiky. V sedmnáctém stoletı́ se jim věnoval G. W. Leibniz, který je nazýval legálnı́

modality [Modalia Iuris]. Také Leibniz navrhoval analyzovat je pomocı́ aletických modalit
a pojmu dobrý člověk [vir bonus], který představuje logickou konstantu - morálně dokonalého
člověka. Toho definuje podle následujı́cı́ch třı́ podmı́nek - Dobrý člověk musı́ (1) dodržovat
pečlivě všechny zákony, (2) chovat se vždy se chová tak, aby nikomu neublı́žil (3) milovat
ostatnı́ lidi, nebo k nim být alespoň shovı́vavý. Potom je povinné definováno jako to, ,,co je
nutné, aby dělal dobrý člověk” a povolené je to, ,,co je možné, aby dělal dobrý člověk.”1

Autorem prvnı́ formálnı́ deontické logiky je Ernst Mally, který roku 1926 vydal po-
zoruhodný systém, která nevycházel z logiky aletické, ale jako prvnı́ ji založil explicitně
na výrokovém kalkulu. Tento systém ale neměl velký vliv na pozdějšı́ vývoj, sám Mally
prohlásil některé teorémy svého systému za podivné, i když obhajitelné. Těžko obhajitelný
byl už teorém Pϕ ↔ ϕ , který dokázal v Mallyho systému Karl Menger.2

Za hlavnı́ho iniciátora rozmachu deontické logiky bývá proto považován až G. H. von
Wright, který v roce 1951 pro ně představil tři výrokové systémy. V nich deontické operátory
nevztahuje na výroky, ale na akty jednánı́, což působilo řadu komplikacı́. Akty jednánı́ a itero-
vané modality nebyly správně vytvořené formule, musel použı́vat dvě sady logických spojek
pro výroky a pro akty, atd. Z Wrightova systému se ale vyvinul dnes nejpoužı́vanějšı́ stan-

dardnı́ systém deontické logiky. Z deontické logiky se dále vyvinula mimo jiné soudnı́ logika
jako napřı́klad Kalinowski (1965).3

Běžné systémy:

Je přirozené, že i v deontických logikách by měl platit axiom K: [Oϕ ∧O(ϕ → ψ)]→
Oψ . Naopak axiom T: Oϕ → ϕ v nich nedává velký smysl a proto bývá nahrazován axio-
mem T’: O(Oϕ → ϕ) , nebo D: Oϕ→ Pϕ , který ve svém ekvivalentnı́m tvaru ¬(OA∧O¬A)

ukazuje bezespornost systému. Standardnı́ deontická logika KD jsou axiomy K, D, všechny
tautologie daného jazyka, modus ponens a necesitace, která sice v deontickém pojetı́ znı́
možná trochu podivně, ale jinak je zcela neproblematická. KD se také někdy řı́ká deon-

tické T. Obdobně existuje i deontické S4 - KD4 a deontické S5 - KD4E, kde E je axiom
Pϕ → OPϕ . Okolo deontických systémů se stále objevuje mnoho komplikacı́, tzv. paradoxů

deontické logiky. Mezi ně patřı́ třeba Paradox dobrého samaritána, Chisholmův paradox, nebo
Rossův paradox. Ten má formu Oϕ → O(ϕ ∨ψ) a je dokazatelný už v logice K. Při vhodné
interpretaci se ale jeho protiintuitivnı́ zněnı́ vytrácı́.

1[Lenzen, 2005, s. 21, 22]
2Vı́ce informacı́ o Mallyho systému, včetně přı́čin chyb v jeho systému a způsobů jak je napravit, lze najı́t v

[Lokhorst a Goble, 2004]
3[Piéraut Le-Bonniec, 1980, s. 26]
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4.2 Epistemické

Význam:

Epistemické modality se zabývajı́ reprezentacı́ znalostı́. Použı́vá se v nich obvykle operátor
K (z anglického slova [know]), a to bud’ ve všeobecném pojetı́ Kϕ jako ,,K je všeobecně
známé”, ,,K je známo jako pravdivé”, nebo s indexem, který označuje agenta - osobu, na jejı́ž
znalostech se odkazuje. V takovém přı́padě KAϕ znamená ,,A vı́, že ϕ”. Duálnı́ znak ke K je
P a znamená představitelnost, slučitelnost s ostatnı́mi znalostmi, ale přı́liš často se nevyužı́vá.

Historie:

Historie epistemické logiky je velice dlouhá.4 Zmı́nky o nı́ lze nalézt v dı́lech Aristotela
a prvnı́ pokusy o formulaci epistemického pojetı́ logického důsledku lze nalézt už v 12. sto-
letı́ u Garlanda a Petera Abelarda. Během středověku se objevovala různá zkoumánı́ vztahu
pravdy k věděnı́ a vı́ře i ve spisech významných učenců jako byl William Ockham nebo Duns
Scotus, byla zkoumána i problematika iterovaných modalit nebo substituovatelnost do inten-
zionálnı́ch kontextů. Za nejplodnějšı́ středověké obdobı́ epistemické modálnı́ logiky bývá
označováno 15. stoletı́, kdy byla rozvı́jena zejména v Padově a dalšı́ch severoitalských uni-
verzitách v pracı́ch Pavla z Benátek [Paulus Venetus], Pavla z Pergoly [Paolo da Pergola],
Antonia Frachantiana z Vicenzy a mnohých dalšı́ch.

Zakladatel modernı́ epistemické logiky je Jaakko Hintikka, který v [Hintikka, 1962] po-
prvé exaktně vymezil sémantiku epistemických a doxastických logik pomocı́ modelových
množin. Ale měl početnou skupinu předchůdců - úvahy o větách o vědomosti a o vı́ře se obje-
vujı́ třeba i v pracı́ch Rudolfa Carnapa, Arthura Priora, Hilary Putnama, Nicholase Reschera,
ale předevšı́m Jerzyho Łośe a G. H. von Wrighta. Łoś vyvinul tzv. logiku vı́ry či přesvědčenı́

s operátorem Lxp, který znamená ,,individuum x věřı́ výroku p”. Pro tento systém stanovil
axiomy, které byly těm Hintikkovým do jisté mı́ry podobné. Hendrik von Wright v [Wright,
1951] podrobuje epistemické modality podrobnému zkoumánı́ a tvořı́ jejich systémy, tak
systémy v kombinaci s modalitami aletickými, nebo existenčnı́mi.

Po Knowledge and Belief se epistemické logiky samozřejmě dále vyvı́jejı́. Hintikka sám
svoji práci převedl do kripkovské sémantiky, dále jsou zkoumány napřı́klad spojenı́ episte-
mických logik s jinými modálnı́mi logiky, logické vlastnosti systémů s množinami agentů,
epistemické vlastnosti tzv. multimodálnı́ch kontextů, atd.

4Vyčerpávajı́cı́ přehled počátků historie epistemické logiky lze najı́t v [Boh, 1993]
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Běžné systémy:

Výroková epistemická logika má několik variant, všechny založené na systému K. Ten obsa-
huje právě všechny tautologie klasické logiky, modus ponens, necesitaci a axiom logické ra-

cionality agenta, čili axiom K: [Kϕ ∧K(ϕ → ψ)]→ Kψ . Ale obvykle je za nejslabšı́ systém
pro epistemické zájmy považován systém T, tj. K + axiom T: Kϕ → ϕ , protože se nezdá ro-
zumné uvažovat i systémy ve kterých má agent znalost nepravdivého výroku. Za nejvhodnějšı́
systém pro epistemické logiky se obvykle bere S4, ke kterému se ve své práci přikláněl i Hin-
tikka, tj. T + axiom 4: Kϕ→ KKϕ , tzv. pozitivnı́ introspekce. Nejsilnějšı́m systémem episte-
mické logiky je S5, který vznikne z T přidánı́m axiomu 5: ¬Kϕ → K¬Kϕ , tzv. negativnı́ in-

trospekce. Tento axiom je, ostatně stejně jako necesitace, asi těžko aplikovatelný na lidského
agenta, nebo umělého agenta, který pracuje v rámci nerozhodnutelné teorie, ale může být
celkem neproblematicky aplikován na umělého agenta, který pracuje s konečným množstvı́m
informacı́. Často se v epistemických logikách pracuje i se systémy mezi S4 a S5 převážně
S4.2–S4.4.

4.3 Časová

Význam:

Časová logika se zabývá reprezentacı́ a úvahám o čase, do jisté mı́ry se jedná o logiku gra-
matických časů. Patřı́ mezi bimodálnı́ logiky, tj. má dva vzájemně nedefinovatelné hlavnı́
operátory - F (z anglického [future]) a P (z anglického [past]). Fϕ, Pϕ tedy znamená ,,Někdy
v budoucnosti nastane ϕ“, respektive ,,Někdy v minulosti nastalo ϕ .“ Z nich jsou stan-
dardnı́m způsobem definovatelné duálnı́ symboly G - vždy v budoucnosti a H5 - vždy v mi-
nulosti. Vedle toho se někdy definujı́ znaky pro ,,vždy“ - Aϕ ≡d f Hϕ ∧ϕ ∧Gϕ a ,,někdy“
- Eϕ ≡d f Pϕ ∨ϕ ∨Fϕ . Všechny je samozřejmě možné spolu řetězit - např. PGϕ znamená
,,Někdy v minulosti nastalo, že vždy v budoucnosti bude platit ϕ .“

Historie6:

Zkoumánı́ časových forem modálnı́ch operátorů se objevovalo už ve starém Řecku v me-
garské a stoické škole nebo u Aristotela a peripatetiků. Konkrétně se jednalo napřı́klad o pro-
blematiku pravdivosti vět o budoucnosti, jako je pravdivostnı́ hodnota věty ,,Zı́tra bude ná-
mořnı́ bitva.” u Aristotela nebo tzv. argument vládce [Master argument], jehož autorem byl

5I tyto symboly byly voleny jako mnemotechnická pomůcka - G reprezentuje ,,it is always Going to be the
case“, tedy česky ,,vždy se tak stane“ a H kvůli ,,it always Has been the case“ - ,,vždy to tak bylo.“

6Podrobnou historii časových logik lze nalézt v [Øhrstrøm a Hasle, 1995]
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pravděpodobně Diodorus Cronus. Časovým modalitám se dále ve středověku věnovali arabštı́
i evropštı́ logikové a vylepšili některé staršı́ postupy.

V modernı́ době zájem o časovou logiku prudce vzrostl v polovině dvacátého stoletı́
ve spojenı́ s pracemi Arthura Priora, který navrhl časovou interpretaci kripkovské modálnı́
sémantiky. V sedmdesátých letech potom poprvé Burstall navrhl aplikace časové logiky
v informatice. Jeho práci potom výrazně vylepšil Amir Pnueli, který ji aplikoval napřı́klad
na ověřovánı́ souběžně běžı́cı́ch programů na několika procesorech. Kromě informatiky má
časová logika mnoho dalšı́ch využitı́ při zkoumánı́ přirozených jazyků nebo v umělé inteli-
genci.

Běžné systémy:

Pro časové logiky je Kripkova sémantika obzvláště přirozená, R si lze jednoduše představit
jako relaci časové následnosti a možné světy jako jednotlivé časové okamžiky. Sémantika F

a G je potom definována stejně jako pro odpovı́dajı́cı́ aletické modality, pro P a H se v definici
R nahradı́ R−1. I na deontické logiky se bez problému dá aplikovat systém K, s axiomem K
a pravidlem necesitace pro obě spojky G i H. K spolu s axiomy ϕ→HFϕ a ϕ→GPϕ tvořı́
tzv. minimálnı́ časovou logiku Kt. Ta je korektnı́ a úplná vůči všem časovým rámcům, tj. krip-
kovským rámcům pro časovou logiku. To se může zdát zvláštnı́, ale Kripke už v [Kripke,
1963] dokázal, že je možné bez újmy na obecnosti předpokládat pouze stromové modely a ty
se pro vyjádřenı́ času zdajı́ ideálnı́.

Dalšı́ systémy pak lze tvořit podle toho, jaké požadavky jsou kladeny na časovou linii.
Např. mezi přirozené patřı́ tranzitivita času, které odpovı́dajı́ axiomy Gϕ → GGϕ 7 a Hϕ →
HHϕ , axiomy Fϕ→ FFϕ a Pϕ→ PPϕ zase platı́ právě tehdy, když je čas hustý, tj. mezi li-
bovolnými časovými okamžiky vždy existuje dalšı́. Naopak časovou diskrétnost je možné
reprezentovat axiomy Fϕ ∧G(ϕ → Fϕ)→ GFϕ do minulosti a Pϕ ∧H (ϕ → Pϕ)→ HPϕ

do budoucnosti. Linearitě do minulosti odpovı́dá axiom FPϕ→ (Pϕ∨ϕ∨Fϕ) a do budouc-
nosti PFϕ → (Pϕ ∨ϕ ∨Fϕ). Dále je možné požadovat, aby časové univerzum byl otevřený
nebo uzavřený interval. Existence počátku a konce se reprezentuje axiomy H⊥∨PH⊥, re-
spektive G⊥∨FG⊥, naopak jejich neexistence pomocı́ axiomů Hϕ → Pϕ a Gϕ → Fϕ .

4.4 Doxastická

Význam:

Doxastické modality se zabývajı́ přesvědčenı́m, vı́rou. Použı́vá se v nich obvykle operátor
B (z anglického slova [believe]) s indexem pro agenta. Tedy BAϕ znamená ,,A věřı́, že ϕ“.

7Většina axiomů časové logiky zde je převzatá z [Kolman, 2005, s. 82]
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Je velmi blı́zká logice epistemické, hlavnı́ rozdı́l je v tom, že v přı́padě BAϕ , nemusı́ být ϕ

pravdivé. V přı́padě použı́vánı́ obou operátorů lze předpokládat Kϕ → Bϕ .

Historie:

Pojmy vı́ry a znalosti byly obvykle zkoumány pohromadě a tedy historii doxastické logiky
lze považovat za shrnutou už v rámci historie epistemické logiky.

Běžné systémy:

Vzhledem k tomu, že vı́ra nemusı́ být nutně pravdivá, nelze v doxastických logikách před-
pokládat axiom T. Obvykle bývá nahrazován axiomem D:¬(Bϕ ∧ B¬ϕ) tedy konzistencı́
agentovi vı́ry. I v doxastických logikách platı́ axiom K: B(ϕ → ψ)→ (Bϕ → Bψ), tzv. axi-

om běžného uvažujı́cı́ho.8 Přirozený je i axiom 4 : Bϕ → BBϕ , někdy nazývaný axiom nor-
málnı́ho uvažujı́cı́ho. Proto nejčastějšı́ systém doxastické logiky je KD4, nebo KD45 ještě
rozšı́řený o axiom 5: ¬Bϕ → B¬Bϕ . KD45, někdy zvaná také slabá S5, je korektnı́ a úplný
vzhledem k množině kripkovských modelů s tranzitivnı́, euklidovskou a sériovou relacı́ do-
sažitelnosti.

4.5 Dokazatelnosti

Význam9:

V rámci logiky dokazatelnosti se nutnost interpretuje jako formálnı́ dokazatelnost v nějaké
axiomatické teorii prvnı́ho řadu. Je zajı́mavá i tı́m, že na rozdı́l od ostatnı́ch modalit má doka-
zatelnost v nějaké stanovené teorii jednoznačně daný význam. Pro jejı́ vyjádřenı́ se použı́vajı́
různé znaky, zde bude použita původnı́ Gödelova výroková spojka B (z německého [beweis-
bar]), Bϕ tedy znamená ,,ϕ je dokazatelné”.

Historie:

Zkoumánı́ dokazatelnosti jako modálnı́ho operátoru začalo v třicátých letech dvacátého sto-
letı́. Kurt Gödel nejprve v recenzi článku Oskara Beckera zpochybnil spojenı́ intuicionistické

8Tyto charakteristiky osoby agenta podle platı́cı́ch axiomů pocházı́ z [Smullyan, 1986]. Mimo již uve-
dených axiomů Smullyan dále uvádı́ přesného uvažujı́cı́ho (vše v co věřı́, je pravdivé, tj. axiom T), nepřesného
uvažujı́cı́ho (alespoň jedna z formulı́, které věřı́ je nepravdivá), domýšlivého (věřı́, že nenı́ taková věta ve kte-
rou by věřil a byla nepravdivá), nebo zvláštnı́ho (věřı́, že je taková věta ve kterou věřı́ a přitom nevěřı́, že v ni
věřı́). Jejich pomocı́ ukazuje doxastickou variantu druhé Gödelovy věty - logika, který nemůže věřit vlastnı́
bezespornosti, aniž by se dostal do sporu.

9Mnoho informacı́ k logice dokazatelnosti lze nalézt v [Boolos a Sambin, 1991]
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a modálnı́ logiky, aby se tohoto problému nakonec sám úspěšně ujal a přitom ještě zjednodušil
původnı́ Lewisovu axiomatiku modálnı́ch logik. Dalšı́m významným představitelem byl M.
H. Löb, který stanovil některé podmı́nky, které je přirozeně požadovat od predikátu dokaza-
telnosti a přitom si povšiml, že jsou dostatečné k důkazu druhé Gödelovy věty. Významný
rozmach nastal v sedmdesátých letech zásluhou G. Boolose a R. M. Solovaye, který dokázal,
že logika dokazatelnosti GL je vhodná pro k zachycenı́ dokazatelnosti v Peanově aritmetice
a následně i v dalšı́ch rozumných teoriı́ch.

Běžné systémy:

Gödelův původnı́ systém byl ekvivalentnı́ S4. Ukázalo se, že logice dokazatelnosti ale nenı́
možné přijmout řadu základnı́ch axiomů modálnı́ logiky včetně axiomu T: Bϕ → ϕ , protože
jeho obecnou platnost vylučuje druhá Gödelova věta. Naopak bezproblémově lze přijmout
axiom K: Bϕ → [B(ϕ → ψ)→ Bψ], který je analogiı́ pravidla modus ponens. Löb dokázal,
že v Peanově aritmetice je dokazatelná i analogie axiomu 4: Bϕ → BBϕ . Standardnı́ lo-
giku dokazatelnost je tedy K4 s Löbovým axiomem : B(Bϕ → ϕ)→ Bϕ, jejı́ž překlad tzv.
Löbova věta je dokazatelná v Peanově aritmetice. Tato logika se nazývá K4W nebo GL
na počest Gödela a Löba a je rozhodnutelná a úplná vůči třı́dě všech tranzitivnı́ch obráceně
fundovaných kripkovských rámců.

4.6 Dalšı́

Vedle již vyjmenovaných existuje mnoho dalšı́ch možnostı́, jak chápat modálnı́ operátory.
V rámci informatiky a úvah nad programy byla vyvinuta dynamická logika, v nı́ �iϕ a ♦iϕ

znamenajı́ ,,vždy po vykonánı́ instrukce i bude platit ϕ”, respektive ,,někdy po vykonánı́ in-
strukce i bude platit ϕ”. V rámci sémantiky má potom každá instrukce i svojı́ vlastnı́ relaci
Ri, která určuje přechody mezi konfigurace při vykonánı́ instrukce. Různé relace je potom
možné řetězit, skládat či iterovat a tak konstruovat složené modality, které odpovı́dajı́ pro-
gramům složeným z jednoduššı́ch instrukcı́.

Mezi chovánı́m kvantifikátorů a modálnı́ch operátorů je mnoho podobnostı́, napřı́klad
jsou stejně vzájemně definovatelné, nebo také pravidla generalizace majı́ také modálnı́ ana-
logii - axiom T. Z toho vycházejı́ existenčnı́ modality, které zkoumal např. H. von Wright
a které se ale nynı́ mezi modality nepočı́tajı́. Podle nich �ϕ znamená ,,ϕ je všeobecné” a ♦ϕ

,,ϕ existuje”. Von Wright zkoumá i jejich spojenı́ s epistemickými modalitami - určitá zna-
lost může být univerzálnı́, přı́stupná pouze omezenému množstvı́ individuı́, nebo jı́ nemusı́
mı́t vůbec nikdo.10

10 [Wright, 1951, s. 3]
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Dále existujı́ dispozičnı́ modality, které se zabývajı́ schopnostmi a potenciály; geomet-

rické modality, které majı́ dvě sady modálnı́ch operátorů pro body (�p,♦p) a přı́mky (�d,♦d).
Pokud A označuje bod, potom �dA znamená ,,každá přı́mka procházı́ bodem A”11. Mezi málo
časté v logice patřı́ ještě napřı́klad axiologické modality, ve kterých modálnı́ operátory repre-
zentujı́ hodnoty jako ,,je dobré, že...”, nebo ,,je špatné, že...”.

11[Dupin, 2010, s. 149]
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Závěr

V této práci byla stručně shrnuta historie vývoje modálnı́ logiky od počátků modernı́ lo-
giky. Byly zde zmı́něni jejı́ zakladatelé a jejich názory na modálnı́ logiku, prvnı́ modálnı́
axiomatiky a sémantiky až k sémantikám možných světů. Vývoj kripkovských sémantik byl
naznačen jak v pracı́ch Saula Kripka, tak některých jeho současnı́ků. Také zde byly krátce
přiblı́ženy různé interpretace modálnı́ho operátoru.

Tento námět je velmi široký na to, aby se vtěsnal do kapacity jedné diplomové práce a za-
sloužil by si jistě dále rozvést. Mezi velmi zajı́mavé a zde opomenuté téma patřı́ napřı́klad
Quineova kritika kvantifikovaných modálnı́ch logik a to, jak se s nı́ Kanger, Montague,
Hintikka a Kripke vypořádali. Samozřejmě ani výčet těchto průkopnı́ků modálnı́ sémantiky
nenı́ zdaleka vyčerpávajı́cı́, za zmı́nku určitě stojı́ dále práce Priora s Meredithem, Geache,
Smileyho, Bayarta a dalšı́ch. Pozoruhodný byl i vývoj modálnı́ch algeber, ve kterých bylo
dosaženo mnoho skvělých výsledků a zde jsou zmı́něny pouze okrajově.
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STRÖM-HINTIKKA, GHITA; LINDSTRÖM, STEN; ŚLIWIŃSKI, RYSIEK (eds.).
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