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Uvod

Tato bakalarska prace se vénuje pojmu Radon-Nikodymova derivace. V prvni
kapitole je seznameni s klicovou Radon-Nikodymovou vétou a souvislost Radon-
Nikodymovy derivace s pojmem derivace miry.

V dalsi ¢asti préace je vyli¢ena aplikace v teorii pravdépodobnosti. Je zde shr-
nuto zavedeni podminéného rozdéleni a také rozebrana problematika spojitého
podminovani jevem nulové pravdépodobnosti. Pomoci podminéného rozdéleni je
také zavedena podminéna stfedni hodnota a jsou zde dokazany jeji zakladni vlast-
nosti. Tato kapitola také ptiblizuje problematiku borelovsky izomorfnich prostort,
na kterych mame zajisténou existenci podminéného rozdéleni. Okrajové se text
zminuje o podminéném rozptylu a podminéné kovarianci.

Posledni kapitola prace je vénovana Wienerové procesu a Brownoveé mostu,
ktery lze pravé pomoci podminéného rozdéleni zkonstruovat z Wienerova procesu.

V celé praci se predpokladaji zdkladni znalosti z teorie miry, pravdépodobnosti
a statistiky.



Kapitola 1

Radon-Nikodymova derivace

1.1 Radon-Nikodymova véta

V této kapitole je uvedena Radon-Nikodymova véta véetné dikazu a nékterych
jejich vlastnosti. V celé této ¢asti se budeme pohybovat na métitelném prostoru

(X, A).

Definice 1.1
Necht p je o-konefna mira na A, A je komplexni mira na 4. Necht plati

A=A+ Ay, A<y, A Lo,
Pak miry A\, a Ay nazyvame Lebesgueovym rozkladem miry \.
Poznamka

Pro komplexni funkci f = f, +if, zavedeme znadeni f € L'(u)?, pokud pro
realné funkce plati fi, fo € L'(p).

Definice 1.2
Necht u je o-kone¢né mira na A, A je komplexni nebo znaménkova mira na
A. Funkci h € L'(u)? nazveme Radon-Nikodymovou derivaci miry A\ vzhledem

k mife p (znacime také %), pokud spliije, ze

M@z/h@,EeA
E

Lemma 1.1
Necht p je konetna mira na (X,.A), f € L'(1) a nechf —oco < a < b < oo.
Necht plati

1
A = du € la,b], E €A, E) > 0.
o) = [ f el w(E)
Potom f(x) € [a,b] pro skoro vSechna z € X.

Dikaz
Oznacime G := R\ [a, b], pak G je oteviena. Zvolme r > 0 a zy € R a definujme
mnozinu B jako uzaviené okoli bodu zy o poloméru r, tedy

B :={z€eR,|z— 2| <r}.
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Nyni sta¢i dokézat, ze pokud B C G, pak u(f~!(B)) = 0. Ozna¢ime E = f~1(B)
a budeme dokazovat sporem. Necht tedy B C G a u(E) > 0. Pak

IAE(f)—Zolz'ﬁ/}gfdﬂ—ﬁ/;odu'Z'ﬁé(f—Zo) dﬂ‘é

5 ),
<L [lr—zldu<r
(B J, =l

neboli Ag(f) € B C R\ [a,b]. Coz se spor s predpokladem Ag(f) € [a, b].
0

Tvrzeni 1.2
Lebesguetiv rozklad A = A\, + A; a Radon-Nikodymova derivace h jsou pro
dané miry g a A urceny jednoznacné.

Dikaz
Nejprve ovéfime jednoznac¢nost Lebesgueova rozkladu. Vyuzijeme zde jedno-
znacnosti Radon-Nikodymovy derivace h, kterou pak ovérime ve druhé ¢asti di-
kazu. Necht A = X, + A, je jiny Lebesguetv rozklad, necht B, B’ jsou mnoziny
takové, ze
1(B) = u(B') =0,
MN(E)=XNENB), MN(F)=XNFEnNB'), FEeA.

Potom pro C'= B U B’ plati, ze u(C') = 0. Z predpokladu mame, Ze
As(E) +/ h dp=MNE)=X(FE) +/ hdu, F €A
E E
Tedy A\s(F) = N.(F) pro kazdé E € A, a tudiz A\, = \,.
Nyni dokadZeme jednozna¢nost Radon-Nikodymovy derivace. Necht h a A’ jsou

dvé Radon-Nikodymovy derivace %. Definujeme funkci g := h — h’. Podle Lem-
matu 1.1 pak plati

Ap(g)=0 = g=0swv., EeA u(E)>0.

Aple) =~z [ =m0y du == [ = = [ =
A

Lemma 1.3
Necht u je o-kone¢na mira. Pak existuje w € L'(u), 0 < w < 1.

Véta 1.4 (Rieszova véta o reprezentaci)
Necht F' je spojity linedrni funkcionél na Hilbertové prostoru H. Potom exis-
tuje pravé jeden prvek y € H takovy, ze F(z) = (z,y), x € H.



Poznamka
Diikazy Lemmatu 1.3 a Véty 1.4 v této préaci vynechame, lze je nalézt v lite-
ratufe, napt. v Rudinové knize [6].

Véta 1.5 (Radon-Nikodymova véta, Lebesguetiv rozklad)
Necht u je o-koneénd mira na A, A\ je konecna mira na A. Potom existuje
Lebesguetv rozklad miry A = A\, + A\s a Radon-Nikodymova derivace

L d),

h .
dp

Dikaz
Necht w je funkce z Lemmatu 1.3, definujeme pomocnou miru v := X\ + wp,
tedy

z/J(E):)\(E)jL/Ew du, E € A.

Pak v je kone¢na mira. Pro f > 0 méfitelnou plati:

wa:wa+meM

Necht f € L*(v), oznaéime ¢ := /(X)) < oo, pak z Holderovy nerozvnosti
dostaneme odhad:

/dex‘s/xm < [ 15t < (/XW dw);(/xﬁ dw)chHsz,

zarucujici spojitost linearniho funkcionélu

fH/de)\.

Z Rieszovy véty o reprezentaci vime, Ze existuje g € L*(¢) takovy, Ze

/deAz/ngd@z)z/ngdH/ngwdu, (1)

specialné pro f = 1g, F € A, ¥(FE) > 0 plati:

=

\E) = [gdv = os@égdw:%s1.

Podle Lemmatu 1.1 plati, ze 0 < g(z) < 1 pros.v. x € X, BUNO piedpokladejme,
ze 0 < g(z) <1 vSude.
Z (1) plyne, ze

Ja-orav= [ fooan rerw 2)

X X

Definujeme A := {g < 1}, S :={g = 1}, potom A, S € A, AN S = (), definujeme
ME)=XMANE), MNE)=XSNE), EcA,
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a dosadime do (2) f = 1g, pak
0:/1wdu = wS)=0 = XL
s
Dosadime do (2) f=(1+g+¢*+...+¢")1lg, n €N, E € A, pak

/(1—g"+1)dA:/g(1+g+g2+---+g")wdu- (3)
E E

Je-li x € S, pak leva strana (3) je rovna 0. Navic pro x € A plati ¢g"(z) N\, 0, tedy
limita levé strany (3) je rovna A(E N A). Definujeme

hi=g) g'wly,
n=0

pouzijeme Lebesgueovu vétu.

lim g(1+g+g2+...+g")wd,u:/hd,u,

M\o(E) :/hdu, EcA
B
navic A\o(X) = [ h dp < oo, tedy h € L*(p).
U

Poznamka

Obecnéji lze dikaz Radon-Nikodymovy véty rozsitit pro A komplexni, pak
muzeme rozepsat A = A\, +);, kde A\, a \; jsou realné miry, které mizeme rozlo-
zit na kladné a zaporné ¢ésti. Pro ty uz plati vyse uvedené véta.

Pro znaménkovou miru A provedeme analogické kroky, zde ale vyuzijeme
Hahntv rozklad A = A\; — As.

1.2 Derivace miry

V' nasledujici sekci se podivame na derivaci miry a ukdzeme si jeji souvislost
s Radon-Nikodymovou derivaci. V celé této kapitole se pohybujeme na prostoru
(R*, B(R¥)) a symbolem \ budeme oznadovat Lebesgueovu miru na tomto pros-
toru. Také budeme uZivat oznaceni B(r,z) pro otevienou kouli v R¥ o poloméru
r, tedy B(r,z) = {y € R¥; |y — x| < r}.

Definice 1.3
Necht p je komplexni borelovskd mira v R¥, pak derivaci miry definujeme

predpisem Bz )
o u(B(x,r
(D)) = Sm ey

pokud tato limita existuje.



Poznamka
Pro pozdéjsi ucely si definujeme tzv. maximéalni funkci Mpu. Pro nezdpornou
miru ji definujeme predpisem

M@om>=&m(ﬁgﬁﬂiﬁ),

r>0

pro komplexni miru je maximélni funkce rovna maximéalni funkci variace miry

|l
Pro f € L'(R¥) definujeme maximalni funkci M f : R¥ — [0, oo] jako

490 =38 (5577 1)

Lemma 1.6
Necht {B(z;,7;)} je koneény systém otevienych kouli v R¥ i = 1,...,n, necht
W = UZJL B(z;, ;). Potom existuje S C {1,..., N} takova, ze plati

a) B<~ri7ri) mB(‘T]aTJ) = (Z)a pro i 7£.77 Zaj S 57
b) W C U,es B(w:,3r:),

c) A\(W) <3857 AN(B(xy,13)).

i€s
Dikaz

Sefadime koule B; := B(z;,1;) tak, aby r1 > 1y > ... > ry, polozime i; = 1.
Vytadime vsechny koule B;, pro které¢ B; N B; # (.

Necht B;, je prvni koule ze zbyvajicich, pokud takové existuji. Vyfadime
vSechny koule Bj, pro které j > iy a B; N By, # (. Oznac¢ime prvni kouli ze
zbyvajicich B;, a opakujeme déle.

Protoze postup se zastavi po konetné mnoha krocich, ziskdme kone¢nou mno-
zinu S = {iy, 19, ...}. Pak a) plati z postupu, jakym jsme vytvorili S. Pro kazdou
vyfazenou kouli plati B; C B(x;, 3r;) pro nékteré i € S, nebot vime, ze

r'<r, B@@,r)yNnB(x,r)#0 = B(,r") C B(x,3r),

tedy plati b). Navic A(B(x,3r)) = 3*\(B(x,7)) v R*, tedy c¢) plyne z b).

Véta 1.7
Necht p je komplexni borelovska mira v R*, a > 0, potom plati, Ze

A{x € BY (Mp)(x) > a}) = M{Mp > a}) < 35~ ]|
kde [|u]] = |ul(RY).

Dikaz
Necht K C {Mp > a} je kompaktni. Kazdy bod z € K je stfedem oteviené
koule B, pro niz |pu|(B) > aA(B).



Protoze K je kompaktni mnozina, pak existuje konecny systém téchto kouli,
ktery K pokryva. Z pfedchoziho Lemmatu 1.6 méme, Ze pro disjunktni podsystém
{Bh BQ, NN Bn} plati

ME) <35 AB) <3y ul(Bi) < 3% |ul.
i=1 i=1

Nyni prejdeme k supremu pres vSechny K kompaktni mnoziny, tedy dostdvame,
7e
A{Mp > a}) < 3=l

Poznamka
Je-li f € LY(R¥), @ >0a FE = {|f| > a} pak plati:

MIf > at) < a7 HIflh-

Definice 1.4
Necht f € LY(R¥), x € R* pak z nazveme Lebesgueovyim bodem funkce f,
pokud plati:

. 1
tim < | )= @) ) =0

Poznamka

(i) A(B(z,r)) zavisi pouze na r, nebot Lebesgueova mira je invariantni vii¢i po-
sunuti, tedy muzeme psat pouze A(B,).

(ii) Z definice Lebesgueova bodu vidime, ze kazdy bod spojitosti f je zarovei
Lebesgueovym bodem. Pokud se zamyslime, nad interpretaci vztahu v defi-
nici, jsou to takové body, ve kterych funkce neosciluje pfilis mnoho z hlediska
pruméru.

Véta 1.8
Necht f € LY(R¥), potom skoro kazdy bod x € R* je Lebesguetiv bod f.

Dikaz
Necht x € R* a r > 0. Definujeme

(Tf)(x) = @ / L@l

(T'f)(x) = limsup(7; f)(x).
r—0
Chceme dokazat, ze T'f = 0 skoro vSude. Necht y > 0, pak pro n € N existuje
funkce g € C(R*) takova, ze ||f — g|l; < £. Polozme h = f — g.
Funkce g je spojita, tedy T'g = 0, a protoze plati:

TG < 357 [, D+ R,




pak také Th < Mh+|h|. Protoze T,.f < T,g+T.h, dostavame, ze T'f < Mh+|h|,
tedy plati:
{Tf>2y} C {Mh >y} U{lhl >y}.

E(y,n)

Protoze ||h||; < %, pak z predchozi Véty 1.7 a Poznamky za ni plyne, ze

3k 4+ 1
\NE < .
(E(y,n)) < o

Leva strana nezavisi na n, tedy
{Tf>2y}C () Ely,n),
n=1

navic plati, ze (), —, E(y,n)) = 0, tedy existuje méfitelnd mnozina N, pro
kterou A(N) = 0. Ale Lebesgueova mira je uplna, tedy A({T'f > 2y}) = 0 pro
kazdé y > 0, takze T f = 0 skoro vSude.

0

Véta 1.9
Necht p je komplexni borelovskd mira na R*¥ a ;1 < \. Necht f je Radon-
Nikodymova derivace 3—’)‘\. Potom derivace miry Du = f skoro vSude a plati:

W(E) = /E(D/L) d\, E € B(RF).

Dikaz
Necht z je Lebesgueuv bod funkce f, pak plati:

1 L n(Blar)
fe) =1 318, /B(m F =l X B,

tedy (Dp)(x) existuje a je rovna f(z). Toto plati dle Véty 1.8 skoro vude.

1.3 Vypocet Radon-Nikodymovy derivace

Nyni si formulujeme a dokdzeme vétu, kterd nam dava alternativni postup pro
vypocet Radon-Nikodymovy derivace.

Véta 1.10
Necht F' je zprava spojita, neklesajici funkce na R, necht pup je prislusna
Lebesgue-Stieltjesova mira. Necht h € L'(ur), pak pro up-skoro viechna z € R
plati, ze
. G(z) —G(y)
lim = h(x), 4

kde G(z) = [ _hdF = YT



Dikaz
Pokud pp = 0, pak véta plati trividlné. Necht upr # 0, predpokladejme nej-
prve, ze F' je distribu¢ni funkce, necht U je ndhodna veli¢ina s rovnomérnym
rozdélenim na [0, 1], pak ndhodna veli¢ina Y = F~!(U) ma distribu¢ni funkci F,
kde
FHu) =inf{z € R; F(z) >u}, wue(0,1),

Pak také

Pokud F(z) > F(xz—), pak

LG = Gly) _ Gl) =Gl
- F(a) = Fly)  F(o) - F(am)

pro kterou H'(u) = h(F~(u)) pro skoro viechna u € (0,1). Chceme dokazat,
ze (4) plati pro x = F(u), pro skoro v8echna u € (0,1). Vidime, Ze mnoZina
viech u € (0,1), pro které card(F~'{u}) > 1, je spocetné, nebot kazdy takovy
F~Yu} obsahuje riizné racionaln{ &islo. Navic plati, ze pokud je F~{u} = 0,
pak F(z) > F(x—) pro z = F~(u), coZ je vyFeseno vyse. Pfedpokladejme, Ze
r = F'(u) € R takové, ze card(F~{u}) = 1, F(z) = F(z—) = u a navic
H'(u) = h(F~'(u), pak

G(x) = Gly) _ H(F(x)) = HF()) v rp oy oaie
)~ Fla) - Fly) H'(F(x)) = h(F~\(F(x)))
= h(F~(u)) = h().

Nyni rozebereme piipad, kdy F' je neklesajici, zprava spojita a plati
—00 < F(—00) < F(00) < 0.

Definujeme funkci @ : )
~ F(x) — F(—o0
Fla) = F(00) — F(—0)

Funkce F' je zprava spojitd a neklesajici, navic je to distribuéni funkce. Pro
Lebesgue-Stieltjesovu miru 1z pak plati

up((a,b)) = F(b) = Fla) = - &?—_ﬁg@ .

Necht h € L'(ur), pak

f‘h‘ d/~LF 1
hldyug=—————<o0 = heL (up).
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Potom pro skoro vSsechna x € R plati

f(w] h dF ‘ f(y,ﬂ h dF
h(z) = lim =———— = lim ——————— =
yoa— [(x) — Fy)  voo Fz) = F(y)  voe- F(x) —

Zbyva uz jen situace, kdy F' je neklesajici, zprava spojita a F'(co) — F(—00) = 0.
Definujeme funkce

F.(x)=F((—n)Vz An), neN.
ProtoZe pup, < pp, pak také pro h € L'(ur) plati
/|h| dF, < /|h| dFF = heL'Yug,).

Necht z € R, pak existuje n € N, ze x € (—n,n), navic (4) plati pro F),. Tedy (4)
plati pro F.

O
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Kapitola 2

Podminovani

2.1 Podminéné rozdéleni

V této kapitole se budeme zabyvat podminovanim nahodnych veli¢in. Nez k tomu
ale prikro¢ime, probereme si nejprve zaklady podminovani jevii.

Na prostoru (2,4, P) mame dva ndhodné jevy A a B, pri¢emz plati, ze
P(B) > 0. Pak podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal
jev B definujeme jako

P(ANB)

P(B) -

Pokud jevy A a B jsou nezévislé, pak vime, ze P(AN B) = P(A)P(B), tedy
P(AnB) P(A)P(B)

PUAIB) = =55 = 5 = PA)

P(A|B) = P(B) > 0.

Timto vztahem lze také definovat nezévislost dvou nahodnych jevii s nenulovou
pravdépodobnosti.

Stejné uvahy lze aplikovat rovnéz pro praci s nahodnymi veli¢inami, ovSem
stale jen v pripadé, ze pravdépodobnost podminky je kladna. Necht nahodné
veli¢ina X : (Q,4) — (5, B(95)). Pfedpokladejme nejprve o nahodné veli¢iné Y,
7e mé diskrétni rozdéleni. Pak definujeme podminéné rozdéleni nasledovné

Plx e AY =vy)
Ply=y)

Pokud ale ma veli¢ina Y absolutné spojité rozdéleni, pak vime, ze jednoho bodu
nabyva s nulovou pravdépodobnosti, tedy nelze pouzit stejné tivahy. V nésledujici
¢asti textu definujeme obecny tvar podminéného rozdéleni a rozebereme otézku
jednoznacnosti v piripadé spojitého podminovani. Pro jednoduchost se nejprve
zaméfime na redlnou nahodnou veli¢inu, pozdéji pak vysledky zobecnime.

P(X € AlY =y) = P(Y =y) >0, AeB(S).

Definice 2.1
Necht X : (2, 4) — (5,S5), Y : (2, A) — (H,H) jsou ndhodné veli¢iny.

Podminénym rozdelenim X pii Y = y rozumime funkci
PX|Y:y:SXH_>[071]7 (Bay)HPXD/:y(B)? BGS, yeHa

ktera spliuje:
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e pro kazdé y € H je funkce B — Px|y—,(B) pravdépodobnostni mira v S,
e pro kazdou B € S je funkce y — Py|y—y(B) H-méfitelna v proménné y,

e pokud B € §, C' € H, pak

P(X€B,Y €C) = /CPX|y:y(B) APy (y).

Poznamka

Symbolem L(H) ozna¢ime mnozinu viech H-méfitelnych redlnych ndhodnych
veli¢in, kdykoliv H je o-algebra.

Symbolem L(#,S) budeme déle znac¢it mnozinu vSech nahodnych veli¢in

X:(HH)—(S,S),kde H=JH aS=JS, kdykoliv H, S jsou o-algebry.

Poznamka
Je-li F distribu¢ni funkce, pak G = F'|g je neklesajici, zprava spojita a plati

lim F(z) =1, lim =0.

T—00 T——00

Naopak pokud funkce G : Q — R spliiuje vyse uvedené vlastnosti, pak predpis
F(z) = inf{G(w);z < w,w € Q}
definuje distribu¢ni funkci rozsifujici funkei G.

Poznamka
Necht X € L(A), Y € L(A,H) jsou nahodné veli¢iny. Definujeme miry

uw(B,C)=P(XeBYe(), BeBR), CecH,

Mz = ,u((—oo,x], ')7 r € Q.

Definujeme funkeci F, jako Radon-Nikodymovu derivaci

dpy
Fy(r) = d;y (v), yeH, zeQ.

Plati, ze Py({y € H;3F distribu¢ni funkce, ze F(z) = jl’j; (y),z € Q}) = 1.

Ukazeme, ze funkce F), je neklesajici, zprava spojita a pro jeji limity plati

lim F(z) =1, lim =0.

T—00 T—r—00

Tyto poznatky vyuzijeme v nasledujicim dikazu existence podminéného rozdé-
leni.
Vidime, ze F), je neklesajici skoro jisté, nebot pro z,z € Q, z < z, mame

fe < pe = Fy(z) < Fy(2).
Nyni ukdZeme, Ze F, je spojita zprava skoro jisté. Plati skoro jisté

0<p, <Py = Fyz)e[0,1].
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Necht {x,} je monoténni posloupnost prvki z Q, pak také Fy(z,) je monoténni
a Fy(x,) € 0, 1] skoro jisté. Tedy posloupnost {F}(x,)} je konvergentni.

VOeH: lim P(X<uz,YeC)=lm [ F/(z,) dPy(y) =

n—o0 n—o0 C

:/c lim F,(x,) dPy(y).

n—o0

Tedy z definice Radon-Nikodymovy derivace a F,, mame, Ze skoro jist¢ plati

lim Fy(z,) = F,(lim z,),

n—oo n—oo

takze pro {z,} nerostouci ziskavame spojitost zprava.
Necht z,, — o0, x,, € Q, pak mame, Ze

n—oo

P(X <z, YeC) =2 PYel)= / dPy(y) = / lim F,(x,) dPy(y),
c c
Tedy lim, , Fy(x)|g = 1. Podobné pro z, = —o0, z,, € Q, dostavame

P(ngn,YeC)’H—oo>0:/

CO dPy(y) :/c lim F,(z,) dPy(y),

n——oo
potom lim,_, o Fy(x)|g = 0.

Véta 2.1 (Existence podminéného rozdéleni)
Necht X € L(A), Y € L(A,H) jsou ndhodné veli¢iny. Pak existuje podmi-
néné rozdéleni Pxy—,,.

Dikaz
Pro libovolné B € B(R) a C' € H definujeme miru 4 predpisem

u(B,C)=P(X € B,Y € ().
Pak pro C' € H je funkce B — pu(B,C) koneéna mira na H.
Necht pro z € Q je B, = (—o0, z], ukdzeme, Ze p, := p((—o0,x],-) < Py na
(H,H). Necht C € H takové, ze Py (C) = P(Y € C) =0, pak

Tedy p, < Py na (H,H). Z Radon-Nikodymovy véty vime:

dfiy
Ele(.T) = dPY (y>7 y € H7 T e Q

Definujeme S := {y € H|3 distribuc¢ni funkce F, ze F,(x) = F(z),Vx € Q} € H,
pak z predchozi Poznamky plyne, Ze existuje rozsifeni F, na distribuéni funkei,
tedy Py (S) = 1.

Definujeme pro z € Q funkci

— F,(x), es
£y (@) :{ o), ¢S



Z Radon-Nikodymovy véty plyne:
P(X <zYel)=u(C)= / F,(z) dPy(y), = €Q.
c
Definujeme miru v, nasledujicim vztahem

F,(z), S
vy((—o00,1]) = { Fx(2), 5¢ S

Pak plati, ze F,(x) = v,((—o0,z]), z € Q. Tvrdime, Ze v, = Pxjy—,. Stadi uz jen
ovérit tfi vlastnosti podminéného rozdéleni z definice.

e pro kazdé y € H je v, pravdépodobnost na (R, B(R)), toto plyne z definice

Vy.

e Chceme ukazat, ze pro kazdou B € B(R) je funkce v, (B) € L(H). Nejprve
tuto vlastnost ovéfime na mnozinach B, pro x € Q. Protoze S € H, plati

dfiy
dPy

y = vy(Bz) = 1s(y) = (y) + 1ms(y) Fx (x) € L(H).

Tedy jsme vlastnost ovérili pro systém {B,,x € Q}.

Zaroven ale vime, ze tento systém je uzavieny na konecné pruniky. Nyni se
zameéfime na systém

D ={B e B[R),v,(B) € L(H)}.

Z: definice snadno ovéfime, ze tento systém je Dynkintv. Navic z pfedchoziho
plati, ze {B,,z € Q} C D. Protoze ale

o{B;,z € Q} = B(R),
pak z Dynkinova lemmatu vyplyva, ze v, € L(H) pro kazdou B € B(R).

e Chceme ukazat, ze pro B € B(R),C € H plati:

uw(B,C)=P(X eBYel)= /ny(B) dPy (y).

Pouzijeme stejny postup jako u ptredchoziho bodu, tedy nejprve vlastnost
ovéiime na {B,,r € Q} :

w(B,C)=P(X <z,Ye(l)= /CFy(:c) dPy(y) =

- / vy((—o0, 2]) dPy(y).
C

Nyni definujeme systém

D = {B € BR).u(B.C) = [ v,(B) dPy(w)}

I tento systém je Dynkinuv, jak se muZzeme snadno z definice pfesvédcit.
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Stejnymi tivahami jako v predchozim bodé dojdeme k zavéru, ze tieti vlast-
nost je splnéna.

O

Véta 2.2 (Jednozna¢nost podminéného rozdéleni)
Necht X € L(A), Y € L(A,H) jsou nahodné veli¢iny. Pak podminéné rozdé-
leni Px|y—, je ureno Py-skoro jisté jednoznacné.

Dikaz
Necht existuji dvé podminéné rozdéleni X za podminky Y = y, oznacime je
ity a v,. Vime, ze obé rozdéleni spliuji pro B € B(R), C € H:

P(X € BY €C) = [ (B) dPy) = [ n(B) dPr(v)
c c
Tedy pro B € B(R) je p,(B) = v,(B), Py-skoro viude, protoze Q je spocetna,
mame:
py((—00,q)) = vy ((—0.q]), ¢€Q, Pr—suw.

Dale plati pro z € R, ze p,((—00,z]) = v,((—00,z]), Py-skoro viude. Tedy
mame, ze i, = v, Py-skoro vSude, nebot pravdépodobnostni mira na R je ddna
distribué¢ni funkei.

O

Defvinice 2.2
Rekneme, ze prostor (S, S) je izomorfni prostoru (T, T'), pokud existuje prosté

£1(S,8) = (T, T), takove, ze f~L: (T, T) — (S,S), znacime (S, 8) L (T, T).

Poznamka
Pokud (S,S) L (T, T), pak muzeme znacit f : (5,S) <> (T, T), navic pro

A € S oznacime f(A) jako vzor mnoZiny A pies zobrazeni 1.

Véta 2.3
Necht X € L(A,S), Y € L(A,#H) jsou ndhodné veli¢iny, necht plati, ze
(S,8) ~ (R, B(R)). Potom existuje podminéné rozdéleni Px|y—,.

Dikaz

Z predpokladu vime, ze existuje prosté zobrazeni f : (5,S) — (R, B(R)),
takove, ze f~!: (R, B(R)) — (S,S).

Definujeme nahodnou veli¢inu Z := f(X), pak Z € LL(A). Z Véty 2.1 o exis-
tenci podminéného rozdéleni vime, Ze existuje Pzjy—,. Chceme definovat Px|y—,.

Necht A € S, oznacime B := f(A) € B(R), tedy

X=fY2)eA & Zcf(d) < ZcB,

Pxjy=y(A) = P(X € A]Y =y) = P(Z € B|Y =y) = Pzy=,(B) =
= Pziy=y(f(A)) = (Pziy=y o f)(A).
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Nyni ukdzeme, Ze zobrazeni
(A,y) € S X H = (Pgy—yo f)(A) €10,1]
spliuje axiomy z definice podminéného rozdéleni Px|y—,.
e pro kazdé y € H: Pxjy—,(A) je dle definice pravdépodobnost v S.
e necht A € §. Protoze
S§={f"'(B), B € BR)} = {[f € B], B € BR)},
existuje B € B(R) takové, ze A = f~!(B). Pak
Pxy=y(A) = (Pziy=y © [)(A) = Pzy=(B), B € B(R),
tudiz Pxjy—y(A) € L(H).
e Necht AcS, CeH:

P(Xc€AYcC)=P(ZcBYeC)= /PZ|Yy ) dPy(y) =
C
:/PXY=y< ) dPy (y).

C

O

Poznamka

Uvedeme si protipiiklad, kdy neexistuje podminéné rozdéleni. Bud C' C [0, 1]
s vnitini Lebesgueovou mirou 0 a vnéjsi 1. Zvolme Q = [0,1], A = o{B U {C}},
kde B znaci borelovskou o-algebru na [0, 1]. Ozna¢me @ = RJ0, 1] Lebesgueovu
miru na B. Definujme miru P nasledujicim vztahem

Q(B) + QD)

P(BNC+D\C):= . ,

B,D € B,

kde + znac¢i disjunktni sjednoceni. Ovéfeni toho, Ze vySe uvedena formule ko-
rektné definuje pravdépodobnostni miru na B rozsifujici miru (), nechavame na
Ctenéari.

Protoze z definice je P(C) = %, pak pro B € B plati
P(B
P(BN(C) = <2 ) = P(B)P(C),

tedy C' je nezavisla s B a stejné tak [0,1] \ C je nezavisla s B.

\Cj
Definujeme nahodne veliciny X : (2, 4) — (2,8), X ma rovnhomérné roz-
déleni na (0,1),a Y : (2, 4) = (Q,A), Y(w) = w. Pak tvrdime, Ze neexistuje
podminéné rozdéleni Pyx.
Intuice nam 1ik4, Ze pokud zname hodnotu X, méli bychom mit Z = X. Jediny
mozny kandidat na podminéné rozdéleni je tedy Diracova mira: Pyjx—, ~ N(z,0).
Tento systém rozdéleni ale nespliiuje

- =P(C) = /01 P(C|X = x) dxz,
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protoze pravé strana neni dobfe definovana, nebot v x je P(C|X = z) = 1¢(2)
lebesgueovsky neméfitelna funkce, tedy neni borelovska.

Poznamka

K pfedchozi poznamce jesté doplnime zajimavou situaci, kdy jedna nadhodna
veli¢ina je funkei druhé, presto je s ni nezéavisla. Definujeme nahodné veli¢iny
X : (Q,A) = (,B) s rovhomérnym rozdélenim na (0,1) a Y = 1¢(X), ktera
mé diskrétni rovnomérné rozdéleni na {0, 1}. Pak veli¢iny X a Y jsou nezavislé.
Tato situace muze nastat proto, ze nahodna veli¢ina Y sice zavisi funkéné na X,
ale tato funkce je neméritelna.

Definice 2.3
Je-li (S, S) méfitelny prostor, fekneme, ze (T, T) je jeho méritelny podprostor,
pokud

(i) T es,
(il) T={BNT;BeS).

Poznamka

Nyni tedy vime o existenci podminéného rozdéleni pro realné ndhodné veli-
¢iny a také pro prostory, které jsou izomorfni s podprostorem (R, B(R)). V dal-
Sim textu budeme smérovat k dikazu toho, ze kazdy separabilni iplny metricky
prostor je izomorfni podprostoru (R, B(R)), tedy i na ném je zajisténa existence
podminéného rozdélent.

Definice 2.4 5
Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, Ze je polsky, pokud existuje met-
rika d na P takova, ze d ~ p a prostor (P,d) je uplny a separabilni.

Poznamka

Vime, ze napt. prostor R s eukleidovskou metrikou je polsky, nebot je uplny
a separabilni (Q je spoc¢etna, hustd podmnozina). Pokud definujeme prostor se
sou¢inouvou metrikou

RN = HR, d(u,v) = 22_’“ Alug —vgl, u,v € RN
n=1 n=1

Pak i tento prostor je polsky, coz lze ovérit z definice.

Véta 2.4
Necht P je polsky prostor. Pak podprostor Y C P je polsky pravé tehdy, kdyz
je typu G5 v P.

Dikaz

Nejprve dokazeme implikaci "<=". Necht {U,,} je posloupnost otevienych pod-
mnozin P, necht Y = (>, U,. Protoze kazda oteviena podmnozina polského
prostoru je polsky prostor (dikaz lze nalézt napt. v knize [2], str. 251, Proposition
8.1.1), pak U, je polsky pro kazdé¢ n € N, a také [[ 2, U, je polsky prostor
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(opét dukaz neuvadime, lze jej vyhledat v knize [2], str. 253, Proposition 8.1.3).
Definujeme A C [[°2, Uy

A= {{un} c[[Un:w = uk,Vj,k}.
n=1

Potom A je uzaviena podmnozina [[)- | U,, a tedy také polska (opét Proposition
8.1.1). Navic Y je homeomorfni A, nebot mizeme definovat zobrazeni

f:Y_>A7 y)_){y}ZOZI

Tedy také Y je polsky prostor.

Nyni dokédzeme obracenou implikaci "=". Predpokladejme, Ze podprostor Y
prostoru P je polsky. Necht d je metrika na P a dj je uplnd metrika na Y. Pro
n € N definujeme

V, = U{WQP:WHY#@,diame(W)S%}.
Y =Yn (ﬂvn>
n=1

YcvYyn (ﬁvn>

n=1

n=1

Nyni dokazeme, Ze
Ztfejmé plati

zaméfime se tedy na opac¢nou inkluzi.
Necht z € Y N (2, Vo). Protoze x € (-, V,,, miZeme najit posloupnost
{W,} takovou, ze

1
W,NY #0, dmme(Wn)<E, reW,, mnelN

BUNO ptedpokladejme, ze {W,,} je klesajici a ze diamq(W,) < % Protoze Y
je uplny prostor s metrikou dy, pak plati, Ze existuje pravé jeden prvek y € Y
takovy, ze y € W, NY. Navic diamqa(W,,) < + a {z,y} C W,. Tedy z = y.

Protoze kazda uzaviena podmnozina metrického prostoru P je typu Gy (dikaz
opét v knize [2], str. 347, D24), pak ze vztahu, ktery jsme dokazali, plyne, Zze Y
je typu Gs v P.

O

Véta 2.5 (Urysohnova véta)

Necht (S, p) je polsky prostor. Pak existuje mnoZina B € Gs([0,1]V) takova,
ze S a B jsou homeomorfni, tedy existuje f : S — B spojita bijekce takova, ze
f~t: B — S je spojité zobrazeni.

Dukaz

BUNO piedpokladejme, Ze metrika p nabyva hodnot v [0, 1], jinak pouZijeme
metriku p; = 1 A p. Necht {z,,} je husta posloupnost v S, polozme

freeSe—{p(z,2,)} fl2) €017,
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tedy kazdému x pfifadime posloupnost vzdalenosti p(z,z,) od {z,}. Ozna¢ime
B = f(S) C [0,1]N. Ovéfime, Ze se jednd o homeomorfismus.

Nejprve ukazeme, ze f je prosté. Necht x,y € S takové, ze p(z, z,,) = p(y, x,),
n € N. Z hustoty {z,} v .S mame, ze Ve > 0dn € N takové, Ze p(z,7,) < §. Tedy
z trojuhelnikové nerovnosti plyne :

Tedy p(z,y) =0, takze x = y, z ¢ehoZ plyne, Ze f je prosté.
Nyni dokazeme, Ze f je spojité zobrazeni. Necht y, — y v .S, pak také plati,
ze p(Yx, Tn) — p(Y; Tn), k — 00, n € N, nebot

k—oo
0(Yrs ) — p(y, 20)| < p(y, yi) —— 0.

Konvergence slozek f(yx)n = p(Yr,xn) — p(y,z,) = f(y), dava konvergenci

f(yr) — f(y) v metrickém prostoru [0, 1]N. Tedy f je spojité.

Dalsim krokem bude dokézat spojitost f~!. Necht 3,y € S jsou takoveé, Ze
K)n = P(Yk, Tn) = p(Y, Tn) = f(Y)n, n € N. Ukdzeme, Ze y,, — y v S, tedy ze

Yr,y) — 0. Bud € > 0, n € N takové, Ze p(z,,y) < 5. Najdeme kg € N, aby

> ko platilo

fly
Py
vk

F@n = FW)al = ol 22) = ply. )| < .

Pak z trojihelnikové nerovnosti plyne, ze

€
(v, k) < p(y, zn) + p(2n, yp) < 3t 2p(y, xn) <€

Tedy z jiz dokazaného plyne, Ze f je homeomorfismus S na f(S) Nyni dokédzeme,
ze f(S) je polsky prostor. Na tomto prostoru uvazujme nejprve metriku pienese-
nou z (S, p) pomoci f, tedy r(u,v) = p(f~1(u), f~1(v)), pak tato metrika zdédi
jak separabilitu, tak tplnost.

Chceme tedy ovérit, ze je r ekvivalentni se sou¢inovou metrikou

uv\f(s ZQ /\\uk—vk|

Necht y,. — y, tedy p(yx,y) — 0, & — oo. Navic plati, ze
p(yrsy) = p(F (F ), fHF ) = r(f (we), f(y)-

Tedy vidime, ze yy — y v p < f(yr) — f(y) v r. Protoze f je homeomorfismus,
pak yp =y v p < f(yr) = f(y) v dys). Tedy dohromady dg(s) ~ r.

Dokazali jsme, ze f(S) je polsky prostor, pak z predchozi Véty 2.4 vyplyva,
7e navic f(S) € G5([0,1]V).

OJ

Poznamka

Z predchozi Véty 2.5 specialné plyne, ze f(S) € Gs([0, 1)) C B([0, 1]V), tedy
plati, ze prostory (S, B(S)), (B,B(B)) jsou izomorfni, méfitelné prostory. Nyni
dokézeme, 7e (B, B(B)) ~ ([0, 1], B([0, 1]Y)).
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Poznamka
Necht f € L(A,S), g € L(B,T), pak

(i) fog e LA®B,S®T), kde (f®g)(z,y) = (f(x), 9(y)) je tenzorovy soucin
funkci f a g,

(i) fN € L(AY,8Y), kde fN je zkrdceny zdpis pro tenzorovou mocninu f&N,
tedy
fN(:L’n,n €N) = (f(wn))nZ1;

a AY je zkraceny zapis pro mocninovou o-algebru A®N.
Dikaz

(i) o-algebra S ® T je generovana mnozinami typu S x T, S € S, T € T, staci
tedy ukazat, ze
(fRg) H(SxT)c AR B.

Ziejmé
(feg) (SxT)=[fogeSxT|=[feSx[geT|=
S x g T e AR B,
nebot [f € S] = f1Se€ AalgeT|=g 'T € B dle predpokladu.

(ii) Podobné o-algebra SV je generovana projekcemi do soufadnic. Staci ukazat,
ze [N e L(AY,S), kde

fo (b € N) = f(@n)
je n-ta souradnice funkce fN(zy, k € N). Zde
(7S = es]=A" x[fue S x AT e A, Ses,

kde A = JA. Tedy f) € L(AY,S), tedy fN € L(AY,SY).

Disledek

Ozna¢ime A = JA, B := UB, S := US, T = JT. Jeli f méfitelny
izomorfismus mezi (A, A) a (S,S), tedy f € L(A,S) a f~! € L(S, A) a g mezi
(B, B) a (T,T), pak

(i) fegeLA®B S®T)a(feog ' =f"1e¢g'cLSEaT,ARB),
coz znamend, ze [ ® g je méfitelny izomorfismus mezi (A, A) @ (B, B) a

(S,8) @ (T, T).

(i) fN e L(AY,8Y), a take (fN)~! = (f~HN € L(AY, AY), coz znamena, ze f
je izomorfismus mezi (A, A)N := (A, A)®N a (S,8)N := (S, S)*N.
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Véta 2.6
Necht B € B(P), kde P je polsky prostor. Pak existuje C' € B([0, 1]), ktera je
borelovsky izomorfni B.

Dikaz
Z predchozi Véty 2.5 vidime, ze B L G, kde G € B([0,1]"), definujeme mno-
zinu J C {0, 1} nasledujicim zpisobem

J— {(0,0,...)U{xe [0,1]N,§:xn:oo}},

a definujeme funkci F': [0,1] — J,

=Y Tt e[0,1] 7 (21,2,

n=1

kde z, € {0,1}, n € N, >°°  x, = c0.
Nyni ukadzeme, ze F' je borelovské prosté na J. Necht = = (z1,29,...) € J,
pak existuje vzor F~1(z) = > Zn ¢ [0,1]. Necht navic y = (yi1, s, . . .) takovy,

n=1 2n
Ze x =y, pak
o0 o0
Y In_yi
on L on’
n=1 n=1

tedy F' je bijekce mezi [0,1] a J. Z pfedchozi Poznamky pak plyne, ze

0,127 = [0,1"E N e B({o0,11).

ProtoZe existuje bijekce m mezi N a N2, miizeme definovat funkci ¢ nasledujicim
predpisem ,
g:2 € {0, 1} = (T, n € N) € {0, 1}

Protoze v obou prostorech {0, 1} a {0, 1}V se bere konvergence po slozkéch, je
zobrazeni g homeomorfismus a tedy mame

{0, 13 £ {0,1}"

Definujeme zobrazeni h : {0, 1} — C, (21, 29,...) — > .00, 2 kde

n=1 3n

3n’

n=1

C:{i% VneN:xne{O,l}}c[O,l].

C je tzv. Cantorovo diskontinuum. Pak A je homeomorfismus, tedy borelovské
prosté zobrazeni na C. Necht x = (z1,72,...), ¥y = (y1,%2,...) € {0,1} takové,
ze h(z) = h(y), pak zrejmé z = y, navic Va € C takové, ze x = > -, 2= n e N,
plati, ze h=Y(z) = (21, 29,...) € {0, 1}.

Necht {(:pg"),xg’”, ...}n je posloupnost prvki z {0,1}" konvergujici k prvku
(1,9, ...). Pak Vk € N plati, ze k,gn) — 1, a tedy

. > 2(a:lgn) — ) = 21im,, o \:L’,(gn) — x|
B DD 3" =0.
k=1 k=1
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Tedy h je homeomorfismus a podle predchozi véty plati, ze C € B([0, 1]). Celkem
mame, ze
ogo NO
"l e

O

Véta 2.7 (O transformaci)

Necht X € L(A,S), Y € L(A,H) jsou nahodné veli¢iny takové, Ze existuje
podminéné rozdéleni Px|y—,, necht f : (S,S) — (T, T) méfitelna. Pak podminéné
rozdéleni f(X) za podminky Y =y je

Prx)lv=y = Pxjy=y o [ .

Dikaz
Vime, Ze Px|y—, je podminéné rozdéleni, ovéfime vlastnosti z definice pro
podminéné rozdéleni Py x)jy—y-

e pro kazdé y € H je funkce B — Pj(x)y—y(B) pravdépodobnost pro B € T,
nebot

Prx))y—y(B) = (Pxjy—y © f7)(B) = Pxjy— (/' (B)).

e pro kazdou B € T je funkce y — Pjx)y—y(B) H-méfitelna pro y € H,
nebot

Prx)jy=y(B) = (Pxjy=y o f~)(B) = Pxjy—(f'(B)).

e Pro Be T, D € H plati:

P(f(X) € B,Y € D) = /D Priy—y(F1(B)) dPy(y) =

- /D (Pxyv—y o f~)(B) dPy(y) = /D Proyy—y(B) dPy(y).

2.2 Podminéna stredni hodnota

Nyni se budeme zabyvat podminénou stfedni hodnotou. Zavedeme ji tiplné ana-
logicky, jako se zavadi v nepodminéném piipadé a ukizeme si jeji zédkladni vlast-
nosti.

V celé této kapitole budeme vzdy predpokladat existenci podminéného rozdé-
leni, nebot tato problematika byla jiz dostate¢né rozebréana vyse.

Definice 2.5

Necht X € L(A,S), Y € L(A,H) jsou nahodné veli¢iny. Pak podminénou
stredni hodnotu X pii Y = y definujeme jako

E[X|Y =y] = /S:L‘ dPx|y—y().
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Poznamka
Pro podminénou stfedni hodnotu plati, ze E[X|Y = y] = f(y), kde f je mé-
fitelna funkce. Pak E[X|Y] je ndhodna veli¢ina f(Y).

Poznamka
Z Véty 2.7 vime, ze Pyx)y = Pxjy o f7', pro f méfitelnou. Z toho mizeme
odvodit vztah

ECON) = [ fa) dPay(a),
nebot pro Z := f(X) plati:

E[f(X)|Y] = E|Z]Y] = / 2 dPyy(2) = / = APy (2) =
— /z d(PX|y o f_l)(z) = /f(x) dPX|y(x).

Véta 2.8 (Zakladni vlastnosti podminéné stfedni hodnoty)
Necht X, Z € L(A,S), Y € L(A, H) jsou nahodné veli¢iny. Pak plati:

a) a,b,c € R, pak E[aX +bZ + c|Y =y] = aE[X|Y =y| +bE[Z]Y =y] +¢,
b) X < Z skoro jisté, pak E[X|Y =y] < E[Z]Y = y],

c) pro f méfitelnou plati X = f(Y), pak F[X|Y] = X,

d) X aY nezavislé, pak F[X|Y =y| = EX,

e) pro f métitelnou plati £ [E [f(X)|Y]] = Ef(X), specielné E [E[X|Y]] = EX.
Dikaz

a) Definujeme funkce f(x,z2) := ax + bz + ¢, g1(x, 2) := x, go(x, 2) := z, pak
z Véty 2.7 dostavame:

BlaX +02+clY =) = B(X.2)Y =3] = [ f(2.2) dPrxpvo.) =

= / ax + bz + ¢ dPx z)y—y (7, 2) = a/ r dPx, 7))y =y (2, 2)+
s s

+b/ 2 dPx z)y=y(®, 2) + c/ dPix, 7))y =y(x, 2) = aE[g (X, Z)|Y = y]+
S s

+bE[go( X, Z)|Y =yl + c=aE[X|Y =y]+ bE[Z]Y = y] + c.
b) Definujeme funkce g;(z, z) := z, ga(x, 2) := z, pak

gl(X, Z) =X<Z= gg(X, Z),
EX|Y = ] = E[qu(X, Z)|Y = y] = / 012, 2) APy 2) <

S

= /92(% 2) dPx,z)\v=y(7,2) = Elg2(X, 2)|Y = y] = E[Z|Y = y].
S
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E[X|Y]:/S:c APy (x /f dPxpy (z) = f(Y) = X

d) Z nezavislosti vime: P(X € B,Y € (') = P(X € B)P(Y € C), pro B € S,
C € H. Déle plati:

P(X e B)P(Y € C) = / dPx(z) / dPy (y / / dPx(z) dPy(y),
B
z definice podminéného rozdéleni mame:
P(XEB,YEC):/PXYy dPy // dPX‘yy dPy()
c

tedy pro kazdou B € 8 je Py(B) = Pxjy_,(B), tedy
EIX|Y =y] = /Sa; dPy|y—, (1) = /Sa; dPX(z) = EX.
e) Necht nejprve f = 1, B € S, pak
P(X € B.Y €C) = | Pxy-,(B) dPy(s) = ElPxy(B)Y €1,
oznaéime Py)y(B) = P(X € B|Y), pak P(X € B) = E[P(X € B)).
Ef(X) = E15(X) = P(X € B),
BIE[a(X)Y])=E | dPyy(a) = EPxy(B) = EIP(X € BIY))

tedy B[E[f(X)|V]] = Ef(X).
Necht nyni f je jednoducha, tedy f = _ clp,, cx € R, By € S, pak

X):Eiclek(X):ickElBk ZCkE 1Bk |Y]]
= E|E Y alp (XY || = E[EF(X)|Y],
k=1

tedy E[E[f(X)[Y]] = Ef(X).

Pro f nezapornou méfitelnou pak existuje posloupnost {f,,} jednoduchych
funkci, takovych, ze f, * f, n — oo. Pak z Leviho véty o monoténni
konvergenci plyne:

Ef (X /fn ) dPx(z) === /f ) dPx(z) = Ef(X),

Ef, ()] = / ful@) APy (z) 22 / J(2) dPyyy (x) = ELf(X)|Y),

tedy také plati, ze E[E [f,
Vime, ze plati Ef,(X) =

WY = E[E[f(X)Y]],n — oo.
E[E[f.(X)|Y]], pak nutné také musi platit, ze
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Ef(X) = E[E[f(X)|Y]]

Nakonec uvazujme f obecnou méfitelnou, pak ji lze rozlozit na f = f*—f—,
kde f* a f~ jsou nezaporné, métitelné, navic Ef(X) = Eft(X)—Ef~(X)
a E[f(X)Y] = B[/ (X)Y] - B[f~(X)|Y].

Tedy ziskavame F [E [f(X)|Y]] = Ef(X). Specialné pro f(z) = x mame:
E[E[X|Y]] = EX.

O

Véta 2.9

Necht X,, jsou redlné ndhodné veliCiny, které spliuji 0 < X; < Xy < ...,
skoro jisté, necht X,, — X, n — oo, skoro jisté, n € N. Necht Y € L(A,H) je
nahodna veli¢ina. Potom E[X,|Y =y] — E[X|Y =y, n — oc.

Dikaz

Oznaéme nahodnou velicinu T = (X,,), pak T : (2, A) — (RY, B(RY)). Pro-
toze prostor (R, B(RY)) je polsky, vime Ze existuje Prjy—,. Definujeme funkce
fro i RY = R, f(t) = t,, t € RY, a funkci f := lim,_ o fn. Pak plati, Ze
FulT) = X, [u(T) = F(T) = X.

Z Leviho véty a véty o transformaci dostavame:

EIX,[Y =y] = /S Falt) dPpy—y (1) 225 /S £(t) dPriy_,(t) = BIX]Y =3,

O

Véta 2.10

Necht X,,, n € N, Z jsou realné nahodné veli¢iny, | X,,| < Z skoro jisté, Vn € N,
Z e L1(Q,A, P), X,, > X,n — o0, skoro jisté. Pak E[X,|Y = y] = E[X|Y =y,
n — oQ.

Dikaz
Postup diikazu je naprosto stejny jako v predchozi vété, jen misto Leviho véty
pouzijeme Lebesgueovu véty a dostavame, ze

EIX,[Y =y] = /S Falt) dPpy—y(t) 225 /S £(t) dPriy_y(t) = EIX]Y =),

O

Véta 2.11 (Jensenova nerovnost)
Necht D C R™, n € N, necht X : (Q,4) — (R™, B(R")) je realny nahodny
vektor a Y € L(A,H) je ndhodna veli¢ina. Necht X (2) C D. Pak plati:

o E[X|Y] = (E[X\|Y], E[X,|Y]...., E[X,|Y]) € D skoro jists.
e Pro f: D — R konvexni, méfitelnou plati: E[f(X)|Y] > f(E[X|Y]).

Dikaz
1 = P(X € D) = E(P(X € D|Y)) = Pxy (D),

tedy Pxy(D) =1, takze E[X|Y] € D skoro jisté.
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7 nepodminéné Jensenovy nerovnosti vime, ze pro f méfitelnou, konvexni
plati:

£100) = [ 160) apste) = £ ([ 2 apst)) = )

Tedy také z definice podminéného rozdéleni plati:

B0 = [ 16) dParte) > 1 ([ 2 dPevs)) = 1LY,

O

Véta 2.12
Necht X, Y jsou realné nahodné veli¢iny, pro néz plati, ze Y ma hustotu fy a
X € Li(92, A, P), pak existuje borelovska integrovatelna funkce hxy takova, ze

[ ]
Y

HX|Y(y) = E[Xl[Y<y}] = X dP :/ hx‘y(Z) dZ,
[Y<y]

—00

hxy (y)
EX|Y =y]l=——"= Py—sw., yeR.
X | fy(y)
Pak lze pifimo pocitat pro Py-skoro vsechna y € R:
LEX1
BIX|Y =y = ool
LY <y)

Dikaz
Definujeme h(y) := E[X|Y = y|, pak plati:

o) = [ xap- /[Y<y]h(y) aP= [ hy) dPrly) -

(7007?4)

— [ h)setw) dv

[e.9]

Plati:
| sl = [ 1] p = EEXIY] < 51X < .

Tedy funkce h(y)fy(y) je integrovatelna, pak dostavame, ze funkce Hxy je abso-
lutné spojita. Ma tedy skoro v8ude derivaci a ta je skoro vSude rovna h(y) fy (y).
Protoze fy(y) > 0, Py-skoro vSude, dostaneme, ze Py-skoro vSude plati:

ngy(?/) _ %E[Xl[iky}]
ly) P <y)’

EX]Y =y]=h(y) =

nebot Fy(y) je absolutné spojita funkce, a tedy Fy (y) = fy(y) plati pro skoro
vSechna y € R, tedy i pro Py-skoro vSechna y € R.

0
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Poznamka

Pro Radon-Nikodymovu derivaci A vzhledem k p pouzivame obcas diferenci-
alovy zapis

dA
=i
coz lze prevést do soucinového tvaru: dA = hdu. Predpokladejme, ze X ma abso-
lutné spojité rozdéleni a f € L'(Px), pak také funkce

h

y = E[f(X);Y <y
je absolutné spojita a plati

d%E[f(X);Y <yl = EXY =y

coze lze psat také jako

d_yP (Y <y),
dE[f(X);Y <y] = E[f(X)]Y = y] dP(Y <y).
Pokud posuneme diferencial k proménné, ziskame jesté prehlednéjsi zapis
E[f(X):Y € dy] = E[f(X)|Y =y]P(Y € dy).
Necht nyni Y ma absolutné spojité rozdéleni s hustotou fy, pak
P(Y e dy) = fy(y) dy.

Predpokladejme dale, ze Y = | X, necht F' je distribu¢ni funkce veli¢iny X. Pak
vyuzitim Véty 2.12 méame, Ze

Elg(X);Y edy]  Elg(X);|X]| € dy]

VW =4="p5"cay ~ PiXled) -
_ Elg(X); X e dy] + E[g(X); X e dy] _
P(X edy)+ P(—X € dy)
= Blg()IX =yl () + Bl (OIX =~ (),

Priiklad 1
Necht X je ndhodné veli¢ina s hustotou

%(:1: +1), ze(-1,1)
1

fx(@) :{ 0, x¢(-11).
Spocitejte E[X||X|=y| proy € (—1,1).

Reseni: Pouzijeme vzorec z predchozi Véty 2.12, kde YV = | X]|.

d Yy 1
LEX1xey) % (S 2@ +1) do)

EX|IX| =y = TP(X[<y) %< et D d:c) -
d 1|z 3
() 209
Ta(en) w Y
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Priiklad 2
Necht X a Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na
(0,27). Spocitejte Efsin(X + Y)|X].

Reseni: V nasledujicich apravach vyuzijeme vlastnosti ¢) a d) z Véty 2.8.

E[sin(X +Y)|X] = E[sinX cosY +cos X sinY|X] =
=sin X EcosY|X]+cos X E[sinY|X] =
=sin X E(cosY)+ cos X E(sinY).

Spocitame klasické stiedni hodnoty

2
1 1
E(cosY) = — dy = —[siny]>™ =0
(cosY) /0 5 Cosy dy 27T[smy]o ,

27
1 1 1
(sinY) /0 27Tsmy Yy 271'[ cosy; 27T( +1) ,

Tedy celkem méame Efsin(X + Y)|X] = 0.

Priklad 3
Necht X ma rovnomérné rozdéleni na (0,1) a ¥ méa Poissonovo rozdéleni
Po(1). Spocitejte E[| X — Y||Y3].

Reseni: Protoze ve chvili, kdy zname hodnotu Y3, je uz jednozna¢né dana hod-
nota Y, mizeme podminénou stfedni hodnotu prepsat:

E(lX - Y[|Y?] = E[|X - Y[|Y].
Déle upravime

E[lX = kY = K]

pro k = 0 méme:
1
E(|X —k|)=FE|X|=FEX = 27

pro k > 1 méame:

1
BIX —k)=Bk-X)=k-BEX =k~ .

Celkem tedy dostavame vysledek
1 1
EIX ~YIV =H=lk—3| = E[X-Y|¥]=]¥ -]
Priklad 4

Necht G je schodovita Cantorova funkce, necht V' je ndhodna veli¢ina s dis-
tribu¢ni funkei G. Spoéitejte E[h(V)||[V — 3|], kde h € L' (Py).
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Reseni: Vime, ze Cantorova funkce je spojité, neni ale absolutné spojita, nelze ji
tedy derivovat. Definujeme ndhodnou veli¢inu X =V — % Pak pro jeji distribuéni
funkci F' plati

1 1 1
F(x)zP(XSx)zP(V—i <) :P(V§x+§):G(x+§).
Snadno lze ovéfit, ze F(x)+ F(—z) = 1, tedy X ma symetrické spojité rozdélen,
takze Px = P_x. Pro Px-skoro vSechna x plati

dPX dP_X P(X € dl‘) 1

d(Px+P_X) d(Px+P_X) P(XEd:L‘)*FP(—XEd!L‘) 2

Tedy z Poznamky pred priklady dostavame vysledek

E[h(V)|’V—%H :E[h(}ﬂ%)\p{@ _ ety b))

2

Priklad 5
Necht X ma rovnomérné rozdéleni na (—1,2), spocitejte E[X||X|].

Reseni: Vypocet bude za pouziti Poznamky pred priklady velice rychly. Protoze
plati, ze

P(X € dx) _ fx(x)
P(|X|edx)  fx(x)+ fx(—2)

1
L2 (z) + 5 L1n(z),

pak také
EX[|X]] = 1X] 121 X]).

2.3 Podminény rozptyl, kovariance

Podobné jako podminénou stfedni hodnotu i podminény rozptyl a podminénou
kovarianci budeme definovat analogicky nepodminénému ptipadu. V této préci se
ale pro jednoduchost omezime pouze na piipad realnych nahodnych vektor.

Definice 2.6

Necht X, 7 : (Q,A4) — (R™, B(R"™)) jsou realné nahodné vektory a necht
Y € L(A,H) je ndhodna veli¢ina. Pak podminény rozptyl X pii Y definujeme
jako

var(X[Y) = E[(X — E[X|Y])*’|Y] = B[(X - E[X[Y])(X — E[X[Y])"|Y].
Podminénou kovarianci X a Z pii Y definujeme jako

cov(X, Z|Y) = B[(X — E[X|Y])(Z — E[Z|Y])T|Y].
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Véta 2.13
Necht X : (©, A) — (R", B(R")) je nahodny vektor, Y € IL(A, H) je ndhodna
veli¢ina. Je-li X € Ly(Q2, A, P), pak plati:
var(X|Y) = E(var(X|Y)) +var(E[X|Y])
Diikaz
Pouzijeme néasledujici trik:

varX = E(X — EX)®* = E(X — E[X|Y]) + (B[X|Y] - EX))** = EQ{*+

(N / .

~~

é,l Q2
+EQS* + EQiQ; + EQ2QY
pak EQY? = E(var(X|Y)) a EQY? = var(E[X|Y]).
Tedy zbyvéa dokazat, ze zbyvajici ¢leny jsou nulové:
EQ:Q; = E[E[Q:Q;|Y]] = E[E[(X - BIX|Y])(E[X|Y] - EX)"|Y]] =
— BIELX — E[X|Y)|Y](E[X|Y] - EX)] = 0.

. >
~~

0

Druhy ¢len vytesime analogicky.

2.4 Spojité podminovani

Nyni se znovu vratime k podminénému rozdéleni. Vime, ze v pripadé absolutné
spojitych ndhodnych veli¢in je nabyvani jedné hodnoty jev s nulovou pravdépo-
dobnosti. Proto neni pfilis vhodné pouzivat zapis P(X € A]Y = y) ve chvili,
kdy P(Y = y) = 0. Zamyslime se tedy nad interpretaci takového podminéného
rozdéleni. Intuitivné miizeme chépat takovou podminku jako

lim P(X € AlY € (y — €,y +¢)).
e—0+

Zavedeme si pro tento pripad oznaceni P(X € AlY € dy).

Ve Véte 2.2 jsme dokéazali jednoznac¢nost podminéného rozdéleni s ohledem
na miru Py. Pokud ale plati, ze P(Y = y) = 0, nefikd vySe uvedena véta o jed-
noznacnosti Py|yeqy nic. Tuto skutecnost tedy rozebereme v nésledujici véte.

Tvrzeni 2.14
Bud (S, d) separabilni uplny metricky prostor, pak existuje spocetny systém
spojitych omezenych funkei na (S, d) urc¢ujicich borelovskou pravdépodobnost.

Dikaz
Bud S’ C S hustéa, spocetna podmnozina. Pak systém
B{B(s,e),s € §',0 < e € Q}

urcuje pravdépodobnostni miru na B(S), nebot kazdou otevienou mnozinu G v
S lze zapsat ve tvaru
¢= |J B

GDBeB
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pri¢emz oteviené mnoziny tvoii systém uzavieny na konecné pruniky generujici
borelovskou o-algebru B(.S). Nyni polozime

F{fsenine€N,s€ S 0<e€Q}, foen(x)=(n(e—d(z,s)):) AL
Funkce f € F jsou spojité s hodnotami v [0, 1] a plati, Ze
0< fsen /1B, 1 — 00,
Z Leviho véty o monoténni konvergenci pak dostavame tvrzeni.
O

Véta 2.15
Necht X = {X;,t € [0,1]} je spojity nahodny proces, Y € LL(A) je absolutné
spojita realna nahodna veli¢ina. Oznac¢me

supp(Y) ={y € R:3e > 0, P(|Y —y| <€) > 0}.
Necht yo € supp(Y'). Necht pro y € R existuje Px|yedy, takové, Ze pro y, — o
Px\vedy, — Px|vedy:

Pak je Px|yeay, urceno jednoznacné.

Dikaz
Tvrzeni dokazeme sporem. Necht Px|yeqy a P),(lYe 4y Y € R, jsou dvé podmi-
néna rozdéleni spliujici predpoklady véty. Predpokladejme, ze

/
PX\YEdyO 7£ PX\Yedyo'

Vime, Ze Px|yeay & P)’(|Y€dy jsou spojita v distribuci v bodé vy, tedy existuje € > 0
takové, ze
Px\yedy # P)/(|Y€dy7 Y€ (Yo — €10 +e).

Oznacime jev A = [|Y — yo| < €], pak plati, ze P(A) > 0. Necht {f,,n € N} je
spocetny systém spojitych omezenych funkei, uréujici miru na C([0, 1]). Existenci
tohoto systému jsme ziskali z Tvrzeni 2.14, nebot prostor C([0, 1]) je separabilni
a Gplny. Pak A =J 7, A,, kde

A, = {w cA: /fn dPx|yeay(w) # /fn dP),(|Y€dy<w)}7

tedy existuje n € N, ze P(A,) > 0. Soucasné plati, ze

/ fo dPyy 2 Bfu(X)|Y] 2 / fu APl

Dostavame tedy spor s tim, ze

Vwe A, P(A,>0) : / fo dPyy (@) # / fu APl ().
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Priklad (Borel-Kolmogoroviv paradox)

Necht (X,Y,Z) ~ R{xz? + y*> + 22 = 1}. Chceme najit podminéné rozdéleni
(X,Y, Z) za podminky X = 0 (polednik), ¥ = 0 (polednik) a Z = 0 (rovnik).
Jak za chvili uvidime, tak rizné postupy nam daji riizné odpovédi.

1) Prvni myslenka je podminovat jevem |Z]| < € a poslat € — 0+, tim v limité
ziskdme kandidata pro rozdéleni za podminky Z = 0, tedy

(X,Y,2)|Z=0 ~ R{z*+4*=1}.

2) Druhé odpovéd vychézi z interpretace kruznice [X = 0] ¢ [V = 0] jako
poledniku. Prevedeme veli¢iny X, Y, Z do sférickych souradnic, tedy

X =cos®cos¥, &€ [—m ],
Y =sindcosV¥, We |-~

=smPcosV, E[ 2,2},
Z =sin VY,

budeme podmihovat jevem HCD\ — g‘ < € a opdt posleme € — 0+. V tomto
pripadé také existuje limita

(XY, 2)|[|0] = 5| < e % .

ale u # R{y* + 2* = 1}, konkrétné¢ body kolem rovniku [Z = 0] maji vétsi
vahu nez v okoli poli [X =0,Y = 0].

Vidime tedy, Ze dostavame rizna podminéné rozdéleni v zavislosti na tom, zda
kruznici obepinajici sféru interpretujeme jako rovnik nebo jako polednik.

Nyni se omezime na dvourozmérny pripad. Necht (X,Y) ~ R{z? + y? < 1},
tedy (X,Y) je vektor s hustotou

3 |

fxeyy = = T2y

Reknéme, 7e nas zajima podminéné rozdéleni Px yyx=o. Jenze P(X = 0) = 0.
MizZeme spocitat slabou limitu P x y)x|<e pro € — 0+. Piikladem podminéného
rozdéleni za podminky X =0 je

Pixy)yx=: = N(z,0) ® R(—V1 —22,V1 —22%), x€ (-1,1).

Protoze tento systém je spojity vzhledem ke slabé konvergenci v z € (—1,1),
dostavame v ramci spojitého podminovani pro x = 0:

Pixyyxear = N(0,0) @ R(=1,1).
Prevedeme veliciny X,Y na polarni soufadnice, tedy

X = Rcos P,

Y = Rsin ®.
Plati, ze [X = 0] = [|®| = Z]. Nyni spo¢itame pro ¢ — 0+ slabou limitu
B

XY)|[|®-F|<e
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Protoze - .
J11-31< = 1= 10 ]

pak pro mala € mame ve slabé konvergenci

lim P

kde rozdéleni SB(2,1) vznikne z B(2, 1) symetrizaci. Zde bychom mohli podobné

jako v predchozi Givaze najit verzi P x y)|jo|—p, kterd je slabé spojitd v bodé ¢ = 7

Pak bychom dostali, Ze pro ¢ = 7 je g
Pixyyojedpr = N(0,0) ® SB(2,1).
Vidime tedy, ze
Pxy)xear = N(0,0) ® R(=1,1)  # N(0,0)® SB(2,1) = Px,v)|s|cdy

prestoze [X =z] = [|®| =¢] prox =0a ¢ = I.
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Kapitola 3

Wienertiv proces a Browniv most

V této kapitole se sezndmime s Wienerovym procesem, konstrukei Brownova
mostu a naslednym vyuzitim ve statistice.

Definice 3.1

Wieneriv proces {Wy,t > 0}, nékdy také nazyvany standartni Browniv pohyb,
je gaussovsky nahodny proces se spojitymi trajektoriemi a nezavislymi priristky,
ktery spliuje, ze W, — W, ~ N(0, |t — s|) a Wy = 0.

Tvrzeni 3.1
Wieneriiv proces je centrovany a pro jeho kovarianéni funkci plati, ze

cov(Ws, W) = s At

Dikaz
Centrovanost snadno ovéfime jednoduchym vypoctem.

EWt:E(Wt—W(]) :0, tZO
Protoze prirastky Wienerova procesu jsou nezavislé, jsou také nekorelované.

s<t: cov(Ws,Wy)=cov(Wy— Wy, Wy — Wi+ W, — W, =
= cov(Wy — Wy, W, — W) +var(Wy — Wy) = s

tedy cov(Ws, W) = s At
0

Priklad
Definujeme pomoci Wienerova procesu proces B® = {BYt € [0, 1]} vztahem

BY = W, — tW].

Pak zfejmé proces BY ma spojité trajektorie a je gaussovsky, protoze

BY 1 0 0 —t %1

By 0 1 0 ... —t &

, =1 . , : , i, t, €10,1]
: : W

0 _ tn

BY 0 ... 0 1 —t, W
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Spocitame nékteré charakteristiky:
By = B} =0,
EB) = E(W, —tW;) =0—0=0,
0<t<s<1: cov(BY BY)=FEBB) = E(W,—sW))(W; —tW,) =
= EW W, — sEW\W, —tEW W, + stEW} =t — st —ts + st =t — st,
tedy cov(B?, BY) = s At — st.
Definice 3.2

Proces B = {B),t € [0,1]} nazveme Brownovym mostem, pokud je centro-
vany, gaussovsky, ma spojité trajektorie a plati pro néj, ze

e B)=DBY=0,
e cov(BY, BY) = s At — st

Tvrzeni 3.2
Necht (C([0,1]), B(C([0,1])) je prostor spojitych funkci. Ozna¢me m; projekce
na tomto prostoru, f(t) = m(f), f € C([0,1]). Potom plati, ze

B(C([0,1]) = o{m;,t € [0,1]}.

Dikaz
Protoze projekce m; jsou spojité, pak o{m,t € [0,1]} € B(C([0,1])). Musime
dokazat i opacnou inkluzi. Protoze Q je husta v R, plati pro metriku

p(f,9) = sup [f(s) = g(s)| = sup [f(s) = g(s)l.

s€[0,1] s€[0,1]NQ

Definujeme otevienou kouli

B(f.€) ={g € C([0,1]), p(f,9) < €} =
={g€C([0,1]),Ys € [0,1] N Q: [f(s) = ms(g)] < €}

Navic
{g € C([0,1]),[f(s) = ms(g)| < €} € o{m} € o{m,t € [0,1]}.
Tedy B(C([0,1])) C of{m,t € [0, 1]}, celkem
B(C([0,1]) = o{m,t € [0,1]}.
U

Poznamka

Budte X = {X;,t € [0,1]} a Y = {Y;,t € [0,1]} spojité procesy. Bu-
deme psat X ~ Y, pokud maji stejné rozdéleni na (R, (B(R))®! resp. na
(C([0,1]), B(C(]0,1]))), coz v obou ptipadech vychéazi nastejno s tim, Ze procesy
X a Y maji stejna konecné rozmérna rozdéleni, tedy, ze

(th"'vth)N(}/tw"'?}/tn)a te [071]n7 neN. (5)
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Diikaz Pokud P(X € B) = P(Y € B) pro kazdou B € B(R)[>! nebo pro kazdou
B € B(C([0,1])), pak volbou

B =|(my,...,m,) € C], CeBR"), (6)
okamzité dostaneme rovnost
P((Xy,...,X;,)€C)=P((Yy,....X,) € C).

Plati-li naopak (5), pak miry Px a Py se rovnaji na mnoZinéch typu (6) v R
i v C(]0,1]). Systém takovychto mnozin tvoii algebru generujici. At jiz o-algebru
B(R)!%1 nebo B(C([0,1])), coz nam spolu s Dynkinovym argumentem déva rov-
nost Px = Py na celém o-obalu.

UJ
Priklad

Necht Z je ndhodna veli¢ina s normovanym normalnim rozdélenim nezavisla
s BY. Definujeme proces V = {V;,t € [0, 1]} nasledujicim zptisobem

Vi=DB)+tZ.

Vidime, ze proces V' ma spojité trajektorie. Je gaussovsky, protoze

BO
Vi, 1 0 0 t Btol
Vi, 0 1 0 ... t t2
) =1 ) : , t, ...ty €10,1],
. . . B?
Vi, 0 0 1 ¢, 7

a plati pro néj, ze

EVi=0, V=0,

cov(V, Vi) = cov(B? + sZ, B? +tZ) = cov(B?, BY) + s cov(Z, BY)+
+tcov(BY, Z) 4 st =s At —st+st=sAt.

Tedy vidime, ze {V;,t € [0,1]} ~ {W;,t € [0, 1]}.

Poznamka
Obecnéji lze pomoci Brownova mostu definovat Wieneruv proces na [0, 77,
opét Z ~ N(0,1), nezavisla s B:

t

W; = Bl +

Z, telo,T].

Tvrzeni 3.3
Wi a B° jsou nezavislé.
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Dukaz

Spocitame kovarianci:
cov(Wy, BY) = cov(Wy, W, —tW1) = cov(Wy, W) —t cov(Wy, W) = 1At —t =0,

navic nahodny vektor (Wi, By, ..., By ) je gaussovsky, tedy veli¢ina W je neza-
visla s (BY

Y. ...,B), pro kazdé t, ..., t, € [0,1]. Tedy plati, ze

Wilo( | oB),....BY) = Wil{BLo<t<l} = W; 1B

te[0,1]™
]

Tvrzeni 3.4
Bud g € Cy(R) anecht X € L(Q2, A, P) azy € R jsou takové, ze P(|X — x| <
€) > 0 kdykoliv € > 0. Pak

Elg(X)[1X = ao| < ] = g(wo).

Dikaz
Bud e > 0 dané, najdeme ¢ > 0 takové, ze pro |x —zo| < 6 je |g(x) —g(zo] < €.
Pak zifejmé

[E{g(X)I[X — 0| < 6] = g(xo)| < Elg(X) — g(xo)[||X — 0| < 0] <e.

Tvrzeni 3.5
Pro podminéné rozdéleni a € > 0 plati:

P{Whte[o,l]}uwl\« % PB?,te[O,l]-

Dikaz
Protoze ndhodna veli¢ina W; ma normované normélni rozdéleni a je nezavisla
s BY, miizeme pomoci ni vyjadiit Wienertiv proces jako

W, =B +tW;, telo,1].
Bud nyni f € Cy,(C([0, 1])), pak z Lebesgueovy véty o majoranté vime, Ze
g(w) == Ef(BY +wt,t €0,1])
je spojita omezena funkce a dle Tvrzeni 3.4 plati
Elg(Wh)|[Wh] < €] = g(0) = Ef(B},t € [0,1)).

Protoze W) je nezavisla s Brownovym mostem {BY;t € [0,1]}, lze levou stranu
upravit nasledujicim zpiisobem

W/Eg(w) dPy(w) = W/E Ef(BY+wt,t € [0,1]) dPy(w) =
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1
T P([Wi|<e
= E [E [f(B)+ Wit t € [0,1))|W1] [|Wh] < €] =
= E [f(B)+ Wit t € [0,1))||W1] < €.

/EE [f(B) + Wit,t € [0,1])|W; = w] dPw(w) =

Celkem tedy méame, Ze pro f € C,(C([0,1])) plati

—0

/ F dPuseioinice = ELF(Wart € [0, 1)) < =% g(0) =
— Bf(BYt e [0,1) = / f APy eiony

coz odpovida slabé konvergenci

w
Pw, teioqgwij<e  — PBg,te[m]-
O

Definice 3.3
Pro nezavisla, stejné rozdélenéd pozorovani Xy, Xs, ..., X, s distribu¢ni funkei
F' definujeme empirickou distribucni funkci vztahem

. 1 —
i=1

Poznamka
Ze statistiky vime, Ze podle centralni limitni véty plati

NG <Fn(x) - F(x)) 4 N(0, F(z)(1 — F(z))).

Tvrzeni 3.6

Necht X1, X5, ..., X, jsou nezavisla, stejné rozdélené pozorovani s rovnomer-
nym rozdélenim na (0, 1) a empirickou distribuéni funkci E,. Necht F je distri-
buéni funkce rovnomérného rozdéleni R(0,1). Necht B° je Browntv most. Defi-
nujme proces

H, = {Ha(t),t € [0,1]},  Ha(t) = Va(Eu(t) — F(1)).

Pak plati
H, % B
Dikaz
Pro funkei F plati, ze F(t) = P(X; <t) =t, pak také F(t)(1-F(t)) = t(1—t).
Provedeme nésledujici apravy

Ha(t) = VA(E(t) = F(1) = Vi (% Sty - t> ,

7 Poznamky vime, Ze



Nyni spoéitame charakteristiky veliciny H,,(¢):

EH,(t) =0,

s<t: cov(ﬁn(s), ﬁn(t)) =

= cov <\/ﬁ <% z": Lix;<s) — s) /N (% Zn: Lix<t — t)) =

= cov < Z Lix;<s)s Z Lix,<t ) ZCOU (Xi<s)s (XiSt)) -

n

=~ Z(P(Xi <5 X, <t)— P(X: < $)P(X; < 1)) = s(1 — 1),

tedy cov(H,(s), Ha(t)) = s At — st. Takze pro koneéné rozmérné rozdélent plati,
ze

{H,®),t€[0,1]} S {B°,t e [0,1]}.

Vime, ze existuji H, takové, ze

sup ‘f{n(t)‘ ~ Sup |I:[n(t)‘a
t€[0,1] t€[0,1]

sup |, (1) == sup |B(t)],

t€[0,1] t€[0,1]
kde B° je spojity realny proces na [0,1]. Pro konetné rozmérna rozdéleni tedy
je B ~ B°. ProtoZe rozdéleni spojité¢ho procesu na [0, 1] je urceno jednoznacné
systémem koneéné rozmérnych rozdéleni (Tvrzeni 3.2), mame, ze B ~ B%. BUNO
piedpokladejme, Ze B° je Browniv most. Plati, Ze

A ~ d ~
sup [H, (1) ~ sup [H,(t)] = sup |B°(t)] ~ sup [B(t)].
t€[0,1] t€[0,1] t€[0,1] t€[0,1]

Takze plati

d, % B
O
Poznamka
Pokud pozorovani X7, X, ..., X, nejsou rozdélena rovnomérné na (0,1), ale
maji spojitou distribu¢ni funkci G, pak definujeme veli¢iny Uy, Us, ..., U, vzta-
hem

Na tyto veli¢iny uz muzeme aplikovat pfedchozi Tvrzeni 3.4. Pro empirickou dis-
tribu¢ni funkei pak plati

. 1 —
Gn(t) = E E 1(Xi<t = E 1 G-HU)<t) — E 1U,<G(t = (G(t))
i=1
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Zaver

Cilem této bakalarské prace bylo popsat vyuziti Radon-Nikodymovy derivace
pravdépodobnosti. Vidéli jsme, zZe pomoci tohoto pojmu lze zavést podminéného
rozdéleni, véetné pripadu spojitého podminovéani jevem nulové pradépodobnosti.
Navic byl v textu nastinén netradi¢ni pristup k definici podminéné stfedni hod-
noty, jakozto integralu z podminéného rozdéleni. Tento pristup je analogicky ne-
podminénému pripadu, coz muze vést k jeho snadnéjSimu pochopeni.

Podminéné rozdéleni naléza své uplatnéni také pti zkoumani Wienerova pro-
cesu a Brownova mostu, vyuzit tyto znalosti je pak mozné napiiklad ve statistic-
kém Kolmorogové-Smirnovove testu.
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